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Bevezetés

A disszertacié f6 témakore Finsler-sokasagok bizonyos
specialis tulajdonsagainak vizsgalata. A Finsler-terek
vizsgalata a geometria egy viszonylag fiatal résztertilete,
kiilonosen ha differencidlgeometriai gyokereihez mérjiik,
nem is beszélve az emberiség tobb évezredes torekvé-
seir0l, melyek vilagunk mélyebb megértését célozzak
alakzatok, erohatasok és ezek természettel vald kapcso-
latanak vizsgalatan keresztiil.

A differencidlgeometria modern forméja Gauss egy
kiilonosen tehettséges tanitvanyanak, Bernhard Rie-
mannak koszonhet6, aki méltan hiressé valt habilitacios
el6addsaban [40] bevezette azon objektumokat, melyeket
ma Riemann-sokasdgoknak, valamint ezek gorbiileti
tenzordnak neveziink. Erdekes médon eléaddsiban
ugyan kitért olyan altaldnosabb metrikdkra is melyek
nem belsé szorzatbdl szarmaznak, azonban gy gondolta
az ilyen metrikak vizsgalata nem igényel esszencilisan
kiillonbozo elveket és modszereket. Ezen észrevétele
tobbé-kevésbbé napjainkban is megallja a helyét, azon-
ban méara kideriilt, hogy véleményével szemben szamos
Finsler-tér rendelkezik elegans és szemléletes geometriai
interpretacioval.



A XX. szazad elején szallitas elméleti motivaciok-
nak koszonhetoen meguijult a Finsler-metrikak iranti
érdeklédés. C. Caratheodory és az 4dltala vezetett
kutatdcsoport a Riemann-geometridban sikerrel alkal-
mazott eszkozok, tobbek kozott affin konnexidk, Jacobi
vektormezdk és a szekcionalis gorbiilet ezen altalanos-
abb esetbe valo atiiltetését tiizte ki céljaul. Az egyik
legfontosabb 1épés ebben a torekvésben P. Finsler disz-
szertdidja [12] volt, aki maga is Caratheodory tanitvinya
volt. Szamos kitin6 matematikus munkéssdganak
koszonhetoen az elmilt évszazad soran a Finsler terek
elmélete jelentés fejlédésen ment keresztiil, azonban
napjainkban is rengeteg még a megvalaszolatlan kérdés.
Az elmult évek soran kiilonos figyelem 6sszpontosult a
Finsler geometria természettudomanyok egyéb teriiletein
torténo alkalmazéasaira. Az altalanos relativitaselmélettol
kezdve erdétiizek és szeizmikus sugarak terjedésének
vizsgalatan &t a kvantummechanikdig szamos tertileten
alkalmaztak sikerrel a Finsler geometria eszkozeit [31, 45].
B. Russel és S. Stepney eredményei [41, 42] 4 utat nyi-
tottak szamos érdekes kvantum informéciéelméleti
jelenség geometriai vizsgalatdhoz. Eredményeikben
fontos szerepet jatszott D. Bao, C. Robles és Z. Shen
tétele a Zermelo navigaciés probléma megoldasai és
Randers-sokasdgok geodetikusai kozotti kapcsolatrol [3].

A disszertaciéban Finsler-terek holonémia struk-
turajat vizsgalom. A holondémia struktira egyike azon
geometriai tulajdonsagoknak, melyekrdl Finsler esetben
még igen kevés informécié all rendelkezésiinkre. A
holonémia csoport egy rendkiviil természetes geometriai
objektum. Téagabb értelemben egy olyan geometriai
koncepcid, mely azt a jelenséget irja le, hogy egy ob-



jektumot a vizsgalt tér zart gorbéi mentén 'szallitva'
nem feltétlentl keriil vissza a kiindulasi allapotba. Ez
a jelenség a fizikdban is tobb helyen felbukkan, még a
kvantummechanikaban is, amit a XX. szazad kozepéig
nem tekintettek kiilondsebben geometriai természetiinek.
A holonémia megértéséhez vezetd legfontosabb fogalom
a parhuzamossag. Fuklideszi terek esetén kénnyt megfo-
galmazni mikor tekintiink két vektort parhuzamosnak,
mivel a sokasag kiilonb6z6 pontjaiban vett érin-
toterek természetes mdédon beazonosithatéak egymassal.
Altaldnos esetben a pédrhuzamossig értelmezéséhez
szilkségiink van a T'M érintényaldbon értelmezett V
konnexiéra, melyre Riemann-sokasagok esetén létezik
kanonikus valasztas: a Levi-Civita konnexi6. Egy ilyen
konnexid lehetové teszi szamunkra, hogy definialhassuk
mikor neveziink két v € T,M és w € T,M vektort
parhuzamosnak egy p-t és g-t 6sszekoto v gorbe mentén.
Ekkor a gorbe menti parhuzamos eltolas egy izomor-
fizmus a megfelel6 érintoterek kozott. Ez a leképezés
viszont erdsen fligg a gorbe valasztasatol: semmi okunk
feltételezni, hogy a két pontot Osszekotd kiillonbozo gor-
bék menti parhuzamos eltolds ugyanazt a vektort fogja
eredményezni. Ezen a ponton jutunk el a disszertacio
kozponti eleméhez, a holonémia csoporthoz. Ahhoz,
hogy meghatarozzuk a parhuzamos eltolas fligggését a
gorbétdl, a P, : T,M — T,M automorfizmusok halmazat
vizsgaljuk, ahol p egy tetszoleges pont a sokasagon, a c
gorbék pedig szakaszonként sima gorbék, melyek p-bol
indulnak és p-ben végzodnek.

Egy Riemann- vagy Finsler-sokasag esetén a
holonémia csoport a sokasdg parhuzamos eltolasai
altal generalt transzformacié csoport. Riemann eset-
ben a holonémia csoport és a sokasag geometridja



kozotti Osszefiiggéseket mélyrehatéoan tanulményoztak
az elmult évszdzad soran. 1952-ben A. Borel és A.
Lichnerowicz bebizonyitottak, hogy egy egyszeresen
Osszefliggd n-dimenziés Riemann-sokasdg holonémia
csoportja az ortogondlis csoport zart részcsoportja [7].
W. Ambrose és M. Singer meghataroztak a holonémia
és gorbiilet kapcsolatat [1], majd néhény évvel késébb
M. Berger megadta azon csoportok listdjat, melyek
el6fordulhatnak Riemann-sokasdgok holonémia cso-
portjaként [4]. Ezen eredmény utan szdmos kivald
matematikus munkajanak koszonhetoen megtudtuk,
hogy Berger listdjanak minden eleme el6 is fordul
bizonyos Riemann-sokasagok holonémia csoportjaként,
igy ma mar a Riemann holonémia csoportok teljes
klasszifikacidja ismert. Finsler esetben azonban csak
részeredményeket ismeriink: csak a Berwald, Landsberg
és igen specidlis gorbileti tulajdonsagokkal rendelkezo
sokasagok holonémia csoportjarol rendelkeziink informa-
ciéval [25, 49, 37].

1. Alapfogalmak és el6zmények

Ebben a fejezetben roviden osszefoglaljuk a disszertacio
megértéséhez sziikkséges legfontosabb definicidkat. Beve-
zetjiik a differencialgeometria sziikkséges alapfogalmait,
valamint a Finsler geometria nélkiil6zhetetlen defini-
ciéit. Egységesitjiik a jelolés- és elnevezésrendszert. Vizs-
galataink f6 szintere a (T'M,7, M) érintényaldb és a
(TTM, 7, TM) mdsodik érintényaldb.

Finsler-sokasdgon egy (M,F) part értink, ahol az
F: TM — R, normafiiggvény folytonos, sima a TM :=
TM\ {0} hasitott érntényalabon, minden F, = F|, ,,



lesziikitése pozitiv 1-homogén, valamint a

10°F2(y + su+ tv)
2 ds Ot t=s=0

g:]c,y: (’U,,U) = gij(xvy)uivj =

szimmetrikus bilinearis forma pozitiv definit minden y €
T, M esetén.

Az (M, F) geodetikusait egy (x',y"), T M-en értelmezett
lokalis koordinata rendszerben a i’ + 2G(z, %) = 0 m4-
sodrendli kozonséges differencidlegyenlet rendszer hata-
rozzameg i = 1,...,n esetén, ahol a G*(z, y) egyiitthatok
az aldbbi modon adhatok meg:

G'(z,y) = ig (, y)( gg”,f(x y) — %gjl( w))yjy’“-

Egy c(t) gorbe mentén értelmezett X (t) = X' (¢) 52
tormezot parhuzamosnak neveziink az asszocialt homogen
(nemlinedris) konnezxiora nézve, ha

pex(t) = (P51 1 Gigew, xwpem) 2 =0

teljesiil, ahol G = ?)S;.

Egy &(z,y) = fi(z,y)a%i vertikalis vektormez6 Berwald

horizontdlis kovaridns derivdltjat az X (z) = X'(z )(w
vektormezd szerint a Vyx& szimbdélummal jeloljik, és
lokélisan

_ (98 w08 i k) yi 0
vxg_<aj G oo+ G ) X755

formulaval fejezhetjitk ki, ahol G, (z,y) =



A Finsler-sokasdg gorbiileti tenzormezdjét R =
R}y dx? ®dr*® azi modon definialhatjuk, a tenzorkompo-
nenseket lokalisan a

. _9G oG

kT gk Qad
formulakkal kapjuk. A Riemannian gorbileti tenzort
R, = R(-,y) médon jeloljikk, komponenseit a Rj- =
R;kyk Osszefiiggéssel hatarozhatjuk meg. Egy P =
Span{y,u} C T, M érintésik esetén a sokasag zaszlogor-
biiletét az alabbi formula hatarozza meg:

gy(Ry(u), u)

9y(Y, ¥) gy (u, u) — gy(y, u)?
1.3.1 Definicié. Egy (M, F) Finsler-sokasdg * € M
pontban vett Hol,. (M, F') holonémia csoportjin a sokasig
2-bol indul6 és x-ben végzodo szakaszonként sima zart

gorbéi mentén vett parhuzamos eltoldsok altal generalt
csoportot értjik.

+ GG, — GG,

K(P,y) =

Mivel a parhuzamos eltolas 1-homogén és megorzi a
Finsler normat, a holonémia csoportot tekinthetjiik az in-
dikatrix diffeomorfizmus csoportjanak részcsoportjaként:

Hol, (M, F) C Diff*(Z,).

2. Diffeomorfizmus csoportok érinté Lie-
algebraja és alkalmazasai a holonémia
elméletben

2.1 Diffeomorfizmus csoportok érinté Lie-algebrai

A disszertacié ezen fejezetében egy diffeomorfizmus cso-
port részcsoportjainak érintostrukturait és ezek tulajdon-



sagait vizsgaljuk.

Egy ¢: I — M sima gorbe az M sokasdgon (k—1)-
ad rendii szingularitassal rendelkezik a t = 0 pontban, ha
derivaltjai k—1-ad rendig eltinnek, ahol £ > 0. J6l ismert,
hogy ha egy ¢ gorbének a 0 € R pontban (k—1)-rendi
szingularitdsa van, akkor a k-ad rendii derivaltja ¢*)(0) =
X, egy érint6 vektor p = ¢(0)-ban. Ebben az esetben a ¢
gorbét a X, € T,M vektor k-ad rendi integralgorbéjének
nevezzilk. Ezt a konstrukciot vektormezokre kiterjesztve
kapjuk az alabbi definiciot:

2.1.1 Definicié. Egy ¢: I — Diff>°(M), C* -sima
gorbét a Diff>°(M) diffeomorfizmus csoportban az X €
X(M) vektormezd integralgorbéjének neveziink ha

(1) o = idur,

(2) 1étezik k € N, hogy barmely p € M pont esetén a
t — ¢u(p) gorbe a X(p) € T,M vektor egy k-ad
rendii integralgorbéje.

Ezt a k € N szamot az integralgorbe rendjének nevez-
zuk.

Legyen G C Diff*(M) a Diff*(M) diffeomorfiz-
mus csoport egy tetszoleges részcsoportja. Felhasznélva
a (2.1.1) Definici6 elnevezéseit bevezethetjilk az alabbi
definiciot:

2.1.2 Definicié. Azt mondjuk, hogy egy X € X(M) vek-
tormez6 érinti a G C Diff>(M) részcsoportot, ha létezik
X-nek integralgorbéje G-ben. G érint6é vektormezoinek
halmazat 7,G-vel jeloljik.

2.1.3 Megjegyzés. X € T,G akkor és csak akkor tel-
jesiil, ha létezik egy C'°—sima gorbe ¢: I — Diff > (M)
amelyre



(1) Pt € g>
(2) o =idy,
(8) létezik k € N, melyre (2.1) teljesiil.

Felhivjuk a figyelmet a tényre, hogy a (2.1.2) defini-
ci6 nem feltételezi G-rél, hogy az a Diff(M) egy
Lie-részcsoportja. A konstrukcié soran Diff>°(M) dif-
ferencialhato strukturdjat hasznédljuk a G-beli goérbék
simasagahoz.

2.1.4 Tétel. Ha G a Diff>*(M) diffeomorfizmus cso-
port részcsoportja, akkor 7,G az X(M) Lie-csoport Lie-
részalgebraja.

A 2.1.4 tétel altal motivalva a kovetkezd definicidt
vezetjilk be:

2.1.5 Definicié. TG -t a G C Diff>(M) részcsoport
érinto algebrajanak nevezziik.

A 2.1.4 tétel egy kozvetlen kovetkezménye:

2.1.6 Kovetkezmény. Legyen G a Diff>° (M) részcso-
portja, S pedig X(M) olyan részhalmaza, melynek elemei
érintik G-t. Ekkor az S elemei éltal generalt (S ) ;. rész
Lie-algebra szintén érinti G-t, azaz

SCTG = <S>Liec7;g.

2.1.7 Megjegyzés. Megjegyezzik, hogy [33] -ban az itt
definidlttél kis mértékben eltérd érinté tulajdonsdg méar
bevezetésre keriilt. A tovabbiakban gyenge érinté tulaj-
donsdgként fogunk hivatkozni a [33, Definition 2.] -ben
bevezetett, valamint erés érint6é tulajdonsdgként a [33,
Definition 4.]-ben bevezetett fogalmakra. A kiilonbozd
érint6tulajdonsagok kozti kapcsolatot a kovetkezo allitas
tisztazza:
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2.1.8 Allitas. Legyen G a Diff>(M) egy részcsoportja
és X € X(M).
(i) ha X er6sen érinti a G részcsoportot, akkor X € T,G.

(ii) ha X € 7,G, akkor X gyengén érinti G-t.

A 7,G érint6 algebra fontos tulajdonsaga, hogy altala
informaciot nyerhetiink a G részcsoportrol:

2.1.10 Tétel. Legyen G a Diff>°(M) egy részcsoportja,
és G°¢ ennek lezartja a C* topologidban. Ekkor a T,G
érinté algebra exp: X(M) — Diff>°(M) exponenciélis
leképezés altali képe altal generalt csoport a G¢ részcso-
portja.

A 2.1.2 Definiciéban bevezetett fogalom és a 2.1.4 Té-
tel eredményét nemcsak a diffeomorfizmus csoport rész-
csoportjai esetén értelmezhetjiik, hanem barmely véges
vagy végtelen dimenzios Lie-csoport részcsoportjaira is:

2.1.11 Definicid. Legyen G egy Lie-csoport, e € Gp
a csoport egységeleme és g;, := T.G; a Gy, csoport Lie-
algebraja. Ha G C G, a Gy, részcsoportja, akkor egy X €
gr elem érinti G-t, ha létezik olyan C'*°-sima ¢: I — G
gorbe, melyre az alabbi tulajdonsagok teljestilnek:

(1) v €9,

(2) wo=e,

(3) létezik olyan k € N, melyre a t — ¢; leképezés az

X elem k-ad rendii integralgorbéje.

A G részcsoport érindvektorainak halmazat 7,G-vel
jeloljiik.

A 2.1.4 Tétel valamint a 2.1.10 Tétel bizonyitasaban
haszndlt gondolatmenethez hasonléan adodik az aladbbi
eredmény:
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2.1.12 Tétel. Ha G a G, Lie-csoport részcsoportja, akkor
T,G a g, Lie-részalgebraja. Ennek exponencialis képe &al-
tal generalt <exp(7;g)> csoport a G° csoport részcso-
portja Gr-ben.

Egyszertien lathat6, hogy abban az esetben, ha G
a G Lierészcsoportja, 7,G = g nem mas, mint a G
részesoport Lie-algebraja. Ily médon a (2.1.11) Defini-
ci6 altalanositja a Lie részcsoportokhoz asszocialt Lie-
részalgebra klasszikus fogalmat.

2.1.13 Definicié. Egy G C Diff>°(M) részcsoportot
végtelen dimenzidsnak neveziink, ha 7,G-vel jelolt érinté
algebraja végtelen dimenzios.

2.2 A fibralt holon6mia algebra és Lie-részalgebrai

A fibralt holonémia csoport fogalma mar korabban
bevezetésre keriilt [33] -ban:

2.2.1 Definicié. Az (M,F) Finsler-sokasag fibralt
holonémia csoportjan az (ZM,w, M) indikatrix nyaldb
olyan fibrumtarté ® € Diff>*(ZM) diffeomorfizmusait
tartalmazé csoportot értjiik, mely elemeire tetszéleges
p € M esetén teljesiil, hogy a ®, = ®|z, \ € Diff>(Z,M)
lesziikités benne van a Hol, (M) holonémia csoportban.

Legyen (M,F) egy kompakt Finsler-sokasag. Kon-
nyen lathato, hogy

Hol; (M) C Diff>(IM), (2.15)

ahol Hol;(M) az indikatrix nyalab diffeomorfizmus cso-
portjanak részcsoportja. Még nem ismert, hogy Hol (M)
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Lie-részcsoportja-e a Diff>(ZM) diffeomorfizmus cso-
portnak. A Holy(M) érintévektorainak halmazat

hol; (M) := To(Holy(M)) (2.16)
modon jeloljik.

2.2.2 Definicié. A hol;(M) halmazt az (M, F) Finsler-
sokasag fibrdlt holonomia algebrdjinak nevezzik.

A 2.1.4 Tétel kdvetkezményeként kapjuk:

2.2.3 Kovetkezmény. A hol;(M) fibralt holonémia
algebra az ZM sima vektormezéinek X(ZM) Lie-
algebrajanak Lie-részalgebraja.

A gorbiileti tenzor segitségével bevezetjitk hol, (M)
két rendkiviil fontos Lie-részalgebrajat: a gorbiileti alge-
brat és az infinitezimélis holonémia algebrat.

2.2.4 Definicié. A R gorbiileti algebra a gorbiileti
vektormezok altal generalt Lie-algebra az indikatrix
nyalabon:

R = (RX"Y")|zu | X,V € X(M))

Lie

c /02

hogy a gorbiileti vektormezoket kiszamithatjuk az alabbi
formula segitségével:

¢ = RXM Y = [x" v - [xv]" (2.17)
Mi tobb, a kovetkezd allitast is megfogalmazhatjuk:

2.2.5 Allitds. A % gorbiileti algebra elemei érintik a
Hol (M) fibralt holonémia csoportot és az altaluk gene-
ralt R a hol,(M) Lie-részalgebrija.
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2.2.6 Lemma. Barmely p € M pont esetén
(1) hep € Holp(M),
(2) t = hy) egy masodrendii integralgérbéje a &, := &

(ﬁp € %(Ip)) vektormezének.

Ip

2.2.7 Definicié. Egy (M,F) Finsler-sokasag hol*(M)
infinitezimalis holonémia algebrdjin az X € X(ZM) azon
legszlikebb Lie-részalgebrajat értjik, amely teljesiti az
alabbi tulajdonsagokat:
1) a gorbiileti vektormezok elemei hol* (M )-nek,
2) ha £ € hol"(M) és X € X(M), akkor a Vx¢&
horizontalis Berwald kovarians derivalt is eleme

hol*(M)-nek.

2.2.8 Allitas. Az hol*(M) infinitezimalis holonémia al-
gebra elemei érintik a Hol (M) fibralt holonémia csopor-
tot, valamint hol*(M) a bol,(M) fibrélt holonémia al-
gebra Lie-részalgebraja.

2.3 A holonémia algebra és Lie-részalgebrai

Legyen (M, F) egy Finsler-sokasag.

2.3.1 Definicié. A Hol,(M) holonémia csoport érintd
Lie-algebrajat

hol,,(M) := To(Hol,(M))

médon  definidljuk  és az (M,F) Finsler-sokasag
holonomia algebrdjinak nevezziik a p € M pontban.

2.3.2 Kovetkezmény. Egy (M, F) Finsler-sokasag p €
M-beli hol,(M) holonémia algebrija az X(Z,) egy Lie-
részalgebraja.
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2.3.3 Definicié. A p € M-beli gobiileti vektormezok
altal generalt R, Lie-algebrat a sokasag p € M-beli gor-
bileti algebrajanak nevezzik:

R, = (R(X, Y))z,

pr7p

X,,Y, e ,M) .

€

A R, p-beli gorbiileti algebra a sokasag PR gorbiileti al-
gebrajanak Z,-re vald lesziikitése.

2.3.4 Allitds. A pe M-beli R, gorbiileti algebra érinti
a Hol,(M) holonémia csoportot, valamint R, a hol, (M)
holonomia algebra Lie-részalgebraja.

2.3.5 Definicié. Az (M,F) Finsler-sokasdg p € M-
beli hol*(M) infinitezimalis holonémia algebrdjin azt a
legkisebb Lie-algebrat értjiik, melyre az alabbi tulajdon-
sagok teljesiilnek:
1) Minden &, gorbiileti vektormezd eleme hol)(M)-
nak,
2) ha &, € hol} (M) és X € X(M), akkor a (Vx¢) (p)
horizontalis Berwald kovaridans derivalt is eleme

hol) (M)-nak.

2.3.6 Megjegyzés. Egy (M, F) Finsler-sokasag p € M-
beli infinitezimalis holonémia algebrajat az alabbi médon
is definialhatjuk:

holy(M) == {&lz, | € € hol"(M) }.
A (2.2.8) Allitas alapjan kapjuk:

2.3.7 Kovetkezmény. A hol’(M) infinitezimalis
holonémia algebra érinti a Hol,(M) holonémia csoportot,
valamint hol) (M) holonémia algebra Lie-részalgebraja.
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Megjegyezziikk, hogy a 2.3.4 és 2.3.7 Allitésok
el6relépést jelentenek [33] eredményeihez képest, mivel az
érinté tulajdonsdgban C'-simasdg helyett C*°-simasagot
kapunk.

3. Végtelen dimenziés holonémia csoport-
tal rendelkez6 Finsler-terekrol

3.1 A kvantumnavigacios probléma
holonémiajarol

A kvantum informacié elmélet Randers modellje

Egy zéart, véges dimenziés kvantum rendszerben az
allapotteret C"-el modellezhetjiik valamely n € N
esetén, a fizikai &allapotok pedig az alap Hilbert-tér
CP" ! projektiv terének sugaraival reprezentdlhatéak. A
kvantumnavigaciés problémaban a 'navigator’ feladata,
hogy megtalédlja a legrovidebb tutvonalat egy |W¥;) kezdeti
és egy |Wp) végallapot kozott. A probléma megoldasa
rendkiviil nehéz az allapottér szintjén, azonban [9]-ben
és [8]-ban a szerzOk megmutattdk, hogy a probléma
atfogalmazhato az allapotokon hato térre, mely ebben az
esetben SU(n). A feladat tehdt ebben az értelmezésben
az, hogy talaljunk egy H.(t) Hamilton-opertort az
SU(n) csoport su(n) Lie-algebrajaban, mely esetén
a H(t) = H.(t) + Hy operator generdlja a kezdeti
Hamilton-operatorral kiegészitve. Ez a Hy operator egy
nem eliminalhato kiilso erohatast reprezental, tipikusan
magneses mezot.
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2-dimenziés Kvantum Zermelo probléma

A tovabbiakban egy kétallapotd kvantum rendszerrel
foglalkozunk: egy magneses mezében vett elektron ese-
tét vizsgdljuk. Ahogy [9]-ben, a vizsgdlataink soran mi
is egy invarians "szél" vektormezot tekintiink, melyet H,
reprezental a Lie-algebraban, a Riemann-metrika pedig a
Killing formébol szarmazo6 invarians Riemann-metrika:

h(A, B) := tr(A'B), (3.1)

A, B € su(2). Az su(2) Lie-algebrat a By = ioy, By =
—iag,Eg = 103 vektormezok generaljak, ahol a o;
matrixok a Pauli matrixokat jelolik.

A szémitdsok sordn az érintényaldbon vett (z,€)
koordinatédkkal dolgozunk, ahol (x) = (x1,z9,23) az
SU(2) csoporton vett koordinatdk, (§) = (&1,&,&3)
pedig a su(2) Lie-algebra invarians koordinitdi az
{El,EQ,Eg} bazisra vonatkozoan. A standard és inva-
rians koordinatak kozti kapcsolatot TG = G X g-n
egyszerfien meghatarozhatjuk a p, ) (z,y) = (,§) for-
mula segitégével, ahol p : SU2) — SU2) a cso-
port jobb eltolasa. Modulo egy merev transzformacio,
feltételezhetjitk, hogy Hy = cEy, ahol ¢ € R. A (3.1)
egyenlet és W = H, alapjan kiszamithatjuk a megfelel6
invaridns Randers metrikat:

1

F() = 5 (0c +5¢). (3.2)

ahol o egy Riemann-metrika, 8 pedig egy 1-forma:

o = /267 + 268 + 263 — A — 43, Be = 2k
(3.3)
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Az egyszerliség kedvéért a 2-dimenziés kvantum Zer-
melo problémanak megfelel6 3-dimenzids Finsler teret
Q = (SU(2), F) médon jeldljik.

Az FEuler-Lagrange egyenletek invarians megfogal-
mazasat Euler-Poincaré egyenletek néven ismerjiik:

d OF (9E

Ezen egyenletek segitségével meghatarozhatjuk a Lie-
algebra geodetikus egyenleteit [13].

A gorbiileti algebra és a holonémia

A gorbileti tenzort a spray egyiitthatokbol hatarozhatjuk
meg. A gorbiileti vektormezdk elso Lie-zarojelét egyszerti
szamitassal kapjuk:

2
Ry, R3] = *Rz+ C&R& (R, R3] = 7R1+

Oég 045 Oég

2c 53

Rs.

E
(3.10)
Altaldnosabban:

3.1.1 Lemma. Legyen L, = R, és jeloljik L, =
[Ly_1, R3] médon a Ly és Ry vektormezok Lie-zardjelét
minden k& > 1 esetén. Ekkor

—Rg + 2kc EZ%R ha k=0 mod 2,
[0
L — 65 655
LRy —2kc">2R;,  hak=1 mod?2,
(0} [0
3 3

(3.11)
ahol ¢, = —1, hak =4l+1vagy k =4l+2és ¢, =1, ha
k =4l + 3 vagy k = 4l valamely [ € N esetén.
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3.1.2 Allitas. Egy kiils§ W er6hatas mellett a (3.2)
Finsler-metrika 2R gorbiileti algebraja az indikatrix sima
vektormez6inek X(Z) Lie-algebrajanak végtelen dimen-
zi6s Lie-részalgebraja.

3.1.3 Tétel. A 2-dimenziés kvantum Zermelo probléma
Hol(Q) holonémia csoportja egy kiilsé W er6hatds esetén
nem véges dimenzios.

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor nincs
kiillsé er6hatas, azaz W = 0, a (3.2) metrika egy
Riemann-metrika, az indikdtrixon o = 1 és konnyen
lathat6, hogy a R gorbiileti algebra izomorf az so(3) Lie-
algebraval.

3.2 Lokalisan sikprojektiv, konstans zaszloégor-
biiletii Randers feliiletek holonémiaja

Az alfejezet célja a konstans zaszlogorbiiletii sikpro-
jektiv Randers feliiletek holonémia csoportjanak vizs-
galata. Els 1épésben a D?-n értelmezett Randers-metrika
holon6miajat vizsgaljuk, ahol a = (aq,0).

Legyen (D%, F,) egy Finsler feliilet, ahol D? az R? tér
nyilt korlemeze, F, pedig a

_ VP = (2PlyP - <x,y>2)+€( (z,y) {a,y) >

1= |2]? 12 T 1+ (a,2)

Fal,y)

egyenlet alapjan meghatarozott Finsler fliggvény a =
(a1,0) € R? vdlasztassal, ahol |a;| < 1 nemnulla konstans
vektor.

3.2.1 Allitas. A (D?, F,) Finsler-sokasag holonémia cso-
portja maximélis és Hol{(M) diffeomorf Diff(Sh)-vel,
az S! egységkor irdnyitastarté diffeomorfizmus csoportja-
val.
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Z. Shen Randers-sokasagokra vonatkozo klasszifika-
cios tételét alkalmazva kapjuk

3.2.4 Tétel. Egy egyszeresen Osszefliggé6 nem-Riemann
és nemzérus konstans zaszlogorbiileti lokalisan sikpro-
jektiv  Randers feliilet holonémia csoportja maximalis,
valamint Hol¢(M) diffeomorf Diff°(S)-vel , azaz

Hol*(M) = Diff*(S").
A tétel alapjan a kovetkezo klasszifikaciot kapjuk:

3.2.5 Kovetkezmény. Egy egyszeresen Osszefliggd kon-
stans zaszlogorbiiletii lokalisan sikprojektiv Randers
feliilet holonémia csoportjanak lezartja
1. az {id} trividlis csoport, ha A = 0;
2. az SO(2) forgatas csoport, ha A # 0 és a metrika
Riemann;
3. az egységkor iranyitastartéd diffeomorfizmus cso-
portja Diff°(S'), ha A # 0 és a metrika nem-
Riemann.

4. A végtelen dimenziés holonémia cso-
porttal rendelkez6 Finsler-terek halmaza-
nak stirtiségérol

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk, hogy egy generikus
Finsler-sokasdg holonémia csoportja végtelen dimen-
zi6s. Pontosan szolva a 4.4.1 Tételben megmutatjuk,
hogy egy n > 2 dimenziés M sokasidgon értelmezett
C>-sima Finsler metrikdk halmazanak létezik végte-
len dimenzi6és holonémia csoporttal rendelkezé olyan F
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részhalmaza, mely nyilt és mindenhol stirti barmely C™-
topoldégidban, ahol m > 8. Ez az eredmény ravildgit, hogy
a Riemann esettel szemben a legtobb Finsler-sokasag
holonémia csoportjanak lezartja nem egy kompakt cso-
port. Hasonlé eredményre jutottak a szerzok [22]-ban a
linearis holonomia csoportra vonatkozoan, melyet linearis
parhuzamos eltolassal definialunk.

4.1 Vektormezok 3-jet generalé Lie-alegbrai

4.1.1 Definicié. Egy M sokasagon vett vektormezok
YV C X(M) halmazét

o k-jet generalonak nevezziik az x € M pontban, ha
a természetes j¥: V — JF(X(M)) leképezés sziir-
jektiv,

e jet generdlénak nevezziitk M-en, ha barmely x € M
és barmely k > 0 esetén k-jet generalo.

A definicié értelmében az U C R™-en értelmezett vek-
tormezok g algebrajat 3-jet generdlonak nevezzik x € U-
ban, ha minden vektormez6t kozelithetiink harmadrend-
ben az algebra elemeivel az x pontban. A kévetkezo tétel-
hez jutunk:

4.1.2 Tétel. Legyen g egy U sokasigon értelmezett vek-
tormezok Lie-algebraja. Ha létezik olyan pont, melyben g
rendelkezik a 3-jet general6 tulajdonsaga, akkor g végte-
len dimenzios.

Megjegyezziik, hogy ha U dimenzidja 1, az eredmény
ekvivalens Sophus Lie nevezetes eredményével, lasd
pl. [27, Theorem 2.70]. Ahogy a [27] végén talalhat
tablazatban szereplé példdk mutatjak, melyben véges
dimenziés vektormezé algebrak szerepelnek, a 3-jet
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generald tulajdonsag fontos szereppel bir.

4.2 A Funk-metrika holonémia algebrajanak 3-jet
general6 tulajdonsaga

Ebben a fejezetben a standard Funk-metrika holonémia
strukturajat vizsgaljuk.

4.2.1 Megjegyzés. A (IB%Q, Fy2)  Finsler-sokasag
holonémidjat korabban [37, Chapter 5| vizsgalta. A
szerzOk bebizonyitottak, hogy a (B? Fp2) Finsler feliilet
holonémia csoportjanak lezartja Diff, (S'), az egységkor
irdnyitastarté diffeomorfizmus csoportjanak lezartja [37,
Theorem 5.2].

A fenti eredményt felhasznalva kapjuk a kovetkezd &al-
litast:

4.2.2 Allitds. A standard Funk-metrika Hol’(Fpn)-
moédon jelolt o € B” pontbeli infinitezimélis holonémia
algebraja rendelkezik a jet general6 tulajdonsiggal az Z,
indikatrixon.

4.3 Finsler metrikak Funk perturbaciéi

Legyen (M, F) egy Finsler-sokasdg, o € M pedig
egy rogzitett pontja. Ekkor valaszthatunk egy olyan x¢-
ba centralt (U, z) koordinata-rendszert, melyre x(U) C
B™. Az ehhez TM-en asszocialt koordinata-rendszert
(77 1(U), x = (z,y)) médon jeloljiik. Tekintsiink tovadbba
egy ¥: M — R dudorfiiggvényt, melyre supp(v)) C U és
Y|g = 1 teljesiil 29 valamely U C U nyilt kornyezetében.
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Jeloljik ¢ := ¢ o m médon a v leképezés 7 ltali vissza-
hizottjat.

A standard Funk-norma fiiggvényt hasznélva
bevezetiink egy 4j F : TM — R Finsler-normét az
alabbi modon:

F?2 =1 (Fgnox)>+ (1 —1v)-F% (4.17)

Megjegyezziik, hogy F a standard Funk-norma visszaht-
zottja 7= H(U)-n.
Felhasznalva a (4.17) egyenletet, definidljuk az F' sima

« sz

ahol
FP=(1-t)F>+tF* te|0,1]. (4.18)

Konnyen elendrizhetd, hogy ekkor minden F; egy Finsler-
norma lesz M-en.

4.3.2 Allitas. A bol; (Fi) infinitezimélis holonémia
algebra minden eleme kifejezheté t polinomjainak
tortkifejezéseként, ahol a polinomok egytlitthatoi
meghatarozhatéak a j’;OF és j:’jOF jetekkel valamely
k € N esetén.

4.3.3 Allitas. Barmely y, € Z, esetén azon t &
[0, 1] paraméterek halmaza, melyekre a Funk perturbaci6
bol; (F;) C X(Z/)) infinitezimalis holonémia algebraja
nem rendelkezik a 3-jet general6 tulajdonsiaggal, véges.
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4.4 Majdnem minden Finsler-metrika holonémia
csoportja végtelen dimenzios

4.4.1 Tétel. Egy n > 2 dimenziés M sokasagon
értelmezett C'°-sima Finsler metrikdk F halmazanak
létezik m > 8 esetén a C™-topoldgiaban véve olyan
nyilt és mindeniitt stiri részhalmaza, mely elemeinek
holonémia csoportja végtelen dimenzids.

4.4.2 Megjegyzés. A 4.4.1 Tétel bizonyitasaban meg-
mutattuk, hogy egy megfelel6 perturbacié esetén az
infinitezimalis holonémia algebra egy pontban végte-
len dimenziés. Ez az Aallitds igaz marad a pont Kkis
kornyezetében.
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Introduction

The main topic of this thesis is the study of some
specific aspects of Finsler spaces. Finsler geometry is a
relatively young area of geometric studies compared to
its foundations in differential geometry, not to mention
the several millenia-old urge of humanity to understand
the sprawling network of shapes, forces and interactions
of the world around us.

The modern form of differential geometry is the merit
of a student of Gauss: Bernhard Riemann, who in his
famous Habilitationsvortrag [40] introduced what we
now call an n-dimensional Riemanniann manifold and its
curvature tensor. Interestingly the idea of more general
metrics which does not come from an inner product also
appeared in the lecture, but Riemann thought they does
not require essentially new principles (which is more or
less holds true even now) and that these more general
metrics lack nice geometric interpretations.

At the beginning of the XXth century, the intensive
study of Finsler metrics was motivated by the optimal
transport theory. A group of mathematicians lead by
C. Cartheodory aimed to adapt mathematical tools
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which were effective in Riemannian geometry (such
as affine connections, Jacobi vector fields, sectional
curvature) for a more general situation. P. Finsler was a
student of Cartheodory and his dissertation [12] is one of
the important steps on this way. Since then, the theory
evolved in a great amount due to the works of several
outstanding mathematicians, but it is still far from being
complete. In recent years more and more focus trends
to the applications of Finsler geometry in several fields
of natural sciences. From general relativity through
wildfire spread and seismic ray modeling to quantum
mechanics, a lot of different areas take advantage of the
tools of Finsler geometry [31, 45]. The investigations of
B. Russel and S. Stepney in [41, 42] opened a new way
for the geometric investigations of several interesting
phenomena in Quantum Information Processing (QIP)
by the application of D. Bao, C. Robles and Z. Shen’s
theorem on the one-to-one correspondence between
the solutions of the Zermelo navigational problem and
Randers metrics [3].

One aspect of the geometric properties still to
discover and describe is the holonomy structure, which
will be the main focus of our investigations in this thesis.
The holonomy group is a very natural geometric object.
In a broader sense it is a geometric concept which refers
to the property that if we transport an object along a
closed path it may not return to its original state. This
phenomena occurs in different areas of physics such as
a theory what before the middle of the 20th century
was not considered to be geometric in nature: quantum
mechanics. The first key concept in understanding holon-
omy is how we transport objects: by parallelism. For an
Euclidean space it is quite clear when do we consider
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two vectors parallel since the tangent spaces at different
points are naturally identified. In the Riemannian case
to define parallelism we need a connection V on the
tangent bundle T"M and there is a canonical choice for
it: the Levi-Civita connection. This allows us to define
when two vectors v and w at different points, say p and
q respectively, will be called parallel with respect to a
fixed curve 7 joining the two points. Then by the parallel
translation along v we have an isomorphism between
the tangent spaces P, : T,M — T,M. This mapping
however have a dependence on the curve, and there is no
reason for parallel translations along different curves to
coincide. This is where our main object of investigations
the holonomy group appears: to describe the parallel
translation’s dependence on the choice of the curve, we
investigate the set of automorphisms P, : T,M — T,M
for an initial point p, where the curves ¢ are closed
piece-wise smooth curves starting and ending at the
point p.

Indeed, the holonomy group of a Riemann or Finsler
manifold is the transformation group generated by paral-
lel translation of vectors along loops. In the Riemannian
case, the connection between the holonomy group and
the geometry of the manifold was thoroughly investigated
in the last century. In 1952 A. Borel and A. Lichnerowicz
proved that the holonomy group of a simply connected
n-dimensional Riemannian manifold is a closed subgroup
of the orthogonal group [7]. W. Ambrose and M. Singer
described the relationship between the holonomy and the
curvature [1]. Few years later, M. Berger gave the list of
all possible holonomy groups of Riemannian manifolds
[4]. Since then, all of these groups were shown to appear
as holonomy groups of some Riemannian manifolds
and therefore the complete classification of Riemannian
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holonomy groups is well known. In the Finslerian case,
however, only partial results are known: for Berwald
manifolds, Landsberg manifolds, and Finsler manifolds
with very special curvature properties [25, 49, 37].

1. Basic concepts and tools

In this chapter we give the preliminaries necessary to
understand the later chapters. We collect the most in-
dispensable concetps from spray geometry and Finsler
geometry. We also standardize our notation and termi-
nology. The main scene of our investigations is the tan-
gent bundle (T'M,m, M) and the second tangent bundle
(TTM,7,TM). A Finsler manifold is a pair (M,F),
where the norm function F: TM — R, is continuous,
smooth on T'M :=TM\{0}, its restriction F, = Flop o is
a positively homogeneous function of degree one and the
symmetric bilinear form

1PF}(y + su + tv)
2 ds Ot t=s=0

Jry: (U,U) = gij($7y)uivj =

is positive definite at every y € T, M.

Geodesics of (M, F) are determined by a system of 2nd
order ordinary differential equation i + 2G*(z,%) = 0,
i =1,...,n in a usual local coordinate system (z°,y*) of
TM, where G'(x,y) are given by

| 1 9 89, .
G'(z,y) =19 !z, y)( 8‘(]],5( y)—ag;f(x,y))yjy’“-

A vector field X (t) = X*(t)3> (t) is said
to be parallel with respect to the associated homogeneous
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(nonlinear) connection if it satisfies

pex(t) = (P50 4 Gigew, xwne) 2 = o

i _ 9G"
where G} = 55

The horizontal Berwald covariant derivative V x& of
E(x,y) = &(x, y) - by the vector field X (z) = X*(x)-2
is expressed locally by

agl ag ; a

Oxt

dG; (z,y)
The curvature tensor field R= R dx’ ®dr*® 321-
the expression

where we denote G (z,y) :=

ik = 895; T g + GGl — G (2,9) G-
The Riemannian curvature tensor is R, := R(-,y), its
components can be obtained as R = R, y". For a tangent
plane P = Span{y,u} C T,M, the flag curvature is
defined as

gy( Ry, (u), u
K(P y) — y( y( ) ) -
9y, y)gy(u, u) — gy (y, )
1.3.1 Definition. The holonomy group Hol,(M, F') of a
Finsler manifold (M, F) at a point = € M is the group

generated by parallel translations along piece-wise differ-
entiable closed curves starting and ending at x.

Since the parallel translation is 1-homogeneous and
preserves the norm, the holonomy group can be seen as a
subgroup of the diffeomorphism group of the indicatrix:

Hol,(M,F) C Diff*(Z,).
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2. Tangent Lie algebra of a diffeomor-
phism group and its application to the
holonomy theory

2.1 Tangent Lie algebra of a diffeomorphism group

In this section of the thesis we investigate the tangential
property and tangential structure of subgroups of the dif-
feomorphism group.

A smooth curve ¢: I — M on the manifold M has
a singularity of order (k—1) at ¢ = 0, if its derivatives
vanish up to order k—1, (k > 0). It is well known that if
a curve ¢ has a singularity of order (k—1) at 0 € R then
its k™ order derivative ¢¥)(0) = X,, is a tangent vector
at p = c(0). In that case, the curve c is called an integral
curve of order k of the vector X, € T, M. Extending this
concept to vector fields, we can introduce the following

2.1.1 Definition. A C'*°—smooth curve in the diffeo-

morphism group ¢: I — Diff>*(M), t — ¢, is called an

integral curve of the vector field X € X(M) if

(1) ¢o = idy,

(2) there exists k € N such that for any point p € M
the curve t — ¢4(p) is an integral curve of order k
of X(p) € T,M.

This k£ € N is called the order of the integral curve ¢, of

the vector field X.

In particular, the flow X of X € X(M) is an integral
curve of order 1 of X. Moreover, if & > 1 and t — ¢ is
an integral curve of order k of the vector field X then we
have

9oy _ 9"y

- =0 =X 2.1
atz =0 ) atk =0 Y ( )
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where i = 1,...,k — 1. Let G C Diff>°(M) be an arbi-
trary subgroup of the diffeomorphism group Diff>(M).
Using the terminology of Definition 2.1.1 we introduce
the following

2.1.2 Definition. A vector field X € X(M) is called tan-
gent to a subgroup G C Diff>°(M) of the diffeomorphism
group if there exists an integral curve of X in G. The set
of tangent vector fields of G is denoted by 7,G.

2.1.3 Remark. We have X € 7,G if and only if there
exists a C*°—smooth curve ¢: I — Diff**(M) such that

(1) pr € g>

(2) o = idu,

(3) there exists k € N such that equation (2.1) is
satisfied.

One can observe that in Definition 2.1.2 we do not sup-
pose that G is a Lie subgroup of Diff>*(M). Indeed, we
use the differential structure of the later to formulate the
smoothness condition on the curve in G. Nevertheless, we
have the following

2.1.4 Theorem. If G is a subgroup of Diff>°(M), then
7,G is a Lie subalgebra of X(M).

Motivated by the results of Theorem 2.1.4 we propose
the following

2.1.5 Definition. TyG is called the tangent Lie algebra
of the subgroup G C Diff>(M).

As a direct consequence of Theorem 2.1.4 we get the
following
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2.1.6 Corollary. Let G be a subgroup of Diff>°(M) and
S be a subset of X(M) such that the elements of S are
tangent to G. Then the Lie subalgebra (S )z of X(M)
generated by the elements of S is also tangent to G, that
is

SCTG = <S>Liec7;g.

2.1.7 Remark. Slightly different tangent properties of
vector fields to a subgroup G of the diffeomorphism group
were already introduced in [33]. We will refer to the prop-
erty [33, Definition 2.] as the weak tangent property and
to [33, Definition 4.] as the strong tangent property. Our
language is justified by the following proposition which is
clarifying the relationship between the tangent property
introduced in Definition (2.1.1) and the tangent proper-
ties introduced in [33]:

2.1.8 Proposition. Let G be a subgroup of Diff>° (M)
and X € X(M). Using the terminology of Remark
(2.1.17):

(i) if X is strongly tangent to G, then X € 7,G.

(ii) if X € 7,G, then it is weakly tangent to G.

The main feature of T,G is that one can obtain infor-
mation about the group G. Indeed, one has the following

2.1.10 Theorem. Let G be a subgroup of Diff>(M)
and G¢ its topological closure with respect to the C*
topology. Then the group generated by the exponential
image of the tangent Lie algebra 7,G with respect to the
exponential map exp: X(M) — Diff>°(M) is a subgroup
of G¢.

The concept worked out in Definition 2.1.2 and The-
orem 2.1.4 can be adapted not only for subgroups of the
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diffeomorphism group but for any subgroup of any (finite
or infinite dimensional) Lie group:

2.1.11 Definition. Let G, be a Lie group, e € Gy, is the
identity element of Gy, and g; := T. Gy, the Lie algebra
of Gp. If G C Gy is a subgroup of Gy, then X € g, is
called tangent to G if there exist a C*°—smooth curve
w: I — Gr, such that

(1) v €4,

(2) ¢o=c¢,

(3) there exists k € N such that t — ¢, is a k'™ order
integral curve of X.

The set of tangent vector of G is denoted by 7,G.

Then, adapting the proof of Theorem 2.1.4 and The-
orem 2.1.10 we can get the following

2.1.12 Theorem. If G is a subgroup of a Lie group Gy,
then 7,G is a Lie subalgebra of g;. The group < eXp(’];Q)>
generated by the exponential image of 7,G with respect
to the exponential map exp: g, — Gy, is a subgroup of
the topological closure G¢ of G in Gy..

It is clear that in the case when G is a Lie subgroup
of G, then 7,G = g is just the usual Lie subalgebra of
g1 associated to the Lie subgroup G. Therefore Defini-
tion (2.1.11) generalizes the classical notion of the Lie
subalgebra associated to a Lie subgroup.

2.1.13 Definition. We call a subgroup G C Diff>(M)
infinite dimensional, if its tangent algebra 7T,G is infinite
dimensional.
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2.2 The fibered holonomy algebra and its Lie sub-
algebras

The notion of fibered holonomy group Hol (M) appeared
in [33]:

2.2.1 Definition. The fibred holonomy group Hol (M)
of (M,F) consists of fibre preserving diffeomorphisms
¢ € Diff°(ZM) of the indicatrix bundle (ZM,r, M)
such that for any p € M the restriction ®, = ®|7 5 €
Diff>(Z,M) belongs to the holonomy group Hol,(M).

Let (M, F) be a compact Finsler manifold. It is obvi-
ous that

Hol (M) C Diff>(IM), (2.15)

where Holg(M) is a subgroup of the diffeomorphism
group of the indicatrix bundle. Until now it is not known
whether or not Hol (M) is a Lie subgroup of Diff*(ZM).
The set of tangent vector fields to the group Hol (M) de-
noted as

bol; (M) := To(Holy(M)). (2.16)

2.2.2 Definition. hol;(M) is called the fibered holonomy
algebra of the Finsler manifold (M, F).

From Theorem 2.1.4 one can obtain the following

2.2.3 Corollary. The fibered holonomy algebra hol, (M)
is a Lie subalgebra of the Lie algebra of smooth vector
fields X(ZM).

In the sequel we introduce two important Lie sub-

algebras of hol;(M) using the the curvature tensor: the
curvature algebra and the infinitesimal holonomy algebra.

36



2.2.4 Definition. The curvature algebra R is the Lie
algebra generated on the indicatrix bundle by curvature
vector fields:

R = (RX"Y")|zu | X,V € X(M)), .

It is not difficult to see from the definition of the cur-
vature tensor that a curvature vector field can be calcu-
lated as

¢ = RO YM = [xh v - [x,v]" (2.17)
Moreover, we have the following

2.2.5 Proposition. The elements of the curvature al-
gebra are tangent to the group Holy(M) and the curva-
ture algebra R is a Lie subalgebra of hol;(M).

2.2.7 Definition. The infinitesimal holonomy algebra
hol*(M) of a Finsler manifold (M, F) is the smallest Lie
algebra on the indicatrix bundle which satisfies the fol-
lowing properties:

1) curvature vector fieldsar an element of hol*(M),

2) if £ € hol*(M) and X € X(M), then the horizontal
Berwald covariant derivative V x¢ is also an element
of hol*(M).

We have the following

2.2.8 Proposition. The infinitesimal holonomy algebra
hol*(M) is tangent to Hols(M) and the infinitesimal
holonomy algebra hol* (M) is a Lie subalgebra of hol;(M).
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2.3 The holonomy algebra and its Lie subalgebras

Let (M, F) be a Finsler manifold.

2.3.1 Definition. The tangent Lie algebra to the group
Hol, (M)

bol,,(M) := To(Hol,(M)).
is called the holonomy algebra of the Finsler manifold
(M,F)atpe M.

2.3.2 Corollary. The holonomy algebra hol,(M) of a
Finsler manifold (M, F) at p € M is a Lie subalgebra of
X(Zp).

2.3.3 Definition. The Lie algebra R, of vector fields
generated by curvature vector fields at p € M is called
the curvature algebra at p:

P’ p

R, = (R(X!, Yz,

X,,Y, e ,M) .
The curvature algebra R, is the restriction of R to the
indicatrix Z,

2.3.4 Proposition. The curvature algebra %R, at p €
M is tangent to the group Hol,(M) and the curvature
algebra R, is a Lie subalgebra of the holonomy algebra

ol (M).

2.3.5 Definition. The infinitesimal holonomy algebra
hol*(M) of a Finsler manifold (M, F) at a point p € M
is the smallest Lie algebra on the indicatrix at p which
satisfies the following properties:
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1) Every curvature vector field ¢, is an element of
hot, (M),

2) if§, € hol) (M) and X € X(M), then the horizontal
Berwald covariant derivative (Vx¢) (p) is also an
element of hol} (M).

2.3.6 Remark. The infinitesimal holonomy algebra of a
Finsler manifold (M, F) at a point p € M can also be
considered as

holy(M) == {lz, | € € bol*(M) }.
From Proposition (2.2.8) we get

2.3.7 Corollary. The infinitesimal holonomy algebra
bol (M) is tangent to the holonomy group Hol,(M) and
is a Lie subalgebra of the holonomy algebra hol,(M).

We remark that the first parts of the statement of
Proposition 2.3.4 and 2.3.7 are improvements of the re-
sults of [33] because the tangential property of the Lie
algebra is improved: we can guaranty C'°°-smoothness in-
stead of C''-smoothness.

Chapter 3

Some results about Finsler manifolds
with infinite dimensional holonomy group

3.1 Holonomy of the quantum navigation problem

Randers model of Quantum Information Process-
ing
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In a closed finite dimensional quantum system the
state space is C" for some n € N and the physical states
can be identified with the rays of this space, that is
the projective space CP™! of the underlying Hilbert
space. In Quantum Information Processing (QIP) the
task of the "navigator" is to find the shortest path from
an initial state |U;) to a final state |¥p). The problem
is hard to solve on the level of state space, but in [9]
and in [8] the authors showed that one can lift this
problem to the space acting on the states: the special
unitary group SU(n). The task is then to find a control
Hamiltonian H,(t) in the Lie algebra su(n) of SU(n)
which together with a time independent Hamiltonian ]:IO,
representing the effect of the ineliminable external field,
forms H(t) = H,(t) + Hy and generates the evolution of
our initial state to the final state.

2-dimensional quantum Zermelo problem

We consider a specific case of the two state quantum sys-
tem: a single spin particle in a magnetic field. As in [9],
we consider an invariant "wind" vector field, represented
in the Lie algebra by H, and the invariant Riemannian
metric coming from the Killing form:

h(A, B) := tr(A'B), (3.1)
A B ‘€ su(2). The Lie algebra su(2) is spanned by B =
101, By = —i09, B3 = 103 where the sigmas are the Pauli
matrices.

We will work with the coordinates (z, ) on the tan-
gent bundle, where (x) = (x1,x2,23) are coordinates on
the group SU(2) and (§) = (&,&,&3) are the invariant
coordinates in the Lie algebra su(2) with respect the basis
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{El, EQ, Eg} The relation between the standard coordi-
nates and the invariant coordinates on TG = G X g can
be find by p;1(z,y) = (z,&), where p : SU2) — SU(2) is
the right translation. Modulo a rigid transformation, we
can suppose that Hy = cE, with ¢ € R. With (3.1) and
W = f]o one can calculate Finsler function and find the
corresponding invariant Randers metric:

F€) = 5o+ Be). (32)

with a Riemannian norm « and a 1—form f:

= \J262 + 263 + 263 — A3 — 43R, fe = —2cky.

(3.3)
For simplicity, the 3-dimensional Finler space correspond-
ing to the 2-dimensional quantum Zermelo problem will

be denoted by Q = (SU(2), F).

The invariant formulation of the FEuler-Lagrange
equations, called the Euler-Poincaré equations

d OF (OE

can be used to determine the geodesic equation on the
Lie algebra [13].

Curvature algebra and holonomy

The curvature tensor can be obtained from the spray coef-
ficients. It is not difficult to calculate the first Lie backets
of the curvature vector fields:

1 2c -1 2c
[R1, Rs] = —Ry+ 5233» [R2, R3] = — R+ §3R3'
o oF: Qe G
(3.10)

More generally, we have the following
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3.1.1 Lemma. Let Ly = Ry and denote Ly = [Li_1, R3]
the Lie bracket of the vector field L;_; and Ry for k > 1.
Then

€k §2
—R + 2kc
2 ak+1

5 3
Ly =
7R1 ook 53

k+1

Rs, if k=0 mod 2,

Rs, if k=1 mod 2,

(3.11)
where e, = —1,if k=4l+1or k=4l+ 2 and ¢, = 1, if
k=4l + 3 or k = 4l for some [ € N.

3.1.2 Proposition. In the presence of external wind W,
the curvature algebra PR of the Finsler metric (3.2) is
an infinite dimensional Lie subalgebra of X(Z) of smooth
vector fields of the indicatrix.

We remark that if there is no external wind, that is ¢ =
0, then (3.2) is a Riemann metric: On the indicatrix we
have a; = 1 and one can easily see that R is isomorphic
to s0(3).

3.1.3 Theorem. The holonomy group Hol(Q) of the 2-
dimensional quantum Zermelo problem in the presence of
an external wind W is not a finite dimensional Lie group.

We remark that if there is no external wind W, then
Q = (SU (2),@) is a 3-dimensional Riemannian mani-
fold and its holonomy group Hol(Q) is the 3-dimensional
special orthogonal group SO(3).

3.2 Holonomy of projectively flat Randers metrics
of constant curvature

Our aim is to describe the holonomy structure of projec-
tively flat non-Riemannian Randers two-manifolds with
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non-zero constant flag curvature. As a first step, we in-
vestigate the holonomy of Randers metric defined on D?
with a = (aq,0).

Let (D?, F,) be the Finsler two-manifold where D? is
the unit ball in R? and F, is the Finsler function given
by

Fal,y) V‘W—Wy|2—<x,y>2>+e(<w,y> <a,y>>

- 1—|z|? 1—1z|> 1+ (a,x)

where a = (a;,0) € R? is a nonzero constant vector with
la;| < 1. We have the following

3.2.1 Proposition. The holonomy group of (D? F,) is
maximal and Hol, (M) is diffeomorphic to Diff$°(S')
which is the orientation preserving diffeomorphism group
of S,

3.2.2 Lemma. For any n € N we have 3, C hol.

Using Z. Shen’s classification theorem of Randers
manifolds we can get the following

3.2.4 Theorem. The holonomy group of a simply con-
nected non-Riemannian projectively flat Finsler two-
manifold of constant non-zero flag curvature is maximal

and Hol(M) is diffeomorphic to the orientation preserv-
ing diffeomorphism group of S*, that is

Hol(M) = Diff>(Sh).
We can obtain the following classification:

3.2.5 Corollary. The closure of the holonomy group
Hol(M) of a simply connected, locally projectively flat
Randers two-manifold of constant flag curvature \ is
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1. the trivial group {id}, when A = 0;

2. the rotation group SO(2), when A # 0 and the met-
ric is Riemannian;

3. the orientation preserving diffeomorphism group of
the circle Diff°(S*), when A # 0 and the metric is
non-Riemannian.

4. Density of Finsler metrics with infinite
dimensional holonomy group

In this section we prove that for a generic Finsler man-
ifold the holonomy group is infinite-dimensional. More
precisely, we show in Theorem 4.4.1 that in the set F of
C*-smooth Finsler metrics on a manifold M of dimen-
sion n > 2, there exists a subset F of Finsler metrics with
infinite dimensional holonomy group, which is open and
everywhere dense in any C™-topology, m > 8. This result
implies that, in contrast to the Riemannian case, the clo-
sure of the holonomy group is not a compact group for
most Finlser metric. Similar results for the linear holon-
omy group (defined via the linear parallel transport) were
recently obtained in [22].

4.1 3-jet generating Lie algebras of vector fields

4.1.1 Definition. A set V C X(M) of vector fields on a
manifold M is called

o k-jet generating at x € M if the natural map
gV — JHX(M)) is surjective, and

o jet generating on M if at any x € M and for any
k > 0 it is k-jet generating.
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In particular, an algebra g of vector fields on U C R"
is called 3-jet generating at x € U, if every vector field
can be approximated at x with order three by a vector
field from the algebra. We have the following

4.1.2 Theorem. Let g be a Lie algebra of vector fields
on a manifold U. If there exists a point where it is 3-jet
generating, then g is infinite-dimensional.

We remark that if dimension U is 1, the result is
known and is due to Sophus Lie, see e.g. [27, Theorem
2.70]. As examples show (see e.g. the tables at the back
of [27] where vector field algebras of arbitrary finite
dimension are given), the 3-jet generating property is
important.

4.2 The 3-jet generating property of the Funk
holonomy algebra

In this section we investigate the holonomy structure of
the Funk metric.

4.2.1 Remark. The holonomy of (B, Fj2) was investi-
gated in [37, Chapter 5. It was proved that the infinites-
imal holonomy algebra hol(Fy2) contains the Fourier al-
gebra F(S') whose elements are vector fields f< such that
f(t) has finite Fourier series. One has

F(S') € holi(Fy) C X(Sh). (4.11)

Since F(S') is dense in X(S'), we get the same for
hol’(Fp2). Using the exponential map, one can obtain
that the closure of the holonomy group of the Finsler sur-
face (B?, Fg2) is Diff, (S'), the group of orientation pre-
serving diffeomorphisms of the circle [37, Theorem 5.2].
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In [38] it was also proven that the infinitesimal holon-
omy algebra of locally projectively flat Finsler manifolds
with constant flag curvature is infinite dimensional. The
standard Funk metric Fr at o € R™ has these special ge-
ometric properties, hence it also has infinite dimensional
holonomy group.

Based on these results we have the following

4.2.2 Proposition. The infinitesimal holonomy algebra
hol’(Fg») of the standard Funk metric at the point 0 € B”
has the jet generating property on the indicatrix Z,.

4.3 Funk perturbation of a Finsler metric

Let (M, F') be a Finsler manifold and xy € M be a fixed
point. We can chose an xg-centered coordinate system
(U,x) such that z(U) C B™. The associated coordinate
system on T'M will be denoted by (7~ (U),x = (z,y)).
We also consider a bump function ¢: M — R, such that
supp(¢) C U and 9|5 = 1 for some open neighbourhood
U C U of zy. We denote by 1 := ¢ o 7 the pull-back of
v by the projection 7.

Using the standard Funk norm function Fg», we in-
troduce the Finsler norm F : TM — R by the formula

F? =t (Fan o )2+ (1= ) - 2. (4.17)

We remark that F is the pull-back of the standard Funk
norm function on 7= (U).

Using (4.17) we define a smooth perturbation of the
Finsler function F' as a 1-parameter family of functions
F;, where

FP=(1-t)F>+tF* tel0,1]. (4.18)
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Then F is a 1-parameter family of Finsler metrics.

4.3.2 Proposition. Any element of the infinitesimal
holonomy algebra hol; (F;) can be expressed as an al-
gebraic fraction of polynomials in ¢ whose coefficients are
determined by ji?OF and j’;OF’ for some k € N.

4.3.3 Proposition. For any yg € Z, the set of parame-
ters ¢t € [0, 1], where the 3-jet generating property of the
infinitesimal holonomy algebra hol; (F;) C X(Z} ) of the
Funk perturbation (4.18) is not satisfied, is finite.

4.4 Almost all Finsler metrics have infinite dimen-
sional holonomy group

4.4.1 Theorem. In the set F of C*°-smooth Finsler met-
rics on a manifold M of dimension n > 2, there exists
a subset F of Finsler metrics with infinite dimensional
holonomy group, which is open and everywhere dense in
any C™-topology, m > 8.

4.4.2 Remark. In the proof of Theorem 4.4.1, it was
showed that for a convenient perturbation the infinitesi-
mal holonomy algebra at a point is infinite-dimensional.
This remains valid mircrolocally and on the level of
germs.
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