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1 | Bevezetés

A dolgozatban a linearis rekurziv sorozatok és faktorialisok témakorében
sziiletett sajat eredmények szerepelnek, beagyazva az adott teriilet mar is-
mert eredményei, illetve nyitott kérdései kozé.

Ezen dolgozat méasodik fejezetében linearis rekurziv sorozatokkal foglalko-
zunk. ElGszor olyan sorozatokat tekintiink, melyek szomszédos tagjainak
hényadosabol képzett sorozatok az aranyaranyhoz tartanak. Ezt kévet&en
azt vizsgaljuk, hogy racionalis polinomok és Fibonacci-szamok lineéris kom-
binéacidja milyen feltételek mellett alkot egész tagu sorozatot. Végiil maso-
drendii rekurziv sorozatok konvoliciojaval foglalkozunk, megemlitve néhany
nevezetes sorozatot, mint példaul a Fibonacci, Lucas, Pell, Mersenne és Ja-
cobsthal.

A harmadik fejezet faktorialisok szorzataként elgallo faktoridlisok témakorét
mutatja be, kozéppontba éllitva az A!B! = C'! egyenletet.

A dolgozatban szerepls jelolések és fogalmak tisztézésa érdekében elGszor
attekintjik a téméahoz kapcsolodo legfontosabb definiciokat és tételeket.
Legyenek Ag, Aq,..., Ax_1 adott valos szamok, Ay_1 # 0, ahol k > 2 el6re
rogritett egész szam. Az alabbi rekurzioval definialt {G,, }°2 , sorozatot k-ad
rendd linearis rekurziv sorozatnak nevezziik

Gn=A0Gp 1 +A1Gra+ -+ A 1Gpry (Tl > k)a

ahol Go,Gq,...,Gg_1 rogzitett valos szamok lesznek a kezdGelemek, és

|Go| + |G| + -+ 4+ |Gea| #0. A
p(.’t) = l‘k — Ao.%'k_l — All'k_Q — = Ak,Q",C — Ak,1

polinomot a sorozat karakterisztikus polinomjanak nevezziik, a gyokeit o;-
vel jeloljik (1 < ¢ < k). Legyen a legnagyobb abszolut értékd gyok ayq,
azaz |ai| > |ag| > -+ > |ag| > 0, és legyen a multiplicitasa 1. Az ilyen
gyokot a szakirodalom dominans gyoknek nevezi. Ha a kiilonb6z6 «; gyokok
1
multiplicitasat m;-vel jeloljik (1 < i <1, > m; = k), akkor a sorozathoz
i=1
tartozo Binet-formulat a kovetkezs egyenlGség adja meg

G, = aaf + p2(n)ay + p3(n)ag + -+ + pi(n)ag,



ahol a p; polinomok foka (2 < ¢ <) kisebb, mint m;. Az a (a # 0) konstans
és a p; polinomok a Q(ay,as,...,q;)[z] gylrd elemei.
A k = 2 esetben méasodrend linearis rekurziv sorozatot kapunk

Gp=AGp_1+BGp_y (n>2),

ahol hasznalatos a G, (Gy, G, A, B) jelolés is. A sorozat generator flige-
vényének szokés nevezni a kovetkezd fliggvényt

Go + (G1 — AG()):L'
1— Ax — Ba?

g(w) =

Ha a kezdSelemek Ry = 0 és Ry = 1, akkor az {R,,}72, sorozatot els6faju
Lucas-sorozatnak nevezziik, és Binet-formuléja

o —g"
R, =———.
Ezen sorozat asszocialtja a {V,}52 , masodfaju Lucas-sorozat, melynek kez-
détagjai Vy = 2 és Vi = A, ekkor a Binet-formula a kovetkezd

Vo = a" + p".

A Kkovetkezs tablazatban attekintjiikk néhény nevezetes els6-, és masod-
faji Lucas-sorozat (Fibonacci, Pell, Jacobsthal, Mersenne, és asszocialt
sorozataik) alapadatait, mint a kezdGtagok, stlyok, karakterisztikus poli-
nom és generator fiiggvény.

’ Név \ n(Go,G1, A, B) \ Karakterisztikus p. \ Generator fv. ‘
Fibonacci | F,(0,1,1,1) plr)=2—z—1 g(r) = =2
Pell P, (0, 1, 2, 1 pla)=22—-22—-1 | g(a) = 15—
Jacobsthal | J,(0,1,1,2) p)=a7—z-2 | g(x) = 120
Mersenne | M,(0,1,3,—2) p(r) =22 -3x+2 | g(x) = e
Lucas Ln(2,1,1,1) p(x) = ? —x—1 g(z) = 1_2;_zgg2
P-Lucas [ pn(2,2,2,1) plw) =27 =20 -1 | g(v) = 552
J-Lucas Jin(2,1,1,2) pla)y=22—2-2 |g(a)=12%>
M-Lucas | mn(2,3,3,-2) | p(x) = —30+2 | () = 1202

Table 1.1: Nevezetes sorozatok



2 | Linearis rekurziv sorozatok

2.1 | Az aranyarany

Az egyik leghiresebb ilyen méasodrendii sorozat a Fibonacci-sorozat, amely
Leonardo Pisano nevéhez fiiz6dik és mar t6bb, mint 800 éve izgalommal
tolti el a kutatoit. A sorozat kezddtagjai Fy =0, F} =1, és

F,=F, 1+ F, 2.
A karakterisztikus polinom dominéns gyoke ¢ = 1+2‘/5, ami a jol ismert

aranyarany, a masik gyok pedig ¢ = # Tovabba, ha megvizsgaljuk a

szomszédos tagok hanyadosénak sorozatat, akkor azt tapasztaljuk, hogy

lim Fnia

n—oo

n

A konvergenciagyorsasédghoz a kovetkez6 definiciot vessziik alapul: Legyenek

{Tn 2 és {yn}52 konvergens valos szamsorozatok lim xz, =y, = z, azt
n—oo

mondjuk, hogy {y,}52, gyorsabban konvergél z-hez, mint {x,}52,, ha

. Yn — 2
hm —_—
n—00 Ty — 2

=0.

Olyan {G,}22; k-ad rend linearis rekurziv sorozatokat vizsgalunk, ahol a

Gn
{ G“ sorozat gyorsabban konvergal az aranyaranyhoz, mint a Fibonacci-

szamokbol allo {%} A G, taghoz tartozo Binet-formula a kovetkezd:

G, = aaf + p2(n)aly + p3(n)ag + -+ + pi(n)ag,
ahol a; = ¢ a dominans gyok, vagyis az aranyarany.

Tétel 1 (T. Szakacs [44], 2017). Legyen {Gn}52, k-ad rendd linedris re-
kurziv sorozat, karakterisztikus polinomjdnak domindns gydke p, tobbi gydke

pedig o;. A {%} sorozat gyorsabban konvergdl az aranyardnyhoz, mint

{ F+} ha |og| < [],i=2,3,...,1.



2.2 | Fibonacci-szamokon alapulé egész sorozatok
Szamos kombinatorikai probléma megoldasa felirhat6 az alabbi alakban:
Wy, =u(n)F, +v(n)Fh_1 + ¢(n),

ahol u(zx), v(x) és c(z) racionalis polinomok. Nem t{inik nyilvanvalonak,
hogy milyen feltételek mellett lesznek a {W,,}32, sorozat tagjai egészek.

tagok szamat adja meg:

2
= n+3Fn_EFn—la

An
5 5

mely sorozat szerepel az OEIS-ben [35] a kovetkez8 azonositoval: A010049.
Itt u(z) = (22 + 3)/5 és v(x) = —2/5 polinomok mindegyike nem egész
egylitthatos lineéaris polinom (c(x)=0), mégis {A,} egész tagn sorozat.

Neémeth [34] egy hasonlo kérdéssel foglalkozott, az tigynevezett sétak a négy-
zetekkel és dominokkal (1 x 2-es téglalapokkal) csempézett négyzetracsos
tablakon. Tobbek kozott bebizonyitotta, hogy csak domindkat hasznalva az
un. {r,}52, csempézés-sétalas sorozat egy hatodrendd rekurziv sorozattal
adhaté meg, amelynek explicit alakja

4n 3n+3 1 1
n = — I, —F,+ -+ =(=1)"™ 2.1
T g Pt — +g5 501 (2.1)

Ez az A054454 azonositéja sorozat az OEIS-ben [35]. A kovetkezs§ soroza-
toknéal

W, = (an+b)F, + (en+d)F,_1 + e+ f(—1)",

ahol az a,b,..., f egyiitthatok racionalis szamok, azt vizsgaljuk, hogy mi-
lyen feltételek mellett lesznek {W,,} tagjai egészek.

Tétel 2 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs és L. Szalay [26], 2024). Legyenek



a Wy, W1, ..., W5 kezddtagok egészek. Ha
. 3Wo +2W, — TWo — W3 + AW, — W

5
b— —3Wy —2W7 — 3Ws 4+ 6W3 + 6W,4 — 4W5
= 3 ,
o= —4AWy — Wy + 11Wo — 2W3 — TW, — 3W5
= 3 ,

d=2W1 + Wy +2W3 — Wy,

€_W0+3W1+W2—3W3—W4+W5
= 5 ,
~ Wo+ Wy —3Wo — W3+ 3W, — W5
= 5 ,

f

akkor W, = (an+b)F,, + (ecn+d)F,—1 + e+ f(—1)" egész tagi sorozat. Az
allitas megforditdsa is igaz.

Példaképpen legyen Wy =0, Wy =1, Wy =2, W3 =6, Wy = 12, W5 = 26.

Ekkor A A 5 _

n — n

—F —F,_ — — —(=1)".
5 n+5 n1+2 2( )

Ez egybeesik (2.1) alakjaval, mivel r, = W;,11.

Wn =

Legyenek 0 < j; < ja < --- < js nemnegativ egészek, és p1(z),p2(x),...,
ps(z) € Qx] racionalis polinomok, ahol deg(p;(z)) = d;. Definialjuk a
{W,}52, sorozatot a kivetkezSképpen

Wy =p1 (n)Fn—jl +p2(n)Fn—j2 +oee +p5(n)Fn—js'

Megadunk néhéany specialis esetben feltételeket a p;(x) polinomokra vonat-
kozoan ugy, hogy {W,,} sorozat egész tagi legyen.

l. eset: s=2,j1=0,jo=1,dy=do =1
Tétel 3 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs és L. Szalay [26], 2024). A

W, = (an+b)F, + (cn+d)F,_1



sorozat tagjai akkor és csakis akkor egész szamok, ha d egész és

_ 6z1 + 329 — 223 _ —221 + 4z — 23

5 » 5 :

—2z1 — 329 + 223
a = f’ b

ahol z1, 20, z3 szintén egészek.
Ha az el6z6 sorozathoz tgy valasztjuk meg a kezdGértékeket, hogy d = 0,
z1 = 22 = 1, z3 = 3, akkor a kovetkezs egész tagt sorozatot kapjuk
2n+3 n
Wn = 5 Fn - an—17

amely sorozat megtalalhato az OEIS-ben [35] a kovetkezs azonositoval:
A010049.

2. eset: s=2,71=0,40=1,dy =dy =2

Tétel 4 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs és L. Szalay [26], 2024). Az
a,b,c,d, e és f raciondlis egyiitthatok egész tagu sorozatokat hatdroznak meg
a kéovetkezd alakban

W, = (an® +bn + c)F, + (dn* +en + f)F,_1
akkor és csak akkor, ha f € Z és
—z1 + 329+ 23 — 324 + 25

a =
10 ’
b— —b5z1 — Tbzy + 1523 + 4524 — 1725
- 50 ’
30z1 + 3029 — 1023 — 1524 + 625
CcC =
25 ’
d— 3z1 —4z9 — 323 + 424 — 25
B 10 ’
—452z1 + 8029 + 1523 — 4024 + 1125
e =
50 ’

ahol z1, 20, 23, 24 €s z5 tetszdleges egészek.
Legyen példaul f =0, 21 =0, 20 =1, 23 = 4, z4 = 12, és z5 = 31. Ebben
az esetben egész tagu sorozatot kapunk

5nZ —n —4 5n2 +n
W, = F
" 25 » T 50

amely megegyezik az A129707 sorozattal az OEIS-ben [35].

Fn—la



3.eset: s=2,751=0,520=1,d1 =2,dy =1

Tétel 5 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs és L. Szalay [26], 2024). Az
a,b,c,d és e raciondlis egyiitthatok egész tagu sorozatokat hatdroznak meg a
kévetkezd alakban

W, = (an® +bn + ¢)F, + (dn +e)F,, 4
akkor és csak akkor, ha e € 7. és

22— 20— 223+ 24

10 ’
b— —562z1 — Tz9 + 6623 — 2324
N 50 ’
4821 + 629 — 2823 + 924
CcC =
25 ’
d— —621 + 1829 — 923 + 224
N 25 ’

ahol z1, zo, z3 €s z4 tetszdleges egészek.
Ha példaul e = 21 = 29 = 23 = 1 és z4 = 2, akkor a

5n2 — 43n + 88 14n + 50
= F, F,_
W, 50 T 50 !

sorozat szintén egész tagi, és nem szerepel az OEIS-ben.

(W12, ={1,1,2,2,4,7,15, 32,69, 146,303, ...}

2.3 | Rekurziv sorozatok konvolicidja

Tekintsiik a {C), }52, sorozatot, mint két masodrendi linearis rekurziv so-

A

Cn = i Ganfka

k=0

ahol {G,,}22, és {H,}22, els6-, illetve masodfaju Lucas-sorozatok. T&bb
kiilonb6z6 eset adodik attol fiiggben, hogy a karakterisztikus polinomok-
nak hany k6zos gyoke van, illetve mely tipust sorozatok konvoluciojat ir-
juk fel. Minden esetben megadjuk a konvoliciés formulat, amelyek csak a
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sorozatok kezdGtagjaitol és a karakterisztikus polinomok gyokeitdl fiiggnek.
Az egyes formulak utan megmutatunk egy specialis esetet, felhasznélva
néhany nevezetes sorozatot, mint példaul a Fibonacci-, Pell-, Jacobsthal-
, Mersenne-, Lucas-, P-Lucas-, J-Lucas-, és M-Lucas-sorozatok. Tovabbi
specialis esetek a disszertacioé azonos sorszamu fejezetében taldlhatoak. Ezen
alfejezet tételeinél a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk:

a= (A1 — Ay)a+ By — Bs,
b= (A1 — A3)B + By — By,
c=(As — A1)y + By — By,
d=(As — A1)0 + By — By,

ahol bd # 0, valamint «, 8 a G, (Go, G1, A1, B1) és v, a H,(Ho, H1, As, Ba)
sorozatok p(z) = 22 — Ajx — By és q(x) = 2% — Ayx — By karakterisztikus
polinomjainak gydkei.

A karakterisztikus polinomoknak nincs k6z6s gydke

Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus polinomoknak nincs kozos gyoke, és
minden gyok valos. A kovetkezd tétel két kiillonbozd elssfajiu Lucas-sorozat
konvoluciojaval foglalkozik.

Tétel 6 (T. Szakacs [42], 2016). A G,(0,1, Ay, B1) és H,(0,1, Ay, Bs)
sorozatok konvolicioja a kévetkezd alakban irhatd.

n+1 ﬂn+1 ,Yn+1 5n+1

b c d
a—p + )

(6

Cn = i Ganfk =4
k=0

Kovetkezmény 1. A Fibonacci- és Pell-szamok konvolicidja:

C, = ZFkPn_k =P, —F,.
k=0

mutatja be.
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Tétel 7 (T. Szakacs [42], 2016). A G,(0,1, A1, B1) és H,(2, Az, A, By)
sorozatok konvolucidja a kdvetkezd alakban irhato.

Cn = zn: Ganfk =
k=0

a1 (2a—A45)  prTI(28-A,) YT (2y—As) 6" FT1(26—As)
a b d

B a-pf * BEET

Kovetkezmény 2. A Fibonacci- és P-Lucas-szamok konvolicidja:

n
Cn = Zkan—k =Pn — L'n-1.
k=0

meg.

Tétel 8 (T Szakécs [42], 2016). A Gn(Q,Al,Al,Bl) €s Hn(Q,AQ,AQ,BQ)

sorozatok konvolicidja az aldbbi képlettel adhato meg.

n
Cn = ZGan—k =
k=0
a"t(20—A1)(2a—A5) _ B"TT(28—A1)(28—As)
— a — b +
a—f
A2y = A1) (2y=A2) | §MTL(26—A1)(26—As)
+ B d
y—=9

Kovetkezmény 3. A Lucas- és J-Lucas-szdmok konvolicidja:

Cn = Zijnfk = 9Jn+l - 5Fn+1~
k=0

A karakterisztikus polinomoknak egy k6z6s gySke van

Ebben a részben legyen p(a) = q(a) = 0, p(8) =0, ¢(B8) # 0, és ¢q(6) = 0,
p(d) # 0, vagyis 3 és 0 kiilonboz6 gyokok, mig « a kozos. A kovetkezs tétel
két kiilonbo6z6 elséfaju Lucas-sorozat konvoluciojaval foglalkozik.
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Tétel 9 (T. Szakacs [43], 2017). A G,(0,1,A1,B;) és H,(0,1, As, By)
sorozatok konvolicidja felirhato a kévetkezd alakban.

a"(n+1) 4 an ](Bofjpgz(;fsj _ BnJrlaT—& _ g+l a;ﬁ

(a = B)(a—9)
Kovetkezmény 4. A Jacobsthal- és Mersenne-szamok konvolicidja:

- o2n + (2n — )M, — J,,
Con =Y JiMy ) = ( g ) :
k=0

Cn = inankr =
k=0

dunk képletet.

Tétel 10 (T. Szakacs [43], 2017). A G,,(0,1, Ay, By) és H,(2, A2, As, By)
sorozatok konvolucidja az aldbbi alakban irhato.

Cn = zn:Gk:ank =
k=0

Oln(’/l + 1)(20& _ AZ) 4 an B&:g2 o anJrl (04*5)(25*142) . 5n+1 (0476)(567142)

(a—pB)(a—=9)

Kovetkezmény 5. A Jacobsthal- és M-Lucas-szamok konvolicidja:

~ 2 o2n + 3)M,, + 5J,
Com 3 gy = 2 O OM 450

k=0 6

meg.
Tétel 11 (T Szakécs [43], 2017) A Gn(27 A17A17 Bl) és Hn(Q,AQ, AQ, Bg)
sorozatok konvolicidja az aldbbi alakba irhato.

" B1 + By + 202
Co =" GyHpp = a™(n+1) +a" 220

=0 (a=B)a—d)
_ pn+l 26 — A2 n+1 20 — Al
o (o= B)(A1 — Ag) 0 (a—68)(A; — Ay)°

Kovetkezmény 6. A J-Lucas- és M-Lucas-szamok konvolicidja:

- 1 DM, 5,
o= jemni =" Tt 2D Mogr 5

2
k=0
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A karakterisztikus polinomoknak két k6z6s gydke van

Ebben az esetben p(z) = ¢(z), azaz p(a) = g(a) = 0, p(8) = ¢(B8) = 0.
A kovetkez§ tétel elséfaju Lucas-sorozat 6nmagaval vett konvoliciojat adja
meg.

Tétel 12 (T. Szakacs [43], 2017). Az R, (0,1, Ay, By) sorozat énmagdval
vett konvolucidja az aldbbi alakba irhato.

n 1
Cn= 3 Bubinoi = g (04 DV = 2R,

ahol {V,} az {R,} sorozat asszocidltja.

Kovetkezmény 7. A Fibonacci-szamok onmagukkal vett konvolicidja:

- 1
C, — ZFan_k = ((n + 1)L, — 2Fn+1).
adja meg.

Tétel 13 (T Szakécs [43], 2017) Az Rn(O, 1,141731) €s Vn<2,A17A1,Bl)
sorozatok konvolicidja az aldbbi alakba irhatd.

C, = ZRkVn*k = (n -+ 1)Rn.
k=0

Kovetkezmény 8. A Fibonacci- és Lucas-szdmok konvolicidja:

Cn =Y Filn = (n+1)F,.
k=0

A kovetkezs tétel egy masodfaju Lucas-sorozat onmagaval vett konvolua-
civjaval foglalkozik.

Tétel 14 (T. Szakacs [43], 2017). A V,(2, A1, A1, B1) sorozat énmagdval
vett konvolicidja az aldbbi képlettel adhats meg.

n

Z Vi = n+1)V +2Rn+1,
k=0

ahol {V,} az {R,} asszocidltja.
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Kovetkezmény 9. A Lucas-szdmok énmagukkal vett konvolicidja:

Cn = ZLkLn—k‘ = (’I’L + I)Ln +2F, 1.
k=0
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3 | Faktorialisok

Legyenek n,aq,...,a, pozitiv egészek a; > -+ > a, > 1 feltétellel, ahol
r > 2. Tekintsiik a kovetkezd egyenletet

n! =[] a (3.1)
i=1

Suranyi sejtése szerint, (3.1) egyetlen nem trivialis megoldasa r = 2 ese-
tén a 10! = 7!6!. Hickerson kiterjesztette a sejtést, mely szerint a fenti
egyenlet Gsszes nem trivialis megoldasa: 9! = 713!312!) 10! = 76! = 7!5!3!,
16! = 141512! (lasd pl. Erdés [10], 27-28. oldal). Ezen sejtéseket sikeriilt
n < 105 esetben igazolnia Caldwellnek [7|. Erdés ([10], 2. tétel) bizonyi-
totta, hogy ha P(m) az m pozitiv egész legnagyobb primosztoja (azzal a
megallapodassal, hogy P(1) = 1), akkor az

P(n(n+1)) > 4logn (3.2)

allitas azt eredményezné, hogy a (3.1) egyenletnek csak véges sok nem triv-
ialis megoldéasa van - azonban, (3.2) Gsszefliggést még nem sikeriilt igazolni
(lasd pl. [13], 70. oldal). Luca [28] igazolta, hogy ha az abc-sejtés igaz,
akkor (3.1) egyenletnek csak véges sok nem trivialis megoldasa lehet. Ezen
eredményt pontositotta Luca, Saradha és Shorey [29].

A dolgozatban az r = 2 esettel foglalkozunk, és az (3.1) egyenletet a kovet-
kez6 alakban tekintjiik

AlB! = (1, (3.3)

ahol A, B,C pozitiv egészek, C > B > A > 1 feltétellel. Ezen egyenlet
Osszes megoldasanak megtalalasa még mindig nyitott probléma. Erdés [11]
egy eredménye szerint, elég nagy C esetén C— B < 5loglog C. Ezt a becslést
élesitette Bath és Ramachandra [5] tetszsleges € > 0, és C > C. esetén ugy,
hogy C — B < ((1+¢)/log2)loglogC. Luca korabban emlitett eredménye
szerint, feltéve az abc-sejtést, C' — B = 1, ha C elég nagy. Azonban, ha
feltessziik, hogy C — B = 2, a (3.3) egyenlet megoldasait megtalalni még
mindig nehéz probléma. (Lasd pl. Luca [27] cikkét, és a benne szerepld
hivatkozasokat).
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Célunk a (3.3) egyenlet megoldasaira, rogzitett k = B — A esetén végességi
allitast igazolni. A f6 eredményiink, hogy explicit fels6 korlatot adunk C-re
k fiiggvényében. Természetesen ez azonnal maga utan vonja, hogy rogzitett
k esetén az egyenletnek csak véges sok megoldésa lehet. Tovibba meg-
mutatjuk, hogy az egyetlen nem trividlis megoldas k < 10° esetén a mar
korabban is emlitett 10! = 7!6!.

Tétel 15 (L. Hajdu, A. Papp és T. Szakacs [20], 2018). Tekintsiik az A!B! =
C! egyenletet, és legyen k = B— A. Minden olyan nem-trividlis megolddsra,
amely kilonbozik (A, B,C) = (6,7,10)-tdl igaz, hogy C < 5k. Tovdbbd, ha
k <109, akkor az egyenlet egyetlen nem-trividlis megolddsa az (A, B,C) =
(6,7,10).
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1 | Introduction

The thesis presents own results in the field of linear recursive sequences and
factorials, embedded among the already known results and open questions
of the given topics.

In the second chapter of this work, we examine linear recursive sequences,
with numerous results on Fibonacci numbers. We present theorems con-
cerning recursive sequences in which the ratio of adjacent terms approaches
the golden ratio. Later, integer sequences are constructed as linear combina-
tions of Fibonacci numbers and rational polynomials. Finally, the chapter
deals with the convolution of second-order linear recursive sequences, fea-
turing Fibonacci numbers and other named sequences.

In the third chapter, we discuss the question of finding all products of fac-
torials yielding a factorial, considering the equation as A!B! = C'.

To establish a foundation for our discussion, we will first review the key
definitions and theorems related to the topics. Let Ag, A1,...,Ar_1 be
given real numbers with A;_; # 0, where k£ > 2 fixed integer. A linear
recursive sequence {G,}2°  of order k is defined by the recurrence

G, = AOGn—l + AlGn—Q R Ak—lGn—k (TL > k)a

where the initial terms Gy, Gy, . .., Gr—1 are fixed real numbers with |Go| +
|G1| + -+ 4+ |Gr—1| # 0. The polynomial

p(:]f) = xk — Aol’kil — All‘k72 — = Ak_zlr — Ak—l

is said to be the characteristic polynomial of the sequence {G,}22, the

roots of the equation p(x) = 0 are denoted by «;’s (1 < ¢ < k). The root

aq is of the largest absolute value, that is, |ag| > |ag| > -+ > |ag| > 0

and the multiplicity of oy is 1. According to the literature, «; is called as

the dominant root, and if we denote by m; the multiplicity of the distinct
l

a;’s (1 <i <1,y m; =k) then the Binet’s formula for the term G, is as

i=1
follows

G, = aaf + pa(n)ay + p3(n)ag + -+ pi(n)ay’,

where the degree of the polynomial p; (2 < i <) is less than m,. The con-
stant a # 0 and the polynomials p; belong to the ring Q(ay, as, ..., ;)]
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In the special case k = 2, we get the second order linear recursive sequence
{G,}22, defined by the recurrence relation

Gn = AGn—l + BGp—2 (TL > 2)

Sometimes the following notation G, (Go,G1, A, B) is used, too. The gen-
erating function of {G,} is

_ Go+(G1 — AGo)x
9(z) = 1— Ax — Ba?

If Ry =0 and Ry =1 then {R,,}52, is known as Lucas sequence of the first
kind with its Binet’s formula

Rn:an_ﬁna
a—p

while if V; = 2 and V; = A then the sequence is known as Lucas sequence
of the second kind {V,,}32, with its Binet’s formula

Vo =a" + 8"

There are some well-known Lucas sequences of the first kind, such as Fi-
bonacci, Pell, Jacobsthal, Mersenne, and their associate sequences. The
following table contains the initial terms, characteristic polynomials and
generating functions of these sequences.

’ Name \ Gn(Go,G1, A, B) \ Charact. polynom. \ Gen. function ‘
Fibonacci | F,(0,1,1,1) plx) =z -2z -1 | g(x) = "=
Pell P,(0,1,2,1 plr) =" =22 -1 | g(x) = 35—

( 2
() = a? (2)
Jacobsthal | J,(0,1,1,2) p(x) ° (z)
Mersenne M,(0,1,3,-2) p(z) ? (z)
Lucas L,(2,1,1,1) pla)=a?—z—-1 | g(x) = =2
() =27 (2)
(z) = a? (z)
(z) = 2? (2)

P-Lucas pn(2,2,2,1) P
J-Lucas Jn(2,1,1,2) p(z
M-Lucas mnp(2,3,3,-2) p(x

1—x—2x2

Table 1.1: Named sequences
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2 | Linear recursive sequences

2.1 | The golden ratio

The Fibonacci numbers were obtained when solving a 13th-century problem,
which can be given as follows. Let n > 2, the initial terms are Fy = 0,
F1 = 1, and

Fn:Fn71+Fn72>

which is the well known Fibonacci sequence. The dominant root of the
145
2

characteristic polynomial is ¢ = , the golden ratio, and the other root

is 1 = I’Tﬁ We also know that

lim Fniy
n— oo n
Let {zn}52, and {y,}52, be convergent sequences of real numbers with

lim x, =y, = 2z, we say that {y,}52, converges quicker than {x,}> if
n—oo

. Yn — 2
hm —_—
n—00 Ty — 2

=0.

We investigate linear recursive sequences {G,}>2, of order k, where the

sequences {GG"“ } converge quicker to the golden ratio than {%} The

Binet’s formula for the term G,, is the following:
Gn = aay +pa(n)ay +ps(n)og + - + pi(n)af’,
where a1 = @ is the dominant root, and is equal to the golden ratio.

Theorem 1 (T. Szakacs [44], 2017). Let {G,}52, be a linear recursive
sequence of order k, the dominant root of the characteristic polynomial be

p, and the other roots be ;. The sequence {%} converges quicker to

the golden ratio than { —ntl }, if o < ||, i=2,3...,1.
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2.2 | On certain Fibonacci representations
Several problems in combinatorics have solutions of the form
Wy, =u(n)F, +v(n)Fh_1 + ¢(n),

where u(z), v(z) and ¢(x) are rational polynomials of the variable z. It
is not immediately obvious that the terms of {W,,}°2 ; are integers, as the
coefficient polynomials are rational. For example, if {A4,,}5, gives the
number of parts in all compositions of n + 1 with no 1’s, then

2
= n+3Fn_ﬁanla
) )

An
as given in sequence A010049 in OEIS [35]. Here u(xz) = (22 + 3)/5 and
v(x) = —x/5 are linear polynomials with non-integer rational coefficients
(and c¢(z) vanishes), yet {4,,} forms an integer sequence.

Németh [34] investigated a related question, namely the problem of walks
on tiled square boards, and proved, among others, that the tiling-walking
sequence {r,} of the (2 x n)-board with only dominoes is recursively given
by a sixth order recurrence having explicit form

dn 3n+3 1 1
n — 7Fn 7Fn - —(=1)". 2.1
o= g Pt + S Fy 5 (1) (2.1)

This is sequence A054454 in OEIS [35]. Our purpose now is to examine the
sequence

W, =(an+b)F, + (ecn+d)F,_1 + e+ f(-1)",

where the coefficients a, b, . . ., f are rational numbers again in order to have
integrity condition for {W,}.

Theorem 2 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs and L. Szalay [26], 2024).
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Let the initial values Wy, Wy, ..., Wy be integers. If
. 3Wo +2W, — Wy — Wy +4W, — Wi

5}
b —3Wy —2W1 — 3Wy + 6W3 4+ 6W, — 4W5
B 5
o= —4AWo — Wy + 11Wo — 2W3 — TW,4 — 3W5
B 5

d=2W; 4+ Wy +2W3 - W,y

o Wo + 3W1 + Wy — 3W3 — Wy + W;
B 2
f= Wy + Wy —3Wso — W3 4+ 3Wy — W;
= 5 ,
then Wy, = (an+b)F, + (en+ d)F—1 + e+ f(—1)™ is an integer sequence.
The reversal of the statement is also true.

As an example, let W() = 0, W1 = 1, W2 = 2, W3 = 6, W4 = 12, W5 = 26.

Then 4 4 5 )
n— n
W, = ——~F, +—F,_ -
5 Ty ity
This coincides with (2.1) via r,, = W, 41.

%(71)@

Let 0 < j1 < ja < --- < js be nonnegative integers, and p;(z),p2(x),...,
ps(z) € Q[x] such that deg(p;(x)) = d;. Define the sequence {W,,}22, by
Wyn =p1 (n)Fn—jl +p2(n)Fn—j2 + +ps(n)Fn—js'

We give conditions for the rational functions p;(x) to guarantee sequence
{W,} to be integer.

Cases:2,j1:0,j2:1,d1:d2:1

Theorem 3 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakics and L. Szalay [26], 2024).

The terms
Wyp = (an+b)F, + (ecn +d)F,_1

form an integer sequence {W,} if and only if d is integer and

—2z1 — 329 + 223 b— 621 4+ 320 — 223 _ —221 +4z9 — z3

5 : 5 r 5
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where z1, 22, 23 are integers, too.

For example, let d = 0, moreover z; = 25 = 1, z3 = 3. In this case, we get
the integer sequence

_2n+3 n

an Fn**an,
5 5t

which is the sequence A010049 in the OEIS [35].

Case5:2,j1:0,j2:1,d1:d2:2

Theorem 4 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs and L. Szalay [26], 2024).
The rational coefficients a,b, c,d,e and f determine integer sequences in the
form

W, = (an® +bn+c)F, + (dn* +en + f)F,_1
if and only if f € Z and a,b,c,d, e are given as

—21 4+ 329 + 23 — 324 + 25

10 ’
b— —52’1 - 752’2 + 1523 + 4524 — 1725
B 50 ’
- 3021 + 3029 — 1023 — 1524 + 625
B 25 ’
d— 321 — 429 — 323+ 424 — 25
B 10 ’
o —452z1 + 8029 + 1523 — 4024 + 1125
B 50 ’

where 21, 22, 23, 24 and z5 are arbitrary integer parameters.

For example, let f =0, 2y =0, 20 =1, 23 =4, z4 = 12, and 25 = 31. In
this particular case, we get the integer sequence
_5n2—n—4 5n% +n

W, = E, F,_1,
25 50 !

which is equivalent to the sequence A129707 given in OEIS [35].
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Case: s=2,751=0,7520=1,d1 =2,dy =1

Theorem 5 (K. Liptai, L. Németh, T. Szakacs and L. Szalay [26], 2024).
The rational coefficients a,b,c,d and e determine integer sequence in the
form

W, = (an® +bn +c)F, + (dn +e)Fn_1

if and only if e € Z and a,b,c,d are given as

- 221—22—223+Z4

10 ’
b— —5621 — 722 + 6623 — 2324
N 50 ’
o 4821 + 629 — 2823 + 924
N 25 ’
d— —62z1 + 1829 — 923 + 224
N 25 ’

where z1, 22, 23 and z4 are arbitrary integer parameters.

For example, let e = 21 = 29 = 23 = 1 and z4 = 2. In this particular case,
we get the integer sequence
5n% — 43n + 88 14n + 50
W, = F, F,_1.
50 50 !
This sequence {W,}22, = (1,1,2,2,4,7,15,32,69, 146,303, ...) does not
appear in OEIS.

2.3 | Convolution

We consider the sequence {C),}22, given by the convolution of two second
order linear recursive sequences {G,, }52, and {H,}>2, as

Cn = i Gan—ka
k=0

where {G,} and {H,} are Lucas sequences of the first or second kind. The
methods applied in the proofs require distinguishing between cases where
the characteristic polynomials have 0,1, or 2 common roots. We provide
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convolution formulas for each case, with the formulas depending solely on
the initial terms and the roots of the characteristic polynomial. In every
case, we demonstrate a corollary using well-known sequences, such as the
Fibonacci, Pell, Jacobsthal, Mersenne, Lucas, P-Lucas, J-Lucas, and M-
Lucas sequences. See the dissertation for all the remaining corollaries. In
the following, we will use the following notations:

a= (A1 — Ay)a+ By — Bs,
b= (A1 — A3)B + By — By,
c=(As — A1)y + By — By,
d=(As — A1)0 + By — By,

where bd # 0, a, 8 and -y, ¢ are the roots of the characteristic polynomials
p(r) = 2% — Ajx — By and q(z) = 22 — Ayx — By of G,,(Go, Gy, Ay, By) and
H,(Hy, Hy, Az, Bs), respectively.

The characteristic polynomials have no common root

We suppose that all the roots are real numbers and the characteristic poly-
nomials have no common roots. The following theorem deals with the con-
volution of two different Lucas sequences of the first kind.

Theorem 6 (T. Szakics [42], 2016). The convolution of G,(0,1, A1, By)
and H, (0,1, As, Bs) can be written as

n+1 ,@"+1 ,Yn+1 5n+1

b c d
a—p + )

(6

Cn = i Ganfk =4
k=0

Corollary 1. The convolution of Fibonacci and Pell numbers is:
Cn =Y FiPog=Py—F,
k=0

In the following theorem, we deal with the convolution of a Lucas sequence
of the first and second kind.
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Theorem 7 (T. Szakacs [42], 2016). The convolution of G, (0,1, A1, By)
and H, (2, Ay, Aa, B2) can be written as

Cn = i Gan,k =
k=0

o™t (2a—A5) BN (28—As)  A"TA(2y—As) | 5MT(25-Ag)
b d

B a—p + y—0

Corollary 2. The convolution of Fibonacci and P-Lucas numbers is:

n
Cn = Zkanfk =Pn — I'n-1.
k=0

In the following theorem, we deal with the convolution of two Lucas se-
quences of the second kind.

Theorem 8 (T. Szakacs [42], 2016). The convolution of Gy (2, A1, A1, B1)
and H,(2, Aa, As, B2) can be written as

Cn = zn:Gan—k =

k=0
a"t(20-A1)(2a—As) _ B TI(2B—A1)(26—As)
a b +
a—p
A2y = A1) (27—A2)  §HH(26—A1)(26—As)
+ c d
)

Corollary 3. The convolution of Lucas and J-Lucas numbers is:

Cn = Zijnfk = 9Jn+1 - 5Fn+1~
k=0

The characteristic polynomials have one common root

We suppose that p(a) = g(a) = 0, p(5f) = 0, ¢(8) # 0, while ¢(6) = 0,
p(d) # 0, that is, 8 and ¢ are distinct roots, while « is the common root. In
the following theorem, we deal with the convolution of two different Lucas
sequences of the first kind.
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Theorem 9 (T. Szakacs [43], 2017). The convolution of G, (0,1, Ay, By)
and H, (0,1, Aa, Bs) is

— O¢2 n a— n o—
a"(n+1) +onftlaztes _ gnitasd _ gniiach

(a = p)(a—9)
Corollary 4. The convolution of Jacobsthal and Mersenne numbers is:
2n+ 2n —3)M,, — J,

5 .

Cn = Zn: Gan—k =

k=0

Cn = zn: Janfk =
k=0

In the following theorem, we deal with the convolution of a Lucas sequence
of the first and second kind.

Theorem 10 (T. Szakacs [43], 2017). The convolution of G, (0,1, A1, By)
and Hn(2, Ag, Ag, BQ) 18

Cn = ZGan—k =
k=0
an(n + 1)(20( _ A2) + am B&:?z _ IBn-l-l (04—6)(2/3—142) _ 6n+1 (04—/3)(35—142)
(a = pB)(a—9)

Corollary 5. The convolution of Jacobsthal and M-Lucas numbers is:

- 2 2 M, -
Cn:Zkan—k: n+ (2n + 3) +5J.

6
k=0

In the following theorem, we deal with the convolution of two different Lucas
sequences of the second kind.

Theorem 11 (T. Szakacs [43], 2017). The convolution of Gy (2, A1, A1, B1)
and Hn(2, Ag, A27 BQ) 8

" B + By + 202
Co= > Gy = a"(n+1) +an A2 120

2 (@~ B)(a—0)
_ pn+l 25 — A2 n+1 20 — Al
A P Y7 Py B P T B &

Corollary 6. The convolution of J-Lucas and M-Lucas numbers is:

- 1 2)M,, 5J,
Cn:ijmn—k:n+ +(n+ ) 41+ +1.

2
k=0
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The characteristic polynomials have two common roots

That is, p(z) = ¢(x) and so p(a) = g(a) = 0, p(8) = ¢(8) = 0. In the
following theorem, we deal with the convolution of a Lucas sequence of the
first kind with itself. Zhang W. in [47] has generalized this type of problem,
now we give different formulas.

Theorem 12 (T. Szakéacs [43], 2017). The convolution of R, (0,1, Ay, B1)
with itself is

n

Z — 6) ((n + 1V, — 2Rn+1>7

k=0
where {V,,} is the associate sequence of {Ry}.

Corollary 7. The convolution of Fibonacci numbers with themself:
- 1
Cn = kz_:oFanik = g ((TL + 1)Ln — 2Fn+1>.

In the following theorem, we deal with the convolution of a Lucas sequence
of the first and second kind.

Theorem 13 (T. Szakécs [43], 2017). The convolution of R, (0,1, Ay, By)
and Vn(2, Al, Al, Bl) 8

C, = ZRkVn*k = (n + 1)Rn.
k=0

Corollary 8. The convolution of Fibonacci and Lucas numbers is:

Cn =Y FiLn = (n+1)F,.
k=0

In the following theorem, we deal with the convolution of a Lucas sequence
of the second kind with itself.

Theorem 14 (T. Szakécs [43], 2017). The convolution of V,,(2, A1, A1, By)
with itself is

n

= ViVak = (n+ 1)V, + 2Rn 1,
k=0

where {V,,} is the associate sequence of {Ry}.
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Corollary 9. The convolution of Lucas numbers with themself is:

Cn = ZLkLn—k‘ = (’I’L + I)Ln +2F, 1.
k=0
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3 | Factorials

Let n,aq,...,a, be positive integers, with the following condition a; > --- >
ar, > 1, where r > 2. Consider the equation

n! =[] a! (3.1)
i=1

According to a conjecture of Surényi, the only non-trivial solution to (3.1)
with 7 = 2 is 10! = 7!6!, while a conjecture of Hickerson predicts that the
only non-trivial solutions to (3.1) are given by 9! = 7!3!3!2!, 10! = 7!6! =
715131, 16! = 1415!12! (see e.g. Erddss [10], pp. 27-28). These conjectures
have been checked for n < 10° by Caldwell |7]. Erdés [10] (see Theorem 2)
proved that writing P(m) for the largest prime factor of the positive integer
m (with the convention P(1) = 1), the assertion

P(n(n+1)) > 4logn (3.2)

would imply that equation (3.1) has only finitely many non-trivial solutions
- however, (3.2) is far from being established. (See also [13], p. 70.) Luca
[28] proved that assuming the abc-conjecture, (3.1) has only finitely many
solutions. This result (beside obtaining other related theorems) has been
made more explicit by Luca, Saradha and Shorey [29].

We consider the case r = 2, and rewrite equation (3.1) as
AlB! = C! (3.3)

with positive integers A, B, C satisfying C > B > A > 1. As we noted
already, the problem of finding all solutions to equation (3.3) is still open.
Beside the results mentioned so far, we recall a theorem of Erdds [11] say-
ing that in all solutions of (3.3) with C' large enough, we have C — B <
5loglog C. This result has been recently sharpened by Bath and Ramachan-
dra [5] to C— B < ((1+¢€)/log 2)loglog C for C > C., with arbitrary ¢ > 0.
Recalling the result of Luca, under the abc-conjecture we have C— B =1 for
C large enough. Note that, however, if we would assume that say C — B = 2,
equation (3.3) would still remain very hard to solve. In this direction, we
only refer to a paper of Luca [27] and the references there.
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Our purpose is to show the finiteness of the solutions to (3.3) with k = B—A
bounded. Our main result provides an explicit upper bound for C' in terms
of k. Certainly, this immediately implies that for any fixed k, (3.3) has only
finitely many solutions. Further, we show that the only non-trivial solution
to (3.3) with k£ < 10° is the well-known 10! = 7!6!, mentioned earlier.

Theorem 15 (L. Hajdu, A. Papp and T. Szakacs [20], 2018). Writing
k = B — A for all non-trivial solutions of equation (3.3) different from
(A, B,C) = (6,7,10) we have C < 5k. Further, if k < 10, then the only
non-trivial solution to (3.3) is given by (A, B,C) = (6,7, 10).
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