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 	������	� ��������� 
�����������	� /������
�0������� 1� ������������ ����	��	� 	 ���%�� %���� �0������ 	�	�0�2
�	�! 	� ������������� %���� 	���� ��/���������/�� ����	����� 	�
��������0��� 1� ��������� �����	����� �	/	������
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 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� �
���
��� �� ����� �� ���

 � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ���
���� ���
�����	
��� �	
�
 � � � � � � � � � � � � � � � �


 ��	�� �
 ����� �������� �
 2������� �
 ���	��� ����� ��
��� ��������	�� ��
��

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������
���
 	�� ���
	�� 
�������
 � � � � � � � � � � � � ��

��� ���

 �� 
��� 1 	�� 2 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������

 �� ����� 
 � �� V (F2G) � � � � � � � � � � � � �!

� ��������� �
 ����� �
 ��	�� �	�� ����� p ��
��� ��������	�� ��
��

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��� p 
# �� ��
 �� ����	��$�� ����� �� ���

 � � � � � � � � ��

� �	������ ����	��	���	�� ���	� ��
��� ��������	�� ��
��

 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �"

��� %	$	��&'������
 
����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(

��� )� *�
���� ���
�����	
��� F&�	
�
 � � � � � � � � � � � � "�

�������  �

!��"�
�����#� $�

%	��	������� &'

���
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��� ������� �� 	 
���� 	

���	 �	� ���������� �����
 ��� ����� ��

���������	���� �� 
������ ���� 	��� ������� 	��
��� �� �������� ��
��

�� �	����	���� 	� ��

� ���� 	� ����
�
�� ������
�
� 	�� 	

���	��

����
�
�� �� �	� ��������� ��� ���� ���� ���� ����������
 	

���	��

������������ ���������
 �� ��
�� 	�� 
������ �� ��� ��
� �� �� �� �������

���������	����� �� ����� 
������ ��� ����	
� 
���� 	

���	 ����� ����

��������

��� ����� �� 
���� 	

���	� ��	���� 	� ��� ��
����
 �� ��� ��� ��

��� �	�� �������� �	��
� ���� ��� ����
�� �� ���������� ������ �	
����

��������  �
�	� 	�� !�����
�� ��� ���� ����	����	
 ��	�	�����"	#

���� �������� ���� ������ �����
 ��� $%&�� 	�� ����� ���� �������

��
�� �� ����	��� �	�� ����
����� ���	� ��� �	'�� ���������� �� ��#

��	��� ���
���� ������� ��� ����� �� ���
 ���������	
 ���������� �� ���


���� 	

���	�� ��� �(	���	���� �� 
����� �� ����� �� 
���� 	

���	�

	�� ����� 	�����	��� )�� 	

���	��

*�� ���	���� �� ��	��	��� )�� G �� 	 
���� 	�� F 	 ��
� ����

����� 1� +����� �� FG ��� 	

 ����	
 ����
∑

g∈G αgg� ����� ��
� �#
���� ���,����� αg ∈ F �� ��� "���� -������
�� FG �� 	 ������ ��	�� ����

F ���� �	��� G� ��� ��
���
��	���� �� ��� 
���� G ������� 	 ��
���
�#

�	���� �� FG� ���� FG �� 	� 	

���	 ���� ��� ��
� F ����� �� �	

��

$



� ������� �

����� �������� �� ��� ���	
�� 	��� 
��� F 
� � ���� �� 	����	���
��
	
p ��� G 	����
�� �� ������� �� ����� p� FG 
� 	����� 	�
���� �����

��������

��� ��� ����
�� χ : FG → F �� �
��� ��

χ
( ∑

g∈G

αgg
)

=
∑
g∈G

αg

��� ��� ��������
∑

g∈G αgg ∈ FG� ���� χ 
� � ���������
�� ���

� 	����� ���	�����
�� 	���
��� ��� ������ �� χ 
� ��� ���	�����
��



���� 
�
	� 
� ������� �� A(FG)�

�� H 
� � ������ �������� �� G ���� ��� ���

I(H) =
{

(h − 1)x
∣∣ h ∈ H, x ∈ FG

}

� � �
���
��� 
���� �� FG� �������� ��� 
����� A(FG) ��� I(G) 	�
��
	
��� ��� 
�������
�� FG/I(H) ∼= F(G/H) 
� 	����� ��� 
�������
��
������� �� ����� ��������

��
 ��� �� ����
�� � ������� ��
�
���
�� ����  
���� ��� �������
��� 
�
	� �!����� � ����� 
�"���	� �� ��� ����� �� ��� ����	���� ��
����� �������� ��� ���
� ������ �� ��
���

�� ��� ����� �������� FG ��
 FH ��� 
��	����
� �� �������� ����

��� ���
 F ���� ���� 
� ��� �����
�� ������� ��� ������ G ��
 H� ��


��
�� ���� ���

�
��� ��� � ��
 � 
��	����
��

#���
�� $�%& ���� � ���
�
�� ���
�� �� ��
� 
�������
�� �������
��� ��
�� ����
�� p�������� �������� ������� ���� 
�����
����� ��
�
'����
�� 

�� �������
�� ������ 
�
	� ��� ��� ���� ������ �� ����
(��
���
 $)& ������ ��� ������� ����� ��� ����� �������� �� 2�������
�� ��!
��� 	���� ���� ��� ���� �� �������� �
�� *��
�
���� ������� 	��
�� ����� 
� ��� ������ ���
	�� �� +����
�� $,�&�

* ����� ���� �� ��� ������ �� ����� �������� 	���
��� �� �!��
���
�
��� �� �
�� �������
	�� �������
��� �� ��
� ���� ��� ������� ���� ����
�������� ��� 
�
	� �� �!	������ ����	� 
� ����� �� -������ $,.& ���
(���
 $��&�



��� ��������� 	
 ��	�� 	
 �
��� �

��� ��� �� �	
�� U(FG) �� ��� ����
 ������� FG ����� � ����
 �	�

�� ������

V (FG) =
{ ∑

g∈G

αgg ∈ U(FG)
∣∣∣ ∑

g∈G

αg = 1
}


� � 	����� �������
� ��
�� 
� ������ ���������	 
���� �
 ������ ��

� ���� �	��	 ���� ���� U(FG) 
� 
�����
�
� �� ��� �
���� 
������
V (FG)×U(F)� ����� U(F) 
� ��� ����
 �� �	
�� �� ��� ���� F� �� ���

	������
�	 �	 ��� ����
 �� �	
�� U(FG) 
� 
� �	���� �� ����
	� ���
	�����
��� ����
 �� �	
�� V (FG) 
	����� �� ��� ����
	��
�	 �� ���
���� ����
 �� �	
�� U(FG)� � ���� ������ �� ��
� ������ ��	 �� ���	�

	 ������	�� �	� ����
  !" �	� ����
  !!"�  ##"�

��� ���$��� �� ��
� ����
� 
� ��� ����
	��
�	 �� ������� ����

�
��%
�
�� ����� �	� ����
� �� �	
�� �� ����
 ��������� &
��� �� ��� ��� ��
��	�
�	 ���� ��	���� ������� ��
�� �
�� �� ���� ���������� ��
�
����
�� ��� &����
	
 �������
 �	� ��� ��	��� �� G �
�� �� ��	����
�� Φ(G) �	� ζ(G)� ���
���
����� �� 
� ���� �	��	 ���� ��� &����
	

�������
 Φ(G) ��
	�
��� �
�� G′Gp ��� �	
�� p%����
� G� �����

Gp = 〈 gp | g ∈ G 〉
�	� G′ 
� ��� ���������� �������
 �� G� '�� γ1(G) = G �	�

γi+1(G) =
(
γi(G), G

)
.

��� ���
�� �� �������
� �� G �
�� ��� 
��
����

γ1(G) ⊇ γ2(G) ⊇ · · · ⊇ γi(G) ⊇ · · ·

� ������ ����� ������� ������� (�
��	���� γ2(G) ��
	�
��� �
�� ��� ���%
������� �������
 G′�

��� ��������� 	
 ��	�� 	
 �
���

'�� G �� � �	
�� p%����
 �	� Fp ��� ���� �� p �����	��� ���	
��� ��	����	��� 
���� A(FpG) 
� 	
�
���	�� �	� ��� 	�����
��� ����




� ������� �

�� ����� V (FpG) ������	
� ���� 1 + A(FpG)
 ��
�
���
� ��
 
�
�
��∑
g∈G αgg �� ����� ���
��� FpG �� �� ��
 ��������
	 ����� �� ����� ��

��	 ���� ��
∑

g∈G αg = 1
 ���� �� ��� ��
 ��	
� �� ��
 ��������
	

����� �� ����� V (FpG) �� p|G|−1


���
� ��
 �����
 ������ ��	 �

� 	
�����
	� ��
 ��������
 �� ����

p������� �
���
 ��
 ����� �� ���	�
� �� ����� ��
���� ��
 ���	� ��
������ �� ����� �� ����� ���
���� �� ����
 p������� ��� �
���
 �������


�� ��
 ���������� �
� G �
 � ����
 �����
���� p������
 ���	���
������
  !!" ���
� � ����
� �� ��
 ��
��� �� ��
 ��������
	 ����� ��
����� V (FG)
 �����	��� �� ��
 �
����� �� #��
��� ��	 $������  %&"
��
 ����� V (FG) �� ��� p��
������ ��	 ��� 
'���
�� �� �� �
��� p2

(�
 �� ��� ���������
	 ��������
 ��
 ���	� �� ��
 ����� V (FG) �
�
�
������
� ��
 ��
 �� �
���	� ������
	 ���� ���
� ��
�� �� ���
����
�
��	
� �
��� �� ����� ��
���


���	� ��	 )������  !%" �����
	 ���� ��
 *�
 ���
����� �
���	� ��
���
������
 ��
 ��������
	 ����� �� �����
 (�  %+" ����
	 ���� ��
��
 ��������
	 *�
 ���
��� �� ��
 ���	��
���� �	
�� A(FpG) ��
 k ��
�
��
� �� ��
 ���
� *�
 �
����� �
��
� γk

(
A(FpG)

)
	
�
����
� ��


k �� �
��
� �� ��
 ���
� �
����� �
��
� �� V (FpG)� ����� ������	
�
���� 1 + γk

(
A(FpG)

)

 ���	� ��	 $������ ,���
�  !�" ����
	 ���� (���

�
���� �� ����	 ��� ������ ��������� �� V (FpG) �� �
��


�� ��
 ���� ���� �� ���� ��
��� �
 ���
������
 ��
 ��������
 �� V (F2G)�
��
�
 G �� � ����� �� ��'���� ����� �� ��	
� 2n� ���� ��� ��� ������
���
����� �� n− 1
 �� �� �
�� -���� ���� ��
 2������� �� ��'���� ����� ��

��
 ��������� 
'�
������ �� C = 〈 a | a2n

= 1 〉.

Q2n+1 = 〈 a, b1 | a2n

= 1, b2
1 = a2n−1

, (a, b1) = a−2〉 ���� n ≥ 2;

D2n+1 = 〈 a, b2 | a2n

= 1, b2
2 = 1, (a, b2) = a−2〉 ���� n ≥ 2;

SD2n+1 = 〈 a, b3 | a2n

= 1, b2
3 = 1, (a, b3) = a−2+2n−1〉 ���� n ≥ 3.

/�
 �� ��
 ���� �
����� �� ��
 ��
��� �� ��
 	
��������� �� ��
 ��������

�� ��
 
�
�
�� �� ��	
� ��� �� V (F2G)� ��	 ������ ��
�� ����
��
 *
�
�� 	
���
 �� ΘG(2) ��
 ����
� �� ��
 
�
�
��� �� ��	
� ��� �� ��




��� ��������� 	
 ��	�� 	
 �
��� �

��������	
 ����
 �� ����� V (F2G)� ��	�

ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

;

ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1;

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.

�� 
���	 �� ���� ��	��	� �	 ��	 �	�������� �	����� ���� �� ��	 �����
S �� ��	 �
	�� A(FpG)� ��	� ��	 �	� 1+S ����� � �	�	����� ����	� ��
V (FpG)� �
��� ���� ��	 �	��� ���� 
��
	���	� �� ��	 ����
 �� �����!
��	 ��
���
��� �������
� �� ��	 ����
 �� �����! "��� �� 	 ��	 �������
�������
! 
��� � ��"�� ���	�

#	� �� �	����� ���� ��	 ��

��� x �→ xσ �� ��	 ����
 ���	��� FpG
�� $���	
 ����������! ��

(x + y)σ = xσ + yσ, (xy)σ = yσxσ, ��
 (xσ)σ = x.

��	 �	�
Vσ(FpG) =

{
x ∈ V (FpG)

∣∣ x−1 = xσ
}

�� � �������
 �� ��	 ����
 V (FpG)! ���$� �� $���	
 σ������	
 ���
	����
%�� 	&��
�	! ��	 $�����$�� ��

���

x =
∑
g∈G

αgg �→ x∗ =
∑
g∈G

αgg
−1

�� ��	 ∗����������� �� FpG�
'����� ��� ���	����������! ��	 ��
	� �� ��	 σ�������� �������


Vσ(F2C) 
	�������� �� ��	 $�$��$ ����
 C = 〈 a | a2n
= 1 〉 ��� �		�

���	� � ��"�� ���	� ��	 ��
	� �� ��	 $���������	 ∗�������� �������

V∗(FpG) ��� �		� 
	�$���	
 �� (��
� ��
 )� �$� �*�� ��� +���	 ��	����
p�����
� G� #	 �� ���	 ���� ��	 ��
	� �� V∗(FpG) ��� �		� ���	� ��
(��
� �,-�! (��
� ��
 .������� �,*� ��� ���	 �����	���� ����
� G�

/��� �	���
 �� � σ����������� ��	 �	�

Sσ(G) =
{

x ∈ V (FpG)
∣∣ x = xσ

}
��� ��	�� ��
�����$	 �� �	��! ��
 ��	 	�	�	��� �� ��	 �	� Sσ(G) ��	
$���	
 σ��
����	�� ��������� 0� ��	 $��	 �� $�����$�� ���������� ��	



� ������� �

����� �� ��� ��		
����
� 
������ �
����
� V∗(FpG) ��� ���� ������
	���� �� ��
�� ��� ������ ���� ��� ������� p����
�� G� ��� 
� ����
���� ��� ��� Sσ(G) �� � �
����
� �� ��� ���
� �� 
���� ��� ����� �������
���
�� G �
� ��������� �� �� ��� ��
� ��� ���������� ���
��� !�� ���
��� �� ��
�� ��� "�
#�� ��$� �����	���� ��� ���
�� G ��� %���� Sσ(G)
�� � �
����
��

��� 
� ������ �� � ��� �������� �&������� �� ��� �
��	������	
ai �→ a(2n−1−1)i �� ��� ���
� C �� ��� ���
� ������� F2C� !��� �&�
������� �� ���� �� ��
��
���� �� ��� ������� F2C� '� ���
�� ���� ���
�(
����� ∣∣V�(F2C)

∣∣ =

∣∣V∗(F2C)
∣∣

2

����� ��� ��� ����� �� ��� 
������ �
����
�� ��������� �� ��� ��
��
�
����� ∗ ��� �� !���� ���
��� ���	 ��� ����� �� ��� ���� ���� �� ���
�������

!�� (
������ ������ �� ���	�� �� ������ ��� ���	������	 �����
��	 �� ��� ���	���)�� ���
� �� 
���� �� � 	��� ������� ��� ���������
���� 	��� ��*�
�� (
������ ���� ��� ���	������	 ������	 �� 	��
���
���
� ��������+

������ ���� ��� �	
����
�� �
	��� 	� ����� V (FpG) ��� V (FpH)
�
� ��	�	
����� ����
 ����� �	�����	�� �
� �
	��� G ��� H ��	�	
�

�����

,� 1967 ���	�� �$� ���
�� ���� ������	 ��� ����� ������� p����
���
-� ����������� �����(
���� �� �
� ���
��� ���
� �� ���� ��� ���	��.�
(
������ �� ��
� ��� 2����
�� �� 	�&�	�� ������

-� ����� ���
�� ������	 �� ��� ������ �� ����� p����
�� �� ��� ���
��������� �� ��� p �� ��%�� ���
��
��� !�� ���
��� �����
�� �
���� �����
��(
����� 	��� �� �������� �� ���
� 	��� ������	� �� ��� ������ �� ��
���� p����
��� !���� ��(
����� ��
� ��� ���� �&������ �� ���	���)��
���
� �� 
���� V (FpG) �� ���
� ������� FpG�

�������� �/� �����
 ��� 0��� �1$ 21� ���
�� ���� ��� ����������
����� �� V (FpG) �� �(
�� �� p �� ��� ���� �� ��� ��		
����� �
����
�
�� G �� �� ����� p� 3
����� ���
��� ���������� �� ���������� ����� ��
���
� �� 
���� �� ���
� �������� ��� �� ��
�� �� "������.� �������



��� �������	 
�������
����� ����� �

����� �� ��	
��
�� ��� ����� ����
��	 ���� ����� �� ����	 �� ��������
�

��		 ���� �	 ���� �	 �� ��� ����� �� ����� ��� �����
	 ���� ���	� �����
����
��	 
�� 
� ����� ���	� ����� �� ����	 �	 �� ��������
� 
��		 ������
��� G 
� � ����� ���� 
�  ������ 	�
����� G′ �� ����� p� !� ���	


�	� �� �"� ��� ��� ����� 	���
���� �� V (FpG)� #� ������ ���� �� ���
��������
� 
��		 �� V (FpG) �	 ��� p ��� � ���� V (FpG)p �	 � 
������
	�
����� �� ��� ��� ���$�� ����� �� ����	� 
��	�%������ ��� �������
�����	 
�� 
� ��	� ����� ����� &�������� �� ��� '������� 	�
�����
�� G �	 �� ����� p ���� �� 
�� ��	
��
� ��� 	���
���� �� ��� �����
V (FpG)p� ��� Cg1 , Cg2 , . . . , Cgt 
� ��� ��� 
��(���
� 
��		�	 �� G� ���
�


��	�	�	 �� �� ���	� ��� ��� ���	� ��� N =
t∏

i=1

〈1 + Ĉgi
〉� ����� Ĉgi

�	

��� 	� �� ��� ��� ���	 �� Cgi
� )��� �� 
�� ����� ����

V (FpG)p = V
(
FpG

p
) × N.

)�� %��	���� �	 ����� �	 �� ���� ��� �%������

Gp = V (FpG)p ∩ G

�	 ��	� ����
��� �� ��� ����� 	���
���� �� ��� ���$�� ����� �� ����	�
)��	 %��	���� 
�� 
� ����� �� *���	��+	 ����� ��,�� -	��� ��� �������	
��	���	 �� ��� ����� 	���
����� �� ����� ���� �� G �	 � p.����� ����
'������� 	�
����� �� ����� p (p > 2) ���� ��� p �� ����� �� ��� �����
G 
���
���	 ���� ��� �����	�
���� �� ��� p �� ����� �� ��� ��� ���$��
����� �� ����	 V (FpG) ��� ��� ����� G�
/� �����  ��� ������ �� ���	 ���	�	 �	 ���� ��� �	� �����	 
��		

�� ��� ����� V (FpG) ����� ���	 ��� �	� �����	 
��		 �� ��� �����
G �� G �	 � ����� �� 
�
��
 '������� 	�
����� ��� p > 2�
)�� 
�	�	 �� ������� ���	� ��	���	 �	 ��� ����� 	���
���� �� V (FpG)

��� ��� ��	
������� �� ������� ���0
	 ��� 1�� �� �2� �� ��� 3����
p.�����	 ���� 
�
��
 '������� 	�
�����	�

��� �������	 
�������
����� �����

!� ��� ������ 
������ �� ���	 ���	�	 �� ����	������ ��� 
�	�	 �� ���
����� ����
�� ���� ��� 3��� F �� 
����
����	��
 p� !� 1960	 ����	
�



� ������� �

��������	� �
	 ����	�� �� �
	 
��	�	� �������������	 ����� �� ���	�����
�	� A �	 � 
���	����	������� ���	��� ��	� � 
	�� F ���
 �
	 ��������
������� rad (A) ��� F������ B� �����	 �
�� B� �� F������� 
�� �
	
��������� ����	���	��

�� �� u, v ∈ B �
	� 	��
	� u · v = 0 �� u · v ∈ B�

�� B ∩ rad (A) �� �� F������ ��� rad (A)�

 
	� B �� ����	� � ������� �����	��
����� F
����� �� �
	 ���	��� A�
 
	 �����
����	 �� �
	 
��	�	� �������������	 ����� ��� ���	���� ���



���	�! ���! ���	���������	 �	��	�	�������� 
�� �		� ���	� �! �
	
�	�	���
 �� "�������� #����	�� $���	�� ��� %���	��� &'(�  
	! �
��	�
�
�� �� �
	�	 ��	 ���! 
���	�! ���! �������
��� �����	� �� ���	����
������	 A������	� ��	� �� ���	��������! ����	� 
	�� F� �
	� A 
��
� 
��	�	� �������������	 F�������  
�� �����	� �
	� �
	 ����� ���	�
��� FG 
�� � 
��	�	� �������������	 ����� ��� ����	� �! �
	 ���	� ��
"�������� #����	�� $���	�� ��� %���	��� &'(�

)����� &*+( ����	� �
�� �
	 ����� ���	��� FG 
�� ���! 
���	�!
���! �������
��� �����	� �� ���	���������	 FG������	� �� ��� ���!
�� ��� �
	 %!��� p���������� �� G ��	 �!�����

,� 1978� �������- ��� .��
�	� &*�( ����	� �
�� �
	 ����� ���	���
�� �
	 �����	�� ���-� ����� ��	� � 
	�� �� �
�����	������ 2 ��	� ��� 
��	
� 
��	�	� �������������	 F������� ,� 1987� /���� &0+( ���	 �� 	1����	
��� �����	���� ����� ���	��� FG �
��
 
�� � 
��	�	� �������������	
F�������

 
	 �!��	����� ����! �� 
��	�	� �������������	 F������ 
�� �		�
�	��� �! "���� &�2(� ,� &�2( �
	 ��������� �
	��	� �� ����	�� �	� G
�	 � 
���	 �	���!���� p������ ��� F � 
	�� �� �
�����	������ p�  
	�
�
	 ����� ���	��� FG ����	��	� � 
��	�	� �������������	 F������ �� ���
���! �� p = 2 ��� 	��
	� G �� � ��
	���� 2������ �� G �� �
	 3���	�����
����� �� ���	� 8 ��� F �������� � ��������	 ���	 ���� �� �
	 ����!�

,� &�'( �� 	1������ ���� �� ��� p������� G �� ���	� pm ���
 � �!����
�������� �� ���	� pm−2 �� ���	�� ���
 �
�� �
	 ����� ���	��� FG ��	� �

	�� F �� �
�����	������ p 
�� � 
��	�	� �������������	 F������� 4���
	�
"���� &�'( ����	� �
�� �
	 ����� ���	���� �� �
	 ���	���� ������ ��	�
��� 
��	 � 
��	�	� �������������	 F�������



��� �������	 
�������
����� ����� �

�� ��� ���	�� 
�����	 
� ���� � 
������� ���� �� ��� p��	���� G
�� �	��	 ���� ���� p5� ��
� ���� ��� �	��� �����	� FG ��� � ����	��
��������
����� F������� ��� 
� ���� ����� ����� �� 
���� ���� 	�����
�������� ���� � �	��� �����	� FG ��� � ����	�� ��������
����� F������
���� �� p = 2�

�	��� �����	�� �� ��� �	���� �� �	��	 25 
��
� 
������ ����	��
��������
����� F������ �	� ���� ���
	����� ��	 ��� �����	� 
� ���� ���

������	 �����	� ������ �� !"#$ ��� ��� ��
%��� &��'(� !)#$�
�� ��� ����	��� ����
�� ���� �����	 �� ��� ���� �� �	���� �	� ������
��

��� ��� �� �����	� ����������� ��� �	����� *�	����	 
� �	����
���� ��� �	��� �����	�� �� ��� �	����

G = 〈 a, b | a2n

= b2 =c2 = d2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉
���� ��� ���� ����	�� ��������
����� F������� ������� 
� ���� � ����	��
��������
����� F������ �� ��� �	��� �����	� FG� 
��	�

G = 〈 a, b | a2n

= b2m

= c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1, (b, c) = 1 〉,

��� n,m ≥ 2� �� 
� ���
	��� ��� �����	� FG�



�� ������� �



������� �

�	
�� �
 ����� �������� �


2������� �
 ���
��� �����

��� �������	
�� ���
���

���� ������	 �
���
�� 	������ �� ����

�� ����	�� ���� ����� ����� ������
 2��	���� �

 ����	 �	���
�����	��� ��� C = 〈 a | a2n

= 1 〉 �� ��� ������ �	��� �� �	
�	 2n�
���	� n ≥ 2� ��	 C ��� �	
�	 �� ��� �
���	� ����	��� V∗(F2C) ��

�� ��������� �	�� �� �!

����������� �	
	
 ��	 
����� �	 ������ �
���	 ��� ����� ��

V∗(F2C) �� ∣∣C2[2]
∣∣ · ∣∣F2

∣∣ 1
2
(|C|+|C[2]|)−1

= 22n−1+1.

"����� ���� ��	 ��� �	��� �����	� F2C �� C ��� ������

#$��%
{
1, 1 + a, (1 + a)2, . . . , (1 + a)2n−1

}
�� � ����� �� F2C �

 � 
�	����&�
 �
�� u ∈ V (F2C) ��
 �� �	����
 ��

1 +
2n−1∑
i=1

αi(a + 1)i.

��



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

���� ����	 
� ��� 
�
�� �	
���� F2C ��� ��� �
�� F2C(1+a)i� �	���	�
(1 + a)i ��	
�
� �
 ��� ��
�������
� ����	 A(F2C) ��� �� ������
��
���
��� ����

Ai(F2C) = Ai+1(F2C) + (a + 1)i
F2.

�
�� ���� ��� ������	 
� F2C �
������� ���� ��� ��
�������
� ����	
A(F2C)�

����������� �	
	� ��	 
	 ���� ��
��	 ��� G �� � p����	
 ��� FpG
�� �
� ���	
 ���� �� G ���� Fp� �� L �� �
� ��
����� �� �
� ������� A
�� FpG �
�� �
� ����
������ �� Aω �� AL−ω+1�

 ��� ��� ������	��
� A2n−i(F2C) 
� ��� �	����� (1 + a)i �
�������
���� F2C(1 + a)2n−i�

��������� �	
	�	 �
� �	����	


Si =
{

γ ∈ V (F2C)
∣∣ γ(1 + a)i = (1 + a)i

}
�� V (F2C) 
�� ����� 2i�

������ !� �� ���� �
 ��� ���� 1+Ann
(
(1+a)i

)
�
������� ���� Si" ���

���
����
 �
 #�
�
����
� ����� ��� �������	���
∣∣Ann((1 + a)i)

∣∣ �� 2i�
�

$���		 �
�� ��		%&�
�� ����� ��
�� � '���� ���	��� 2%
�
�� N �
(�� N [2] �� ��� ���
�
�� 
�������� �� ��� �	������ 
� 
���� ��
� )�
���		 ��� ��� �
		
���
 ��
�
����
�*

����������� �	
	�	 ��� N �� � ����� ������� 2����	
�

1. �� g ∈ Φ(N) �
�� Hg =
{

h ∈ N
∣∣ h2 = g } �� � ����� �� N ��

N [2]�

2. �� g �∈ Φ(N) �
�� N = 〈 g 〉 × W ��� ���� �	����	
 W �



��� ����������	 
�� ����
�
 	�������	 ��

��� �������	��
 ��� ��	��
� 
���
���


��� C = 〈 a | a2n
= 1 〉 �� � ���	
� 2��
��� �
�� n ≥ 2� �

��

�� 
��
�� ���� 
���	�� �� 
���	��
��� �� F2C� ����		 ���� ��� 	
���


������
�� �� ��� ������
��
�� ai �→ a−i �� G �� ��� ������
��
��

x �→ x∗ �� F2C 
� �� 
���	��
�� �� F2C� �� �� ���� ����� 
� ����
��

���� ��
����
� ��
 n ≥ 3 �� ���� ������
 
���	��
�� x �→ x�� ��
�� 
�

����
��� �� ��� ������
��
�� ai �→ a(2n−1−1)i �� �
 �
 ���� ��
 ���

��!� �� ������
���� �� ������ ���� σ 
� �
���
 x �→ x∗ �
 x �→ x��
�

�� �� ����
�� ���� �
���
�
�� �� ����� 
���	��
����

����� ������ ��� x = α0 + α1a + · · · + α2n−1a
2n−1 ∈ F2C �� ����

x2 =
2n−1−1∑

i=0

(αi + αi+2n−1)a2i

��	

xx∗ = χ(x) +
2n−1−1∑

j=1

[2n−1∑
i=0

αiαi−j (mod 2n)

]
·
[
aj + a−j

]
.


����� "�
 ���	� x2 =
∑2n−1

i=0 αia
2i �� (ai+2n−1

)2 = (ai)2� ����

��� ���#�
��� �� a2i 
� �$��	 �� αi + αi+2n−1 � ��
����
� ��� �$��	
��

(xx∗)∗ = xx∗ �
�	 �

xx∗ = γ0 + γ2n−1a2n−1

+
2n−1−1∑

j=1

γj(a
j + a−j).

��
 ���� aj ∈ supp (xx∗)� ���
� 0 ≤ j ≤ 2n−1 − 1 ��� �$��	
��

aj = aia−(i−j) ����� ���� γj =
∑2n−1

i=0 αiαi−j (mod 2n)�

%� ��
�
��	�
� γ0 =
∑2n−1

i=0 αiαi =
∑2n−1

i=0 αi = χ(x) �� 

γ2n−1 =
2n−1∑
i=0

αiαi−2n−1 (mod 2n) = 2 ·
2n−1−1∑

i=0

αiαi−2n−1 (mod 2n) = 0.

�



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

�� ���

Q = { 0, 2, 4, . . . , 2n−2 − 2 } ∪ { 2n−1, 2n−1 + 2, 2n−1 + 4, . . . , 2n−1 + 2n−2 − 2 },

P = { 0, 2, 4, . . . , 2n − 2 }� P̃ = P \ { 0, 2n−1 } ��� R = { 0, 2, 4, . . . , 2n−1 − 2 }�

����� ������ ��� x = α0 + α1a + · · · + α2n−1a
2n−1 ∈ F2C �� ����

xx� = γ0 +γ2n−1a2n−1

+
∑

k∈R\{ 0 }
γk(a

k +a−k)+
∑

k∈1+Q

γk(a
k +a−k+2n−1

),

�����

γk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
r∈P

αrαr−k (mod 2n) +
∑

r∈1+P

αrαr−k+2n−1 (mod 2n) ��� k ∈ P̃ ;

∑
r∈P

αrαr−k+2n−1 (mod 2n) +
∑

r∈1+P

αrαr−k (mod 2n) ��� k ∈ 1 + P ;

∑
r∈1+P

αr ��� k = 2n−1;

∑
r∈P

αr ��� k = 0.

����	
 ��	
� (xx�) �� ���
������
 ��

xx� = γ0 +γ2n−1a2n−1

+
∑

k∈R\{ 0 }
γk(a

k +a−k)+
∑

k∈1+Q

γk(a
k +a−k+2n−1

).

�� ���	� ��� ����������	 ρ �� ��� ��� { 0, 1, 2, . . . , 2n − 1 } �	 ���
�������	� ��
�

ρ(i) =

{
i �� i �� ���	;

i + 2n−1 (mod 2n) �� i �� ���.

���	� ��� ����������	 ρ� ��������������� 
���������	� ���� ����

x� =
∑2n−1

i=0 αρ(i)a
−i �	� ��� 
���
��	� �� ak ∈ supp (xx�) �� ����� ��

��� ���
� γk = tr(xx�a−k)�  ����	��


γk = tr
(( 2n−1∑

j=0

αja
j
) · ( 2n−1∑

i=0

αρ(i−k)a
−i

))
=

2n−1∑
r=0

αrαρ(r−k).



��� ����������	 
�� ����
�
 	�������	 ��

��������� �� �	
� ��� �
�� k

γk =
2n−1∑
r=0

αrαρ(r−k) =
∑
r∈P

αrαr−k (mod 2n)+
∑

r∈1+P

αrαr−k+2n−1 (mod 2n),

	�� ��� ��� k

γk =
∑
i∈P

αiαi−k+2n−1 (mod 2n) +
∑

i∈1+P

αiαi−k (mod 2n).


������	��� ��� k = 2n−1 ������ ������	����� ���� ��	�

γ2n−1 =
∑
i∈P

αiαi−2n−1 (mod 2n) +
∑

i∈1+P

αiαi =
∑

i∈1+P

αi,

	��

γ0 =
∑
i∈P

αiαi +
∑

i∈1+P

αiαi−2n−1 (mod 2n) =
∑
i∈P

αi.

�
���	�� ��	� �	�� ��
������� σ �� F2C ���������� 	 σ�����	�� ����

�����

Vσ(F2C) =
{

γ ∈ V (F2C)
∣∣ γ−1 = γσ

}
�� V (F2C)�

��� �� ��������� ��� ����� �� ��� ������	�� �������� V�(F2C)�
������ 	� �	� 	� �� ����� �	� ��� ���� ��
�����	��� �� �	��

��� �	����� ϕσ� ��
�� ��

ϕσ(x) = xσx−1 ��� x ∈ V (F2C),

�� 	 ������������ �� ��� ����� V (F2C) ���� ���� �������� Wσ(C)
�� ��� σ�����	�� �������� Vσ(F2C) ���� ������

Sσ(C) =
{

x ∈ V (F2C)
∣∣ x = xσ

}
.

��� ������ D �� C ���������� ��� ������� D̂ =
∑

g∈D g �� F2C�



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

����� ������ ��� ���� 1 + Ĉ ���	 ��� 
����� �� W�(C) 
�� 1 + Ĉ2

�	 ��� 
� ������� �� ��� 	�
����� V 2
�(F2C)�

������ ������ ��	� 1 + Ĉ ∈ W�(C)
 ���� 1 + Ĉ = x�x−1 
�� ����
x ∈ V (F2C) 	��

��
�� x� = x(1 + Ĉ) = x + χ(x)Ĉ = x + Ĉ.

��������� ��� ��	��� �
 ��� �������� x 	�� x� 	�� ���	�� �� tr(x+x�)
�� ���� 	�� ��� ���	���� ��
�� ��	�� �� 	 �����	������� 	� ��	�	���������
���


���� ������� ��	� 1 + Ĉ2 = x2 
�� ���� � ����	�� ������� x �

V�(F2C)
 !���� x� = x−1 	�� x �	� ��� 
��� x = y1 + y2a ����
yi ∈ F2C

2� ��

x� + x = x(1 + x−2) = x(1 + x2) = Ĉ2
(
χ(y1) + χ(y2)a

�
)
,

	�� χ(y1) = tr(x� + x) = 0
 ���� ����� ��	�

y�
1 + y1 + y2a + (y2a)� = Ĉ2a�,

����� ������� ��	� y1 = y�
1 	��

Ĉ2 = y�
2 + y2a

2n−1+2.

��� �������� ���	���� ����� ��	� ��� ��� supp (y�
2 )∩ supp (y2a

2n−1+2)
�� ������ �� |supp (y�

2 )| = 2n−2� ���� χ(y2) = 0� 	 �����	�������


�
"� ��	�� ��� ��� ��#� ������������ �
 V (F2C) �	���
 ����������

�
 Ψσ(x) = xxσ 
�� x ∈ V (F2C) ���� Ψσ �� 	 ������������ �
 V (F2C)
���� $����� Vσ(F2C)


���	
�� ������ �� C = 〈 a | a2n
= 1 〉 ���� n ≥ 3 ���� ��� ����� ��

V�(F2C) �	 2
|C|
2 
��

V�(F2C) = W�(C) × 〈 1 + Ĉ〉.



��� ����������	 
�� ����
�
 	�������	 ��

������ �� �� ���� �	 ��� �
�� �
� �	��
 ����
� 	� �
� �
	��� V�(F2C)
��� S�(C) �	������� �	 ����
���� �
� 2�
��� 	� V�(F2C) �� ������
�	 ��� �
� 	
��
 	� �
� �	��
 ����
 S�(C)[2] 	� �
� �
	�� S�(C)�

���
 ��������
�� ������� 	� V (F2C) 
�� �
� �	
�

γ0 + γ2n−1a2n−1

+
∑

k∈R\{ 0 }
γk(a

k + a−k) +
∑

k∈1+Q

γk(a
k + a−k+2n−1

),

�
�
� γi ∈ F2 ��� γ0 + γ2n−1 = 1� �
�
��	
� |S�(C)| = 2
|C|
2 � ���

����	�	���� |S�(C)2| = 2
|C2|

2
−1� �
�� �
� 	
��
 	� �
� ����
	���

S�(C)[2] ��� V�(F2C)[2] �� 2
|C|
4

+1� ��� �
� ��
��� 	� ϕ� �� S�(C)� �	

|W�(C)| = |V (F2C)| : |S�(C)| = 2
|C|
2

−1.

 	� �� �
� 
���� �	 �
	!� �� �������	� 	� �
� 	
��
 	� C �
��

|V�(F2C)| = 2
|C|
2 � "�
�� ��� |C| = 23� #��	
���� �	 $���� %�%�%� �	


�
� ���� x =
∑7

i=0 αia
i �� 
�!�

xx� = β0 + β1(a + a3 + a5 + a7) + β2(a
2 + a6) + (β0 + 1)a4,

������� χ(x) = 1�
&���� ψ�(x) = xx� ��� �
� 	
��
 	� Im(ψ�) �� 23� �	 �
� 	
��
 	�

V�(F2C) ��
|V (F2C)| : |Im(ψ�)| = 24.

�!������� 1 + Ĉ ∈ V�(F2C) ��� 1 + Ĉ �∈ W�(C) �� $���� %�%�'�

&���� �
� ����
	�� 〈 1 + Ĉ〉 × W�(C) 	� V�(F2C) 
�� 	
��
 24� ��


�!�

V�(F2C) = 〈 1 + Ĉ〉 × W�(C).

 	� ��� |C| > 23� #������� �
� �������!� 
��	�
���� �	
 C2�

V�(F2C
2) = W (C2) × 〈 1 + Ĉ2〉.

$���� %�%�' ����
�� �
�� 〈 1 + Ĉ〉×W�(C) �� � ����
	�� 	� V�(F2C)

��� 〈 1 + Ĉ2〉 × V 2
�(F2C) �� � ����
	�� 	� V�(F2C

2)� �
�� �
	�� �
��∣∣V 2
�(F2C)

∣∣ ≤ ∣∣V�(F2C
2)

∣∣ :
∣∣〈 1 + Ĉ2〉∣∣ =

∣∣W (C2)
∣∣,



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

��∣∣V�(F2C)
∣∣ =

∣∣V 2
�(F2C)

∣∣·∣∣V�(F2C)[2]
∣∣ ≤ ∣∣W (C2)

∣∣·∣∣V�(F2C)[2]
∣∣ = 2

|C|
2 .

��� 〈 1 + Ĉ〉 ×W�(C) �� � ��	
���� �
 V�(F2C) ��� ��� ����� �� 2
|C|
2 �

�����
��� ��� ����� �
 V�(F2C) = 〈 1 + Ĉ〉 × W�(C) �� 2
|C|
2 �

�

��������� ������ �� C = 〈 a | a2n
= 1 〉 ���� n ≥ 3 ����

∣∣V�(F2C)
∣∣ =

∣∣V∗(F2C)
∣∣

2
.

��� ����� �	 �
�� 1 
�� 2

�� �� ���� ����� �� ������� ��� ��� 
���������� ���������� 
�����

��� �������� 
���� ��� ��� ������������ 
���� ��� ���������� �
 ���

������ 
���� C�  � ��� 
�������
 G �� ��� �
 ����� �����������  �

V (F2G) �� ������ ��� ����� �
 ����� ��� ���� ��� ��������  � �� ����

!���� ���� x = x1 + x2b �� � ���� �
 ��� ���� �
 χ(x1) + χ(x2) = 1�

	
��
�
�� ������ ��� x = x1 + x2b 	� 
 ����� �� x �

 ����� ����

χ(x1) = 1 
�� χ(x2) = 0 ���� x �
 �
���� 
 ���� �� ���� 1� �� x �



����� ���� χ(x1) = 0 
�� χ(x2) = 1 ���� x �
 �
���� 
 ���� �� ���� 2�

"�� � #��� ���$�������	�� ������� z ∈ F2C ��� ���

Mσ
z =

{
y ∈ V (F2C)

∣∣ (y + yσ)z = 0
}

�� � ��	
���� �
 V (F2C)�  ������ �
 y1, y2 ∈ Mσ
z ���� y1z = yσ

1 z ���

y2z = yσ
2 z� %���� y1y2z = y1y

σ
2 z = yσ

1 yσ
2 z = (y1y2)

σz� �� y1y2 ∈ Mσ
z �

�
��� ������ ��� ���	�� �� ����
 �� ���� 1 �
 ���
� �� ��� ���

�����
 V (F2D2n+1) 
�� V (F2Q2n+1)�



��� ����� �	 �
�� 1 
�� 2 ��

������ � ���� x1 + x2b2 ∈ V (F2D2n+1) ��	 
��
� ��
 �� ��� 
��� ��

�����

{
x2

1 = x2x
∗
2 + 1;

(x1 + x∗
1)x2 = 0.

���������� x1 + x2b1 ∈ V (F2Q2n+1) �	 � ���� 
� 
��
� ��
 �� ��� 
��� ��{
x2

1 = x2x
∗
2a

2n−1

+ 1;

(x1 + x∗
1)x2 = 0.

�
� x2 ∈ F2C �
 � ��
� �
�����
�����
 
�
�
���  �
���� x2x
∗
2 + 1�

x2x
∗
2a

2n−1
+ 1 �
�
�! �
 ��
 	��!�
�" Mx2 �
��
� �
�
�
� ��� ��
 	
�

Hx2x∗
2+1 =

{
h ∈ M∗

x2

∣∣ h2 = x2x
∗
2 + 1

}
�	 
���
� 
�"�� 
� �##
����! �
 $�
"
	���
� ����% �� #
�	�����
	 � #
	
�

� M∗

x2
�� M∗

x2
[2]� ����������

Hx2x∗
2a2n−1+1 = { h ∈ M∗

x2
| h2 = x2x

∗
2a

2n−1

+ 1 }

�	 
���
� � #
	
� 
� M∗
x2
�� M∗

x2
[2] 
� �� 
�"�� 	
��

�
� �	 "�
�
 ���� x2x
∗
2 + 1 ∈ Φ(M∗

x2
) �� ��� 
��� �� x2x

∗
2a

2n−1
+ 1 �	

#
�����
� �� Φ(M∗
x2

)�

��""
	
 ���� u = x2x
∗
2 +1 /∈ Φ(M∗

x2
) ��� v = x2x

∗
2a

2n−1
+1 ∈ Φ(M∗

x2
)�

&�
� �
� u /∈ Φ(M∗
x2

) ��
�
 
��	�	 � ���
#� �
#
�"
	���
�

M∗
x2

= 〈 u〉 × W

�
� 	
�
 	��!�
�" W � '� #
��	


v2 = (x2x
∗
2a

2n−1

+ 1)2 = (x2x
∗
2)

2 + 1 = u2,

��
�
�
�
 u−1v ∈ M∗
x2

[2] ��� v = uy �
� 	
�
 y ∈ M∗
x2

[2]� '���
�	���
v ∈ Φ(M∗

x2
) = 〈 u2〉 × W 2� ��
�#
 v = u2tw2 �
� 	
�
 t ��� w ∈ W �

(
�

�
�� v = uy ��"��
	 ����

y = u2t−1w2 ∈ M∗
x2

[2] ��� 1 = y2 = u4t−2w4.



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

���� ����� ��	� u4t−2 = 1
 �� 4t ≡ 2 (mod |u|)
 ����� |u| �� ��� ��
��
�� u� ����� |u| = 2 	�
 (x2x

∗
2)

2 = 0� �����
��� �� ����	 �����

x2x

∗
2 = z(1 + a2n−1

) ��� ���� z ∈ F2C 	�


v = x2x
∗
2a

2n−1

+ 1 = z(1 + a2n−1

)a2n−1

+ 1

= z(1 + a2n−1

) + 1 = x2x
∗
2 + 1 = u

����� �� �����������
�� �	�� ����� ��	� ��� �	�
��	������ �� ��� ������� Hx2x∗

2+1 	�

Hx2x∗

2a2n−1
+1 	�� ���	� ��� �	�� �������������� ������� x2
 ���� ���

����� �� ��� ����	 �� ���������

�

��� �������	 
� 
�
�� ��
 �� V (F2G)

� ���� x1 + x2b3 ∈ V (F2SD2n+1) �	� ��
�� ��� �� 	�
 ��� ��

!��"#

{
x2

1 = x2x
�
2 + 1;

(x1 + x�
1 )x2 = 0.

$�� �	�� �������������� 	�
 ���%��� ������� x2 ����� �&���� 	� i ����
��	� x2 = γ(1 + a)i ��� ���� γ ∈ V (F2C)� ��� ���	������ !��'# 	�

!��"#  ���


x2x
∗
2 = γγ∗(1 + a)2ia−i ∈ F2C

2,

	�

x2x

�
2 = γγ�(1 + a)i(1 + a2n−1−1)i ∈ F2C

2.

(� �	������	�
 �� i = 2l �� ���� ����

(1 + a)2l(1 + a2n−1−1)2l = (1 + a2)l(1 + a−2)l = (1 + a)2l(1 + a−1)2l,

	�
 x2x
�
2 = γγ�(1 + a)2ia−i�

$�� �	�� 0 ≤ i < 2n �� 
�)�� ��� ���

Hσ
i =

{
h ∈ V (F2C)

∣∣ hhσ(1 + a)i(1 + aσ)i ∈ F2C
2 }.



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

����� ������ ��� ��� Hσ
i ��� ��� �����	
�� 
��
���
���

1. �� i ≥ 2n−1 ���� Hσ
i = V (F2C)�

2. �� i = 2l + 1 
� ��� ��� i < 2n−1 ���� ��� ��� Hσ
i 
� ��
���

3. �� i = 2l 
� ���� ��� i < 2n−1 ���� Hσ
2l 
� � �������
 �� V (F2C)�

4. ��� ���� 
��
��� i = 2l < 2n−1

Hσ
0 ⊂ Hσ

2 ⊂ Hσ
4 ⊂ · · · ⊂ Hσ

2l ⊂ · · · ⊂ Hσ
2n−1−2 = V (F2C)

��� ��� ����� �� ��� �������
 Hσ
2l 
� 23·2n−2+l�

������ 1� ����� (1 + a)2n−1
= (1 + aσ)2n−1

� �	
 i ≥ 2n−1 �� �
��

hhσ(1 + a)i(1 + aσ)i = hhσ(1 + a)2n

(1 + a)i−2n−1

(1 + aσ)i−2n−1

= 0.

���� hhσ(1 + a)i(1 + aσ)i ∈ F2C
2 �	
 �
�� h ∈ V (F2C)� ���
��	
�

Hσ
i = V (F2C) �	
 
�� i ≥ 2n−1�

2� ��� i = 2l + 1 �� 
 ���� 	�� ������
 
�� i < 2n−1�
��
��� ��� �� �
	�� �� �������	� 	� l ��
� �� i = 2l + 1 ����

���� (a + a−1)i =
∑

� �� ���

βr(a
r + a−r),

���
� βr ∈ F2� ���� �� ���

 �	
 l = 0 
�� 
���!� ��
�

(a + a−1)2l+1 =
∑

� �� ���

βr(a
r + a−r).

"� ��� ��������

���# (as + a−s)(ak + a−k) = (as+k + a−(s+k)) + (as−k + a−(s−k))

�� �
��

(a + a−1)2(l+1)+1 =
∑

� �� ���

βr

(
(ar+2 + a−r−2) + (ar−2 + a−r+2)

)
,



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

��� ������� �������	
�
�	
� 
� ��� �	�
� �	 ��	�� ���� ��� ��� Hσ

i �� ������ ����� ��� σ ��
��� ∗��
�	����	
� �� ����� ������ �	� h ∈ H∗

i 
� ���� hh∗ = 1+z1+z2�

����

z1 =
∑

j∈R\{ 0 }
αj(a

j + a−j), z2 =
∑

k∈1+R

αk(a
k + a−k),

�
� R = { 0, 2, 4, . . . , 2n−1 − 2 }� �� ���
���	
�

���� hh∗(a + a−1)i = (1 + z1)(a + a−1)i + z2(a + a−1)i ∈ F2C
2

�
� ��
!� i = 2l + 1 �� 	�� �� �� ���� �	 ��� ����

(ak + a−k)(a + a−1)i = (ak + a−k)(a + a−1)(a2 + a−2)l,

�	 �� ���" �
� ���# 
� ���� z2(a + a−1)i ∈ F2C
2 �
�

w = (1 + z1)(a + a−1)i �∈ F2C
2

�� w �= 0� ��� �� ���� (1+z1)(a+a−1)i = 0 �
� 
� ���� (a+a−1)i = 0�
��!���� 1 + z1 �� � �
��� $��� �� ���	������ �	� i < 2n−1�

��� σ �� ��� ���
�	����	
� ����� ����� ������� ����
hh� = 1 + z1 + z2� 
����

z1 = (γ0 + 1)(1 + a2n−1

) +
∑

k∈R\{ 0 }
γk(a

k + a−k),

z2 =
∑

k∈1+Q

γk(a
k + a−k+2n−1

)

�
�

Q = { 0, 2, 4, . . . , 2n−2 − 2 } ∪ { 2n−1, 2n−1 + 2, 2n−1 + 4, . . . 2n−1 + 2n−2 − 2 }�

%� �����& ����

hh�(1 + a)2l+1(1 + a2n−1−1)2l+1



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

= (1+z1+z2)(a+a−1)2l
(
(1+a)2n−1

+(a+a−1)+(1+a)2n−1

a−1
)
∈ F2C

2.

��� �������	

(ak + a−k+2n−1

)(ar + a−r) = (ak+r + a−r−k+2n−1

) + (ak−r + a−k+r+2n−1

)


�� ���
� 
����� ��
�

(1+z1)(a+a−1)2l(1+a)2
n−1

+z2(a+a−1)2l(a+a−1)+z2(a+a−1)2l(1+a)2
n−1

a−1

������� �� F2C
2� 
��

w =(1 + z1)(a + a−1)2l+1 + (a + a−1)2l(1 + a)2n−1

z2

+ (a + a−1)2l(1 + a)2n−1

(1 + z1)a
−1

�� ��� 
� ������� �� F2C
2� �� w �= 0� �	 ������ w ∈ F2C

2� 
�� ����
��
�� 
�
�� �� 
 �����
�������� ���������

(1 + z1)(a + a−1)2l+1 + (a + a−1)2l(1 + a)2n−1
(
z2 + (1 + z1)a

−1
)

= 0.

����� 1 + z1 
�� e = z2(1 + z1)
−1 + a−1 
�� ������ �� ������� ��
�

����� (a + a−1)2l
(
(a + a−1) + (1 + a)2n−1

e
)

= 0.

��� l = 0 �� �
 � (a + a−1) = (1 + a)2n−1
e� ����� �� ��!��������

���
��� (a + a−1)2 �= 0� "� l > 0 ����

(a + a−1)2l(1 + a)2n−1

e ∈ A4l+2n−1

(F2C).

���� ���� ����� �� ������� ��
� (a + a−1)i ∈ A4l+2n−1
(F2C) 
��

i < 4l + 2n−1� ���� �� ��!������� �	 #�������$ �����	 %�&'� ���� Hσ
i

�� ��!�	� 
� �� ��
����

3� (�� �� ��
�� !�� � ��
� ��� i = 2l < 2n−1 ��� ��� Hσ
i �� 


�������! �� V (F2C)� )���� ��� �
��� ���*�� ��� h ∈ Hσ
i �� �
 �

hhσ = 1 +
2n−1∑
j=1

αj(1 + a)j,



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

���

hhσ(1 + a)2i = (1 + a)2i +
2n−2i−1∑

j=1

αj(1 + a)j+2i ∈ F2C
2.

��� �� 	
��
�
 ���� α1 = α3 = α5 = · · · = α2n−2i−1 = 0� �
�
���������
	
� h1, h2 ∈ Hσ

i ����� ���
� u1, u2 ∈ F2C
2 ��� v1, v2 ∈ A2n−2i(F2C)


��� ����

h1h
σ
1 = 1 + u1 + v1 ��� h2h

σ
2 = 1 + u2 + v2.

�������

h1h2(h1h2)
σ = h1h

σ
1h2h

σ
2 = 1 + u1 + u2 + u1u2 + z,

����� 1 + u1 + u2 + u1u2 ∈ F2C
2 ���

z = v1 + v1u2 + v2 + u1v2 + v1v2 ∈ A2n−2i(F2C).

����� h1h2 ∈ Hσ
i ��� Hσ

i �
 � 
����
�� 
	 V (F2C)�

�� ��� ���� 
��� �� 
���� ����	� ���� Hσ
2n−1−2 = V (F2C)� � ���� u


	 F2C ��� �� ������� �


u ≡ 1 + α1(1 + a) + α2(1 + a)2 + α3(1 + a)3 (mod A4(F2C)).

�� �
 ��
� �
 
�� ����

(1 + aσ) ≡ (1 + a) + (1 + a)2

+ (1 + a)3 + · · · + (1 + a)2n−1−1 (mod A2n−1

(F2C)).
��� !

�� 	
��
�
 ����

uσ ≡ 1+α1(1+a)+(α1+α2)(1+a)2+(α1+α3)(1+a)3 (mod A4(F2C))

���

���"#! uuσ ≡ 1 (mod A4(F2C)).



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

��������� ��� ��	� h ∈ V (F2C) �
� i = 2n−1 − 2� 
����� ���� ����

hhσ(1 + a)2i = hhσ(1 + a)(2n−4) = (1 + a)(2n−4).

���� ����� ���� h ∈ Hσ
2n−1−2 �
� Hσ

2n−1−2 = V (F2C)� ��	���� h �� �

��������� �
��� ���� 	�������� ��� ����� �� ���� ��������
�

4� ��� ��� i = 2l < 2n−1 − 2� �� ����� ����� ���� Hσ
i �� � ������

�������� �� Hσ
i+2�  ������ Hσ

i ⊆ Hσ
i+2 �
� �� �� ��!	��
� �� ������ ����

h = 1 + (1 + a)2n−(2i+3) ���� 
�� ����
� �� Hσ
i �
� h ∈ Hσ

i+2�

���� ���� ��� �
 ���
 i ��� ��
����� 	��!	��
�
(

2n−2i−3
2

)
�� ���
 ���

�
� hσ = 1 + (1 + aσ)2n−(2i+3)� "� ��� ��
����� ������� �
� 
��#� ��
����

hσ = 1 + (1 + a)2n−(2i+3) + (1 + a)2n−(2i+2) + (1 + a)2n−(2i+1) + xσ,

����� xσ ∈ A2n−2i(F2C)� $� �� ���� �� ��� ���� 2n+1 − 4i− j ≥ 2n − 2i
��� i ≤ 2n−1 − 4 �
� j = 4, 5, 6� ���� ����� ���� hhσ 	�
 �� ������

��

hhσ = 1 + (1 + a)2n−(2i+2) + (1 + a)2n−(2i+1) + yσ

��� ���� yσ ∈ A2n−2i(F2C)� ����

hhσ(1 + a)2i = (1 + a)2i + (1 + a)2n−2 + (1 + a)2n−1

�
� �� ���� h /∈ Hσ
i � "�� ��� �%������ hhσ(1 + a)2i+2 = (1 + a)2i+2

������ ���� h ∈ Hσ
i+2 �
� ���� ������ ����

Hσ
0 ⊂ Hσ

2 ⊂ Hσ
4 ⊂ · · · ⊂ Hσ

i ⊂ · · · ⊂ Hσ
2n−1−2 = V (F2C).

��� �� ����� �������
� ��� ����� �� ��� ����� Hσ
0 � ��� σ&�
�����

�������� Vσ(F2C) �� V (F2C) �� � �������� �� Hσ
0 �
� �� ����� ���

��� ��������

Jσ =
{

zzσ
∣∣ z ∈ V (F2C), zzσ ∈ F2C

2
}
.

���� �����	� �� σ �� ����� �����
����� ��� 	����� '���� ��� σ �� ���
∗&�
�������
� �� ����� ����� ���� J∗ = S∗(C)2 �
� ��� ����� �� 22n−2−1�



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

������� �� u ∈ J∗ 	
�� u = zz∗ ∈ F2C
2 ��� 
��� z ∈ V (F2C) ��� ��

����� ������

u = zz∗ = 1 +
2n−2−1∑

j=1

αj(a
2j + a−2j).

��� 	
� ∗�
����	��� ������	 y = 1 +
∑2n−2−1

j=1 αj(a
j + a−j) �
 
��


	
�	 y2 = u� �
�
 

��
 	
�	 J∗ �
 � 
������� �� S∗(C)2� ������
����

�� u ∈ S∗(C)2 	
�� u = u∗ ��� 	
��� � �
	
 y ∈ S∗(C) ��	
 y2 = u�
�
�� yy∗ = y2 = u ��� u ∈ J∗� 
� J∗ = S∗(C)2� �
� �!����	� �� 	
�
�

�����
 

��
 	
�	 ���
 y ∈ S∗(C) 
�	�
"�


y2 = yy∗ = 1 +
2n−2−1∑

j=1

αj(a
2j + a−2j) ∈ S∗(C)2,


���� 	
� ����� �� S∗(C)2 �
 22n−2−1�

�
� ��� ψ∗ : V (F2C) → S∗(C) ������
 	
� �������
�
�

ψ∗ : H∗
0 → J∗� ��� �	
 #����� �
 	
� ∗����	��� 
������� V∗(F2C) ���

��������� 	� $����
�	��� ����� V∗(F2C) 
�
 ����� 22n−1+1� �
�
∣∣H∗
0

∣∣ =
∣∣V∗(F2C)

∣∣ · ∣∣J∗∣∣ =
∣∣V∗(F2C)

∣∣ · ∣∣S∗(C)2
∣∣ = 23·2n−2

.

���� ��	 σ �� 	
� ��������	���� %� 

��� 

�� 	
�	

J� = 〈 a2n−1〉 × S�(C)2 ���
∣∣S�(C)2

∣∣ = 2
|C|
4

−1.

&�� ���
 y ∈ S�(C) �� 
���

y2 = yy� = 1 +
2n−2−1∑

j=1

βj(a
2j + a−2j) ∈ S�(C)2,

��� ����� ����� 
��
 	
�	 a2n−1
/∈ S�(C)2 ��� |S�(C)2| = 2

|C|
4

−1 =
22n−2−1�



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

��� u ∈ J�� ���� u = zz� ∈ F2C
2 	
� �

� z ∈ V (F2C) ���

����� �� ��

� ����� �� 
����� ����

u = zz� =δ1(1 + a2n−1

)

+a2n−1
(
1 +

2n−2−1∑
i=1

δj

(
a2j+2n−1

+ a−(2j+2n−1)
))

, δi ∈ F2.

�	 δ1 = 0 ���� �� �
������ ��� ����

����� ���
���

y1 = 1+
∑

j∈{ 1,3,...,2n−2−1 }
δj

(
aj+2n−2

+ a−(j+2n−2+2n−1)
)

+
∑

j∈{ 2,4,...,2n−2−2 }
δj

(
aj+2n−2

+ a−(j+2n−2)
) ∈ S�(C),

����� ��� ��� ��
�����

y2
1 = 1 +

2n−2−1∑
j=1

δj

(
a2j+2n−1

+ a−(2j+2n−1)
)
∈ S�(C)2.

�����	
�� u = a2n−1
y2

1 ∈ 〈 a2n−1〉 × S�(C)2�

�
� ����
� ���� δ1 = 1� ���� ��� ����

����� ���
���

y2 = 1+
∑

j∈{ 1,3,··· ,2n−1−1 }
δj(a

j + a−j+2n−1

)

+
∑

j∈{ 2,4,··· ,2n−1−2 }
δj(a

j + a−j)

�� ���� ���� u = y2
2 ��� u ∈ J� ⊆ 〈 a2n−1〉 × S�(C)2� �
��������� �	

u ∈ 〈 a2n−1〉×S�(C)2 ���� u = (a2n−1
)td 	
� �

� d ∈ S�(C)2� ��

��

w ∈ S�(C) ���� w2 = d� ����

u = (a2n−1

)td =atat(2n−1−1)w2

=atwat(2n−1−1)w = atw · (atw)� ∈ J�.

�
����������� J� = 〈 a2n−1〉 × S�(C)2�



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

������ ψ� : V (F2C) → S�(C) ���	
�� 
�� �����������
ψ� : H�

0 → J� ��� �
� ������ �� 
�� ��	��
��� �	����	� V�(F2C)�
����� 
�� ��������� ����� 
��� ����� 
��
∣∣H�

0

∣∣ =
∣∣V�(F2C)

∣∣ · ∣∣J�∣∣ =
∣∣V�(F2C)

∣∣ · ∣∣〈 a2n−1〉 × S�(C)2
∣∣ = 23·2n−2

.

�� ���� ��
��������

Hσ
0 ⊂ Hσ

2 ⊂ Hσ
4 ⊂ · · · ⊂ Hσ

2n−1−2 = V (F2C),

��� |Hσ
0 | = 23·2n−2

���� ���
� �
 ������� 
��
 [V (F2C) : Hσ
0 ] = 22n−2−1

��� �� 
�� ��
��� ���
 �� 
��� ������ 
�� �	���� �� �� ����
 �	��
���	�� Hσ

2l �� 2n−2 − 1� !��� �� �������� �� ��� ���� �� [Hσ
2l+2 : Hσ

2l] = 2

��� �� ��
 
��
 
�� ����� �� Hσ
2l �� 23·2n−2+l ��� ����� 2l < 2n−1�

�
"�� 0 ≤ i < 2n 
�� ��


Lσ
i =

{
h ∈ V (F2C)[2]

∣∣ (h + hσ)(1 + a)i = 0
}

�� � �	����	� ��
#��$$%

V (F2C)[2] =
{ (2n−1−1∑

j=0

αja
j
)
(1 + a)2n−1 ∈ V (F2C)

∣∣∣ αj ∈ F2

}
.

&������ ��
� hk ∈ Lσ
i �� �	
� 
��
 hk(1 + a)i = hσ

k(1 + a)i� ��

h1h2(1 + a)i = h1h
σ
2 (1 + a)i = hσ

1h
σ
2 (1 + a)i = (h1h2)

σ(1 + a)i,

��� Lσ
i �� � �	����	�� '�������� ���� 
��
	��
���� ���� 
��
 h� = h∗

��� ��
� h ∈ V (F2C)[2]� !���������

#��$�% L�
i = L∗

i .

�����(	��
�� �
 �� �	)
���
 
� �����
���
� 
�� ������
��� �� L∗
i �



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

����� ������ ��� �������	 L∗
i �
� ��� ��

����� 	��	�������

1. L∗
i = V (F2C)[2] ��� i ≥ 2n−1�

2. ��� ���� ������� i = 2l < 2n−1 ��� �������	� L∗
2l �
�����

L∗
0 ⊂ L∗

2 ⊂ L∗
4 ⊂ · · · ⊂ L∗

2l ⊂ · · · ⊂ L∗
2n−1−2 = V (F2C)[2],


�� ��� ����� �� L∗
2l �� 22n−2+1+l�

3. ��� ��� ����� i = 2l + 1 < 2n−1 ��� �������	 L∗
2l ��������� ����

L∗
2l+1�

������ ����� ��� i ≥ 2n−1 − 2	 
� ��	

� ���� h ∈ V (F2C)[2] ��� ��
����������� �� ��� ����

h = 1 + α2n−1(1 + a)2n−1

+ α2n−1+1(1 + a)2n−1+1 + u

��� ���� u ∈ A2n−1+2(F2C)	 ������� ��	�� �������

h∗ = 1 + α2n−1(1 + a)2n−1

+ α2n−1+1(1 + a)2n−1+1 + v

��� ���� v ∈ A2n−1+2(F2C) ��� h + h∗ = u + v ∈ A2n−1+2(F2C)	 
��
A2n−1+2(F2C) ⊆ Ann

(
(1 + a)i

)
��� ��� i ≥ 2n−1 − 2� ��� �� ��������

���� (h + h∗)(1 + a)i = 0	 ��������� L∗
i = V (F2C)[2] ��� ��� i ≥ 2n−1

�� i = 2n−1 − 2	

���� ∗���������� ���� h ∈ L∗
0 ��� �� ������� ��

h = 1 +
(
α0 + α2n−2a2n−2

+
2n−2−1∑

j=1

αj(a
j + a−j+2n−1

)
)
(1 + a)2n−1

,

����� αj ∈ F2	 ���� ����� ���� h ��� 2n−2 + 1 ����������� �����
������� ���� ��� ����� �� L∗

0 �� 22n−2+1	
 �� �� !����� ���� L∗

2l �� � ������ ���"���� �� L
∗
2(l+1) ��� ��� �������

2l < 2n−1 − 2	 #�������" �� ��	��� ��� u = 1 + (1 + a)2n−(2l+3) �� ��!�

u∗ = 1 + (1 + a)2n−(2l+3) + (1 + a)2n−(2l+2) + z,



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

����� z ∈ A2n−(2l+1)(F2C)� ���	 	�
�	 ����

u + u∗ = (1 + a)2n−(2l+2) + z,

	


(u + u∗)(1 + a)2l = (1 + a)2n−2 + (1 + a)2lz �= 0,

�
� u /∈ L2l� ��� (u + u∗)(1 + a)2l+2 = (1 + a)2n
= 0� �
� ���	 ���
	

���� u ∈ L∗
2l+2 �
� L∗

2l �	 � ��
��� 	����
�� 
� L∗
2l+2�

������� |V (F2C)[2]| = 22n−1
�
� [V (F2C)[2] : L∗

0] = 22n−2−1� �	 ��
	�� ��
�� ��� 
����� 
� ������
� 	����
��	 L∗

2l �	 2n−2 −1� ��� 

��
�
		������� �	 ���� [L∗

2l+2 : L∗
2l] = 2 �
� L∗

2l ��	 
���� 22n−2+1+l �
� ���
2l < 2n−1�

��
����� �� �	� ����
 ��� �����
� u = 1+(1+a)2n−(2l+3)� �� 

��
����

(u + u∗)(1 + a)2l+1 = (1 + a)2n−1 �= 0,

	
 u �∈ L∗
2l+1 ��� u ∈ L∗

2l+2� �� �	 ��	� �
 	�� ���� L∗
2l ⊆ L∗

2l+1 ⊂ L∗
2l+2

�
� [L∗
2l+2 : L∗

2l] = 2� 	
 L∗
2l  
�
 ���	 ���� L∗

2l+1�

�
�� �	 

� �
		���� �
� �	 �
 ��
�� ��� ���
 ���
��� 
� ���	  �������

������� ����	� ��� G �� � 2����	
 �� ��
���� ����� ��� ��� ΘG(2)
�� ��� �	���� �� �������� �� ����� ��� �� V (F2G)� ����

ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

;

ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1;

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.

������ �� ������ ��� ��

� �
�
 ����� ����	� �� ����
 ���� ���
�������� ��
��� !�� �	 �������
� ��� 
����� 
� ��� �
��	 x1 +x2b2 
�
���� 1 �
 V (F2D2n+1)� ����� x2 = 0 
� x2 = γ(1 + a)i� γ �	 � �
�� �
�
i > 0�

�� x2 = 0 ���
 �� "#��$ �� ���� x2
1 = 1� ������
�� ��� 
����� 
�

�
��	 
� ���� 1 ���� x2 = 0  
�
 ���	 ���� ��� 
���� 
� V (F2C)[2]�



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

��� ��� 0 < i < 2n−1 �	
 x2 = γ(1 + a)i� �
�	

������ x2
1 = γγ∗(a + a−1)i + 1;

������ (x1 + x∗
1)(1 + a)i = 0.

�� ������ �
� �����	� γγ∗(a+a−1)i ����	�� �� F2C
2� ����
�� �����
�	�

�� ����� ����� �
� 	����� i = 2l �� ���	 �	


H∗
2l =

{
γ ∈ V (F2C)

∣∣ γγ∗(a + a−1)2l ∈ F2C
2

}
�� � ������� �� V (F2C)�

!�� "#�
 γ �	
 i �� 
������	� �
� 	����� �� �	��� x1+x2b2 �� �� �
1� �
��
 ������� �
� ��	
����	� ������ �	
 ������� $� �
� �	�� x′

1 + x2b
�� ���� �� �� � 1 �
�	 x′

1x
−1
1 �� � �	�� �� ��
�� ��� �	
(

x′
1x

−1
1 + (x′

1x
−1
1 )∗

)
(1 + a)2l = x′

1(x
−1
1 + (x−1

1 )∗)(1 + a)2l = 0.

�
�������

x′
1x

−1
1 ∈ L∗

2l =
{

h ∈ V (F2C)[2]
∣∣ (h + h∗)(1 + a)2l = 0

}
,

�� x′
1 ∈ x1 · L∗

2l �	
 �
� 	����� �� 
�%���	� �����	�� x′
1 ��

∣∣L∗
2l

∣∣�
!�	����� �� �
��� 
������	� �
� 	����� �� �����	�� x2 = γ(1 + a)i

��� � "#�
 i� �
��� γ ∈ V (F2C)� �
�� 	����� ���	��
�� ���
 �
�
���
�	����� �� �
� ���

K2l =
{

γ(1 + a)2l
∣∣ γ ∈ V (F2C), γγ∗(a + a−1)2l ∈ F2C

2
}
.

&������ K2l ���	��
�� ���
 H∗
i (1 + a)2l� ��� γ(1 + a)2l = γ′(1 + a)2l

�� �	
 �	�� �� γ−1γ′(1 + a)2l = (1 + a)2l� �� γ−1γ′ ∈ S2l� '� 
���

��������
�
 �
� �(������
∣∣K2l

∣∣ =
|H∗

2l|
|S2l| � )�	�� �
� 	����� �� �	��� ��

�� � 1 �� �
� ���� x1 + x2b2 ��� � "#�
 0 < 2l < 2n−1 �� �(��� ��∣∣H∗
2l

∣∣∣∣S2l

∣∣ · ∣∣L∗
2l

∣∣ = 22n+1.



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

��� �����	
� �

 ���
 �

� 2n−1 ≤ i < 2n� �

� (a + a−1)i = 0�
��	 ������ �����
� �
�� �

 ���� x1 + x2b2 �� ���
 �
�� x1 ∈ V (F2C)[2]
��	 ������ �� ������ ������
	� �
�� x2 ∈ V (F2C)(1+a)i ��	 �

�
 ��
∣∣V (F2C)

∣∣∣∣Si

∣∣ · ∣∣V (F2C)[2]
∣∣

	��
�
�� ����� �� ���
 1 �� V (F2D2n+1)� �
 ������ �
�� �� V (F2D2n+1)
�

 ����
� �� ����� �� ���
 1 �� 
 ��� ��∣∣V (F2C)[2]

∣∣ +
∑2n−2−1

l=1

|H∗
2l|

|S2l| ·
∣∣L∗

2l

∣∣ +
∑2n−1

j=2n−1
|V (F2C)|

|Sj | · ∣∣V (F2C)[2]
∣∣

22n−1
+

∑2n−2−1
j=1 22n+1 + 22n−1

∑2n−1
j=2n−1 22n−1

2−j = 22n
(2n−1 − 1).

��� �
� �� �����	
� �

 ����
� �� ����� �� ���
 2 �� V (F2D2n+1)�
!� x1 + x2b2 �� � ���� �� ���
 2 �

� x2 �� � ���� ��	 �����	��" ��
(2.4) �
 
�#
 x1 = x∗

1 ��	 x2x
∗
2 = (1 + x1)

2� $#�	
���� 1 + x1 �� �
∗%����
���� ���� ��	 x2x

∗
2 ∈ V (F2C

2)� &� �

 ���� ���� �� '
���
������ ��� � �(
	 ���� x2� �

 �
�{

1 + x1 ∈ S∗(C)
∣∣ (1 + x1)

2 = x2x
∗
2

}
�� � ���
� �� S∗(C) �� S∗(C)[2]� �

�
���
 �

 ����
� �� �

 	��
�
��
x1 ��

∣∣S∗(C)[2]
∣∣� )�
���� L∗

0 ������	
� ���
 S∗(C)[2]� �� ��� � �(
	 x2

�

 ����
� �� �

 	��
�
�� x1 ��
∣∣L∗

0

∣∣�
*���
 H∗

0 =
{

h ∈ V (F2C)
∣∣ hh∗ ∈ V (F2C

2)
}
� �

 ����
� �� �



	��
�
�� x2 ������	
� ���
 |H∗
0 |� �
�� �
��� �
�� �� V (F2D2n+1) �



����
� �� �

 ����� �� ���
 2 ��∣∣H∗
0

∣∣ · ∣∣L∗
0

∣∣ = 23·2n−2+2n−2+1 = 22n+1

��	
ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

.

��� �
� �� �����	
� �

 "
�
����+
	  ���
����� "����� '
� x1+x2b1

�
 � ���� �� ���
 2� *�������� �� �

 ��
#���� ���
� x1 �� ∗%����
����
��	

x2
1 + x2x

∗
2a

2n−1

= x1x
∗
1 + x2x

∗
2a

2n−1

= 1.



��� �������� 	
 	���� �
	 �� V (F2G) ��

����� 1 �∈ supp (x1x
∗
1) ��� 1 �∈ supp (x2x

∗
2a

2n−1
)� 	
 ����� 
�
��

���� �������
 �� �������	��� ���������� ����� �� �� ���� �� �
�� 2 ��
V (F2Q2n+1)�

�
 ����� 
���
� �� V (F2Q2n+1) ��� ���	�� �� ����� �� �
�� 1 ��
(2n−1 − 1)22n

���

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.

������
� ��� �� �������� ��� ������������ ������ ��������� �� �
��
 
��� ����� 
�!��� "� ��#�

∣∣H�
i

∣∣ =
∣∣H∗

i

∣∣ ���
∣∣L�

i

∣∣ =
∣∣L∗

i

∣∣ ��� ����
����$ i < 2n� ���� �� V (F2SD2n+1) ��� ���	�� �� ����� �� �
�� 1
�� (2n−1 − 1)22n

�� �� ��� ����� �� ����� V (F2D2n+1) ��� ��� ��������
������

%� ����� ��������� ��� ���	�� �� ����� x1 + x2b3 ∈ V (F2SD2n+1)
�� �
�� 2� ���� x2 �� � ���� ��� ���� �������� �
�! �� �����"� ����
x�

2 x2 = (x1 + 1)2 ∈ V (F2C
2) ��� (x1 + x�

1 )x2 = 0� ����� x2 �� � ����
"� ��� ���� x1 �� � �&�
�������� �� 1 + x1 �� � �&�
������� ���� ��
"���� '#������
 x�

2 x2 = (1 + x1)
2 ∈ S�(C)2� %� ��#� ���� ����

J� =
{

x2x
�
2

∣∣ x2 ∈ V (F2C), x2x
�
2 ∈ F2C

2
}

= 〈 a2n−1〉 × S�(C)2,

���� ��� ���	�� �� ��(����� x2 ��∣∣∣{ x2 ∈ V (FC)
∣∣ x2x

�
2 ∈ S�(C)2

}∣∣∣
=

∣∣V�(FC)
∣∣ · ∣∣S�(C)2

∣∣ =
∣∣V�(FC)

∣∣ · |J� |
2

=
|H�

0 |
2

.

��� � )$�� ���� x2 ��� ���
{

1 + x1 ∈ S�(C)
∣∣ (1 + x1)

2 = x2x
�
2

}
�� � ����� �� S�(C) 	
 S�(C)[2] �� ��� )��� ���� �� *���������� 
���!
�������� +�����
� L�

0 ��������� "��� S�(C)[2]� �� ��� � )$�� x2 ���
���	�� �� ��� ��(����� x1 ��

∣∣L�
0

∣∣� %� �	���� ���� ��� ���	�� ��
����� �� �
�� 2 ��

|H�
0 |
2

· ∣∣L�
0

∣∣ = 23·2n−2+2n−2
= 22n

��� ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1� ��� ����� �� �����



�� ������� � ����� �� ����	 
���
�
� �� 2�����	� � � �

�
����� ���� ��	
�	� 
	 ��� �
��	 ��	 ��
�
������ ��
��	� 
� ��	

�
������	� ��
�� 
� ����� �
� ��
�� ���	��� 
� 2���
�� 
� �������
����� 
�	� ��	 �	�� 
� 	�	�	�� �

�

��������� ������ ��� F2 �� ��� ���� �	 �
� �������
� ��� ��� G ���

H �� ����� 2������
 �	 ������� ���

� ���� V (F2G) �
 �
�������� ��

V (F2H) �	 ��� ���� �	 G ��� H ��� �
���������

����	� ���� �
��

� ���	����	�� ��
� ��	 ��	��
�� ��	
�	��

�
�	 �
�	 ���� ��	 ��	��
�� �
�
����� �� � �	�	��������
� 
� ������ �!�

�	���� "�#�



������� �

���	
�	�� �� 
��	� �� 	����

���� 
���� p

��� �������	
�� ���
���

���� ������	 �
���
�� 	������ �� ����

�� ����
 ���� ��� 
���	�����
 �� ��� ��
��	 ζ
(
V (FpG)

)
�� V (FpG)�

���	� G �� � �
��� p��	��� ���� ���������	 ����	��� G′ �� �	
�	 p
�

 p > 2� ��� Cg1 , . . . , Cgt �� ��� ��� 
���	�
� ��
������ �������
�� G ����� ��
���
 �� ����� ��� �����
���  � �� ���� �� ����! ����
t = |G|−|ζ(G)|

p
�

Ĉgi
= giĜ′, Ĉgi

Ĉgj
= 0 (1 ≤ i, j ≤ t)

�

 Ĝ′ �� � ��
�	�� �����
� ���� �"��	� 0�
#���	��� ��� ��� �� ��� �����
�� �� ��� ��	�

∑t
i=1 αiĈgi

�� �
 �
��� ��
��� ��
��	 ζ(FpG)�  � ������� ���� �$�	� ��
�	�� �
�� x ∈ ζ

(
V (FpG)

)
��
 �� �	����
 ��

%&�'( x = z +
t∑

i=1

αiĈgi
= z

(
1 +

t∑
i=1

βiĈgi

)
= z

t∏
i=1

(
1 + giĜ′)βi ,

���	� z ∈ V
(
Fpζ(G)

)
�

 αi, βi ∈ Fp� )��� �� �� ���� �� ����! ����∣∣V (

Fpζ(G)
)∣∣ = p|ζ(G)|−1,

&�



�� ������� � ��������� �� ����	 �� �
��� � � �

�����
∣∣ζ(

V (FpG)
)∣∣ = p

|G|+(p−1)|ζ(G)|−p
p ,

��� �		
����
 �
 ����� �� 
��

����� ζ
(
V (FpG)

)
= V

(
Fpζ(G)

) × N,

����� N =
t∏

i=1

〈1+ Ĉgi
〉 �� �� ���������� ������� ���
�
�� 
� V (FpG)�

�������� ��� 	
������
� ���
�
�� V (FpG)′ ��� ���
���� p ���
	���� �� �� � ���
�
�� 
� 1 + I(G′) ��� I(G′)p = 0� ����� I(G′) �� ���
����� 
�������� �� ��� �������� 
� ��� �
�� h − 1 ���� h ∈ G′�

�� ����� ���� ��� �
��
���
 ������� 

����������� �	
	
 ��
����� ����� ����� ���	�	��	 ��� U(Fp) ��

��� ����	 �
 ����
 �
 Fp ���� ��� 	���� p� ����

∑
k∈U(Fp)

kr =

{
0 
�� 1 ≤ r ≤ p − 2;

p − 1 
�� r = p − 1.

����������� �	
	� ����� ����� ������� 
�	�	��	 � ����� p�����	
G �
 ������� �
 ��� ���� �
� 
�� ��� x, y �� G �� ����

xpyp = (xy)pdp,

���� d �� ��� ���������� 
������	 �
 ��� ����	 ��������� �� x ��� y�

!��
�� �� [FpG, FpG] ��� ���� 
� ��� ���
 	
������
�� xy − yx
���� x, y ∈ FpG� ���	� �� 	����� ��� ���������� 
��
	��� 
� FpG�

����������� �	
	� ����
�� �����	 �� �������
∑

g∈G αgg ������
 ��

��� ���������� 
��
	��� [FpG, FpG] �
 ��� ���� �

∑

g∈Ch
αg = 0 
��

����� ��������� ���

 Ch �
 G� ��������

(x + y)p ≡ xp + yp (mod [FpG, FpG])


�� ��� x, y ∈ FpG�



��� �������	
�� ���
��� ��

��������� ��	�
� �� ��� ���� G �� � ��	�
�� �

���� G1 � G2 
�

��� ����

��� G1 �	� G2 �� ��� �����	�� 
� G1 �	� G2 �
����� �	�

�
�����
 ��	�
��� G� �	� G1 ∩ G2 �� ��� ��	��
 
� 
	� 
� ��� ����

�

G1� G2�

���
������� ��	�� �������� ������ ��� ������ ��� � ���
�

�	��� p��

�� (p > 2) ���� ������ �
����	� ����

�� ��� ��� �
��
��	�


��
���	����
	�

����� G = E × (G0 � G1 � · · · � Gs),

���
� E �� �����	��
� ������	� G1, · · · , Gs �
� 	
	������	 
� 

��


p3� 
� ���
	�	� p� �����
∣∣G0

∣∣ > 1 ��
∣∣E∣∣ > 1� �	� G0 ��� 
	� 
� ���

�
��
��	� ������ ������ Cpn = 〈 a0 | apn

0 = 1 〉� 

 	
	������	 ����

������ ������� ����

��

Mpn = 〈 a0, b0 | apn−1

0 = bp
0 = 1, (a0, b0) = apn−2

0 〉,

�	� �

 i > 0

Gi = 〈 ai, bi | ai
p = bi

p = 1, (ai, bi) = c, (ai, c) = (bi, c) = 1 〉.



�� ������� � ��������� �� ����	 �� �
��� � � �

��� p �� ����	
 �� ��	
������ �	��� �� ����


�� ����� �	 ��
�������� �
� p �
 �	���� 	� �	�������� ��	�� 	�
����� V (FpG)�

������� ����	� ��� G �� � ����� p�	
��
 ���� ���������
 ����

	
��
 G′ �� �
��
 p > 2� ���� V (FpG)p �� � ���	
��
 �� ��� �����


ζ
(
V (FpG)

)
�

�
���� ��� H �� �
� �����	�� 	� V (FpG) ��������� �� x ��� y�
�
��� x ∈ V (FpG)� g ∈ G� ��� y = g−1xg� �
��������

(x, y) = x−1(g, x)x(x, g)

=
(
x, (x, g)

) ∈ γ3

(
V (FpG)

)
,

�	 �
� ����	� ��	�� Hγ3

(
V (FpG)

)
/γ3

(
V (FpG)

)
�� �������� �
�� H ′ ��

�	������� �� γ3

(
V (FpG)

)
��� �
� ����	����� ����� 	� H �� ���� �
�� p�

�
�� H �� � ������� p���	�� ��� �	� ���	����� �	 ��	�	����	� �� �!�
�� 
�
�

x−pyp = (x−1y)pdp = (x, g)pdp

�	� �	�� ������� d 	� �
� �	������	� �����	�� 	� V (FpG)� "��
V (FpG)′ 
�� �#�	���� p� �	 x−pyp = 1 ��� xp = g−1xpg �	� ��� g ∈ G�
�
�� xp �� �������� �� ���������

�


���� ������ ��� H �� � 	
��
 	���
���� �� ��� �������� a, b� ���
��

��� ���� ��� ���������
 ���	
��
 H ′ �� ����
�� �� 

��� �
��
 p�
�� ��� 	
��
 
��	 �� H�

$��%& (a + b)p = ap + bp +

p−1∑
r=1

1

p

(
p

r

)
arbp−rĤ ′.

�
���� '� � (��� ����� 	����
� �
�� ζ(H) = 〈ap, bp〉H ′ 
�� ����# p2�
��� �
�� �
� ����������� 	� ��� �	��������� ������� h �� 〈h〉ζ(H)� )	�
k, r ∈ {1, 2, . . . , p−1} ��� c1, . . . , cp ∈ {a, b} ���
 c1 · · · cp ∈ arbp−rH ′�



��� p�� ����	
 �� ��	
������ �	��� �� ����
 ��

�� ������� �	
� �� ���
��� �� �	� ����� arbp−rH ′ �
� ��

��� ���	 �	�
������� c1 · · · ck 
�� ��

ck+1 · · · cpc1 · · · ck = (c1 · · · ck)
−1(c1 · · · cp)(c1 · · · ck) �= c1 · · · cp.

����� �������� �	� ��� �� 
�� ����� z1z2 · · · zp �� �����	 p �� �	�

��	
��� {x, y}� 
� ���
���� �� �	� ���� ��
������ � ������ �����
���
�� {x, y}� �	� ����� �� ����� p 
��� �� �	�� ��� �� ������
��� ���
�����
�	� ������� �� 
 ����� �� �� �
�� �� ��� �	
� �	��� 
�� ���� ��� �����
���� ����� �	�� 
������ xp 
�� yp� ����� p �� ���
�� �	� �����	 ��
�
�	 ������������� ����� �� p� �	��� 
�� ���������

(
p
r

)
����� �� �	��	

x ������ r ��
�� 
�� y ������ p− r ��
��� 
�� �� �������� �	
� �	���

�� ���
���� �� 1

p

(
p
r

)
�������

��� σ : S → H �� �	� 	�
�
���	��
 ������ �� x �→ a, y �→ b�
�	� �

��� �� �	� ������ �� ������� 
�� ��� �� �	� ����� arbp−rH ′� �	�
����� �� �	� ���� ���� �� ��� 
���
��� �
� �� �	�� �	
� �	� �����������
�� σ �� �
�	 �� �	��� ������ �� ����������� ����� �
�	 ����� 	
� �����	
p 
�� �	�� �� 
��� �	� ��
��� �� ���
���� �� �	� ������ �� ������� �	
�
�
�	 ���
��� �� arbp−rH ′ �� �	� �

�� �� ��������� 1

p

(
p
r

)
�� �	� �����

����� ��������
�����

�
��� x =

∑
g∈G αgg ∈ V (FpG)�  ��
 !���������� ��"��� �� #���

�	
� xp = y + u� �	��� y =
∑

g∈G αgg
p 
�� u ∈ [FpG, FpG]� ��




��$�" ����� �� �	
� xp 
�� �	� gp 
�� �����
� �� FpG% �	������� �� ��
y� 
�� �	�� 
��� u� &� ��


 ��"�� 
�
��� �	� ������� �� u �
����
����
�� 
�� ���
��� �� ζ(G)� �� u 
��� �� 
 ����
� ��
���
���� �� �	�

Ĉgi
� �	�� u2 = 0� 
�� �	��

'��() xp2

= (y + u)p = yp =
(∑

g∈G

αgg
p
)p

=
∑
g∈G

αgg
p2

,

���
��� �
�	 gp �� �����
�� *� 	
+� ���+�� �	
� V (FpG)p2
= V (FpG

p2
) �

*	�� exp G > p� �	�� �	��� �	
� �	� ��������� �� �	� ������ V (FpG)

�� G ��������� ,������� ���� �	� �
�� exp(G) = p� ,	���� a, b ∈ G



�� ������� � ��������� �� ����	 �� �
��� � � �

���� (a, b) �= 1� ���	 a + b − 1 ∈ V (FpG) 
	� �
 ����� �� �
��
(a + b − 1)p = (a + b)p − 1 �= 1� �� ������� ��
�

����� exp
(
V (FpG)

)
=

{
exp(G) �� exp(G) > p;

p2 �� exp(G) = p.

������� ������ ��� G �� � ����� ������	��� p
���
� ���� |Φ(G)| = p�

���� V (FpG)p = V
(
FpG

p
) × N � ����� N =

t∏
i=1

〈1 + Ĉgi
〉�

������ ����� �� ��
�� ����� ��
� N ⊆ V (FpG)p� ��� γ ∈ U(Fp)�
g ∈ G \ ζ(G) 
	� h ∈ G ���� ��
� (g, h) �= 1� ��� ��  ��
���
���!���� �� 〈h, g−1h〉 ���	����� ���� G′ 
	�

���"� Ĝ′h−p = Ĝ′,
(
(g−1h)p − 1

)
Ĝ′ = 0,

���
��� hp, (g−1h)p ∈ G′�
#��
��
� ��� �
�� γ ∈ U(Fp) ��� ��� �	� uγ = h + γ(g−1h − 1) �� 


�	�� �	 FpG� $
 ����� 
	� ���"�

up
γ =

(
(h + γg−1h) − γ

)p
= (h + γg−1h)p − γp

= hp + γ
(
(g−1h)p − 1

)
+

p−1∑
r=1

1
p

(
p
r

)
hr(γg−1h)p−rĜ′.

�� ������� ��
�� ���� γ �
	!�	! ���� U(Fp)�

∏
γ∈U(Fp)

(up
γh

−p) = 1 +
( ∑

γ∈U(Fp)

γ
)(

(g−1h)p − 1
)
h−p

+

p−1∑
r=1

1
p

(
p
r

)( ∑
γ∈U(Fp)

γp−r
)
hr(g−1h)p−rĜ′


	� ����� �
 %���������	 ��&�&� 
�� ��  
	�� ���� r > 1 �
	���� ��
�'
�	! ∏

γ∈U(Fp)

(up
γh

−p) = 1 − h(g−1h)p−1Ĝ′.



��� p�� ����	
 �� ��	
������ �	��� �� ����
 ��

����� (g−1h)pĜ′ = Ĝ′ �� 	
��
� �� ���� h(g−1h)−1(g−1h)pĜ′ = gĜ′

��� ∏
γ∈U(Fp)

(up
γh

−p) = 1 − gĜ′ = (1 + gĜ′)−1.

���� 1 + gĜ′ =
( ∏

γ∈U(Fp)(u
p
γh

−p)
)−1

∈ V (FpG)p� ����� ���

�������� �� ��� ���� 1 + gĜ′ ���������� � ��������� ������ �� N �
�� ���� ������ ���� N ⊆ V (FpG)p� �� ���������

 �� Gp �� � ���������� �������� �� G� ����� Φ(G) �� ������� ����
Gp = 〈gp〉 ��� ���� g ∈ G ���

V (Fp〈gp〉) ⊆ V (Fp〈g〉)p ⊆ V (FpG)p.

���� �� ���� ������ ���� V
(
FpG

p
) × N ⊆ V (FpG)p�

!������� ��� �������� V (FpG)p ⊆ V
(
FpG

p
) × N ������� ���� 	
�"


��� ��� ����� �� ���������

�
��� ��������� ��������# ��� ����� ���������� p$����� G �� �� ����

���� G ∩ V (FpG)p = Gp� �� ��� �� %������ &
'(� ��� �������� �����
��� �� ������� �� �������� ��� ���������

��������� ����	� ��� G �� � ����� p�	
��
 ���� ���� |Φ(G)| = p > 2�
����

G ∩ V (FpG)p = Gp.

�
���� )�  ���� 
�*�
 �� ��� V (FpG)p = V
(
FpG

p
) × N � ��� ��

G ∩ V (FpG)p = G ∩ V
(
FpG

p
)

= Gp.

�
+�� �� ��� ����� ���� ��� �������,�� ����� �� ����� V (FpG)

���������� ��� ���������� p$����� G �� G ��� ������ !������� ���������



�� ������� � ��������� �� ����	 �� �
��� � � �

������� ����	� ��� G ��� H �� ����� �	����
��� p��
	��� ����

���
�� �
������ ����
	�� ��� p > 2� ���� V (FpG) �� ��	�	
���� �	

V (FpH) �� ��� 	�
� �� G ��� H �
� ��	�	
�����

�
		�� �� ������� �	�
 �	����
�
�� ����� ����� ���� p > 2� ���	� ��
��
�������
�� p��	��� G �
�� ����
� �	���
�
 ����	��� 
�� �� �	
���� ��

 ��!" G = E × (K � L),

���	� E 
� ���
����	� ����
��� K 
� �
���	 �� �	#�	 p �	 �� �$�	�����
��
�	��� �� �$������ p� ��# L 
� �
���	 ����	
�
�� ����
� �	 �������
��
�
�� � ����
� 
�$

�� ����	���� ���� 
�� L 
� �
���	 Cpn = 〈 a | apn

= 1 〉
�
�� n ≥ 1 �	

Mpn = 〈 a, b | apn−1

= bp = 1, (a, b) = apn−2 〉 �
�� n ≥ 3.

�� 
� ���
��� ���� L 
� ����
� 
� ��# ���� 
� exp(G) = exp
(
ζ(G)

)
%


� ��
� �����
∣∣L∣∣ = exp(G) ��#

∣∣K∣∣ = p · ∣∣G : ζ(G)
∣∣� ��# ����	�
��∣∣L∣∣ = p · exp(G) ��#

∣∣L∣∣ = p−1 · ∣∣G : ζ(G)
∣∣� &����'������� ���


��
�	��
�
 ���� �� ���� � �	��� 
� #���	

��# �� ��� �	#�	� ��#
�$������� �� ��� �	��� ��# 
�� �����	�

(�� ����	
�
�� ��	� �� ��� �	��� �� ��� ����	�
 
� ��� ���

 ����
����� ���	 
���	
���� �� G �	� 	�����
)���� �	�
 ��� 
��
�	��
�
 ����
�� V (FpG)�

�
	���
∣∣G∣∣ 
� 	�����
)���� �	�


∣∣V (FpG)
∣∣� ��# ����

∣∣ζ(G)
∣∣ ��� ��

��
����# �	�

∣∣ζ(

V (FpG)
)∣∣ ��#  ���"� *�
��  ���"� 
� 
� ��� ��	# ��

��� ����
exp

(
ζ(G)

)
= exp

(
ζ
(
V (FpG)

))
.

�� 	�
�
�� �� ���� ���� ��� �$������ �� G 
� ���� 	�����
)����� +�
 ��," 
� exp

(
V (FpG)

)
> p2 ���� exp

(
V (FpG)

)
= exp(G) ��# �� ��

���� ���� �� 
���� ���� exp
(
V (FpG)

)
= p2�

�� ��
� �������#
�� ���� exp(G) ≤ p2� �� �� ����
� ����
∣∣Φ(G)

∣∣ 
�
�'���� �� p� ��#��#� 
� 
� ����	�� ��	 ��� �	��� G �
�� exp(G) = p� ��
exp(G) 
� �'��� �� p2 ���� ��  ��!" exp(G) = exp(L) = p2� &���	��
Φ(G) = Φ(L) ��# �	�
 ��� ���� ���� L 
� 
��
�	��
� �� �
���	 Cp2 �	
Mp3 ������� ���� ��� ����	��� Φ(G) ��� �	#�	 p�



��� p�� ����	
 �� ��	
������ �	��� �� ����
 ��

���� ���� 	�
���� �
 ����� ����� V (FpG)p = V
(
FpG

p
)×N � ���	�∣∣N ∣∣ = p

|G|−|ζ(G)|
p � ���	��
	� �� ��� ����	���� ������	

∣∣Gp
∣∣ �
 �����	 1


	 p� �� ���� �	
��� ���� ��� ���
���� 
� G �
 ��

 	��
��������� �


	����	���

�



�� ������� � ��������� �� ����	 �� �
��� � � �



������� �

�	
����� �

�	�
	���	�� ���	�

��� �������	
�� ���
���

���� ������	 �
���
�� 	������ �� ����

�
 ���� ������	 �� ����� �
��������� ��� ������
�� �� ����	�
 ������
��������� ����� �� �	��� �����	��� ������ ���� B �� � ����	�
 ������
��������� F������ ��	 � �
����
���
���
�� F������	� A� �
 ��� �	��� ��
��� ���
 	������ �� ����� ��� ��� �������
� ������ �	���	���� �� B�

����������� �	
	
 ��	 
���� �
���	 B ∩ rad(A)n �� �� F������ ��

rad(A)n ��� �		 n ≥ 1


����������� �	
	� ��	 
���� �
���	 �� u, v ∈ B\rad(A)k ��� u ≡ v
(mod rad(A)k) 
��� u = v


������ ���� ��� ���

��� ����	����� Φ(A) �� A �� 
��
�
 �� ���
�
��	������
 �� ��� ������� ��������	�� �� A �� ����� ������ �

 �� A
����	����� �� A �� � 
������
� �����	� ���	 � ���
 F ���
 Φ(A) = A2

� �!��� ���� �������

����������� �	
	� ��	 
���� �
���	 �� B �� � �	
���� ��	
��	���
���

F������ �� A ��� �� B \ {1} ⊆ rad(A) 
��� �		 �	����
� �� B \ rad(A)2

��� ������
��� �� A ���� F


�"



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

����������� �	
	� ��	 
���� �
���	 ��� G �� � ����� ����	
	��	

p�
���� ��� F � ���� �� 	����	�������	 p� ���� ��� 
���� ��
���� FG
��������� � ������� ��������	����� F������ �� ��� ���
 �� p = 2 ���

���	��
 ��� �� ��� ��������
 	��������� ������

1. G �� � �������� 
�����

2. F 	������� � ��������� 	��� ���� �� ��� ����
 ��� G �� ��� �������

���� 
���� Q8 �� ����� 8�

����������� �	
	� ��	 
���� �
���	 ��� F �� � ���� �� 	����	�������	

p ��� ��� G ������
 ��� �� ��� ��������
 	����������

1. G �� � ���������� �������� p�
�����

2. p �� ���� ��� G �� � 2�
�������� ���������� p�
���� ���� � 	������

	
	��	 	��������� ���
�����

���� ��� 
���� ��
���� FG ���� ��� ���� � ������� ��������	����� F�

������

����������� �	
	� ��	 
���� �
���	 ��� F �� � ���� �� 	����	�������	

p ��� ��� G �� � ���������� p�
���� ���� � 	
	��	 ���
���� �� ����� p2�

���� ��� 
���� ��
���� FG ��������� � ������� ��������	����� F������

�� ��� ���
 �� p = 2 ��� ��� �� ��� ��������
 	��������� �� ���������

1. G �� ������ ��� �������� 2�
���� �� D2m×C2 �� ��� 	������ �����	�

D8 � C4 �� D8 ���� C4�

2. F 	������� � ��������� 	��� ���� �� ��� ����
 ��� G �� ������

Q8 × C2 �� Q8�

3. G �� ��� �� ��� ��������
 
������



��� �������	
�� ���
��� ��

G5 = 〈 a, c, d | a2m−2

= c2 = d2 = 1,

(d, a) = (d, c) = 1, (c, a) = d 〉, ���� m ≥ 4;

G13 = 〈 a, c, d | a2m−2

= c2 = d2 = 1,

(d, a) = (d, c) = 1, (c, a) = a2d = 〉, ���� m ≥ 5;

G14 = 〈 a, c, d | a2m−2

= d2 = 1, c2 = a2m−3

,

(d, a) = (d, c) = 1, (c, a) = a2d 〉, ���� m ≥ 5;

G17 = 〈 a, c, d | a2m−2

= d2 = c2 = 1,

(d, a) = a2m−3

, (d, c) = 1, (c, a) = d 〉,m ≥ 5;

G18 = 〈 a, c, d | a2m−2

= d2 = 1, c2 = d,

(d, a) = a2m−3

, (c, a) = a2d 〉, ���� m ≥ 4;

G22 = 〈 a, c, d | a2m−2

= c2 = d2 = 1, (d, a) = 1,

(d, c) = a2m−3

, (c, a) = a−2m−4

d 〉, ���� m ≥ 6;

G23 = 〈 a, c, d | a2m−2

= c2 = d2 = 1, (d, a) = 1,

(d, c) = a2m−3

, (c, a) = a2−2m−4

d 〉, ���� m ≥ 6;

G24 = 〈 a, c, d | a2m−2

= c2 = d2 = 1, (d, c) = 1, =

(d, a) = a2m−3

, (c, a) = a2−2m−4

d 〉, ���� m ≥ 6;

G25 = 〈 a, c, d | a2m−2

= d2 = 1, c2 = a2m−3

, (d, c) = 1,

(d, a) = a2m−3

, (c, a) = a2−2m−4

d 〉, ���� m ≥ 5.

����������� �	
	� �
	 ����� �
���	 ��� G �� ��� ��	
�

H16 = 〈 a, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, b) = 1, (a, c) = b, (b, c) = 1 〉
�
� F � ���� 	� �������������� 2� ���
 ��� ��	
� ������� FG �	�������

� ������� �
������������ F�������

����������� �	
	� ��	 ������� �����	 ��� G �� � ��	
� 	� 	����

p4 �
� p > 2� ���
 G �� 	
� 	� ��� �	��	��
� ��	
���

1. 〈 a, b | ap3
= bp = 1, (a, b) = ap2 〉�



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

2. 〈 a, b, c | ap2
= bp = cp = 1, (a, b) = (a, c) = 1, (b, c) = ap 〉�

3. 〈 a, b | ap2
= bp2

= 1, (a, b) = ap 〉�
4. 〈 a, b, c | ap2

= bp = cp = 1, (a, b) = (b, c) = 1, (a, c) = ap, 〉�
5. 〈 a, c | ap2

= cp = 1, (a, b) = (b, c) = 1, (a, c) = b, 〉�
6. 〈 a, c | ap2

= cp = 1, (a, b) = ap, (a, c) = b, (b, c) = 1 〉�
7. �� ��� p = 3 〈 a, c | a9 = 1, c3 = a3, (a, b) = a3,

(a, c) = b−1, (b, c) = 1 〉�
�� ��� p > 3 〈 a, c | ap2

= cp = 1, (a, b) = ap,
(a, c) = b, (b, c) = ap 〉�

8. �� ��� p = 3 〈 a, c | a9 = 1, c3 = a−3, (a, b) = a3,
(a, c) = b−1, (b, c) = 1 〉�

�� ��� p > 3 〈 a, c | ap2
= cp = 1, (a, b) = ap,

(a, c) = b, (b, c) = aαp 〉�
��� α 	
 ��� �����
	�
� ���
�� p�

9. 〈 a, c | ap = cp = 1, (a, c) = d, (c, d) = (a, d) = 1 〉
×〈 h | hp = 1 〉;

10. ��� p > 3

〈 a, c | ap = cp = 1, (a, c) = d, (d, c) = f,

(a, d) = (a, f) = (c, f) = (d, f) = 1 〉;

11. ��� p = 3 〈 a, b, c | a9 = b3 = c3 = 1, (a, b) = 1,
(a, c) = b, (b, c) = a−3 〉�



��� �������	
����
� �
��
� ��

��� �������	
����
� �
��
�

�� ����� ��� �����������	�
� ���	�� Mi(G) �	 
 ����� p�
���� G
�� ���������� ���

M1(G) = G 
�� Mi(G) = 〈 (Mi−1(G), G),Mp

[ i
p
]
(G) 〉,

�����

• [ i
p
] �� ��� ��
����� ����
�� ��� ���� ��
� i

p
�

• (
Mi−1(G), G

)
= 〈 (u, v) | u ∈ Mi−1(G), v ∈ G 〉�

• Mp
i (G) �� ��� ���
���� 
����
��� �� ��� p������� �	 ��� ��������

�	 Mi(G)�

����������

M1(G) ⊇ M2(G) ⊇ · · · ⊇ Mt(G) = 1.

��� F �� 
 ���� �	 ��
�
��������� p� ����� G �� 
 ����� p�
�����
A(FG) �� ���������� 
��

A(FG) ⊃ A2(FG) ⊃ · · · ⊃ As(FG) ⊃ As+1(FG) = 0.

 ��� ��� ���
���� Dn(G) =
{

g ∈ G
∣∣ g − 1 ∈ An(FG)

}
��

�
���� ��� n �� �	����	
��� ���
�
�� �	 FG� !� �� ���� "���� 	
�� ��
�
	�� 
 ����� p�
���� G� Mi(G) ��������� ���� Di(G) 	�� 
�� i�

��� I =
{

i ∈ N
∣∣ Di(G) �= Di+1(G)

}
� #�� i ∈ I� ��� pdi �� ���

����� �	 ��� �������
�� 
����
� p�
����

Di(G)/Di+1(G) =

di∏
j=1

〈uijDi+1(G)〉.

$���� �
�� g ∈ G �
� �� ������� ���%���� �� ��� 	���

g = uα11
11 uα12

12 · · ·uα1d1
1d1

uα21
21 · · ·uα2d2

2d2
. . . uαi1

i1 · · ·uαidi
idi

· · ·uαs1
s1 · · ·uαsds

sds
,



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

����� ��� ��	�
�� ��� �� 
���
�������
 ��	��� i ∈ I� 0 ≤ αij < p� ��	 s
�� 	����	 �� ������

��� w =
∏

l∈I

( ∏dl

k=1(ulk − 1)ylk
) ∈ A(FG)� ����� 0 ≤ ylk < p ��	

��� ��	�
�� �� ��� ��
���� ��� �� 
���
�������
 ��	��� ���� w �� 
�

�	
� ������� ������� �� ������ µ(w) =

∑
l∈I

( ∑dl

k=1 lylk

)
� �� ���������

������ �� ! ��� ���"
�� �
�#���� ���� ������ ��� 
��� ���� t 
������"��
�� F$����� ��� ��� �	��
 At(FG)� %
���
��{

(u1j − 1) + A2(FG)
∣∣ j = 1, . . . , d1

}
�� �� F$����� �� A(FG)/A2(FG)� &��� ���� D2(G) 
���
�	�� ���� ���
'������� �"����"� �� G� �� ��� ���

{
u11, u12, . . . , u1d1

}
�� � #���#�


��������� �����# �� G�
("����� ���� B1 = {1}∪{

b1, b2, . . . , b|G|−1

}
�� � �
����	 #"
���
�
�$

���� F$����� ��� FG� ���� B = B1 \
{
1
}

�� � �
����	 #"
���
�
�����
F$����� �� A(FG) ��	 
�������

∣∣G∣∣ − 1 �
�#�����
��� B \ (

B ∩ A2(FG)
)

=
{
b1, b2, . . . , bn

}
� )��	���
�� n = d1 ��	

* �+, bk ≡
n∑

i=1

αki(u1i − 1) (mod A2(FG)),

����� αki ∈ F ��	 ∆ = det(αki) �= 0� '�� "���� x, y �� FG �� ����

(y − 1)(x − 1) =
[
(x − 1)(y − 1) + (x − 1) + (y − 1)

]
(z − 1)

+ (x − 1)(y − 1) + (z − 1),
* �-,

����� z = (y, x)� (��
� zji = (u1j, u1i) ∈ D2(G) ��	 zji −1 ∈ A2(FG)�
"���� * �-, �� ������ ����

(u1j − 1)(u1i − 1) ≡ (u1i − 1)(u1j − 1) + (zji − 1) (mod A3(FG)).

��"� ��#�
� 
�#�"������� ���� ����

bkbs ≡
n∑

i=1

αkiαsi(u1i − 1)2 +
n∑

i,j=1
i<j

(αkiαsj + αkjαsi)(u1i − 1)(u1j − 1)

+
n∑

i,j=1
i<j

αkjαsi(zji − 1) (mod A3(FG)),

����� k, s = 1, . . . , n�



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

��� �� ����	�
 ����
��
���
�� F����
�

������ �� A �	� 
�� �� �	�
� �
���
 �	��	 ������ �� ��� �� �	�
��������� ����
 �� ���������� p��
���
�

1. ���	�
 ���������� �
 ����
��� �
���
�

2. p��
���
 ���	 ������ 
���
��� �� ����� p2�

3. ��� ����
���� p��
���
 (p �= 2) ���	 ����
�� ������ ���������


���
����

���� �	�� �� B1 ��� B2 �
� ����
�� �������������� F���
�
 �� FG1

��� FG2� 
�
���������� �	�� B1×B2 �
 � ����
�� �������������� F���
�

�� �	� �
��� �����
� F[G1 × G2]�

������� ����	� ��� FG �� ��� ����	 
�����
 �� 
 
���� ���
����
�

p�����	 G �� ����� pn ���� 
 
��� F �� ��
�
��������� p� ����� n < 5�
���� FG 	�������� 
 
������ �����	���
���� F��
��� �� 
�� ���� �� p = 2

�� G �� ��� �� ��� ��������� ����	��

1. ������
� ����	 Dn �� ����� n� ����� n ���
�� ������ 8 �� 16�

2. ������ ��� ��
������� ����	 Q8 �� ����� 8 �� Q8 × C2� 
�� F

����
��� 
 	�������� ���� ���� �� ��� ������

3. ������ D8 × C2� �� ��� �����
� 	������ D8 � C4 �� D8 ���� ���

������ ����	 C4 �� ����� 4�

4.

H16 = 〈 a, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, b) = 1, (a, c) = b,

(b, c) = 1 〉.

������  �� F �� � ���� �� �	�
����
�
��� p !p �
 ���" ��� G � p�
�
��� �� �
��
 p4� #	� ���

�������� �� �	�
� �
���
 ��� �� ����� ��
$
���
����� %���&� '���
���� �� $
���
�����
 %���%� %���� ��� %���( ��



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

G ������� 	� A 	
�� G 
�� �� ��	�
�� ���	������	��� F������� �� G ����
��	 ������ 	� A 	
�� �	 �� ��� �� 	
� ��������� 	�� �
�����

H1 = 〈 a, c | ap = cp = 1, (a, c) = d, (d, c) = f,

(a, d) = (a, f) = (c, f) = (d, f) = 1 〉, ��	
 p > 3;

���

H2 = 〈 a, c | ap = cp = 1, (a, c) = d, (c, d) = (a, d) = 1 〉
× 〈 h | hp = 1 〉, ��	
 p ≥ 3.

�	 �� ���� 	� �
��� 	
�	 �� ��	
 �
��� �����
�� FH1 ��� FH2�

���� (c − 1)(a − 1) ≡ (a − 1)(c − 1) − (d − 1) (mod A3(FG)).

!�	 �� �������
 	
� ��������� ������
���� �� !�	 G = H1� "����

M1(G) = G, M2(G) = 〈G′, Gp〉 = 〈d, f〉,
M3(G) = 〈 (〈d, f〉, G), Gp 〉 = 〈f〉,

�� 
��� 	
�	 µ(d) = 2 ��� µ(f) = 3# �
�
� µ �� 	
� ����
	 �� 	
���
������	�� !�	

b1 ≡ α1(a − 1) + α2(c − 1) (mod A2(FG))

���
b2 ≡ β1(a − 1) + β2(c − 1) (mod A2(FG))

�� �� ���$ � %���� ���� ���

(d − 1)(c − 1) ≡ (c − 1)(d − 1) + (f − 1) (mod A4(FG)),

��	 �� �����	� bi1bi2bi3 ������ A4(FG)# �
�
� �ik = 1, 2 � &
� 
��
���	 �� ��
 �����	�	���� ���� �� �
�		�� �� � 	����# ������	��� �� 	
�
���'����	� �� 	
� ���������	��� bi1bi2bi3 ��	
 
�����	 	� 	
� �����{

(a − 1)j1(c − 1)j2(d − 1)j3(f − 1)j4
∣∣ j1 + j2 + 2j3 + 3j4 = 3;

j1, j2 = 0, 1, 2, 3; j3, j4 = 0, 1
}



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

�� ��� ���	
 A3(FG)/A4(FG)� �� 
�	

 ������ ��� �	�
� ���� ��� �	��

���� 
����� �	�� ������� ��
�� ��� ��
� �	���� ��� ���������
 ������

������� �� ��� ��
� ���� �	
�
 �
�����
 ��

 �� �� ��� ��
� �	�� �� ���
�	�
�� ���
� ��� ���� ����� ��

 �� �� ��� 
����� ���� ���


(a − 1)3 (a − 1)2(c − 1) (a − 1)(d − 1) (a − 1)(c − 1)2

b1b2b1 α2
1β1 2α1α2β1 + α2

1β2 −2α1α2β1 − α2
1β2 2α1α2β2 + α2

2β1

b1b
2
2 α1β

2
1 2α1β1β2 + α2β

2
1 −2α2β

2
1 − α1β1β2 2α2β1β2 + α1β

2
2

b2b
2
1 α2

1β1 2α1α2β2 + α2
2β1 −2α2

1β2 − α1α2β1 2α1α2β2 + α2
2β1

b2b1b2 α1β
2
1 2α1β1β2 + α2β

2
1 −2α1β1β2 − α2β

2
1 2α2β1β2 + α1β

2
2

b3
1 α3

1 3α2
1α2 −3α2

1α2 3α1α
2
2

b2
1b2 α2

1β1 2α1α2β1 + α2
1β2 −3α1α2β1 2α1α2β2 + α2

2β1

b2
2b1 α1β

2
1 2α1β1β2 + α2β

2
1 −3α1β1β2 2α2β1β2 + α1β

2
2

b3
2 β3

1 3β2
1β2 −3β2

1β2 3β1β
2
2

(c − 1)(d − 1) (f − 1) (c − 1)3

b1b2b1 −2α1α2β2 − α2
2β1 −α2

2β1 − α1α2β2 α2
2β2

b1b
2
2 −3α2β1β2 −2α2β1β2 α2β

2
2

b2b
2
1 −3α1α2β2 −2α1α2β2 α2

2β2

b2b1b2 −2α2β1β2 − α1β
2
2 −α1β

2
2 − α2β1β2 α2β

2
2

b3
1 −3α1α

2
2 −2α1α

2
2 α3

2

b2
1b2 −2α2

2β1 − α1α2β2 −α1α2β2 − α2
2β1 α2

2β2

b2
2b1 −2α1β

2
2 − α2β1β2 −α2β1β2 − α1β

2
2 α2β

2
2

b3
2 −3β2β

2
2 −2β1β

2
2 β3

2

�� �	�� ���	���� 8 �
�����
� ��� ��� F������
��� �� ��� �	����
	
����	 A3(FG)/A4(FG) � �	

 7� !��� �"�#� ��� ��������	�� ∆ �


� �	
 ��

(
α1 α2

β1 β2

)
. $���� ∆ �= 0� �� 
�� ��	� ��� �� ���
� �������


bi1bi2bi3 ������ � �	

 %��� ����
� ��� ���	
 A4(FG) �� ��������
 ����
	������ ����

&� �
 �	
' �� 
�� ��	� ���� �� ��� 
���
 �
 � �	
 �� %���� &������ ���
��	��
�� �� b1b2b1 ≡ 0 (mod A4(FG)) ���� ���� ��� 
����� ��
��� ��
��� ��
� �	�� 	�� ��� ������ ��
��� �� ��� 
����� �	�� �� ��� �	�
� ��
��� ��	� α2

1β1 = 0 	�� α2
2β2 = 0� $���� ∆ �= 0� ���
 �	
� �
 ����

��
�

�' ��� ����� 	�� ���� ��
��� �� ��� ��
� �	�� �� ���
 �	�
�� &� 	 
���
	�
�	���� �� �	� ����� ���
 
�	������ ��� 	

 
���
�

&� �� 	

��� ��	� ��� �� ��� 
���
 	�� � �	
 ���� �� 	

� ��� 	
�����	�������� !�� ��
�	���� �� b1b2b1 ≡ b1b

2
2 (mod A4(FG)) ���� ����



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

��� �����	 ��
��� �
 ��� ���� ���� ��	 ��� 
����� ��
��� �
 ��� �����	
���� �
 ��� ���
� �� 
�

��� ����

α1β1(α1 − β1) = 0 ��	 α2β2(α2 − β2) = 0.

����� ∆ �= 0� ��� ����	 ��
��� �
 ��� ���� ���� �
 ��� ���
� 
��	� �� �
������	�������

����
�� ��
��
������ 
�� ��� ��� 
���� �
�� 
��	 �� � ������	�������
�� �� ���� ��� ���� FG ��� �� �
����	 ��
���
������� ������

���� �� ��� G = H2� ����� ����� 
�� �� ������� bi1bi2 ��	�
�
A3(FG) ����� �ik = 1, 2, 3��  �� ����
� �
 ��� ������������ ��


�� ������� �� ��� 
�

����� ���
�� ���������� �
 ��� ���!������ �
 ���
	������������ bi1bi2 ���� ������� �� ��� �����{

(a − 1)j1(c − 1)j2(h − 1)j3(d − 1)j4
∣∣ j1 + j2 + j3 + 2j4 = 2;

j1, j2, j3 = 0, 1, 2; j4 = 0, 1
}

�
 ��� �	��
 A2(FG)/A3(FG)"

(a − 1)2 (a − 1)(c − 1) (a − 1)(h − 1) (c − 1)2 (c − 1)(h − 1) (h − 1)2 (d − 1)
b1b2 α1β1 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β2 α2β3 + α3β2 α3β3 −α2β1
b2b1 α1β1 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β2 α2β3 + α3β2 α3β3 −α1β2
b1b3 γ1α1 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ2 α2γ3 + α3γ2 α3γ3 −α2γ1
b3b1 γ1α1 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ2 α2γ3 + α3γ2 α3γ3 −α1γ2
b2b3 β1γ1 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ2 β2γ3 + β3γ2 β3γ3 −β2γ1
b3b2 β1γ1 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ2 β2γ3 + β3γ2 β3γ3 −β1γ2
b21 α2

1 2α1α2 2α1α3 α2
2 2α2α3 α2

3 −α1α2
b22 β2

1 2β1β2 2β1β3 β2
2 2β2β3 β2

3 −β1β2
b23 γ2

1 2γ1γ2 2γ1γ3 γ2
2 2γ2γ3 γ2

3 −γ1γ2

#� ���� �������	 9 �
������� ��� ��� F$	�������� �
 
����� �
�����
A2(FG)/A3(FG) �%��
� 7� �� �� ����
�	� ���� ���� 
���� �
 ��� ���
�
������ ��� �%��
 �� &��� ��	�
� ��� �	��
 A3(FG) �� ������	� ���� ����
����� 
�����

'����� ��� 	���������� �
 ��� ���!������ �
 bi (i = 1, 2, 3) �� ∆
�� �� ���(�� ����� ∆ �= 0� ����
� ������������ ���� ����

b2
i �≡ 0 (mod A3(FG)) ��	 bibj �≡ 0 (mod A3(FG)).

)����	��� �� ��� 
��� ����� 
���� �
 ��� ���
�� �
 b2
i ≡ b2

j (mod A3(FG))
���� ������ bi ≡ bj (mod A3(FG)) �� bi ≡ −bj (mod A3(FG))� �� ��
���� ����

b1b2 ≡ b2b1 (mod A3(FG)), b1b3 ≡ b3b1 (mod A3(FG)),



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

b2b3 �≡ b3b2 (mod A3(FG)),

������� ��� 	���
 ����� �
� ������

� �	 ��
� 	���

�
���� �	������
	�� ��	� ���� 
� �
���
 α1 �= 0 	
 β1 �= 0 ���� FG

� � �	������
�� �����
� ��
�� 
� � �	��
��
��
	�� �	 �� ��� ������

���� α1 = β1 = 0� �
	� ��� ��� �	���� �� ���� α2γ1 = 0� �
���

∆ �= 0 �� �	������ ���� α2 = 0 ��� �� ���� ��� �	��	�
�� ���
� 	�

A(FG)/A2(FG)�⎧⎪⎨⎪⎩
b1 ≡ (h − 1) (mod A2(FG));

b2 ≡ (c − 1) + β3(h − 1) (mod A2(FG));

b3 ≡ (a − 1) + γ2(c − 1) + γ3(h − 1) (mod A2(FG)).

��� �� �	����� bi1bi2bi3 �	���	 A4(FG) ���
� ik = 1, 2, 3 �
��


������ �	 ��� ���
�{
(a − 1)j1(c − 1)j2(h − 1)j3(d − 1)j4

∣∣ j1 + j2 + j3 + 2j4 = 3;

j1, j2, j3 = 0, 1, 2, 3; j4 = 0, 1
}

	� ��� 
���� A3(FG)/A4(FG)�
������ ���� p = 3� �
��� ��� �
����
	� 	� A3(FG)/A4(FG) 
� 10�

�� �	������ ����

b2
1b2 ≡ b1b

2
2, b2

2b3 ≡ b3b
2
2, b2

3b2 ≡ b3b2b3, b3
1 ≡ 0, b3

2 ≡ 0

�	���	 A4(FG)� ����� �	��
������ �
�� ���� β3 = γ2 = γ3 = 0�
�	� ����	�� ���� p > 3�  � ��
� ���� ��� �
����
	� 	� ��� ����	


�����
� A3(FG)/A4(FG) 
� 15� �	 �� �	������ ����

b2
1b2 ≡ b1b

2
2 (mod A4(FG)), b2

3b2 ≡ b3b2b3 (mod A4(FG)),

��� �� ���	 ��� ���� β3 = γ2 = γ3 = 0�
������ ���� FG ��� � !���
�� ����
��
���
�� F"���
�� #
�� 
������

�	 ��� �$���
	� FG = F[G1 × G2]� ���
� G1 = 〈 h | hp = 1 〉 ���

G2 = 〈 a, c | ap = cp = 1, (a, c) = d, (c, d) = (a, d) = 1 〉,



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

�� ���� ����	
����� ����⎧⎪⎨⎪⎩
b1 ≡ (h − 1) (mod A2(FG));

b2 ≡ (c − 1) (mod A2(FG));

b3 ≡ (a − 1) (mod A2(FG)),

�
� b1 ∈ FG1� b2, b3 ∈ FG2� �� ��
�
��� ���� FG2 �
�� ��� � �
�

����� ��
���
������� F�	����� ����� �� � ��
���������
 	� ����
� ����

�� ����������
 ������

�� G �� � ����� �� ����� p3 (p �= 2) ���
 �
�� 	� ����������
 �����

��� ����� �
��	�� FG ��� 
� �
����� ��
���
������� F�	����� ��� F

	� � ��
� �� �������������� 2� ��
∣∣G∣∣ ≤ 24 ���
 FG ��� � �
�����

��
���
������� 	���� �� �
� �

� �� G �
� F ������� ��� ��
�����
� ��

����������
 ����� �
� ���� � �� ��� ����� �� ��� ������� �� ����
����

�
�
 ��� ��

���
� �� �
��������� ��� �!����
�� �� �
����� ��
���
����

���� F�	���� �� �
��	��� FG� ����� G �� � 
�
�	�
��
 2��������

������� ����	� ��� F �� � ���� �	 
����
���
��

 2 ���

G = 〈 a, b | a2n

= b2m

= c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1, (b, c) = 1 〉,
�
�� n,m ≥ 2� ���� FG ��������� � ������� ����
��

��
�� F����
��

����	� ��� G 	� ��� ����� �� �
 ���� "������ �
� ���

b1
1 = u ≡ (1 + a) (mod A2(FG)), b2

1 = v ≡ (1 + b) (mod A2(FG)).

#��
� ��� ���
����

(1 + b)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + b) + (1 + c) (mod A3(FG)),

�� ��� ���� ��� �
���
��

b1
2 = uv ≡ (1 + a)(1 + b) (mod A3(FG)),

b2
2 = vu ≡ (1 + a)(1 + b) + (1 + c) (mod A3(FG)),

b3
2 = u2 ≡ (1 + a)2 (mod A3(FG)),

b4
2 = v2 ≡ (1 + b)2 (mod A3(FG))



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

���� � ���	� �� A2(FG)/A3(FG) �
�

b1
3 = uvu ≡ (1 + a)2(1 + b) + (1 + a)(1 + c) (mod A4(FG)),

b2
3 = u2v ≡ (1 + a)2(1 + b) (mod A4(FG)),

b3
3 = u3 ≡ (1 + a)3 (mod A4(FG)),

b4
3 = uv2 ≡ (1 + a)(1 + b)2 (mod A4(FG)),

b5
3 = vuv ≡ (1 + a)(1 + b)2 + (1 + b)(1 + c) (mod A4(FG)),

b6
3 = v3 ≡ (1 + b)3 (mod A4(FG))

	� � ���	� ��� A3(FG)/A4(FG)� 
�� ∆i �� ��� ������	
�
�� ��
�	��	
� ��

��� �����	�
�� �� bk
i (k = 1, · · · , ni)� ����� ��� �����
�� bk

i ���� � ���	�

�� Ai(FG)/Ai+1(FG)� �� ����� ������ �
 F����	� �� Ai(FG)/Ai+1(FG)
�� 	
����	�
� ��	��
���� b1

1, b
2
1 	� � ���	� �� A(FG)/A2(FG)� ������

����

b1
i−1, b2

i−1, . . . , bn−1
i−1 , bn

i−1

	� � ���	� ��� Ai−1(FG)/Ai(FG)� ��	��
���� ��� ������	
�
� �� ��	�

���	� ∆i−1 	� 
�� ����� �	� �� ��� ����	�
� ���� ���� ��� ������	
�
�

∆i �� ��� �����
��

b1
1b

1
i−1, b1

1b
2
i−1, · · · , b1

1b
n−1
i−1 , b1

1b
n
i−1, bn−1

i−1 b2
1, bn

i−1b
2
1

	� �!��� �� ∆i−1 · | 1 0
0 1 | �= 0� �� �� ���� ��� n + 2 �	
����� 	
�� �
��
�

�����
��� �	
�� dim [Ai(FG)/Ai+1(FG)] 	� ���� n+2 �� ���� ����	
��

���� FG ��� � "������ ����	 �	���	�� F����	��

�

������� ������ ��� G �� ��� ������	
� ���
�

G = 〈 a, b | a2n

= b2 =c2 = d2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉

�	�� n > 1 �
� F � ���� �� ���������	��	� 2� ���
 FG ��� 
� �������

�
��	��	���	�� F����	��



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

������ ��� G �� ��� ��	
� �
 �� ���
 ���	���� ��� 

 �	��
�� ���
������	
���
��� ���
�� 	� ���
 ��	
��

M1(G) = G, M2(G) = 〈a2, c, d〉, M3(G) = 〈d〉, M4(G) = 〈1〉.

�� �	���
�� ���� µ(c) = 2 ��� µ(d) = 3�
���

b1 ≡ α1(1 + a) + α2(1 + b) (mod A2(FG))

���

b2 ≡ β1(1 + a) + β2(1 + b) (mod A2(FG))

�
 �� ������ �
��� ��� ��������

����� (1 + b)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + b) + (1 + c) (mod A3(FG)),

�� �	��	�
 ����

⎧⎪⎨⎪⎩
b1b2 ≡ α1β1(1 + a)2 + (α1β2 + α2β1)(1 + a)(1 + b) + α2β1(1 + c) (mod A3(FG));

b2b1 ≡ α1β1(1 + a)2 + (α1β2 + α2β1)(1 + a)(1 + b) + α1β2(1 + c) (mod A3(FG));

b21 ≡ α2
1(1 + a)2 + α1α2(1 + c) (mod A3(FG));

b22 ≡ β2
1(1 + a)2 + β1β2(1 + c) (mod A3(FG)).

�� �� � 	������� 4 �������
! �
� ��� F"�����
�	� 	� A2(FG)/A3(FG)

�#
��
 3� ��� ∆ �� ��� �����������

(
α1 α2

β2 β2

)
� $���� ∆ �= 0! �� ���

���� b1b2 �≡ b2b1, b
2
1, b

2
2 ��� b1b2, b2b1 �≡ 0 ��� b2

1 �≡ b2
2 (mod A3(FG))�

��

 ������ b2
1 ≡ 0 (mod A3(FG)) 	� b2

2 ≡ 0 (mod A3(FG))� %� �
 ��
�
�	 
�� ���� ��� 
��	�� ��
� �
 
�������� �	 ��� &�
� 	��! 
	 �� �	�
����
��� 
��	�� 	��� ��� β1 = 0 ��� �� ��� �
� α1 = β2 = 1 ���

u = b1 ≡ (1 + a) + α2(1 + b) (mod A2(FG));

v = b2 ≡ (1 + b) (mod A2(FG)).

�
��� ����� ��� ��� ��������

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + d) (mod A4(FG)),



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

��������	
����� 

�������
�� ��
� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uvu2 ≡ (1 + a)3(1 + b) + α2(1 + a)(1 + b)(1 + c)

+ (1 + a)(1 + d) (mod A5(FG));

vu3 ≡ (1 + a)3(1 + b) + (1 + a)2(1 + c) + α2(1 + a)(1 + b)(1 + c)

+ (1 + a)(1 + d) (mod A5(FG));

vuvu ≡ (1 + b)(1 + d) + (1 + a)(1 + b)(1 + c) (mod A5(FG));

u2vu ≡ (1 + a)3(1 + b) + (1 + a)2(1 + c) + α2(1 + a)(1 + b)(1 + c)

+ α2(1 + b)(1 + d) (mod A5(FG));

uvuv ≡ (1 + a)(1 + b)(1 + c) (mod A5(FG));

vu2v ≡ (1 + b)(1 + d) (mod A5(FG));

u3v ≡ (1 + a)3(1 + b) + α2(1 + a)(1 + b)(1 + c)

+ α2(1 + b)(1 + d) (mod A5(FG)).

�� ���� 
������� � �������� ��������� ��� ���� �� � 

������
��
�

��
���� dim[A4(FG)/A5(FG)] = 5�

�

������� ������ ��� FG �� ��� ����	 
�����
 �� 
 
���� ���
����
�

2�����	 G �� ����� 25 ���� 
 
��� F �� ��
�
��������� 2� ���� FG
	�������� 
 
������ �����	���
���� F��
��� �� 
�� ���� �� G �� ��� �� ���

��������� ����	��

1. G18 = D32� G25 = D8 × C4� G39 = D16 × C2 ��

G46 = D8 × C2 × C2�

2. G26 = Q8×C4� �� G47 = Q8×C2×C2 
�� F ����
��� 
 	��������

���� ���� �� ��� ������

3. G22 = H16 × C2� G48 = (D8 � C4) × C2�

4. G2 = 〈 a, b | a4 = b4 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1,
(b, c) = 1 〉�



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

G5 =〈 a, b | a8 = b2 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = (b, c) = 1 〉;
G7 =〈 a, b, c | a8 = b2 = c2 = 1, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G8 =〈 a, b, c | a8 = c2 = 1, b2 = a4, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G9 =〈 a, b, c | a2 = b8 = c2 = 1, (b, c) = ab6, (a, c) = (a, b) = 1 〉;

G10 =〈 a, b, c | a8 = b4 = c2 = 1, a4 = b2, (a, b) = a6c,

(a, c) = (b, c) = 1 〉;
G11 =〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = ab2, (a, c) = (a, b) = 1 〉;
G49 =〈 a, b, c, d | a4 = 1, b2 = c2 = d2 = a2, (a, b) = a2, (c, d) = a2,

(a, c) = (a, d) = (b, c) = (b, d) = 1 〉.
������ ��� G �� � ������	
�� 2��
��� �� �
��
 25� �� G 
� ���

�� ��� �
���� {G5, G7, G8, G9, G10, G11} ���� G ��� � ���	
� ����
���

�� 
���� p2 ��� �� �
����
�
�� ����� FG ��� � �	��
�� ��	�
�	
���
��

���
�� ��� 
� G 
� ��� �� ��� ��		� 
�� �
����!

G40 =SD16 × C2; G41 = Q16 × C2;

G42 =〈 a, b, c |a8 = b4 = c4 = 1 a4 = b2 = c2,

(a, b) = a6 (a, c) = (b, c) = 1 〉;
G43 =〈 a, b, c |a8 = b2 = c2 = 1, (a, b) = a6, (a, c) = a4,

(b, c) = 1 〉;
G44 =〈 a, b, c |a8 = c2 = 1, b2 = a4, (a, c) = a4,

(a, b) = a6, (b, c) = 1 〉
���� FG ��� �� �	��
�� ��	�
�	
���
�� F����
��

�� G 
� ��� �� ��� ��		� 
�� �
����!

G4 =〈 a, b | a8 = b4 = 1, (a, b) = a4 〉;
G37 =MD16 × C2;

G38 =〈 a, b, c | a8 = b2 = c2 = 1, (b, c) = a4,

(a, b) = (a, c) = 1 〉



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

���� ���� ��� 	
����
� ��

	� ��� �� ��
	
����
� ����� FG ��� �

������� �
���	�������� F������� �� G �� 
�� 
� ��� �
��
���� ��

	��

G12 =〈 a, b | a4 = b8 = 1, (a, b) = a2 〉;
G13 =〈 a, b | a8 = b4 = 1, (a, b) = a2 〉;
G14 =〈 a, b | a8 = b4 = 1, (a, b) = a6 〉;
G15 =〈 a, b | a8 = 1, b4 = a4, (a, b) = a6 〉;
G17 =MD32, G18 = D32, G19 = SD32, G20 = Q32

���� G �� ����������� �
 �� ��
	
����
� ����� FG ��� � ������� �
����
	�������� F������ �� ��� 
��� �� G = G18�

 ��
����� �
 ��
	
����
�� ������ ����� ��� ����! �� ��� ���� �
� ���
�
��
���� ������ 	�
�
��� G22 = H16 × C2, G25 = D8 × C4,
G26 = Q8 × C4, G39 = D16 × C2, G46 = D8 × C2 × C2,
G47 = Q8 × C2 × C2, G48 = (D8 � C4) × C2 FG ��� � ������� �
����
	�������� ������

"
� n = m = 2 ��� ��

	 �� #��
��� ��$�% �� ��
�
�	��� �
 G2

��� �
 FG2 ��� � ������� �
���	�������� F�������
&�� G �� ��� ��

	

G6 = 〈 a, b | a4 = b2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉.
"
� n = 2 ��� ��

	 �� #��
��� ��$�$ �� ��
�
�	��� �
 G6� �
 ���
��

	 ������� FG6 ��� �
 ������� �
���	�������� F�������

'
� �� ����� �
������ ��� �
��
���� 7 ������
���� �� &�� G �� ��� ��

	

G23 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (a, c) = (b, c) = 1, (a, b) = a2 〉.

(���� ��� ��������

(1 + b)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + b) + (1 + a)2 (mod A3(FG)),

��� 
� �
�	
�� bi1bi2 �
�
�
 A3(FG)� ����� )ik = 1, 2, 3*� #�� ���
�
�� 
� 

� �
�	
����
� ���� �� ������� �� � ������ �
�������� 
� ���



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

���������	 �
 ��� ����
��	����� bi1bi2 ���� ��	���� �� ��� ��	�	{
(1 + a)j1(1 + b)j2(1 + c)j3

∣∣ j1 + j2 + j3 = 2;

j1, j2 = 0, 1, 2; j3 = 0, 1
}

�
 ��� ����� A2(FG)�

(1 + a)2 (1 + a)(1 + b) (1 + a)(1 + c) (1 + b)(1 + c) (1 + b)2

b1b2 α1β1 + α2β1 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 α2β2

b2b1 α1β1 + α1β2 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 α2β2

b1b3 α1γ1 + α2γ1 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 α2γ2

b3b1 α1γ1 + α1γ2 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 α2γ2

b2b3 β1γ1 + β2γ1 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 β2γ2

b3b2 β1γ1 + β1γ2 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 β2γ2

b21 α2
1 + α2α3 0 0 0 α2

2
b22 β2

1 + β2β3 0 0 0 β2
2

b23 γ2
1 + γ2γ3 0 0 0 γ2

2

����� ∆ �= 0� �� �	 ��	� �� 	�� ���� ��� ��	� 	�� ����	 ��� ��� �����

�� ������ ���� �� ��� ��	� ����� ����	� ��
��� ���� ��� ��
��	��� �


A2(FG)/A3(FG) �	 ����� �� 5 ��� FG �	 ��� � ��

������� �� �����

!�� 
��� b2
i ≡ b2

j ≡ 0 (mod A3(FG))� i �= j �
����	 ���� bi ��������

������	 �� bj� 	� �� 	���� ���	���� ��� ������	��� ��	�	�

"� ��� ��	� ��	� b2
1 ≡ 0 (mod A3(FG))� b2

2 ≡ b2
3 �≡ 0 (mod A3(FG))

��� ��  �� ���� b1 ≡ α3(1+c) (mod A2(FG)) ��� �� #����	����� $�%��

b2
2 = b2

3� &��
 ��� ��������� b2
2 ≡ b2

3 (mod A3(FG)) �� ���� ����

β2 = γ2 �= 0 ��� (β1 + γ1)(β1 + γ1 + γ2) = 0.

����� ∆ �= 0 	� β1 = γ1 + γ2 ��� �� �������� ����

b2 = (λ + 1)(1 + a) + (1 + b) + µ(1 + c)

���

b3 = λ(1 + a) + (1 + b) + η(1 + c),

����� λ = γ1

γ2
� µ = β3

γ2
��� η = γ3

γ2
� !�� 
��� b2

2 = b2
3  ���	 ����

1 + a2 + ab + a3b = 0,

����� �	 �
��		�����



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

�� ��� ���	�
 ���� b2
1 ≡ b2

2 ≡ b2
3 �≡ 0 (mod A3(FG)) ��
 �� ���

���
�� ����

b1b2 ≡ b2b1 (mod A3(FG)), b1b3 ≡ b3b1 (mod A3(FG)),

b3b2 �≡ b2b3 (mod A3(FG)).

����� b1b2 ≡ b2b1 (mod A3(FG)) ��
 b1b3 ≡ b3b1 (mod A3(FG)) ��
���� ���� α2β1 = α1β2 ��
 α2γ1 = α1γ2� ��	� ��� ���� ����

b2
1 ≡ b2

2 ≡ b2
3 �≡ 0 (mod A3(FG))

��� ����� �	�
�� ������� ���� α2 = β2 = γ2 ��
 ��� ���	�
 �	�
��
����
� α1 = β1 = γ1� �	 �� �	���

� ���� b3b2 ≡ b2b3 (mod A3(FG))�
����� �� � �	����
����	�� ����� ����� ���� ���� FG ��� �	 ������

�
������������ F�������

���� ��  �� G �� ��� ��	
�

G24 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (a, b) = (a, c) = 1, (b, c) = a2 〉.
!���� ��� �
������

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG)),

��� 
� �	��
�� bi1bi2 �	

�	 A3(FG)� ����� "ik = 1, 2, 3#� ��� ���
�
�� 	� 	
� �	��
����	� ���� �� ������� �� � ������ �	�������� 	� ���
�	�$������ 	� ��� 
��	��	����	� bi1bi2 ���� ������� �	 ��� �����{

(1 + a)j1(1 + b)j2(1 + c)j3
∣∣ j1 + j2 + j3 = 2;

j1, j2 = 0, 1, 2; j3 = 0, 1
}

	� ��� �
��� A2(FG)�

(1 + a)2 (1 + a)(1 + b) (1 + a)(1 + c) (1 + b)(1 + c) (1 + b)2

b1b2 α1β1 + α3β2 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 α2β2

b2b1 α1β1 + α2β3 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 α2β2

b1b3 α1γ1 + α3γ2 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 α2γ2

b3b1 α1γ1 + α2γ3 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 α2γ2

b2b3 β1γ1 + β3γ2 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 β2γ2

b3b2 β1γ1 + β2γ3 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 β2γ2

b21 α2
1 + α2α3 0 0 0 α2

2
b22 β2

1 + β2β3 0 0 0 β2
2

b23 γ2
1 + γ2γ3 0 0 0 γ2

2



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

�� �� ���� �	 ��� �
�� �
� ���� ��
 ����� ��� �	� ����� �	 ���
�� ���	 	�
�
� ���� �
��� ������ ����� �
� �������	� 	� A2(FG)/A3(FG) ������ �
��� FG �� �	� �	���������� �� 
��� ���
��

b1b2 ≡ b2b1, b1b3 �≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2

	�
b1b2 ≡ b2b1, b1b3 ≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2

�� �	���	 A3(FG)� ������� �
� 	�
�� ����� ��� ��������� �	 �
����
�� �
� ���� ���� �� ��� �
�� b2

1 ≡ b2
2 ≡ b2

3 ≡ 0 (mod A3(FG))� �	
∆ = 0� �
��� ∆ �� �� �� ��� !� �
��
 �� ��"	������� �� �
� ���	�� ����
�	������ �
� �	��	���� ��������#

1. b2
1 ≡ b2

2 ≡ b2
3 �≡ 0 (mod A3(FG))$

2. b2
i ≡ b2

j ≡ 0 ��� b2
k �≡ 0 (mod A3(FG))$

3. b2
i ≡ b2

j �≡ 0 ��� b2
k ≡ 0 (mod A3(FG))�

����� ∆ �= 0 �
� ������� 1 �� ��"	������� %	������ �
� �������
2 ��� �	� �
��"�� "�� b2

1 ≡ b2
2 ≡ 0 (mod A3(FG)) ��� b2

3 �≡ 0
(mod A3(FG))� &� ��� �
�� α2 = β2 = 0 ��� α1 = β1 = 0 ��
�
� ���	�� ��� ��
�
 �	������ �	 ∆ = 0� �
��
 �� � �	���������	��
'
� 	�
�� ����� ���	 ���� �	 � �	���������	��

�� �
� ���� ���� �� ������ �
�� b2
i ≡ b2

j �≡ 0 (mod A3(FG)) ���
b2
k ≡ 0 (mod A3(FG))� �	� �������� b2

1 ≡ b2
2 �≡ 0 (mod A3(FG)) ���

b2
3 ≡ 0 (mod A3(FG))� (��	����� �	 �
� ���	�� ��� ��
�
 �	�����

α2 = β2 �= 0 ��� (α1 + β1)
2 = α2(α3 + β3).

����� b1b2 ≡ b2b1� �
� ���	�� �	���� ����� �
�� α3β2 = α2β3� �	 ∆ = 0
�
��
 �� � �	���������	�� '
�� FG 
�� �	 ������� �����"�������� ������

���� �� )��

G = G27 = 〈 a, b, c | a2 = b2 = c2 = 1, (a, c) = d, (b, c) = e,

(a, b) = (a, d) = (a, e) = (b, d) = 1,

(b, e) = (c, d) = (c, e) = (d, e) = 1 〉.



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

�����

M1(G) = G, M2(G) = 〈d, e〉, M3(G) = 〈1〉
�� �	
��� 
��
 µ(d) = µ(e) = 2
 ��
 �� �����
� bi1bi2 ������ A3(FG)�
����� �ik = 1, 2, 3�
 ��� �����
 �� ��� �����
�
��� ���� ����� 	�
���

�� �� � 
�	��� ������
��� �� 
�� ��������
� �� 
�� ���������
���
bi1bi2 ��
� ������
 
� 
�� 	����{

(1 + a)j1(1 + b)j2(1 + c)j3(1 + d)j4(1 + e)j5
∣∣ j1 + j2 + j3 + 2j4

+ 2j5 = 2, j1, j2, j3 = 0, 1; j4, j5 = 0, 1
}

�� 
�� ����� A2(FG)
 ����� 
�� ����
�
����

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + d) (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + e) (mod A3(FG)),

�� ����

(1 + a)(1 + b) (1 + a)(1 + c) (1 + b)(1 + c) (1 + d) (1 + e)
b1b2 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 α3β1 α3β2

b2b1 α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 α1β3 α2β3

b1b3 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 α3γ1 α3γ2

b3b1 α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 α1γ3 α2γ3

b2b3 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 β3γ1 β3γ2

b3b2 β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 β1γ3 β2γ3

b2
1 � � 0 α1α3 α2α3

b2
2 � � 0 β1β3 β2β3

b2
3 � � 0 γ1γ3 γ2γ3

 
 �� ���! 
� ��� 
��
 
�� "��
 ��# ����� ��� ��
 �$��� 
� ��
��� %���
�� 
�� ���
 
���� �����
 ����� 
�� ��������� �� A2(FG)/A3(FG) �$����
� ��� FG �� ��
 �����
�
���� �� ���� 	! ������ A3(FG) ��
���

b1b2 ≡ b2b1, b1b3 �≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2

��
b1b2 ≡ b2b1, b1b3 ≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2,

	������ 
�� �
��� ����� ��� �!���
��� 
� 
����




�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

�� ��� ���� 	
�� �� ��� ��
� b2
1 ≡ b2

2 ≡ b2
3 ≡ 0 (mod A3(FG)) 
�


α3 = β3 = γ1 = γ2 = 0.

��� �� 	������ bi1bi2bi3 ��
��� A4(FG)� ����� �ik = 1, 2, 3�� ���	�
��� 
�������� �� A3(FG)/A4(FG) �� ���
� �� 7 ��� �� �
�� ��� 8

������� �������� ���� 	
�� �� ����������� �� ��� ��	��
 	
��

b1b2 ≡ b2b1 (mod A3(FG)) 
�
 b1b3 ≡ b3b1 (mod A3(FG)).

������ ��
� α3 �� ���
� ��  ���� !�� ���� 
�
 ��"�� 	������ �������
��
� β3 = γ3 = 0 ���	� �� ����������� �� α3, β3, γ3 �= 0� !���� 	������
���� ��
� b2 ≡ β3α

−1
3 b1 (mod A2(FG)) ���	� �� 
 	����

�	����� �����#

���� FG �
� �� ������
 ��������	
���� F#�
����
���� �� ��� G �� ��� �� ��� ��������� ������$

G28 =〈 a, b, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, c) = a2, (b, c) = d,

(a, b) = (a, d) = (b, d) = (c, d) = 1 〉;
G29 =〈 a, b, c | a4 = b2 = 1, a2 = c2, (a, c) = a2, (b, c) = d,

(a, b) = (a, d) = (b, d) = (c, d) = 1 〉;
G30 =〈 a, b, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, c) = d, (b, c) = a2,

(a, b) = (a, d) = (b, d) = (c, d) = 1 〉.

�� G �� ������ G28 �� G29 ���� �� �
��

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + d) (mod A3(FG)).

�� G = G30 ����

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + d) (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG)).

%���� ��� �
�� ���� �
�������� ��� �� 	������ bi1bi2 ��
��� A3(FG)�
����� �ik = 1, 2, 3�� !�� ������ �� ��� 	�����
���� ���� �� ������� ��



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

� ����� �� ���	�
 ����
��
�� �� ��� �����
���� �� ��� ��������
�
��
bi1bi2 �
�� ������� �� ��� ���
�{

(1 + a)j1(1 + b)j2(1 + c)j3(1 + d)j4
∣∣ j1 + j2 + j3 + 2j4 = 2;

j1, j2, j3 = 0, 1, 2; j4 = 0, 1
}

�� ��� 
���� A3(FG)�

(1 + a)2 (1 + a)(1 + b) (1 + a)(1 + c) (1 + b)(1 + c) (1 + d)
b1b2 α1β1 + ∆(α, β) α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 Ω(α, β)
b2b1 α1β1 + ∆(β, α) α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 Ω(β, α)
b1b3 α1γ1 + ∆(α, γ) α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 Ω(α, γ)
b3b1 α1γ1 + ∆(γ, α) α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 Ω(γ, α)
b2b3 β1γ1 + ∆(β, γ) β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 Ω(β, γ)
b3b2 β1γ1 + ∆(γ, β) β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 Ω(γ, β)
b21 α2

1 + ∆(α, α) 0 0 0 Ω(α, α)
b22 β2

1 + ∆(β, β) 0 0 0 Ω(β, β)
b23 γ2

1 + ∆(γ, γ) 0 0 0 Ω(γ, γ)

����
 
� G = G28 ���� ∆(δ, ε) = δ3ε1
 Ω(δ, ε) = δ3ε2
 
� G = G29 ����
∆(δ, ε) = δ3ε1 +δ3ε3
 Ω(δ, ε) = δ3ε2 ��� 
� G = G30 ���� ∆(δ, ε) = δ3ε2

Ω(δ, ε) = δ3ε1�

�� 
� ���� �� ��� ���� ��� ���� �
� �
��� ��� ��� ����� �� �
����  ���
�� ��� ���� ����� �
���� !
��� ��� �
����
�� �� A2(FG)/A3(FG) 
� �����
�� " ��� FG 
� ��� ��������
	� �� ��	� ������ A3(FG) �
����

b1b2 ≡ b2b1, b1b3 �≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2

��
b1b2 ≡ b2b1, b1b3 ≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2,

������� ��� ����� ����� ��� �������
� �� ������
�� ��� ���� ���� �� ��� ���� b2

1 ≡ b2
2 ≡ b2

3 ≡ 0 (mod A3(FG))
 ��
∆ = 0
 ����� ∆ 
� �� 
� #$�%&
 ��
�� 
� 
�����
���� �� ��� ������ ����

b1b2 ≡ b2b1 (mod A3(FG)) ��� b1b3 ≡ b3b1 (mod A3(FG)).

'����� ���� α3 
� ����� ��  ���� (�� ������ ��� �
��� ������� �
	�
���� β3 = γ3 = 0 ��
�� 
� 
�����
���
 �� α3, β3, γ3 �= 0� )��� �������
2 ��� 6 �� ����
� b2 ≡ β3α

−1
3 b1 (mod A2(FG)) ��
�� 
� � �������
�*

�
��� (��� ����� ����� �������� ��	� �� ������� ����
��
���
	� ���
��



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

���� �� ��� G �� ��� �� �	� ��

����
 
������

G31 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = a2b2,

(a, c) = a2, (a, b) = 1 〉;
G32 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = 1, c2 = a2b2, (b, c) = a2b2,

(a, c) = a2, (a, b) = 1 〉;
G33 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = a2,

(a, c) = a2b2, (a, b) = 1 〉;
G34 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = b2,

(a, c) = a2, (a, b) = 1 〉;
G35 = 〈 a, b, c | a4 = b4 = 1, c2 = a2, (b, c) = b2,

(a, c) = a2, (a, b) = 1 〉.
��� �� ������� bi1bi2 ����
� A3(FG)� �ik = 1, 2, 3�� �	� ����
� ��

��� ������������ ��

 �� ������� �� ������� �� � ���
�� ���	 ������� ��
�	� ����� {

(1 + a)j1(1 + b)j2(1 + c)j3
∣∣ j1 + j2 + j3 = 2;

j1, j2, j3 = 0, 1, 2
}

�� �	� ����
 A3(FG)� �� G = G31 �	��

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + a)2 + (1 + b)2 (mod A3(FG)).

�� G = G32 �	��

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + a)2 + (1 + b)2 (mod A3(FG));

(1 + c)2 ≡ (1 + a)2 + (1 + b)2 (mod A3(FG)).

�� G = G33 �	��

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + a)2

+ (1 + b)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG)).



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

�� G = G34 ����

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + b)2 (mod A3(FG)).

�� G = G35 ����

(1 + c)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + b)2 (mod A3(FG));

(1 + c)2 ≡ (1 + a)2 (mod A3(FG)).

�	
�� ��� �
	� 12 
����
�
�	 �� ���

(1 + a)2 (1 + a)(1 + b) (1 + a)(1 + c) (1 + b)(1 + c) (1 + b)2

b1b2 ∆(α, β) α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 Ω(α, β)
b2b1 ∆(β, α) α1β2 + α2β1 α1β3 + α3β1 α2β3 + α3β2 Ω(β, α)
b1b3 ∆(γ, α) α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 Ω(γ, α)
b3b1 ∆(α, γ) α1γ2 + α2γ1 α1γ3 + α3γ1 α2γ3 + α3γ2 Ω(α, γ)
b2b3 ∆(γ, β) β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 Ω(γ, β)
b3b2 ∆(β, γ) β1γ2 + β2γ1 β1γ3 + β3γ1 β2γ3 + β3γ2 Ω(β, γ)
b21 ∆(α, α) 0 0 0 Ω(α, α)
b22 ∆(β, β) 0 0 0 Ω(β, β)
b23 ∆(γ, γ) 0 0 0 Ω(γ, γ)

����� ∆(δ, ε) 
�� Ω(δ, ε) 
�� ��� ������
���

∆(δ, ε) Ω(δ, ε)
G31 δ1ε1 + δ3ε1 + δ3ε2 δ2ε2 + δ3ε2

G32 δ1ε1 + δ3ε1 + δ3ε2 + δ3ε3 δ2ε2 + δ3ε2 + δ3ε3

G33 δ1ε1 + δ3ε1 + δ3ε2 δ2ε2 + δ3ε1

G34 δ1ε1 + δ3ε1 δ2ε2 + δ3ε2

G35 δ1ε1 + δ3ε1 + δ3ε3 δ2ε2 + δ3ε2

�� 
	 �
	� �� 	�� ��
� ��� ��	� 	
� �
��	 
�� ��� ���
� �� �
���� ����

�� ��� �
	� ����� �
��	� �
��� ��� �
���	
�� �� A2(FG)/A3(FG) 
	 ���
�
�� � 
�� FG 
	 ��� ������
�
��� �� �
��  � ������ A3(FG) �
����

b1b2 ≡ b2b1, b1b3 �≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2

��

b1b2 ≡ b2b1, b1b3 ≡ b3b1, b2b3 �≡ b3b2,



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

������� �	� 
�	�� ����� ��� ��

����� �
 �	����

�� ��� ��� �� �
�	 ����� �	�� b1b2 ≡ b2b1 (mod A3(FG))� ����
�
�	�� α3 = 0� �	� ���
�� ��� ����	 �
��
�� ���� �	�� β3 = γ3 = 0
�	��	 �� �
�
������� �
 α3, β3, γ3 ��� �
� ���
� ��

 �
��
�� 2 ��� 6 ��
�
��
�� �	�� b2 ������� 
� b1 

���
 A2(FG) �	��	 �� � �
���������
��
�
 �	��� ��
�� �������� 	��� �
 ������� 
������������� ������

���� ��  �� G = G49 ��� ���

u ≡ (1 + a) + (1 + c) (mod A2(FG)),

v ≡ (1 + b) + (1 + d) (mod A2(FG)),

w ≡ (1 + b) + (1 + c) + (1 + d) (mod A2(FG)),

z ≡ (1 + a) + (1 + b) + (1 + c) (mod A2(FG)).

!���� �	� ����������"

(1 + b)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + b) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + d)(1 + c) ≡ (1 + c)(1 + d) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + a)2 ≡ (1 + b)2 ≡ (1 + c)2 ≡ (1 + d)2 (mod A3(FG)),

�� ��� �	� �
��
���� �����"

• {
uv, uw, uz, zu, vw, vz, wz (mod A3(FG))

}
�� � ����� 
� A2(FG)/A3(FG)#

• {
uzu, uvw, vzu, wzu, vuz, uzw, vwz, zuz (mod A4(FG))

}
�� � ����� �
� A3(FG)/A4(FG)#

• {
vuzu, wuzu, zuzu, vzuz, wzuz, uvwz, vwzu (mod A5(FG))

}
�� � ����� 
� A4(FG)/A5(FG)#

• {
vzuz, wzuz, vwuzu, vwzuz (mod A6(FG))

}
�� � ����� 
� A5(FG)/A6(FG)�

��� �	� ���
��� vwzuzu �
�
 � ����� �
� A6(FG)�
���� ��  ��

G = G50 = 〈 a, b, c, d | a4 = b2 =c2 = d4 = 1, a2 = d2,

(a, d) = (b, c) = (c, d) =a2, (a, b) = (a, c) = (b, d) = 1 〉.



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

����� ��	 �
	�����	��

(1 + d)(1 + a) ≡ (1 + a)(1 + d) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + c)(1 + b) ≡ (1 + b)(1 + c) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + d)(1 + c) ≡ (1 + c)(1 + d) + (1 + a)2 (mod A3(FG));

(1 + a)2 ≡ (1 + d)2 (mod A3(FG)),

�	� 
� ����
�	 bi1bi2 ��

�� A3(FG)� ��	�	 bik ��
 ∆ ��	 �� �� �����
��
 ik = 1, 2, 3, 4� �	 ����� ����	 ��	 �	�
�� �� �
� ����
������� �� �
����	� ��������� �� ��	 ��	���
� ���	� ���� �	��	�� �� ��	 �����{

(1 + a)j1(1 + b)j2(1 + c)j3(1 + d)j4
∣∣ j1 + j2 + j3 + j4 = 2;

j1 = 0, 1, 2; j2, j3, j4 = 0, 1
}

�� ��	 �
	�� A2(FG)�

(1 + a)(1 + b)(1 + a)(1 + c)(1 + a)(1 + d)(1 + b)(1 + c)(1 + b)(1 + d)(1 + c)(1 + d)(1 + a)2

b1b2 ∆1,2(α, β) ∆1,3(α, β) ∆1,4(α, β) ∆2,3(α, β) ∆2,4(α, β) ∆3,4(α, β) Ωα,β

b2b1 ∆1,2(α, β) ∆1,3(α, β) ∆1,4(α, β) ∆2,3(α, β) ∆2,4(α, β) ∆3,4(α, β) Ωβ,α

b1b3 ∆1,2(α, γ) ∆1,3(α, γ) ∆1,4(α, γ) ∆2,3(α, γ) ∆2,4(α, γ) ∆3,4(α, γ) Ωα,γ

b3b1 ∆1,2(α, γ) ∆1,3(α, γ) ∆1,4(α, γ) ∆2,3(α, γ) ∆2,4(α, γ) ∆3,4(α, γ) Ωγ,α

b1b4 ∆1,2(α, δ) ∆1,3(α, δ) ∆1,4(α, δ) ∆2,3(α, δ) ∆2,4(α, δ) ∆3,4(α, δ) Ωα,δ

b4b1 ∆1,2(α, δ) ∆1,3(α, δ) ∆1,4(α, δ) ∆2,3(α, δ) ∆2,4(α, δ) ∆3,4(α, δ) Ωδ,α

b2b3 ∆1,2(β, γ) ∆1,3(β, γ) ∆1,4(β, γ) ∆2,3(β, γ) ∆2,4(β, γ) ∆3,4(β, γ) Ωβ,γ

b3b2 ∆1,2(β, γ) ∆1,3(β, γ) ∆1,4(β, γ) ∆2,3(β, γ) ∆2,4(β, γ) ∆3,4(β, γ) Ωγ,β

b2b4 ∆1,2(β, δ) ∆1,3(β, δ) ∆1,4(β, δ) ∆2,3(β, δ) ∆2,4(β, δ) ∆3,4(β, δ) Ωβ,δ

b4b2 ∆1,2(β, δ) ∆1,3(β, δ) ∆1,4(β, δ) ∆2,3(β, δ) ∆2,4(β, δ) ∆3,4(δ, β) Ωβ,δ

b3b4 ∆1,2(γ, δ) ∆1,3(γ, δ) ∆1,4(γ, δ) ∆2,3(γ, δ) ∆2,4(γ, δ) ∆3,4(γ, δ) Ωγ,δ

b4b3 ∆1,2(γ, δ) ∆1,3(γ, δ) ∆1,4(γ, δ) ∆2,3(γ, δ) ∆2,4(γ, δ) ∆3,4(δ, γ) Ωγ,δ

b21 0 0 0 0 0 0 Ωα,α

b22 0 0 0 0 0 0 Ωβ,β

b23 0 0 0 0 0 0 Ωγ,γ

b24 0 0 0 0 0 0 Ωδ,δ

��	�	 Ωε,η = ε1η1+ε4η4+ε3η2+ε4η1+ε4η3 ��
 ∆i,j(ε, η) = εiηj +εjηi�
�� �� 	��� �� �		 ���� ��	  ��� ��	��	 ���	� ��	 ��� 	!
�� �� 	���	�

"	�� �� ��	 ���� ��
� ���	��
#���	 ∆i,j(ε, η) �� � �
�
	�	������� �� ∆ ��
 ∆ �= 0� �� 	$���%

���� ��	��	� �� 
	�	������� bibj ������ �	 	!
����	�� ���	� 	��	 bkbl

(mod A3(FG)) ����� ���� ��	 ���	 ��	� k = j ��
 l = i�
&��
�	 ����

{
u ≡ b1, v ≡ b2, w ≡ b3, z ≡ b4 (mod A2(FG))

}
��


��	 ��	'��	��� �� u, v, w, z ���� �	 
	���	
 �� αi, βi, γi, δi� �	��	����	���



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �

����� ��� 	�
������ �
 A2(FG)/A3(FG) �� ����� �� � ��	 ���� �����
������� �� ��� ��

�������� �� ���� ����

�����
uv ≡ vu, uw ≡ wu, uz ≡ zu, vw ≡ wv,

vz ≡ zv, wz �≡ zw, u2 ≡ v2 ≡ w2 ≡ z2 ≡ 0,

��	 ��� ����� ����� ��� ��������� �� ���� ����
����
� ���� FG ��� � ������	 
������������� ����� ��	 ��� ���{

u, v, w, z (mod A2(FG))
}

�� � ����� �
 A(FG)/A2(FG)�  ���� (4.5) ��
��� ��
��������� ����
����

• {
uv, uw, uz, vw, vz, wz, zw (mod A3(FG))

}
�� � ����� 
�� A2(FG)/A3(FG)!

• {
uvw, uvz, uwz, uzw, vwz, vzw, wzw, zwz (mod A4(FG))

}
�� � ����� �
 A3(FG)/A4(FG)!

• {
uvwz, uvzw, uwzw, uzwz, vwzw, vzwz, wzwz (mod A5(FG))

}
�� � ����� 
�� A4(FG)/A5(FG)!

• {
uvwzw, uvzwz, uwzwz, vwzwz (mod A6(FG))

}
�� � ����� 
�� A5(FG)/A6(FG)!

• {
uvwzwz

}
�� � ����� �
 A6(FG)�

"��� �� ��� �������
��� �
 �#������� �
 ������	 
������������� F$
������ ������� ���� α4 = 0 ��	 ����� �#���� b ∈ {v, w, z} ���� ���� b ��
��������� ���� ε1(1+a)+ε2(1+b)+ε3(1+c)+ε4(1+d) (mod A2(FG))
��	 ε4 = 0� "�� 
���� u2 ≡ b2 ≡ 0 ��	 ub ≡ bu (mod A3(FG)) ����
���� α3ε2 + α2ε3 = 0 ��	 α2

1 + α2α3 = ε2
1 + ε2ε3 = 0� %� �� ���&

��
��� �� ����� ���� ������ b1 ≡ 0 �� b1 ≡ bi (mod A2(FG))� ����� ��
�
���������

'��� �� ����� �����	�� ��� ���������



��� �� ����	
	� �
�����������	 F������ ��

������� 1� ������� �	
� α4 = 0 
�� 
��	��� ���� �� �����
����

� �
� 
����� �	
� β4 = γ4 = 1� ��� α2 = 0 �� �����
� �	
� ∆ = 0� ��

� �
� 
��� 
����� �	
� α2 = 1� ��������� �� ���	�	 ������ �� �	�
�������� �
���

�����

α2
1 + α3 = 0;

β1 + β3 + 1 = β2
1 + β2β3;

γ1 + γ3 + 1 = γ2
1 + γ2γ3.

����� vw ≡ wv (mod A3(FG)) 
� ���

β3γ2 + γ1 + γ3 + 1 = β2β3 + β1 + β3 + 1


�� ����� (4.6) �� �����
� �	
�

����� (β1 + γ1)
2 = (β2 + γ2)(β3 + γ3).

���� ���	�	 ������ �� �	� �������� �
��� 
�� uv ≡ vu� uw ≡ wu
(mod A3(FG)) ���� �	
� α2

1β2 + β3 = α2
1γ2 + γ3� ��

��� � α2
1(β2 + γ2) = β3 + γ3.

!	�� (4.7) 
�� (4.8) ���� �	� �"�
���� β1 + γ1 = α1(β2 + γ2)�
����� α2

1 = α3 
� 	
�� ��� �	
� v + w ≡ (β2 + γ2)u (mod A3(FG))

	��	 �� 
 �����
��������

������� 2� ������� �	
� α4, β4 �= 0 
�� 
��	��� ���� �� �����
����

� �
� 
����� �	
� α4 = β4 = 1� ������ ������
����� �	�
 �	
�
{u ≡ b1 + b2, v ≡ b2, w ≡ b3, z ≡ b4 (mod A2(FG))} ���� 
 �
���
�� A(FG)/A2(FG)� �
���#�� ���������� (4.5) 
�� �	� ��"�������� ��
�$������� �� #������ ���������
���� F%�
���� ��� �� �� 
 �����
������� ��
����
�� 1� �� �	�� ����� 
�����
 	
� �� #������ ���������
���� �
����
!	�� ��������� �	� ����� �� �	� �	������

�



�� ������� � �������� �����	��
����� 
���� � � �



�������

����� ��� ���	
� ���
	� ��� ���� ���������� ��� ���
��
�� �� �����

p����
	� ������ ��� ���
� �� ��
���� �� ���
	 ������� ��� ��
�� ��

���
	� �� 
���� �� ���
	 �
������ �� ����� p����
	� ��� ������ ��	���
�

�� ���	��� ��� �� ������� ��� ���
��
�� �� ��� �����
���� ���
	

�� 
���� V (F2G) �� ��� ���
	 �
����� F2G� �� G �� � ���
	 �� ������


�
��� �� ����� 2n� ���� ��� ��� ��
	������ �
��� �� n− 1� �� �� ��

 �����
���� ��� 2����
	� �� ������
 �
��� ��� ��� ��

����� ���������� ��

C = 〈 a | a2n
= 1 〉�

Q2n+1 = 〈 a, b1 | a2n

= 1, b2
1 = a2n−1

, (a, b1) = a−2〉 ���� n ≥ 2;

D2n+1 = 〈 a, b2 | a2n

= 1, b2
2 = 1, (a, b2) = a−2〉 ���� n ≥ 2;

SD2n+1 = 〈 a, b3 | a2n

= 1, b2
3 = 1, (a, b3) = a−2+2n−1〉 ���� n ≥ 3.

��� ���

Vσ(FpG) =
{

x ∈ V (FpG)
∣∣ x−1 = xσ

}
	��������� �� ��� �� �

���� σ �� � �
����
	 �� ��� ���
	 V (FpG)�
����� �� ��

�� σ�������� ��	
�����

!�� 
� ������ �� � ��� 
�����
� ��������� �� ��� �
�����	����

ai �→ a(2n−1−1)i �� ��� ���
	 C �� ��� ���
	 �
����� F2C� ���� ���

������� �� �� �� �

���� �� ��� �
����� F2C� "� 	�� �� ��� ��

�����


���� ��� ����

����

������� �����	
� 
�� ����� �� ��� ��������� ��	
���� V�(F2C) ��

2
|C|
2 ���

V�(F2C) = W�(C) × 〈 1 + Ĉ〉,

#$



�� �������

����� Ĉ �� ��� ��� 	
 ��� �������� 	
 ��� 
�	�� C ��� W�(C) ��

����� �	 ϕ
(
V (F2C)

)
��� ��� �	�	�	������ ϕ : V (F2C) → V (F2C)

�� ������ �� ϕ(x) = x�x−1�

���������� ���	�� ��� ���	����� ���	����	� 	
 F2C �� ∗� ����

∣∣V�(F2C)
∣∣ =

|V∗(F2C)|
2

.

����� ��	 
�	��
�� �	����� �	 ��
�	� ���� ��	�	 �� � ���
�� �
��
�	����
� �	��		� 	�	�	��� 
� 
��	� ��
 
� ��	 �
������	� ��
�
 
�
����� V (F2G)� ��	�	 G �� � 2���
�
 
� ������� ����� ��� ��	 �������
�����
�
� 
� V (F2C)� ��	 ���� ��	
�	� 
� ��	 ���
�	��

��	��	
� ��� G �� � 2�
�	�� 	
 ������� ����� ��� ��� ΘG(2) �� ���

������ 	
 �������� 	
 	���� ��	 �� V (F2G)� ����

ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

;

ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1;

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.

��	 �
�
����� 
� ���� ��	
�	� �� ��	 �
����
� 
� ��	 �	���� � !�	��
��
� �
� 2���
�
 
� ������� ������

���������� ��� F2 �� ��� ���� 	
 ��	 ��������� ��� ��� G ��� H
�� ����� 2�
�	��� 	
 ������� ������ ���� V (F2G) �� ��	�	����� �	

V (F2H) �
 ��� 	��� �
 G ��� H ��� ��	�	������

"	� �� �	���
� ���� ���� �
�
����� �� � �	�	��������
� 
� ������#� �
�	���� $%&�

'� 
��	� ������ 
�
��	� �� ��	 ��	
�� 
� (���	 p���
�
� �� ��	
�	����
��
� 
� ��	 p �� 

�	� ��������	� )� *��
�	� ���		 �	 	�����	
��	 

�	� ��������	 
� V (FpG)�

��	��	
� ��� G �� � ����� p�
�	�� ���� �	������	� ���
�	�� G′ 	

	���� p > 2� ���� V (FpG)p �� � ���
�	�� 	
 ��� ������ ζ

(
V (FpG)

)
�



������� ��

����������	
 ��� ��
���
 ����
� ��� �� ���
 ����
������ ��
��
���
� �� ��� �
������ ����
��� �� G �� �� �
��
 p ���� �� ����
����
��� ��
����
� �� ��� �
��� V (FpG)p� ��� Cg1 , Cg2 , . . . , Cgt �� ��� �		

��������
 �	����� �� G� ����� �������� �� �� 	���� ��� �	������ ��� Ĉgi

�� ��� ��� �� �		 �	������ �� Cgi
� �� �
���� ���� 

�������� ��� G �� � ����� ������	��� p
���
� ���� �������� �
����
�

�� ����� p� ���� V (FpG)p = V
(
FpG

p
) × N � ����� N =

t∏
i=1

〈1 + Ĉgi
〉�

!�� ��		����� �������� ����� �� �	�� �������� �� ��� ����
 ��
���
��
� �� ��
��	�"�� �
��� �� ����� ��� �� ����� �� #������$� ����

%&'(� )� �� �
�� ����

Gp = V (FpG)p ∩ G?

�� �
���� ���� 

������	�
� ��� G �� � p
���
� ���� �������� �
����
� �� ����� p ���

p > 2� ����

Gp = V (FpG)p ∩ G.

*���� ��� �
������ 
���	�� �� ��� ����
 ��
����
�� �� �
���� ����
��� +�
���$� �������� �� �
�� ��
 �
���� ���� �
������ ����
��� ��
�
��
 p > 2 

�������� ��� G ��� H �� ����� ������	��� p
���
�� ���� ���	�� ����


���� �
����
� ��� p > 2� ���� V (FpG) �� ���������� �� V (FpH) ��

��� ��	� �� G ��� H ��� �����������

)� ��� ���
�� ������
 �� ���� ������ �� ����������� ��� �,������� ��
-	��
�� ��	���	������� F������ �� ��� �	���
� FG ���
 � -�	� �� ���
�
����
����� p� �� ���� � ����	��� 	��� �� �		 p��
���� G �� �
��
 	���
���� p5� ���� ���� ��� �
��� �	���
� FG ��� � -	��
�� ��	���	�������
F������� ��� �� ���� ����� ����� �� ��		�

�������� ��� FG �� ��� ���
� �	����� �� � ����� ������	��� p
���
�
G �� ����� pn ���� � ��	� F �� �������������� p� ����� n < 5� ����

FG ��������� � �	����� �
	���	������� F
����� �� ��� ��	� �� p = 2 ���

G �� ��� �� ��� ��		����� ���
���



�� �������

1. �������� ���	
 Dn �� ����� n� 
���� n ��	��� ������ 8 �� 16�

2. ������ ��� �	�������� ���	
 Q8 �� ����� 8 �� Q8 × C2� ��� F

�������� � 
�������� �	�� ���� �� ��� 	�����

3. ������ D8 × C2� �� ��� ������� 
���	�� D8 � C4 �� D8 
��� ���

������ ���	
 C4 �� ����� 4�

4.

H16 = 〈 a, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, b) = 1, (a, c) = b,

(b, c) = 1 〉.

��� �� ����	
� ���� ��	� 
����� �������� ���� � �

�� �����
� FG
��� � ����
�� ����	��	���	�� F����	� 
��� 	� p = 2�

�

�� �����
�� 
� ��� �

��� 
� 

��
 25 ��	�� �
���	� ����
��
����	��	���	�� F����	� �
� ���
 ����
	���� �

 ��� 	���	
� �� ���� ���
�
�����
 �����
� ������ ���  !�" ��� 	�� ���#��� ���$%�  &�"�
'� ��� ���

��( 	��	��� ���� �����
 	� ��� �	�� 
� �

��� �
� 	����	���
�	�� ��� ��� �����
� 	����	��	�� ��� �

����

�������� ��� FG �� ��� ���	
 ������� �� � ����� ���������� 2����	

G �� ����� 25 ���� � ���� F �� �������������� 2� ���� FG 
�������� �

������� �	���
�������� F������ �� ��� ���� �� G �� ��� �� ��� �����
���

���	
��

1. G18 = D32� G25 = D8 × C4� G39 = D16 × C2 ��

G46 = D8 × C2 × C2�

2. G26 = Q8×C4� �� G47 = Q8×C2×C2 ��� F �������� � 
��������

�	�� ���� �� ��� 	�����

3. G22 = H16 × C2� G48 = (D8 � C4) × C2�

4.



������� ��

G2 =〈 a, b | a4 = b4 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1, (b, c) = 1 〉;
G5 =〈 a, b | a8 = b2 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = (b, c) = 1 〉;
G7 =〈 a, b, c | a8 = b2 = c2 = 1, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G8 =〈 a, b, c | a8 = c2 = 1, b2 = a4, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G9 =〈 a, b, c | a2 = b8 = c2 = 1, (b, c) = ab6, (a, c) = (a, b) = 1 〉;

G10 =〈 a, b, c | a8 = b4 = c2 = 1, a4 = b2, (a, b) = a6c,

(a, c) = (b, c) = 1 〉;
G11 =〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = ab2, (a, c) = (a, b) = 1 〉;
G49 =〈 a, b, c, d | a4 = 1, b2 = c2 = d2 = a2, (a, b) = a2, (c, d) = a2,

(a, c) = (a, d) = (b, c) = (b, d) = 1 〉.
����� ���	 �
���
 �� ������ �
� ��������� �
����	�

�������� ��� char(F) = 2�

1. ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2 =c2 = d2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉,
����� n > 1	 ���
 ��� ���
� ������� FG ���� 
�� ���� �������

�
������������ F�������

2. ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2m

= c2 = 1, (a, b) = c,

(a, c) = 1, (b, c) = 1 〉,
����� n, m ≥ 2	 ���
 ��� ���
� ������� FG ���� � ������� �
��

����������� ������
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���� ������	����� �� ��
���

�����
 �

�� ������� ����
�� � ��������� 
�� � �
��

��� �� �������

��
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�
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��
�
�������� ��� ���������� � ���������	
��� 
��
�
���

������� #�
��
� �����
� !$��"�
�

� ���������	
���
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�
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�� ��� 
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���
 
����
��� �
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 ����	����� �
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�� � ���������	
���
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�������(���
� �������� ���������� 0�
 ��	
���(���
 � ��� �����������
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�
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�� �����������	�

������������ 	
 ���
�	
���

������ G ��� ��	
	�� 
� F ��� ����� ������� �� ����
������ 1� ��������
FG���� �� ������

∑
g∈G αgg ����� �	������ �������� ��������� ��	�

���� �
��� �	� αg ∈ F ��������� ��� �!���� "������ FG ����	��
�
�� F ���� ������� �������� G � #����� 
� � G ��	
	�� ��	�����$������
��%!��� ��� ��	����� �� FG ������	�� &������ #������� � �	�� FG
����#�� �� F ���� ������� ������ ����������	
����
 ��������� '##��
�� ����#��� �� F ��� p ����������������� ����� 
� G ��������� p����%$
������� ��������� ����������	
����� #���
�����

(	�� ������)���� ��� 
�	#�
���� ����� *������ � 
� +������ �
���������� 
� ���� ������ ����	�	�� � ��	
	������#��� ���������
���
� ���!�����	������� 
� �� ����
���	
	�� �������������

�	��	�	
 �� FG �� FH ����������	
��
 �������
 ���� ���	
��
 ��

F �	�� �	�	��� ����	� ����	������ ��� � G �� � H ��������
 
������

����	� �	����	�	
 
	��	�	
 � G �� � H ��������
 ���������� ��!

,������ -�./ �
��� '#�� p���	
	��	� ����
� 
	���)� ������� �%	��
���� �� ��	�	�0� �
�%
���� ���� �� �� ����#��� ��	�	����� ���	� � ��	�

	��	� �� ��	�	����� "�� '#�����	
	��	��� �	� �����1 ��������� ��� �
�
�%
��� ����� ���� ��� ���	�%	��� 2������� -3/ #�#��	��)�	���� �	��
��4������ 	������� 2���	
	��	� ��	
	������#��� � �
� ����$ ���� ������
���
�����$�� ��������	���� � ��	
	��	���� ' �	��##� �%� �	����	� 
���%�
���� 5��%���� -6�/ ��������1 ����
#�� ����������� ���

' ��	
	������#��� ����
������ U(FG) ������� ��	
	��	� ���	�� 
�
�

V (FG) =
{ ∑

g∈G

αgg ∈ U(FG)
∣∣∣ ∑

g∈G

αg = 1
}

�
��������� �	������ �
����	
	��� ������ ����������� 	������������"

��
 ��������� 7������ �	�� U(FG) = V (FG) × U(F)� ��	� U(F) ��
F ���� ����
���	
	����� )�� � ������ ����
���	
	�� ���������� �������
����� V (FG) �	��������� ����
���	
	����� ��������� �!����!�� ���	��
���� ��	� �� ����
���	
	��� �� 8� �� ���
��� ��������1 ��������� ����
�������� '����	�	� 
� 2 %� -9/� 2 %� -99/ ������#��� �������� 2 %�
-��/ �����
#���

' G ��	
	�� :������� �
����	
	����� Φ(G)� � �����!��� 
�%�� ζ(G)
������� � � ������� �	�� � :������� �
����	
	�� �
��� G p���	
	��	�



�����������	� ��

������ ���	���
� � G′Gp 
��������
����� ���� Gp = 〈 gp | g ∈ G 〉�
�� G′ � G �����
� ���������
 
��������
����

�� ���������	

�� �
������� ������ � �����
�����	
� ����
��
����� ���
��
�� 	��
�����

�������������� �� �� �����������
� ����� ������������
��� � �
�� 

�������

!����� G ����� p �����
� �� Fp � p ����" ����� #���
 �� A(FpG)
$����������
� 
���� �
������� �� � V (FpG) ��
���
���� �����������
�

���	���
� 1 + A(FpG) ���� %���� �� FpG �����
�����	
�
∑

g∈G αgg
����� ����
 �� ���� ����
 ��
���
� � ��
���
���� �����������
�����

��
∑

g∈G αg = 1� #�
��� � V (FpG) ��
���
���� �����������
� 
�����

p|G|−1�

&
��� � ����� ������
" �����
��� ���
��� ���� � ����� p �����
���

���
������ ��
'�� � �����
��������
 �
��������� �(���������	�� ��� �� 

����
��� ���� � ����� p �����
��� �����
�����	
� �����������
������

���������������

� �
����
���
� ���) 
����	�� � V (F2G) ��
���
���� �����������
�

��
���*
���� �
��������� �� G ��� 2n 
���" ��+
���
� �������* ��� 

��
�� ���� � G �����
� �
�������
� �������� n − 1� ,���
�� ���� �

��+
���
� �������* 2 �����
��� � C = 〈 a | a2n
= 1 〉 �
��
��� ��� 

��
� �(������) 	)������
-

Q2n+1 = 〈 a, b1 | a2n

= 1, b2
1 = a2n−1

, (a, b1) = a−2〉 �� n ≥ 2;

D2n+1 = 〈 a, b2 | a2n

= 1, b2
2 = 1, (a, b2) = a−2〉 �� n ≥ 2;

SD2n+1 = 〈 a, b3 | a2n

= 1, b2
3 = 1, (a, b3) = a−2+2n−1〉 �� n ≥ 3.

&��������'�� ���� �� FpG �����
�����	
� x �→ xσ ����������� ���

��������	
 ������'�� ��

(x + y)σ = xσ + yσ, (xy)σ = yσxσ, �� (xσ)σ = x.

#�� ����� σ 
����*�
�
� �

Vσ(FpC) =
{

x ∈ V (FpC)
∣∣ x−1 = xσ

}



�� �����������	�

������ � ��	���
���� 
����������	� 	��������	���� �
��
� σ������� �����
	�
�
����
 �
�
�����

�� F2C ���
�	� �����
��� 
������
��� � C �����	� ai �→ a−i �����

��	 �������� x �→ x∗ �
�
�	
� �
�
	�
�����
 �� F2C �����	����
�	�	��

�� F2C �����	����
�	���� ��� 
�� ���
� x �→ x� 
������
���� ��
��

� C �����	� ai �→ a(2n−1−1)i ������	 �������� �
�
�	
� �
�
	�
�����


�� F2C �����	����
�	�	��

� ����!
� "
�
�
��
� � V (F2G) ��	���
���� 
����������	� ���

��!	
�!# 
�
�

�
� ��	����	���� ����	����� �
� ��$
���
� ������

��� 2������	��� 
�
���� %
���������� ���� ���	�� &���
"����� ���

� V (F2G) �����	� ����!	
�!# 
�
�

 �� � V (F2C) �����	� ��
��	

	��������	���
 �&�&��� �� G ��$
���
� �������� 2������	�� � "
�
�
�

"'���
���
� �
����(������� ���������� ��� � V�(F2C) �����	� 	
�!�

��	
 �� � �&�
��
�' "
��������	�)

������ � V�(F2C) ������ ����	�
�
�� ������ 2
|C|
2 ��

V�(F2C) = W�(C) × 〈 1 + Ĉ〉,
��
� Ĉ � C 	�
�
�� ��������
 �� �������� W�(C) ����� � ϕ(x) = x�x−1(
x ∈ V (F2C)

)
�
�
�
������ 
����

� �����
��� 
������
� ����� �
�����	����� ��
��	 	��������	� �� �

"
�� !
 �
��� � 
������
� ��
��	 	��������	������ 	
�!�
 �&�&�� "
�����

� �&�
��
�' &���
"�����)

�����	�
���
� ������ C 	�
��
�� 	�
�
��� �


�∣∣V�(F2C)
∣∣ =

|V∗(F2C)|
2

.

�� 
�'�' 
	
!����
� "
�������������� �
�
����(���� � "
�
�
� "'���
���)

������ ������� ΘG(2) � ���
������ �����
 ������ � V (F2G) �
����
������ ������	�
�
������  


�

ΘD2n+1 (2) = 22n+n−1 + 22n

;

ΘSD2n+1 (2) = 22n+n−1;

ΘQ2n+1 (2) = 22n+n−1 − 22n

.
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��������	�� 
� 
 ������
 
���� ����
� ������� ������� �� 
 ����
�
�����	 ������������	 �������
 �������� ��
� �����!��" #
 �� 

V (FpG) ������	 �����	������ �
	�����
�� ��� 
 G ������	�	$ ����
�
%&' ��
���	

 ���� ����� G (��� p�������	�� ���	�� 
 V (FpG) ����
���	 �����	������ ����
	�����
 
 G ������	�	 �������
 ��� ���" (
��	�	�� �)��	�����������	 
����
� 
�*��� 
 ����
�����	 ������������	
�������
 �������� ��
� ��������
 �
+������ ���	���, 2�������	���
-

����������	
� ������ G �� H ��	
���
� 
������� 2���
�
��� ���
�
V (F2G) 
�
�
�� � V (F2H) �
����
���� ��������
�
����� ���
� �� ����
���
�� �� G �� � H 
�
�
�����

.�� ������!�
 ���� �� 
 �)��	������� �
������ %/' ������������

� ��	
�����0	��
"

.���� �������� �������
 
 ����� p�������	�� ������	���� 
 p�
�
	�����	�1�	,�
 ��0���
" 2������ �����
�* ���������� ��� 	�	�� ���
����0	���	 	�		�� ����	��� 
 ����� p�������	�� ������	����" ( ������	�

�����
 V (FpG) ����
�����	 ������������	 ��
 ����� �������
	�� ���
	�� ��	�� ��"

( �
��
��� �� ���	��� 
 ����
�����	 ������������	 p��
	�����	�1��
	,�� ��
� 	1�
 ������
�	 ������� 1�
 �
 
 V (FpG) ������	 �����	����

���	���
 p" �
������ %3'
 4�
��� �� .
�� %/&
 5/' ��������0	�		��

���� 
 V (FpG) �����	����
 ���	���
 
���� �� ��
� 
���� p
 �
 
 G′

����1	�	�� ����������	 ���� � p"

����
� ������ G 
���� p���
�
��� ������� � �
������
� ������
�
����
p ����������  V (FpG)p ��
�
�� ������
�
���� � ζ

(
V (FpG)

)
��������

����

6��)� � Cg1 , Cg2 , . . . , Cgt 
 G ������	 )����� �!�)��)��
 ���
���� ��	�

����� ��� 1���	 ���	����	 �� ������ Ĉgi

 Cgi

��� 1���	 ���	��� ����
������ 
� )������"

����
� ������ G !���� ���  "�� p���
�
�� �
��
��� p������ #����
�


������
�
����� �� N =
t∏

i=1

〈1 + Ĉgi
〉� ���
� � V (FpG)p �������
� �����

��
�
�� � V
(
FpG

p
)
�� �� N ��
�
��
� �
���� ��
������



�� �����������	�

������� ��	
 ��

���� ��������� � 
����
��� 
������ ������ ��� 
Gp = V (FpG)p ∩ G! "� ����� ����#�� �
 
����
��#�� �
��� �����
��� $�%&
�

����������	
� ������ p > 2 �� � p�	�
�
�
� p������ ���

��� �����

	�
�
�

��� ���
�

Gp = V (FpG)p ∩ G.

'�����( )����� �� *�+#�� ��
 ��$���
 ���
�� � G ����� p����,����
��(
#�� �
 -������� �������,���%� ��
��
&�. /� �� � ���#������� �� �������
,��� ���&
�0��%��� �����
��� ������ ����#�� ���
 �������� �����
 �

����
��� ����� ����� $������

����
� ������ G �� H p�	�
�
�
 (p > 2) 	������� ���

��� ����	�
�
�
�


��� ���
� V (FpG) ��
�
�� V (FpH) ���
� �� 	��� ���
�� �� G �� � H
��
�
�����

"� ����
���� ��� ���
 1�%�������� � ���,���������� #&���,��
��$�
2�������� ������� �������%&
 p 
���
��������
�%0 F �����
 1�����( #�� ��
1965���� )&,���� �������� ��.

3�� �� A �� ����� ��#������ ������� �� F ���� 1�����( #�� ��

rad(A) � �������� ����
��%� �� B �� ������� F ���� 1������ ������.
4�� 5
 1��( ��� � B ����� � 
����
��� �&��%������0�

6. �� u, v ∈ B( �

�� ��� u · v = 0 ��� u · v ∈ B(

7. B ∩ rad(A) � rad(A) ����
�� �� F�������.

"� �� �� B ������ �� A ������� ���
������
�� ��
� 	�!� F�" ��� ���

������5
.
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 ����� ��
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�� "���
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4�

H16 = 〈 a, c | a4 = b2 = c2 = 1, (a, b) = 1, (a, c) = b,

(b, c) = 1 〉.

����� � �������	
����
 ���� FG����
 ���� G ��������� �	 ���	�
����� �����������
 ��������� ��	�� ���� ����� ����	��
 �� p = 2�

 ����� ������� �!"�� �	 ���	�� 25����!# ���$����� ���$��������������

�
����� ������
�	��� 
"���$������� ��������� ��	���� % ��	��������	
������	����"� � &%' ()�* ��
$"��� �������� ���!�	��� �� � +%&,-%
(.�* ���
������ % �������� � ���$����� �������������� �	���$�� ��!�/��

������	��� � &%' ���$����	������� ����	�
�����

������ ������ G ��� 25�����	 ��
 ���
 2�������� �� F ��� 2 ���

��������������� ����� ����� �� FG ��������
�������� ����� �� ����

����� ��� 
�
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������ �
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��� ��
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�
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&� G25 = D8 × C4! G46 = D8 × C2 × C2! G39 = D16 × C2 ����

G18 = D32'

(� G26 = Q8×C4! ���� G47 = Q8×C2×C2 �� F �����

�� ���
����
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���� ��������#�#�'

)� G22 = H16 × C2! �"�
 H16 �� �
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*� G48 = (D8 � C4) × C2! �"�
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#
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G2 =〈 a, b | a4 = b4 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = 1, (b, c) = 1 〉;
G5 =〈 a, b | a8 = b2 = c2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = (b, c) = 1 〉;
G7 =〈 a, b, c | a8 = b2 = c2 = 1, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G8 =〈 a, b, c | a8 = c2 = 1, b2 = a4, (a, c) = a4,

(a, b) = a4c, (b, c) = 1 〉;
G9 =〈 a, b, c | a2 = b8 = c2 = 1, (b, c) = ab6, (a, c) = (a, b) = 1 〉;

G10 =〈 a, b, c | a8 = b4 = c2 = 1, a4 = b2, (a, b) = a6c,

(a, c) = (b, c) = 1 〉;
G11 =〈 a, b, c | a4 = b4 = c2 = 1, (b, c) = ab2, (a, c) = (a, b) = 1 〉;
G49 =〈 a, b, c, d | a4 = 1, b2 = c2 = d2 = a2, (a, b) = a2, (c, d) = a2,

(a, c) = (a, d) = (b, c) = (b, d) = 1 〉.
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G = 〈 a, b | a2n

= b2 =c2 = d2 = 1, (a, b) = c, (a, c) = d,

(a, d) = (b, c) = (b, d) = (c, d) = 1 〉,
���� n > 1� ����	 �� FG �����	������	
��� �
��� ����
��
�����

���	
�
�� F �
�
���

!� ��

G = 〈 a, b | a2n

= b2m

= c2 = 1, (a, b) = c,

(a, c) = 1, (b, c) = 1 〉,
���� n,m ≥ 2� ����	 �� FG �����	������	
��� ��� ����
��
�����
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�
�� F �
�
���



�� �����������	�



����������	


��� �� ����	
�
� ��
 �� �
�
�� �������� ���	
 �����
 ���	
 �� �������

���� �������� ��� ��������� k��������� ��
�� ����� � ��������� ��������
�
�
�
��� ��
	����� �� ��� �!� "#$"�

�%� &� �����'��� ���	
� �� 	���� �� ���	��� ���	
 ��������� (�
)� �	���
*���� +
)� ��� ��� ,!� �
� $� -��#-%$�

�"� � ���	��� ���	
 �������� �� 2����	
� �� ������� ������ &
		�
������� �� ����%!� �
� .� �%%�#�%$��

�$� /'� ���
��� �� �������� �� ������� �	���
�������� ����� �� ���	
 ���������
�)�� �)�
� (��
� ��0�����12���'�' �� �%33$!� ��#"3�

�.� /'� ���
�� ��
 �� �
�
�� ���	
 �������� ���� 	��� ���	
 �� ����� p�
(���� *���� 4����)�� �� �%33$!� �
� "5$� %-�#%- �

�-� � �� 	���� �� ���	
 �������� �� 2����	
� �� ������� ������
&
		� ������� �� �%33$!� �
�  � "%%,#"%$.�

�,� 6� �����'��� (� �������� �� �� 6
����� ��
 7� +��	��
�� ��
������������
����� �������� ��� �	���
�������� ������ ������� *���� �� ��� .!� �
� %�
%�,#% .�

� � �� 6� ������� 7� �� 8
�1)'� ��
 *� 9� ��:	��� ���	
� �� 
���� 
����

����� ���� ������ �������� �	����	
� ��
���� ���
� ;����')�� ��
���
*���� �� ��� 3!� �
� �� �"#� �

��� +� 4� ���	��� ���	
 �������� �� ��	������ ������� p����	
� (���� *����
4����)�� �� ���-,!� "-.#$3.�

��



�� �����������	

���� �� ���	
��
�� �� ��������	�� 
����� 	�
� 
	� 
�����
���� �
�	�
����� ������� ��	� �� ������� ��� ����

���� !� ��"#�� ��� 
���� �� ���
� �� � 
���� ��
���� �� ������
����
�� p�
����� $�%�� &'�
'	'� �� ������� ��� � �� ��� �((�

���� !� ��"#� ��# )� )� *�
�+%�� ����������� ��� �����
��
 
���� ���
�� $�%�
��� ��� ����,�� ��� �� ��( ����

���� !� ��"#� ��# -� *�
#�	�� ��� ������
��� �� 
�� 
���� ��
���� ��� 
��
�����
���� ����� �� 
�� 
���� �� ���
�� -� !�.'�
� ��� ������� ��� ��
�� ,(�

��(� !� ��"#� ��# �� ���	��� $���'�� ������ ���
����� �� 
�� 
���� �� ���
�
�� 
���� ���
� �� 
������ 
������ ����� $�%�� &'�
'	'� �� �������
��� � �� ��� �(��

���� !� !� ��"#� ��# !� ��
�	�� ��� ���
��� ���
���� �� 
�� ���
������
���

���� �� 
�� ������� 
���� ��
���� �� � ���
� ������� p�
����� $�%��
/��'%
� �� ������� ��� ,� �� ���

��,� 0� ��"#�� �� � ��
���� ���
������
��� ����� �� 
���� ��
������ !
	��
$�%�� ����'�� �� ������� ��� �� �� ���

���� � �� � ��
���� ���
������
��� ����� �� 
���� ��
����� ���� !�.'�
�
1'+
'�'�%� 2�'�
3 � ������� ��� �� ��� �,��

���� 0 ��"#�� !� �� *���"���"� !� 1� 1�������%�� ��# ��� �	��'�4
#'
� ��
��� � ���  ������� ��� !��
� �� 
����  �
������
"�

�#$$�%�
����&�����
����$ ��
�����
�'� 0'
���� ���� �����

���� 0� ��"#�� 5� 6� *�"7	�� ��# �� *� �'�.��� (����
��� ���
� �� �������

���� ��
������ ����� !�.'�
� �� ����,�� ��� �� ��� ����

���� 0� ��"#� ��# !� 5� 1���� �� 
�� ����� �� 
�� ���
��� ���
���� �� �
������� 
���� ��
����� ����� !�.'�
� �� ������� ��� (� ���� �����

���� 0� ��"#� ��# 2� 1�8.��3�� �� 
�� ���
��� ���
���� �� ������� 
����
��
������ !	%� !	�#� ��'#�.�.�	�' �39
'.3�78� ��	
 ������� �� ���

���� !� ��"#� ��:#� ���� )�����
*� � ������

�+�+% ���*��
*��� *����%�
;.3'%'�� *��#:� &'�
'	'�� ���,�



�����������	 ��

���� �� ���	
�� ��� ���������	
������
� ��� ������	 �	��
���� ���	�	
�
��
�� �� �� ������� ��������

���� �� �� ����� ��� �� �� ��� � �	 ��� ���
��� �� ��� 
���� ��
���� ��
� p�
���� ���� � ������� ����� !� "� #$
�� ��
�� % "� �� ���&���
������'�

���� (� �� � )
$�� ��� (� %� !���$��� �	
�� 
	 ������� 
���� �
	
�� !� "
#$
�� ��
�� % "� �� ���&��� ��������

���� *� +� (
�,-��� �
	
�� ����
�	 
����� �
�� 
�������
� 
���� ��
������
(	,
 ��
�� .� �� ������� ������

��&� /� (	� ��� ��	���� �� � ���
��� �
	
� ������ ��
�� �	))� �� �������
� � �� �&���&��

��'� 0�
 �#! �� 	1� ��� � ������� ��
��
����� �	�  ��
����
	
� !���
�
�	 "#$ %����&''���#
����(����#��
)� #�"�
�� %
� #���
2�� �����

���� �� 3�))� ��� �����( �� 
������ 0�
 ��"$-))�� � �� 4
25� �,� �����

���� �� 3-6$��� ��� �	
�� �� 
������
	
�� !� "� � �� � ��
�� % "� ��
������� ������'�

���� +� 0� 3-))� ��� �		
�
����� �� ���
��� ������ 
	 ��� ������� 
���� �
	

�� � p�
����� !� "� #$
�� ��
�� % "� �� ���&��� '���'���

���� �� 3	11
�
� *	��
��� 
�����	 +#� %1�-�6
�57
�)�6� �
�)-�54
2 � �,�
���&�

���� �� 3	11
�
 ��� 4� �)�",8	��� �
	
�� 
�����# ++#� %1�-�6
�57
�)�6�
�
�)-�54
25� �,� ��'��

���� %� #� .
��-�6�� ��� ��������� �� ��� 
���� �
	
 �� � p�
���� ���� �
������� ����� 0����� #$
�� ��
�� % "� �� ������� �&���'��

���� (� �� . ��� �� ��� ������� 
������
	
 �� � �	
�� p�
����� !� "� #$
��
��
�� % "� �� ���&'�� � � �� ������

���� 9� 9� :��-1
�� ��� 	
�����	�( �� ��� ����
��
���
�� 
���� �� � 
���� �
	
�
��
� ��$

,- �� ���&��� ��������



�� �����������	

���� �� ���	
��
 ����������	� 
���
��� ��� ������	 ������ ��������
����

�������������� ��
 �� ��	�� ������ ����� ��� ������
 �����

�� � !� "��#$%�& ��# '� (� �	��)�$
 ����� ��������� �� �	� �������� �����
�����
 ����� ���� ��� ���� �
 �%� �
 �*���� �

���� �� ���� ��# �� +��)�,
 �	� ���������� ����� �� �	� ���� ����� �� �
������� ����� ����
��� ���
 -
$��) �� ����� �� ����*�
 �%� �
 ��������

�.*� "� !�$	

 ���� �������� �� ����� ����
���  ��	��� !������ ��������������

����
 /�
�	��� ����� �� ��� ��
 �%� ��.
 �*����.�

�.�� 0� +� !�

1��
 
���
���� ��������� �� ����� �����
 -���$
�	����
 2��3
4%$&
 �����

�.�� �� +��#)	��
 �	� �������	��� ���
��� ��� ����� �����" � ������
 "��3
��$� 2%��
 	� ����� ���� ��� ��
 �� ��  �

�.�� �� +��)�,
 �	� ���������� ����� �� �	� ���� ����� �� � ������� �����
����
�� ��
 -
$��)� �� ����� �� ����*�
 �%� �
 ��������



�������� ��

���� �� ����	� �� �
� ���
�	

�� ��� �����	
 �� �������� �	 
�����
 �������������� ����� �� ����� ��������


��
� ����� ����� �������	�������� �� (2004)
 11 − 30�

�� ��� �����	 ��� �� �����
 �� ����� �	 ����� �������� �	 2������� �	

������� �����
 ����� ������� �� (2004)
 ��� 8
 3227 − 3245�

�� ��� �����	 ��� �� �����
 ����� �������� ���� ���� ����� �	 ����� p

�����  �
	� !������� �� (2004)
 ��� 3 − 4
 261 − 268�

���� �� ��
��	�
�� ����� �� �
� ���
�	

�� �����	 ���
 ��������������� ����������� ������������������ ������
� �����

������
  ����� "��������� �#��$��� %������ &'�(��
)�
 1998�

�� �����	
 ���
  ���������� ������� �	 ��� ���������
 ����� �	 ����� �	

����� ��������
 &���
���� *+������,
 2000�

�� �����	 ���
 ��������������� �����������!� 
������"� ������
 -'�'��.
 2001�

/� �����	 ���
 ��������������� ����������� ���������������
 �������	���


2003�

0� �����	 ���
 ��������������� ������������������ ���������� +$��� ��1�$�

 �
���
�#� &�
�
2��
$��

 2004�



�������� �����	��
����� 
���� ���
����	 �� ����� �� ����	 ����
��

��������� � 	
��
�� �
��� �
�
��� ����������� ��	������
� ���������� ��	
���������

����� ���
�� ��
�� �	�� 
��� ���� �����������

!���"�� � �����#��� $������ ���������� �� ����%�����	
����
�
	
��
�� ���
��&�

�'�
(
���������� �� ������������� ���������

)��� ����*� ��+ �,	� ����

- 	
��
�� ����
����� ���
������
���.�� ��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
���
�� ��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

- 	
��
�� ����
���� �	*(
��&�� /00 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

-� ��������� �%���,��
��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

- �%���,���
������
���.�� ��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
���
�� ��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +
��+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

-� ���������  �	������ �	*(
��&�� /00 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +


