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1. A disszertacioban hasznalt fogalmak és té-
telek

1.1. Csoportelméleti fogalmak.Definiciok
1.1.1. Csoport

Egy G halmaz amelyen értelmeziink egy ”.” belsé mitiveletet tgy, hogy érvé-
nyesiilnek a kovetkezs axiomak:

(1) A belss miivelet asszociativ

(2) Létezik a G-halmazban egy e elem(amelyet identikus elemnek neve-
ziink) ugy, hogy minden g € G-re g.e = e.g = g

(3) Minden g € G -re talalunk G-ben egy g~! el jelélt elemet tgy, hogy
1

997" = glg =e

Megjegyzések

a) Bizonyithato a fenti harom axiémébol, hogy egy csoportnak csak egy
identikus eleme van illetve, hogy ¢! egyértelmien adodik g € G esetén.

b) Ha ab = ba minden a, b € G-re akkor a G csoportot kommutativnak

nevezziik (vagy Abel-féle csoportoknak).

1.1.2. Reészcsoportok

A G csoport H részhalmaza részcsoportja a G-nek ha H zart a G "." belsé
miiveletével szemben illetve ha H is csoportot alkot a GG-n értelmezett belsé
miivelettel szemben.

1.1.3. Osztalyok (bal és jobboldali)

Amennyiben H a G-nek részcsoportja és g € G rogzitett akkor a H-nak, g
elemet tartalmazo baloldali osztalya alatt a

gH = {gh: he H}
halmazt értjiik. Hasonl6an
Hg = {hg: he H}
H-nak g elemet tartalmazoé jobboldali osztalya.
Megjegyzések
a) Mint ismeretes a csoportelméletbdl a gH osztalyok a G-nek egy parti-
ciojat alkotjak ha g végigfut a G csoporton (azaz a ¢’ ~ g akkor és csak akkor
ha ¢ € gH, egy ekvivalenciarelaci6 a G halmazon). Hasonlé megallapitas

érvényes a jobboldali osztalyokra.
b) Altalaban gH # Hg minden g € G-re.
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1.1.4. Normalis részcsoport

A H normalis részcsoportja G-nek ha gH = Hg minden g € G-re.
Megjegyzés
Ilyenkor a fentemlitett ~ ekvivalenciarelacié (azaz g ~ g akkor és csak
akkor ha ¢ € gH(= Hyg)) egy kongruenciarelacié lesz.
A normallanc

Go={e}CcG CcGyC..CG,=G

normallanca G-nek ha G; normaélis részcsoportja G-nek (1 =1,2..,n — 1)

A kompoziciélanc Egy olyan normallanc amely mar tovabb nem fino-
mithat6 azaz nem "ékelhets" be G; a G; és Gi1q kozé (G; C G C Giqq; @ =
1,2,..,n — 1) 4gy, hogy G, is normalis részcsoportja G-nek.

1.1.5. Csoport-homomorfizmus

Ha G és K csoportok és ¢ : G — K fiiggvény olyan, hogy ¢(g1g2) =
#(g1)9(g2) minden gy, go € G esetén akkor a ¢ neve csoporthomomorfizmus,
amit a disszertacioban réviden homomorfizmusnak neveziink.

1.1.6. Homomorfizmus magja

Ha ¢ : G — K homomorfizmus, a G-nek azt a Kerg-vel jelolt részhalmazat
amelyre igaz, hogy minden Ker¢-beli g elemre érvényesiil a ¢(g) = € Gssze-
fiiggés (ahol € a K csoport identikus eleme) a ¢ homomorfizmus magjanak
nevezziik.

Megjegyzés

A Kerg részcsoportja G-nek mégpedig normalis részcsoportja.

1.1.7. A faktorcsoport és a faktorhalmaz
a) Ha N normalis részcsoportja G-nek, akkor
(aN)(bDN) = (ab)N

Osszefliggés szerint, az osztalyok halmazén definialt belsé mitivelettel szem-
ben, az osztalyok halmaza egy csoportot alkot amelyet G-nek N-szerinti fak-
torcsoportjanak nevezziik és G/N a jelolése.

b) Ha ~ egy ekvivalenciarelacié az A halmazon az osztalyok A/ ~ hal-
mazat faktorhalmaznak nevezziik.

Megjegyzés A G/N faktorcsoport csak akkor definidlhato ha N norma-
lis részcsoportja G-nek mert a fenti definici6 a) részében emlitett osztalyok
kozotti miivelet csak ez esetben jol definiélt.
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1.1.8. Csoporthatas halmazon

Ha X egy halmaz és GG egy csoport akkor a G-csoportnak, az X halmazon
gyakorolt hatédsan egy * : G x X — X fliggvényt értiink amelyre teljesiil a
kovetkezd két axioma:

« ) ex = x minden x € X-re.

B) (g192)r = g1(gox) minden z € X és minden g1, g2 € G

Megjegyzések

a) A G hatasat az X halmazon tranzitivnek nevezziik ha minden x, x5 €
X-re létezik g € G ugy, hogygr; = xs.

b) Az X halmazon gyakorolt hatésa altal, a G csoport egy ekvivalencia-
relaciot indukal az X halmazon (amelyet a ~¢ jelol) a kovetkezd megfonto-
lasbol: x1 ~¢ x5 akkor és csak akkor ha létezik g € G ugy, hogy gz = xs.

Valoban

1) ex = z (reflexivitas)

2) ha gz, = x5 akkor g7'xy = z; (szimmetria)

3) ha g1x1 = x5 és goxy = x5 akkor

T3 = goT2 = Ga(121) = (9291)1

ami a tranzitivitast jelenti.

c) Ha a hatéas tranzitiv akkor ~g relacionak csak egy osztalya van (azaz,
az X/ ~q faktorhalmaz egyelemti).

Megjegyzés

Az X halmazt szokds G-halmaznak nevezni.

1.1.9. A stabilizator

Legyen x € X rogzitett. A G csoport azon G, részhalmazat amelyre igaz,
hogy g, = x minden g € G, az x elem stabilizatordnak nevezik.

Megjegyzések

a) A csoporthatas axioméainak felhasznalasaval megmutathato, hogy G,
mindig részcsoportja G-nek.

b) |G : G,| = |C~¢(x)| ahol C~¢(x) jeloli az x € X elem osztalyat és
az | | jel pedig az adott halmaz szdmossagat. Tehat a G, bal (vagy jobb)-
oldali osztalyainak halmazanak szamossaga (azaz a GG, részcsoport indexe a
G csoportban) megegyezik az = elem osztalyanak szamossagaval (ha a két
halmaz nem véges akkor bijekcié képezhets a két halmaz kozott azaz a két
halmaz ekvivalens).

c) Fontos megallapitasként szerepel a csoportelméletben a kovetkezs: ha
1 és xo azonos osztalyban vannak akkor stabilizatoraik egymésnak konju-
géltjai azaz G, = gG;l1 g valamilyen g € G-re. Specialisan GG, akkor és csak



akkor normalis részcsoportja G-nek ha GG, stabilizatora az z; elem osztalya-
nak minden elemének.

d) A normalizator fogalma: mint ismeretes N(G,) a G, csoport norma-
lizatora ha N(G,) a G-nek azon leghdvebb részcsoportja melyre teljesiil az
a feltétel miszerint N(G,) a G, csoportot normaélis részcsoportjaként tar-
talmazza. Tehat G, C N(G,) € G. Ha N(G,) = G akkor GG, normaélis
részesoportja G-nek és a fenti ¢) pont szerint G, minden eleme invariansan
hagyja az x elem osztalydnak minden elemét. Ha G, C N(G,) C G akkor G,
minden eleme az z osztalyanak csak azon x elemeit hagyja invariansan me-
lyekre igaz, hogy létezik g, € N(G,) ugy, hogy g, = z'. Ebben az esetben
G, elemei a C~¢(z) osztaly csak egy valodi részhalmazat hagyja invarian-
san. Végil ha G, = N(G,) C G akkor x az egyetlen elem a sajat osztéalyabol
melyre igaz az, hogy g,r =  minden g, € G, -re.

e) Ha a (G,, N(G,) paros veszi at a fent emlitett (z, G,) paros szerepét
azzal a kiilonbséggel, hogy a csoporthatas az 1j paros esetén a konjugalas
akkor eme 0j parosra hasonlo 6sszefiiggések allapithatok meg mint az (x, G,,)
parosra.

1.2. Csoportelméleti tételek
1.2.1. Az els6 izomorfizmus-tétel

Legyen ® : G — G’ egy homomorfizmus melynek magja K és -y, a kanonikus
homomorfizmus azaz vx(g) = gK. Akkor egyetlen ¥ izomorfizmus létezik

ugy, hogy
U G/K — 9G]

®(g) = ¥(1x(9))
minden g € G-re.

1.2.2. Masodik izomorfizmus-tétel

Legyen H a G-nek egy tetszéleges részcsoportja és N egy normalis részcso-
portja G-nek. Akkor HN = {hn|h € H és n € N} részcsoportja G-nek (igy
HN =NH) és (HN)/H = H/(HNN).

1.2.3. Harmadik izomorfizmus-tétel

Legyenek rendre H és N normalis részcsoportjai a G csoportnak gy, hogy
H C N. Akkor
G/N = (G/H)/(H/N)



1.2.4. Teétel

Ha G csoportnak van kompozicidlanca és N valodi normalis részcsoportja
G-nek akkor létezik a G csoportban egy olyan kompozicidlanc amely tartal-
mazza az N részcsoportot.

1.2.5. Schreier tétele

Minden normallanc kompoziciélancca finomithato.

1.3. Kategoéria-elméleti fogalmak
1.3.1. Kategoéria fogalma

A kategoriat C -vel szokés jelolni. Ez a fogalom a kovetkezd adatokkal adhato
meg:

a) Objektumok osztalya. Az objektumokat altalaban A, B, C, D.. nagy-
betiikkel szokas jelolni.

b) Ha A és B a C kategorianak két tetszoleges objektuma akkor e két ob-
jektumhoz tartozik egy C'(A, B) halmaz ami az A-bol a B-be valé leképezések
halmaza; ezen leképezéseket morfizmusoknak nevezik.

c) Ha f € C(A, B) és g € C(B, C) morfizmusok akkor létezik a h = gf €
C(A, C) morfizmus.

Megjegyzések

a) Hasznalatos az f € C(A, B) helyett az f : A — B jelolés is.

b) Mivel az objektumok nem feltétleniil halmazok ezért a morfizmusokat
"altalanositott fliggvényeknek" is szokték tekinteni.

c) Ebben a disszertacioban az eléforduld morfizmusok fliggvények lesznek.

1.3.2. Kategoéria axiomai

a) A C(Ay, By) és C(As, By) halmazok akkor és csak akkor nem diszjunktak
ha A1 = AQ és Bl = BQ.

b)Ha f: A— B,g: B— Césh:C — D harom tetsz6leges morfizmus
akkor érvényes az asszociativitas szabalya azaz h(gf) = (hg)f

c) Minden A objektumhoz létezik egy 14 : A — A morfizmus ugy, hogy
ha f: A— B, g:C — A tetsz6leges morfizmusok a C (A, B) és a C(C, A)
halmazokbol akkor fl, = f és 149 = g; 14 egyértelmiien meghatarozott.

1.3.3. Funktorok

Jelolje C' és D két tetszéleges kategoriat. Azt mondjuk, hogy F : C — D
a C kategorianak a D kategoriaba vald funktora ha teljesiilnek a kovetkezd
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feltételek:

1) Az F funktor, a C kategorianak minden A objektuméahoz egyértelmiien
megfelelteti a D kategorianak egy F'A objektumat.

2) Az F funktor, a C(A, B) minden f : A — B morfizmusanak megfelel-
tet egy D(F A, FB)-beli F'f : FA — FB morfizmust.

3) Ha a C kategoridhoz tartozo fg szorzat értelmezett akkor érvényes az,

hogy F(fg) = (Ff)(Fg) valamint F(14) = 1pa

1.4. Automata-elméleti fogalmak
1.4.1. A Mealy-automata

Mealy automatéan egy olyan (A, X,Y,d, ) 6tost értiink ahol A az allapotok
nem iires halmaza, X a bemendGjelek nem iires halmaza, Y a kimenGjelek
nem iires halmaza, § : A x X — A az atmeneti fliggvény és A: Ax X — Y
a kimeneti fliggvény.

1.4.2. Az automata-homomorfizmus
Adott két automata: (A, X,Y,d,N) és (A", X', Y8, N) és a kovetkezs sziir-
jekciok:

fl A — A/

fo:Y =Y’

d: X - X'

Azt mondjuk, hogy az (A, X', Y’ §’, \') automata homomorf képe az
(A, X,Y,0,\,) automatanak ha teljesiilnek a kovetkezs Gsszefiiggések:

fi(d(a, x)) = 0'(fi(a), ©(2))
és

fo(Ma,x)) = N(fi(a), ®(x))
Megjegyzés Az [ : A — A’ fliggvény egy ekvivalencia relaciot indukal az A
halmazon amelyet az algebra szakirodalomban Ker f-nek jelolnek és amely

relacié definicié szerint: aKer fb akkor és csak akkor ha f(a) = f(b) ahol
a,b € A (itt nyilvan feltételezziik, hogy f értelmezett a teljes A halmazon).



1.5. Topologiai fogalmak
1.5.1. Topologikus tér

Egy tetsz6leges R halmazt (melynek elemeit pontoknak neveziink) topologi-
kus térnek neveziink ha teljesiilnek a kovetkezs feltételek:

a) Az R minden M részhalmazihoz hozzarendelhets egy M halmaz amit
az M halmaz lezartjanak neveziink.

b) Ha M egyelemii akkor M = M

c) Ha M és N az R halmaz két tetszéleges részhalmaza akkor az uni6juk
lezartja azonos a lezartak uniojaval azaz

MUN=MUN

d) Minden M C R halmazra igaz, hogy M=2

1.5.2. Zart és nyilt halmazok

Az M C R halmazt zartnak nevezziik ha M = M; az N halmaz nyilt ha
R — N zart halmaz.

Megjegyzés

Ismert a topologiabol, hogy véges szami nyilthalmazok metszete nyilt
illetve véges szamu zarthalmazok uniéja zart halmaz. Hasonl6an tetszdleges
szamu nyilthalmazok uni6ja nyilthalmaz és tetszdleges szamu zarthalmazok
metszete szintén zart halmaz.

1.5.3. Kornyezetek. Bazis

Az R topologikus tér bazisanak nevezziikk az R-nek nyilt részhalmazaibol
allo6 >-halmazcsaladot ha az R minden nyilt részhalmaza elGall ¥-béli hal-
mazok unidjaként. A 3 minden "elemét" (azaz minden X-béli nyilthalmazt)
koérnyezetnek nevezziik, mégpedig az adott halmaz barmely pontjanak a kor-
nyezetének nevezziik.

Megjegyzések

a) A fentemlitett ¥ halmazrendszert az R topologikus tér teljes kornye-
zetrendszerének nevezziik.

b) Az 1.5.1 pontban megadott definiciéban szerepld lezarast mas oldalrol
is meg lehet kozeliteni, nevezetesen: ha az R tér részhalmazaibol allo -
halmazrendszer eleget tesz annak, hogy

[) a,b € R, a # b-re létezik olyan U a ¥-bol, hogy a € U és b ¢ U

IT) ha a >-béli U és V halmazok tartalmazzak az a pontot akkor létezik
a X-béli W halmaz tugy, hogy a € W C UNV akkor az M C R lezartjat



ugy is lehet értelmezni, hogy a € M akkor és csak akkor ha minden Y-
béli a-t tartalmazo halmaznak M-el valdo metszete nem iires halmaz. Az ily
modon definialt lezaras teljes 6sszhangban van az 1.5.1 definicibban megadott
lezarassal igy az R-halmaz topologikus tér és az I) és II) tulajdonsagu -
halmazrendszer egy teljes kornyezetrendszere lesz (azaz bazisa).

1.5.4. Kompaktsag és lokalis kompaktsag

a) Az R-topologikus tér M részhalmazat kompaktnak nevezziik ha az M
halmaz minden végtelen N részhalmazara (N C M) igaz az, hogy létezik
legalabb egy a € M gy, hogy a € N — a.

b) Az R-topologikus teret lokalisan kompaktnak nevezziik ha tetszéleges
a € R pontnak van olyan kornyezete amelynek lezartja kompakt halmaz.

1.5.5. Szeparabilis

Egy R topologikus teret szeparabilisnak neveziink (vagy méasképp: eleget
tesz a megszamlalhatosidg masodik axiomajanak) ha van olyan bazisa (teljes
kérnyezetrendszere) amely legfeljebb megszamlalhatoéan végtelentl sok nyilt
halmazbol all.

1.5.6. Hausdorfl-tér

Az R-topologikus teret Hausdorff-térnek nevezziik ha Va,b € R, a # b létez-
nek a-nak és b-nek olyan U, és V, kornyezetei (a € U,, b € V) gy, hogy U,
és V, diszjunkt halmazok.

1.5.7. Topologikus csoport

Egy R-halmazt topologikus csoportnak neveziink ha a kovetkezd feltételek
teljesiilnek:

1) R elemei absztrakt csoportot alkotnak

2) R egy topologikus tér

3) Ha a és b az R-nek két eleme akkor az ab elem minden W,;, kornyeze-
téhez léteznek az a és b elemek U, és Vj, kornyezetei gy, hogy U,V C Wy,
ha a az R-nek tetszdleges eleme, akkor a=! elem minden V-1 kérnyezetéhez
talalunk az a elemnek olyan U, kérnyezetét hogy U, ' C V-1

(itt U~! értelmezése nyilvanvaléan az, hogy U-halmaz minden elemének
vessziik az inverzét és ezek az inverzek alkotjak az U~! halmazt).

Megjegyzés Ha G egy topologikus csoport és G/N egy faktorcsoportja,
akkor ha GG eleget tesz a megszamlalhatosag masodik axioméajanak akkor ez
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G/N-re is igaz, valamint ha G kompakt (lokalisan kompakt) akkor G/N is
kompakt (lokalisan kompakt).

1.6. Meértékelmélettel kapcsolatos fogalmak
1.6.1. Halmazgytrit. Halmazalgebra. o-gytrid

Legyen X egy halmaz. Az alabbi definiciokban szereplé halmazcsaladok "ele-
mei" az X halmaz részhalmazai.

Halmazgytri
Egy R nem tires-halmazrendszert (halmazcsaladot) halmazgytirtinek ne-
veziink ha zart az egyesités és a halmazkiilonbség miiveletekkel szemben azaz:
ha A,Be€ Rakkor AUB e Ré A— B € R. Ho A = B € R esetre al-
kazmazva azt kapjuk, hogy az iireshalmaz is benne van az R-ben. Ebbdl a
definicidbol kovetkezik, hogy R-halmazgytird mindig zart a véges egyesités-
sel és metszettel szemben. Specialisan, ha R olyan halmazgytri amely maga
az X halmazt is tartalmazza, akkor az R-halmazgytr(t halmazalgebranak
nevezzik.

o-gyudri

Egy S-nem tires-halmazrendszert (halmazcsalddot) o-gytrtinek nevezziik
ha zart a halmazkiilonbség- illetve a megszamlalhatoan végteleniil sok halmaz
egyesitésének miiveletével szemben, azaz: ha A, B € S akkor A — B € S és
ha C; € Si=1,2,3... akkorU®,C; € S.

Megjegyzés

A mértékelméletben bizonyitott, hogy tetsz6leges E halmazrendszer ese-
tén létezik az egyértelmiien meghatarozott (legsziikebb) halmazgytri (illetve
o-halmazgytirt) amely tartalmazza az E halmazrendszert. Ezeket rendre
R(E) illetve S(E)-vel szokés jelolni és az E halmazrendszer &altal generalt
halmazgytriinek (o-gytrtinek) nevezziik.
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1.6.2. Halmazfiiggvények. Mértékfiiggvények

Halmazfiiggvény

Olyan p valos értékd fiiggvény melynek értelmezési tartomanya egy R-
halmazrendszer; additivnek nevezziik a p halmazfiiggvényt (melynek érték-
készlete a kiterjesztett valos szamtengely (azaz a valosszamok halmazahoz
bevessziik a 400 és a —oo szimbolumokat is)) ha a diszjunk A és B halma-
zokra A, B € R AUB € R érvényes az (AU B) = pu(A) + p(B) osszefliggés.
Végesen additivnak nevezziik a p halmazfiiggvényt ha FE,, Fs, ..., E, paron-
ként diszjunkt halmazok esetén érvényes az alabbi

U, Ey) = X0, u(E)

Osszefiiggés, valahanyszor U | F; € R. Megszamlalhatoan additivnak nevez-
ziik a p halmazfiiggvényt ha minden (paronként diszjunkt) F,, sorozat esetén
melyre fennall, hogy Uy | E,, € R érvényes a kovetkezd Osszefiiggés:

(U Bn) = 502 (En)

Meértékfiiggvény (réoviden: mérték)

Meértékfiiggvénynek (vagy roviden: mértéknek) neveziink egy olyan p hal-
mazfiiggvényt amely egy R-halmazgytriin van értelmezve, értékkészlete pe-
dig a [0; 00[U{oo}, p(¢) = 0 (azaz p iires halmazon szamitott értéke 0) és
amely megszamlélhatéan additiv. Legyen u egy mérték az R halmazgytirin
értelmezve. Az E' € R halmaz mértéke véges ha p(E) < co. Az E halmaz
meértéke o-véges ha F C U2, E, ugy, hogy u(E,) < co. Ha az R halmaz-
gytird minden E halmaza véges (o-véges) mértékii akkor a p mérték véges
(o-véges).

1.6.3. Borel és Baire-féle halmazok

Legyen X egy lokalisan kompakt Hausdorff-féle tér és legyen C az X-tér
osszes kompakt részhalmazainak osztalya. Az S(C) o-gytrt halmazait az X-
tér Borel-féle halmazainak nevezziik; U-val szokas jelolni az S(C)-béli dsszes
nyilt halmaz osztalyat. Az X-tér tetsz6leges A részhalmazat G5 halmaznak
nevezik ha A elgall X-béli megszamlalhatoan végteleniil sok nyilt halmazok
metszeteként: A = N2, U; (ahol U; C X, i = 1,2,3...) az X-térnek nyilt
részhalmazainak egy sorozata. Ha a fenti C osztaly azon C, részosztalyat
tekintjiik amely G5 halmazokat tartalmaz, akkor az S(C,) o-gytird halmazait
Baire-féle halmazoknak nevezziik.

Megjegyzés

Ismert eredmény a mértékelméletben, hogy a szeparabilis és lokélisan
kompakt Hausdorff terekben (pl. Euklideszi terekben) C = C, (mivel ilyen
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terekben minden kompakt halmaz G4 halmaz is egyben) igy S(C)=S(C,)
azaz minden Borel halmaz egyben Baire halmaz is (forditva nyilvanvaloéan
mindig igaz).

1.6.4. Borel és Baire mértékek. Regularis mérték

Borel illetve Baire-féle mértékeknek nevezziik azt a p illetve p, mértéket
amelyet az S(C) o-gytrin (illetve S(C,) o-gytriin) definidlunk ugy, hogy
u(K) < oo illetve p,(K,) < oo minden K € C, illetve minden K, € C,-ra.
Egy mérték reguléris ha minden értékét a topologikus tér kompakt és nyilt
halmazain szamitott értékeivel meg tudjuk hatarozni.

Megjegyzés

Egy Euklideszi sik Borel-o gytrtjén értelmezett Lebesgue mérték (lasd
1.6.6) egyben egy regularis Borel mérték.

1.6.5. Haar-féle mérték

A Haar-féle mérték egy p Borel mérték amelyet egy X lokalisan kompakt
topologikus csoporton értelmeziink ugy, hogy: u(U) > 0 minden Borel-féle
nem ires nyilt halmazra illetve még azt is feltételezziik p-rél, hogy balinva-
ridns (azaz p(gE) = p(£) minden g € X). A mértékelméletben bizonyitott,
hogy egy X lokalisan kompakt topologikus csoportban mindig 1étezik lega-
labb egy, regularis p Haar -féle mérték és ha c egy tetsz6leges pozitiv valos
szam akkoe p-mellett cu is egy regularis Haar-mérték ugyanazon X-en.

1.6.6. Lebesgue-mérték

Jelolje R a valos szamtengelyt, P az 6szzes [a, b) alaki, korlatozott interval-
lumok osztalyat, S pedig a P altal generalt o-gytirtt és p a P-n értelme-
zett halmazfiiggvényt tgy, hogy u([a,b)) = b — a; az S o-gytri halmazait,
a valos szamtengely Borel-féle halmazainak nevezziik. Jeldlje tovabba S az
EAF = (E—-F)U(F—E) tipusa halmazok osztalyat ahol E' € S és u(F) = 0.
Akkor S egy o-gytirt és az i( EAF) = u(E) azonossaggal definialt i mérték-
fliggvényt a pu mértékfiiggvény tgynevezett lezartja. Az S o-gytird halmazait
a valos szamegyenes Lebesgue-mérhets halmazainak nevezziik és a p mérték-
fiiggvény 1 lezartjat pedig Lebesgue mértéknek nevezik.

Tétel Ha (X, S, ) és (Y, T,v) o-véges mértékterek, akkor a A mérték
amely minden £ C S x T halmazon a

NE) = [ v(Bdu(e) = [ uE)avty)
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Oszzefliggéssel definialt, egy o-véges mérték és minden mérhets A x B "tégla-
lap"-ra igaz, hogy

(A x B) = u(A)w(B)

(ezen utobbi Gsszefliggés egyértelmiien meghatarozza A-at) ahol E, = {y :
(x,y) € E} és BY ={z : (z,y) € E} a mértékelméletbdl ismert metszetek.
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2. Torténeti attekintés

Ha a disszertacio tartalmahoz kulcsszavakat szeretnénk megadni, akkor a ko-
vetkezdket sorolhatnank:permutaciok, csoport, csoporthatas halmazon (ami
matematikai értelemben a széban forgdé halmaznak szintén egy permutacio-
jat jelenti), ekvivalanciarelacio (specialisan kongruenciarelacio), Mealy auto-
maték, csoport- és automatahomomorfizmusok, illetve az algebraboél ismert
kategoria fogalma. A matematika-torténetben, a permutaciokkal kapcsola-
tos elsd tanulmanyok, feljegyzések még a nyolcadik szézadot megel6z6 idékre
vezethetsk vissza. Ezek a tanulméanyok a "Sefer Yetsirah", azaz a Teremtés
Konyvében jelentek meg és egy ismeretlen szerz6tdl valok. A szerzé azt a
probléméat veti fel, hogy vajon hanyféleképpen lehet rendezni a héber nyelv
betdit? Igen érdekesnek taldlja a matematika-torténet, hogy teljesen ha-
sonl6d problémafelvetés (nevezetesen, egy nyelv bettibdl alkotott rendezések
szamanak a meghatéarozasa) szerepel az iszlam matematikiban is a nyolca-
dik és a kilencedik szdzadban. A tizenharmadik szdzadban méar a permuté-
ci6 absztrakt fogalma is megtalalhatdé mindkét, feljebb emlitett kultaraban.
Amint a matematika-torténet azt feljegyzi, ebben a szazadban nyert bizonyi-
tast az a tény, miszerint az n-elemt (n véges) halmaz permutécidinak szama
n! = 1% 2% 3% ... % n-el egyenl6. Ennek bizonyitasa egyardnt megtalalhato
Abu-1-"Abbas ibn al-Banna (1256-1321) munkaiban, illetve Levi ben Gerson
francia rabbi, matematikus és filozofus munkéiban egyarant. A tizennyolca-
dik szédzadban Lagrange (1736-1813)-nak és mas matematikusok munkassa-
ganak koszonhetGen a permutacio fogalma, mar egy véges halmaznak énma-
gara valo (bijektiv) leképezéseként jelenik meg, ahol a véges halmaz elemeit
egy adott egyenlet gydkei jelentik. Eme gondolatmenet végén pedig felmertil
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) neves francia matematikus eléviilhetet-
len érdeme is, aki a permutacioelmélet alaptételeit dolgozta ki és ugyancsak
t6le szarmazik a permutacionak egyik- a matematikai szakirodalomban meg-
talalhato, jellegzetes zéarojeles jelolési modja is. A permutacionak, bijektiv
fiiggvénykénti értelmezése azért is adott oriasi lendiiletet a matematikanak
mert a csoport, mint az algebranak egyik leghasznosabbnak bizonyult fo-
galma (algebrai struktiraja), miel6tt az absztrakt definiciojat kapta volna,
permutaciokat tartalmazo egy belsémiiveletes halmazként volt ismert. Péda-
nak okaért, a véges csoportok szerkezetével kapcsolatos Sylow tételek eredeti
bizonyitasaitt, a szerz6 permutaciés csoportokra adta. Peter Ludwig Mejdell
Sylow (1832-1918) norvég matematikus 1872-ben publikalta tételeit. Sylow
tételei a kovetkezdk:
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Sylow elsé tétele Legyen G egy véges csoport ugy, hogy |G| = p"m
m,n > 1 és a p primszam nem oszt6ja m-nek. Akkor: a) G-nek van egy
p' (1 € {1,2,..,n} szamossagl részcsoportja.

b) Minden ilyen p’ szamossagi részcsoport normalis részesoportja a pt
szamossagu részcsoportnak, ¢ € {1,2,3,..,n — 1}

Sylow masodik tétele Legyen G egy véges csoport ugy, hogy |G| =
p"m, m,n > 1 és a p primszam nem osztéja m-nek. Ha H; és Hy olyan
részesoportjai G-nek, hogy teljesiil az |Hy| = |Hy| = p™ Osszefliggeés (azaz Hy
és Hy Sylow p-részcsoportok ) akkor Hy és Hy egymasnak konjugéltjai.

Sylow harmadik tétele Ha G = p™m, n > 1, a p primszam nem osztdja
m-nek akkor a Sylow p-részcsoportok szama kongruens 1 mod p és osztdja
|G|-nek.

Lathatjuk, hogy a szubnormaéllanc fogalma megtalalhatd ezekben a téte-
lekben; a masik fontos dolog, hogy a konjugalas (mint a csoporthatasnak,
és igy a permutacionak, specidlis esete) ugyszintén megtalalhato Sylow té-
teleiben. Sylow szakmai karrierjének tilnyomo részét kozépiskolai tanarként
élte meg a norvégiai Haldenben. Nyolc évet életébdl arra szentelt, hogy szer-
kessze, Osszegytjtse honfitarsa, Niels Henrik Abel (1802-1829) munkassagat,
eredményeit.

A csoport absztrakt (axiomatikus) definiciojat Walter Van Dyck 1882-ben
adta meg. Ot évvel késébb (1887) Georg Frobenius tijra bizonyitja a Sylow
tételeket absztrakt csoportokra azzal a megjegyzéssel, hogy minden csoport
permutéacios csoportként foghato fel. Utobbi eredmény -miszerint minden
absztrakt csoport egy permutécios csoporttal izomorf- mint ismeretes, Arthur
Cayley (1821-1895)-t6l szarmazik, aki 1878-ban négy csoportelméleti tételt
publikélt és ezen cikkek egyikében publikalta a fent emlitett tételét. A nor-
malis részcsoport fogalmat Evariste Galois (1811-1832) francia matematikus
vezette be a matematikaba (pontosabban az algebraba) 1831-ben abbol a cél-
bol, hogy megoldast talaljon arra a problémara, miszerint megoldhaté-e gyok-
modszerrel (megoldoképlettel) egy tetszdleges, todfoku racionalis egyiittha-
toju polinomegyenlet. Ma mar tudjuk, hogy a valasz nemleges. A matemati-
katorténetben 1545-6s évre tehetd az az esemény, amikor Girolamo Cardano
az Ars Magna-ban els6ként publikidlta a harmadfoku egyenletek megoldo-
képletét, noha ismert tény, hogy eme felfedezés részben Scipione del Ferro és
Niccolo Tartaglia-nak is koszonhets. A negyedfoku egyenletek megoldoképle-
tét Lodovico Ferrari adta meg aki Cardanonak tanitvanya volt. Az 6todfoku
egyenletek altaldnos esetére vonatkozo megoldoképletnek a nem létezésére vo-
natkozo nagy attorés Paolo Ruffininak (1765-1822) koszonhetd, aki 1799-ben
publikilta bizonyitasat. Dolgozataban az S; csoport Osszes részcsoportjat
tarja fel és azt vizsgalja, hogy ezen részcsoportok hogyan hatnak az egyenlet
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gyokeinek racionélis fiiggvényeire. Bizonyitasaiban hidnyossagok is vannak.
A teljes bizonyitast Niels Abel 1824 és 1826 évek kozott publikalta, kiegészit-
vén Ruffini bizonyitasait és ezzel lezart egy, tobb évszazados problémat. Eme
disszertacioban bemutatott eredmények egy részének szempontjabol, a nor-
malis részcsoport fogalménak felfedezése egytuttal annak a fontos fogalomnak
a bevezetését is jelentette, amit ma gy neveziink, hogy kongruenciarelécié.
Ugyanis, amikor Lagrange bebizonyitotta a véges csoportokra vonatkozo té-
telét, miszerint

Lagrange tétele Egy véges G csoport H részcsoportjanak szamossaga
mindig osztdja a G szamossaganak

Lagrange azt a tényt hasznalta fel, hogy egy H részcsoport egy ~p ek-
vivalenciarelaciot indukal a G csoporton nevezetesen: g1 ~g g2 (91,92 € G)
akkor és csak akkor ha g;'gs € H azaz g, € g1 H. Bizonyitast nyert, hogy a
~p relacio (diszjunkt) osztalyainak szamossaga egyenls a H részcsoport sza-
mossagaval, amib6l maris kovetkezik a Lagrange tételében megfogalmazott
allitas. Ha a H részcsoport normalis részcsoport, azaz gH = Hg minden
g € G (ezen utodbbi definiciojat a normaélis részcsoportnak Camille Jordan
francia algebrista adta, aki ugyszintén els6ként definidlta az egyszert cso-
portot is) akkor a ~p ekvivalenciarelaci6 kongruenciarelacio lesz, ami -mint
ismeretes -azt jelenti, hogy akarhogyan is valasztunk ki egy-egy elemet a
g H = Hgy és a goH = H gy osztalyokbol a két kivalasztott elem szorzata a
g192H = H g19o osztalybol valdé. A normalis részcsoport és a kongruenciare-
lacio (mint az ekvivalenciarelacio specidlis esete) hatalmas lendiiletet adott a
matematika tovabbi fejlédésének: lehetévé valt a faktorcsoport fogalmanak a
felfedezése, vagy a késGbbiekben az unér algebraban (ezen beliil -az automa-
taelméletben faktorautomata fogalma illetve csoport -és automatahomomor-
fizmusok) fogalmanak a bevezetése, hogy egy néhany fontos példat emlitsiink.
A tovabbiakban tehét érdemesnek tartjuk megemliteni (messzemenden a tel-
jesség igénye nélkiil) az automataelmélet irodalméban megtalalhaté néhany
kongruenciarelaciot. Az automata allapothalmazan értelmezett kongruencia-
relacio a faktorhalmazt indukalja (azaz -amint ismert az osztélyok halmazat)
és ez a faktorhalmaz szolgél allapothalmazként az automatahomomorfizmus
altal kapott @j automataban (a homomorfkép automatéban). Az automatael-
méletben az allapothalmazon értelmezett ekvivalenciarelaciot p-val, az altala
indukalt osztélyokat az A allapothalmazon pedig A halmaz osztalyozasanak
nevezik és a C, jelolést szokds hasznélni. A C, osztalyozast a szakiroda-
lomban kompatibilisnek nevezik, ha a fent emlitett ekvivalenciarelacid egy
kongruenciarelacio. Az (A, X,Y,d,v) Mealy-automata A &allapothalmazéan
értelmezett p ekvivalenciarelacio kongruenciarelacio (és ennek megfelelGen a
C, osztéalyozés pedig egy kompatibilis osztalyozas), ha teljestilnek a kovet-
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kezs feltételek: ha a,b € A és apb azaz b € C,[a] (ahol a C,la] az a elem
osztélyat jeloli p kongruencia szerint) akkor tetszéleges € X bemend jelre

d(a,z)pd(b, x)

és
7(a7 '17) = ’y(b7 ZL’)

amit szoveggel tigy lehetne megfogalmazni, hogy az azonos osztalyhoz tartozo
allapotokat (a és b) szintén kozos osztélyhoz tartozo 6(a,x) és (b, x) alla-
potokba képezi le az atmeneti fliggvény minden x € X bemend jelre illetve
a kimeneti fiiggvény ugyanazt a kimend jelet adja. Ilyenkor-mint ismert-
értelmezhetd az tgynevezett faktorautomata. Erre a (A, X,Y,8,7) jelolés
hasznalt a szakirodalomban, ahol A = {C,[a] : a € A} az A/p faktorhalmaz
és ez lesz a faktorautomata allapotainak a halmaza, X és Y valtozatlanul a
bemend, illetve kimend jelek halmaza. Az wj dtmeneti (0) és kimeneti (%)
fliggvények értelmezése pedig:

3(Cyla], x) = Cy[d(a, v)]

V(Cplal, ) = ~(a, x)

azaz 0 az a € A allapot osztélyat a 0(a, z) allapot osztalyara képezi le és ha-
sonlo allitas érvényes a kimend jelekre. Az algebrabol ismert tgynevezett ka-
nonikus leképezés, (a halmazelemnek megfelelteti az 6t tartalmazo osztélyt)
egy allapothomomorfizmust valosit meg az (A, X,Y,8,7) és a (A, X,Y,0,7)
faktorautomata kozott. Amint ismert az automataelmélet szakirodalmabol
a Mealy-automatakra is (specialis esetként) megfogalmazhaté a Homomorfia
Tétel:

Tétel Ha az (A', X', Y’,§',4') automata allapothomomorf képe az
(A, X,Y,0,7v) automaténak, akkor az allapothomomorfizmust megtestesits
fiiggvény egy kongruencia relaciot (és igy egy kompatibilis osztalyozést) in-
dukal az A halmazon aszerint, hogy b € C[a] akkor és csak akkor ha az a és
b allapothomomorfizmus szerinti képiik azonos és a C' altal indukalt faktora-
utomata izomorf lesz az (A’, X', Y’ §', ') automataval.

Miel6tt ratérnénk az automataelmélet szakirodalmaban megtalédlhato
konkrét kongruenciarelaciok megemlitésére, szeretnénk el6bb feleleveniteni
néhany fogalmat és jeldlést a szakirodalombol. Ha X egy véges vagy végte-
len halmaz, melynek elemeit bettiknek nevezziik, akkor X elemeibdl képezett
véges lancokat X-beli szavaknak nevezik. A nullhosszusagu szot iires szonak
nevezik és \-val jelolik. Az X-beli szavak halmazat (az iires szoval egyiitt)
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X*-gal jelolik. Ha A-at nem veszik be, akkor X*-al jelolik az X-beli sza-
vak halmazat. Az (A, X,Y,d,\) automaténak minden a € A allapotahoz
hozzarendelnek egy leképezést amit ¢,-val jeldlnek a kovetkezSképpen:

Qg : X*—=Y"
ba(p) = (a,p)

minden p € X*. Ezt a leképezést az a allapot altal indukalt leképezésnek ne-
vezik. Iniciélis (A, a,, X, Y, 0,7v) Mealy-automata esetén (az automata miko-
désének kezdd pillanataban az a, kezdd allapotban van) az a, kezdéallapot &l-
tal indukalt leképezést az automata leképezésének nevezik. Az (A, X,Y,6,)
automata allapotai altal indukalt F' = {¢,|a € A} leképezések halmazat a
szoban forgd automata altal indukalt leképezések csaladjanak nevezik a szaki-
rodalomban. Egyik konkrét kongruenciarelécio, amellyel az automataelmélet
szakirodalmaban talélkozunk, az azzal a problémaval kapcsolatos, hogy ho-
gyan lehet megadni egy véges automatahoz tartozo, azt a minimaélis allapot-
szamu automatat (amit az el6z6 automatéhoz tartozo redukalt automatanak
neveznek), amely ugyanazt a leképezés csaladot allitja els, mint az eredeti
automata. A szakirodalomban, a redukalt automatéat elGallito eljarast mini-
malizalasnak, a redukalt automatéat pedig minimalis automatanak nevezik.
A véges automatak minimalizélasédra vonatkozo algoritmust D.D. Aufenkamp
és F.E. Hohn dolgoztak ki és Aufenkamp-Hohn Minimalizaciés Algoritmus-
ként ismert az automataelméletben. Az altaluk kidolgozott algoritmus azon
alapszik, hogy az (A, X,Y,d,7v) automata A halmazan értelmeztek egy ek-
vivalenciarelaciot a kovetkezSképpen: a,b € A, apb akkor és csak akkor ha
v(a,p) = v(b,p) minden p € X*. Az el6z6ekben, a Mealy automaték alla-
kezik, hogy ez a p relacio egy kongruenciarelacié. A redukalt automata nem
lesz mas, mint a p kongruencia szerinti faktorautomata. Az Aufenkamp-Hohn
féle Algoritmus lényege az, hogy a p kongruenciarelécidhoz tartozo C' kompa-
tibilis osztalyozast tobb lépésben konstrualja meg azaltal, hogy kompatibilis
osztalyozasok C1, Oy, ... véges sorozatat definidlja (a Cy, Cy, ... sorozat véges-
sége végss soron azzal fiigg Ossze, hogy az (A, X,Y,d,v) Mealy-automata
allapotainak A halmaza véges). Az algoritmus szerint a C;-k definicodja a
kovetkezd:

‘v’a,b cA: Cl[a] = Cl[b]
akkor és csak akkor ha Vax € X v(a,z) = v(b, x).
1 Z 1 : C’Z-H[a} = Oz+1[b]
akkor és csak akkor ha C;[a] = C;[b] és C;[0(a, z)] = C;[d(b, x)] minden x € X.

A szamitastudomanyban (amelynek az automataelmélet nyilvanvaloan részét
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képezi) nemcsak automaték allapothalmazain definiadltak kongruenciarelaci-
Okat, hanem az X-halmaz bettiibsl képezett X-béli szavak X* halmazan
(amely mint ismert egy egységelemes félcsoport, A az iires sz6 képezi az egy-
ségelemet). Az X* halmazon értelmezett p ekvivalenciarelaciot jobbkongru-
encianak nevezik, ha tetszéleges p, q,r € X*-ra érvényesiil a kovetkezd imp-
likicio: ppg-bol kovetketik prpgr. Hasonléan definidljak a balkongruenciat
is: ppg-bol kovetkezik rpprq. Ha a p relacio egyidejiileg balkongruencia is
és jobbkongruencia is, akkor p-t az X*-on definialt kongruencianak nevezik.
Végiil emlitést tesziink a Myhill-Neroda féle kongruenciara is, amelyet az X*
monoidon definidlnak annak kapcsan, hogy p, ¢ € X* akkor és csak akkor van-
nak egy kozos osztélyban ha egy kimend jel nélkiili inicialis véges automata
barmely allapotat, a p és ¢ szavak, az automatanak ugyanabba az allapo-
taba transzformaljak (az atmeneti fiiggvény altal). Ebben a disszertacioban,
Mealy-automata allapothalmazan definialt kongruenciarelaciot, az allapot-
halmazon tranzitiven hat6 csoport valédi normalis részcsoportjanak elemei
hatasa indukalja. Az osztalyok kozotti dtmenetet-a fizikibol atvett szoval-
kolesonhatasnak fogjuk nevezni. Hangstlyozzuk azonban, hogy tisztdn ma-
tematikai fogalomroél van szo, csak az elnevezést kolcsonoztiik a fizikabol. Az
elnevezést a kovetkezSképpen indokoljuk. Az osztalyok kozotii atmenet a
kanonikus fiiggvény értékének nyilvanvald valtozasat erdményezi, hasonloan
egy kolcsonhatasban 1évé fizikai rendszer esetéhez, amikor a rendszer alla-
potat jellemzd valamilyen fizikai mennyiség valtozik. Egy masik szempont
az az, hogy a kanonokus fiiggvényt, éppen az osztalyokat létrehoz6 normaélis
részcsoport elemeinek hatasa hagyja invariansan, hasonléan Emmy Noether
(1882-1935) tételéhez miszerint a megmaradasi tételek a fizikdban mindig va-
lamilyen szimmetridnak a kovetkezményei (a mi esetiinkben az osztalyokat
létrehozo normaélis részcsoport testesiti meg a megfelels szimmetriat). Példa-
nak okaért, Emmy Noether tételébdl kivetkezik-az elméleti fizikabol ismert
tény-, hogy a tér homogenitasanak kovetkezménye a lendiiletmegmaradasé-
id6 homogenitasabol az energia megmaradasanak a torvénye. A kategoriael-
mélet sziiletése, a matematika kiilonb6z6 fejezeteibdl meritett példak nyoméan
torténhetett meg. Mint ismert a szakirodalomboél a kategoriaelmélet sziile-
téséhez olyan, a matematikabol meritett példak vezettek el, amely példak
kozos vonasa olyan matematikai szerkezetek feltarasa, melyekben tigyneve-
zett objektumok és az azok kozott 1étesithetd leképezések talalhato. Példaul
csoportok -mint objektumok-és kozottiik definialt homomorfizmusok- mint
leképezések; a példak lajstroma nagyon gazdag. matematikatorténeti szem-
pontbol, ennek a viszonylag fiatal dgazatnak uttorGi Eilenberg és McLane
voltak, akik 1945-ben publikaltak a "General theory of natural equivalences"
cimi dolgozatukat, amellyel megalapoztak a kategoriaelméletet. Ebben a
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disszertacioban két kategoriat definidlunk nevezetesen egy G-csoport hatasai
altal indukalt C™(x) osztaly az X halmazon (z € X, tetszdleges) ¢s a C™(x)
elemeihez tartoz6 C=(G,) osztaly, azaz a stabilizatorok osztalya. Az elsd
kategoériaban a morfizmusokat a G-csoport elemeinek hatésai valositjak meg
mig a masik kategéridban a morfizmusokat a G csoport elemeivel képezett
konjugaciok. Végiil pedig egy funktort definidlunk a két kategoria kozott: a
funktor egyik leképezése a C™~(z) és C=(G,) halmazok elemeit felelteti meg
egymasnak (x € C~(x) elemhez hozzarendeli a G, € C~(G,,) stabilizatorat),
mig a definiadlt funktor masik leképezése a két kategoériahoz tartozd morfiz-
musok kozotti megfeleltetésért a felelgs. Az algebrabol ismert stabilizator
fogalma végsG soron a szimmetria fogalmat hordozza magaban: valamilyen
matematikai objektum (legyen az egy alakzat vagy egy halmaz stb.) in-
varianciaja valamilyen transzformaciokkal szemben. Egy szabélyos sokszog
szimmetriajat egy véges csoport testesiti meg (ismert, hogy a szabalyos n-
szOg invaridns a 2n elemet tartalmazo D,, diéder-csoport transzformacivival
szemben). Mit mondhatunk a kor szimmetridjarol? A kort nemcsak k27/n
(k = 0,1,...,n — 1) szoggel forgathatjuk el a koézéppontjan athalado és a
korlapra meréleges tengely koriil, hogy énmagaba transzforméalodjon hanem
végteleniil kicsiny szoggel is; ugyanakkor minden atmérGje szimmetriatenge-
lye a kornek. Tehat a kor szimmetridjat megvalosito transzformacios csoport
egy folytonos csoport. A topoldgia a matematikanak az a fejezete, amely az
alakzatok azon tulajdonségait tanulményozza, amelyek megmaradnak (inva-
ridnsak) az tgynevezett homeomorf (més szoval topologikus) transzforméci-
okkal szemben (ezek olyan transzformaciok (leképezések), amelyek bijektivek,
folytonosak és az inverziik is folytonos). Az els§ eredmények Leonhard Euler
(1707-1783)-t61 szarmaznak az ugynevezett poliéder-tétel megfogalmazasa-
val:
Ne + N F = N + 2

ahol n.,ng, ny rendre a cstcsok, hatéroldlapok illetve az élek szamét jelolik.
A matematikai szakirodalomban az n. + n; — ny szdmot Euler-féle karak-
terisztikanak nevezik. Mint ismert az Euler-féle karakterisztika 2-vel egyenlé
minden olyan alakzatra amely topologikusan ekvivalens a gémbbel. Késébb
Louis Poinsot (1777-1859) francia matematikus elssként altalanositotta Euler
tételét 1810-ben publikalt "Sur les polygones et les polyédres" cimi munké-
jaban amelyben négy szabéalyos csillagtesttel foglalkozik (ezeket a szakiro-
dalom Poinsot-testeknek nevezi) és amelyekre Poinsot megéllapitja, hogy az
Euler-féle karakterisztika —6-al egyenld. Léatni tehat, hogy a Poinsot-testek
és azok az alakzatok amelyek Euler-féle karakterisztikaja 2 (ilyen példaul
a kocka vagy a szabalyos tetraéder) topologiailag nem ekvivalensek, hiszen
topologikus transzformaciokkal szemben az Euler-féle karakterisztika-amint
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ez ismert-invarians kell legyen. Voltaképpen ezekbdl topologiatorténeti pél-
dakbol is felismerhetjiik az ekvivalenciarelaciok fontossagéat:a 2-es Euler-féle
karakterisztikaju alakzatokat egy kozos osztalyba mig a Poinsot-testeket egy
mésik osztalyba sorolhatjuk. Topologikus leképezésekkel csak osztalyon be-
liil maradunk, osztalyok kozotti atmenet nem valdsithaté meg topologikus
leképezésekkel: ahhoz amolyan "kolcsonhatas"-szertd leképezésre van sziik-
ség, amely "atvisz" egyik osztalybol a masikba. Ilyen szemlélettel ezeket a
példakat is kapcsolatba hozhatjuk azokkal a gondolatokkal, amelyekrsl mar
sz0 esett az el6bbiekben annak kapcsén, hogy Mealy-automatak allapothal-
mazéan indukalt kongruenciarelacié osztalyai kozotti atmenetet nevezziik kol-
csonhatéasnak ebben a disszertacioban. Mint ismert az altalanos topologia
abbol a megfontolasbdl sziiletett, hogy a folytonossag és a kongruencia fo-
galmat illetve minden veliikk kapcsolatos matematikai eredményt ne csak a
szamegyenesen értelmezett egyvaltozos fiiggvényekre, illetve a sikon értelme-
zett kétvaltozos fiiggvényekre lehessen értelmezni, hanem kivanalom volt e
két fent emlitett fogalom és veliikk kapcsolatos eredményeknek a tetszéleges
halmazokra val6 altalanositdsa. E tekintetben uttoré munkat végzett Mau-
rice René Fréchet (1878-1973) aki 1903-ban elssként vezette be a metrikus
tér fogalmét a matematikdban. Ezzel maris megtortént az a nagy elGrelépés,
hogy a folytonossag és a kongruencia fogalmat metrikus terekben értelmezte.
Elokvens példa metrikus térre a Hilbert-tér (David Hilbert (1862-1943) vilag-
hirti német matematikus tiszteletére). A tér pontjai olyan {z;} valés szamso-
rozatok amelyekre igaz, hogy az ¥.2°,27 sor konvergens, igy a tér két pontja
kozotti tavolsagot a kovetkezGképpen definialjak:

d(z,y) = (372, (x; — ?Ji)2)1/2

ahol x = {z;} és y = {y;} a térnek a szoban forgo két pontja.Riesz Frigyes
(1880-1956) magyar szarmazasu vilaghiri matematikus elssként fejlesztette
tovabb a metrikus terek elméletét. A kovetkezs nagy attorés Hausdorff német
matematikusnak munkéssdganak koszonhetd aki felismerte, hogy a széban
forgd altalanositas tovabb folytathato, amikor a konvergenciat és a folyto-
nossagot a kornyezet bevezetésével értelmezte. Hausdorffnak koszonhets az
absztrakt topologikus tér fogalméanak a bevezetése (1914-ben) ezért 6t tekin-
tik az altalanos topologia megalalpozojanak. Hausdorff-nak, a topologikus
térre vonatkozo definicitja (és amely a kornyezet fogalman alapszik) a kovet-
kez6:

Definicié (Topologikus tér) Egy S halmaz topologikus teret alkot ha
minden x eleméhez hozzarendelnek, az S halmaznak részhalmazainak olyan
rendszerét (ezek az x elem kornyezetei) amely rendszer halmazai megfelelnek
az aldbbi axiomaknak:
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a) az x elem megtaladlhatoé minden kornyezetében.

b) x elem két kornyezetének metszete is egy kornyezete z-nek.

c¢) ha U, halmaz x-nek egy kornyezete gy, hogy U, C V akkor V is egy
kornyezete x-nek.

d) ha y € U, ami z-nek egy kornyezete akkor létezik y-nak egy olyan V,
kérnyezete amelyre fennall, hogyV, C U,

A matematikusok hozzaadtak a fenti axiomakhoz tgynevezett szétvalasz-
tasi axiomékat. A teljesség igénye nélkiil harom ilyen példat emlitiink meg:

Kolmogorov-féle szétvalasztasi axioma: ha x,y € S és x # y akkor vala-
melyik pontnak van olyan kornyezete amely nem tartalmazza a masik pontot.

Fréchet-féle szétvalasztési axioma: ha z,y € S és x # y akkor van az
x-nek olyan kornyezete amely nem tartalmazza az y-t és forditva.

Hausdorff-féle szétvalsztési axioma: ha x,y € S és x # y akkor van x-nek
egy U, és y-nak egy V,, kornyezete tugy, hogy U, és V, diszjunktak.

Amint ismert a topologia szakirodalmabol, a felsorolt harom példaban
megadott szétvalasztdsu axiomaval kiegészitett topologikus tereket rendre
T,, T és Th-topologidnak nevezik és viszonyuk: Tr-b6l kévetkezik Ty és Ti-
bél kovetkezik a T,-topologia.

Marius Sophus Lie (1842-1899) norvég matematikus vizsgélta a folytonos
csoportokat. Példanak okaért Lie-t6l szarmazik a folytonos transzforméci-
6csoport fogalmanak a megalkotasa (1873). Felix Christian Klein (1849-
1925) német matematikus ismerte fel els6ként ugyancsak ezekben az években,
hogy az egyes geometriatipusokhoz egy-egy folytonos transzforméaciécsoport
tartozik és azt, hogy a geometria targya, az adott geometrianak a hozzé
tartozo folytonos transzformaciocsoporttal szembeni invarians tulajdonséga-
inak a kutatésa. A folytonos csoportok tovabbi altalanositdsainak &llomésa-
iként emlitésre mélté Georg Bernard Dantzig (1914-) coloradoi matematikus
munkassaga, aminek koszonhetSen altalanositésra keriil a Lie-féle folytonos
csoport. Végiil pedig a topologikus csoport megjelenése jelenti a kdvetkezs
lancszemet eme matematikatorténeti gondolatmenetben. Ezen a teriileten is
biiszkék lehetiink vilaghird magyar szarmazast matematikusok eredménye-
ire: Neumann Janos (1903-1957) aki egy integralelméletet dolgozott ki olyan
kompakt topologikus csoportokon amelyek eleget tesznek a megszamlalha-
tosdg masodik axioméjanak. Haar Alfréd (1885-1933) lokalisan kompakt
topologikus csoportokon konstrualt meg egy- a tiszteletére elnevezett- mér-
tékfliggvényt. Mértékelméletbdl ismert eredmények :

Tétel Minden lokalisan kompakt topologikus csoporton létezik legaldbb
egy regularis Haar-féle mértékfiiggvény.

Tétel Ha p és v két regularis mértékfiiggvény az X lokalisan kompakt
csoporton akkor létezik egy ¢ pozitiv valos szam tgy, hogy minden Borel-féle
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FE halmazra fennall az
p(E) = cv(E)

egyenlGség.

Haar Alfréd és Riesz Frigyes 1922-ben alapitottak a Szegeden megjelend
Acta Stientiarum Mathematicarum cimd folyoiratot.

Személyes tapasztalatom gyanant szeretném megjegyezni, hogy az izo-
perimetrikus probléma (amely a varidcioszamitéas elsd, hires probléméi kozé
tartozott, még az okori gorogoghoz vezethets vissza) és annak megoldasa,
szamomra egy Uj probléma felvetésének a lehet&ségét hordozta magéban,
nevezetesen: a szimmetria és a szélsGérték kozotti kapcsolatnak a problémé-
jat. Ugy gondoltam, hogy léteznie kell egy elvnek, amely feltarja eme szoros
kapcsolatot és amely specidlis esetként tartalmazza az izoperimetrikus prob-
lémat. A varidcidészamitas elnevezés Lagrange-tol szarmazik. A matematika e
fejezetét, a funkcidonalanalizis részének tekintik. Adott egy funkcidonal, amely
példaul fiigghet egy egyvatozos fliggvénytsl, annak elsé illetve esetleg maga-
sabb rend derivaltjaitol és a fiiggvény véltozdjatol expliciten is. A feladat az,
hogy megtalalni azt a konkrét fiiggvényt, amelyre az adott funkcionél (prob-
lématol fiiggden) minimum vagy maximum értéket vesz fel. Ilyen probléma
volt a Johann Bernoulli altal felvetett tgynevezett brachisztokron-feladat; a
feladatban Johann Bernoulli azt a célt tiizte ki magénak, hogy megadja két,
kiilonb6z6 magassaghban, nem azonos fiigg6legesben levs pontot 6sszekots
gorbe egyenletét, amely azzal a tulajdonsaggal bir, hogy csupén a gravita-
cios erd hatasara a gorbén mozgd anyagi pont a leheté legrovidebb idg alatt
érjen a magasabb pontbdl az alacsonyabban levé pontba. Lagrange és Euler
egy differencidlegyenlet megoldasara vezették vissza a variacioszamitési prob-
lémakat: a szélsGértékre vonatkozo, a differencidlszamitéas elméletébdl ismert
eredményeket alkalmaztédk. Eme disszertacio "A szimmetria-szélsGérték elve"
cimi fejezetében azt kiséreltiilk meg, hogy a szimmetria és a szélsGérték kap-
csolatat egy monoton névekvs szamsorozattal adjuk meg, amely sorozat a ko-
vetkez6 tulajdonsaggal bir: a sorozat tagjai valamilyen mértékfiiggvénynek,
jolmeghatéarozott stabilizatorral rendelkez6 halmazon vett értékei, a sorozat
indexének a novelésével novekszik a halmazok szimmetridja (egyre béviils
stabilizatorok) és a rajtuk szamitott mérték értéke is. Speciélisan, tekintjiik
az azonos keriiletd, 3.2" oldali szabalyos sokszogeket és megmutatjuk, hogy
ezek teriilete egy szigortian névekvs sorozatot alkotnak mikozben a

D3 C D3'21 C D3_22 C C D3.2n C H - U;-).;ODg.Qj

névekvs szimmetriasorozat a kor H szimmetriajaba torkollik. Altalunk be-
mutatott eljaras el6nye, hogy nincs sziikség a differencialszamitas modszere-
ire.
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3. Csoporthatasok halmazokon és automatael-
mélet

3.1. Bevezetés

Ez a fejezet harom alfejezetbdl all, mely alfejezetek célkittizései rendre a ko-
vetkezok: a) A bevezetd részben, az 1.1.9 A stabilizator-cimii paragrafus-
ban emlitett fogalmak kozotti Osszefiiggések tovabbi részletezésérdl lesz szo;
b) csoport hatasok halmazokon és kategoriaelmélet kapcsolatanak a vizsgé-
lata, illetve c¢) az X halmazra tugy tekintiink mint egy fizikai rendszer (auto-
mata) Osszes allapotanak a halmazéra, javasoljuk a kolcsonhatés fogalmat a
rendszer szamaéra és végiil egy principium megfogalmazasara kertil sor, amely
principium uralja a fent emlitett kélcsonhatasi folyamatot.

A kolesonhatasnak, ebben a disszertacioban megadott megkozelitését le-
het tisztan (6nallo) matematikai fogalomnak is tekinteni, de lehet ugyan-
akkor fizikainak is, tekintettel arra, hogy a fentebb emlitett principium a
fizikabol ismert szimmetriasériilés gondolatat is tartalmazza (a disszertécio
sordn a hangsily a matematikai értelmezésen van: itt arra gondolok, hogy
ha X egy G-halmaz és G-nek egy N normaélis részcsoportja az X halma-
zon gyakorolt hatasaival indukalja az X-en az ~y kongruenciarelaciot, akkor
G-nek egy olyan hatasa, amely a ~py kongruenciarelacio kiilonbozé oszta-
lyaihoz tartozé X-béli elemeket "kot Ossze", szimmetriasériilést valosit meg,
nevezetesen az N csoport altal képviselt szimmetrianak a sériilését; ilyenkor,
matematikailag adodik, hogy az automata a homomorf automatava alakul at
(0j rendszer) és a sériil szimmetria beagyazodik (beépiil) az 1G] rendszer alla-
potainak a stabilizatoraba (més szoval szimmetridjaba) -amint ez bizonyitéast
nyer a késébbiek soran). Itt érdemes viszont egy mondat erejéig megemli-
teni azt, hogy ez a bedgyazddas (mint matematikai tény, torvényszertség)
Osszhangban van a fizikabol ismert szimmetriasériiléses esetekkel. Ebben a
disszertacioban a kolcsonhatas a kovetkez6 megfontolashol nyer értelmezést
(késébb sor keriil a pontos formalis definiciora): a rendszer kolesonhatéasban
vesz részt, ha valamilyen f fizikai mennyiség értéke valtozik (azaz, f a rend-
szer allapotainak a halmazan értelmezett fiiggvény, a kolcsonhatés pedig a
Kerf =~y kongruenciarelaci6 osztalyai kozotti atmenetként értelmezhetd).
Az a) és b) részben Sy jeloli az X halmaz teljes szimmetrikus csoportjat mig
c¢) részben Sx-rél nem feltételezziik, hogy tartalmazza az X halmaz Osszes
permutéciojat (ennek ellenére tovabbra is hasznaljuk a szimmetrikus csoport
elnevezést) hanem csak annyit kell feltételezni, hogy tranzitiven hat X-en
és van egy nem trivialis kompoziciolanca (azaz Sx nem egyszeri csoport).
Az Sx-egyszerd csoport esete is emlitést nyer a disszertacioban bemutatott
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kolesonhataselméleten beliil.

3.2. Csoporthatasok halmazokon elmélettel kapcsolatos
eredmények

1. Tétel

Legyen X egy G-halmaz és x egy tetszbleges eleme. Ha N(G,) C G akkor
N(Gy) C G Vx' € C~(x). Specialisan ha G véges akkor a G, C N(G,)
osszefiiggés a hasonlo G,y C N(G,) 6sszefiiggést implikalja és G, = N(G,)-
bdl az G, = N(G,) Vo' € C~(z) Osszefiigges kovetkezik.

Bizonyitas

Ha N(G,) = G akkor G, normalis részcsoportja G-nek emiatt G, =
g 'Grg = Gu (' = gz) gy N(G,) = G ami ellentmond annak, hogy
N(G,) valodi részesoportja G-nek. Legyen G véges. Ha G, C N(G,) és
Gy = N(Gy) akkor G, = G, = N(Gp) = N(G,) (itt felhasznalasra ke-
riiltek azon ismert eredményeket miszerint GG, és G, egymésnak konjugalt-
jai illetve N(G,) és N(G,) ugyszintén egyméasnak konjugéltjai). Viszont
nincs olyan véges csoport amely valodi részcsoportjaval lenne izomorf. Ezért
G» C N(Gy) tgyszintén. Ha G, = N(G,) akkor G,y = N(G,/) Osszefiiggés
is teljesiil. O

2. Tétel

Legyen X egy G-halmaz és = egy tetszbleges eleme. Feltételezziik, hogy
G, = N(G,) C G (ami egyben azt is jelenti a 1.1.9 b) paragrafusa alapjan,
hogy C™~(x) szdmossaga nagyobb mint 1) tovabba legyen x’ € C™~(x), 2’ # x
akkor G, # G. Ha G véges akkor G, # G,,Vr1, 19 € C™(x), 21 # 3.

Bizonyitas

Ha G, = N(G,) akkor z az egyetlen olyan elem C™(x)-bdl amelyre igaz
az, hogy g,x = aVg, € G,. Viszont ha G, = G, akkor G, = G, N G
azaz minden G,-béli g, elem z/-t is invariansan hagyja. Mivel ' # x ezért
Gy # G, A tétel méasodik része (vagyis véges G esetére,G,, # G., ha
x1 # xoVxy, 19 € C™(x)) kovetkezik a tétel elss részébdl és az 1. Tétel-bol.
O

Kovetkezmény

Ha Sx véges és ha G, = N(G,) az Sx valamilyen tetsz6leges stabilizator
részcsoportjara (x tetszéleges X-ben) akkor G, # GuVx,2' € X, x # 2
(ahol G, és G/ tovabbra is az x illetve 2 elemek stabilizatorait jelolik).

Bizonyitas A 2. Tétel masodik részébdl kivetkezik a G = Sy és
C~(z) = X valasztas mellett. O
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Az el6z6ek alapjan G, izomorf G, ha 2’ € C~(x). Mivel az izomor-
fizmus, =, egy ekvivalencia relacié a csoportok halmazén, egy megfeletetés
létesithetd C™(z) (mint X halmaznak osztélya) és C=(G,) (mint a G csoport
részesoportjainak halmazéan értelmezett osztaly ) kozott (gg.x = 2’ Vgg, €
9Gy, gr =2, g € G) egy ®, fiiggvénnyel a kovetkezsképpen :

r —99 ' a C~(x) — ben
G, —Jo9r G, a C%(G,) — ben
P, (2*) = Gy ahol z* € C~(z) illetve G« € CF(G,)
(kénnyen belathato, hogy a gg, elemhez tartozo

foge : Go = G, f(92) = (99:)95(99:) "

leképezés egy izomorfizmus).

Erdemes megvizsgalni azt az esetet, amikor @, bijekcio. El6zéek alapjan
®, akkor és csak akkor bijekci6 ha minden z* € C~(z)-re igaz az, hogy
G = N(G,+). Ha G véges, @, akkor és csak akkor bijekcio ha létezik
z* € C™(x) agy, hogy Gu = N(Gyx).

Mint minden fliggvény esetén @, -re is értelmezhets a C~(z) halmazon a
Kerd, ekvivalencia relacié nevezetesen x1 Ker®,xo akkor és csak akkor, ha
D, (z1) = Pu(x2), (21,29 € C™(x)). Jelolje G, a G csoport Osszes G, stabi-
lizator részcsoportjanak a halmazat és ®* egy fiiggvényt a kovetkezSképpen
definialva:

" X —G;yeX
P (y) = 0a, (y) hay € C7 (1), O(y) = Pay(y) hay € C7(a2) ...

ahol xq, x5... a ~ relaci6 kiillonb6z6 osztalyaibol valoak. Ha x,y € X akkor
definialhatjuk Ker®* relaciot: zKer®*y akkor és csak akkor ha =z ~ y és
O,(z) = ,(y) (azaz ha y € C~(z) és O, (z) = P,(y)). Nyilvanvalo, hogy
Kerd* C~. Ha teljestil a G, C N(G,) = G feltétel minden C™~(x) osztélyra
akkor Ker®* =~. Viszont, ha G« = N(G,) C G feltétel teljesiil az ~
relaci6 minden osztalyara akkor 2. Tétel-bsl kovetkezik x Ker®*y « x =
y Vo,y € X (azaz Ker®* az X halmaz identikus relacioja). Kiilonben

identikus relacio C Ker®* C~

A G = Sx esetben (azaz C™~(z) = X) a 2. Tétel kovetkezményébdl nyerjik
a kovetkezs tételt.

3. Tétel

Legyen G a G csoport Osszes G, stabilizator részcsoportjanak halmaza.
Az X halmaz akkor és csak akkor adgyazhaté G-be ha G, = N(G,) C G
minden z € X-re. Ha Sx véges az X halmaz akkor és csak akkor dgyazhato
G-be ha G, = N(G,) valamilyen tetszSleges © € X-re.
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3.3. Csoporthatasok halmazokon és a kategoriaelmélet
kapcsolataval osszefiiggé eredmények

A kovetkezSkben két kategoria és egy Osszekotd funktor definidlasara kertil
sor. C™(x) elemeire ugy tekintiink mint egy kategoria objektumaira és ha = #
x’ két kiilonboz6 objektum C™(x)-bdl akkor a gG, osztély elemei (ahol g € G
és gr = ') lesznek az x objektumot 2z’ objektumba leképezs morfizmusok.

Ismert a kategoria elméletbsl, hogy ha C' egy kategoriat jelol melynek
objektumai A, B, C,... akkor, tobbek kozott, a kivetkez6 axiomanak kell tel-
jesiilnie: ha C(A, B) jeloli az A objektumot a B objektumba leképezs mor-
fizmusok halmazat, a C'(Ay, By) és C(As, Bs) halmazok, akkor és csak akkor
nem diszjunktak ha A; = A, és By = B,. Ezt a feltétel keriil ellenGrzésre
a C = C~(r) kategoria esetén melynek objektumai x,2',2"...(gz = z') és
C(z,2") = gG,. Legyen z* # x, z* € C~(x). Megvizsgaljuk a G-béli g elem
hatasat az z*-on (gz = 2'): ga* = x*. Viszont C(z*, 2% ) = gG,» és 2* # .
Ezért ha a fenti axioma teljesiil akkor C(z,x’) és C(z*, 2*) diszjunktak kell
legyenek (azaz gG, és gG,+ diszjunkt osztalyoknak kell lenniok). Ez viszont
nem teljesiil mert g = ge csoportelem mindkét osztalyban megtalalhato mivel
G, és G+ a G csoportnak részcsoportjai. Igy a kategoriaelmélet egyik alap-
vetd axiomaja nem teljesiil. Ezen nehézségen tugy lépilink &t, hogy minden
gG, osztalyhoz hozzarendeliink egy f9¢ fiiggvényt a kévetkezSképpen:

f A} — {a'}, fi% (@) =

(gr = 2, g € G, fI%(z) = (9G,)r = gr = 2'; v € C~(z)). Azt al-
litjuk, hogy C~(z) az x,2',2".. objektumaival az fI% fiiggvényekkel mint
morfizmusokkal, egy kategoriat alkotnak. Ennek belatasara ellenérizziik a

kategoriak definiciojaba foglalt kdvetelményeket és axiomékat:

- a C™(z) minden két objektuméahoz hozza kell rendelni legalabb egy
morfizmust amely egyik objektumot a mésikba transzformalja. Ha x1, 29 €
C~(z) akkor z1 ~ x9 azaz létezik g12 € G : g1ox; = 9 ezért az ;ng”” = 9y
nyilvanvaléan teljesiil.

~ g Gz 2 g2: Gz 20
-ha @y, 29,23 € C~(2) az fz,° "t és fue °? megfelel6 morfizmusokkal (az

els6 xq-et xo-be, a masodik xo-t x3-ba transzformalja) léteznie kell legalabb
egy morfizmusnak amely xi-et x3-ba transzformalja. Utobbi, nyilvanval6an

g1201 = X2; g23¥2 = T3; T3 = 923(912351) = (923912)%

913Gz

ezért 913 = g23912 € G. Tehat fl’l (.ZEl) = I3.

A tovabbiakban sor keriil a kategéridkra vonatkozo axiomak ellenérzésére.
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-C(z,2") és C(z*,2*") (v,2', 2%, 2% € C~(x)) akkor és csak akkor nem
diszjunktak ha x = 2* és 2/ = 2*. Ebben az esetben C(x,2') = {f9%},
(gr = ') és C(a*, 2%) = {f%.9"}, (¢°2* = 2*). Igy a két halmaz akkor és
csak akkor nem diszjunkt ha x = z* és ¢G, = ¢*G,» = ¢*G,. Ez viszont azt
jelenti, hogy o’ = z* ugyszintén. Tehat teljesiil az els6 axioma.

-a morfizmusok asszociativitasara vonatkoz6 axidéma, a fliggvények kom-

c stz

-minden x € C~(x) objektum esetén léteznie kell egy identikus mor-
fizmusnak: f¢¥c = fU amely az egyetlen ilyen az x szamara és ha f9C=
morfizmus z-et 2’-be transzformalja akkor f9%[fC:] = 2’ azaz f9% fG= =

g'G n ;o

f9¢= Hasonléan, ha o (¢z" = x) 2"-t 2-be transzformalja akkor

/ / !
g GI// ” g Gz// g Gz//

FOU5 @) = o azaz 91000 = )

x xT

Ezzel bizonyitast nyert, hogy C™~(x) valoban kategoria ahol az z,z’, 2" ..
elemei az objektumok és az f¢% fiiggvények pedig a morfizmusok. To-
vabbiakban megmutatjuk, hogy a C=(G,) osztaly is egy kategéria ahol a
Gz, Gy, G ... stabilizétorok az objektumok. A megfelel6 morfizmusok a
kovetkezSképpen definialhatok: ha G, G a C=(G,) két objektuma akkor a
9G. (g = o', g € G) osztalyhoz hozzarendeljiik a kévetkezs fiiggvényt, mint
morfizmust:

foca :{Go} — {Gu}, foc, = 9Gog™' = Gu

“ e,

A morfizmusok kompozicidjat az alabbiakban adjuk meg. Legyen G, G
és végiil G_» harom objektum a C=(G,)-bél és igy =, 2, 2" harom objektum
a C~(x)-bél, o' = go; 2" = ¢g'v’). Akkor 2" = ¢'2’ = ¢'(gz) = (¢'g)x. Ezért
az a morfizmus amely G,-et G #-be transzformélja nem més mint f,oq,
mert fiype, (Gz) = (9'9)G.(¢'9)™" = G,». Ismét ellendrizziik a kategoria
axiémait ebben az 1j esetben.

-C(Gy, Go) = {ngz} ¢s C(Gyr, G;v*’) = {fg*GI*}
(Gy, Gy, Gor,G v € C7(G,)) akkor és csak akkor nem diszjunktak ha
Gy =Gy, Gy =G .

s sz

boél adodik.
Legyen foc,(G2) = Gu; fyc,(Gw) = G illetve fog (Gr) = G

(gz =2, ga' =2",¢g"2" =2"). Akkor
fyro U rculhi (G} = fy e (9Gag™)] =
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= fyra , 1(09)G(g'9) 7] = g '[(d'9)Gulg'e) g " =

" /

={lg" (dDIG:lg" (99)] "} ={[(g 9" 9]Gal(9" 9 )g '} =
= (4 NN9Ge97 (9" 9) " = figr e, (Gar) =
—Jg'G n [fg’Gm/KGr’) = {fg”Gz// [fg’Gz/]}[ngz<Gx)]

-minden G, € C=(G,) objektum szamara létezik egy f.q, identikus morfiz-
mus amely az egyetlen ilyen: f.q,(G.) = eG.e”! = G,. Tovabb ha f,q,
egy morfizmus amely G -et G,-be transzformalja akkorf,q, [fec,|(Gz) =

foculfec, (G2)] 1y foc.fec. = fyc.. Hasonléan ha fyq.. a Gu-ot G,-be
transzformélja (¢g*z* = x) akkor

{fea. lfora )N Gar) = fea,[fora,. (Gor)] =

= feG’m (GI) - Gz - fg*G’z* (Gx*)

azaz fec, fyc,. = forc,.. Tehat C=(G,) is egy kategoriat alkot ahol G, G/,
G, ... az objektumok és az f,q, fliggvények pedig a morfizmusok.

A két fent definialt kategoriak kozotti funktor definidlasanak érdekében
visszatériink a mar emlitett ®, : C~(z) — C=(G,) fiiggvényhez; O, (x*) =
G+ ,Va* € C~(x). Tekintsiik azt az esetet amikor @, bijektiv (azaz amikor
G, = N(Gy+) minden z* € C~(x)). Legyen VU, a kovetkezs fiiggvény:

W, : {ff.:Gz* cxt e C(x), ¢F € G} = {fpq,. + ¥ e€C™(x), g5 € G}

A keresett F' funktor a (®,, V,) fiiggvény-par lesz: ®, az objektumok kozotti
megfeleltetésekért felelés mig V¥, a morfizmusok kozotti megfeleltetésekért.
Csupan annyit kell megmutatni, hogy a morfizmusok kompozicidjanak képe
a C™(x)-ben megegyezik a képek kompoziciojaval a C=(G,)-ben. Legyenek
5;7;20” és ff;SG” két morfizmus ugy, hogy fﬁllZG” (1) = o 53;30” (r9) = x3.
Akkor fi%920%1 (1)) = 25, Viszont
(923912)Gzy

\I]l"[ z1 ] = f(923912)Gx1 ) f(g23912)G;cl <G5E1> =

= (923912)G11 (923912)_1 = Guy; f(923912)G1'1 = f923Gx2 (fgl?Gml) =
= W, (F) [ (£

Az identikus morfizmusokra: f¢% = z; f.q,(G.) = eG.e”t = G, igy
U, (fe%) = f.q,. Tehat F = (®,,V,) valoban egy funktor a C~(x) és a
C=(G,) kategoriak kozott.
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3.4. Kolcsonhataselmélettel kapcsolatos eredmények

A tovabbiakban valahényszor a "fizikai rendszer", illetve "fizikai rendszer al-
lapotai" kifejezéseket hasznéljuk, tulajdonképpen formalisan mindig Mealy
automatat és annak allapothalmazat értjiik ezen kifejezések alatt (mivelhogy
ez egy matematikai értekezés). Amint mar emlitettiik a bevezets részben, a
sérilé szimmetria beagyazodasa az 1j rendszer allapotainak a szimmetridjaba
Osszhangban van a fizikai esetekkel. Tekintsiink X-re mint egy adott fizikai
rendszer allapotainak halmazara és legyen G, = G = Gx Vz,2' € X (itt,
a feliilvonasnak nincs kéze a topologiabol ismert lezérashoz); ilyenkor Gy
normalis részcsoportja Sx-nek (lasd az 1.1.9 c¢) paragrafust), amely Sx-rél
feltételezziik, hogy tranzitiven hat az X halmazon és van egy kompozicio-
lanca. Az Sx egyszerd csoport esetét kiillon megemlitjiik a késébbiekben.

Legyen o
{G}QGX:GUCG1CG2 ...CGn_1CGn:SX

az a kompoziciolanc amely tartalmazza Gx-et (ismert a szakirodalombol,
hogy ha Gx normalis részcsoportja az Sx-nek és ha Sx-nek van egy normal-
lanca, akkor van az Sxy-nek egy olyan norméllanca amely tartalmazza G x-et
és az is ismert, hogy egy normaéllanc mindig kompoziciélancca finomithato
(Schreier tétele). Nyilvanvalo, hogy Sy /G x htien hat az X halmazon. Jeldlje
~cn /Gy azt az ekvivalenciarelaciot, amelyet a Gy /G x csoport hatasai gene-

ralnak az X halmazon. G,/Gx normalis részcsoportja Sx/Gx csoportnak
és mint ismeretes

(Sx/Gx)/(G1/Gx) = Sx/G\

Ha z és sxG; az X illetve Sx/G; tetszoleges elemei akkor [(sxGi)z] €
C™e1/%x (x) (sx € Gq mellett) illetve [(sxG1)x] ¢ C™¢1/Gx (x) (amennyiben
sx ¢ G1). Nyilvanvalo, hogy Sx /G hiien hat az X/ ~, Gx halmazon.

1. Definici6(kolecsonhatasé) Jelolje f; valamilyen fizikai mennyiséget
(voltaképpen egy fliggvény), amely az X halmaz minden z elemén (allapo-
tan) értelmezett, és amelyre érvényes a Kerf; =~ /Gy Osszefliggeés. Az
[X; Sx /G x] rendszer kolesonhatasban vesz részt, ha a rendszer Sx/Gx cso-
portja Sx /Gy csoportra transzformélodik (csoporthomomorfizmus altal) és
az X dallapothalmaz az X/ ~¢ &, halmazra transzformalodik (sziirjekeio
altal).

Megjegyzés Ebben a kolcsonhatésban az f; értéke valtozik (mert Sx /Gy
"nem trivialis" elemeinek hatésa az ~g, /G Osztélyal kozotti atmeneteket
valositjak meg). Ugyanakkor az allapotok szimmetridja novekszik, mert az
X halmaz elemeinek stabilizatora Gy mig az 1j X/ ~cn /Gy dlapothalmaz

elemeinek stabilizatora G| (Gx C G).
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A fenti definici6 és az azt kivet§ megjegyzés indokolasat a kovetkezGkép-
pen adjuk meg. Jelolje

(X, Sx/ax,X/KeTfl,(;, /\)
illetve
(X/Kerf1,Sx/G1,(X/Kerfi)/Kerfy, ', \)

két Mealy automatat melyek allapothalmazai rendre X és X/ Ker f1, bemend-
jelek halmazai rendre Sy /G x illetve Sx /G és a kimendjelek halmazai rendre
X/Kerfy, illetve (X/Kerfi)/Kerfy. Az atmenet 6,0, A, \' fiiggvényeket az
Sx/Gx illetve Sx /G csoportok elemeinek hatasaik alapjan definialjuk:

fi: X = X/Kerfi; & : Sx/Gx — Sx/Gy1; Kerfi ="~G1/Gx

filz) = C7/Cx(x); fo: X/Kerfi — (X/Kerfi)/Kerfs; Kerfs =~Gy /Gy
folCTe/Ex (2)] = Crexe [CTe/Ex (2)]; @1(gGx) = 9Gh
d(z,9Gx) = (9Gx)r = (g2);
§'(CTea/Ex (z), gGh) = C7 /% (gz);
Nz, gGx) = C~61/Cx (gx);
N(CTeex(x), gGr) = CTe2/a [CT6/Gx (ga)];

Igy _ _
filo(z, 9Gx)] = fi(gz) = C7/Cx (gz) =

= §'(C7e1/Gx (), gG1) = §'(fi(z), P1(gGx))
Hasonloan
fa[A(z, gGx)] = fo[CT01/Ex (g)] = O~/ [CT1/Ex (ga)] =
= X(C™1/%x (), gGy) = N (f1(x), ®1(9Gx))
Tehat az adodik, hogy
filo(z,9Gx)] = &' (fi(z), ®1(9Gx))
és - .
fo[Mz, 9Gx)] = N (fi(z), 21(9Gx))

Felhasznélva az automataelméletbdl ismert automata homomorfizmus fogal-
mat azt kapjuk, hogy az (X/Kerfi,Sx/G1, (X/Kerfi)/Ker fy, 6, X') auto-
mata az (X, Sx/Gx, X/Kerf1,0,\) automatanak homomorf képe.
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Mint ismeretes, egy normalis részcsoport hatésai kongruenciarelaciot in-
dukalnak az adott halmazon. Ez a tény, a disszertacioban bemutatott elmélet
esetében a kovetkezSképpen formalizadlhato: Ha xq és x9 az X allapothalmaz
két tetszleges eleme tgy, hogy @1 ~¢, /@, T2 és g2 € Gj (G C Gy € Gy)
akkor [(g2Gx)z1] ~¢, Gx [(92Gx)xs] (azaz ~g, /Gy kongruencia). Ennek az
allitasnak a megforditasa is igaz (az alabbi K&vetkezmény bizonyitasa utan
tesziink errdl emlitést).

Kovetkezmény Minden z; — (¢2Gx )z és 75 — (92Gx) dtmenet ahol

C761/Gx (1) = C761/%x (13) #

# C~en/ex(guCx )] = ™6/ [(gs G )]

az ~, /G, osztéalyal kozott az (X,Sx/Gx, X/ ~Gy /Gy 05 A) automata esetén,
egy és ugyanazt az C”¢1/%x (x1) — C7%/Gx[(goG1)x1] dtmenetet indukélja
az (X/ ~q, /@ Sx/G1:(X/ ~g,/Gy)] ~Gs/ci: 0, N') automata (rendszer)
allapotai kozott.
Bizonyitas
5(!E1,92GX) = (QQGX>331 = g2

5(372792§X) = (QQGX)$2 = g2%2

Ezért
("~ 61/Gx (q;l) = (761/Gx (:Cg)

C™61/8x (gowy) = C761/%x (goir2), P1(92Gx) = g2G4
|

Mint ismert, a fent emlitett allitdsnak a megforditasa is igaz. Nevezetesen,
ha (g1Gx)z1 = x5 és ha létezik ¢* € G ugy, hogy

(9*6X>[(926X)m1] = (926)()1’2 Vg1 € G1 Vg2 € Sx

(azaz ha ~ /G €8y kongruencia, vagyis ha egy adott g2G x bemendjel az f;
mennyiségnek ugyanakkora véltozéasat idézi el6 (ahol Kerfi =~ /5;() akkor
(G normélis részcsoportja Sx-nek. Mindet egybevetve tehat, amikor az

(X, Sx/ax,X/KGT‘fl,(S, /\)

automata (rendszer) kolesonhatésban vesz részt (amely kolesonhatéast az
~an gy = Ker fi osztalyai kozotti dtmenet jelenti) a szoban forgd automatank
(rendszeriink) az

(X/Ke/rfly SX/G17 (X/K@Tfl)/K€Tf2, 5/’ )\/)
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automatava (rendszerré) alakul at amely utobbi automata az el6zének ho-
momorf képe.

Definicié 1’(kdlcsénhatasé) Legyen X illetve Sx /Gy egy fizikai rendszer
allapotainak halmaza, illetve a rendszer szimmetrikus csoportja. A rendszer
részt vehet kolesonhatéasban, ha léteznek a (¢1, f1) és (¢2, f2) fliggvénypéarok,
ahol ¢; és ¢, rendre az Sy /@X-en illetve az Sx/Gi-en értelmezett csoport
homomorfizmusok

o1 SX/EX — Sx/Gr; ¢ Sx/G1 — Sx/Ga;
(Kergy = G1/Gx, Gx C Gy; Kergy = Gy/Gy, Gy C Gy)
fi: X = X/Kerfi; fo: X/Kerfi — (X/Kerf1)/Kerf,
ugy, hogy az f; és fo-re teljesiilnek a
Ker fi =~ Kergr =Gy /Gy Kerf, =~Kergs—"~Ga2/G1
feltételek. Ebben a kolcsonhatasban az f; értéke valtozik és az
(X,Sx/Gx,X/Kerfi,5,\)
rendszer (automata) az
(X/Kerfi,Sx /Gy, (X/Kerfi)/Kerfy, &, \)

rendszerré (automatava) transzformalodik mely utobbi rendszer dllapotainak
a GG szimmetridja magasabb, mint az el6z6 rendszer (automata) allapotainak
a Gy szimmetriaja (Gx C G1).

Tovabbléphetiink és a kolcsonhatassorozat definicidjat is megadhatjuk.
Jelolje f1, fa, f3,-+; fu—1, fn valamilyen fizikai mennyiségek (fliggvények) soro-
zatat ugy, hogy

Kerfi =~¢, i Kerfo =~c, ;s Kerfo1 =~a, /G, o Kerfn =~a, /6,
¢s fi1 az X-en, fo az X/ ~q, g o-en,...fo1 az ((X/.)/ ~G, »/G, ,)-on ér-
telmezett. Végiil a rendszer (automata) szimmetrikus csoportja az Sx /G, —1

lesz, az allapotok halmaza az (..(X/ ~g, @)/ ~Ga/c1)-) ~Gp 1/Gnn) = Az
fn értelmezési tartomanya és a kimendjelek halmaza pedig a

(X ~g @) ~Gay61)-)] ~GuyGa )

halmaz. Az allapotok szimmetriaja (stabilizatora) maximaélis lesz (nevezete-
sen G,_1) és a rendszer (automata) Sx/G,_; szimmetrikus csoportja pedig
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egyszer. Ebben az utobbi esetben a rendszer egy stabil rendszer (mar nem
vesz részt tovabbi kolecsonhatasban).

2. Definici6(kolesonhatéas sorozaté)
Legyenek f1, fo,.., fn a rendszerhez asszocialt fizikai mennyiségek tgy,

hogy
Kerfi =~q, g Kerfo =~a,y a0 Ker fuo1 =~a, 6, o Kerfn =~a, /6,

i ((X//)/ NG2‘71/G¢72) - ((X//)/ NGifl/G7;72)/ ~Gi/Gia (Z = 17”)
és ¢1, Pa, .., ¢,_1 homomorfizmusok ugy, hogy

QZ51 : SX/EX - SX/G1§¢2 : SX/GI - SX/GQ; -';an—l : SX/Gn—2 - SX/Gn—l

Kergbl = Gl/ax; K6T¢2 = Gg/Gl; . K€T¢n_1 = Gn_l/Gn_g

A (¢17f1)7<¢27f2>7">(¢n*17fn*1) ﬁiggVénypé’rOk7 ahol Kerf’i —"~Ker¢; (Z =
1,n — 1), a rendszernek egy kolesonhatési sorozatat valositjak meg melyben
a rendszer részt vehet. Ha Kerf =~g & akkor nincs olyan kélcsonhatés a
rendszer szamara amely kolcsonhatas altal az f fizikai mennyiség (fiiggvény)
értéke megvaltozna.
Az egyszertiség kedvéért legyen Gx = {e}. Legyenek H; és G; az Sx-nek
két normalis részcsoportjai, illetve f és g két fizikai mennyiség gy, hogy
(a) Kerf =cuyina;)
(b) Kerg =~a,/mna)
f:Y = Y/Kerf, g : Y — Y/Kerg ahol Y egy (faktor)halmaz és
(H; N G;) az Y halmaz minden elemének a stabilizatora (méas szavakkal fo-

galmazva tekintsiik az (Y, Sx/[H;NG;] rendszert). Ennek megfelelGen vegyiik
szemiigyre az Sx-nek két kompozicié lancabol a kovetkezd részleteket:

..C[H;NnG;]C H, C[HiG,] C..C Sx

.. C[H;NG;] CcGjC[HG C..CSx
Ismert, hogy (a csoportelmélet méasodik izomorfizmustételébdl)
(I) H:G;/G; = Hi/[Hi N Gj]
(I1) H,G;/H; = G;/[H; N G|]

Az (I)-el jelolt izomorf csoportok az Y/Kerg illetve az Y halmazon fejtik
ki hatasukat mig a (I7)-es izomorf csoportjai pedig rendre az Y/ Ker f illetve
az Y halmazon. Nyilvanvalo, hogy Kerf N Kerg = identikus relacié az Y
halmazon. Megallapithato még, hogy |Y| = |Sx/(H; N G;)|,|Y/Kerg| =
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1Sx /G| és |Y/Kerf| = |Sx/H;|. Ugyszintén ha yy, ys az Y halmaz tetszéle-
ges elemei, Z € Y/Kerg és T € Y/Kerf akkor

(L) [(CTrrmnti (yy)| = [(CTH4/9% (Z))| =
= |[(Hi/H; N Gy)| = [(H:G,/G)]
(mert G; az Y/Kerg halmaz minden elemének a stabilizatora)
(I1') |CTCartinCs (yo )| = |CT 1/ (T) | =
= (G;/Hi N Gj)| = |(H:G;/H;)|
(mert H; az Y/Ker f minden elemének a stabilizatora).
Definialjuk f’-t az Y/Kerg halmazon ugy, hogy
() Kerf'=~m,q,/q, azY/Kerg halmazon és g'-t az Y/ Kerg halmazon
gy, hogy
(d) g(C™M%/ % (y)) = gy) (y € Y,y € Z;Z € Y/Kerg; Z C Y) azaz
¢’ injektiv az Y/Kerg halmazon. Hasonloan, definidljuk f* fiiggvényt az
Y/Kerf halmazon ugy, hogy

frermeit () = f(t),teY,t e V;VeY/Kerf;V CY
f" injektiv fiiggvény az Y/Kerf halmazon. Ha szemiigyre vessziik azon
két kolesonhatast melyeket az H;/H; N G; hatésai valositanak az Y hal-
mazon illetve a H;G;/G; csoport hatésai az Y/Kerg halmazon akkor az
(1), (I'), (a) — (d) osszefiiggésekbdl az adodik, hogy ezen két kolesonhatas tel-
jesen megkiilonboztethetetlen mert a g mennyiség egyik kolcsonhatas szerinti
invariancidja - bijekci6é erejéig azonos - a ¢’ mennyiség masik kolcsonhatas
szerinti invarianciajaval és tgyanigy az f mennyiség valtozasa azonos - bi-
jekcio erejéig - f/ mennyiség valtozasaval. Hasonléan megkiilonboztethetelen
az a két masik kolcsonhatas is melyeket G;/H; N G; hatasai valositanak meg
az Y halmazon illetSleg a H;G;/H; az Y/Ker f-en.

Jelolje rendre «v és 3 az elsg illetve a mésodik kolesonhatas-parost, akkor
a kovetkezd lehetséges kolesonhatasok adoédnak:

(I11) (Y, Sx/H,NG;) = (Y/Kerf,Sx/H;) =" (Y/Kerf)/Kerg", Sx | H:G;)
(III')(Y, Sx/H,NG;) =" (Y/Kerg, Sx/G;) —* (Y/Kerg)/Kerf', Sx/H;G};)

(ahol ¢" az Y/Ker f-en definidlt gy, hogy Kerg” =~m,q,/n,). Az is nyil-
vanvalo, hogy

[(Y/Kerf)/Kerg"]| = |[(Y/Kerg)/Ker 'l = [(Sx/HiG;)]
mivel a H;G; csoport stabilizatora az (Y/Kerf)/Kerg" ésa (Y /Kerg)/Kerf’

halmaz minden elemének.
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Osszefoglalva:
(IV}) « kolesonhatas soran a (I11)-ban: f valtozik, g invarians

(IV2)
(IV3) B kolesonhatés soran a (I11)-ben: g valtozik, f invarians
(Vi)

IVy) [ kolesonhatas soran a (I171)-ban: ¢” valtozik, f” invaridns. Te-
hét azt a fontos kovetkeztetés vonhato le, hogy egy kolesonhatasi lanchoz
valoban indokolt hozzarendelni egy kompozicidlancot; a kompozicidlanc fak-
torcsoportjai meghatéarozzak a kolesonhatéasok tipusait (az izomorf faktorcso-
portok pedig megkiilonboztethetetlen kélesonhatasokat képviselnek).

« kolesonhatés soran a (I11)-ben: f’ valtozik, ¢’ invarians

3.5. Alkalmazas a radioaktiv bomlasra

(Sejtés a radioaktiv atommagokrol)

Tekintsiik a T'h (thorium) bomlasi lancat.
Th —® Ra —® Ac —® Th —® Ra —* Rn —% Po —® Pb —® Bi —® Tl —" Pb
—P Bi =8 Po — Pb

Megfigyelhetd, hogy az utolso két 1épés hasonlo a (111) és (111")-ben el6-
fordulé transzformaciokhoz. Ezért a kovetkezd megsejtést javasoljuk: min-
den atommag a lancbol Mealy automataként értelmezhets tgy, hogy egy
kézbenss atommag az elzének egy automataelméleti értelemben vett ho-
momorf képe megnovekedett allapotszimmetriaval az el6z8 atommag &lla-
potainak szimmetridjahoz képest. A lanc végén all6 atommag allapotainak
szimmetridja a legmagasabb és egyben ez az atommag stabil.

Ha G,,Gp és G egyszert csoportok ugy, hogy G, N Gg = {e} és
G, = H;/H;NG; = HG;/Gj; Gs =G,;/H;NG; = H,G;/H,;
akkor
Sx Z2Ga x G x G X Gy X Gy X GoxGoxGgxGyxGgxGx
XGg x Gy X G

és a thorium bomlasi lancédhoz rendelt kompozicié lanc
{e} CGa C Gy x Gy C Gy xGgxGgCGoyxGsxGgxGyC..CSx

ahol a faktorcsoportok G,/{e} = G.; G, X Gg/Gy = Gp; Go X Gg X
Gﬁ/Ga X Gg = G/g; Ga X Gﬁ X Gﬂ X Ga/Ga X Gﬁ X Gﬂ = Ga és igy tovabb.
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Végil a rendszer szimmetrikus csoportja a GG csoporttal lesz izomorf. Az
f, £, f  g.g" stb. fiiggvények az X halmazon definialtak vagy pedig ennek
valamilyen faktorhalmazan (amit Y-al jeloliink) ugy, hogy

Kerf =~p, ; Kerg =~p,

H, és Hg ugyanazon (faktor)halmazon hat és izomorf rendre G, vagy Gs-
val. (IV})-(IV})- b6l kapjuk, hogy az f, f’,f  mennyiségek megegyezhet-
nek és rendre az Y)Y /Kerg,Y/Kerf kiilonb6z6 halmazokon definialtak (f
meg nem maradasanak elve a bomlaskor viszont megmarad  bomléskor) és
g,9', g  mennyiségek is azonosak lehetnek az Y,Y/Kerg,Y/Ker f kiilonbozé
halmazokon definidlva tgyszintén és invariansak o bomlaskor de valtoznak 3
bomléaskor (¢ meg nem maradasanak elve 5 bomléaskor).

Eddig, a disszertacioban bemutatott kolcsonhatéselméleti eredményeink
a kovetkezs principiumba foglalhatoak Ossze:

Principium(allapotok szimmetridjanak elve) Minden rendszer, (azaz
Mealy-automata) melyre igaz, hogy allapotai azonos szimmetriajuak, (azonos
a stabilizatoruk) "kolcsonhatéas sorozatban" vehet részt, mig az allapotok
szimmetridja maximalis lesz és a rendser stabilla valik. Ebben az esetben a
rendszer kiilonboz§ allapotainak szama miniméalis. Minden kézbensd rendszer
(Mealy-automata) az el6zének a homomorf képe.
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3.6. A kolcsonhatas és a szimmetria-sériilés ekvivalen-
cidja

Amint méar sz6 esett rola, egy fizikai rendszer (automata) kolesonhatasban
vesz részt, ha a rendszer allapotainak halmazén egy olyan atmenet valosul
meg, amely atmenet valamilyen csoport hatasai altal indukalt ekvivalencia-
relacio osztélyai kozott valosul meg. Viszont egy ilyen tipusi atmenet egyben
szimmetria-sériilést valosit meg (és forditva, egy szimmetria-sériiléssel péaro-
sulo folyamat kolesonhatést is jelent egyben), nevezetesen, azon szimmetria
sériilésérdl van szo, amelyet a szoban forgd ekvivalenciarelaciot indukalo cso-
port képvisel. Formalisan, ha az ~¢ ekvivalenciarelacio (azaz a G csoport ha-
tasai altal, a rendszer allapotainak a halmazéan indukalt ekvivalenciarelacio)
osztalyai kozotti atmenetet tekintem, akkor a G csoport altal képviselt szim-
metria sériil. Ez altal arra kévetkeztetiink, hogy a természetben lejatszodo
bizonyos kolcsonhatasok "mechanizmusa" az, hogy "felaldozni" egy adott
szimmetriat és ezaltal egy magasabb allapotszimmetriat nyerni és ezzel egyi-
dejiileg atalakitani a rendszert egy optimalis(abb) és stabil(abb) rendszerré
(automata homomorfizmus éltal). Arra kovetkeztetiink, hogy a kolcsénhatés
és a szimmetria-sériilés fogalmak ekvivalens fogalmak (mindegyik implikalja a
mésikat). Példanak okaért léteznek a természetben szimmetriasériiléssel pé-
rosul6 kolesonhatasok és ilyen kolesonhatasok felfedezéséért Chen Ning Yang
és Tsung Dao Lee fizikusokat Nobel dijjal tiintették ki 1957-ben (hasonloan
James W. Cronin és Val L. Fitch fizikusokat 1980-ban). Osszefoglalva tehat
azt allithatjuk, hogy a kolecsonhatésok olyan folyamatok, amely folyamatok
alatt érvényesiil az allapotok szimmetridjanak elve és amely elv megmutatja,
hogyan alakulnak at a rendszerek (automatak) optiméalisabb és stabilabb
rendszerekké kolcsonhatasok altal (amint lattuk automata homomorfizmus
érvényestilése altal).
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4. A szimmetria - szélsdérték elve

4.1. Bevezetés

Szamtalan példa szemlélteti a szamunkra azt, hogy a szimmetria és a széls6-
érték fogalmak kozott valamilyen kapcsolat sejthets, azaz, amikor egy "ob-
jektum" magas szimmetriaval rendelkezik, akkor az objektum valamilyen tu-
lajdonsagaval kapcsolatos mennyiség szélsGértéket vesz fel. Ilyenkor elég a
jol ismert izoperimetrikus probléméra gondolni. Tehat az emlitett mennyi-
ség alatt egy mértéket sejtiink egy o-gyiirtin definidlva. A tovabbiakban a
szimmetria-szélsGérték kapcsolatanak vizsgéalatara keriil sor és végiil, a bemu-
tatott eredmények lényegét egy elv (principium) megfogalmazasaval foglaljuk
Ossze amelyet, a Szimmetria-szélsGérték elve névvel latjuk el.

4.2. Osszefiiggés a szimmetria és a szélsGérték kozott

Tekintsiink az (X, S, pu)-harmast ahol X egy szeparabilis lokélisan kompakt
Haussdorf-féle mértéktér S a Bair-féle halmazok o-gyftrtje, amely ebben az
esetben azonos a Borel-féle halmazok o-gytrdjével és pu egy Bair mérték S-en
definialva. Legyen G egy kompakt topologikus csoport ugy, hogy X egy G-
halmaz. (G részcsoportja F-nek ahol F-el jeloltem az X Gsszes topologikus
automorfizmusanak csoportjat, azaz g € GG hatasa az X-en nem mas, mint az
X topologikus térnek énmagara valé topologikus leképezése). Feltételezziik,
hogy S és p balinvarians, azaz ha E € S és g € G akkor gE = {gz : = €
E} € S és u(E) = u(gE) VE € S és Vg € G. El6bb megmutatjuk, hogy G
elemeinek hatasa az X részhalmazain szintén csoporthatés:

el ={ex: v€E}y={zx: x€E}=F

(9192)E = {(q1g2)r - x € B} ={q1(g27) : ¥ € E} = gi{gor : € B} = g1(g2F)

Ha X egy lokalisan kompakt topologikus csoport, akkor ;1 a Haar mérték lehet
és G az X-nek egy kompakt topologikus részcsoportja; ha X egy euklideszi
tér, u betoltheti a teriilet szerepét, illetve a térfogat szerepét két- illetve
haromdimenzids tér esetén és G valamilyen tavolsagtartod transzforméciok
kompakt topologikus csoportja.

Mindenekel6tt tekintsiik az F-en értelmezett topologiat. Legyen g € F
és x € X. Legyen V, az x-nek egy kornyezete. Akkor gV, a gz-nek lesz egy
kérnyezete amit V,-el jelolok. A V,, kornyezethez asszocidljuk az F-nek egy
V, részhalmazat a kovetkezSképpen:

Vo=A{d: gz eV, =gV,}
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Mivel z tetsz6leges volt, ezért arra kovetkeztetiink, hogy ha ¢’ € V, akkor
g (gx) € gV, = g(gV,) valamilyen g € F. Tehat V, fliggetlen az = €
X valasztasatol. Megmutatjuk, hogy a V, halmazok, az F-nek egy teljes
kornyezetrendszerét alkotjak. Ha g; # go akkor létezik x € X 1gy, hogy
g1 # gow. Ezért létezik V, , tgy, hogy g ¢ V.. Jeldlje V,, az F azon
részhalmazat amit a Vi, ,-hez asszocialunk. Akkor go ¢ V,, mert ha g, € V,
igy a gox € V. eredmény addédik ami ellentmond a Vj,, valasztdsanak.
Jelolje U, és V; a g-nek két kornyezetét. Fentiek szerint ez azt jelenti, hogy
U, valamilyen Ugy,-hez, V, pedig valamilyen V,,-hez asszocialt. Viszont létezik
Wy C Ugy N Vyy. Legyen Wy, C F, Wy, ={g' : ¢'v € Wy, }. Igy ¢’z € Uy,
azaz g € Uy és g'v € V, azaz ¢ € V. Ezért W, C U, NV,

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy F' egy topologikus csoport a fenti to-
pologiaval szemben. Legyen gig2 = g és V, a g-nek egy tetszéleges kornyezete.
Azt kell megmutatni, hogy létezik V,, és V,, a ¢ illetve go-nek kdrnyezetei
ugy, hogy V,, V,, C V,. Mivel g1g = g ezért (g1g2)r = gz Vo € X. Legyen
r € X tetszélegesen kivalasztva, Vi, a gr-nek egy tetsz6leges kornyezete és
Vy a g elemnek a V,-hez asszocialt kornyezete. Igy V, valéban tetszéleges
kornyezete lesz a g elemnek. Ha ¢’ € V, akkor

91 € Ve =gV = (9192)Ve = {(g192)2" + 2’ € Vo} = Vigyg000

Legyen Vg, = {g5 : g57 € Vyo}. Viszont V,,, = Vy,. Tovébba, tekint-
siik a g elemnek azt a V,, kornyezetét amelyet a V,,, = Vi, kornyezethez
asszocialunk tgy, hogy

Vo = {9/1 : 91(9513) € Vgl(gg = Vi1(g22) = Vigrgn) )

mivel ¢1V,. = Vigg.)» tartalmazza gi(gyx)-et és igy ugy tekintiink a Vi,
kornyezetre mint a g;(ghz) kornyezetére. Tehat V,,V,, C V,. Végil meg-
mutatjuk, hogy amennyiben V,-1 a g=! € F elemnek tetszleges kornyezetét
jeloli akkor létezik a g € F' elemnek egy V, kornyezete gy, hogy Vg_1 C Vg1.
Legyenek z € X és g € F' tetszGlegesen kivalasztva. Jelolje V, az z-nek egy
koérnyezetét és

g (92) € g Woe = Vyrrggey = Va}

és legyen

={g': gz € gV =V}
Ezért V' = {g=': ¢ € V,}. Mivel g7! egy topologikus leképezés ezért
g_l(g’x) € g'(gVz) = V, minden ¢’ € V, esetén. Tehat (¢7'¢')z € V,
ami azt jelenti, hogy ¢ !¢’ € a V, stabilizatoranak. Mivel minden "ob-
jektum" stabilizatora (igy V,. stabilizatora is) egy csoport ezért azt kapjuk,
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hogy (g7'¢')~ = g ~'g szintén a Vj stabilizatorabol valé és igy ¢ ~'(gz) € V,

(minden ¢' € V). Igy V7' C V.

Legyen Gy ={e} C Gy C .. C G; C Gi41 C .. C H = UG, C G ahol
G1, Ga.. véges csoportok, G; (i > 2) valodi részesoportja Giyq-nek gy, hogy
(Giz1: Gy)| =k > 2, Vi =1,2.. (példanak okaért G = Da,, G; = D,, és
k = 2). Egyszerii belatni, hogy H egy csoport. Ugyanis ha gy, g2 € H akkor
g1 € Gs, g2 € Ggahols < qazaz g € Gyés g1g2 € G, C H. Ha g1, 92,95 € H
akkor g1 € G5, 92 € G, 935 € G, ahol s < q < p azaz g1,92,93 € G, C H és
az asszociativitas teljesiil mert G, csoport. Végiil ha g € H akkor g € G és
g ! € G, C H; az is nyilvanvalo, hogy e € H.

Jelolje Ay € S egy véges mértéki halmazt azaz 0 < pu(A;) < oo. Széarmaz-
tatjuk a kovetkez6 A, halmazt: Ay = Ugeq,gA1. Mivel S balinvarians és o-
gytird ezért A, € S. Nyilvanvaloan teljesiil az A; C Ay ésigy u(A;) < p(Aq).
Megmutatjuk, hogy az A, halmaz Gs-invarians. Valoban, ha ¢’ € G5 akkor

g As = ¢ (Uyec,gA1) = Uge, g’ gA1 = Ay

Hasonloan A; = Ugeg,gA2 és ha ¢ € G akkor ¢’A; = ¢'(Ugeg,942) =
Ugeasg'9gAs = Az azaz Az, Gs-invaridns. Ha A = Ugeq, 94, @ > 1
akkor nyilvanvalo, hogy az A; 1 halmaz G, -invarians. Ezzel konstruéltunk,
mérheté halmazok egy novekvé sorozatat:

Al CAC..CACALC.CB=UZ A= limj_o(A;)

Mivel A; € S, 7 = 1,2.. és mivel S egy o-gytird ezért B € S. Tekintettel
arra, hogy p egy mérték ezért

(A1) < p(A2) << p(Ai) < p(Aiy) << pu(B)
és

w(B) = (U521 4j) = pllimj—ccAj) = limjoop(A;)
(ahol az utolso egyenldség ismert a mértékelméletbdl).

A kovetkezd 1épésben megmutatjuk, hogy a B = U2, A; halmaz H (=
U;’ilGi)—invarians. Ezért legyen g € H tetszélegesen kivalasztva. Igy 1étezik
G; C H 1gy, hogy g € G;. Viszont B = A; U2, ., A;j. Az el6z8ek szerint
A; egy Gj-invarians halmaz és az A; (j > 1) halmazok G;-invariansak lévén
ezért G,-invariansak is mivel G; C G;. Tehat

Hasonl6an egy mésik halmazsorozat is szarmaztathato csak nem a halmaze-
gyesitéssel hanem a metszettel:

Al = Ay Ay = Ngea9Ar; - Ajy = Ngeay 1 9AT; -
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Egyszert belatni, hogy az A, halmaz G;-invarians Vi = 1, 2.. és definialjuk a

B'=n52, A} = lim; . A} 5 akkor
BC.cA,,CACA C.CA =4

0<u(B) <. < pu(Afy) < p(A)) <. < p(d]) = p(dr) < oo

Tehat u(B') véges, ugyanakkor érvényes, hogy B C A} = A; C B ahol B’
és B H-invariansak.

A tovabbiakban u(B) végességét vizsgaljuk. u(B) akkor és csak akkor
véges ha p(A;) egy Cauchy sorozat vagyis akkor és csak akkor ha

limj oo [p(Aj1) — n(A;)] =0
azaz ha
pl(Aj — A U (Aj — Ajp)] = d(Ajga, Aj) — 0 (§ — o0)

ahol
A(E, F) = y(EAF) = ul(E - F) U (F - E)|

mint ismeretes azt a tavolsagfiiggvényt jeldli amit a véges mértékd halmazok
metrikus terében szokas definialni.

:U’(Aj-l'l - AJ) = M(UQGGH-lgAj - AJ) = :U’(UQGGJ'H (gAj - AJ))

Ha g; € 01G; (91,95 € Gjy1) akkor g54; = (919;)A; = 91(9;4;) = g1 4;.
Mivel az A; halmaz G invaridns azt kapjuk, hogy

M(Ugea; (945 — Aj)) < gy — Aj) + o+ plge—1 45 — Ay)

ahol 91,92, - Gk—1 € Gj+1_Gj és gmG] # gTLG] (m 7£ n, m,n = 17 27 ] k_l)
Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy

(g1 A5 — Aj) + .. + p(gr—1A; — A;)) — 0 (j — 00)

elégséges feltétel a p(A;) sorozat konvergenciajahoz (és igy pu(B) végességé-
hez). Lagrange tételébdl (miszerint véges csoport részesoportjanak elemeinek
szama osztoja a teljes csoport elemeinek szaménak) viszont az adodik, hogy

|Gj| =00 (j = 00) (1G] 25 =1)

Viszont egy elégséges feltétel az 251 u(gnA; — A;) — 0 hatérérték teljesii-
léséhez az az, hogy

plgA; — Aj) < ¢/(1G4[%) Vg € Gjpa,5 = 1,2..
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ahol «a és ¢ pozitiv valés szamok. Ebben az esetben ugyanis
p(Ajpa = Ay) < (k= De/(|G5]%) < (B =1)¢/j* = 0 (§ = o0)

(az utobbi hatéarérték az analizisbdl ismert és trivialis; hangsulyozzuk ugyan-
akkor, hogy k és ¢ j-t6l fiiggetlen allandok).

Megjegyzések

(a) p-balinvarians ezért

1(gA; — Ay) = plg(A; — g T Ay = u(A; — g1 Ay)

Tehat ha pu(gA; — A;) — 0 akkor p(A; — g1 A;) tgyszintén.
(b) Abban az esetben amikor G, normalis részcsoportja Gjii-nek, j =
1,2.. (példaul k = 2 esetben) érvényes az alabbi Osszefiiggés

S lgmAy — Ay) = S (A — gt Ay) = Se i u(Aj — gm4;)

Valoban, mivel g,, ¢ ¢,G; ezért ¢! ¢ ¢,'G; (kiilénben g,' = g, 'g; és
igy gm = gj_lgn = gngg- € ¢,G; ami nyilvanvalo ellentmondas). Ezért, ha
SE L (gmAj — Aj) — 0 (j — 00) akkor XF 1 u(A; — gnA;) tGgyszintén és
mivel ¢ nemnegativ, a u(gA; — A;) — 0 igazsagabol a p(A; —gA;) — 0 (j —
00) igazsagara kovetkeztetiink. Viszont

d(gA;, Aj) = pl(gA;—Aj)U(Aj—gA;)] = u(gA;j—Aj)+u(Aj—gA;); 9 € G

ezért d(gA;, A;) — 0 akkor és csak akkor igaz, ha pu(gA; — A;) — 0 (j — o0)
(c) p(B) végességére lehet kovetkeztetni ha

d(gAjaAj) < QC/UG]‘a), (g € Gj+17 a > 07 ] = 172)

d(Aji1, Aj) = m(Aj1 = Aj) = p(Aj) —p(4;) < (k=1)¢/(G%) = 0 (j — o0)
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4.3. A szimmetria-optimum eset

Térjlink vissza a mar emlitett
Al C A C .. CACAL C..CB=UZ A =limj oo(4) (1)

sorozathoz ahol a tagok mérheté halmazok és feltételezziik, hogy v szintén
az S-en értelmezett mérték tgy, hogy teljesiilnek az alabbi feltételek :

0 < p(Ay) < p(As) < .. < p(4;) < .. <p(B)=limj_op(Aj) < oo (2)

0 <v(A;) <v(dy) <. <v(4) <. <v(B)=Ilimj_v(4;) < oo (3)

ARKor lim;oalv (A7) [1(A)] = [v(B)/u(B)]. Teht ha [v(A;)/u(A;)] ey
csokkend sorozat (azaz pu(A;) gyorsabban novekszik mint v(A;)) akkor
[v(B)/p(B)] minimalis (ugy tekintiink ra mint egy optimum esetre). Ha ugy
tekintlink az A; sorozatra mint egy "standard" sorozatra abban az értelem-
ben, hogy ha C; egy masik S-béli sorozat amelyre igaz az, hogy C; halmaz
ugyszintén Gj-invarians és

CiCcCyC..Cc(CCCiyy C..CB=1limj_C;

akkor lim;—oo[v(Cy)/1(Cy)) = [V(B)/u(B)).

Mivel G kompakt, ha {g;};en C H, akkor {g,};en konvergensnek tekint-
het§ és G zért lévén, igy lim; .og; = g € G. Mivel H (ahol a feliilvonas
a topologiai zéarast jelenti) zart részhalmaza a kompakt G-nek, ezért H is
kompakt és G-nek topologikus részcsoportja (amint ez ismert a topologikus
részesoportokrol). Azt allitjuk, hogy B egy H-invarians halmaz. Valéban,
legyen g € H és * € B. Igy x € A; valamilyen j € N indexre. Ek-
kor gx = lim;_ogjx € B (az alabbiakban fogom indokolni). Ha y € B,
akkor y = lim;_oo.p,epTi €8 18y gy = lim;_o0g; € B (mivel B lezartja on-
maga B). Most indokoljuk a feljebb felhasznalt Osszefiiggést, nevezetesen:
gx = lim;j_ gz (ahol g = lim;_.~.g;). Azt kell megmutatni, hogy ha V,, a
gr-nek egy kornyezete, létezik g;x € V,, valamilyen j indexértékre. Legyen
tehat V, az x-nek egy tetsz6leges kornyezete és igy gV, = V. a gr-nek egy
tetszoleges kornyezete. Legyen V, a g-nek azon kornyezete amit a V,-hez
asszocidlunk. Mivel g = lim;_g; ezért létezik g; € V, gy, hogy g;x € Vi,
ami azt jelenti, hogy gz = lim;_,.g;x. Abban a partikularis esetben, amikor
B egy kor az euklideszi sikban, H a kor teljes szimmetriajat megtestesité
csoportot jelenti.
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4.4. Az "izoperimetrikus" probléma

Az aldbbiakban feltételezziik, hogy p és v olyan mértékek amelyekre teljesiil
a kovetkezd két feltétel:

(a) Ha {A,}nen az (1) alatti sorozat ugy, hogy (2) és (3) feltételek tel-
jesiilnek akkor [v(A,)]*/u(A,) egy csokkend sorozat ahol s > 1 valos szam (
az s = 0 eset trivialis hiszen p(A,) névekva).

(b) T egy olyan topologikus részcsoportja F-nek amely izomorf R*-al
(teytey, = teyey, €1,02 € RT) 1gy, hogy az S o-gytird T-invarians is (azaz
t.P € SVYP € S ésce RT), T kommutal H-val és v(t.P) = cv(P) illetve
p(teP) = c*u(P).

Példéul T' betoltheti a kozéppontos hasonlosag szerepét az euklideszi sik-
ban, amelyre s = 2 valamint v és u rendre a keriiletet, illetve a teriiletet
jelentik. Megmutatjuk, hogy P és t.P ugyanazzal a szimmetriaval bir a H-
ban: ha a P halmaz Gj-invarians akkor ¢.P is az és forditva. Ugyanis, ha
g;P = P akkor g¢;(t.P) = t.(¢9;P) = t.P. Megforditva ha g,(t.P) = t.P
akkor

03P = g1t (teP)] = ¢ [g,(t.P)] = £ '[1.P) = P

Most megmutatjuk, hogy [v(A;)]?/u(A;) csokkens 0 < 8 < s (a 8 = s esetrdl
mér az (a) pontban feltételeztiik, hogy igaz):

(Aj0))? (A = [(A)) /1 4y) =

= [W(Aj) /v (A7) [1(A)) [ 1(Aji)] <
< (A1) /(AP [(A)  (Aja)] < 1

A tovabbiakban megfogalmazunk egy "izoperimetrikus" problémat. Ha S, v
és p eleget tesz a mar emlitett két feltételnek és ha E C S egy olyan halmaz-
csaladot jelol, amelyre igaz, hogy a csaldd minden tagjara a v értéke azonos:
v(A) =1 = const. > 0 akkor u(A) maximalis ha A szimmetridja maximalis.

Visszatériink az (1) alatti sorozatra, amely eleget tesz a (2) és (3)-ban
leirt feltételeknek. Legyen ¢; € R* 1gy, hogy cjv(A;) =1Vj=1,2,.. Igy

e (A)/ 165 A)] = /165l Ay)] = [(te; A7)l /Tulte; A)] =
= 1/[n(te; Aj)] = [(AD))* /11 (Ay)]

amely utobbi sorozat csokkend, amint ezt az (a) feltételben méar megfogal-
maztuk. Ezért u(t.;A;) sorozat egy novekvé sorozat, és mivel A; és az
E-béli t.;A; halmazok szimmetridja azonos, arra kévetkeztetiink, hogy a
B, =t. A € E (v(Bj) = | = const.) sorozat esetén p(B;), akkor maxi-
mahs ha a szimmetria is maximalis.
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Megjegyzés o
Ha B = B € S akkor u(B) = u(B) és igy az adodik, hogy p maximélis
értékét a H altal megszabott maximalis szimmetria esetén veszi fel.

Tekintsiik a kévetkezd kis alkalmazast egy diéder csoportok sorozatara:
Gl:D3CGQZDGCG3:D12C..CGj:Dg.Qj—l C

C Gj+1 = D39 C Gj+2 =Ds39+1 C..C H= U?ilGj (4)
Ebben az esetben k = |G;.1|/|G;| = 2 és |G| = 3.27, j > 1. Eszrevenni,
hogy
(Ajr1) = (Aj) = p( Az — Aj) = p(A;UgA4; = Aj) g, 1-c5) = MgA; —A;j)

Ezért, ha a novekvé A; sorozat (ahol A;, Gj-invaridns:;j = 1,2..) eleget
tesz a mar emlitett feltételnek, miszerint u(gA; — A;) < ¢/(|G4]*), (g €
Gjy,a > 0,7 = 1,2,..) akkor pu(B) = p(lim;_Aj) = limj_oop(A;) véges
lesz. Mindez arra késztetett, hogy A;-nek a szabalyos haromszoget, As-nek a
szabalyos hatszoget,.., A;-nek a szabélyos 3.2771-sokszoget valasszam és igy
tovabb, amely sokszogeket az R sugara korbe irjuk (u jeloli az abrak teriiletét
az euklideszi sikban). Igy gA;, g € (Gj41 — G;) az A; abrénak 7/(3.2771)
szoggel valo elforgatasat jelenti. Ha n = 3.2~ akkor

u(gA; — A;) = nR¥(1 = cos(r/m))? tg(x/n)
amire egy megkozelité becslést lehet adni:
nR:m* J[(21)*n*tg(n/n)] < nR?x*/(4n*n/n) =

— R/(2n)? = PRY/|G, (@ = 2)

Ha v(A;) az A; sikidom keriilete, nyilvanvalo, hogy v(A;) szintén konvergens
sorozat. Valoban, egy hasonl6 szamitassal az adodik, hogy

v(gA; — A;) = 4nRsin|r/(2n)]{1/cos[r/(2n)] — cos[m/(2n)]} — 0 (j — o0)
Erre az esetre s = 2 és
o = [V(An)]?/10(An) = dntg(m/n)nz3

Felhasznélva a tg(z) fliggvény Taylor sorbafejtését, az adodik, hogy 1 —
r, < 0 azaz z, sorozat csOkkens. Tehat ha cjv(A;) = | = const. akkor -
tekintettel arra, hogy B = B = kor és H a kor szimmetridjat jelenti - azt az
eredményt kapjuk, hogy a kérnek lesz a legnagyobb teriilete (H valoban a
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kor szimmetriajat jelenti, hiszen a (4)-bél latni, hogy tetszdleges szoggel valo
elfordulas valamilyen H-béli sorozat hatarértékeként &ll el).

Megjegyzések
(a) A [v(A,)]*/u(A,) sorozat nem lehet csokkend minden s € Rt-ra
(azaz megallapithato egy fels6 hatar az s értékére), hiszen

(A )] u(Ajp) - V(A7 (Ay)] =

(A1) /v (A)] [1(A)) / 1(Aj11)] >
> [1(Ar)/u(B)][v(Aj11)/v(Aj)]° — o0 (s — o0
(b) Az emlitett Osszefiiggésben, nevezetesen v(t.P) = cv(P) és u(t.P) =
cu(P), az R™ szorzattér esetén s = 2/1 a (keriilet,tertilet) péarosra, s =
3/2 a (teriilet,térfogat) parosra és altalaban s = n+ 1/n — 1(n — o0).
Ezen utébbi esetben az "izoperimetrikus" probléma minden értelmét veszti
és legfeljebb csak szimmetria-optimum eset all el§ (itt megjegyzem azt, hogy
amennyiben egy (v, i) "izoperimetrikus" probléméanak van megoldésa, akkor

mindig beszélhetiink egyben egy szimmetria-optimum esetrdl is hiszen ha
[W(A)]*/i(A;) (s > 1) csokkend, akkor v(A;)/pu(A;) ugyszintén az.

Osszefoglalva tehat, konstrualtunk - csoporthatasok altal - egy {A;}jen
halmazsorozatot, melyre igaz az, hogy A, szimmetridja magasabb, mint
A; szimmetridja, a v(A;) és u(A;) sorozatok konvergencidja csoport (azaz
szimmetria)-fliggs és ha az "izoperimetrikus" probléma (a) és (b) feltételei
teljestilnek, ami az (X, S, v, u)-t6l fiigg, akkor, amint ezt lattuk - egy szoros
kapcsolatot lehet feltarni a szimmetria és a szélsGérték kozott: a maximé-
lis szimmetria egy szélsGértéket implikidl. Ez a kapcsolat testesiti meg a
szimmetria-szélsGérték elvét.

4.5. Az Allapotok szimmetridjanak az elvének és
a szimmetria-széls6érték elvének kapcsolata

Vizsgaljuk meg a két elv kapcsolatat! Mindkét esetben egyre névekvs szimmetria-
sorozatrol van szo, hiszen C~¢(x) = Ugeqg{r} az x osztilya és hasonloan
Ajv1 = UgeggA; = C~9(A)) az Aj-nek osztalya és igy C~¢(z) illetve,
C~¢(A;) osztalyok G-invaridansak. Azonban, a véges csoportok azon soro-
zata, amely szerepel a szimmetria-szélsGérték elvét kifejté elméletben, nem
sziikséges, hogy normaéllanc legyen, ezért a szimmetria-szélsGérték elve a ma-
sik elv altaldnositasaként is értelmezhets. Masrészrél viszont az allapotok
szimmetridjanak az elvét szarmaztatd elméletben nem feltétleniil sziikséges
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definidlni (értelmezni) semmilyen mértéket az elemek osztéalyain. Ezért, eb-
bél a szempontbol megéllapitom, hogy a szimmetria-szélsGérték elve specialis
esetként all el6 az allapotok szimmetridja elvének.
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5. Az eredmények osszefoglalasa

Csoporthatas halmazokon és automataelmélet-cimi fejezet eredmé-
nyeinek az Osszefoglalésa.

A fejezet harom alfejezetre bontott. A Csoporthatasok halmazokon
elmélettel kapcsolatos eredmények cimi alfejezetben levé megallapita-
sok, egy X, mint G-halmaz ugyanazon C™~(x) osztélyahoz tartozo elemek sta-
bilizatorai, és ezek N(G,), illetve N(G,/) normalizatoraira vonatkozod Ossze-
fiiggéseket tartalmazzak. Ezen Osszefiiggések egy része a fent emlitett osz-
taly elemeihez asszocialt stabilizatorok normalizatorai és a teljes G csoport
viszonyat vizsgélja (ha N(G,) C G, akkor N(G,/) C G ugyszintén minden
' € C™(x)), egy masik része pedig az elemek stabilizatorai és ezek norma-
lizatorainak viszonyat (ha G, = N(G,) C G és 2’ € C~(z), 2’ # = akkor
G, # G.). Kiilon megfogalmazasra keriilnek olyan eredmények, amelyek GG
véges szamossaga esetén érvényesek. Az alfejezet végén megfogalmazunk egy
bedgyazasi tételt, nevezetesen, megfogalmazzuk annak feltételét, hogy az X
halmaz bedgyazhato legyen a G csoport 6sszes G, stabilizator részcesoportjé-
nak halmazaba.

A Csoporthatasok halmazokon és kategoriaelmélet kapcsolata-
val Osszefiiggd eredmények cimi alfejezetben két kategoriat definidlunk,
nevezetesen: az x € X, C~(x) osztalyat, melynek objektumai az osztaly
elemei, a morfizmusokat a GG csoport elemeinek a hatasai valositjak meg, és
a masik kategoria pedig a C=(G,,) osztély (ahol az objektumok a C™(x) ele-
meinek stabilizatorai) a morfizmusok pedig a G elemeivel képezett gG,g*
konjugélasok. Ellendrizziik a kategoria axiomait. Végil megmutatjuk, hogy
konstrualhaté egy funktor a két kategoria kozott.

A Kolcsonhataselmélettel kapcsolatos eredmények cimi alfejezet-
ben Mealy- automatak allapothalmazain (az allapotok kozotti atmenetet cso-
porthatasok valositjdk meg; a kérdéses csoportrol csak annyit feltételeziink,
hogy tranzitiven hat az allapothalmazon és van egy nem trivialis kompozicio-
lanca) normalis részcsoportok elemeinek hatéasai altal indukalt kongruenciare-
laciot értelmeziink. A fizikdbol kolesonzott szoval, a kdlesonhatast definidljuk
a Mealy-automata szaméra: az automata akkor vesz részt kolcsonhatasban,
ha az allapothalmazén a fent emlitett kongruencia osztalyai kozott torté-
nik az atmenet. Felhasznélva a csoportelmélet izomorfizmustételeit illetve az
automata-homomorfizmus fogalmat megmutatjuk, hogy a kolcsonhatasban
résztvevs automata a homomorfkép automatara transzformalodik; a gondo-
latmenet folytathato az 4j automatara (tehéat kolesonhatassorozatot értelme-
ziink az automatak eme sorozatan). Végiil egy szimmetriaelvet fogalmazunk
meg a fent emlitett kolesonhatassorozatra amely az "Allapotok szimmetria-
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janak az elve" elnevezést kapta.

A Szimmetria-szélsGérték elve cimi fejezetben - amint azt mar emli-
tettiik a Torténeti attekintés cimi fejezetben - a szimmetria és a széls6-
érték kapcsolatat kutatjuk abbol a célbol, hogy a klasszikus izoperimetrikus
problémét egy masik oldalrol kozelitsiik meg: a probléma eredménye &ltal
sugallt szimmetria-szélséérték kapcsolatdnak az oldalarol.

Ebben a fejezetben is a kulcsszo a csoporthatas de nem halmazelemeken
hanem egy egész halmazon (végiilis a transzformalt halmaz - hasonloan a cso-
portok részhalmazainak balrdl (jobbrol) valo szorzasédhoz - ugy all el hogy
elemeit a régi halmaz elemeibdl kapjuk azaltal, hogy egy adott csoportelem
hatést gyakorol ezeken az elemeken):

gE = {gx : z € E}

ahol g egy csoportelem. Triviadlisan kévezkezik, hogy e = E és az asszoci-
ativitasra vonatkozo Osszefiiggés is. Az X tér amelyen dolgozunk egy szepa-
rabilis, lokalisan kompakt Hausdorff-tér; S a Baire-féle halmazok o-gytrtje
(amely - mint ismert a mértékelméletbdl - az ilyen terekben egybeesik a Borel-
féle halmazok o-gytrijével. Feltételezziik S-r6l, hogy balinvaridns azaz ha
E € S akkor gF € S ugyszintén.

Jelolje v egy Baire-féle mértéket az S-en (mint ismert, az euklideszi sik
Borel=(Baire) o-gytirijén értelmezett Lebesgue-féle mérték egy Borel-féle re-
gularis mérték lesz (azaz a Borel mérték egybeesik a Baire mértékkel amely -
mint ugyszintén ismert mindig regularis)). A fent emlitett téren konstrualunk
egy { A, }nen mérhets halmazok sorozatéat a kévetkezo eljarassal. Legyen

Gi={e}CGyC..CGCGC..CH=UZG;CG

ahol G, G, .. véges csoportok tugy, hogy [(Giy1 : Gi| =k > 2Vi=1,2.. (pél-
daul G;11 = Do, és G; = D,,) és G egy kompakt topologikus részcsoportja az
X-tér onmagara valo 6sszes topologikus leképezések F' csoportjanak. Jelolje
Ay €Sy Ay = Ugeg,gAr; ;. Tehat adott a

Al CAC..CACALC..CB=UZ A= limj_oo(A;);

mérheté halmazok sorozata, ahol A; nyilvanvaloan Gj-invaridns. A fejezet
elején vizsgaljuk annak feltételeit, hogy p(B) = lim;_.op(A;) véges legyen.
Legyen v egy masik mérték az S-en. A kovetkez6 hipotézisekbdl indulunk
ki:

w(B) és v(B) véges;

[V(A;)]?/p(A;) egy csokkend sorozat, ahol s egy nem negativ valos szam,
s>1
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T az R*-al izomorf (¢ t., = tcicz) (c1, ¢ pozitiv valos szamok), T az F-
nek topologikus részcsoportja tgy, hogy S T-invarians tgyszintén, valamint
T felcserélhets H-val;

v(t.P) = cv(P) és pu(t.P) = ¢’u(P) minden P € S,

EC S olyan halmazosztaly amelyre érvényes, hogy v(A) = | = const >
0 VA € E;

Akkor:

P és t.P szimmetriaja azonos H-ban; (¢. hatésa olyan mint egy kozép-
pontos hasonlésag ¢ paraméterrel)

((A) értéke maximalis ha A szimmetridaja maximalis;

B halmaz H invarians (ahol a feliilvonasok a lezarast jelélik az X-ben
illetve az F-ben);

ha B zart, azaz B = B € S, akkor u(B) = u(B) és i a maximalis értékeét
a maximalis H szimmetria esetén veszi fel;

Ez testesiti meg a szimmetria-szélsGérték elvet. A fejezet végén alkalmaz-
zuk a fenti eredményeket az euklideszi sikban: p és v rendre a teriilet és a
keriiletet jeloli. A csoportsorozatunk a kovetkezs:

G1:D3CG2:D6CG3:D12C..CGj:D?)ijlC..CH:U;.ilGj

Tehat A; az R sugart korbeirt 3.277! oldala szabélyos sokszdg (7 = 1,2..).
Most s = 2 és az

2 = [V(An)]?/1(An) = dntg(m /1) n>3

cstkkend sorozat. Igy arra kovetkeztetiink, hogy ha c;v(A;) = | = const,
akkor a kornek lesz maximalis teriilete, mert B = B =kor és H a kor szim-
metridja, mivel minden forgatas (tetszéleges szoggel) elgallithatd valamilyen
H-beli sorozat hatarértékeként (tehéat visszakoszon az izoperimetrikus prob-
léma eredménye mint a szimmetria-szélsGérték elvének egy speciélis esete).
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