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Ezeken az oldalakon Osszefoglalom a kutatdasaimat a kovetkezo két, egy-
arant élénken kutatott nem-klasszikus logikai teriileten: spatio-temporalis
és altalanositott intervallum-értékia logika. Mindkét esetben a munkam
hajtoereje az volt, hogy a nem-digitalis, in. analég szamitasok tudomé-
nyahoz jaruljak hozza.

1. Temporalis és spatio-temporalis logikai eredményeim
és irodalmi hatteriik

1.1. Temporaélis logika

A temporilis logikdat széleskorben hasznaljak a szamitési eszk6zok speci-
fikdlasanak és verifikdlasanak elméletében, ez a logika eszkozoket ad a
keziinkbe szamitasi eszkozok dinamikus tulajdonsagainak megfogalmaza-
sdhoz és bizonyitasdhoz, mind hardver, mind szoftver szinten. A tem-
porélis logika nyelve arra is alkalmas, hogy benne kézvetlen specifikacidkat
irjunk le és egy automatikus eljaras segitségével konstrualjunk egy megfe-
lel¢ szamitési eszkozt. Az elsérendii tempordlis logika jelentOsen nagy-
obb kifejez6 er6vel bir, mint a propoziciondlis logikara épiil6. Ennek az
ara azonban gyakran a nem-axiomatizalhatésig. (Most és késébb, egy
elméletet aziomatizdlhatonak mondunk, ha rekurzivan felsorolhato.)

Az olyan klasszikus id6éfolyamok feletti elsérendli temporalis elméletek,
mint (N, <), (Z,<), (R, <), éltaldban nem axiomatizélhaték. Ez kozis-
mert tény, amelyet elséként D. Scott figyelt meg. M. Reynolds [R96]
a (Q, <) idéfolyam feletti elsérendli temporalis logikdra adott axiom-
atizaciot, az {Until, Since} temporélis operdtorkészlettel. A bizonyités
eléggé terjedelmes és Osszetett. A 11. tételben egy egyszerli érvelést mu-
tatunk be, amely ugyanezen id6folyam felett tetszéleges operatorkészlettel
axiomatizalhatésdgot biztosit. Az Until és a Since operdtorok nem ad-
nak funkciondlisan teljes operatorkészletet, igy az eredménytink Reynolds
eredményének kis erdsitése, bar azon az aron, hogy explicit axiémarend-
szert nem ad, amiben szokasos axiémak és levezetési szabalyok szere-
pelnének. Az axiomatizalhatdsig egyszerli oka esetiinkben az idéfolyam
elsérendii elméletének rekurziv felsorolhatdsiga és w-kategoricitasa. Ez a
megallapitas a dolgozatunk els6 — szerény — hozzédjarulasa a linedaris ideji
temporalis logika fejlédéséhez. Ez a rész a [VOT7b] papir részét képezi és a
[V00] konferencidn mutattam be.

Ami ennél taldn jelent6sebb, az az, hogy a nemlinedris, spatio-temporélis
elméletek nemaxiomatizalhatésagi eredményeinek bizonyitasi moédszerét
alkalmazva, ki tudjuk mutatni (13. tétel), hogy a valds id6folyam feletti



elsérendli temporalis logika mar egy nagyon kicsi szignaturaval sem ax-
iomatizalhaté, nevezetesen, egy olyannal, amely csak egyetlen monadikus
predikdatumjelet tartalmaz, de egyenléségjelet nem. Az irodalomban nem
ismert ennek az eredménynek a bizonyitasa. Az ismert nem-axiomatizdl-
hatésagi eredmények 3-argumenttumi szignatiurat alkalmaznak vagy méd-
szeriitk nem alkalmazhaté az (R, <) idéfolyam esetében. ([GHR94],
[HWZ00], [Me92]).

1.2. Spatio-temporalis logika

Mit kinal a temporalis logika a mobil elosztott rendszerek tervezdinek? Az
id6beli dinamikan kiviil, ezek térbeli dinamikat is mutatnak. Hogy ezzel
meg lehessen birkézni, a tempordlis logika egy varidnsat fejlesztették ki,
amelyet szokds spatio-temporalis logikanak nevezni. Az utolsé tiz évben
a megfelel ismeretreprezentdcids rendszerek iranti igény az eziranyu ku-
tatdsok nagy fejlédését generalta. Az egyik irdnyzat a spacidlis nyelvet
kombinalja a temporalis nyelvvel olyan médon, hogy kiilon tér- és kiilon
id6i modalitasokat vezet be. Ez az oOtlet a tobbdimenziés modalis logika
elméletében gyokerezik. Elozetesen megjegyezziik, hogy a disszertidciéban
elnyert nem-axiomatizdlhatésagi eredmények (Q", 4) (n > 2) és (R", «)
(n > 2) felett nem kovetkezményei a tobbdimenziés modalis logikak tu-
lajdonsagainak (R, <) vagy (Q, <) felett.

Ugyszintén régi hagyomany a térrel és idével egyiitt foglalkozni, nevezete-
sen, a téridot véve, annak térido-geometriai relaciéit haszndalni téridébeli
folyamatok dinamikéajanak kifejezésére. Azt eltételezve, hogy a folyama-
tok nem rendelkeznek szinkronizalt idével, oda jutunk, hogy a Minkowski
téridé hiperbolikus geometridjat vessziik vizsgalatunk eszkozétil, mint F.
Mattern munkaiban. ([Ma92], [CM96]). O kezdeményezte a téridé ok-
okozat szerinti 0sszekOthetGségi relacié bevondsat az elosztott szamitasok
specifikdciéjanak és verifikacidjanak vizsgdlatdba. A disszertacidoban 6t
ilyen tipusu reldciét fogunk megemliteni. (x <« y) jeloli a tiszta anyagi
ok-okozati Osszekothetéséget (anyagi=fénysebesség alatti), (z < y) jeloli
az optikai Osszekothetséget, (z < y) jeloli az eléz6 kettd diszjunkcidjat,
az ok-okozati OsszekothetOséget. (r =< y) jeldli (z € y Vo = y)-t és
végill (r =4 y) z 4yVx =y-t. A 4 pontos definicija a disszertdciéban
megtalalhato.

Az < relécié elsérendii elméletét mar 1914-ben, roviddel Einstein attord
munkainak megjelenése utédn axiomatizélta A. Robb [R14] és kés6bb ha-
sonlé eredményeket kozolt tobbek kozott B. Mundy és James P. Ax



([M86a], [M86b], [A78]). R. Goldblatt az < relacié elsérendli elméletét
fejtette ki [G87] konyvében és [G89] cikkében.

Andréka Hajnal, Németi Istvan és szerzétdrsainak hatalmas jelentOségii és
terjedelmii munkdja a relativitdselmélet elsorendii logikajardl ezen munka
megkezdésének elsédleges motivacidjat jelenti. [AMNO4]

Mivel a valds id6folyam feletti elsérendi temporalis logikai elméletek
jellemzéen nem axiomatizalhatok, nem latszik sokkal nehezebbnek azt
sem céfolni, hogy a (R", «) feletti els6rendii temporalis logikai elméletek
axiomatizalhatok. Azonban még ez sem trivialis kovetkezménye az elsének,
kiilonosen nem arra a monadikus elsérendii szignatirara, amelyre mi bi-
zonyitottuk a 9. tételben.

Levonhatjuk a tanulsagot, hogy a valds térido6 felett nemigen van remény
axiomatizalhaté spatio-temporalis logikat talalni. Csak az els6rendii tem-
poralis logika egy szintaktikai megszoritdsa, az in. monodikus fragmen-
tum eldénthet6 a valésak felett ([HWZO00]). J. van Benthem hivta fel
a figyelmet a [B83] monogrifidban a (Q", <) (n > 1) idéfolyamra. Le-
galabbis n = 2-re bebizonyitotta, hogy ennek elsérendi elmélete w-kate-
gorikus, végesen axiomatizalhaté és igy teljes és eldonthet6. Tovabba,
hogy elemi része a (R?, <) struktirdnak. Ha n > 2, akkor a (R", <)
struktura elsérendii elmélete eldénthetd, egy, a (R, +, x, <) struktiraban
valé szemantikus interpretdcié altal, amelynek elmélete eldonthets (A.
Tarski kozismert eredménye). n > 2 esetén a (Q", «) struktira elsérendi
elméletének eldonthetdsége ma még nyitott kérdés. Az el6z6 mbédszer nem
miikodik, mert n > 2-re (Q", «) nem elemi része (R", «)-nak.

Barmely ok-okozati 6sszekothetdségi relacio szerepelhet temporalis logika
idofolyamaként, amikor is alternativitdsi relaciéként szerepel a propozi-
ciondlis modalis logika Kripke-féle modelljében. Ez a felfogas V. Shehtman
és R. Goldblatt cikkeiben szerepel elséként. A [S83] and [G80] cikkek-
ben, a (R",=<) feletti propozicionélis modélis elmélet eldonthetének
bizonyittatik. A (R™, «) feletti propozicionélis elmélet eldonthet&ségének
tobb mint 20 évig nyitott problémajat Shapirovsky and Shehtman oldotta
meg ([SS03]).

Hogyha a (Q", «4) (n > 2) folyam propozicionalis logikéja irdnt érdekls-
diink, néhény nehézséggel szembesiilink. Példdul (Q", €) nem izomorf
(Q™, Ly)-lel, ahol (z1,...,Z0)Ln(y1,- -y yn) & (21 <1 A A2y < Yn).
Ezért is allitottuk fentebb, hogy a (Q", «) feletti temporalis logika nem
modellezhet a (Q, <) feletti modalis logikak szorzataval.



A propozicionalis elméletek eldonthetdségének bizonyitdsa legkénnyebben
azon az uton haladhat, hogy bebizonyitjuk, hogy az illet6 id&folyam,
mint struktira monadikus masodrendi elmélete, vagy legalabb annak
V-fragmentuma eldonthet6. Balszerencsére, a 2. tételink azt mutatja,
hogy a (Q", 4) struktira monadikus mésodrendi elméletének még a v3-
fragmentuma sem eldonthetd (ill. rekurzivan nem felsorolhatd), barmely
n > l-re, s6t, ha n > 2, akkor még a V-fragmentum sem axiomatizalhatd,
csak n = 2 esetben. Ezt a 6. és 7. tételben bizonyitottuk. Ezeket az
eredményeket a [V07a| cikkemben publikdltam. Ezek kovetkezményiil ad-
jak, hogy (Q2, <) feletti propozicionalis temporélis elméletek eldénthetdk,
de (Q", ) felett nem adhaté olyan funkciondlisan teljes temporélis ope-
ratorkészlet, amely elmélete eldonthet6. De ez nem zarja ki, hogy egyes
operatorkészletek elmélete eldontheto legyen. Ez tovabbi kutatasok targya
lehet.

fgy (Q?, «) egy olyan példat szolgéltat, amikor egy struktira monadikus
méasodrendii elméletének VI-fragmentuma nem rekurzivan felsorolhatd,
holott a struktira elsérendli elmélete w-kategorikus és végesen axioma-
tizalhatd.

A 7. tétel a (R", 4) (n > 1) idéfolyamra is bizonyithatd, olyan egy-
szertisitéssel a bizonyitdsaban, amivel az miikodik az n = 2 esetben is,
azaz valésak esetén mar a (R?, €4) monadikus masodrendii elméletének
V-fragmentuma sem aximatizalhaté. Ezt allitja a 3. tétel. Hasonld, bar
kevésbé erds eredményt lehet levonni S. Shelah [S75] cikkébél, miszerint
(R, <) (teljes) monadikus mésodrendii elmélete rekurzivan nem felsorol-
haté. Ezt a kovetkeztetést a [GHR94] monografia 15.5.3 tételével lehet
levonni.

A 2. tétel bizonyitdsa hasonléan konstrudlhat6 a (nem feltételeniil mona-
dikus) méasodrendii logikai nem-axiomatizalhat6ségi bizonyitasokhoz, ki-
véve a bindris relacidk haszndlatat. Ezt potlandd, néhany téridé-geomet-
riai objektumot és relaciét definidlunk a méasodrendii elméletiinkben, ami
parositast és mas objektumokat enged szimulalni, amik a binaris relaciok
reprezentdlasat segitik elé. A 7. tétel bizonyitdsa bonyolultabb. Uj defini-
cidkat fejlesztettem ki a (Q™, «) struktira elsérendii elméletében — a
leginkabb figyelemreméltét a térszerti linedris kozrefogds (spacelike bet-
weenness) relacidja szamara —, és egy olyan elsérendii formulét, amelyik
potolja a 2. tétel masodrendii feltételét.

Megjegyezziik, hogy a 1. és 2. szdmu tételek nem felelegesek, bar, ha
n > 2, részesetei a 7. tételnek. Az el6bbiek érvényesek (Q?, «)-re is. Ha



ez a szitudcid, akkor értelmesnek lattam a 7. tétel bizonyitdsat mint az
el6z6 ketto bizonyitasdnak finomitasat megépiteni.

A mésodrendii logikardl sz6l6 eredményeim a [V07a] kozleményben taldl-
haték meg, amelyet a Journal of Philosophical Logic c. folyéiratban kozlés-
re elfogadtak.

A monadikus masodrendii logikardl szl attekintés utan figyelmiinket
az elsérendli spatio-temporalis elméletek irdanydba forditjuk. A [VO07c]
és [VOT7Db] irdasokban (8-11. tételek) (Q", «) és (R™, «) struktirdk, mint
idofolyamok feletti elsOrendli temporalis elméletekre vonatkozé axioma-
tizdlhat6sagi kérdéseket vélaszoltunk meg. Megéllapitjuk, hogy (Q?, <)
felett minden els6érendii temporalis elmélet axiomatizdlhaté, de (F", «)
felett nem, ha F = Q és n > 2 vagy F = R és n > 2. Exra technikai
hozzajarulasként, egy szélséségesen egyszerl elsérendil szignatira felett
bizonyitunk, amely csak egyetlen egyvaltozds predikatumjelet tartalmaz,
még egyenléségjelet sem.

A fenti eredmények azt imlikdljédk, hogy (Q", «) elsérendii elmélete nem
rekurzivan felsorolhaté vagy nem w-kategorikus. Kevéssé plauzibilis, hogy
bar w-kategorikus de nem rekurzivan felsorolhaté, mindenesetre bizonyi-
tds nélkiil nem tudhatjuk. A 12. tételben bebizonyitjuk, hogy tényleg nem
w-kategorikus. A disszertacié spatio-temporélis részét az axiomatizalhatd
spatio-tempordlis elmélet (10. tétel) egy gyakorlati felhasznalasdnak de-
monstralasaval fejezziik be.

1.3. Tételek monadikus masodrendii elméletekrol

Legyen © = (z1,...,2n),y = (y1,.-.,yn) € R™. Ekkor (z <« y)-t ugy
definialjuk, mint p(z,y) > 0Az; < y; fenndllasat, ahol p jeléli a Minkow-
ski-féle tavolsagot. Amint mar jeleztiik, ez a relacié az irdnyitott anyagi
ok-okozati OsszekothetGséget fejezi ki, mas szdval azt, hogy y az = fels
fénykupjaban helyezkedik el, azaz, lehetséges az, hogy x a fénynél lassabb
jelet kiildjon y-nak.

A formaélis definicidkat hely hijan nem idézem a disszertaciébol. Csak azt
ismétlem meg, hogy egy 7 struktira monadikus médsodrendii elméletét
MSOTH(T)-val jeloljiik és akkor hivjuk axiomatizalhaténak, ha rekur-
zivan felsorolhaté.

Az elsé eredményiink:

TETEL 1. [V00], [VO7a] Egyetlen n > 1-re sem axiomatizalhat6
MSOTH(Q", <).1



A bizonyitds alaposabb elemzésével megmutatjuk, hogy

TETEL 2. [V00], [VO7a] Egyetlen n > 1l-ra sem axiomatizalhaté az
MSOTH(Q", 4) elméletnek mar a V3-fragmentuma sem.}

A bizonyitds R™-re vald egyszertisitésével kaphato:

TETEL 3. [V07a] Egyetlen n > 1l-re sem axiomatizalhaté mér a V-
fragmentuma sem az M SOTH(R", 4) elméletnek.}

J. van Benthem bizonyitotta:

TETEL 4. [B83] (Q?, <) elsérendii elmélete w-kategorikus és rekurzivan
felsorolhaté.t

[VO7al-ben tettiink egy hasznos megfigyelést:

TETEL 5. Ha egy megszamlalhaté (T, <) idéfolyam elsérendi elmélete
w-kategorikus és rekurzivan megszamlalhaté, akkor masodrendii monadi-
kus elméletének V-fragmentuma axiomatizalhato.t

Az el6z6 kettdbol jon:

TETEL 6. [V07a] MSOTH(Q?, <) V-fragmentuma axiomatizalhaté.t

Egy bonyolultabb konstrukciéval bizonyithaté, hogy

TETEL 7. [V07a] Han > 2, akkor a MSOT H(Q", <) elmélet V-fragmen-
tuma sem axiomatizalhatd.t

1.4. Tételek elsorendii temporalis és spatio-temporalis
elméletekrol

Thgp (T) jelolje a T id6folyam elsérendii temporalis elméletét az L szig-
naturaval és az Op temporalis operdtorkészlettel. Az ezt megel6z6 defini-
ciok a disszertaciéban talalhatok. Axiomatizalhatésag alatt ismételten
rekurziv felsorolhatésagot értiink.

G A fogja jelolni a jovore vonatkozd univerzélis modalitast, ami azt fejezi
ki, hogy A a jovében végig igaz, mig N A intuitiv jelentése az, hogy A
minden téridépontban teljesil, kivéve esetleg a mostanit.

A tételeinkben az az L szignatura szerepel, amiben egyetlen 1-argumen-

tumu predikdatumjel van és még egyenloségjel sincs. Ennél kisebb kifejezd
erejli elsOrendii szignatira nincs.



TETEL 8. [VO01], [V07c] Legyen n > 2. Ekkor ThG™ (Q", ) nem axioma-
tizédlhato. 7

Ez érdekes lehet a kovetkezd tételekkel kontrasztban.

TETEL 9. [V07c| Legyen n > 2. Ekkor Th$N(R", €) nem axiomatizal-
haté.t

TETEL 10. [V00], [VO7b] Th?(Q?, <) axiomatizalhaté, tetszéleges Op
operatorkészlettel és tetszoleges S szignaturaval.f

Ennek a tételnek a bizonyitasa J. van Benthem tételén (4) és a kovetkezo
megfigyelésen alapszik. Emlékeztetiink, hogy egy struktiurat akkor hivunk
w-kategorikusnak, ha izomorfizmus erejéig csupan egyetlen megszamlal-
haté modellje van.

TETEL 11. [V07b] Ha egy megszdmlalhat6 (T, <) idéfolyam elsérendii
elmélete w-kategorikus és rekurzivan megszamlalhaté, akkor barmely Op
temporalis operatorkészlet és barmely S szignatira esetén Thgp (T, <)
axiomatizalhato.f

Az el6z6 tételbdl az kovetkezik, hogy ha n > 2, akkor (Q", «) elsérendii
elmélete vagy nem rekurzivan felsorolhato, vagy nem w-kategorikus, vagy
egyik sem.

TETEL 12. (Q™, 4) elsérendii elmélete nem w-kategorikus, ha n > 2.1

Nem ismeretes szamunkra olyan nem-axiomatizalhatosigi bizonyitas a
valésak feletti els6rendii temporélis logika esetén, amelyik monadikus
szignaturat hasznal, egyenloségjel nélkiil. Ebbél az okbdl kifolydlag bebi-
zonyitjuk még a kovetkezot:

TETEL 13. Th¢ (R, <) nem axiomatizalhaté.f
2. Tételek az altalanositott intervallum-értékii
szamitasokrol

A disszertacié masodik részében két érdekes eredménytinket ismertetjiik
egy ujonnan keletkez6 nem-klasszikus szdmitasi elméletetrdl. Az [NO5b]
konferenciakézleményben Nagy Benedek egy 1j, diszkrét idejii/folytonos



tara szamitasi modellt javasolt, az tUn. altalanositott intervallum-értéki
szamitast. Ez a hagyomanyos Neumann-Turing-féle modellhez képest mas-
féle idealizaciot vezetett be: nem az a helyzet ez esetben, hogy a memoria-
cellak mindegyikének mérete univerzélisan korlatozott mértékii informé-
ciét hordozhat, hanem, a memodriacellak informaciétartalma emelhetd
barmely hatar folé. A celldk tartalma 1-dimenziés folytonos adat, konkré-
tan, a [0,1) intervallum bizonyos részhalmazai a lehetséges értékek, még
kozelebbrél, [)-tipust intervallumok véges uniéi. Ez a rendszer rokon a
[WNO5] cikkben bevezetett optikai kiszamitési modellel.

Didhéjban, az altalanositott intervallum-értékii szamitasok a [O, %) in-
tervallumértékbdl kiindulva kezdenek el dolgozni és munkéjuk bizonyos
operatorok véges szamu alkalmazasabdl all. Fzen operatorok alkalmazasa
szekvencidlis és determinisztikus. Az operatorok a szokdsos szamitégépek
véges bitsorozatain elvégzett szokasos miiveletek altalanositasai az inter-
vallum-értékekre, a Boole-miiveletek mellett a balra és jobbra eltolas
miveletei jelennek meg. Egyetlen extra operator ehhez képest az un.
fraktédlszorzat, amelynek szerepe, hogy kiilonb6zé rezolicids szinten 1évé
intervallum-értékeket kosson Gssze. Alapvetden, rokon az optikai szami-
tasok ([WNO5]) zoom miiveletével, kicsinyiti az intervallum-értékeket, bér
a definicioé ennél kissé Gsszetettebb.

Ebben a szamitasi rendszerben a Turing-paradigma egy lényeges meg-
szoritasat elengedtiik: nincs limit az adott szamitasban megjelend cellak
informéciétartalmanak méretére. Mivel intervallumok véges uniéjarol van
sz0, ezért az abrazolt informacié mindig véges. Természetesen, egy adott
szdmitasban mindig létezik egy fels6 korlat (a szamitdsi sorozat bitstilya)
fgy a modelliink a Church-Turing tézis kereteit nem fesziti szét, de més
limitaciok hatalya aléd esik, mint a klasszikus Turing-modell. Bar a szami-
tasi folyamat szekvencidlis, a bels6 parhuzamossig szélesebb.

Egy nyelvet akkor mondunk dltaldnositott intervallum-szamitdssal eldont-
hetének, ha van olyan (klasszikus) algoritmus, amely minden bemend
sz6hoz produkal egy olyan altaldnositott intervallum-értékii szdmitési so-
rozatot, amely akkor és csakis akkor eredményezi az tires intervallum-
értéket, ha a sz6 benne van a vizsgalt nyelvben. Ez a definicié trividlisan
a rekurziv nyelveket irja le. Az viszont érdekes, ha polinomialis/lineéris
megszoritast tesziink a produkalt intervallum szdmitési sorozatra, vala-
mint az azt kiszamitd algoritmus tarigényére logaritmikus megszoritast
tesziink. Az ilyen nyelveket polinomialis/linedris dltaldnositott interval-
lum-szamitdssal eldonthetének nevezziik.



Amint az eredményeink mutatni fogjék, az intervallum-értékii szamitdsok
a polinomialis tarral megoldhaté problémak megoldasara hivatottak. A
dolgozatban el6szor az altalanositott intervallum-értékeket és a szamita-
sokat magyardzzuk meg. Ezen fogalmak a [NO5b] cikk fogalmainak for-
malizalasaval és elemzésével alakultak ki. Abban a SAT probléma kertilt
megoldasra egy linearis intervallum-értékli szamitassal, és az a kérdés
keriilt nyilvanossagra, hogy van-e olyan PSPAC E-teljes probléma, ami
szintén megoldhato linedris intervallum-értékl szamitassal. Nagy Benedek-
kel k6z6s konferenciacikkiinkben [NV06] ezt a kérdést jévahagydlag vala-
szoltuk meg: a kvantifikdlt propozicionalis formulak igazsaganak prob-
lémajat sikertilt ilyen szamitassal megoldani, amely probléma PSPACE-
teljes.

TETEL 14. [NV06] Van olyan PSP AC E-teljes nyelv, amelyik eldont-
hetd linedaris altalanositott intervallum-értékli szdmitassal.t

Megfigyelve a fenti szamitasok szintaktikus tulajdonsagait, a Theoretical
Computer Science folydiratban megjelent cikkiinkben [NV07] intervallum-
értékil szamitasok olyan szintaktikus osztalyat hataroztuk meg, amely
altal polinomidlis intervallum-értékti szamitdsokkal eldonthetd nyelvek
osztalya egybeesik PSP AC E-szel. Ezen megszoritas a kovetkezé: a frak-
talszorzat egyik oldaldn mindig a [0,1/2) kezd6 intervallum-értéknek kell
allnia. Ezen allitas céljabdl egy konkrét polinomialis tara rekurziv algo-
ritmust adtunk arra, hogy eldontse, adott intervallum-értékii szamitési
sorozat elfogado-e.

TETEL 15. [NV07] A megszoritott értelemben vett polinomialis inter-
vallum-szamitasok éppen a PSP ACE-beli nyelveket képesek eldonteni.

I

Az utolsé tartalmi fejezetben egy lehetséges kapcsolatot épitiink ki az
intervallum-értékii szamitasok és az intervallum temporalis logika kozott.
Kozelebbrol, az imént emlitett konkrét algoritmust ugy értelmezziik, mint
eldonto algoritmust az intervallum temporalis logika formuldinak bizonyos
szintaktikus részosztalya szamara.



On these pages I give a summary on my investigations into two recently
flourishing areas of non-classical logic, namely, spatio-temporal logic and
interval-valued logic. In both cases, my aim is to explore areas that are
interesting for formalization of analog (in the sense of non-digital) com-
putation processes.

3. Background and new developments in temporal and
spatio-temporal theories

3.1. Temporal logic

Temporal logics nowadays are widely used in the theory of specification
and verification of computational systems, they provide tools for formu-
lating and proving dynamic properties of computational devices, either
software or hardware. It is also possible to write specifications in a tem-
poral logic language directly and to allow an automated process to plan
and construct an appropriate computing device. Temporal logics built on
a first-order signature have significantly greater expressive power than
logics based on a propositional one. However, the price of this power is
non-axiomatizability, at least in the case of most of these theories. Here
and in what follows we understand aziomatizability of a theory as its
recursively enumerability.

The first-order temporal logics over classical structures as time flow (like
(N, <), (Z,<), (R, <)) are usually not axiomatizable. This is a well-known
fact, which was observed first by D. Scott. M. Reynolds [R96] axiomatized
first-order temporal theory over (Q, <) with the temporal operators Until
and Since and proved its completeness in quite a novel way. In Theorem
11 we present a short argument for the axiomatizability of first-order
temporal theories with arbitrary temporal connectives over (Q, <). Until
and Since cannot express arbitrary temporal connectives over this time
flow ([?]), hence this result strengthens the result of [R96]. A general
and simple reason of axiomatizability of a first-order temporal theory is
the recursive axiomatizability and w-categoricity of the first-order theory
of the underlying time flow structure. However, due to its generality, this
method does not provide an explicit axiom system in terms of axioms and
deduction rules. This method is our first — quite modest — contribution to
the development of linear time first-order temporal logic. It constitutes a
part of [VO7b] and was presented in [VO00].

What can be more relevant is that our proof method for non-axiomatiza-
bility of some first-order spatio-temporal theories over (Q", «4) (n > 2)
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can be modificated to prove that a first-order temporal theory with a very
basic first-order signature (only one monadic predicate without equality)
over (R, <) is not axiomatizable (Theorem 13). We do not know any
proofs for this in the literature. The presented non-axiomatizability proofs
utilize a three-argument signature or are not valid for (R, <) ([GHR94],
[HWZ00], [Me92]).

3.2. Spatio-temporal logic

What can temporal logic offer to designers of mobile distributed comput-
ing systems? Apart from having dynamics in time, these systems have dy-
namics in space, too. To cover this area, an analogue of temporal logic has
been developed, which is usually called spatio-temporal logic. The need
for appropriate knowledge representation systems has generated a big
boom of investigations into this direction in the past ten years. One way
to follow this is to combine a spatial language with a temporal language in
such a way that in the hybrid language there are separate modalities for
time and space. This idea originated from research on multi-dimensional
modal logics. In this formalization there are separate modalities for space
and time. In advance, we assert that our non-axiomatizability results on
(Q", «4) and (R", «4) (n > 2) are not consequences of non-axiomatizability
results on multi-modal logics over (R, <) or on products of modal logics
over that time flow.

There is another long-standing tradition to deal with time and space,
namely to speak jointly about spacetime and use its geometrical relations
and objects to express various properties of the dynamics of processes
in spacetime. Assuming that these processes have no synchronized time
one come to consider hyperbolic geometry of Minkowski spacetime, as
in the works of F. Mattern ([Ma92], [CM96]). He proposed investigating
so-called causal accessability relations of spacetime from the viewpoint
of specification and verification of distributed computing. In the present
introduction we will distinguish five relations related to causality: (z < y)
for pure material causal connectability usually called chronological access-
ability, while (x < y) for optical accessability, (x < y) for the disjunction
of the previous two, (zr =< y) for (z < y Vo = y) and finally (z =<« y)
stands for x €4 y V r = y. Exact definitions will be given when our theo-
rems are developed.

A theory of the causal relation < of spacetime was axiomatized as early
as in 1914 by A. Robb [R14] and later on similar results were obtained
among others by B. Mundy and J. P. Ax ([M86a], [M86b], [A78]). R.
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Goldblatt elaborated the first-order theory of some spacetime relations —
including causal relations — in [G87] and [G89].

The monumental work of Hajnal Andréka and I. Németi on first-order
logic of relativity was a primary motivation to start with investigation of
first-order spatio-temporal theories. [AMNO4]

As one can prove non-axiomatizability of a temporal logic over time flow
(R, <) it does not seem much harder to refute axiomatizability over

(R™, «). Nevertheless it is not a trivial consequence of non-axiomatizability
results on first-order temporal theories over (R, <), especially for our
monadic base first-order signature, as in our Theorem 9.

We can draw the lesson from this, that we cannot hope to find any axioma-
tizable first-order temporal logic over the real spacetime. Only a restricted
fragment of first-order temporal logic, the so-called monodic fragment is
decidable. ([HWZ00]). J. van Benthem drew attention to the spacetime
flow (Q", «) (n > 1) in [B83]. At least for n = 2, he proved that its
first-order theory is w-categorical (countably categorical), finitely axiom-
atizable and consequently, complete and decidable. Further, that (Q?, <)
is an elementary substructure of (R?, «4) so their first-order theories co-
incide. Anyway, the first-order theory of (R", «) (n > 1) is decidable
through semantic interpretation into the first-order theory of (R, +, %, <),
which is known to be decidable by a well-known result of A. Tarski. To
the best of our knowledge, for n > 2, the decidability of the first-order
theory of (Q", «) has neither been proved nor disproved. The previous
method does not work, since for n > 2, (Q", «) is not an elementary
substructure of (R", «).

Any causal accessability relation of spacetime can be considered to be a
generalization of time flows in temporal logic, when it serves as an al-
ternativity relation of a Kripke frame for propositional modal logic as
it was done first by V. Shehtman and R. Goldblatt, independently. In
[S83] and [G80], modal logic of (R",=<) was proved to be decidable.
The more than 20-year-long open problems of decidability and axioma-
tization of modal logic of the frame (R", «) were solved by Shapirovsky
and Shehtman ([SS03].

Now, if we are interested in the propositional modal logic of the frame
(Q", 4) (n > 2) then we face difficulties at this point. (Q", «) is no
more isomorphic to (Q", L,) where (x1,...,2,)Ln(y1,...,yn) = (11 <
Y1 A ... Axzp < yp). So this modal logic cannot be regarded as a product
of modal logics of the frame (Q, <).
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We have some methods of proving the decidability of modal and temporal
logics. The most popular one is to prove that the monadic second-order
theory of the time flow structure is decidable. Unfortunately, in Theorem
2 is shown that even the V3-fragment of monadic second-order theory of
(Q", «) is not recursively enumerable (therefore not decidable), for all n >
1. We measure here the quantifier complexity of subset quantifications
only. What is more, in Theorem 6 and 7 we prove that the V-fragment of
this theory is recursively enumerable if and only if n = 2. It implies that
propositional temporal theories over (Q?, «) are decidable but one cannot
give a complete axiomatization of a propositional temporal logic over
(Q", 4) ((n > 2) with an expressively complete temporal operator set.
However it does not exclude axiomatizations with some specific temporal
operator set. It remains the subject of further investigations.

Thus, (Q?, <) shows an interesting example when the (V3-fragment of)
the monadic second-order theory of a structure with w-categorical and
finitely axiomatizable first-order theory is not recursively enumerable.

Theorem 7 is valid, with a little simplification in the proof, for the monadic
second-order theory of (R", «4) (n > 1), too. This is stated in Theorem 3.
One can conclude a similar but weaker result also from S. Shelah’s paper
[S75] that states the (full) monadic second-order theory of (R, <) to be not
recursively enumerable. This conclusion can be drawn by Lemma 15.5.3
(p. 567) of [GHR94]. However, our theorem strengthens this result by
establishing non-axiomatizability even for the V-fragment of the monadic
second-order theory of (R", «) (n > 1).

Theorem 2 can be proven according to the non-axiomatizability proofs in
second-order logics (not restricted to be monadic), except for the absence
of binary relations. To cope with this, we introduce some spacetime geo-
metric objects to make possible pairing and other constructions assisting
the representation of binary relations on nonnegative integers. The proof
of Theorem 7 is more difficult. We have developed new definitions for
some spacetime geometrical relations in the first-order theory of (Q", «)
— the most remarkable being for spacelike betweenness — and made a first-
order formula which substitutes the second-order condition of the proof
of Theorem 2.

We note that Theorem 1 and 2 are not superfluous, although, if n > 2,
they are partial cases of Theorem 7. Nevertheless, they were separately
stated and proved, because they are valid also for the case (Q?, «). If
such a situation occurs, then it seems reasonable to construct the proof of
Theorem 7 as a modification of the proof for the mentioned two theorems.
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The results on monadic second-order theories appear in my paper [V07a]
which is accepted for publication in Journal of Philosophical Logic.

After surveying the new results on monadic second-order theories, we turn
to first-order spatio-temporal theories. In [V07c] and [V07b] (Theorem
8-11) we obtain axiomatizability results on first-order spatio-temporal
theories of (Q", 4) and (R™, «). Based on similar spacetime geometric
considerations, we establish that all first-order spatio-temporal theories
are axiomatizable over (Q?, <) but not over (F", «) if F = Q and n > 2
or F = R and n > 2. As an extra technical contribution, we develop
our non-axiomatizability results for a very simple first-order signature,
namely, we allow only one unary predicate symbol, without the equality.

The above results implies that the first-order theory of (Q", «) is either
not recursively enumerable or not w-categorical. It is hardly plausible
that the latter holds but it has to be proved. We do this after the non-
axiomatizability proofs (Theorem 12).

We close the spatio-temporal part of the theses with demonstrating the
usefulness of our axiomatizable spatio-temporal logic (provided by The-
orem 10) by showing the expressive power of this logic. We formalize a
relevant property of distributed computing systems of mobile agents in
it. This is a part of the paper [VO7b].

3.3. Theorems on monadic second-order theories

Forx = (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € R", we write (z 4 y) for u(x,y) >
0 Az < y1 where p denotes the Minkowskian distance.

In this summary, we have no space to give the formal definitions concern-
ing monadic second-order formulae and interpetations. For the details the
reader has to consult the dissertation itself. We just remind the reader
that the monadic second-order theory of a structure 7 is denoted by
MSOTH (T) which consists of monadic second-order formulae satisfied
in every monadic second-order interpretation over 7. We repeat that we
call a theory aziomatizable if and only if it is recursively enumerable.

Our first result can be formulated as

Theorem 1. [V00], [V07a]
For anyn > 1, MSOTH (Q", «4) is not ariomatizable. t

By a deeper complexity analysis of the previous proof we can also show
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Theorem 2. [VO00], [V07a]
For any n > 1, not even the ¥Y3-fragment of MSOTH (Q", «) is azioma-
tizable. t

By adopting our proof to R™ and carrying out the needed simplification,
we get

Theorem 3. [VO0T7a]
For any n > 1, not even the V-fragment of MSOT H (R™, 4) is axiomati-
zable. T

J. van Benthem established the following theorem.

Theorem 4. [B83]
The first-order theory of (Q?, <) is both w-categorical and recursively enu-
merable. }

We made a useful note with the aim to utilize the previous theorem in
[VOT7al.

Theorem 5. For any countable time flow (T, <), if its first-order theory
18 w-categorical and recursively enumerable then the V-fragment of
MSOTH(T, <) is also aziomatizable. }

From the two previous items we conclude

Theorem 6. [V07a]
The Y-fragment of MSOT H(Q?, 4) is aziomatizable.

By a more sophisticated argument than the provided one for the V3-
fragment, we can also prove

Theorem 7. [V0T7a]
Forn > 2, not even the V-fragment of MSOTH (Q", «) is axiomatizable.

f

3.4. Theorems on first-order spatio-temporal theories

Let Th(L)p (7') denote the first-order spatio-temporal theory of time flow 7°
based on a signature L and a temporal operator set Op. The underlying
notions can be found in the dissertation in detail. To be concise, we say a
set S of temporal formulae azxiomatizable iff it is recursively enumerable.

Let G denote the universal modality concerning future — in an intuitive
reading, it expresses that ... will hold permanently after now and let N
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denote an operator whose intuitive reading is (... holds in every spacetime
point maybe except for now).

Signature L includes no equality symbol just one unary predicate sym-
bol, namely, r. There is no weaker first-order signature. If we have non-
axiomatizability for this signature then there is not much hope for the
axiomatizability of the time flow in question.

Theorem 8. [V01], [V0T7¢]
Let n > 2. Th¢N(Q", <) is not aziomatizable. t

This result may be interesting in contrast with the following theorems.

Theorem 9. [VO07¢]
Letn > 2. Th%N(Rn, <) is not aziomatizable. 1

Theorem 10. [VO7b]
For any first-order signature L and arbitrary finite set of temporal oper-
ators Op, Thgp(QQ, <) is aziomatizable. |

The proof of the last theorem is based on the following theorem and J.
van Benthem’s Theorem 4. We recall that w-categoricity of a structure
means that, up to isomorphism, its first-order theory has only one model.

Theorem 11. [VO7b]

If the first-order theory of a countable time flow (T, <) is w-categorical and
recursively enumerable, then for any first-order signature L and arbitrary
finite set of temporal operators Op, Thgp(T, <) is aziomatizable. |

From the previous theorem, the first-order theories of (Q", <) (n > 2)
are either not w-categorical or not recursively enumerable. It is hard to
imagine it to be w-categorical without being recursively enumerable. But
it has to be proved.

Theorem 12. The first-order theory of (Q", «) is not w-categorical if
n > 2.

We do not know any proofs of non-axiomatizability of a first-order tem-
poral logic over the reals with a monadic signature. For this reason we
give

Theorem 13. Th¥ (R, <) is not axiomatizable.
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4. Interval-valued computations

In the second half of the dissertation we give two interesting results on a
newly arisen non-classical computational theory. In the conference paper
[NO5b], Benedek Nagy proposed a simple discrete time / continuous space
computational model, the so-called interval-valued computing. It involves
another type of idealization — the density of the memory can be raised
unlimitedly instead of its length. This new paradigm keeps some of the
features of the traditional Neumann-Turing type computations. It works
on 1-dimensional continuous data, namely, on specific subsets of the inter-
val [0,1), more specifically, on finite unions of [)-type subintervals. This
system is similar to the optical computing in [WNO5] in some features.

In a nutshell, interval-valued computations start with [0, %) and continue

with a finite sequence of operator applications. They work sequentially in
a deterministic manner. The allowed operations are motivated by the clas-
sical operations on finite bit sequences in traditional computers: Boolean
operations and shift operations. There is only an extra operator, the prod-
uct. The role of the introduced product is to connect interval-values on
different ’resolution levels’. Essentially, it shrinks interval-values. So, in
interval-valued computing systems, an important restriction is eliminated,
i.e. there is no limit on the number of bits of a cell in the system; we have
to suppose only that we always have a finite number of bits. Of course,
in the case of a given computation an upper bound (the bit height of the
computation sequence) always exists, and it gives the maximum number
of bits the system needs for that computation process. Hence our model
still fits into the framework of the Church-Turing paradigm, but it faces
different limitations than the classical Turing model. Although the com-
putation in this model is sequential, the inner parallelism is extended.
One can consider the system without restriction on the size of the infor-
mation coded in an information unit (interval-value). It allows to increase
the size of the alphabet unlimitedly in a computation.

A language is said to decidable by interval-valued computations iff there
exists an algorithm that for every word produces an interval-valued com-
putation sequence such that this sequence ends with the empty interval-
value if and only if the word is in the language. Polynomial/linear de-
cidability constrains the length of the produced computation and the
memory size of the algorithm producing it, too.

As our results will show, interval-valued computations are suitable for
dealing with polynomial space problems. First, interval-values and interval-
valued computations are explained based on conference paper [NO5b].
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In that paper, the problem SAT was solved by a linear interval-valued

computation and the question was posed, whether there are PSPACE-

complete problems decidable by linear interval-valued computations. In

conference paper [NV06] we answer this question in the affirmative, namely,
we prove it for QSAT, the problem whether a quantified propositional

formula is true or false.

Theorem 14 ([NVO06]). Thereisa PSPAC E-complete language which
can be decided by a linear inter-valued computation.

By observing the needed syntactical power in the above mentioned com-
putations, in our paper [NV07] we also have determined a natural syntac-
tic class of interval-valued computations that the resulting class of decided
problems coincides with PSPACE. We have given a concrete algorithm
for this purpose.

Theorem 15 ([NVO07]).  The class of languages decidable by a re-
stricted polynomial interval-valued computation coincides with PSPACE.

Finally, in the last section we construct a connection of interval-valued
computations to interval temporal logic. More specifically, we interpret
the developed interval-valued computation as a deciding algorithm for a
specific class of interval temporal formulae.
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