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1. Alapfogalmak

1.1. Megjegyzés. Jelen jegyzet kozvetlen folytatdsa a kordbban megjelent ,,K6-
zonséges elsérendi differencidlegyenletek és alkalmazdsaik™ oktatdsi segéda-
nyagnak, amely jeloléseire, ismereteire hivatkozni fogunk.

Ebben a jegyzetben magasabbrendi (kozonséges) differencidlegyenletekkel fo-
gunk foglalkozni. Vizsgélatainkban kitiintetett szerepet kapnak a masodrendd
differencidlegyenletek, igy a bevezetd fogalmakat dltalanosan, n-edrendd dif-
ferencidlegyenletekre mondjuk ki, majd specidlisan mdsodrendii differencidle-
gyenletekre is kiilon ismertetjiik.

Amennyiben mast nem mondunk, Ggy a tovdbbiakban I egy rogzitett nyilt in-
tervallumot jelol.

1.2. Definicié. Differencidlegyenletnek neveziink egy olyan egyenletet, mely-
ben szerepel egy vagy tobb (fiiggetlen) valtozod, azoknak valamilyen ismeretlen
fliggvénye és annak derivalt fiiggvényei. Ha az ismeretlen fiiggvény egyval-
toz6s, akkor kozonséges differencidlegyenletrdl beszé€liink, ha tobbvaltozds, ak-
kor parcidlis differencidlegyenletrol.

1.3. Definicio. Egy differencidlegyenlet rendje az egyenletben elGforduld leg-
magasabb rendd derivalt rendje. Ha egy kozonséges differencidlegyenletben a
legmagasabb rendd derivalt ki van fejezve a valtozé €s a tobbi derivalt fiiggvé-
nyeként, akkor explicit egyenletrdl beszéliink, ellenkez6 esetben implicit egyen-
letrdl sz6lunk.

1.4. Példa. Ha D C R™*! nyilt halmaz és f: D — R folytonos fiiggvény,
akkor az

y ™M (@) = f(ziy(a);y (@) .9 V(@)
egyenlet n-edrendd, explicit, kozonséges differencidlegyenlet.

Specidlisan, ha D C R? nyilt halmaz és f: D — R folytonos fiiggvény, akkor
az

y'(x) = f(z;y(x);y (2))
differencidlegyenlet masodrendd, explicit, kozonséges differencidlegyenlet.
1.5. Példa. Az
y'(x) =a? -y () + 22 - y(2)

egyenlet kozonséges méasodrendii explicit differencidlegyenlet.
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1.6. Megjegyzés. Amennyiben egyértelmi a differencidlegyenletben szerepld
fliggvény véltozdja, igy azt elhagyhatjuk, vagyis az

y'(x) = 2%y (x) + 22 - y(z)
egyenlet helyett alkalmazhat6 az
y' =2y + 22y

frasmad is.
1.7. Megjegyzés. Amennyiben a differencidlegyenletben szerepl$ fiiggvény
valtozdja idot jelol, ugy a valtozot t-vel, a derivaltat ponttal szokds jelolni. Pél-

déul az

S(t)=t+2
egy mozgds hely-idg fiiggvényére felirt differencidlegyenlet, ahol s a t — s(t)
fliggvény derivéltjat jeloli.

1.8. Példa. Newton masodik térvénye szerint egy test tomegének és gyor-
suldsdnak szorzata egyenld a rd hat6 erék ereddjével, ami altalanos esetben
fiigghet az 1d6t6l, a helytdl és a sebességtdl, azaz felirhat6 az

F(t;s(t);v(t)) =m - a(t)
differencidlegyenlet.

Felhasznalva, hogy a sebesség-id6 fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivéltja,
valamint a gyorsulds-id6 fiiggvény a sebesség-id6 fliggvény derivaltja, ezért az
elébbi egyenletet az

F(t;s(t);5(t)) =m-5(t)

alakban is felirhatjuk, amit m-el elosztva azt kapjuk, hogy

1
S5(t) = — - F(t;s(t); s(t
5(0) = — - F(t:5(2);5(1)).
ami egy kozonséges masodrendd explicit differencidlegyenlet.

1.9. Definici6. Legyen f: D C R™"! nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy a
p: I — R fliggvény megolddsfiiggvénye vagy megolddsa az

y (@) = fzy@)y (@) 59" D (@)
n-edrendd, explicit differencidlegyenletnek, ha

e ¢ n-szer differencialhato fiiggvény az I intervallumon;
e minden z € [ esetén (z;p(z); ¢ (2);. .. ;cp(”_l)(:z:)) € D;



6 DR. KEZI CSABA GABOR

e minden z € I esetén o™ (z) = f(z;0(2); ¢’ (2);. .. ;go(”_l)(q:)).

Tehat azt mondjuk, hogy egy fiiggvény megolddsa a fenti differencidlegyen-
letnek, ha n-szer differencidlhat6 és behelyettesitve az eredeti egyenletbe igaz
egyenléséget kapunk (feltéve, hogy a behelyettesitésnek van értelme).

1.10. Megjegyzés. Legyen f: D C R nyilt halmaz. A p: I — R fiiggvény
megoldasfiiggvénye (vagy roviden megoldésa) az

y'(@) = f(z:y(2):y' (2))
differencidlegyenletnek, ha
o ¢ differencidlhaté fiiggvény az I intervallumon;
e minden z € [ esetén (z; p(z); ¢'(z)) € D;
e minden z € I esetén " (z) = f(z; (x); ¢ (2)).
1.11. Példa. Az
y'(x) = 2y(z) + 22 -y (x)

differencidlegyenletnek a

plz) =™
fliggvény megoldasfiiggvénye, ugyanis
a bal oldal
ol(x) = (") = (" - 20) =
="  4a? + & 2;

a jobb oldal

2. p(x) + 2z ¢ (z) = 2" 422" 20 =

= 2" 4 422 . e,
Igy

o'(x) =2 p(z) + 22 ¢ (2),
vagyis a ¢ fliggvény megoldédsa az
y'(z) = 2y(z) + 22 -y (x)
differencidlegyenletnek.

1.12. Definicié. Egy differencidlegyenlet dltaldnos megolddsan a differencial-
egyenlet 6sszes megoldasfiiggvényének halmazat értjiik.
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1.13. Megjegyzés. Egy n-edrendi differencidlegyenlet dltalanos megoldasa n
darab tetszdleges, egymdstdl fiiggetlen konstanst tartalmaz.

1.14. Definicié. Egy n-edrendi differencidlegyenlet partikuldris megolddsan
olyan megoldast értiink, amely legfeljebb n — 1 darab tetszSleges, egymastol
fiiggetlen konstanst tartalmaz.

1.15. Megjegyzés. Egy masodrendd differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
2 tetszbleges konstanst tartalmaz.
Egy mésodrendi differencidlegyenlet partikuldris megolddsa legfeljebb egy tet-
szbleges konstanst tartalmaz.
1.16. Példa. Az

y'(z) = y(z) — 6y(x) =0
differencidlegyenlet dltalanos megoldésa a

y(x) =cp-e 2 4 ey 37,

ahol ¢ és co tetszbleges valds szamok.
Az
y"(z) —y(z) — 6y(z) =0
differencidlegyenlet egy partikularis megoldasa
o(x) = e32.
1.17. Definicié. Legyen D C R"*! nyilt halmaz és (zo;yo;...;yn_1) € D.
Az

Yy (x) = f(w;y(@)y (2);. 59" (@)
differenciélegyenletre vonatkozo kezdetiérték problémdn, kezdetiérték feladat-
on, Cauchy-problémdn vagy Cauchy-feladaton azt a feladatot értjiik, amelyben
az egyenlet azon ¢: I — R megoldasfiiggvényét keressiik, amelyre teljesiil,
hogy

1) zo € I3

2 o(z0) =yo, @' (20) = Y1re--» "D (20) = Yp1.

Ilyenkor a ¢ fiiggvényt a kezdetiérték probléma megolddsénak vagy megoldds-
fiiggvényének nevezzik.

A kezdetiérték probléma megolddsa sordn tehat a differencidlegyenlet olyan
megoldasat keressiik, amely eleget tesz tovabbi, igynevezett kezdetiérték felté-
tel(ek)nek is.
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1.18. Megjegyzés. A kezdetiérték feltételek szama megegyezik a differencidl-
egyenlet rendjével. Specidlisan egy masodrendd differencidlegyenlet esetén 2
kezdetiérték feltételt frunk eld.

1.19. Megjegyzés. Legyen D C R3 nyilt halmaz és (zo; yo,; yo,) € D. Az
Y () = f(z;9(x); ¢/ (x))

differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték probléman (kezdetiérték felada-
ton), vagy Cauchy-feladaton azt a feladatot értjiik, amelyben az egyenlet azon
@: I — R megoldéasat keressiik, melyre

(1) zo € I

() p(z0) = Yo, ¥'(z0) = Yo,-
1.20. Példa. Az

y'(x) =y (z) — by(z) =0, y(0)=2,4'(0)=1
feladat kezdetiérték feladat. Ennek megoldédsa
o(x) = e3% e,
Ugyanis ¢ derivaltja
¢ () = 363 — 2727,

0 masodrendd derivaltja

12y
¢ (x) — ¢ () — 6p(z) = 93 + 4e™2 — 337 4 2727 —
—6e3 — e~ =0,
masrészt
p(0) =2
és
¢'(0) =1

1.21. Definicio. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A

n
> ai(z) -y (x) = b(x),
i=0
differencidlegyenletet n-edrendi kozonséges linedris differencidlegyenletnek
nevezziik. Ha egy kozonséges differencidlegyenlet nem ilyen alakd, akkor azt
mondjuk, hogy az egyenlet nem linedris.
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1.22. Megjegyzés. Egy differencidlegyenlet linedris, ha a differencidlegyenlet
egyik oldala az ismeretlen fiiggvény és annak derivaltjainak linedris kombind-
cidja, a masik pedig egy, csak a fiiggetlen véaltoz6tdl fliggd kifejezés.

1.23. Példa. Az
y'(x) = 2® -y (x) + y(x)
egyenlet linedris, mig az
y"(z) = cosy(x)

egyenlet nem linedris.

1.24. Definicié. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A
n
> ai(@) -y () = b(x)
i=0

lineéris differencidlegyenletet homogénnek nevezziik, ha b az azonosan z€rd
fiiggvény. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet inhomogén.

1.25. Megjegyzés. Egy linedris differencidlegyenletet homogén, ha minden
tag tartalmazza az ismeretlen fiiggvényt, vagy annak valamely derivaltjit. El-
lenkezd esetben az egyenlet inhomogén.

1.26. Definicio. Legyenek a;,b: I — R folytonos fiiggvények. A
n
> ai@) -y (@) = b(x)
i=0

linedris differencidlegyenletet konstansegyiitthatosnak vagy mas széval dllando
egyiitthatdsnak nevezziik, ha minden i € {0; 1;...;n} esetén az a; fiiggvények
konstans fiiggvények. Ellenkez6 esetben azt mondjuk, hogy az egyenlet fiigg-
vényegyiitthatos.

1.27. Megjegyzés. Ha egy linearis differencidlegyenletben az ismeretlen fiigg-
vény egyiitthatdja és az ismeretlen fliiggvény derivéltjainak egyiitthatdja is kon-
stans, Ugy az egyenlet konstansegyiitthatds, ellenkez$ esetben fiiggvényegyiitt-
hat6s.
1.28. Példa. Az

y'(z) + 3y (z) — By(x) = 0
differencidlegyenlet konstansegyiitthatos, mig az

z-y'(z) +3x-y(x) =5

differencidlegyenlet fiiggvényegyiitthatos.
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1.29. Példa. Az
y'(x) =2/ () + y(z) =0
differencidlegyenlet homogén, mig az
y'(@) =2/ () +dy(x) ==
differencidlegyenlet inhomogén.

1.30. Példa. Az

2

y'(x) = cosx — 22 - ¢/ ()
differencidlegyenlet
- kozonséges;
- masodrend;
- linearis;
- inhomogén;
- fiiggvényegyiitthatds;
- explicit.
1.31. Definicié. Legyen [ egy intervallum. Az fi, fo ..., fn: I — R fiigg-
vények linedrisan fiiggetlenek a val6s szamok halmaza f6l6tt, ha a zérusvektort
csak trividlis linedris kombindcidval allitjak eld, azaz ha
a1 fi(z) + oz fo(@) + ...+ an - fulz) =0,
akkor
ap=ar=...=aqa, =0.

Egy fiiggvényrendszer linedrisan fiiggd, ha nem linedrisan fiiggetlen, vagyis
az f1, fo ..., fn: I — R fiiggvények linedrisan fiiggdk, ha léteznek olyan
a1, ag, ..., &, nem mind nulla skaldrok, hogy

ar- fi(z)+ oz folx)+ ...+ ay - fu(z) =0.

1.32. Példa. Az
{13227}
fliggvényrendszer linedrisan fiiggetlen, ugyanis ha
a1-1+a2-x+a3-x220,
akkor
ar-14+as-z24+a3-22=0-140-040- 22,

vagyis
a1 = Qg = Q3 = 0.
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1.33. Példa. Tekintsiik a
{sin® z; cos® z; 1}
fliggvényrendszert!

Mivel

2

sin’ 4 cos® z = 1,

ezért
) 2 _
sin“x 4+ cos“x—1=0,

igy a z€rusvektort nem csak csupa nulla egyiitthatéval allitjak eld a fiiggvények,
vagyis a
{sin® z; cos® z; 1}

fliggvényrendszer linedrisan fiiggd.
1.34. Megjegyzés. Ha az f1 és fo fiiggvények linedrisan fiiggdk, akkor
ar - fi(x) + ag - fa(x) =0

teljesiil ugy, hogy a1 # 0 vagy o # 0. Ekkor felirhatd, hogy

filz) = ¥, Ja(x)
vagy
folz) = —% fi(@).

Tehét két fiiggvény pontosan akkor linedrisan fliggd, ha valamelyik felirhaté a
madsik konstansszorosaként.

1.35. Definicié. Legyenek f1, fo, ..., f, legaldbb (n — 1)-szer differencidl-
hat¢ fiiggvények az I intervallumon. Az ezen fliggvényekbdl képzett fiiggvény-
rendszer Wronski-determindnsa a

A fla) o fal)

@) i) . fi@)
det W(x) = det

A7 V@) @) @)

mennyiség.
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1.36. Példa. Az

{13227}
fliggvényrendszer Wronski-determindnsa
1 = 22
detW(z)=det| 0 1 22 | =2
0 0 2

1.37. Megjegyzés. A Wronski-determindns értéke a fiiggvények linedris fiig-
g6ségérol, fiiggetlenségérdl ad informécidt.

1.38. Tétel. Legyenek f1, fo,..., fn: I — R legaldbb (n — 1)-szer diffe-
rencidlhaté linedrisan fiiggd fiiggvények. Ekkor a fliggvényekbdl képzett fiig-
gvényrendszer Wronski-determindnsa azonosan 0, azaz det W (x) = 0 minden
x € I esetén.

Bizonyitds: Mivel az f1, fo ..., fn: I — R fiiggvények linedrisan fiiggdk,
ezért 1éteznek olyan o, aw, ..., o, nem mind nulla skaldrok, hogy

ar- fi(z)+ oz folx)+ ...+ ay - fulz) =0.

Képezziik ezen egyenlet elsérendl, mdsodrendd, . . ., (n — 1)-edrendd derivalt-
jat. Ekkor a

ar-fiz) 4+ - fole) 4+ .o+ anfrlz) =

ar- fix)  + - fi@)  + .+ anfi®) =

ar- /" @) 4 e @)+ e @) = 0

homogén linedris egyenletrendszerhez jutunk. Az el6bbi n egyenletbdl allé
egyenletrendszer alapmatrixanak determindnsa

H@) f@) o fale)
fite)  folx) . Sl

det W(z) = det : : . : ;
@) 5@ @)

ami éppen az { f1, fo, ..., fn} fiiggvényrendszerbdl képzett Wronski-determi-
nans. Mivel a homogén linedris egyenletrendszernek van nem trividlis (azaz
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nem csupa nulla szdmokbdl 4ll6) megolddsa, ezért az alapmétrixdnak deter-
mindnsa nulla, tehat det W (x) = 0, amivel igazoltuk az allitdst. m

1.39. Példa. Lattuk, hogy a
{sin’ z; cos® z; 1}

fliggvényrendszer linedrisan fiiggd. Az elébbi tétel szerint a Wronski-deter-
mindnsa (. Ez valéban igaz, hiszen ha kiszamoljuk a Wronski-determindnst,
akkor azt kapjuk, hogy

sin? cos? x 1

det W(z) =det | sin2x —sin2z 0 | =0.
2cos2x —2cos2x O

1.40. Megjegyzés. Az el6bbi tétel megforditdsa nem igaz, azaz abbodl, hogy egy
fliggvényrendszerbdl képzett Wronski-determindns azonosan zérus még nem
kovetkezik, hogy a fliggvények linedrisan fiiggetlenek. Erre Peano adott elszor
példat. Tekintsiik az f1(x) = 22 és fo(x) = x - |z| fiiggvényeket. Ekkor a
Wronski-determinédns

z2 2
,haz > 0;
det W(x) = 2§ 2z )
x* —x
, hax <0.
20 —2x

A Wronski-determindns értéke zérus minden = € R esetén, azonban az f(z)
és fo(x) fiiggvények linedrisan fiiggetlenek. Ugyanis, ha

al-x2+a2~x-|x]:0,

akkor
ar {—1, haz >0

o 1, hazx <0,

tehat a O-t tartalmazé barmely intervallumon nincs nemtrivialis megolddsa az
elébbi egyenletnek, igy a fliggvények valoban linedrisan fiiggetlenek.

1.41. Megjegyzés. Vannak olyan feltételek, amelyek mellett a Wronski-deter-
mindns zérus voltabol mar kovetkezik a fiiggvények linedris fiiggdsége. PéEl-
daul, ha a fiiggvényrendszert alkoté fiiggvények analitikusak (lokalisan Tay-
lor-sorba fejthetdek) és a fiiggvényrendszerbdl képzett Wronski-determindns
azonosan nulla, akkor a fiiggvények linearisan fiiggék.
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1.42. Tétel. Legyenek fi, fa,..., fn: I — Rlegalabb (n — 1)-szer differen-
cidlhat6 fliggvények. Ha a fliggvényekbdl képzett fliggvényrendszer Wronski-
determindnsa I legaldbb egy pontjdban nem nulla, akkor a fiiggvények az I
intervallumon linedrisan fiiggetlen fiiggvényrendszert alkotnak.

Bizonyitds: Legyen xy € I olyan pont, amelyre det (W(azg)) # 0. Ha
valamely oy, ao, . . ., o, egyiitthatokra

ar - fi(x)+as- fa(z)+ ...+ an - fu(x) =0
minden = € [ esetén, akkor specidlisan xy € I esetén is
a1 - fi(wo) + a2 - fa(x0) + ... + an - fu(x0) =0,

tovéabba teljesiil az

ar-filz)  + o fylr) A+ .o+ o fr(z) = 0
ar- fi(z)  +  ax-fi(x) 4+ ... 4 o fil@) =0
ar- f{"@) + e V@) 4+ e T @) = 0
egyenletrendszer, vagyis az (aq, o, . . ., ;) megoldasa a
f1(zo) fa(zo) o ful@o)
! / !/ a1 0
f1(zo) folwo) .. falzo) o 0
B 5 e Qan 0
A P@o) " o) e 1T (o)

homogén linedris egyenletrendszernek. Mivel ezen egyenletrendszer alapmét-
rixdnak determindnsa nem nulla, ezért az egyenletrendszernek csak trividlis
megoldédsa van, igy

al=ag=...=aqy, =0,

tehét az
{f17f27' 7fn}

fiiggvényrendszer linedrisan fiiggetlen. m
1.43. Megjegyzés. Az allitas megforditds dltalanos esetben nem igaz.

1.44. Megjegyzés. A fiiggvények linedris fiiggetlensége eldontése fontos sze-
repet jatszik a magasabbrend linearis differencidlegyenletek elméletében.
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1.45. Tétel. Ha egy homogén n-edrend linearis differencidlegyenletnek
Y1, 92,-- -5 Yn

linedrisan fliggetlen megolddsfiiggvényei, akkor megadhaté az egyenlet altald-
nos megolddsa. Az 4ltalanos megoldds

y(@) = c1-yi(x) + 2 y(x) + ... + cn - yn(),

ahol ¢y, ca,...,cn, € R tetszbleges.

o~

1.46. Megjegyzés. Az el6z6 tétel allitasa azt jelenti, hogy ha ismerjiik egy
n-edrend( linearis homogén differencidlegyenlet n darab linedrisan fiiggetlen
megoldasat, akkor ezen megoldédsok linedris kombinacidja megadja az altalanos
megoldast.

1.47. Definicio. Egy n-edrendi linedris homogén differencidlegyenlet esetén a
megoldasfiiggvények vektorterének tetszéleges bazisat alaprendszernek nevez-
ziik.

1.48. Példa. Megmutatjuk, hogy az
y'(z) — 4y'(z) + 3y(z) = 0

differencilegyenletnek {e”;e3”} egy alaprendszere.

Az e”® fiiggvény megolddsa a differencidlegyenletnek, mert

e’ —4.e"+ 3% = 0.

Az €37 fiiggvény megolddsa a differencidlegyenletnek, mert

9¢” —12-e” + 3¢” =0,

valamint az e®, e3* fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns

T e3a:

T 3e3T ) = 2¢* # 0,

€

(&

det W(x) = det (

igy e® és e3* linedrisan fiiggetlen fiiggvények.

Tehit e és €37 linedrisan fiiggetlen megoldasai a differencidlegyenletnek, igy
alaprendszert alkotnak.
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1.49. Tétel. (Cauchy-Peano)
Legyen D C R"™*! nyilt halmaz és tekintsiik az f: D — R fiiggvényt és az
(203 Y05 Y1; - - -3 Yn—1) € D pontot! Az

y (@) = f(zy(x);y (@);. .5y ()
y(20) = yo; ¥ (x0) = y1;-- ;¥ (20) = yn

kezdetiérték feladat megoldhato, ha az f fliggvény folytonos egy olyan D-beli
tartomdnyon, amelynek (zo; yo; y1; - - - ; Yn—1) belsd pontja.

1.50. Példa. Az
y"(z) = 2sin (v (2) - y(2)) + v*(2) - <sin:1: + cos (y(m)))
y(0) = 0; y'(0) = 2
kezdetiérték feladatnak 1étezik megoldédsa, mert az
f(u;v;w) = 2sin(v - w) + v* - (sinu + cos v)

fliggvény folytonos az R3 tartomdny minden pontjdban, igy a P = (0;0;2)
pontot tartalmaz6 valamely nyilt kérnyezetben is.

1.51. Tétel. (Picard-Lindelof)
Legyen D C R"™*! nyilt halmaz és tekintsiik az f: D — R fiiggvényt és az
(Z0;Y0;Y1; - - -3 Yn—1) C D pontot! Az

y (@) = fzsy(@)y/ (2);. 59" D (@)
y(20) = yo; ¥ (x0) = 15 ..y V(20) = Y1
kezdetiérték feladat egyértelmtien megoldhato, ha az f fiiggvény folytonos egy
olyan D-beli tartoméanyon, amelynek (xo; yo; y1;- - -;Yn—1) belsd pontja és az

f figgvény a masodik valtozotdl kezdve minden valtoz6 szerint parcidlisan
differencidlhaté és a parciélis derivéltak korldtosak.

1.52. Példa. Az
y'(¢) =2 y*(x) +sin (y'(2)), y(0)=0,y'(0) =1
kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhatd, mert az
f(u;v;w) = u - v* 4 sin(w)
fliggvény folytonos R3 minden pontjaban, igy specidlisan a P = (0;0; 1) pon-
tot tartalmazd valamely nyilt konyezetben is, tovabba
filwosw) =200 = f(0;0;1) =0
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Il (u;v;w) = cosw = f1,(0;0;1) = cos 1,

igy léteznek a megfeleld parcidlis derivaltak és korlatosak a PP pontban.

17
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2. Kozvetleniil integralhaté masodrendii differencialegyenletek

2.1. Definicié. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény. Az y”(x) = f(x) alakd
differencidlegyenletet kozvetleniil integrdlhato mdsodrendii differencidlegyen-
letnek nevezziik.

2.2. Tétel. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény.
Egy kétszer differencidlhaté y: I — R fiiggvény pontosan akkor megoldésa az
y'(z) = f(z)
egyenletnek, ha
y(x) = F(x) +c1- @ + e,

ahol ¢, co € R tetszbleges és F az f fiiggvény egy primitiv fliggvényének
primitiv fliggvénye, vagyis

F(@:/(/f(x) dx) A

Bizonyitds: Mivel f folytonos, ezért integralhato.

Az y"(x) = f(x) egyenlet mindkét oldaldt 2 szerint integrdlva
v @) = [ 1) da

adodik, igy
Y (x) = Fi(x) + e,

ahol ¢; € R és I az f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye.

A kapott egyenlet mindkét oldaldt integrédlva azt kapjuk, hogy

y(m):/Fl(m)—l—cldm:F(x)+cl-:L‘—I—Cg,

ahol F' az F egy primitiv fiiggvénye és c1, co2 € R tetsz6leges konstansok. m

2.3. Megjegyzés. A kozvetleniil integralhaté differencidlegyenlet megoldasat
lényegében tgy kapjuk meg, hogy az explicit alakban megadott differencidle-
gyenlet jobb oldalan szerepl$ f fiiggvényt kétszer integraljuk.

2.4. Példa. Az
y'(z) =62

kozvetleniil integralhat6 differencidlegyenlet.
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Mindkét oldalt integralva azt kapjuk, hogy
Y (z) = 322 + ¢,
ahol ¢1 € R.
Ismét mindkét oldalt integralva
y(x) =23+ ¢ -2+

adodik, ahol ¢, co € R.
2.5. Tétel. Legyen f: I — R folytonos fiiggvény, zg € I. Az

y"(x) = f(2), y(xo) = 0., ¥ (x0) = Yo,

kezdetiérték feladat megoldasa

x t
y(z) :y01+/ y02+/f(s) ds | dt.

zo

19

Bizonyitds: Legyen az F) fliggvény az f fiiggvény azon primitiv fiiggvénye,

amelyre teljesiil, hogy F(z¢) = yo,. Ekkor

t

Fi(t) ~ Fi(eo) = [ £(5)ds

Zo

tehat

amibdl azt kapjuk, hogy
¢
v O =, + [ Fs)ds.
Zo

Legyen F' az F egy primitiv fiiggvénye. Ekkor

T

t
mm—wzf %+/ﬂ@®<m

zo
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vagyis

x t
y(2) = you + / Yo, + / f(s)ds | at,

)
amivel igazoltuk az allitast. m
2.6. Példa. Tekintsiik az

y'(z) =6z, y(0)=1,y'(0)=3
kezdetiérték feladatot! A feladatot kétféleképpen oldjuk meg.
1. Megoldas:

7~ 7z

Az el6z6 tétel alapjan

T t T

y(x)zl—i—/ 3+/63ds dt:1+/3+[332}gdt:
0

0 0
T

= 1—|—/3+3t2dt: 1+ [3t+t°]) =1+ 3z + 2°.
0
2. Megoldas:

Mivel
y"'(x) = 6,

ezért

y'(z) = /6ajdx = 322 + c1,

ahol ¢; € R tetszbleges.

Ezt integralva
y(x) :/3x2+01dx:x3+01 -+ co.
Mivel y/(0) = 3, ezért
3=3-024¢ = ¢ =3

Mivel y(0) = 1, ezért
1:03+Cl-0—|—02 = =1
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Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa
y(x) = 2° 4+ 3z + 1.

21
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3.Azy"(z) = f(z;y/(x)) alaki differencidlegyenletek

3.1. Tétel. Legyenek I és J pozitiv hosszisdgu intervallumok és legyen tovab-
ba f: I x J — R folytonos fiiggvény. Az

y" (@) = f(a;9/(2))

alaku differencidlegyenlet megolddsa visszavezetheté két elsérendd differen-
cidlegyenlet megoldasara.

Bizonyitds: Vezessiik be a

p(z) =y'(2)
fiiggvényt! Ekkor

p(z) =y"(x),

igy az

y'(z) = f(z;9/(x))
alakud egyenlet

P (z) = f(z;p(x))
alakd lesz. Ezen els6rendi differencidlegyenlet megoldasaval megkapjuk a p
fliggvényt, majd az

y'(z) = p(z)

kozvetleniil integralhaté differencidlegyenlet megolddsaval meghatarozhat6 a
keresett y fliggvény. m

3.2. Példa. Legyen z € R. Oldjuk meg az

y'(@) =22 (v (2))

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor nyilvdnvaléan
() =y"(x).
Elvégezve a helyettesitést a differencidlegyenlet
V(@) =2z p*(2)

alaku lesz, amely egy szeparabilis differencidlegyenlet.
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Vezessiik be a g(z) = 2z és h(p) = p? fiiggvényeket. Ekkor az egyenlet
/
y'(z) = g(x) - h(p)

alakud lesz. A szepardbilis egyenletek dltaldnos elmélete szerint az

/h(lp)dp:/g(x)dx

egyenletet kell megoldanunk a p ismeretlen fliggvényre. Az adatok behelyette-
sitése utdn azt kapjuk, hogy

1
/dep—/Q:rdx.

Elvégezve az integraldsokat

—— =240
p
ad6dik, amibl
() :
T)=—
p Zra

ahol ¢; € R tetszSleges. Mivel p(z) = (), ezért
1

1 —_
e — d = — a d fr
y(.’E) / 1.2 +c z / %f +1 z

1 T
—— - arct — | -1t e =
oot () v

1 T
= ———= - arctg | — | + c2,
1/ C1 <\/Cl>

ahol ¢; > 0és ¢y € R tetszbleges.
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4. Az y"(z) = f(y(z);y'(z)) alaki differencialegyenletek

4.1. Tétel. Legyenek I és J pozitiv hosszisagu intervallumok és legyen tovab-
ba f: I x J — R folytonos fiiggvény. Az

y'(x) = fy(x); 9/ (2))

alaku differencidlegyenlet megolddsa visszavezethet6 két elsérendd differen-
cidlegyenlet megoldasara.

Bizonyitds: Els6ként meghatdrozzuk azokat a p fliggvényeket, amelyekkel az
egyenlet y megoldasfiiggvényei eleget tesznek az

Y (@) =p(y(@))
Osszefliggésnek. Ezekre

y'(x) =p'(y(@)) -/ (2) = p' (y(2)) - p(y(x)).

Ezt kdvetSen az eredeti egyenlet megolddsai az
y' () = p(y(x))
elsérendi differencidlegyenlet megolddsaval adédnak. m

4.2. Példa. Oldjuk meg az

differencidlegyenletet!
Megoldas:

Alkalmazzuk az

helyettesitést. Ekkor
y' (@) =9 (y(@)) - y'(@) =9 (y(2) - p(y(@).
Végrehajtva a helyettesitést a
P'(y)-ply) =2p(y) -y
differencidlegyenlethez jutunk.

Lathat6, hogy p = 0 megoldds. Ekkor y/(x) = 0, igy y = ¢, ahol ¢ € R
tetszbleges.
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Most tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor az el6bbi egyenletet explicit alakban irva
P(y) =2y
adodik, amibdl azt kapjuk, hogy
ply) =y +ei,
ahol ¢; € R tetszSleges. Mivel ' = p(y), ezért az
Y(2) =y (2) +a

egyenlethez jutunk, ami egy szepardbilis differencidlegyenlet. Ennek megolda-

sahoz tekintsiik az )
/ 3 dy = / 1dzx.
Yy +a

egyenletet. A bal oldalt atalakitva, majd elvégezve az integralast azt kapjuk,
hogy

1 1 1 1 y
— dy=—- -  dy=-—"- 1 2 1. —
/y2+(31 Y C1 /<y>2+1 Y C1 arcg(\/a> \/a

ver

Y

- % arctg <ﬁ> .

e ( Y > +
—— arctg | —= | =z + ca.
1/ C1 1/ C1

Kifejezve y-t

y=+er-tg(Ver -z + e o) =0 tg(Cr- o+ Co).

Tehat
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5. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés homogén
differencialegyenletek

5.1. Definicié. Legyen p,q € R. Az

y'(@) +p-y (@) +q y@)=0
madsodrend( differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletén a

MNitpA+qg=0
masodfoku egyenletet értjiik.
5.2. Példa. Az
y'(x) =y (x) — by(x) =0
differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
A —A—6=0.

5.3. Tétel. Legyen p, ¢ € R. Tekintsiik az

y'(x) +p-y(2) +q y(z) =0
masodrend( differencidlegyenletet!

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa pozitiv, azaz ha a karakteriszti-
kus egyenletnek két kiilonb6z6 valés megoldasa van €s ezek A1 és Ao, akkor a
differencidlegyenlet altalainos megoldasa

A1 Ao+
)

ylx) =c1-e +co-e

ahol c1,co € R.
Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa nulla, azaz ha a karakterisztikus
egyenletnek egy (kétszeres multiplicitasi) valés megolddsa van és ez A, akkor

a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) =c1 -t ey x- e
ahol c1,co € R.

Ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa negativ, azaz ha a karakteriszti-
kus egyenletnek két komplex megolddsa van (amelyek egyébként egymds kon-
jugdltjai) és az egyik megoldas A, melynek valds része « és képzetes része [3,
vagyis A = a + ¢ - 8, akkor a differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

y(z) =c1-e¥* - cos(f-x) + ¢y - e -sin(f - x),

ahol ¢1,co € R.
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Bizonyitds: A differencidlegyenlet megolddsét
y(z) = N
alakban keressiik. Ezt behelyettesitve az
y'(@) +p-y (@) +q y@)=0
egyenletbe azt kapjuk, hogy
MM g X et g et =0,
Kiemelve e**-et azt kapjuk, hogy
M (A2 +p-A+q) =0.
Mivel eM? £ 0, ezért
MAp - Atqg=0,
ami éppen a differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete.

Ha a masodfoki egyenlet diszkrimindnsa pozitiv, vagyis p? — 4¢q > 0, akkor az
egyenletnek két megolddsa van. Legyenek ezek A\ és \o. Az

n (33‘) M e>\1~x
és
Yo (33‘) ) e>\2~x
fliggvények linedrisan fliggetlenek, mert
e)\1~ac e)\z-a;

det (W (z)) = det ( > = (Mg — Ap) - eetM)@ £

)\1 . ez\l-x )\2 . e)\g-x

A konstrukcié miatt nyilvan eM® és e*>"® megolddsai a differencidlegyenlet-
nek, igy a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

e)\l-x )\2-1'

y(z) =c1 - +co-e

Haa
MAp-Adqg=0

masodfoki egyenlet diszkrimindnsa nulla, vagyis p? — 4q = 0, akkor az egyen-
letnek egy (kétszeres multiplicitdsi) megolddsa van. Legyen ez \. Az

n (:E) — e)v;v

ya(z) =2 - €
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fliggvények linedrisan fliggetlenek, mert
e)\-x T - e)\-a:

det (W (z)) = det ( AT (14 Az) - e

) — 62)\-:): ?é 0.

A konstrukcié miatt y;(z) = e™® megolddsa a differencidlegyenletnek. El-
lendrizziik, hogy z - €M is megolddsa. Mivel

yh(z) = N 4 (z- \) - e = (14 Az) - M7,

y(@) =X A (Ar41)-eM =
= (A2 242\ - M
Felhaszndlva, hogy
MAtp Atqg=0
és mivel a masodfoku egyenlet diszkriminadnsa nulla, ezért

igy azt kapjuk, hogy
Yo () +pya(x) + ¢ ya(z) =
=Nz +20) M £ p- (14 Ax) - M0t
+q-x- Mt —
=N 4+p-A+q) -z + 2N\ +p) T =0,
Tehat a differencidlegyenlet altalanos megoldasa

y(x) =c1- M tey-a- e

A harmadik esetet nem igazoljuk. Az el6z6 két esethez hasonlé szdmoldssal
végezhetd a bizonyitds. m
5.4.Példa. Legyen z € R. Az
y'(z) =y (z) — 6y(z) =0
differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A2 —XA—6=0.

A masodfoki egyenlet diszkrimindnsa

D= (-1)>—4-(-6) =25> 0,
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igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megoldédsa van. Ezek
N E: vD 145
1,2 = 5 =5
vagyis az egyik megoldds \; = 3, a masik Ay = —2.

A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

2x

A28 — ) @ ey e

e)\1~x

y(x)=c1- +co-e

ahol c1, c2 € R tetszoleges.
5.5. Példa. Legyen z € R. Az
y'(z) + 2y (z) +y(z) =0
differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A +2X+1=0.
A masodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D=2"-4=4-4=0,
igy egyetlen valés megoldds van, mégpedig
0=XA+22+1=(A+1)

miatt A = —1. A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

Az T

y(:c):cl-e’\x—l—cr:z:-e cr-e P +c-r-e ",
ahol ¢, co € R tetszoleges.
5.6. Példa. Legyen z € R. Az
y'(z) +4y'(x) + 5y (x) =0
differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A +4X+5=0.

A masodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D=4%_5.4=16—20 = —4,

29

igy az egyenletnek két komplex megoldédsa van, melyek egymds konjugdltjai.

A megolddsok

= = -2+
’ 2 2 2
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Elegendd az egyik komplex szammal tovabb dolgozni, vdlasszuk a A\ = —2 4 ¢
megoldést.

Jeloljiik a komplex szam valds részét a-val, képzetes részét 5-val. Ekkor azt
kapjuk, hogy o = —2, 5 = 1. A differencidlegyenlet dltalanos megoldasa

y(x) = c1 - e - cos(fx) + ¢ - €** - sin(fx),

vagyis

2 2

y(x) =c1-e “¥-cosx+ca-e “¥-sinx,
ahol ¢y, ca € R tetszbleges.
5.7. Példa. Legyen = € R. Tekintsiik az
y'(x) + 7y (x) + 10y(z) =0, y(0) =2,7/(0) =5
kezdetiérték feladatot!
A differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus egyenlet
A2+ 7A+10 =0.

A maésodfoku egyenlet diszkrimindnsa

D=7*—-4-10=49—-40=9>0,

igy a karakterisztikus egyenletnek két valés megoldasa van. Ezek

) N 2 - 2 I
vagyis az egyik megoldds A\; = —5, a masik Ay = —2.

A differencidlegyenlet dltaldnos megoldédsa

A2+ —b5x 2x

e =cr-e P +cg-e 7,

y(z) =c1 - +ca-e
ahol ¢, co2 € R tetszbleges.

A c1 és co kiszdmoldsahoz sziikségiink lesz az y' fiiggvényre is:

y'(x) = =5y 7T 20y e,
A kezdetiérték feltételek miatt egyrészt
2=y(0)=c - e 0 4y 0720 = ¢y 4 ¢,

masrészt

5= y'(O) = *561 : 6_5'0 - 262 . 6_2'0 = *561 — 262.
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Tehat a cq és ¢y értékét az

c1 + co = 2
—561 — 2(22 = 5

egyenletrendszer megolddsaval kapjuk meg. Az elsé egyenletet kettével szo-
rozva, majd a két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy —3c; = 9, amibdl
c1 = —3 adddik. Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
co = 5. Tehat a kezdetiérték feladat megolddsa

y(x) = —3e77% + 5e 2.
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6. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés inhomogén
differencialegyenletek megoldasa konstansvarialassal

6.1. Tétel. Legyen p,q € R tetszleges, f: I — R folytonos és tegyiik fel,
hogy f nem azonosan nulla fiiggvény. Az

y'(@) +p-y' (@) +q-ylx) = f(2)

inhomogén differencidlegyenlet dltalinos megoldédsa az
y'(@) +p-y(@) +q y(@) =0

homogén egyenlet dltalainos megolddsanak és az

y'(x) +p-y(2) +q-y(x) = fa)
inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsdnak dsszege.
6.2. Tétel. Legyen p, q € R tetszGleges, f: I — R folytonos. Az

y'(@)+p-y(2) +q-yl@) = f(2)
differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

y(@) = c1 - yi(z) + ca - ya(2) + yp(2),

ahol y; és y2 a homogén egyenlet két linedrisan fiiggetlen megolddsa és y,, az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa.
6.3. Eljaras. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megolddsat meghataroz-
hatjuk a konstansvaridlds médszerével.

Az inhomogén egyenlet egy partiklaris megoldasat
Yp(x) = c1(x) - y1(2) + c2(@) - ya2()

alakban keressiik, ahol y; és y2 a megfelel6 homogén egyenlet két linedrisan
fiiggetlen megoldésa. Ezt a megoldasfiiggvényt az eredeti

y'(x) +p-y'(z) +q-y(x) = f()

inhomogén egyenletbe behelyettesitve szeretnénk meghatarozni a ¢; és ¢ fiigg-
vényeket. Azonban két ismeretleniink van, és a behelyettesités utdn csak egy
egyenletet kapnank, ezért az egyértelml megoldds meghatirozdsa érdekében
egy tetszOleges tovabbi feltételt is eld kell irnunk a c¢; és co fiiggvényekre
vonatkozdan. Legyen ez a feltétel az, hogy

& (@) -y (@) + S (e) - ya(a) = 0.
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Az y, fliggvény deriviltja
yp(z) = ci(z) - y1(z) + () - Y1 (@) + (@) - y2(@) + c2(@) - Yo ().
Felhaszndlva, hogy
ci(z) - yi(z) + (@) - ya(a) =0
azt kapjuk, hogy
Yp() = c1(@) - y1(z) + c2(x) - ya(2).
Az y, fliggvény masodik derivaltja
Yp(2) = ci (@) i (@) + er(z) -y (@) + c(x) - ya(x) + c2(@) - 3 ().
Az y, fliggvényt behelyettesitve az
y'(@)+p-y'(2) +q-y@) = f(2)
egyenletbe
c(z) - y1(2) + (@) -y (@) + (@) - vo(@) + ea(2) - yg () +
+p- (cr(@)  Yi(@) + ca(2) - y3(2))
+q- (a(2) - yi(z) + e2(2) - y2(2)) = f(2).
Rendezés utan azt kapjuk, hogy
c1(z) - yi () +p- (@) yi(@) + ¢ ea(z) -y (2)+
+ea(2) -3 () +p - ca(x) - yh(@) + ¢ (@) - ya(2)+
+(@) Y1 (x) + () () = f(2).
Mivel y; és y2 megolddsa a homogén egyenletnek, ezért

a(@)- (@) +p-yi(@) +q-yi(x) =0

ca(w) - (y(2) + - h(2) + ¢ y2(x)) = 0.
Tehat azt kapjuk, hogy
ci(z) - y1(x) + (@) - () = f ().
Vagyis ¢ -re és c-re egy linedris egyenletrendszert kaptunk:
(@) n(@) + @) ya@) = 0
a@) -n) + @) y) = f(2) } '

33
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Ennek az alapmétrixa
X X

Ezen matrix determinansa

et (W) = det (40 B0 )~ u(0) - 44lo) — pale) 1),

ami éppen a Wronski-determindns, amely nem nulla, hiszen az y; és y» fiigg-
vények analitikusak és linedrisan fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hoyg az egyenlet-
rendszer példdul Cramer-szabdllyal egyértelmiien megoldhatd. Legyen

i = (4 10 )

valamint
_( wn(=) O
Wale) = < yi(2) fl) >
Ekkor
det (Wi(z)) = —f(x) - ya()
det (Wa(z)) = f(z) - y1 (),
igy
¢ () = det (W1 (x)) _ —f(z) - ya(z
! det (W(z))  w(z) ys(2) —y2(z) - yy (@)
& () = det (Wa(z)) _ f(@) - yi(x)
2 det (W (z))  yi(x) - v5h(x) —y2(x) - vy (2)
Tehat f(2) ()
B —f(x) - ya(x -
2= [ o) - e T

B f(z) - yi(x) x
)= | ST A

A kapott c; és ¢y fiiggvényekkel az inhomogén egyenlet egy partikuldris meg-
oldésa

Yp(z) = c1(2) - y1(x) + ca(®) - ya(z)
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és az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) = c1-y1(x) + c2 - ya(x) + yp(),
ahol ¢y, co € R tetszbleges.
6.4. Példa. Legyen z € R. Megoldjuk az
y"(x) — 5y (x) + dy(z) = 48x + 96, y(0) = 42, y/(0) = 18
kezdetiérték feladatot a konstansvaridlds mddszerével, majd kiszdmoljuk pél-
ddul az y(1) fiiggvényértéket.
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y"(z) = 5y'(z) + 4y (x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —B5A+4=0.
A karakterisztikus egyenlet megolddsai

5+3
>\1,2=T,

vagyis A1 = 4, illetve Ay = 1.
A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa
yp =c1-e* 4oy e,
ahol cp, c2 € R tetszoleges.
Az inhomogén egyenlet egy megoldasat
yp(x) = ci(x) - yi(x) + ca() - ya(x)
4z

alakban keressiik, ahol y1(z) = e
fliggvények derivaltjait az

G(@) m@) + G -m@) = 0 }
A) - yi@) + @) vhle) = 482496

egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg. Behelyettesitve az y; és yo fiigg-
vényeket, valamint azok derivéltjait az

d(z)-e' + ch(x) e = 0
(z)-4-e® + dy(x)-e* = 482+ 96

és yo(x) = €. A ¢y és ¢y ismeretlen
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egyenletrendszerhez jutunk. Ezen egyenletrendszer alapmatrixa
4
W) = (g o )
amelynek determindnsa (vagyis a Wronski-determindns)
det (W (x)) = —3¢™.

A Cramer-szabaly alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

, det (W1 (CL‘))
(1) = — 5
det (W ())
ahol
Wi(z) = 0 ) = —e” - (48x + 96)
48x + 96 €” ’
ey (48 96)
_ex . x _|_ By,
d(z) = “3057 = (162 + 32) - 717,
Szintén a Cramer-szabdly alkalmazdsaval kapjuk, hogy
, det (Wa(z))
() = ————"
det (W (z))
ahol
Waw) = [ 0 0 ) Lt (48p 4 96)
3 46T 487 + 96 ’
igy

el® . (48z + 96)
CIQ(x) = _36533

Mivel ismerjiik a ¢ és ¢, fiiggvényeket, ezért integraldssal meghatdrozhatdk a
c1 és co fiiggvények.

= (162 — 32) - e,

A parcidlis integréalds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

c1(x) = /(163: +32) e dr =

e—4x e—4x
= (162 +32) - — —/16- —de=

:(—4x—8)-e_4x+/4-e_4xdx:

= (—4r—8)- e —e M = (42 —9).
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Szintén a parcidlis integralds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
ca(z) = /(—16$ —32)-e *de =

—z —z
:(—161:—32)-61—/—16~eldx:

—(16w+32)-ex—/16~exdx—

=(162+32)-e*+16-e *=e *- (16 + 48).
Tehét az inhomogén differencidlegyenlet egy partikuldris megoldésa
Yp() = c1(x) - y1(x) + c2(x) - ya(z) =
—e 1. (—4z —9)- " 47 (162 +48) - e” =
= —4x — 94 16x 4+ 48 = 122 4 39.
Az inhomogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
y(x) =c1 - e 4 cp - e® 4 122 + 39.
Az y fiiggvény derivaltja
Y (z) =4y - 4 ¢y - e® +12.
Mivel y(0) = 42, ezért
42 = c1 + co + 39.
Mivel y/(0) = 18, ezért
18 =4¢1 + ¢ + 12.
Tehat a c; és ¢y konstansok meghatarozasidhoz a
c1+62+39:42}
ey + ¢ + 12 = 18

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszert dtrendezve azt kap-
juk, hogy

ci + ¢ = 3

4 4+ ¢ = 6 }

A masodik egyenletbdl kivonva az els6t ¢; = 1 adédik, majd ezt az els6 egyen-
letbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy co = 2.
Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megoldasa

y(z) = ™ + 2e” 4 12z + 39.
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Az y(1) fiiggvényérték
y(1) = e* + 2e + 12 + 39.
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7. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés inhomogén
differencialegyenletek megoldasa probafiiggvénnyel

7.1. Definicié. Legyen p, g € R tetszbleges, f: I — R folytonos, nem azono-
san nulla fiiggvény. Tekintsiik az

y'(x) +p-y(z) +q-y(x) = f()

masdorendi linedris differencidlegyenletet. Ekkor az f fiiggvényt zavard fiigg-
vénynek is szokds nevezni.

7.2. Megjegyzés. Ebben a fejezetben masodrendl konstansegyiitthatds lined-
ris inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsanak meghatarozasara
ismertetiink egy médszert, amelyet prébafiiggvény modszernek szokés nevezni.

7.3. Eljaras. (prébafiiggvény)

Abban az esetben, ha a masodrendii linedris inhomogén differencidlegyenlet
konstansegyiitthatds, tovdbba a zavard fiiggvény specidlis alakd, nevezetesen
polinom-, exponencidlis-, szinusz-, vagy koszinuszfiiggvény, tovdbba ezek 6sz-
szege (vagy kiilonbsége), akkor a differencidlegyenlet partikuldris megoldésa a
zavar¢ fliggvényhez hasonl6 szerkezeti lesz.

Az alabbi tabldzatokban 0sszefoglaljuk, hogy az egyes esetekben milyen Gigyn-
evezett probafiiggvényt haszndlhatunk a partikuldris megoldds meghatdrozasa-
hoz.

Ha a zavaré fiiggvényben nincs olyan tag, ami a homogén egyenlet megoldasa
lenne, akkor

zavar6 fiiggvény a partikuldris megoldés 4ltaldnos alakja
an - "+ ...+ a1 - x4+ ag Ay -2+ ...+ A -x+ Ay
a - e%% A - o0
a - sin(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)
a - cos(ax) A -sin(ax) + B - cos(ax)

Ha a zavar6 fiiggvényben van olyan tag, ami a homogén egyenlet megoldasa
és a egyszeres multiplicitdsi gyoke a karakterisztikus egyenletének (a masodik
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sorban azt is feltéve, hogy a = 0), akkor

zavaro fliggvény a partikuldris megoldas éltaldnos alakja
ap-x"+...+a1-x+ ag x-(An-x"+...+A1-x+A0)
a- e A-x-e*®
a - sin(ax) Az (sin(oazx) + B - cos(ax))
a - cos(ax) A-z - (sin(az) + B - cos(ax))

Ebben az esetben ugynevezett rezonancidrol beszéliink.

Ha a zavar6 fiiggvényben van olyan tag, ami a homogén egyenlet megolddsa
és a kétszeres multiplicitdsu gyoke a karakterisztikus egyenletének (a masodik
sorban azt is feltéve, hogy a = 0), akkor

zavaré fiiggvény a partikuldris megoldds altaldnos alakja
an-x"+...+a1-x+ ag a;2-(An~m"+...+A1-a;+A0)
a-e*”® A-x?. e
a - sin(ax) A-2?- (sin(ax) 4+ B - cos(az))
a - cos(ax) A-2? - (sin(az) + B - cos(ax))

Ebben az esetben ugynevezett mdsodrendii rezonancidrdl beszéliink.
7.4. Példa. Legyen = € R. Megoldjuk az
y'(x) — 4y (z) + 3y(x) = 32% + 10z + 19 — e*® + 4sinx + 2cos =
differencidlegyenletet a probafiiggvény modszerrel.
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(x) — 4y'(z) + 3y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —4X+3=0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai

A2 =
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vagyis A\; = 3, illetve A\ = 1.
A homogén egyenlet dltaldnos megolddsa
yp = c1-€ +cy - €,
ahol ¢, co € R tetszbleges.
Az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat
yp(r) =A-2°+B-2+C+D-e* + E-sinx+ F-cosx
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
Yy () =2A-x+B+2D -e** + E-cosx — F -sinx.
Az y, fliggvény mdsodrendii derivéltja
yp(x) =2A+4D - e’ — E-sinz — F - cosx.
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
2A+4D -¢* — E -sinxz — F - cosz—
—4- (2A-m+B—|—2D-eQI—|—E-cos:p—F-sinx)—|—
+3- (A~m2+B~$+C—|—D-e2x+E-sina:+F~cosx) =
=322 4+ 10z + 19 — e*® + 4sinz + 2 cos z,
vagyis
34 -2+ (3B—8A) -2 +3C —4B+2A— D -e*+
+ (2E 4+ 4F) -sinz + (2F —4FE) - cosz =
=322 + 10z + 19 — e** 4 4sinz + 2cos z.

A megfeleld tagok egyiitthatéit 6sszehasonlitva az

3A = 3
-84 + 3B = 10
2A — 4B + 3C = 19
- D = -1

2 + 4F = 4

- 4F + 2F = 2

7

egyenletrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 1. Ezt
behelyettesitve a masodik egyenletbe B = 6 adédik. A harmadik egyenletbdl
azt kapjuk, hogy C' = %. A negyedik egyenletb6l D = 1 adédik. Ha az 6todik
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egyenlet kétszeresét hozzdadjuk a hatodik egyenlethez, akkor azt kapjuk, hogy
F =1, végiil ezt visszahelyettesitve az 6todik egyenletbe £ = 0 adddik.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

41
Yp(r) = 2% + 62 + 3 +e** 4 cos .

Az inhomogén egyenlet dltalainos megoldésa
41
y(z) =c -e3$+02-e””+m2+6x+§ + e** 4 cos .

7.5. Példa. Legyen x € R. Megoldjuk az
v’ (x) — 4y (z) + dy(x) = 16e** + 8z
differencidlegyenletet a prébafiiggvény modszerrel.
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet
y'(2) — 4y (x) + dy(x) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
A —4A\4+4=0,
azaz
(A—2)?=0

Tehat a karakterisztikus egyenlet egyetlen megoldasa A = 2 kétszeres multipli-
citassal (vagyis A\ = 2 és Ao = 2).
A homogén egyenlet dltalanos megolddsa

Y =c1- e 4 cy-x -,
ahol c1, c2 € R tetszoleges.

Mivel az inhomogén egyenlet jobb oldaldn szerepld 16e** tag megolddsa a
homogén egyenletnek és 2 kétszeres multiplicitasi gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, ezért masodrendi rezonancia lép fel, igy az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megoldasat

yp(r) = A-2* e* + Bz +C
alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
yp(z) = A- (2z - e* + 227 - &) + B.
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Az y, fliggvény mdsodrendii derivéltja
yp(x) =A- (26 + 4z - € + 4z - & + 4a%e™).
Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
A- (2629” + 4z - e* 4 4 - e + 4x2e2z) -
—4A- (2:6 ce2® 492 62:6) — 4B+
+4A 2% e® 4+ AB -1 4+ 4C =16 - €** + 8,

vagyis
2A-e** + 4B - x — AB 4+ 4C = 16 - €** + 8z,

igy egyrészt 2A = 16, vagyis A = 8, mdsrészt 4B = 8, amibdl azt kapjuk,
hogy B = 2. Végiil —4B + 4C = 0, amibdl C' = 2 adédik.

Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

yp(z) = 822 - e** 4 22 + 2.
Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

yx)=c - e 4cy-x-e® 827 ¥ 420 +2=
= (01+02'$+8$2)-ezx+2x+2.
7.6. Példa. Legyen = € R. Megoldjuk az
y'(x) = 6y'(2) + 9y(a) = 4- >, y(0) =0, y'(0) =2

kezdetiérték feladatot a probafiiggvény modszerrel.
Az inhomogén egyenletnek megfelel6 homogén egyenlet

y'(x) — 6y'(x) + y(z) = 0.
Ezen homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete

A —6X+9=0,

azaz
A=3)?%=0

Tehat a karakterisztikus egyenlet egyetlen megoldasa A = 3 kétszeres multipli-

citassal (vagyis \; = 3 és Ay = 3).

A homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa

3z 3x
Yp=1C1-€7 +cCo-T €7,

ahol ¢, co € R tetszbleges.
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Mivel az inhomogén egyenlet jobb oldaldn szerepld 4 - €3* tag megoldasa a
homogén egyenletnek és 3 kétszeres multiplicitdsi gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, ezért misodrend(i rezonancia 1ép fel, igy az inhomogén egyenlet
egy partikuldris megolddsat

alakban keressiik.
Az y, fliggvény deriviltja
yp(x) =A- (2z - 3T 4 322 63“”).
Az y, fliggvény masodrendd derivéltja
yp(x) = A- (2e3$ + 61 - €37 + 62 - €37 + 927 - 93”).

Ezeket behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

A- (2631’ + 62 - €3 + 62 - 37 4+ 922 - egx)—

—6A - (2x-63x+3x2-e3x) +9A .22 e3% =

=4.e%
vagyis
24 -e3 =4.¢%,
igy A =2.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsa

yp(x) = 207 - 37,

Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa
y(x) =1 0% g3 42123 = (01+02-x+2x2)~e3‘”.
Az y fiiggvény derivaltja
Y () = (c2 +4z) - €3 + (c1 + ¢3 - x4 222) - 3e3.
Mivel y(0) = 0, ezért
0=c.

Mivel 4/ (0) = 2, ezért
2 =co + 3¢y,

vagyis ca = 2. Azt kaptuk tehat, hogy a kezdetiérték feladat megolddsa
y(z) = (222 + 2z) - %7,
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8. Masodrendii linearis konstansegyiitthatés inhomogén
differencialegyenletek megoldasa Laplace-transzformacioval

8.1. Definicié. Az f: [0; 00[— R figgvény Laplace-transzformdltjanak nevez-

ziik az
:/f(t)-estdt
0

figgvényt amennyiben az el6bbi improprius integral véges. Ilyenkor az f fiigg-
vényt generdtorfiiggvénynek is mondjuk. Az f fliggvény Laplace-transzfor-
maltjat £[f] médon is szokas jelolni.

Ha ismerjiik egy generatorfiiggvény Laplace-transzformaltjat, akkor a genera-
torfiiggvényt inverz Laplace-transzformdcioval kapjuk meg a Laplace-transz-
formaltbSl. Az F fiiggvény inverz Laplace-transzformdltjat £~ [F] médon
jeloljuk.

8.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a fenti integrdl s > 0 esetén lesz kon-
vergens, igy a fejezet tovabbi részeiben feltessziik, hogy s > 0.

8.3. Tétel. A Laplace-transzformaci6 additiv tulajdonsagu. Ez azt jelenti, hogy
f,g: [0;00[— R esetén

L[f + g] = L[f] + L[g].

Bizonyitds: Felhaszndlva a Laplace-transzformalt definicidjat és az integral
additiv tulajdonsagat, azt kapjuk, hogy

[e.e]

E[f+g]=/(f+g) e dt = /f e dt+
0

[e.e]

+ [ g(t)-e™"dt = L[f] + L]g],
[

amivel igazoltuk az allitast. m

8.4. Tétel. A Laplace-transzformacié homogén tulajdonsagi, ami azt jelenti,
hogy f: [0;00[— R és o € R esetén

Lla- f]=a- L[f].
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Bizonyitds: Felhaszndlva a Laplace-transzformalt definici6jit és az integrél
homogén tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy

Lla- f] =/(Oé-f)(t)'e_StdtZOé-/f(t)'e_Stdtza-E[f],
0 0

amivel igazoltuk az 4llitast. m

8.5. Kovetkezmény. A Laplace-transzformacié linedris tulajdonsagud, ami azt
jelenti, hogy f,g: [0;00[— R és a, B € R esetén

Lla-f+B-gl=a-LIf]+ 8- Llg).
Bizonyitds: Mivel a Laplace-transzforméci6 additiv és homogén, ezért
Lla-f+B-9l=Lla-fl+LB-gl = L[f1+ 8- Llg),
amivel igazoltuk az allitast. m

8.6. Tétel. (Derivalt figgvény Laplace-transzformaltja)
Ha f: [0; oo[— R differencidlhat6 fiiggvény, akkor

LIf'] = s LIf] = £(0).

Bizonyitds: Felhaszndlva a Laplace-transzformalt definicidjat és a parcidlis
integralas tételét azt kapjuk, hogy

o0 C

Llf]= /f/(t) ce St = lim [ f(t)-e Sdt =
c—00
0 0
(&

= lim [f(t) Lot L— lim [ f(t)-e - (—s)dt =

0
= tim 1D o)~ i [ 5o (e =
0

amivel igazoltuk az allitast. m

8.7. Tétel. (csillapitasi tétel)
Tekintsiik az f: [0; co[— R fiiggvényt és legyen A € R. Ekkor

L] F@)] (5) = LIf1(s + ).
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Bizonyitds: Felhaszndlva a Laplace-transzformalt definicidjét azt kapjuk, hogy

r [efx-t ) f(t)] (s) = /eA-t () emstdl = /f —(+s)t gy —
z[f](/\ +5) 0

amivel igazoltuk az 4llitast. m
8.8. Tétel. Ha f: [0; co[— R a pozitiv félegyenesen szakaszonként folytonos

€s exponencidlisan feliilr6l korlatos, azaz van olyan M > 0 és sg valés szam,
hogy

f(t) < M -e™,

akkor az f fiiggvénynek 1étezik Laplace-transzformaéltja.

8.9. Tétel. Az f(t) = 1 fiiggvény Laplace-transzformaltja

Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definici6ja szerint

[e.9] C

= /e_St dt = lim [ e *tdt =
CcC— 00
0 0
e st]¢ e5¢ 1 1
= lim [ ] = lim 4+ - = -,
co0 | =8 | c—00 —8§ S S

amivel igazoltuk az 4llitast. m

8.10. Tétel. Az f(t) = t fiiggvény Laplace-transzforméltja
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Bizonyitds: A Laplace-transzformadlt definicidjét és a parcidlis integrilds tételét
alkalmazva azt kapjuk, hogy
oo Cc

L[t] :/t-e_Stdt: lim [ t-e S'dt =

c—00
0 0

—st7¢ —st
= lim {t' ] Clim [ &=

c—00 —8 0 c—00 —S
0
—g- — (&
] e 5 t e st
= lim |t- - — =
c—00 —8 S 0

ugyanis
—S-C
lim —— =0
c—o0 8§
és a L' Hospital-szabély szerint
—S8-C
lim ¢ = lim — =
c—00 —S c—oo  e5C.g

Ezzel igazoltuk az allitast. m

8.11. Tétel. Legyen n € N. Az f(t) = t" fuggvény Laplace-transzformaltja

n!
sn+1 :

L[t"] =
8.12. Példa. Az
ft)=1t>—t* +5t+2

figgvény Laplace-transzformaltjara a linearitds tulajdonsidga miatt és felhasz-
ndlva az elébbi tétel allitasat azt kapjuk, hogy

L[f] = L[t? —t* + 5t + 2] = L[t3] — L[t} + 5L[t] + L[2] =

32 12
st 83 2 s
6 —2s+5s%+25°  25° 4552 —25+6

st 54
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8.13. Tétel. Legyen a € R. Az f(t) = e fiiggvény Laplace-transzforméltja
1

s—a

E[eat} —

Bizonyitds: A Laplace-transzformadlt definici6jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

o0 oo
Lle™] = /e“t e st dt = /eat ce st dt =
0 0
o0 C
(a—s)-t : (a—s)-t . ela=s)t y
= le dt = lim [ e dt = lim =
c—00 c—00 a— S
0 0
i e(afs)-c 1 1
= lim - = .
c—00 a4 — S a—8 S—a

Ezzel igazoltuk az allitast. m

8.14. Példa. Az
f(t)=e* +e73
fliggvény Laplace-transzformaltjara a linearitds tulajdonsaga miatt és felhasz-
nalva az el6bbi tétel allitasat azt kapjuk, hogy
L[f] = Lle* +e73 = L[e*] + Lle™™] =
1 1 s+3+s—2  2s+1

s—2+s+3: (s—2)-(s+3) s2+s5—6

8.15. Tétel. Legyen w € R. Az f(t) = sin(w - t) fiiggvény Laplace-transzfor-
maltja

. w
E[Sln(w . t)] = m

Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definici6jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

Llsin(w - t)] = /sin(w 1) -e St dt.
0

Els6 1épésben meghatdrozzuk a sin(w - t) - e~*¢ fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integralas képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

e—st e—st
/sin(w t)-e St dt = sin(w - t) - - /w -cos(w - t) - dt =

—S —S

efst efst
—<w-cos(w't)' —i—/wQ-sin(w't)- 5 dt).

52 S

—st

=sin(w - t) -
-5
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Tehat
2 ; ot . ot
(LUZ + 1) ~/sin(w t) e St dt = <Sm(w ) _w COSQ(W )) e,
s -8 s
igy

/sin(w t)-e S dt =

2 .
-t . ot
s° <sm(w ) w-cos(w )) =t

T Wit s? —s 52
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

[e. o]

/sin(w t)-ettdt =

0
2 : ©
ot . ot
_ s . lim sin(w-¢)  w-cos(w - 1) emst|
w? + 8?2 cooo -5 s? 0
2 in(w - . .
_ s A tim sin(w-¢)  w-cos(w-c) A
w? 4+ 82 \c—oo —s 52 52
s w w

WIts? 2 wlis?

Ezzel igazoltuk az 4llitast. m

8.16. Tétel. Legyen w € R. Az f(t) = cos(w - t) fiiggvény Laplace-transzfor-
maltja

5

w2+ 5%

Bizonyitds: A Laplace-transzformalt definici6jat alkalmazva azt kapjuk, hogy

[e.¢]

Llcos(w - t)] = /cos(w 1) e S dt.
0

Llcos(w - t)] =

Elsd 1épésben meghatdrozzuk a cos(w - t) - et fiiggvény egy primitiv fiiggvé-
nyét. A parcidlis integralas képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

+/w~sin(w~t)~e

—S

efst efst
—i—(w-sin(w-t)- —/wz-cos(w-t)- 5 dt>.

—st —st

dt =

/cos(w 1) e dt = cos(w - t) - ¢
—s
—st

= cos(w - t) -

-5 52 s
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Tehat
2 .
-t . -t
<w2 + 1) -/cos(w t)-eStdt = (cos(w ) +2 smgw )> et
s —s s

igy

/cos(w t)-e S dt =

2 . . gi .
_ 8 (cos(w - 1) LY sin(w - t) et ye
w? + 52 —s s2

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

o

/cos(w t)-ettdt =

0

_ s - lim cos(w - t) Nk sin(w - t) e < -
w? + 82 cooo —s 52 0

_ 52 A tim cos(w - ¢) o sin(w-c) ) - 1\ _
w2 452 \eooo —s s2 s

s2 1 S
w2452 5 w24s?

Ezzel igazoltuk az allitast. m

8.17. Példa. Az

f(t) = —2cos 6t + 5sin 6t

fiiggvény Laplace-transzformaltjara a linearitds tulajdonsdga miatt és felhasz-
ndlva az el6bbi két tétel allitdsat azt kapjuk, hogy

L[f] = L[—2 cos 6t + 5sin 6t] = —2L[cos 6t] + 5L[sin 6¢] =
S 6 —2s5+ 30
2136 0 2136 s2136
8.18. Tétel. Legyenn € Nésa € R. Az
Fly =1 e

figgvény Laplace-transzformaltja
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8.19. Megjegyzés. A Laplace-transzformacié alkalmazhaté tobbek kozott kon-
stansegylitthatds linedris differencidlegyenletre vonatkoz6 kezdetiérték feladat
megoldésdra is. Laplace-transzformdacidval az emlitett tipusu differencidlegyen-
let egy algebrai egyenletté transzformalhatd, amely egyenletbdl meghatirozhat6
az ismeretlen fiiggvény Laplace-transzformaltja, amib6l megadhat6 a kezdeti-
érték feladat megolddsfiiggvénye.

8.20. Példa. Legyen t > 0. Megoldjuk Laplace-transzformacidval az
y'(t) = 3y'(8) + 2y(t) = €*,  y(0) =0, ¢/(0) =0
kezdetiérték feladatot!

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly"(8) = 3y'(t) + 2y(t)] = L[e*].
Felhaszndlva a Laplace-transzformalt linearitdsat
Lly"] = 3Ly + 2L[y) = L[e*]

adédik.
Mivel
Lly"] = s*- L[yl — 5 -y(0) — ¥/ (0),
és
Lly'] = s Ly] - y(0),
valamint )
L) = —,

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az

s2- Lyl —s-y(0) =y (0) =3 (s L[y] — y(0)) + 2L[y] =

s—2
algebrai egyenletté.

Mivel y(0) = 0és ¢/ (0) = 0, ezért

1

st Lly] =35 - Ly + 2L[y] = —

Az egyenletet dtrendezve

Ly (s* =35+2) =

s—2
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adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy
1
(s2—-3s+2)-(s—2)

Lly] =

Az s%2 — 35+ 2 polinom gyokei s; = 1 és sy = 2, igy a szorzattd alakitott alakja
2 —3s+2=(s—1)-(s—2),

tehat
1

=G oo

A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva

1 A N B N C
(s—1)-(s—2)2 s—1 s5—2 (s—2)2

adddik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy
1=A-(5-2)?+(s=2)-(s—1)-B+(s—1)-C.
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva

(A+B)-s*+(-4A—-3B+C)-s+4A+2B-C =1

adédik. A két oldalon a megfelel fokszamu tagok egyenl8ségébdl azt kapjuk,

hogy
A + B =0
—4A — 3B + C = 0
4A + 2B - C =1

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg. Els6 1é-
pésben a kibdvitett matrix elsd sordnak 4-szeresét hozzdadjuk a masodik sor-
hoz, illetve az els6 sor —4-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Madsodik
1épésben a masodik sor kétszeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 1 010 1 1 010
-4 -3 1 — 0 1 1 1]0 —
4 2 -1 0 -2 -1 1|1

0
1
11010
-1 01 1|0 ].
0 0111
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A Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kibdvitett matrix segitségével felirva
az egyenletrendszert
A + B =0
B + C =0
c =1
adodik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkaptuk, hogy C' = 1. Ezt visszahe-

lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy B = —1. Végiil az els6
egyenletbdl A = 1 adédik.

Tehat azt kaptuk, hogy

Lyl = 1 1 1

-1 s—2°" (s —2)%
Ebbdl a kezdetiérték feladat megoldasara
y(t) = et —e?t 4. e

adddik.
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9. Cauchy-Euler differencialegyenlet

9.1. Definicié. Legyen € R\ {0}, tovdbbd k,l € R és f: I — R folytonos
fliggvény. Az

o® -y (2) +k-x-y (2) + 1 y(z) = f(z)

differencidlegyenletet Euler-féle vagy Cauchy-Euler-féle differencidlegyenlet-
nek nevezziik.

9.2. Motivacié. Legyen x € R, tovabba, k,l € R. Az
22y (x)+k-z-y(x)+1-ylx)=0
homogén Euler-féle differencidlegyenlet megoldédsét
y(z) = 2™
alakban keressiik. Ekkor

y(@)=m-oam!

y'(z) =m-(m—1) 2™ 2

Ezeket visszahelyettesitve a homogén Euler-féle differencidlegyenletbe azt kap-
juk, hogy

22m-(m—1)- 2™ 2 +k-x-m-2™ 1 +1-2™ =0,

vagyis
(m-(m—1)+k-m+1)-2™=0.

9.3. Definicié. Legyen z € R\ {0}, tovdbba, k,l € R. Az
22y (@) +k-z-y(x) +1-y(z) =0
differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletén az
m-(m—-1)+k-m+1=0
masodfoki egyenletet értjiik.
9.4. Tétel. Legyen x € R\ {0}, tovdbbd, k,l € R. Haaz
22y (x)+k-z-y(x)+1-ylz)=0

differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének két kiilonbozé valés gyoke
van és azok r; és ro, akkor a differencidlegyenlet altalanos megoldasa

y(z) =c1- 2™ +co- 2",
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ahol ¢q, c2 € R tetszbleges.

Ha a karakterisztikus egyenletnek egy valds gyoke van (kétszeres multiplicitas-
sal) és az r, akkor a differencidlegyenlet dltalanos megoldasa

ylx) =c1-2" +co-2" - Inx,
ahol ¢, c2 € R tetszbleges.

Ha a karakterisztikus egyenletnek két komplex gydke van (amelyek egyébként
egymds konjugéltjai) és azok a & ¢ - B alakudak, akkor a differencidlegyenlet
altaldnos megolddsa

y(x) =c1 - % - cos (lnwﬁ) + cg -z - sin (lnxﬁ).
9.5. Példa. Legyen z > 0. Megoldjuk az
2® -y (x) = 3z -y (x) + 3y(x) = 0
differencidlegyenletet!
A megoldésfiiggvényt keressiik
y(x) = 2™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy
22-m-(m—1)-2™2—=3z-m-z2™" 1 +3. 2™ =0.
Elvégezve az dsszevondsokat
g™ (m?—m)—z™-3m+3-2m =0
adddik, azaz
™ (m? —4m +3) = 0.
Mivel x > 0, ezért 2™ #£ 0, igy
m? —4m +3=0.

A masodfoku egyenlet megolddsara azt kapjuk, hogy
4+V16—-12 442
2 2

vagyis m; = 1 és mo = 3. Tehdat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
altaldnos megoldasa

mi2 =

y(m):cl-$+02-m3,

ahol ¢1,co € R.
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9.6. Példa. Legyen = > 0. Megoldjuk az
22y (x) + 5z -y () + dy(z) =0
differencidlegyenletet!
A megoldésfiiggvényt keressiik
y(x) = 2™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy
22m-(m—1)- 2™ 245z -m-2" " 4 4.2™ = 0.
Elvégezve az 6sszevondsokat
g™ (m?—m)+ 2™ -5m+4-2m =0
adddik, azaz
2™ (m? +4m +4) = 0.
Mivel z > 0, ezért 2™ # 0, igy
m? +4m+4 =0,

vagyis m = —2. Tehét azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet dltaldnos meg-
oldésa

yx)=ci -z 2+ -z 2 -Inx = % + @ ;812nx7
ahol ci,co € R.
9.7. Példa. Legyen = > 0. Megoldjuk az
2® -y () + 52 -y (x) + 5y(z) = 0
differencidlegyenletet!
A megoldasfiiggvényt keressiik
y(z) = =™

alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy

22-m-(m—1)-2" 2 +52-m-2™ 1 +5.2™=0.
Elvégezve az 6sszevondsokat

g™ (m?—m)+2™ - 5m4+5-2™ =0
adodik, azaz
2™ (m? +4m 4+ 5) = 0.
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Mivel x > 0, ezért ™ # 0, igy
m2dam+5= 0,

vagyis m = —2 4 1. Tehdat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet altalanos

megoldasa

2

y(x) =c; -2 coslnz +co- 2 -sinlnz,

ahol c1,co € R.

9.8. Tétel. Legyen = € R, tovdbbd, k,l € Rés f: I — R folytonos fiiggvény.
Az

2® -y (@) + ko y (2) + 1 y(e) = f(2)
differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(x) = yn(2) + yp(),

ahol y;, a homogén egyenlet dltalinos megolddsa és ¥, az inhomogén egyenlet
egy partikularis megolddsa. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megolda-
sat meghatarozhatjuk péld4ul konstansvarialdssal.

9.9. Példa. Legyen x > 0. Oldjuk meg az

22y (z) + 6z -y (z) +dy(z) =z + 1
differencidlegyenletet!
A megfelel6 homogén egyenlet

22y (x) + 62 -y (x) + 4y(z) = 0.
A megoldésfiiggvényt keressiik
y(z) = =™
alakban! Ezt behelyettesitve a differencidlegyenletbe azt kapjuk, hogy
2 -m-(m—1)- 2" 2 +6z-m-2™ 1 +4.2™=0.

Elvégezve az dsszevonasokat

g™ (m?—m)+ 2™ - 6m+4-2™=0
adddik, azaz

2™ (m? +5m+4) =0.
Mivel x > 0, ezért £ # 0, igy
m?+5m+4=0.
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A miésodfoki egyenlet megolddséra azt kapjuk, hogy
—54+25—-16 —5+3
2 T2
vagyis m; = —1 és mg = —4. Tehdt azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet
altalanos megoldasa

m12 =

yx)=c-x  tegat = % %,
ahol ¢1,co € R.
Az inhomogén egyenlet egy megoldésat
Yp() =A-z+ B
alakban keressiik. Ekkor y,(z) = A és y;/(x) = 0. Ezt felhaszndlva

6r-A+4-(A-x+ B)=xz+1,

vagyis
10x-A+4B =z + 1.
Tehat
1
A=—
10
és 1
B=_
4 )
igy az inhomogén egyenlet egy megolddsa
(2) 1 n 1
T)=—- T+ .
S TV
Az inhomogén egyenlet dltalinos megoldasa
A C1 (&) 1 1
ylz) = x +$4+10 Tt

ahol ¢, co € R.
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10. Fiiggvényegyiitthatés masodrendii linearis
differencialegyenletek

10.1. Tétel. Legyenek p, q, f: I — R folytonos fiiggvények. Az
y'(@) +p(@) - () + q(@) - y(z) = f(2)
differencidlegyenlet altaldnos megoldasa
y(@) = c1-y1(x) + ca - y2 () + yp(2),

ahol y1 €s y2 a homogén egyenlet két linedrisan fiiggetelen megoldésa €s v, az
inhomogén egyenlet egy megoldasa, tovabba c; és ¢y tetszbleges valds szamok.

10.2. Tétel. (Abel formula)
Legyen I nyilt intervallum, valamint p és ¢ az I-n értelmezett valds értéki
folytonos fiiggvények. Tekintsiik tovdbbé az

y"(x) +p(z) - (x) + q(x) -y(z) =0

masodrend{i differencidlegyenletet! A differencidlegyenlet y; és yo linedrisan
fiiggetlen megoldasfiiggvényeibdl képzett Wronski-determinansra teljesiil a

W(zx)=c- e Jp@@)de
Osszefiiggés, ahol c € R.
Bizonyitds: Az 1y és y fliggvényekbdl képzett Wronski-determindns
yi(z) ()
Wi(z) =
(=) ‘ vi(x) vhla)
A W fiiggvény derivéltja
W' (z) = y1(2) - ya(x) + y1(x) - y5 ()~
—yo(x) - y1(2) —ya(x) -9y (x) =
=y1(z) - ya(x) — ya(z) - y7 (2).
Mivel y; megoldésfiiggvénye az

y'(x) +p() - (x) + q(x) -y(z) =0

‘ =y1(2) - ya(2) — y2(2) - y1 (2).

egyenletnek, ezért

i (@) = —p(@) - i (@) — q(@) -1 (2).
Mivel yo megoldasfiiggvénye az

y"(z) +p(x) - y'(x) + q(z) - y(z) =0
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egyenletnek, ezért

Yo (z) = —p(x) - ya(x) — q(x) - y2 ().
Ezeket behelyettesitve a

W'(z) = yu(x) - ya (x) — y2(2) - i (2)

Osszefiiggésbe azt kapjuk, hogy

Atrendezve
W' (z) + p(z) - W(z) =0

adaddik, amely egy elsérendd linedris homogén differencidlegyenlet, igy
W(z) =c-e Jr@dz
aholcc R. m

10.3. Kovetkezmény. Legyen [ nyilt intervallum, valamint p és q az I-n értel-
mezett valds értéki folytonos fiiggvények. Tekintsiik tovdbba az

y'(x) + p(x) -/ (x) + q(x) -y(z) =0

madsodrendd differencidlegyenletet!

A differencidlegyenlet y; és yo linedrisan fiiggetlen megoldasfiiggvényeibol
képzett Wronski-determindnsra minden zg € I esetén teljesiil, hogy

— [ p(t)dt
W(z) = W(xg) -e "0

ahol c € R.
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10.4. Kovetkezmény. Az elSbbi dllitds kozvetlen kovetkezménye, hogy egy
masodrend{ linedris homogén differencidlegyenlet megoldasfiiggvényei 4ltal
meghatdrozott Wronski-determindns értéke vagy mindeniitt nulla vagy sehol
sem nulla, vagyis, ha a Wronski-determindns egyetlen pontban nem nulla, ak-
kor sehol sem nulla, illetve ha a Wronski-deterimnédns egyetlen pontban zérus,
akkor minden pontban zérus.

10.5. Tétel. Legyen n természetes szam és a;,b: [ — R (i = 0,...,n) folyto-
nos fiiggvények igy, hogy a,, nem azonosan nulla. Tegyiik fel, hogy ¢1, ..., @
megoldésai a

S ) -5 0() = bia)
=0

differencidlegyenletnek. Adott j = 1,...,n; x € I esetén legyen
807'(56)
80]‘(55)
(I)j (.T) = :
—1
"V (a)

Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek.

(1) Létezik olyan x¢ € I, amelyre ®1(z9),. .., P, (zo) linedrisan fiigget-
lenek.

(2) A differencidlegyenlet tetsz6leges megoldasa Z?Zl c; - ; alakd, ahol
Cly...,Cn €R.

(3) Minden x € I esetén ®1(x),. .., P, (x) linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds: A (3) = (1) implikécié nyilvanvalo.

Az (1) = (2) belatasahoz vegyiik észre, hogy mivel az egyenlet megoldasai vek-
torteret alkotnak, igy minden (2)-beli alaku fiiggvény megoldds. Megforditva,
legyen ¢ megoldas és legyen
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vektort. Az (1) éllitds miatt az n darab ®4(zg), ..., P, (z¢) vektor generdlja az
R™ teret, igy vannak olyan cy, ..., ¢, € R skaldrok, melyekre

n
(I)(ilfo) = Z Cj q)j(l'()).
j=1
Ezt az egyenl6séget koordindtanként kiirva kapjuk, hogy
D (z0) =3¢ ¢\ (x0)
j=1

minden i = 0,..., n — 1 esetén. Legyen » = 37 ¢; - ;. Ekkor ¢
megoldés, tovdbba az el6bbi egyenldségekben a differencidlds linearitdsat hasz-
ndlva adédik, hogy

¢ (z0) = (o)

minden ¢ = 0, ..., n — 1 esetén. Tekintsiik azt a Cauchy-feladatot, melyet ugy
kapunk egyenletiinkbdl, hogy hozzavessziik az

y(z0) = ¢(x0), ¥/ (x0) = &' (w0), -,y V(wo) = " (x0)

kezdeti feltételeket. Az eddigiek alapjan ennek ¢ és ¢ megolddsai. A k6zonsé-
ges linedris differencidlegyenletekre vonatkozé Cauchy-feladat megolddsanak
egyértelmiisége alapjén igy ¢ = ¢, azaz

n
0= ci @
j=1

tehat o (2)-beli alakd. Ezzel a kivant implikécioét beléttuk.
Hatravan még a (2) = (3) igazolasa. Ehhez legyen x( € I rogzitett szam,

U1

Unp,

pedig egy tetsz6leges vektor. Az el6bbi tipust Cauchy-feladatok megolddsanak
1étezése és egyértelmisége miatt 1étezik egy és csak egy olyan ¢ megolddsa az
egyenletnek, melyre teljesiilnek a

p(x0) = w1, @' (z0) = ug, ..., PV (x0) = uy
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kezdetiérték feltételek. A (2) allitas szerint ekkor léteznek olyancy,...,c, € R
skaldrok, melyekre
n
o= ¢ ¢
j=1

Ezt az egyenl8séget oldalanként i-szer derivdlva kapjuk, hogy
n
B =3 eyl
j=1

teljesiil minden ¢ = 0,...,n — 1 esetén. Ezen reldci6 oldalait xg-ban kiérté-
kelve, s hasznélva a (-re vonatkozd kezdeti feltételeket, majd a kapott egyen-
letrendszert vektor alakban irva a tételbeli jelolésekkel, az adédik, hogy

Ui n
= ¢ - @(an).
Un j=1
Ez az egyenlGség mutatja, hogy u linedris kombinécidja a ®1(xg), ..., P, (o)

vektoroknak, s mivel R™ tetszSleges eleme volt, igy az utébbi vektorok gene-
raljak az R™ teret, amibdl kapjuk, hogy linedrisan fiiggetlenek. m

10.6. Megjegyzés. Az elsé fejezetben megmutattuk, hogy a Wronski-determi-
nansnak a linedris fliggdséggel, linedris fiiggetlenséggel vald kapcsolatara alta-
lanos esetben nem mondhaté ki sziikséges és elégséges feltétel. Azonban, ha y;
és 1o egy masodrendd linearis differencidlegyenlet megoldasfiiggvényei, akkor
kimondhatjuk azt az allitast, hogy y; és y2 akkor és csak akkor linedrisan fiig-
getlenek, ha a fiiggvényekbdl képzett Wronski-determindns valamely pontban
nem z€rus.

10.7. Megjegyzés. A fliggvény egyiitthatés masodrendii egyenletek megolda-
séra altaldanos modszer nem létezik, azonban vannak médszerek, amelyek spe-
cidlis esetben alkalmazhatéak.

Ha a homogén egyenlet egy y; partikuldris megoldasat ismerjiik, akkor az inho-
mogén egyenlet egy partikuldris megolddsat y; - v alakban kereshetjiik, amely
egy hidnyos misodrendi egyenletet ad a v fiiggvényre nézve.

Vagy szintén ha a homogén egyenlet egy y; megoldadsat ismerjiik, akkor az
12 megoldas meghatdrozhat6 a konstansvaridlas médszerével (egy ismeretlen
fiiggvénnyel), és ezutdn y,, szintén konstansvaridldssal (két ismeretlen fiigg-
vénnyel).
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Illetve alkalmazhat6 az el6bbi Abel-formula is a masodrendd fiiggvényegyiitt-
hatés linedris differencidlegyenletek megoldésara.
10.8. Példa. Legyen x € R\ {0}. Tekintsiik az
z-y(x) = (L+2) -y (2) +ylx) =0

differencidlegyenletet. Tudjuk, hogy y; () = e” megoldédsa az egyenletnek. A
Wronski-determindns segitségével meghatiarozunk egy y;-t6l fiiggetlen megol-
déasfiiggvényt, majd megadjuk az 4ltaldnos megoldast!

Mivel x # 0, ezért az egyenletet oszthatjuk z-szel, igy azt kapjuk, hogy

14z 1
V() = =y @)+ ylw) = 0.
Az Abel formula szerint az

y"(2) +p(z) - (x) + q(x) - y(z) =0

egyenlet két linedrisan fiiggetlen megoldasfiiggvényébdl képzett Wronski-de-
termindnsra fennall, hogy

W(z)=c-e Jr@de

vagyis jelen esetben

[ _lte 1
W(x)=c-e J=de — oS atlde =
=c-x-e".

Misrészt a Wronski-determindns definicidja szerint

W (x) = det ( y}(x) y,Q(x) > = det ( e 1) ) .
yi(z) ya(x) e’ yh(x)
Kiszdmolva a determindnst és felhaszndlva, hogy
W(z)=c-xz-e"
azt kapjuk, hogy
yh(z) - e® —yo(x) - e =c-z-e”.

Az altalanossag sérelme nélkiil tekinthetjiik a ¢ = 1 esetet, igy az

Ya(x) e —ya(z) - e =€,

vagyis az
€T

e (yo(x) — ya(x)) = - €7,
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tehat az
Yo(z) —ya(z) = 2
inhomogén elsérendi differencidlegyenlet egy megoldasat kell megkeresniink.
A megfelel6 homogén egyenlet
Ya(x) = y2(x) = 0.
Ennek az éltaldnos megolddsa

—[—1dx _ x

yQ,h(ﬂf):C'e c-e”.

Tehat

Yo h =cC-€".
Az inhomogén egyenlet egy megoldasat konstanvaridldssal hatdrozzuk meg.
Legyen

ya.p = c(x) - €”.

Ezt behelyettesitve az
vo(w) —12(x) =2
inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
d(x) e +c(z) e —c(z) - e* =z,

amibdl
dx)=x¢e

adodik, igy
c(x) :/:c-e_md:c: :U-e_er/e_xdx:

=—z-e'—e =" (—x—1).
Tehat az inhomogén egyenlet egy megolddsa
ya(x) =€ e (—x—1)=—z— 1.

Tehat az
vy () = (1+2) -y (z) +yz) =0
differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa

ylx)=c1-e" +co-(—x —1).
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11. Harmadrendi és magasabbrendii linearis konstansegyiitthatos
differencialegyenletek megoldasa

11.1. Definicié. Legyenek ag, aq, ..., a,—_1 tetsz6leges valés szamok. Az
y(") () + ap—1 - y("*l)(x) +...4a1-y(z)+ao-ylx) =0

n-edrendli homogén linedris konstansegyiitthatés differencidlegyenlet karakte-
risztikus egyenletén a

N4 ap - N+ 4ax+ap=0
n-edfokd algebrai egyenletet értjiik.
11.2. Tétel. Legyenek ag, a1, ... ,a,_1 tetszSleges valos szamok. Az
Yy (2) 4+ an_1 -y V(@) + ...+ ar -y (2) +ag - y(x) =0

n-edrendli homogén linedris konstansegyiitthat6s differencidlegyenlet alaprend-
szere megadhat6 a karakterisztikus egyenlet megoldasainak segitségével.

Legyen j € {1;2;...;n}. Ha \; val6s szdm és m-szeres gyoke a karakterisz-
tikus egyenletnek, akkor az alaprendszerbe az
QNI g T Ml N

fiiggvényeket kell bevenni.

Ha \; komplex szdm és az m -szeres multiplicitdsi gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, akkor ugyanez teljesiil \;-ra is. Ebben az esetben, ha

Aj=aj+i-Bj(aj, Bj €R),
, akkor az alaprendszerbe az
e . cos(Bj - x); x - e - cos(Bj - x); ... ;™ e . cos(B) - x)
e . sin(Bj - x); x -7 -sin(By - x);... ;2™ e sin(B; - x)
fiiggvényeket kell bevenni.

11.3. Tétel. Legyenek go, g1, ---,9n—1, f: I — R folytonos fiiggvények és f
nem azonosan nulla fiiggvény. Az

y™ (@) + go1(2) -y V(@) + o+ gi(2) -y (2) + gola) - y(2) = ()
n-edrend{i inhomogeén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megoldésa

y(x) = cr-y1(x) +ca-ya(x) + -+ o yn(@) + 4p(),
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ahol

{yi;y2;.. .3 un}
az

Y (@) + gn1(2) -y V(@) + ...+ gi(2) -y (2) + golx) - y(z) =0

homogén linedris differencidlegyenlet alaprendszere és ¥, az inhomogén egyen-
let egy partikularis megoldasa.

11.4. Megjegyzés. Legyenek ag, a1, ..., a,_1 tetszlleges valds szamok és le-
gyen f: I — R nem azonosan nulla folytonos fiiggvény. Az

y " (@) +an-1 -y V(@) + ...+ ar -y (@) + ag - y(z) = f(2)

n-edrendl inhomogén linedris konstansegyiitthat6s differencidlegyenletnek egy
partikularis megoldasat meghatdrozhatjuk a masodrendti konstansegyiitthatos
linedris differencidlegyenleteknél bemutatott médszerek (prébafiiggvény, kons-
tansvarialas) értelemszer( altalanositasaval.

11.5. Példa. Legyen x € R. Tekintsiik az

y" (x) = 6y (x) + 11y () — 6y(z) = 0

differencidlegyenletet!

A karakterisztikus egyenlete

A3 —6A%+11A — 6 = 0.
A karakterisztikus egyenletnek A = 1 megoldasa, hiszen
1?—6-12+11-1-6=0.

Ez azt jelenti, hogy a
AP — 62+ 11\ -6
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polinom oszthaté A — 1-gyel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy

69

(A — 6X2 + 11A — 6) : (A — 1) = M -5\+6
- (¥ =N
— 5X + 11A — 6

— (= B5AZ 4+ B))

6A — 6
— (6x — 6)

Tehat azt kaptuk, hogy
N 6N+ 1IN —6= (N =5X+6)-(A—1).

Vagyis a

(AN —5X+6)-(A—1)=0
egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megolddsai

Aoz = ——.
Tehat a harmadfoku egyenlet megoldasai Ay = 1, Ao = 2, A3 = 3.
A differencidlegyenlet dltaldnos megoldasa
y(z) =c1-e" +co- e®® 4 ¢q - €37,

ahol c1, c2, c3 € R tetszbleges.
11.6. Példa. Legyen x € R. Tekintsiik az

y"(x) = 3y"(z) +4y(z) =0
differencidlegyenletet!

A karakterisztikus egyenlet
A —3X+4=0.

A karakterisztikus egyenletnek A = —1 megoldasa, hiszen

(-1 =3-(=1)>+4=0.
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Ez azt jelenti, hogy a
AP —3)\2 4

polinom oszthaté A + 1-gyel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy

(A3 —  3)2 + 4 (N 4+ 1) = A2—4r+4
— (X o+ Y
—  4X? + 4

— (= 4X? — 4N

Tehat azt kaptuk, hogy
N3N 4=\ =4 +4)-(A+1).

Mivel

(A2 =4\ +4) = (A —2)%,
ezért a harmadfokud egyenlet megolddsai Ay = —1, Ao = 2, A3 = 2. Tehdta
A1 = —1 egyszeres multiplicitdsi, mig a Ay = 2 kétszeres multiplicitdsd gyoke

a karakterisztikus egyenletnek.
A differencidlegyenlet dltalinos megolddsa

y(x)=c1-e " +cy-e* +e3-a-e?,
ahol cq, co, c3 € R tetszbleges.
11.7. Példa. Legyen x € R. Tekintsiik az

y" (@) = 3y"(x) + 3y'(z) —y(z) = 0
differencidlegyenletet!
A karakterisztikus egyenlet
A —3X 43 —1=0.
Mivel
A —3A2 430 —1=(\—1)3,
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ezért a karakterisztikus egyenletnek egyetlen gyoke van A = 1, haromszoros
multiplicitissal.

Ezt felhaszndlva, a differencidlegyenlet altaldnos megoldasa
yx)=c1-e*+ecy-x-e+cz-a’ e =
=(c1+eca-xtcz-a?) e,
ahol c1, c2, c3 € R tetszbleges.
11.8. Példa. Legyen x € R. Tekintsiik az
yW(x) - 16y(x) = 0
differencidlegyenletet!

A karakterisztikus egyenlet

A —16=0.
Mivel
M 16 =(\2—4) - (N2 +4),
ezért
N-4)=0 = I\N=4
és

N+4)=0 = N =-4
miatt a karakterisztikus egyenlet gyokei
A =2, Ao =—2, A3 =21, \y = —2.
A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
y(z) =c1 - €2 4 g - e 2 4¢3 €08 2T + ¢4 - sin 2z,
ahol ¢y, co, c3, ¢4 € R tetszbleges.
11.9. Példa. Legyen x € R. Tekintsiik az
y"(x) +9y" () + 26y (x) + 24y(z) = 24z + 2
differencidlegyenletet!
A megfelel6 homogén egyenlet

y" (x) + 9y" (x) + 26y (x) + 24y (x) = 0.

A karakterisztikus egyenlete
AP 4+ 9% + 26X + 24 = 0.
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A karakterisztikus egyenletnek A = —2 megoldasa, hiszen
(=2 +9-(=2)24+26- (—2) +24 = 0.

Ez azt jelenti, hogy a
A3+ 9N 4 26\ + 24

polinom oszthaté A + 2-vel. A polinomosztast elvégezve azt kapjuk, hogy
N 4+ 9N 4+ 260 4+ 24) (A + 2) = A24TA+12
— (A + 2)?)

22+ 26\ + 24

- (TAZ + 14))
120 + 24
— 12\ + 24)

0
Tehat azt kaptuk, hogy
N4 9N2 £ 260 +24 = (A2 4+TA+12)- (A +2).

Mivel a
(A +7A+12)=0

egyenlet megolddsai

ezért a harmadfokd egyenlet megolddsai Ay = —2, Ay = —3, A\3 = —4.
A homogén differencidlegyenlet dltalanos megoldasa

yn(z) =c1-e 2 f ey e fczet

Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
yp(x) =A-2+ B

alakban keressiik. Ekkor az y,, deriviltja

yp(z) = A,
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mésodrend( derivltja y, (z) = 0, harmadrendd deriviltja y,’(z) = 0. Ezeket

visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

26A 4 24A - x + 24B = 24z + 2,
igy A=1¢s

26A+24B =2 = B=-1.
Tehat az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa
yp(z) =2 — 1.
Az inhomogén egyenlet dltalainos megoldasa
yx)=cr-e® feg-e 3 fe3- e 1.

11.10. Megjegyzés. Legyenek ag, a1, ...,a,—1 tetszleges valos szamok és
legyen f: I — R nem azonosan nulla folytonos fiiggvény, tovabbd x¢ € I. Az

y(") () +an—1 - y(”*l)(x) +.ootar -y (x) +ag-y(x) = f(x)
y(0) = you; ¥ (%0) = Yos; - - -5 ¥ V(xo) = v,

n-edrendl inhomogén linedris konstansegyiitthatds differencidlegyenletre vo-
natkozé kezdetiérték feladat megoldhat6 Laplace-transzformacidval is.

11.11. Példa. Legyen t > 0. Megoldjuk Laplace-transzformaciéval az
y"(t) — 6y"(t) + 113/ (t) — 6y(t) = 0
y(0) =9, 3'(0) = 20, y"(0) = 50
kezdetiérték feladatot!

Vegyiik a differencidlegyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat! Ek-
kor azt kapjuk, hogy

Lly" (1) — 6y"(t) + 11y () — 6y(8)] = L[0].
Felhaszndlva a Laplace-transzformalt linearitdsét
Lly"] - 6L[y"] + 11L[y] — 6L[y] = L][0]
adodik.
Mivel
Lly" =" Lly] - s> y(0) =54/ (0) —y"(0),

Lly") =5 Ly —s-y(0) —y(0),
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valamint

Lly']=s- L[y] — y(0),

tovabba

ezért az eredeti kezdetiérték feladat atirhat6 az

s7- Lyl — s* - y(0) — s -3/ (0) — y"(0)—
—6- (5% LIyl —s-y(0) —y'(0))+
+11- (s- L[yl — y(0)) — 6L[y] =0

algebrai egyenletté.
Mivel y(0) =9, ¢/(0) = 20 és y”(0) = 50, ezért

s% - Lly] — 9s* — 208 — 50 — 6 - (s* - L[y] — 9s — 20)+
+11(s - L[y] = 9) — 6L[y] = 0.

Az egyenletet dtrendezve
L[y] - (s3 — 65> + 11s — 6) — 95% — 205 + 54s — 50 + 120 — 99 = 0,
vagyis
L[y] - (s — 65> + 115 — 6) — 95% + 345 — 29 = 0
adodik, amibdl kifejezve a L[y] kifejezést azt kapjuk, hogy

952 — 345 + 29
$3 —6s2+11s—6"

Lly] =

Kovetkezd 1épésben a nevezdt szorzattd alakitjuk. Az s> — 6s% + 11s — 6 poli-
nomnak az s = 1 gyoke, igy oszthaté s — 1-gyel. A polinomosztast elvégezve
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azt kapjuk, hogy

(3 — 652 + 1ls — 6) : (s — 1) = s2—5s+6
- @ =)
— 55 + 1ls — 6

— (= 5> + 5s)

Tehat azt kaptuk, hogy
§2 =652 +11s — 6 = (s> — 554+ 6) - (s — 1).
Vagyis a
(s —55+6)-(s—1)=0
egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasai
o=x1
S93 = ——"1.
2,3 5

Tehét a harmadfoki egyenlet megoldésai s = 1, so = 2, s3 = 3, igy

3 —652+1ls—6=(s—1)-(s—2)-(s—3).
Tehat

9s? — 345 + 29
(s—1)-(s—2)-(s—3)
A kapott tortet parcidlis tortek 6sszegére bontva
9s% — 345 + 29 A B C

(3—1).(3—2)-(5—3)*s—1+s—2+s—3

Lly] =

adddik. Az egyenletet szorozva a kozos nevezdvel azt kapjuk, hogy

95 —3454+29 = A-(s—2)-(s—3)+B-(s—1)-(s—=3)+C-(s—1)-(s—2).
A tagokat mindkét oldalon fokszdmuk szerint csoportositva
(A+B+C)-s*+(-5A—4B —3C)-s+6A+3B +2C = 9s* — 345+ 29
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adodik. A két oldalon a megfeleld fokszdmu tagok egyenl6ségébdl azt kapjuk,
hogy

A+ B + C = 9
—b5A — 4B - 3C = -34
6A + 3B + 2C = 29

A kapott linedris egyenletrendszert Gauss-elimindcidval oldjuk meg. Elsé 1é-
pésben a kibdvitett matrix els6é sordnak 5-szorosét hozzdadjuk a masodik sor-
hoz, illetve az els6 sor —6-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

11 1 9 1 1 1 9
-5 -4 -3 |-34 |—=[0 1 2 11
6 3 2 29 0 -3 —4 | —-25
Most a médsodik sor 3-szorosat hozzaadjuk a harmadik sorhoz:
1 1 1 9 111 9
0o 1 2 1 | = 01 2 |11
0 -3 —4 | -25 0 0 2 8

pays

A Gauss-eliminaci6 elvégzése utan kapott kibdvitett matrix segitségével felirva
az egyenletrendszert

A+ B + C =9
B + 2C¢ = 11
2C = 8

adodik. Az utolsé egyenletbdl tehat megkaptuk, hogy C' = 4. Ezt vissza-
helyettesitve a mdsodik egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 3. Végiil az els6
egyenletb8l A = 2 adédik.

Tehat azt kaptuk, hogy
2 3 4
Elyl = S—1+S—2+S—3'
Ebbdl a kezdetiérték feladat megolddsara

y(t) = 2e' +3e* + 4%

adodik.
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12. Differencialegyenlet-rendszerek

12.1. Megjegyzés. Azok a differencidlegyenlet-rendszerek, amelyek nem line-
arisak, csak nagyon speciélis esetben oldhatéak meg elemi mddszerekkel. Emi-
att jelen jegyzetben a linedris differencidlegyenlet- rendszerekkel foglalkozunk
részletesebben.

12.2. Megjegyzés. Ebben a fejezetben erGsen épiteni fogunk bizonyos linedris
algebrai ismeretekre, igy a fejezetet azzal kezdjiik, hogy roviden Osszegezziik
a legfontosabb olyan linedris algebrai fogalmakat, tételeket, amiket alkalmazni
fogunk.

12.3. Linearis algebrai ismeretek. A tovibbiakban, ha mast nem mondunk az
A matrix négyzetes matrix.

Az r # 0 vektort az A métrix sajdtvektoranak nevezziik, ha 1étezik olyan \ €
R, hogy
A-r=X-r.

Ilyenkor A-t az A matrix sajdtértékének hivjuk, és azt mondjuk, hogy r a A
sajatértékhez tartozo sajatvektor.

Ha az A matrixnak az r # 0 a A sajatértékhez tartozo6 sajatvektora, akkor tel-
jesiil, hogy
A-r=Xx-r

Megmutathatd, hogy minden szimmetrikus matrix minden sajatértéke valds
szam.

A
det(A—X-E,)

polinomot az A matrix karakterisztikus polinomjanak nevezziik, mig a
det(A—X-E,)=0

egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének nevezziik. Itt F,, az n-

edrendii egységmatrixot jeloli.

A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei.

A sajatvektorok az
(A=X-E,)-r=0

homogén linedris egyenletrendszer megoldasai. Mivel ezen egyenletrendszer
alapmatrixanak determindnsa definici6 szerint 0, ezért végtelen sok megoldasa
van, igy egy sajatértékhez végtelen sok sajatvektor tartozik.
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Egy adott sajatértékhez tartozd dsszes sajatvektorok halmazat az adott sajatér-
tékhez tartozé sajdtaltérnek is nevezziik.

Azt mondjuk, hogy a A sajatérték k-szoros algebrai multiplicitdsi sajatértéke
az A matrixnak, ha A a karakterisztikus egyenletnek k-szoros gyoke.

Azt mondjuk, hogy a )\ sajatérték k-szoros geometriai multiplicitdsi sajatértéke
az A matrixnak, ha a A sajatértékhez tartozo sajataltér dimenzidja k.

Az r # 0 vektort az A matrix dltaldnositott sajdtvektoranak nevezzilk, ha
valamilyen k természetes szamra

(A=X-E,)*-r=0.

Ha specidlisan & = 1, akkor r sajatvektor.

Az éltalanositott sajatvektorokbdl allé (@ (z =1,...,r)lancot Jordan-ldncnak
nevezziik, ha

(A= X-Ep)-r® =01

(A=X-E,)-rM =0,

Ezen (") vektorok segitségével egy sajatvektorokbdl 4116 bazist kapunk. Tehat
sajatvektorokbdl all6 bédzis nem mindig 1étezik (akkor és csak akkor van sa-
jatvektorokbdl all6 bézis, ha minden sajitérték algebrai és geometriai mulit-
plicitdsa egyenld), azonban &ltalanositott sajatvektorokbdl all6 bazis mindig
1étezik.

12.4. Definicio. Legyen zo € I és a;j, fj: I — R mindeni,j = 1,...,n
esetén adott fliggvények. Az

n(e) = an(@)-n(x) + ... + an@)-yalz) + filz)

(@) = an(@) 9@ + o+ (@) ve(@) + falo)

egyenletrendszert n-dimenzios elsérendii fiiggvényegyiitthatos linedris differen-
cidlegyenlet-rendszernek vagy masképp n egyenletbdl dllo elsorendii fiiggvény-
egyiitthatés linedris differencidlegyenlet-rendszernek nevezzilk. Amennyiben
az f; fiiggvények minden j = 1,...,n esetén azonosan nulldk, ugy homogén,
ellenkezd esetben inhomogén egyenletrendszerrdl besz€liink. Ha az a;; egyiitt-
haték valés szdmok, akkor konstansegyiitthatos linedris differencidlegyenlet-
rendszerrdl beszéliink.
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12.5. Példa. Az
yi(z) = byi(z) + 4yz(x)}
ya(x) = Ty(z) + 2u2(2)
egyenletrendszer két egyenletbdl 4ll6 konstansegyiitthatds homogén linedris
differencidlegyenlet-rendszer.
12.6. Példa. Az
() = 2z-yi(e) + 2%-gp(z) + e
yh(r) = bz-yi(z) + 2% yp(z) + ZL‘—|—2}

egyenletrendszer két egyenletbol all6 fiiggvényegyiitthatés inhomogén linedris
differencidlegyenlet-rendszer.

12.7. Definicio. Legyen zg € I és a;j, fj: I — R mindeni,j = 1,...,n
esetén adott fiiggvények. Azt mondjuk, hogy
¥1
p=1 :
Pn
megoldasa az
@) = an(@) @) + ... + aal@) ) + fi2)
() = am(@)-yi(x) + ...+ am(r) ya(z) + ful2)
differencidlegyenlet-rendszernek, ha minden ¢ = 1,...,n esetén ¢;: I — R
differencidlhato fiiggvény és
o1(x) = an(@)-ei(x) + ...+ awm(@)-en(@) + filz)
Po(r) = am(@)-ei1(z) + ... + ann(z)-pn(z) + ful2)

12.8. Példa. Az
vile) = 2yi(x) + 2y2(x)}
Ya(x)

egyenletrendszer megoldédsa

w1(t) = e 420902 — 2y - e

|
<
V)
—~
8
~
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ahol c1, c2 € R, ugyanis mivel

o(t) =cy - et + 2y - e® — 2¢y - €

és
po(t) = ca- e
miatt
2t 2t t_
2c1-e“" +4cg - e —2¢cy - e =
=2 -62t+402-62t—402-et+202~et
és

Cg'et:CQ'et.

12.9. Megjegyzés. Tekintsiik az

yi(x) = 2z-yi(x)

+
yp(v) = Sr-y(r) + =

egyenletrendszert! Bevezetve az

valamint az

()
)

an(z) ... am(x)
A(l’) = 9
ap1(z) ... app(x)
illetve
fi(z)
f(z) =
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jeloléseket az egyenletrendszer tomorebb forméban is felirhaté az
Y () =A(@) - y(2) + fz), s €1

moédon.

12.10. Példa. Tekintsiik az
vi(e) = 2z-yi(x) + 2® () + e
vh(x) = Bz-yi(x) + 23 -y(x) + x—|—2}

egyenletrendszert, amely felirhat6 az

(e )= (2 ) )+ (%)
ys() Sz Yo () T+ 2

formaban is. Bevezetve az

[ nlz)
y(x) = ( o) )
és /()
/) — Y\
" ( e ) |
valamint az
2r 2
Alz) = ( S5z a3 )
f(@) = ( z+2 )

jeloléseket az egyenletrendszer az
Y (x) = Alx) - y(z) + f(2)

alakban irhato fel.

81

12.11. Tétel. Ha A: I — R™*™ és f: I — R"™ folytonos fiiggvények és xg €

I, akkor az
W@ = an(@) m@) + .+ an@) ) + A@)
(@) = an(@) pi@) + o+ (@) ve@) + falo)

y1(x0) = Yoy, - - > Yn(T0) = Y0,
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kezdetiérték feladatnak egyértelmien 1étezik megolddsa az I intervallumon.
12.12. Példa. Az

vile) = 2?p(@) + 27 gp(@) + €

(@) = br-yp(z) + o) + @ }

y1(0) =1, y2(0) =2

kezdetiérték feladatnak egyértelmien 1étezik megolddsa.
12.13. Tétel. Ha A: I — R™*"™, akkor az
@) = an(@)-nl@) + ... + an(@) - yu(z)

(@) = am(@) 0@ + o+ am(@) (@)

homogén linedris egyenletrendszer megolddsainak linedris kombindcidja szin-
tén megolddsa a homogén egyenletrendszernek.

12.14. Definici6. Legyen A: [ — R™*". Az
{yM(@);.. 59" ()}

halmazt az
yi(x) = an(z)-y(z) + ... + a(®) yo()
(@) = am@) 0@ + ..+ aw(@) ()

homogén linedris egyenletrendszer fundamentdlis megolddshalmazénak vagy a
megolddsok alaprendszerének nevezzik, ha y@® ..., y™ linedrisan fiiggetlen
megolddsai a homogén egyenletrendszernek az I intervallumon.

12.15. Definicio. Legyen A: [ — R™*"™. Tekintsiik az
{yM(@);. 59" ()}
halmazt és az
yi(e) = an(@)-ple) + ... + aw(®@)- ya(2)

yib(:z) = anl(x).'yl(:z) + + ann(x).-yn(z)

egyenletrendszert. Tegyiik fel, hogy y Dy megoldésai az egyenletrend-

szernek. Ekkor a
W(z) = (yV(x)...y" (2))
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matrix determindnsat a megolddsok Wronski-determindnsdnak nevezziik.

12.16. Definici6o. Legyen A: [ — R™"*". Az

yi(e) = an(@)-ple) + ... + aw(@) yal(2)
Yn(2) = am(z)- (@) + ..+ awn(z) yn(2)
homogén linedris egyenletrendszer y(!), ..., 4™ megolddsai pontosan akkor

linedrisan fiiggetlenek, ha a megoldasfiiggvények 4ltal alkotott Wronski-deter-
mindns nem azonosan nulla az [ intervallumom.

12.17. Tétel. Legyen A: I — R™*"™, Az
n(@) = an@)-pn) + ... + aw(@) yo(2)

(@) = am(@) 0@ + .o+ aw(@) ()

homogén linedris egyenletrendszer altalanos megoldadsa n darab linedrisan fiig-
getlen megoldés linedris kombindcidja.

12.18. Példa. Megmutatjuk, hogy az {y") (x); y? ()}, ahol

(1) ) = Y1 (.Z') _ e—2$
o () ()

alaprendszere az

yi(x) = —yl(z) — yz(ﬂ?)}
ya(r) = 2yi(z) — 4ya()

differencidlegyenlet-rendszernek. Ehhez két dolgot kell beldtnunk. Egyrészt
azt, hogy y™) és y(?) megolddsai az egyenletrendszernek, masrészt azt, hogy
linedrisan fiiggetlenek.

Mivel
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ezért

_26—2:1} — _e—2z _ e—2x

—2x —2x —2x
—2e = 2e — 4e™ ",

ezért y1) () megolddsa az egyenletrendszernek.

Mivel
yi'(z) = =3
és
ygl(x) = _6673x7
ezért
_36—3x — _e—3a: _ 28—31
és

—6e 73T = 273 _ g™
ezért y(2) (z) megoldésa az egyenletrendszernek.

Mivel
6—23: 6—351:

det W(z) = det ( J P " ) =e % £,

ezért y(I) és y() linedrisan fiiggetlenek.

Tehat {y(l);y@)} alaprendszere a differencidlegyenlet-rendszernek. Ez azt is
jelenti, hogy az egyenletrendszer altalainos megoldasa

y(@) = -y V(@) +er -y (@),

() cl e 2 4y e
T) = ,
Y €1 e 2 4 20737

ahol ¢, c2 € R tetszbleges.

vagyis

12.19. Tétel. (Liouville-formula)
Legyen A: I — R™ ™ folytonos fiiggvény és tekintsiik az

vi(x) = an(@)-y@) + ... + aw(z) ya(z)

(@) = an(@) 9@ + .+ (@) ya(@)
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egyenletrendszert. Tegyiik fel, hogy ¢1, . .., ¢, megoldésai az egyenletrendsz-
ernek és legyen ®(z) = (p1(2) ... pn(z)). Legyen

trA(z) =) ai(z)
=1

az A matrix nyoma. Ekkor

J e A d
det ®(z) = det ®(xg) - €%

minden z, xg € I esetén.

12.20. Példa. Legyen = €]0; col. Tekintsiik az

n(r) = y1(z) - i-yz(ﬂf)}
volr) = (I+a)-y(z) —  y2(z)
egyenletrendszert!

Bevezetve az
valamint az

és az

1 1
Ale) = ( 1+=z _916 >

jeloléseket az egyenletrendszer tomorebb forméban is felirhaté az
Y () = A(@) - y(z)
alakban. Ekkor

Az
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megolddsa az egyenletrendszernek. Az alaprendszer
z) 1

O(x) = y(@) :
yo(z) =«

det ®(z) = x - y1(x) — ya(x).

A ®(x) determindnsa

Az el6bbi tétel szerint
f 0d¢
det ®(z) = det ®(zp) - €  =¢q,
fgy
z-y1(z) — y2(x) = c1,
ahol ¢; € R.
Mivel az eredeti egyenletrendszer elsd egyenlete szerint

W) = 1) - - 1al),

ezért
T-y1(xr) — Y2 C1
W(@) = (@) = - ga(e) = ) T 0l@) _a
x T
vagyis
yi(z) =2
1 :ZJ’

amibdl azt kapjuk, hogy
yi(z) =c1-Inx + co,
ahol ¢, co € R. Ekkor

y(r) =z -yi1(x) —cr=c1-x-lnr+co-x—cy.

Inz 1
z-lnz—1 z |

Tehat egy alaprendszer
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12.21. Tétel. Legyen A € R™*" és tekintsiik az
y(x)=A-y(x)
konstansegyiitthatés homogén linedris egyenletrendszert!

Ha X\ az A matrixnak m-szeres algebrai multiplicitdsu valds gyoke, m geomet-

riai multiplicitdssal és s1, . . ., S;, a A-hoz tartoz6 m darab linedrisan fiiggetlen
sajatvektor, akkor az alaprendszerbe az
sy e s,

vektorokat kell bevenni.

Haa+i- 3 (o, € R) az A métrixnak m-szeres algebrai multiplicitdsi kom-
plex sajatértékei, melyek geometriai multiplicitdsa is m, tovdbbd sy, . . ., s, az
a+i-B-hoz tartozé m darab linedrisan fiiggetlen sajatvektor, akkor az alaprend-
szerbe az

e*® . cos(f-x) Re(s1) — e -sin(f - z) - Im(s1);

e® . cos(f - x) - Im(sy) +€** - sin(f - x) - Re(s1);

e® . cos(f - x) - Re(sp) — e -sin(f - x) - Im(sp,);
e . cos(fB - x) - Im(sy,) + ¥ -sin(f5 - ) - Re(sm);
vektorokat kell bevenni.

Ha ) az A matrixnak m-szeres algebrai multiplicitdsd valés sajatértéke, és a A
geometriai multiplicitdsa m-nél kisebb, akkor van olyan m tagu linedrisan fiig-
getlen vektorrendszer, mely \-hoz tartozé altaldnositott sajatvektorokbdl 4llo,
diszjunkt Jordan-lancok uniéja. Ha s1,...,s; egy ilyen lanc egy ilyen rend-
szerben, akkor az alaprendszerbe az

e)\-:p .81

TN sy + Mg

.’El_l N N
m'e.x'81+...+e.x'81

vektorokat kell bevenni.
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Hao £i- 5 (o, 8 € R) az A matrixnak m-szeres algebrai multiplicitdsi kom-
plex sajatértékei, és a geometriai multiplicitdsuk m-nél kisebb, akkor van olyan
m tagu linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, mely a+i- 8-hoz tartozé altalanosi-
tott sajatvektorokbdl 4ll6, diszjunkt Jordan-ldncok unidja. Ha sq,...,s; egy
ilyen l4nc egy ilyen rendszerben, akkor az alaprendszerbe az

e® . cos(f - x) Re(s1) — e -sin(f - z) - Im(s1);
e*® . cos(fB - x)-Im(s1) +e** -sin(B - ) - Re(s1);

x-e*" . cos(f-x)- Re(sy) —x-e*™  sin(f-x) - Im(sq)
+e - cos(f - x) - Re(sg) — ™ - sin(5 - z) - Im(sp);
x-e*".cos(B-x) -Im(s1) +x-e™ -sin(f-x) - Re(sy)
+e%? . cos(B - x) - Im(sg) + ¥ - sin(f - x) - Re(s2);

I—
( v i -e* . cos(f - x)-Im(sy) + -e* . sin(f - x) ~Re(51)>+

o+ (ea'w ~cos(B - x) - Im(s;) +e** - sin(B - x) - Re(sl))

vektorokat kell bevenni.
12.22. Kovetkezmény. Legyen A € R"*" és tekintsiik az
y'(z)=A-y(z)

konstansegyiitthatés homogén linedris egyenletrendszert! Ha A sajatértékei a

Al, ..., Ap paronként kiillonboz6 valés szamok, melyekhez tartozé sajatvek-
torok rendre si, ..., s,, akkor a differencidlegyenlet-rendszer altalanos meg-
oldésa

y(r) = MT g ey e sy,
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ahol cq,...,c, € R.

o~ 2

Bizonyitds: Az 4llitas az el6z6 tétel kozvetlen kovetkezménye. Azonban adunk
egy bizonyitdst direkt tton.

A megoldast

Az

y(z) =e" - s

alakban keressiik, ahol A € R, és s € R"™. Ekkor
y(x) =X s,
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

ANeM s =AM g,

vagyis
A-s=A-s,
igy
(A-X-E)-s=0,
ahol E az n-edrendl egységmatrix. Ezzel azt kaptuk, hogy A sajatértéke az
A matrixnak és s a A\ sajatértékhez tartoz6 sajatvektor. Mivel feltétel szerint

a sajatértékek kiilonbozbek, ezért a hozzijuk tartozé sajatvektorok linedrisan
fiiggetlenek.

Korabban azonban lattuk, hogy az altalanos megoldas n darab linedrisan fiig-
getlen megoldas linedris kombindcidja, amivel igazoltuk az allitast. m

Az alabbi kdvetkezményben megfogalmazzuk kétdimenzids esetre a (12.21) té-
telt.

12.23. Kovetkezmény. Legyen A € R?*? és tekintsiik az
y'(z) =A-y(z)
konstansegyiitthatés homogén linedris egyenletrendszert!

Alapvetben 4 esetet kiilonboztetiink meg.

Ha az A matrixnak két kiilonboz$ valds sajatértéke van és ezek Ap és Mg,
melyekhez tartoz egy-egy sajatvektor rendere s; és so, akkor a homogén dif-
ferencidlegyenlet-rendszer dltaldnos megolddsa

Aoz |

y(z) =c1-eM¥ .5 ey 59.

Ha az A matrixnak egy valés sajatértéke van és ez A, és a A sajatérték geomet-
riai multiplicitasa 2, akkor 1étezik két linedrisan fiiggetlen sajatvektor a A\-hoz,
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melyek legyenek s; és so. Ekkor a homogén differencidlegyenlet-rendszer 4l-
taldnos megolddsa

A Az

y(x) =c1-e* - s1+co- e - s9.

Tegyiik fel, hogy az A matrixnak egy val6s sajatértéke van és ez A, és a A sajat-
érték geometriai multiplicitdsa 1. Egy sajatvektor legyen s; és egy éltaldnositott
sajatvektor legyen so. Ekkor a homogén differencidlegyenlet-rendszer altalanos
megoldésa

y(x) = Mg+ <x~e>‘x-31+e’\x-52).
Ha az A matrix sajatértékei komplex szdmok és ezek
A=azxi-f(a,f€R),

tovdbba s a \ sajatértékhez tartozé sajatvektor, akkor a a homogén differenci-
dlegyenlet-rendszer ltaldnos megolddsa

y(x) =c1 - (¥ - cos(B - x) - Re(s)—
—e*? . gin(f - x) - Im(
+co - (e¥" - cos(f - x) - Im(s)+
+e*? . sin(B - ) - Re(s)) .

12.24. Példa. Legyen x € R. Megoldjuk az

(z) = yi(2) +y2(90)}
Ya(z) = dy1(x) + y2(2)
differencidlegyenlet-rendszert!

A differencidlegyenlet-rendszer métrixos alakja
i)\ (11 yi(z)
(%(@)‘(4 1>'<y2<x>)'
Tomorebb formaban y'(x) = A - y(z), ahol egyrészt

) — yi(z)
y”‘(%m)’
(1 1)
A:
4 1

masrészt
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[ nl@)
y(z) = < () >-

ElsG 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a
det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A métrixot és a masodrend(i egységmatrixot a
1—-A 1
det
4 1-A

(1-X)?2?—4
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A -\ EQ) =0

determindnshoz vagyis az

egyenlet, ami jelen esetben a
(1-XN?=4=0
masodfoku egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
(1-X?>—4=0 = (1-XN*=4

egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasa

1—XA=2

1-A=-2
vagyis A\; = —1, illetve Ay = 3.

A sajatvektorokat az
(A—)\-Eg)-T:O

homogén linedris egyenletrendszer megoldésai adjak. El6szor meghatarozzuk
a A\; = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorokat:

e (D) (00)-(20)
() (0)-(0)

Tehat a
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egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix ma-
sodik sora az elsd sor kétszerese, igy az elhagyhat6. Tehédt a megoldandé line-
aris egyenletrendszer

2r1 + 19 = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példaul , = t € R\ {0}. Ekkor ro = —2¢. Tehdta \; = —1
sajatértékhez tartozo 6sszes sajatvektorok halmaza (vagyis a sajdtaltér):

ol (S)eme-f (3) b

Legyen egy konkrét sajatvektor

a( 1)

Meghatarozzuk a Ay = 3 sajatértékhez tartozoé sajatvektorokat. Ehhez tekintsiik

1 1 3 0 -2 1
A—3-Ey= — =
4 1 0 3 4 -2
matrxiot. Ezutan a
-2 1 71 0
4 -2 ro ]\ 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix ma-
sodik sora az els6 sor —2-szerese, igy az elhagyhat6. Tehat a megoldandé line-
aris egyenletrendszer

—2r1 +1ro = 0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk.
Legyen példdul ry =t € R\ {0}. Ekkor ro = 2¢. Tehdt a Ay = 3 sajatértékhez
tartozoé sajataltér:

o {(3) b} (1) o)

Legyen egy konkrét sajatvektor

(1)
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Az alaprendszer

o = (31 M gy e)‘Q'x) =
1 1 e " e
_ e~ T . 37 —
—2 2 —2e™7 2637
Tehat az egyenletrendszer megolddsa
y1(x) e e c1
ya(x) o\ —2eT 2¢3 ey |’
y1(z) c1-e T4 cy-e
ya(z) o\ 200 T4 20063 )
Tehét azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megolddsa
3z

azaz

yi(z)=c1-e“+cy-e
ya(z) = —2¢1 - € + 2¢9 - oy
12.25. Példa. Legyen x € R. Megoldjuk az
() = 2y1(x)
yh(x) = 2y2<x>}
differencidlegyenlet-rendszert!
A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja
@)\ (20 y1(x)
<yg<x>>‘<o 2>'<y2<x>)'
Toémorebb forméban ' (x) = A - y(x), ahol egyrészt
N €D
y(z) = ( () )

masrészt

) |

93
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Els6 1épésben meghatdrozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrendii egységmatrixot a

2—A 0
det
( 0 2—/\)

determinanshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zar6jelfelbonta-
sokat a

2-N)-(2-X)=(2-))?
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a

det(A— A Ey) =0

egyenlet, ami jelen esetben a

(2—-X)?=0

egyenlet, melynek megolddsa A = 2.

Ehhez 1étezik két linedrisan fiiggetlen sajatvektor, melyek

- (3)
e (0).

Tehét az egyenletrendszer megolddsa

2 2

y(x) =c1- e - s1 4+ ca- e - 59,

vagyis

ahol ¢1,co € R.
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12.26. Példa. Legyen = € R. Megoldjuk az
(@) = y() + ya2(2)
ya(z) = —y1(z) + 33/2(45)}
differencidlegyenlet-rendszert!

A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja
G\ (1 1) (@
Ya(x) -1 3 ya()
Toémorebb forméban y'(z) = A - y(x), ahol egyrészt
/
y1(2)
y/(',r) = / )
Yo ()
11
A=
yi(x)
y(z) = :
y2(z)

Els6 1épésben meghatirozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

masrészt

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A maétrixot és a masodrend(i egységmatrixot a

1—A 1
det
-1 3-A
determinanshoz vagyis az

(1—=X)-B=XN+1=X -4 +4=(\—-2)?
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a
det(A—X-E3) =0
egyenlet, ami jelen esetben a

A=2)%2=0
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masodfokd egyenlet. A sajitértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, vagyis
jelen esetben A = 2 kétszeres multiplicitasu gyoke a karekterisztikus egyenlet-
nek. A sajitvektorokat az

(A—A-Eg)-TZO

homogén linedris egyenletrendszer megolddsai adjdk, ami jelen esetben
11 20 -1 1
A—-2-Fy= — = .
-1 3 0 2 -1 1
Tehat a
-1 1 1 0
11 o]\ 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmaétrix els6 és
mdsodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhat6. Tehat a megoldandd
linedris egyenletrendszer

—r1+12=0.
Az egyik ismeretlent szabad paraméternek valaszthatjuk.
Legyen példaul 1 =t € R\ {0}. Ekkor ro = ¢. Tehdt a A = 2 sajdtértékhez
tartozé Osszes sajatvektorok halmaza (vagyis a sajataltér):

wc{( Yoo} (1) ).

Ez azt jelenti, hogy a A = 2 sajatérték geometriai multiplicitdsa 1. Legyen egy

konkrét sajitvektor
1
§1 = .
S

Mivel nem létezik ettdl linearisan fiiggetlen sajatvektor, hiszen a A\ = 2 sa-
jatérték geometriai multiplicitdsa egy, ezért egy altaldnositott sajatvektort kell
bevezetniink. Ehhez tekintsiik az

(A=X-E)-r=s;

egyenletrendszert.

en(0)-(02)-(5)
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(S )(0)-(0)

egyenletrendszert kell megoldanunk. Vegyiik észre, hogy az alapmatrix elsé és
madsodik sora megegyezik, igy az egyik sor elhagyhaté. Tehdt a megoldandd
lineéris egyenletrendszer

matrxiot. Tehat a

—r1+1ro = 1.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek vélaszthatjuk.
Legyen példaul r; = t € R. Ekkor ro = ¢t — 1. Tehdt a A = 2 sajatértékhez
tartoz6 dltaldnositott sajataltér kétdimenzids, melyet S és S generdl, ahol

{41}

Legyen egy konkrét sajatvektor

()

Ekkor a differencidlegyenlet-rendszernek egy, a kordbbitdl linedrisan fiiggetlen
megoldasa
T 51 4 59,

ami jelen esetben

. 1 L 2T 0 a2r 2T T
x(l)e—i—(l)e—e ca1 )

Tehat az alaprendszer

<I>(zv):< (1>'e2x <$il>.e2w>.

Tehat az egyenletrendszer megolddsa

y1(z) c1-e2 4y x- e

) | \er-e¥4ep-(x41)-e2 |
Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megolddsa
2z

yi(x)=(c1+co-x)-e

yo(x) = (c1 + 2+ (x + 1))6%7
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ahol ¢, co € R.
12.27. Példa. Legyen z € R. Megoldjuk az
yi(z) = 5yi(z) + 5ya(z)
vo(w) = —2y1(z) + 7y2(ﬂf)}
differencidlegyenlet-rendszert!

A differencidlegyenlet-rendszer matrixos alakja
B\ (55 (m@
Ya(x) 27 ya(x)
Tomorebb formaban y'(x) = A - y(z), ahol egyrészt
, v ()
y(z) = ;
( Ya(x)
5 b5
A=
-2 7
y1(x)
y(z) = :
y2(z)

Els6 1épésben meghatarozzuk az A matrix sajatértékeit. A matrix karakteriszti-
kus polinomja a

masrészt

det(A - A EQ)

polinom. Behelyettesitve az A matrixot és a masodrendii egységmatrixot a

5—A 5
det
()

determindnshoz jutunk, melyet kiszdmolva, majd elvégezve a zar6jelfelbonté-
sokat a

(5—=X)-(T—=X)+10 =)\ — 12\ + 45
polinomhoz jutunk. A karakterisztikus egyenlet a

det(A—X-Fy) =0
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egyenlet, ami jelen esetben a
A2 =120 +45=0
masodfoku egyenlet. A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei, igy az
A2 =120 +45=0

egyenletet kell megoldanunk. A masodfoku egyenlet megoldasa

12+ /144 —180 12+ /36
2 - 2

Alig = =6+ 3,

vagyis A\; = 6 + 3i, illetve Ay = 6 — 3i. Legyen o« = 6 és § = 3.
A sajdtvektorokat az
(A—)\~E2)-7“:O

homogén linedris egyenletrendszer megolddsai adjédk. Elegend6 meghatirozni
a A\; = 6 + 3i sajatértékhez tartozé sajatvektorokat:

5 5 6+ 3¢ 0 —-1-3: 5
A—(6+3i)-E2 =0 — = .
-2 7 0 6+ 31 —2 1-—3i
Tehat az
-1-3: 5 1 0
—2  1-3i o]\ 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A két sor koziil az egyik elhagyhato, igy
(=1 —3i)-r; +5rg =0.

Az egyik ismeretlent szabad paraméternek véalaszthatjuk.

Legyen példaul = 5¢, ahol t € R\ {0}. Ekkor o = (1 + 37) - t. Tehat
a A\ = 1+ 3¢ sajatértékhez tartozd Osszes sajatvektorok halmaza (vagyis a
sajataltér):

Sy, = ot R\ {0} = ) R\ {0

Legyen egy konkrét sajatvektor

(25 (1) ()
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Az alaprendszer
D) — e . cos(fBx) - Re(s1) — e - sin(fx) - Im(s1);
(@) = e - cos(fx) - Im(s1) + e** - sin(Szx) - Re(sq)

Tehat az egyenletrendszer megolddsa

( Z;Eg ) =c - <e6z'cos(3x)' ( ? > — % . gin(3z) - ( g >> +
+co- <e6m'cos(3a:)- ( 2 > + %% . sin(3z) - ( ? >> .

Tehat azt kaptuk, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldédsa
y1(x) = 5¢1 - €7 - cos(3z) + Heg - €57 - sin(3z),
illetve
ya2(z) = c1 - €57 - cos(3z) — 3¢y - €% - sin(3x)+
+ 3¢ - €57 - cos(3z) + ¢ - €57 - sin(3x).

12.28. Tétel. Legyen A: I — R™" és f: I — R™ folytonos fiiggvény.
Tegyiik fel, hogy az

y()=A y(@)
homogén differencidlegyenlet-rendszer altalinos megoldasa
yn(z) = c1-y V(@) + ... 4o - y™ (@),

ahol ¢y, ..., c, € R. Ekkor az

y'(z) = A-y(@)+ f(2)
inhomogén differencidlegyenlet-rendszer dltaldnos megolddsa

y(@) = yn(z) + yp(z),
ahol y,, az inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris megolddsa.

12.29. Megjegyzés. Az inhomogén egyenletrendszer egy partikularis megolda-
sat meghatarozhatjuk a konstansvaridlds médszerével. Ilyenkor az inhomogén
egyenletrendszer egy megoldadsat

yp() = c1(2) -y V(@) + ..+ eule) -y (@)
alakban keressiik. Ekkor teljesiil, hogy
Ax) -y V(@) + ..+ (@) -y () = f(a),
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n amely 0sszefiiggésekbdl a
(@), ..., ()

fliggvények meghatarozhatéak, majd azokbdl integralassal a cy, . . ., ¢, fliggvé-
nyeket kapjuk.

12.30. Példa. Tekintsiik az
yi(r) = 3yi(z) + 2yo(x) + €
+ —X

yo(z) = dyi(z) +  we(2) e
egyenletrendszert és legyen y; (0) = % és 12(0) = _%.

Az egyenletrendszer felirhatd

v (3 2) (un@ e
(o )=(37)(no )+ ()

alakban. Bevezetve az

[ n(@)
y(r) = < () )

i @
vie 4 ( i) )

valamint az
3 2
A=
()

jeloléseket az egyenletrendszer az
y()=A y(@)+ f(z)
formdban irhat6 fel.
Az A mitrix karakterisztikus polinomja
3—A 2
P()\):det(A—)\-Eg):det< A 1)\)2
=B-XN)-(1-X)-8,
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vagyis
P()\) = \* — 4\ — 5.

A karakterisztikus egyenlet

N —4X—5=0,
amelynek gyokei
Ny 4+6
1,2 — 2 ;
azaz A\ = Hés Ay = —1.

A A\ = 5 sajatérték esetén

A—5E2:<_i _i),

igy a megoldand6 egyenletrendszer

—27”1 + 27“2 =0
4ry — 4r9 = 0 [’

vagyis r1 = ro, igy példaul egy \;-hez tartozé sajatvektor

(1
S1 = 1 .
A Ay = —1 sajatérték esetén

4 2
A+E2:(4 2)7

igy a megoldand6 egyenletrendszer

4ri 4+ 2rp = 0
dry + 2rp = 0 [’

vagyis ro = —2r1, igy példaul egy A2-hoz tartozé sajatvektor

we( 1),

Tehét a homogén egyenletrendszer dltalinos megolddsa

bx

yn(x) =c1-e*-s1+co-e " 89,

yh(IE):Cl-ew-(1>+Cz-e_m'(_;).

vagyis
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c1- €% 4 cy-e7®
yh(«f) - 5 T '

c1-er —2cy-e”

Tehat

Az inhomogén egyenletrendszer egy partikuldris megold4sat konstansvaridlds-
sal hatdrozzuk meg, vagyis egy megolddsat

up(@) = e1(z) -y () + ea(a) -y @ (2)

alakban keressiik, ahol

Ekkor teljesiilnie kell a
d(z) e +  dy(z)-e™ = e }

d(z)- e — 2d(z)-e® = e @

egyenletrendszernek. Ez egy linedris egyenletrendszer a ¢ (z) és ch(z) is-
meretlenekre vonatkozéan. Az egyenletrendszer alapmatrixa

( eBx e )
M = .
e e 7

A matrix determinansa

Legyen
eCE e—CE
M; =
e ¥ 2%
és
65:1: e®
M2 - e5:c e~ ®
Ekkor
det My = —2 — ™22
és



104 DR. KEZI CSABA GABOR

A Cramer-szabdly alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy

det My —2—e72¢ 2 1
/ _ — _ Za - —6x
al)=qqar = gem  — 3% T3¢
illetve A
det My  e* — b 1 1
/ _ _ _ _ - - 233‘
)= G001 T —aem 51 3°
Ezekbdl
2 1 1 1
Cl($) — / 567493 + 56763: dr = _6874:3 _ Eefﬁx7
és
1 1 1 1
co(x) = /—3 + gezx dz = —3% + ge%.

Ezeket felhasznédlva az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa

yp(a) = c1(z) -y (2) + ea(x) -y () =
_ 1 —4x 1 —6x e5$
_(_66 BT ) N
11, e "
+(_3ﬂf+6e2)(_2e_x>

lxz_ 1 -2z _ 1. _—x 1 x
(—6e ig€ 3T € +6e>

Tehat

1l 1 -2, 2. -2 _ 1l
g€ g€ —|—3xe 3€

( —1—186_9” — %l‘ e’ )

- low _ Lo—x 4 2. -z |~

—5€ 8¢ ~ T 3T-e€

Az inhomogén differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasa

y(x) = yn(z) + yp(z) =

c1-e% 4y T — %e‘x — %:L‘ e T
1 5 T 1 1 T

-e%% — 2¢9 - e” —gex—ﬁe_ij%we_

Mivel y;(0) = 1%, ezért

1 17
Cl‘i‘CQ—TSZE = c1+co=1.
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Mivel y2(0) = —2, ezért

-5
1 1 5
—2c0— - — — = —— = —2c9 = 0.
ATE2THTIR T g e
Tehat az
cg + ¢ =1
cp — 2c0 = 0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A két egyenletet kivonva egymasbol co =
é adédik, igy ¢1 = % Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

2 5z 1l —z_ 1 -2z _ 1. _—=x
e’ + ze 18€ 3%-¢€
T )

y(x) = yn(x) + yp(x) = < ) !

ge‘r’x — % et — %ex — %e*x + %x e

vagyis

2 1 1

yi(x) = ge‘r’x + ge*x - Eefx — 3% e =
2 5
= §e5x + 1—86_”’0 —3%e v
és
2 1 13 _ _
ya(x) = §e5x — §ex BETY T+ 3% e i

12.31. Megjegyzés. A konstansegyiitthatés inhomogén linedris differencidle-
gyenlet-rendszerekre vonatkozé kezdetiérték feladatot megoldhatjuk Laplace-
transzformécidval is. Ekkor minden differencidlegyenletnek vessziik a Laplace-
transzformaltjat. Ekkor kapunk egy algebrai egyenletrendszert az ismeretlen
figgvények Laplace-transzformaltjaira. Ezt megoldva, majd alkalmazva az in-
verz Laplace-transzformacidt megkapjuk a differencidlegyenlet-rendszer meg-
oldasat.

12.32. Példa. Legyen t > 0. Megoldjuk Laplace-transzforméaciéval az
#'(t) = 2z(t) + ()
y'(t) = 3xz(t) + 4y() } ’

z(0) = 1; y(0) = 0 kezdetiérték-feladatot.

Ha vessziik az elsd egyenlet mindkét oldalanak Laplace-transzformaltjat, akkor
azt kapjuk, hogy

s-L(x) —x(0) =2L(x) + L(y).
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Mivel z(0) = 1, ezért
s-L(z)—1=2L(x)+ L(y).

Ha vessziik a mésodik egyenlet mindkét oldaldnak Laplace-transzformaltjat,
akkor azt kapjuk, hogy

s+ L(y) —y(0) = 3L(x) + 4L(y).
Mivel y(0) = 0, ezért
s L(y) =3L(x) +4L(y).
Tehat az alabbi algebrai egyenletrendszert kapjuk:

s-L(x) -1 = 2L(x) + L(y)
s L(y) = 3L(z) + 4L(y) } '
Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy
L(y) = (s —2)- L) - L.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
(s—4)-[(s—2) - L(z) — 1] =3L(x)

adddik, amibdl

s—4
E —
il Py P
vagyis
s—4
Lo = 5675
Ezt felhasznélva
s—4 s2—6s+8—52+65—5
Ly =(—2) 5————-1=
W) =(s-2) s2—6s+5 s2—6s+5 ’
tehat
L(y) = _ 3
Y= 6515
A kapott tortek nevezdit szorzatta alakitva azt kapjuk, hogy
s—4
E =
@)= e o9
és 5
L(y) =
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A kapott torteket parcidlis tortek dsszegére bontjuk. Az
s—4 A B

(s—1)-(s—5) s—1+s—5

egyenletet a kozos nevezdvel szorozva és a tagokat fokszdm szerint rendezve
(A+B)-s—bA—-—B=s—4

adodik. A megfeleld fokszamu tagok egyiitthatéinak Osszehasonlitasabol azt
kapjuk, hogy
A+ B = 1
—-bA — B = -4 }

A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy A = %, majd az elsd egyenletbdl
azt, hogy B = %.

Tehat 5 ) ) 1
£<m):1 s—1+1.s—5
A
3 A B

+
(s—1)-(s=5) s—1 s—5
egyenletet a kozos nevezdvel szorozva és a tagokat fokszam szerint rendezve

(A+B)-s—5A—B=3

adédik. A megfeleld fokszami tagok egyiitthatéinak Osszehasonlitdsabol azt
kapjuk, hogy
A+ B =0
—H5A — B = 3 }

A két egyenletet 6sszeadva azt kapjuk, hogy A = —%, majd az elsé egyenletbdl
azt, hogy B = %.
Tehat 5 ) 5 .

W=y 5s1tisos
Az L(x)-re és L(y)-ra kapott eredményt felhaszndlva a differencidlegyenlet-
rendszer megolddsara azt kapjuk, hogy

301 1 1
— -1 — — —
z(t) =L (4 s-171 s—5>

3 1
= Zet -+ Ze5t
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3 1 3

—_pr-1(_2 Z.

ylt) = £ ( 1'5-1 1
_ 3t 35t
——4e—|—4e.
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13. Atviteli elv

13.1. Tétel. (atviteli elv)
Legyen D C R"*! nem iires, nyilt halmaz és f: D — R. Tegyiik fel, hogy a
p: I — R fiiggvény megolddsa az

y (@) = frsy(a);y (2); 59" V(@)
n-edrendi differencidlegyenletnek. Ekkor a
V() = (p(2); ¢ (@);. .50 V()

modon definidlt ¢: I — R” fiiggvény megolddsa az

y(z) = y2() |
yo(z) = y3(x)

Y1 (x) = Yn ()
yn(x) = f(zy(e);ye(@);.. syn(e))

differencidlegyenlet-rendszernek.
Az el6bbi tétel megforditdsa is igaz.

13.2. Tétel. (atviteli elv 2)
Haa: I — R” fiiggvény megolddsa az

y/1 () = Yyo()
yo(x) = y3()
Yy 1(x) = Yn ()
yn(z) = f(zy();ye(e);.. syn(e))

differencidlegyenlet-rendszernek, akkor a ¢y = ¢: I — R fiiggvény (vagyis a
1) fliggvény elsé koordindta fliggvénye) megolddsa az

y " (z) = fa;y(z);y (2);. .y V()

n-edrend differencidlegyenletnek.
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13.3. Megjegyzés. Az atviteli elv szerint barmely n-edrendd differencidlegyen-
let ekvivalens egy alkalmasan megkonstrudlt n darab egyenletbdl 4116 elsdrendi
differencidlegyenlet-rendszerrel.

13.4. Példa. Az
y"(x) +sin (y(z)) =0
madsodrend( differencidlegyenlet ekvivalens az
@) = (@)
yo(x) = —sinyi(z)
differencidlegyenlet-rendszerrel.

13.5. Tétel. (atviteli elv kezdetiérték feladatra)
Legyen D C R"*! nem iires, nyilt halmaz és f: D — R, valamint zq € I.
Tegyiik fel, hogy a ¢: I — R fiiggvény megoldésa az

y (@) = f(zy(x);y (@); .. ;9" V(@)
y(xo) = ko, ¥'(w0) = k1, .., ¥ H(w0) = kn—1
kezdetiérték feladatnak. Ekkor a

U(z) = (p(@); ¢ (@);... ;9" (@)

moédon definidlt ¢p: I — R"™ fiiggvény megoldésa az

yi(z) = ya()
yo(xz) = y3(x)
Y1 (x) = Yn ()
yn(x) = fzy()ive(@); .. un() )

y1(zo) = ko, y2(z0) = k1, ..., yn(w0) = kn—1
kezdetiérték feladatnak.

Az el6bbi tétel megforditésa is igaz.
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13.6. Tétel. (atviteli elv 2 kezdetiérték feladatra)
Haavy: I — R" fiiggvény megolddsa az

y(z) = y2()
yolz) = y3(x)
Yp_1(r) = Yn ()
yn(x) = flzy(@);y(x);. . s un())

y1(xo) = ko, y2(zo) = k1, ..., yn(xo) = kn—1

kezdetiérték feladatnak, akkor a ¥ = : I — R fiiggvény (vagyis a ¢ fligg-
vény elsd koordinata fiiggvénye) megoldasa az

y ™M (@) = f(z;9);y (2);. .5y D)
y(xO) = kﬂa y'(:vo) = k‘l, ceey y(n_l)(xo) = knfl

n-edrendi differencidlegyenletre vonatkozé kezdetiérték feladatnak.

13.7. Megjegyzés. Barmely n-edrendd differencidlegyenletre vonatkozo6 kez-
detiérték feladat ekvivalens egy alkalmasan megkonstrudlt n darab egyenletbdl
all6 elsérendi differencidlegyenlet-rendszerre vonatkoz6 kezdetiérték feladat-
tal.

13.8. Tétel. (atviteli elv linedris eset)
Legyenek ag, a1, ...,an—1, f: I — R folytonos fiiggvények. Legyen tovabba
az A(x) matrix

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

Az) = ,
0 0 0 0 1
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és az F'(x) vektor

Az
Y™ (@) + an-1(2) -y V(@) + o+ ar(@) Y (@) + ao(@) - y(a)
n-edrend differencidlegyenlet ekvivalens az
Y'(z) = A(z) - Y(x) + F(x)
elsérendi differencidlegyenlet-rendszerrel.
13.9. Példa. Legyen x € R. Tekintsiik az
y'(x) = Ty'(x) + 6y(x) = 0
masodrendi differencidlegyenletet!

Az atviteli elvet alkalmazva, ha a linedris differencidlegyenlet

y'(2) + a1(z) -y (z) + ao(z) - y(x) = 0

alakd, akkor atirhat6
@\, (0
y5(x) y2(z)

0 1
A= .
( —ap(z) —ai(z) )

A megfeleld adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy

v\ (0 1\ (m@
Ya(x) —6 7 y2(z)
Tehét a masodrendd differencidlegyenlet ekvivalens az

yi(x) = Yo (z) }
vh(z) = —6yi(z) + Tya(z)

~

alakuiva, ahol
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egyenletrendszerrel.
13.10. Példa. Tekintsiik az
n) = 2n(@) + 2y
ys(x) = 2y1(z) + 5ya(x) }
egyenletrendszert! Az els6 egyenletet derivalva azt kapjuk, hogy
Yl (z) = 2y1(2) + 2u5().
A masodik egyenletbdl behelyettesitjiik 5 (z)-et, igy
yi(x) = 2y1(x) + dy1(x) + 10y2(2)
adodik. Az els6 egyenletbdl kifejezziik yo (x)-et és azt behelyettesitjiik az el6b-
bi egyenletbe. Ekkor azt kapjuk, hogy
yi (@) = 2y1(2) + dy1(2) + 5y1(z) — 10y (2).
Tehat
yi () — Tyr(x) + 6y1 () = 0.
Az eredeti egyenletrendszer ekvivalens a kapott masodrendi differencidlegyen-

lettel.

13.11. Tétel. (atviteli elv linedris eset kezdetiérték feladatra)
Legyen zg € I, ag,a1,...,an-1, f: I — R folytonos fiiggvények. Legyen
tovabba az A(z) matrix

0 1 0 o 0 0
0 0 1 0 0
A(z) = 7
0 0 0 . 0 1
—ap(z) —ai1(z) —az(z) ... —ap—2(x) —ap—1(zx)
az F'(x) vektor
F(x) =
0
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és
ko
k1
k=
0
kn—1
Az

v (@) + anr -y (@) ar -y (@) + ao - y(e) = f(@)

y(x0) = ko, ¥ (o) = k1, ..., y" D (@0) = kn—1
kezdetiérték feladat ekvivalens az
Y'(z) = A(z) - Y(x) + F(x)
Y(xo) =k
elsorend( differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé kezdetiérték feladattal.

13.12. Tétel. Legyenek ag,aq,...,an—1 € Rés f: I — R folytonos fiigg-
vény. Legyen tovdbbd az A métrix

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 0 0
Alz) = ,
0 0 0 0 1
—ap —ai —as ... —Qp—9 —Qp—1
és az F'(x) vektor
0
0
F(x) =
0
f(z)

y (@) + ap-1 -y (@) £ ar -y (@) + a0 y(e) = f(2)
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n-edrendi differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének és az
Y'(z)=A-Y(x)+ F(x)

elsdrendd differencidlegyenlet-rendszer A matrixa karakterisztikus egyenleté-
nek gyokei ugyanazok.
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14. Magasabbrendii differencialegyenletek alkalmazasai

14.1. Newton II. torvénye. Newton masodik torvénye szerint egy test tomegé-
nek és gyorsuldsdnak szorzata egyenld a rd hat6 erdk ereddjével, ami dltaldnos
esetben fiigghet az id6tdl, a helyt6l és a sebességtol, azaz felirhaté az

F(t;s(t);v(t)) =m-a(t)
differencidlegyenlet.

Figyelembe véve, hogy a sebesség-ido fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivéltja,
tovabba a gyorsulds-id6 fliggvény a hely-id6 fiiggvény masodik derivaltja, ezért
az el6bbi egyenletet az

F(t;s(t);5(t)) =m-5(t)

alakban is felirhatjuk, amit m-el elosztva azt kapjuk, hogy

1
5(t) = — - F(t;s(t); s(t
5(t) = — - F(t;5(0); 5(1)),
ami egy kozonséges, masodrendd, explicit differencidlegyenlet.

14.2. Mozgasi feladatok. Egy pontszer( test egyenes palyan mozog a allandé
gyorsulassal. Tudjuk tovdbbd, hogy a ¢ = 0 iddpillanatban a test sebessége
v(0) = wo, tovdbba a ¢ = 0 idGpillanatban a megfigyelés helyén van, azaz
s(0) = sp. Meghatdrozzuk a sebesség-id6 és a hely-idé fiiggvényeket.

Mivel
a(t) =a = 5(t) = a,

ezért ez egy kozvetleniil integrdlhaté masodrendd differencidlegyenlet.

Mindkét oldalt integralva
5(t) :/adt:a-t—i—cl,
ahol ¢; € R adédik. Mivel $(t) = v(t), ezért azt is kaptuk, hogy
v(t) :/adt:a't—i-cl,
Mivel v(0) = vy, ezért
w=a-0+¢ = c1 = Yo,

igy a sebesség-ido fliggvény
v(t) =a-t+ .
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Tehat
S(t) :a-t+1)0.

Mindkét oldalt integralva

2
s(t):/a-t—l—vodt:a-2+v0-t+cQ

adddik, ahol c2 € R. Mivel s(0) = s, ezért

2
50:(1'54—110'0-1—02 = co = S0,

igy azt kaptuk, hogy a hely-idé fiiggvény
s(t) :%-t2—|—v0-t+so.

14.3. Példa. Egy gépkocsi 54 [kTm] sebességrdl b [S%] lassuléssal egyenletesen
fékez. Kiszdmoljuk, hogy mekkora a fékut.

Mivel
km m
0) =wo =54 || =15[2]
v(0) = o [ h ] s
ésa=—5 [S%] , ezért az el6bbi modell szerint a hely-id6 fiiggvénye

s(t) = —2,5t% + 15t + s,
sebesség-id6 fiiggvénye
v(t) = =5t + vg = =5t + 15.

Azt az id6pillanatot keressiik, amikor a gépkocsi megall, vagyis azt a ¢ értéket,
melyre v(t) = 0, igy a
0=15—5¢
egyenletet kell megoldanunk, amelyre azt kapjuk, hogy ¢ = 3.
Ha feltessziik, hogy sop = 0, akkor a mozg4s hely-id6 fliggvénye
s(t) = —2, 5t + 15t.
Tehat
5(3)=—-2,5-324+15-3=22,5[m],
igy a fékit 22, 5 [m].
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14.4. Szabadesés kozegellenallas nélkiil. Jelolje h(¢) annak a testnek a magas-
sdgat a t idSpillanatban, melyet a ¢ = 0 id6pillanatban h(0) = hy magassagrol,
v(0) = vp kezdGsebességgel ejtiink el.

Newton masodik torvénye szerint egy test tomegének és gyorsuldsanak szor-
zata egyenls a testre haté er6k eredgjével. Jelen esetben a kozegellenallastol
eltekintiink, igy a testre csak egy m - g nagysagu sulyerd hat, tehat az

m-a=—m:- g
egyenlethez jutunk. Felhasznélva, hogy a gyorsulds-id6 fiiggvény a sebesség-
id6 fliggvény id6 szerinti derivaltja azt kapjuk, hogy

m-o(t) =—-m-g, azaz 5(t) = —g.
Ez egy kozvetleniil integrdlhaté masodrendi differencidlegyenlet. Mindkét ol-
dalt integrdlva
5(t)=—g-t+a = v(t)=—g-t+ac
adodik. Mivel v(0) = v, ezért ¢ = vy, igy
v(t)=—g-t+c
Felhaszndlva, hogy a sebesség-ido fiiggvény a hely-id6 fiiggvény derivaltja azt
kapjuk, hogy ‘
h(t) = —g-t+ .
Mindkét oldalt integralva
h(t) = —g~t2+v0-t+02
adodik. Mivel h(0) = hg, ezért ca = hy, igy
h(t) = —g'tQ—}—’Uo't—Fho.
14.5. Példa. Fiiggblegesen felfelé kiloviink egy nyilpuskabdl egy nyilvesszét.
Legyen a nyilvessz kezdGsebessége vy = 49 [2]. Meghatdrozzuk, hogy a

kilovés utan mennyi id6 milva tér vissza a nyilvesszd a kilovés helyére, ha a
kozegellenéllastdl eltekintiink.

A fiiggblegesen kil6tt nyilvesszd hely-idd fiiggvénye az el6bbi modell szerint

h(t) = —g A% vt = —4,9¢% + 49t

Azt az idGpillanatot keressiik, amikor h(t) = 0, igy a
—4,9t2 + 49t =0
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egyenletet kell megoldanunk. A bal oldalt szorzatt alakitva azt kapjuk, hogy
4,9t - (—t+10) =0,

amibdl az egyenlet megoldasaira t1 = 0, illetve to = 10 adédik.

Tehat azt kaptuk, hogy a kilovés utdn 10 mdsodperccel tér vissza a nyilvessz6 a
kilovés helyére.

14.6. Megjegyzés. Ha a kozegellenallastol eltekintiink, akkor egy szabadon esd
test talajra érésének id6pontja nem fiigg a test tomegétdl. Ezzel kapcsolatban
végeztek kisérleteket a Holdon, ahol igazoltdk, hogy ez valéban igy van.

A Holdnak nincs szdmottevs 1égkore, és a nehézségi gyorsulds is 1ényegesen
kisebb, mint a Foldon, igy idedlis helyszin annak bemutatasara, hogy az egy-
szerre elejtett, szabadon es testek tomegiiktdl fiiggetleniil, azonosan mozog-
nak és egyszerre érnek a talajra. A kisérletet 1971. augusztus 2-an David Scott,
az Apollo 15 Girhajésa ténylegesen is elvégezte a Holdon.

14.7. Szabadesés kozegellenallassal. Felirjuk egy szabadon esé test hely-id6
fliggvényét, ha a kozegellendllastl nem tekintiink el.

Jelolje h(t) egy szabadon esé testnek a Fold felszinét6l mért tavolsdgat a ¢
id6pillanatban.

Newton masodik torvénye szerint egy test tomegének és gyorsuldsidnak szorzata
egyenld a rd hat6 erdk ereddjével. A testre két er§ hat: egy m - g nagysagui
gravitacios erd és egy kozegellendllasi er§, amely a mozgds irdnyéval ellentétes
irdnyd és nagysdga (tapasztalatok szerint) a sebesség négyzetével ardnyos.

Tehat az aldbbi differencidlegyenlet irhat6 fel:
m-a(t) =m-g—k-v(t),

ahol k az ugynevezett kozegellendlldsi egyiitthato.
Mivel a(t) = h(t), ezért az

.. . 2 .. . 2
m-h(t)=m-g—k-(h)"(t) = h(t):g—%-(h(t))
differencidlegyenlethez jutunk.
Mivel v(t) = h(t), ezért az
m-o(t) =m-g—k-v*(t) = b(t):g—ﬁ-UQ(t)
m

differencidlegyenlethez jutunk. Ez az egyenlet szeparabilis.
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Tekintsiik a z(v) = g — £ - v? ésa g(t) = 1 fiiggvényeket. Az

m

/Z(lv)dv:/g(t)dt

egyenletet kell megoldanunk a v ismeretelen fiiggvényre. Az adatok behelyet-
tesitése utan azt kapjuk, hogy

1
J
9—;mv

A bal oldalon szerepld integralas:

1 1 1
/g—k.qﬂdv:./l( k ‘U)QZ

_1.mh< k .1)). g-m
g g-m k

A jobb oldalon szerepld integrélds:

/1dt:t+c.
1 .
—-arth (w/k-z))- Mzt—i—c
g g-m k

egyenletet kell megoldanunk az ismeretlen v fiiggvényre, amire azt kapjuk,

hogy
o(t) = mk'g.th( gn'f’-(wc))

Ha feltessziik, hogy a t = 0 idGpillanatban a sebesség v(0) = vy = 0, akkor
¢ = 0 adédik. Ekkor a sebesség-id6 fliggvény

v<t):,/mk:9-th< gmkt>

Mivel a th fiiggvény végtelenbeli hatarértéke 1, ezért a végsebesség

— 1 _ 9 m
vmax—tlggov(t)— -

S

Tehat az
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Mivel

a hely-idé fiiggvény

h(t)Z/v(t)dt:W-\/g_Wk-lnch (‘\/97’“-75

akkor ¢ = 0, igy ebben az esetben
m

h(t) = k 1nch< >

14.8. Példa. Egy ping-pong labda sugara 2 [cm], tomege 3 [g], a kozegellendl-

>+C’

18y

-k
g-k
m

h(t):T]Z-lnch<
=0,

Ha feltessziik, hogy h(0)

-k
g-k
m

7~ z ”

lasi tényez6 értéke 0, 2. A levegd stirisége 1 000 [%] . Mivel
A=0,022-7=1,26-10"3[m?],
ezért a kozegellenallasi egyiitthaté értéke

k=X 5.0 A=012 {kg}

2 m

igy a (fiiggbleges irdnyd) végsebesség

g-m  [9,81-0,003 m
- - — 0,48 [7}
& \/ k \/ 0,126 s

A sebesség-ido fiiggvény

v(t) = 0,48 - th 20, 3¢.

14.9. Lejtore helyzetett test modellje. Amikor egy testet egy lejtSre helyeziink
azt tapasztaljuk, hogy az elkezd lecsiszni rajta. Tapasztalataink alapjin kije-
lenthetjiik, hogy ha a test és a lejté kozott nincs strlédds (ami a valésdgban
ritkdn fordulé eld), akkor a test sokkal hamarabb fog a lejtd aljdra érni, mint
akkor, ha a lejtd és a test kozott sirlédés is fellép.

Ennek igazoldsdahoz egy egyszerd modellt fogunk felépiteni. Legyen a test to-
mege m, a nehézségi gyorsulds g, a test dltal megtett 1t az id6 fiiggvényében
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s(t). Tegyiik fel, hogy ismerjiik a lejtGalap és a lejtGvonal dltal bezért Ggyn-
evezett lejt6szoget, melyet most jeldljiink a-val.

Newton II. torvénye szerint egy test gyorsuldsa azonos iranyud a ra hat6 erdk
F' ered6jével, mig nagysiga egyenesen aranyos az eredd erd nagysagaval és
forditottan ardnyos a test tomegével, igy

m-a(t)=F = a(t) =

Mivel a test gyorsuldsa adott ¢ id&pillanatban megegyezik a test kitérés-id6
fiiggvényének masodik derivaltjaval a ¢ id6pillanatban, igy

Mar csak azt kell tudnunk, hogy milyen er6k hatnak erre az m tomegt testre.

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor a test és a lejtd kozott fellépd sturlodastol
eltekintiink, azaz a y strlédasi egyiitthaté értékét nullanak tekintjiik.

Ekkor a testre hat6 Iy, gyorsité er6t az
Foy=F; -sina
Osszefliggéssel szamolhatjuk ki, ahol F|, a nehézségi er6. Mivel F;, = m - g,
ezért a test kitérés-ido fiiggvényét leird differencidlegyenlet
_@ Fy-sina m-g-sina

5(t) = = = =g-sina,
m m m
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tehdt

5(t) = g -sina,
amely egy kozvetleniil integrdlhaté masodrendd differencidlegyenlet. Mindkét
oldalt intergdlva azt kapjuk, hogy

5(t)y=g-t-sina+cy.

Ismét integralva
2

t .
s(t):g-5-81noz+cl-t—|—02

adaédik, ahol ¢, co € R. Ha feltessziik, hogy s(0) = sg és $(0) = vy, akkor
2
s(t) :g~§-sina+1)0-t+so.
Most nézziik meg, hogy miben kiilonbozik az az eset, amikor a modelliinket
kiegészitjiik a test és a lejtd kozott fellépd strlddassal, azaz a sirlédasi egyiit-
thato értéke p > 0.

Ekkor a testre hat6 eredd erdt az Fy, gyorsuldsi er§ és az Fy surléddsi er6
kiilonbsége adja, ahol
Fs=upu-m-g-cosa.
Tehét a hely-id6 fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenlet
Foy—Fs m-g-sina—p-m-g-cosa

§(t) = - ,

m m
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tehat
5(t) =g (sina — p - cos ).

Ez az egyenlet is egy kozvetleniil integrdlhaté masodrendd differencidlegyenlet.

Mindkét oldalt integralva
5(t) = /g-(sina—,u-cosa)dt =g (sina—p-cosa)-t+cy
adddik. Ismét mindkét oldalt integralva azt kapjuk, hogy

s(t):/g'(sina—,u'cosoz)'t—i-cldt:

2
:g-(sina—u'cosa)-§+cl-t+62,

ahol ¢, co € R. Ha s(0) = s¢ és $(0) = vy, akkor a hely-id§ fiiggvény
2
S(t) :9‘(SinO‘_H'COSQ)'§+Uo-t+so,

A két eset megoldasat dsszehasonlitva észrevehetjiik azt, hogy a test valéban
gyorsabban fog leérni a lejt6 aljara abban az esetben, ha a sirlddasi egyiitthatd
értékét nullanak tekintjiik.

14.10. Példa. Egy a = 30°-os lejtdn vg = 10 [2] kezdSsebességgel elindul
egy test. Tudjuk, hogy sp = 50 [m]. Tegyiik fel, hogy u = 0. Ekkor a test
hely-id?6 fiiggvénye

2

s(t)zg-;-sinaqug-tJrso,

vagyis
s(t) = 2,4525t% + 10t + 50 [m].
Megoldjuk ugyanezt a feladatot abban az esetben is, ha a sirlidési egyiitthaté
értéke p = 0, 5. Ekkor
42
s(t) :g~(sina—,u~cosa)-§+vo-t+so,
tehat
s(t) = 0,3286t> + 10t + 50.

A hely-id6 fiiggvénye:
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14.11. Gerjesztés nélkiili csillapitatlan harmonikus rezgémozgas. A harmo-
nikus rezgdmozgést a pont egyenstlyi helyzetétSl mért kitérésével egyenesen
aranyos, és azzal ellentétes irdnyud ers, az ugynevezett harmonikus er6 hozza
1étre:

F=-D.x,
ahol D az Ugynevezett rugddllando vagy direkcios dllando. Mivel Newton
madsodik torvénye szerint
F=m-a
és a = Z(t), ezért az x kitérés-idg fiiggvényre felirhat6 az
m-&(t) = —D - x(t),
vagyis az
m-&(t)+D-x(t) =0
masodrend(i konstansegyiitthatds linearis homogén differencidlegyenlet.
Mivel m # 0, ezért az egyenlet atirhat6 az
D
i(t) + — - a(t) =0
() + — - x(t)
alakdra. A differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete

D
0o = AN=-—

m m

A2+

igy a karakterisztikus egyenlet gyokei

/D
A=x4/— 1.
m
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Tehat a differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa

0= en({Z) ern (42.).

Ha bevezetjiik az
D

w=4\/—
m

jelolést, akkor a kitérés-ido6 fiiggvény
z(t) =1 - cos(w - t) + 2 - sin(w - t),
ahol c1, c2 € R tetszbleges. A kapott eredményt dtalakitva

w(t) =\ + G | ey - cos(w 1) + — e sin(w 1) |
2+ 2 i +c3

2 2

Legyen
C1 !
————— = SIny.
c% + c%
Ekkor
(6]
———— = COS .
c% + c%
Tehat

z(t) =A- (sing - cos(w-t) + cosp-sin(w-t)),
ahol A = \/c? + 3. Megjegyezziik, hogy

a1
p = arctg <> .
€2

sina - cos f+ cosa - sin § = sin(a + )

Felhaszndlva, hogy

azt kapjuk, hogy
z(t) = A-sin(w -t + ¢),

ahol A az amplitidd, w a korfrekvencia és o a fazisszog. A periddusidd

1
T=2m —.
w
A sebesség-1d6 fiiggvény

v(t)=A-w-cos(w-t+ p).
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A gyorsulds-id6 fiiggvény
a(t) = —A-w? - sin(w -t + ¢).
A sebesség maximalis nagysiga A - w, a gyorsulds maximalis értéke A - w2,
14.12. Példa. Egy m tomegi testet D rugéalland6ja rugéra fiiggesztiink. A
rugdt megnyujtjuk 10 [cm]-rel, majd elengedjiik. Tekintsiik azt a rezgést, ami-

korm = 0,5 [kg] és D = 50 [X]. Ekkor az

i) +w? x(t) =0

- (B[}

#(t) + 100z(t) = 0

differencidlegyenletben

igy az

differencidlegyenletet kell megoldanunk. A karakterisztikus egyenlet

AN 4+100=0 = A\ = +104,
igy a differencidlegyenlet dltalanos megoldasa
x(t) = c1 - cos(10t) + co - sin(10¢).

Ekkor
#(t) = —10cy - sin(10t) + 10cy - cos(10¢).

Felhaszndlva, hogy x(0) = 0, 1 azt kapjuk, hogy 0,1 = ¢;. Mivel £(0) = 0,
ezért 0 = co. Tehat a kezdetiérték feladat megoldasa

x(t) = 0,1 cos(10t).

A fliggvény grafikonja:
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14.13. Gerjesztés nélkiili, csillapitott harmonikus rezgémozgas. Jelolje z(t)
az egyensilyi helyzettl val6 kitérést az id6 fiiggvényében, tovabba legyen k a
csillapitédsi tényezd, D, m > 0 a rugéallandé. Ekkor a Newtoni-egyenlet

m-i(t) = —k-i(t) — D - a(t),

vagyis

Bevezetve a

jeloléseket azt kapjuk, hogy
E(t) + 2k - &(t) + w? - z(t) = 0.

Ez egy masodrend(i konstansegyiitthatds linearis differencidlegyenlet, melynek
karakterisztikus egyenlete

AN+ 2% - A+w?=0.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai

—2K + V4K? — dw?
5 -

Ao = —Kk+ VK2 — w2,

A differencidlegyenlet megoldasa attdl fiigg, hogy a kapott masodfoku egyenlet
diszkriminansa pozitiv, nulla vagy negativ-e.
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Ha k > w, akkor nagy csillapitdsrél beszéliink. Ekkor a karakterisztikus egyen-
letnek két kiillonboz6 valés megolddsa van, igy a differencidlegyenlet megol-
désa

(—hVRT=7) (—h—V/RT—7) t

z(t)=rcy-e +co-e ,
ahol ¢, c0 € R.

Ha x < w, akkor kis csillapitdsrdl beszéliink. Ekkor a karakterisztikus egyen-
letnek komplex megolddsa van, igy a differencidlegyenlet megolddsa

.’E(t) =cC1- e "t cos (m t) +co- e %t . sin (m t),

ahol ¢1,co € R.

Ha k = w, akkor hatdresetrdl vagy aperiodikus esetr8l beszéliink. Ekkor a ka-
rakterisztikus egyenletnek egy valés megoldasa van kétszeres multiplicitassal,
igy a differencidlegyenlet megolddsa

z(t)=c1-e Ty t-e
ahol ¢1,co € R.

14.14. Példa. Egy gépkocsi futémiivét egy probapadon vizsgaljak. A vizsgélat
sordn a futémiivet fiiggbleges iranyu lengésbe hozzak. A lengetés megsziintével
a futémd csillapodé lengémozgast végez, mozgasegyenlete

m-&(t)+k-x(t)+ D-x(t) =0.
Legyen 2(0) = —0, 06 [m], illetve v(0) = 0 [2]. Legyen m = 400 [kg] az iires
gépkocsi rugézott felépitményének egy kerékre es6 tomege, k = 800 [%} a
lengéscsillapité csillapitdsi tényez&je, D = 2000 [X] a rugédllands.
Ekkor

m-Z(t)+k-2(t)+D-x(t) =0
egyenlet mindkét oldalat m-el osztva azt kapjuk, hogy

k D
i(t) + — - @(t) + = - 2(t) = 0,
B() + = () + - alt)

vagyis

ahol

o=y2 -3
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k 800

2m 800 !
Tehat a differencidlegyenlet
Z(t) +2&(t) +5- z(t) = 0.
A differencidlegyenletnek megfeleld karakterisztikus egyenlet:
A+ 2X+5=0.

A masodfokt egyenlet megoldasa:

Mivel az egyenlet gyokei komplex szdmok, ezért a differencidlegyenlet altald-
nos megolddsa az aldbbi alakban 4ll el&:

x(t) = c1 - €™ - cos(Bt) + ¢z - €™ - sin(Bt),

ahol a, illetve 5 a méasodfoku egyenlet valamely komplex gyokének valds, il-
letve képzetes része. Behelyettesitve az « €s 3 értékeket azt kapjuk, hogy

z(t) =c1-e " cos(2t) +co e - sin(20).

Az z(t) fuggvény derivaltja:
@(t) = —c1-e ' cos(2t) — 2¢; - et - sin(2t)—
—co-e ' sin(9,54t) + 2o - e - cos(2t).
Mivel z(0) = —0,06 és ©(0) = 0, ezért

—0,06 = c;
0= —c1 + 2cs.

Az egyenletrendszer megoldasaval co ~ —0, 03 adédik. A kitérés-id6 tiiggvény
tehat:

z(t) = —0,06 - et cos(2t) — 0,03 - e t. sin(2t).

A kitérés-id6 fiiggvény grafikonja:
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14.15. Csillapitott harmonikus rezgémozgas gerjesztéssel. Tegyiik fel, hogy
a rezgést valamilyen kiilsé hatds folyamatosan gerjeszti is, akkor gerjesztett
rezgdmozgdsrol beszEltiink. Jeldljiik a gerjesztd erdt Fyer; médon. A kordbbi
jeloléseket megtartva a kitérés-id6 fiiggvényre az

E(t) + 2k - 2(t) + w? - 2(t) = Fyerj(t)

mdsodrend( linedris konstansegyiitthatés inhomogén differencidlegyenlethez
jutunk.

14.16. Példa. Egy 1 [kg] tomeglitest D = 5 [g] rugdéllandéju rugdra van rog-
zitve. A rendszer csillapitdsi tényezdje k = 2 [%} Tegyiik fel, hogy x(0) =
52 [m] és v(0) = —39 [2]. A rendszert gerjesztS ers legyen

F(t) = 10cost.

Ekkor

A megoldandé differencidlegyenlet
Z(t) + 22(t) + 5z(t) = 10 cost.
A megfelel6 homogén egyenlet
Z(t) + 22(t) + 5z(t) = 0.
Ennek a karakterisztikus egyenlete
M +2\+5=0.
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A karakterisztikus egyenlet gyokei

—2++/-16
Alg = =—1+2.
’ 2
Legyen o = —1 és 8 = 2. A homogén egyenlet dltalainos megoldésa

zp(t) =c1-e ' cos(2t) +co - et - sin(2t).
Az inhomogén egyenlet egy megolddsat
zp(t) = A-cost+ B -sint
alakban keressiik. Ekkor
&p(t) = —A-sint+ B - cost

Zp(t) = —A-cost — B -sint.
Ezeket behelyettesitve az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy
sint- (=B —2A+5B)+cost- (—A+2B+5A) = 10cost,
vagyis
sint - (—2A+4B) + cost - (4A 4 2B) = 10 cost.

Tehat teljesiil az
—2A + 4B = 0
4A + 2B = 10

egyenletrendszer. Az els egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 2B, amit a ma-
sodik egyenletbe behelyettesitve B = 1 addédik, igy A = 2. Tehét az inho-
mogén egyenlet egy partikularis megoldasa

xp(t) = 2cost +sint.

Az inhomogén egyenlet dltalainos megoldésa

z(t) =cp-e - cos(2t) +co-e b -sin(2t) + 2cost + sint
vagy masképp

z(t) =e " (c1 - cos(2t) + co - sin(2t)) + 2 cost + sin .

Az x(t) fiiggvény derivaltja

#(t) = —e - (c1 - cos(2t) + co - sin(2t)) +

+e - (—2c; - sin(2t) + 2ca - cos(2t)) — 2sint + cost.
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Mivel z(0) = 52, ezért
c1+2=>52 = c1 = 50.
Mivel v(0) = #(0) = —39, ezért
—c1 4+ 2¢co +1=-39.
Ezen egyenletekbdl co = 5 és ¢; = 50 adddik, igy a kitérés-idé fiiggvény
z(t) = e - (50 cos(2t) + 5sin(2t)) 4+ 2cost + sint,
melynek grafikonja:
60
50
%0
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20

0
0\/\4/6 8~ 12 14 46— 18 20 22— 24 26 26—

14.17. Az inga matematikai modellje. Vizsgaljuk meg azt, hogyan lehet mo-
dellezni egy inga mozgasat! Tekintsiik azt a modellt, amikor egy [ > 0 hosszi-
sdgu kotél egyik végét rogzitettiik a plafonra, a méasik végére egy m > 0 tomegl
testet helyeztiink.

A modell feldllitdsa sordn csak a gravitaciés erdt vessziik figyelembe, az esetle-
ges légellendllast most figyelmen kiviil hagyjuk. A tapasztalataink alapjan azt
varjuk, hogy az inga sebessége a nulla és egy maximalis érték kozott valtakoz-
zon periodikusan.

A differencidlegyenlet felirdsdhoz ismét Newton IL. térvényét haszndljuk, mi-
szerint

at) =T,
vagyis )

a(t) = 875?
Ekkor

F=F, -sinpg=—m-g-singp,
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ahol az F; nehézségi erd azért kapott negativ eldjelet, mert lefelé hat. Tehat az
.. —m - g-siny )
S(t) = — = —g - sin (cp(t))

differencidlegyenletet kapjuk. Felhaszndlva, hogy

s(t) = 1- (1)
azt kapjuk, hogy

5t) =1-¢(1),
vagyis a

B(t) = =7 -sin (1))

differencidlegyenlethez jutunk, amely egy masodrend nem linedris diffe/ren—
cidlegyenlet. A differencidlegyenlet analitikus megolddsa nem ismert. Alta-

lanos esetben kozelité modszereket kell alkalmaznunk. Ha azonban a ¢ szog
,Kicsi”, akkor sin ¢ jol kozelitetd a o értékével, igy ilyenkor az

. g

p(t) = —7 - olt)
egyenlethez jutunk, amely egy hidnyos masodrendd differencidlegyenlet, igy
megoldhaté példaul az y(t) = p(t) helyettesitéssel.

14.18. Kémiai reakcidegyenletek. A gyakorlati tapasztalatok azt mutatjak,
hogy a kémiai reakcidk sebessége és a reakcidkban részt vevé komponensek
koncetracidja kozott 6sszefiiggés van.

A reakcidk sebessége az egymadsra hatd, kiindulasi anyagok koncentracidjaval
aranyos.

Az A anyag koncentraciéjat C'4 vagy [A] médon jeloljiik.
A fentiek szerint az

A1 +As+...+A,—-B1+By+...+ B,

reakci6 esetén valamely
f:DCR"™ 4R

fiiggvény segitségével a reakcidsebességi egyenlet minden ¢ € {1;2;...;m}
esetén

C;\l(t) =—k- f(CA1;CA2;- . ‘;CAn;CBl;CB2;"' ;CBm)a
illetve
C’jgi(t) =k f(CA1§CA2;-~~;CAn;CBl;CB2§---;CBm)7
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alakban frhat6 fel, ahol £ > 0 egy ardnyossagi tényezd.

A legegyszeriibb (de a gyakorlatban sokszor eléforduld) esetekben a reakcidse-
bességi egyenletben szereplG f fiiggvény

f(CAlscAg;---;CAn;CBl;CBQ;---;CBm) =
=—k-Ca,™ - -Ca,?-...-Cy, ™ -Cp°-Cp,™2-...-Cpg, ™

m

alaku, vagyis ekkor a reakcidsebességi egyenlet
C/Bi(t) =—k-Cyq,"™-Ca,*-...-Cy,™
. CBlsl . 03282 .t CB sm

m

A reakcidsebességi egyenletben szerepl6 koncentraciok hatvanykitev6inek 6sz-

Pyl

szegét a reakcid (kinetikus) rendjének nevezziik. Az el6z6 4ltaldnos egyenlet-
ben szerepld reakcié kinetikus rendje

rM+ro+...+ry,+81+82+ ...+ Sn.

A k tényezdt (reakcio)sebességi egyiitthatonak hivjuk.

Az egy lépésben lejatszodé reakcidkat elemi reakcioknak nevezziik, a tobblé-
pésben lejatszodokat dsszetett vagy sorozatos reakcidknak mondjuk.

Kémiai reakciok szempontjabol egy reakcié lehet monomolekuldris (mas szo-
val unimolekuldris), bimolekuldris vagy polimolekuldris aszerint, hogy a reak-
cio lejatszédasahoz egy, kettd vagy ketténél tobb molekula iitkozése sziikséges.

Ha az A + B — D kémiai reakcié masodrendi és a kiinduldsi anyagok kon-
centracidja nem azonos, akkor a reakcidsebességi egyenletek

Calt) = —k - Ca(t) - Cp(t)

Cp(t) = —k - Ca(t) - Cp(t).
Valgjdban itt egy differencidlegyenlet rendszert kellene megoldani, azonban a
probléma redukélhaté6 egy differencidlegyenletté.

Legyen z a kiinduldsi anyagok elbomlott koncentricidja. Ekkor egyrészt
Ca(t) = Cag — (1),

masrészt
CB(t) = CBO — x(t)

Tovébbi .
Cﬂwzaﬂa%—xm):—ﬂo



136 DR. KEZI CSABA GABOR

. d .
Cp(t) = a(C'BO — (1)) = —i(t).
Ezeket az eredményeket felhaszndlva az
i(t)=k-(Cay —x(t)) - (Cp, — z(t))

differencidlegyenlethez jutunk.
Vezessiik be a g(t) = k és h(z) = (Ca, — ) - (Cp, — x) fiiggvényeket. Ekkor

teljesiilnie kell az
1
——dx = t)dt
/ ww) s

egyenletnek. Az adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

/(CAO_w)%(CBO—x) dx:/kdt.

A bal oldalon szerepl§ integralast parcidlis tortekre bontds modszerével végez-
hetjiik el.

Tekintsiik az

1 N L M
(Cas—2) (Cp—2)  Cay—5 ' Cpy—z
elballitast. Az egyenlet mindkét oldaldt szorozva a k6zos nevezdvel, majd ren-
dezve a jobb oldalon szerepld tagokat azt kapjuk, hogy
1=L-(Cp,—z)+ M- (Cy, — )
l=z-(-L-M)+L-Cp,+M-Ca,.
A két oldalon a megfelel6 fokszamu tagokat 6sszehasonlitva az
—-L-M=0
L-Cp,+M-Ca, :1}

egyenletrendszerhez jutunk. Azt elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy L = —M.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

—M -Cp, + M -Cy, =1,

M-(CAO _CBO) =1,

1

M=—
CA() _CBO
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Ezt felhsznalva )
CBO - CAO .
A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/ ! L1 L 4 /k:dt
. . T = .
Cpo—Cay Cay—7  Cag—Cp Cpo—=

Elvégezve az integralasokat

L=

1 1
- In|Cy,—2| ——=———— In|Cp,—z| =k -t+c
CBO _ CAO ’ 0 | CAO _ CBO ’ B() ‘
adodik, igy azt kapjuk, hogy
1 Cay —
A "% gy

Cap—Cp,  Cpy—a
Felhaszndlva, hogy x(0) = 0 azt kapjuk, hogy
1 Ca,

In =c.

Cay—Cp,  Cpg,

Tehat
1 Cap— 1 Ca,

In = -In

CAO_CBO CBO_w_CAO_CBU CBO.
Az egyenletet dtrendezve

1 (thAO_x—lnCAO):k't,

Ca,—Cp, \ Cp,—u Ch,
vagyis
Ca,—z(t)) - C
1 -ln(AO l’()) BO:k-t
Ca, — Cg, (CBO—JJ(t))-CAO
Felhasznalva a
Cao — (t) = Ca(t)
Cp, — x(t) = Cp(1)
Osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy
1 lnCA(t)'CBO:k't

Ca, —Cp, = Cp(t)-Ca,

Az egyenletet dtrendezve

137
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adddik. Mivel ez az egyenlet az A és B anyag koncentriacidjat is tartalmazza és

ezért az alabbi atalakitassal €éliink:
Cp(t) = Cp, — x(t) = Cpy —Cay +Cay — x(t) = Cp, — Ca, + Ca(t).
Ezt felhasznalva

Ca(t) _ Cay (Cag-Ciy) kit
Cp, — Ca, +Ca(t) Cg,

Az egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy

CA(t) — g"g) . e(CAo_CBO)~k~t ) CA(t) _
0
= (CB() - CA()) . gg) . e(cAochO)‘k"t’
0

igy az A anyag koncentraciéja az id6 fiiggvényében

G —Cp )k
C (t) (CB() — CA()) . Ci‘;s 3 e(CAO CBO) k-t
A = =
1 _ Cag . o(Cag=Cny) ket
Tr,
_ (Cpy — Cay)
Cry . o(CBy—Cap) bt _ ¢

tls]

Az el6z6hoz hasonlé szdmoléssal adédik, hogy a B anyag koncentricidja az
1d6 fiiggvényében
(Cao — CBy)

Cag _o(Cag-Coo) bt _ 1
Bo

Cp(t) =

Az elemi reakciokat a ,,Kozonséges elsérend(i differencidlegyenletek és alka-
Imazésaik” cimi jegyzetben részletesen tirgyaltuk. Most az Osszetett kémiai
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reakcidk elméletébe szeretnénk betekintést nydjtani. A kovetkezd gondolatok-
ban erdsen tdmaszkodunk a [10] jegyzetre.

A valésagban zajl6 kémiai folyamatok esetén ritka az az eset, amikor egyetlen
elemi reakcid, vagyis egyetlen {itkozés, illetve egyetlen dtmeneti allapotd mo-
lekula Iétrejottével jatszodik le a reakcié. Altaldban tbb elemi reakci6 ered-
ményezi a folyamatok végtermékeit, amelyek valamilyen médon azért kapc-
solédnak egymashoz. Ahogyan azt kordbban irtuk, az adott folyamatban sze-
repld elemi reakcidk 6sszességét hivjuk az dsszetett reakcionak.

A mechanizmust alkot6 elemi reakcidk csak kevés kiilonbdz6 kapcsolddasi le-
hetdség szerint csatolédhatnak.

A reakcidk lejatszédhatnak pdrhuzamosan, vagyis ugyanabbdl a reaktansbol
kiindulva kiilonboz6 termék képzddésével; lejatszédhatnak sorozatosan, vagyis
egymadst kovetben, illetve lejatszodhatnak olyan médon, hogy ugyanaz a reak-
ci6 mindkét irdnyban lejatszédhat, amely kapcsoldddsi médot reverzibilis reak-
ci6 néven szokds emliteni.

A legegyszeriibb példa parhuzamos reakcidra, amikor egy reaktansbdl két kii-
16nb6z6 termék keletkezik unimolekulds reakcidban. Ezt tigy frhatjuk le, hogy

k
A—

B
ko
A—= D.

Ebben az esetben a reakcidsebességi differencidlegyenlet-rendszer

CA(t) = — kl-CA(t) — k2~CA(t)
Cp(t) = k1 - Ca(t)
Cp(t) = ko - Ca(t)

Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy
Ca(t) = (k1 — k) - Calt).

Ez egy szepardbilis differencidlegyenlet, melynek megolddsa az

1
—d = [ k1 —kodt
/CA Ca / 1— ko

egyenlet megoldasaval adédik. Mivel

/1dCA =InCy + K3
Ca
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/—k’l — ko dt = (—/{71 —k‘g) -t + Ko,
ezért
Ca(t) = K -e(“hi—k)t

ahol K € R. Ha feltessziik, hogy a ¢ = 0 id6pillanatban a D termék nem volt
a reakcidelegyben, csak az A komponens C'y,, koncentracidban (vagyis a B és
C komponens kezdeti koncentraciéja zérus), akkor

CA(t) = CAO ’ e(_kl_kZ).t'
Mivel '
CB(t) =k - CA(t),

ezért .
CB(t) =ki-Ca,- el—k1—k2)t

Ez egy kozvetleniil integralhaté differencidlegyenlet, melynek megoldésa a

ki -Cly, - e(—ki—ka)t

Cp(t) = /kl-CAO cel TRkt gy = + K.
—k1 — ko
Mivel Cp(0) = 0, ezért
ki-Ca ki-Cy
0= L 240 LRk = K= 0,
—k1 — ko 5 5T ki + ko

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
k- Cla, - e(—ki—k2)t . Ca,

Cp(t
5(t) —k1 — ko +7€1+/€27
vagyis
k1 ki
t) = L (1 = eFRimRa) )
Ost)=Ca 7T, (1 )
Mivel .
Cp(t) =ka-Cal(t),
ezért

CD(t) =ko-Cy, - o(—k1—k2)t,
Ez egy kozvetleniil integralhat6 differencidlegyenlet, melynek megolddsa a

ko - Cla, - o(—k1—kz)t

Ky.
y— + 4

Cp(t) = / kiy - Oy - TR k)t qp —
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Mivel Cp(0) = 0, ezért
0— ko - Cy,
—k1 — ko
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

_ ka - Cy, ce(TRki—ka)t o Ca,

:k‘g-C’AO
ki+ko

+ Ky = Ky

Cp(t
p(®) —k1 — k2 +k1+k2’
vagyis
ko o
Cp(t) =Cy,  ——— - 1_(k31 k2)~t‘
o(?) Ao k1 + ko ( ¢ )
A
k1
k1 + ko
és a .
2
k1 + ko

hanyadosokat eldgazdsi ardnyoknak is nevezzilk. Az elsd azt mutatja meg,
hogy milyen ardnyban keletkezik a termékek kozott a B, a masodik pedig azt,
hogy milyen ardnyban keletkezik a D komponens.
Most tekintsiik azt a sorozatos reakciét, amely két egymaést kovets unimolekulds
1€pésbal all:

A5 BBy

Ekkor a reakciosebességi egyenletrendszer

D.

OA(t) = — ki-Ca(t)
Cp(t) = ki -Ca(t) — ko Cp(t)
Cp(t) = ko - Cp(t)
Az egyenletrendeszer felirhat6 a
Calt) ~k 00 Ca(t)
Cpt) | = ki —ko 0 |-| Cg()
Cp(t) 0 ke O Cp(t)
alakban. Az
—k1 00
ki —ka O

0 k2 O
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matrix sajatértékei a

kX 0 0
det ki —ka—X 0 | =0,
0 ks —A

vagyis a
(<k1 = A) - (ks = A) - (~A) = 0

egyenlet megolddsai, azaz

AL =0
Ao = —ky
A3 = —ka.

A A1 = 0 sajatértékhez tartozé sajataltér a

~k1 0 0 & 0
/{1 —k‘g 0 0 T9 = 0
0 k‘g 0 T3 0

egyenletrendszer megolddsa. A egyenletrendszer részletesebben felirva

/{1 r — /{2 T = 0
kig Ty = 0
alakd, melynek megolddsa 11 = 0, 7 = 0, r3 = t, ahol t € R\ {0}.
sajataltér tehat

o

S/\1: 0 tGR\{O} )
t

igy egy sajatvektor példaul

[an}

S1 =
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A Ay = —k; sajatértékhez tartozé sajataltér a
0 0 0 r1
ki —ko+ky O 79 =
0 ko ky r3

egyenletrendszer megolddsa. A egyenletrendszer részletesebben felirva

kil'T‘l + (kl—kg)'TQ

kZQ'T’Q

+ kiors =

kl'Tl—l—(kl—kQ)"r'Q:O,

amibdl
k1 y
ro = - 1.
2Tk ki
Ezt felhasznalva L
1
ko - t4ki-ra=0
2 — + k173 )
amibdl
ko y
ry = - .
57 k1 — kg
A sajétaltér tehdt
t
k
k
Rk
igy egy sajatvektor példaul
1
k
$2= | Tooks
ko
1 —Fko
A A3 = —ko sajatértékhez tartozo sajataltér a
—ki14+k 0 O 1
k1 0 0 9 =
0 kQ kg rs3

Y

0
0

b

Az egyenletrendszer megolddsahoz legyen r1 = ¢ (¢ # 0). Ekkor
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egyenletrendszer megolddsa. A egyenletrendszer részletesebben felirva

(k1 + ko) -1 =0
k-1 =0
ko-ro + ko-rg = 0

Ekkor r; = 0. Legyen r3 = t (¢t # 0). Ekkor ro = —t. A sajdtaltér tehdt

0
Sy, = —t | [teR\ {0} ;,
t
igy egy sajatvektor példaul
0
S3 = -1
1

A differencidlegyenlet-rendszer altalanos megoldasa

Cal(t)
Cp(t) | =ci-eMt si+cp et 55+ c3- el s
Cp(t)
A megfelel6 adatokat behelyettesitve azt kapjuk, hogy
CB(t) =c1- 0 +co- e—k1't . k2k_1kl T3 e_kQ.t ) 1
1 k
CD(t) klka 1

Tegyiik fel, hogy C4(0) = C4,, Cp(0) = 0és Cp(0) = 0. Ekkor C4(0) =
C' 4, miatt azt kapjuk, hogy

Ca(t) =co- e kit = c2 = Cy,,

igy

Masrészt
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igy Cp(0) = 0 miatt

0:C2 k27k1_037
igy
. Cay - k1
L —,
tehat B . .
t) = —kq-t 1 . A " K1 kot
Cp(t) Cy, - ko — ki —
Tovabba y
Cp(t)=c1+ep-e ™t 2 4oy e7het
k1 — ko
Mivel Cp(0) = 0, ezért
k? CA . kl
0= C. - 0
c1+ Ca, k1—k2+k2—k1’
igy . .
1 D)
= Op——=— Oy =C
€1 k1 — ko Ao ky — ko Ao Ap>
tehat
Cp(t) = Ca, + k2 -Cy, e Rt 4 R O - e et
’ k1 — ko y ko — k1 0 ’

vagy masképp felirva

k k
CD(t) = OAO : <1 + 2 Lokt + ! . ekg-t) .

ki = ko ky — ky
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