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Absztrakt. A fiiggvény fogalma alapvetd fontossdgi a matematikdban. Minthogy a legté6bb matematikai fogalmat
nem lehet egylépésben elsajdtitani [13], igy a fiiggvény fogalmdnak kialakitdsa is hosszi folyamat. Ennek egyik célja
a hatékony fogalomképzet kialakitdsa, mely nagy jelentdséggel bir a problémamegolddsban. A tanulék legtébbszér
a fogalomképzetiikre tdmaszkodva déntenek arrdl, hogy egy objektum példdja vagy ellenpélddja az adott
fogalomnak (Vinner & Dreyfus, 1989). Jelen tanulmdnyban felmérések keretén beliil végzett vizsgdlatokkal arra a
kérdésre keressiik a vdlaszt, hogy milyen fogalomképzettel rendelkeznek az dltaldnos iskoldt fejezé tanuldk (8.
osztdly) és az egyetem elsé évét megkezdbé mérnékhallgatdk a fiiggvényrél.

Abstract. The concept of function is fundamental importance to the mathematics. Since the most mathematical
concept is not acquired in one step [13], thus we have to take a long journey for developing of the function concept.
One of the aim of this process to develop an effective concept image which have an important role in problem
solution. The students decides on the basis of a concept image whether a given mathematical object is an example or
nonexample of the concept. (Vinner & Dreyfus, 1989). In this paper we are looking for the answer of the following
question: what are the concept image of the function concept formed of the students by the end of the primary
school (8th grade) and the first year engineering university students?

Bevezetés

A legtobb matematikai fogalom, igy a fliggvény fogalma is, nagyon absztrakt. Ellentétben a primitiv
fogalmakkal (példaul a pont), melyek Un. osztenziv (ramutatasos) definiciéval rendelkeznek (a pont
definialasanal mutatnunk egy pontot és azt mondjuk, hogy ,ezt pontnak nevezziik”)[3], a fliggvénynek
van formalis definici6ja. A tanuldk sok esetben azonban nem a fogalom egy definici6jat hasznaljak fel
annak eldontésére, hogy egy matematikai objektum példaja vagy ellenpéldaja a fogalomnak.
Legtobbszor a fogalomrodl kialakult képzetre alapozva hozzdk meg a dontést. Ezen fogalomképzetek
kialakuldsara hatassal vannak a fogalom alakitdsa sordn szerzett tapasztalatok, vizualis
reprezentaciék, élmények, konkrét példak stb.. Ahhoz, hogy ,kézben” tartsuk a fogalmat sziikségiink
van egy arrdl kialakult képzetre, nem csak a fogalom egy definiciéjara [13]. Magyarorszagon a

fliggvényfogalom definicidjat altaldnos iskola 7. osztalydban adjak meg el§szor. Als6bb osztalyokban a
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fogalom torténeti fejlédését kovetve, alkotérészeinek (valtozok, kapcsolatok, szabalyok) [8] és
kiilonboz6 reprezentaciés mddjainak (verbalis, tdblazat, nyildiagram, képlet, grafikon) megismerését
megcélozva készitik el§ a fogalom bevezetését [11]. Minthogy a matematikdban egyik tananyag a
masikra épild, igy a fliggvényfogalom iskolai kialakitdsa sordn elengedhetetlen, hogy a tanulékban
olyan fogalomképzet alakuljon ki a fiiggvényrdl, melyre a késébbiekben raépithet6 az egyetemi
tananyag is.

1. Elméleti hattér

1.1. A fogalom mentalis képe, fogalomképzet és a fogalom definicidja

Mindazokat az asszociacidkat, melyekre az egyén egy fogalom neve hallatdn gondol Vinner a fogalom
mentdlis képének nevezi (1983). A mentdlis kép magaba foglalja a fogalom barmilyen vizualis
meghuzdédhat a fogalom tulajdonsagainak egy halmaza is (példaul az egyén a fliggvény szé hallatan
gondolhat arra is, hogy az mindig megadhato képlettel).

A fogalomképzetrol sok tanulmanyban olvashatunk [12, 13]. A fogalomképzet (concept image) minden
olyan mentalis kép halmaza, melyekre az egyén elméjében asszocial a fogalom neve hallatan az Gket
jellemzd tulajdonsagokkal egyiitt [12, 13]. Tehat fogalomképzetnek nevezziik a fogalom nevéhez
kapcsolt teljes kognitiv strukturat, mely tartalmazza a vizudlis reprezentacidkat (képek, diagramok,
grafikonok), mentalis képeket (bels6 kapcsolatok), konkrét tapasztalatokat, példakat, élményeket,
tulajdonsagokat, eljarasokat (példaul valaki a fliggvény sz6 hallatan gondolhat az y = f(x) kifejezésre
hozzakapcsolva azt, hogy minden fiiggvény leirhaté képlettel). Ennélfogva a képek, konkrét példak,
konkrét tapasztalatok tehat jelent8s szerepet jatszanak a hatékony fogalomképzet kialakitasaban [2].

Fogalom definicidja (concept definition) alatt Vinner (1983) egy verbalis definiciot ért, amely pontosan
magyarazza a fogalmat. A fogalom megértéséhez nem csak a fogalom definiciéjara van sziikség, hanem
az arrol kialakult fogalomképzetre is. Azt is kiemeli, hogy ha a fogalom csak magaval a definicidval lett
bevezetve, akkor inaktiv marad, és lassan elfelejtédik. Gondolatban majdnem mindig a fogalomképzet
idézodik fel. Tehat a fogalom kialakitasi folyamataban sziikséges a fogalommal kapcsolatos példak és
ellenpéldak megléte.

A tovabbiakban attekintjiik kutatasunk koézponti fogalmanak, a fiiggvénynek a torténeti fejlédését,
mely eszkozként szolgalhat a matematikai gondolkodas fejlédésének megértéséhez, és épit a torténeti
és az egyéni fejlédésben megmutatkozd parhuzamokra [4].

1.2. A figgvényfogalom torténeti attekintése

A 17. szazadban az algebraban és geometridban bekdvetkezett fejlédés nagy hatassal volt a fiiggvény
jelenlegi definicivjanak megsziiletésére. Kleiner (1989) a fliggvényfogalom fejlédésének figyelemmel
kovetése soran harom mentalis képet haszndl a fogalom egymast kovetd valtozasanak leirasahoz:
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e geometriai (gorbe formajaban jelenik meg)
e algebrai (képlet formajaban jelenik meg)
o logikai (egy ,input-output gép” mentalis képeként jelenik meg).

Az algebrai és a geometriai kép 6sszeolvadasaban a kulcsszerepet jatszott a vdltozdok és az azok kozotti
kapcsolat kifejezésére szolgald formuldk bevezetése.

Végiil is Descartes nagy matematikai tette volt a fiiggvény elsé definicija. O a fiiggvényt
megfeleltetésnek definialta, bar 6 még csak az algebrai miiveletekkel meghatarozott fiiggvényekkel
foglalkozott. Descartes, és vele egy id6ben és ugyanolyan érdemekkel, Fermat megteremtette a valtozé
mennyiségek matematikajat [7].

A fiiggvényfogalom tovabbi alakitasa Leibniz nevéhez kotédik. O 1692-ben bevezette a ,fiiggvény”
(latin ,functio” - végrehajtas, eljaras) szét, gorbékhez kacsolddé mértani objektumok jel6lésére
(példaul a gorbe meredeksége). Ekkor vezette be a paraméter, az allando, a valtozé és mas
kifejezéseket [7]. A 18. szazadban el6szor Bernoulli és Euler munkajaban jelenik meg explicit médon
és kap kozponti szerepet a fliggvény fogalma. A fliggvényt mint analitikus kifejezést definialjak, mely
valtozdk és allandok kozotti kapcesolatot leird képlet [5]. Ez a definicié tehat megkdvetelte a fliggvény
képlettel torténd el6allithatosagat, ami kés6ébb a Fourier-sorok felfedezésével mar sziiknek bizonyult.

Fourier munkéssaga egy masik fontos allomdas volt a fliggvénydefinicio valtozdsaban. 1822-ben
publikalt munkaja a fliggvény analitikus (algebrai) kifejezését legalabb egyenrangiva emelte annak

s s

Dirichlet 1837-ben megadta a fiiggvény egy tjabb definicidjat: ,Ha az y vdltozo tgy kapcsolédott az x
vdltozéhoz, hogy x valamely szdmértékéhez bdrmilyen torvény hozzdrendeli y-nak egy értékét, akkor azy
a fiiggetlen x vdltozo fiiggvényének nevezziik.” [7, 8]. A Dirichlet-féle altalanos fliggvénydefiniciéhoz
eljutott Bolyai Farkas is, aki az 1832-ben megjelent Tentamenben két értelemben is megadta a
figgvény definicidjat: (1) ,...akdrmely valtozé (avvagy valtozok) akarmely allandéval (avvagy
allanddkkal) akarmely (akar az idben, akar az (irben tett) munkalattal (avvagy munkalatokkal)
kottessenek Oszve..mondhatthatik fiiggvénynek”; (2) ,...a fiiggvény barmilyen operacid, amely az
id6ben és térben elképzelhetd.”[9].

Bourbaki 1939-ben megfogalmazott fliggvénydefiniciéja mar kiterjedt a halmazokra is:

~Legyenek E és F két kiilonbézd vagy nem kiilonbézo halmazok. Az E halmaz egy vdltozo eleme és az F
halmaz egy vdltozé eleme kézétti reldciot funkciondlis reldcionak hivjuk, ha minden x € E elemhez
létezik egyetlen'y € F, mely reldcioban dll az x elemmel. Az igy megadott operdciot fiiggvénynek
nevezziik... az y a fiiggvény értéke adott x elem mellett és a fiiggvény meghatdrozott az adott

funkciondlis reldciéval. Az ekvivalens funkciondlis reldcié ugyanazt a filiggvényt hatdrozza meg.” [5]

A modern fiiggvény definiciot Vinner és Dreyfus (1989) tanulmanyukban Dirichlet-Bourbaki
definicidénak hivja, mely dominans jelleggel bir a matematikdban a fliggvényfogalom tanitasanal:

JA fiiggvény két halmaz kézotti olyan megfeleltetés, mely az egyik halmaz minden eleméhez pontosan
egy elemet rendel a mdsik halmazbdl.” (357. old.)
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A fels6oktatdsban a fiiggvény azon definiciéjat hasznaljak, mely azt specidlis relacioként irja le:
.Legyenek A és B halmazok. Egy f € A X B reldciét fiiggvénynek neveziink, haa € D¢, afb és afb*
mindig maga utdn vonja, hogy b* = b.” [6]

A fiiggvényfogalom torténeti fejlodésébdl megallapithatjuk, hogy a valtoz6 mennyiségek kozotti
kapcsolatok jellege egyre altalanosabba valt és a definicidk eltekintettek a kapcsolatok kizardlag
formulaval torténd leirdsatol. A fiiggvény mind a matematika, mind a matematika oktatas egyik
kozponti fogalma jelenleg is. Az iskolai gyakorlatban altalaban kovetjiik a torténeti fejlédést és a
fogalom el6készitéséhez, alakitdsdhoz a ,szilikebb értelemben vett fliggvényt” haszndljuk, azaz a
szabalyokkal megadhat6 fiiggvények keriilnek targyaldsra. Ennek oka az egyszeritibb, kénnyebb
kezelhet6ség mellett az is, hogy a matematikdban megismert fiiggvényekkel kozelitjik meg a vilag
kevésbé szabalyos torténéseit, tehat ezek ismeretével kielégitGen leirhatdk a tapasztalt jelenségek.

Az aldbbiakban bemutatandé felmérések tapasztalatai ravilagitast adnak arra vonatkozdan, a fiiggvény
iskolai kialakitasi folyamata milyen fogalomképzetet eredményez a 8. osztalyt végzd tanuldk és
egyetem els6 évét megkezdd hallgatok egy-egy csoportjanal.

2. A kutatas modszertana

2.1. A kutatas résztvevadi és koriilményei

Vizsgalatunkban 34 els6éves villamosmérnok hallgaté vett részt, valamint 19, az altalanos iskola
8. osztalyat befejez6 tanulé. A felmérésre 8. osztalyban 2016 juniusanak elején, a fiiggvények
témakor szamonkérését koveté napon, az egyetemi hallgatéknal pedig 2014 oktdberében, a
fliggvények Matematika 1 c. targy el6addsan torténé targyalasat megel6zéen keriilt sor [10]. A
mindkét csoportban elvégzett felmérések feladatlapjainak csak azon kérdéseit mutatjuk be,
melyek tipusat tekintve hasonldék voltak és a korosztalynak megfelel6 ismereteket tartalmaztak.
Az egyetemi hallgaték feladatlapjan szerepld kérdések Vinner és Dreyfus (1989) tanulmanyabol
valék.
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2.2. A felmérésben szerepld kérdések

Altalanos iskola 8. osztaly Egyetem elsé év
Az dabrdkon Idthaté grafikonok koziil melyik dbrdzol Létezik-e olyan fiiggvény, melynek
fliggvényt? Vilaszodat indokold! grafikonja:
1.
1 1 Wy
Fliggvény, mert...
F_-———-.-..&—
. Nem filiggvény, =
mert...
2.
Fliggvény, mert... 2. ¥
L~
. Nem fiiggvény, 1 e
mert... — )
3.
Fliggvény, mert... .
Nem fliggvény, \\._.// ;
mert...

1. Tdbldzat: A felmérés kérdései dltaldnos iskola 8. osztdlydban és egyetem elsd évében.
2.3. A felmérés tapasztalatainak bemutatasa

Egyetemi hallgatdk vdlaszainak elemzése

Az 1. kérdésre érkezett a legtobb helyes valasz helyes indokkal (11). Ebben az esetben 10

hallgat6 a fiiggvény definiciojat felhasznalva indokolta dontését (a 34 hallgatét H1,..., H34 médon

jeloltiik). A H3-as hallgat6 valasza példaul: ,Nem, mert egy értékhez két mdsikat rendel”. Azon

hallgat6k, akik helyes valaszt adtak ugyan, de az indokuk helytelen kategéridba sorolédott, a

kovetkez6képpen érveltek valaszuk mellett: ,Szerintem nem, mert én még ilyet nem ldttam” (H30),
118



International Journal of Engineering and Management Sciences (IJEMS) Vol. 2. (2017). No. 2.
DOI:10.21791/1JEMS.2017.2.10.

,Nem, mert egy fiiggvény nem tud tenni ilyen nagy ellentétes monotonitdst” (H32). A szamadatok
igazoljak (1. dbra), hogy a valaszad6 hallgaté kozil senki sem adott erre a kérdésre helytelen
valaszt.

A 2. kérdés esetében a 4 helyes valaszt helyes indokkal add hallgaté magyarazatabdl a folytonossag
vizsgalata tilinik ki: ,Filiggvény, szakaddsa van” (H3). Az ilyen tipusu valaszokat a ,Specialis
fliggvénytipussal indokolt helyes valasz” kategoriaba soroltuk. A helyes valaszt helytelen indokkal ad6
hallgaték a kovetkezdkkel érveltek: ,Igen, az y=kx+b egyenes egyenlete” (H33), ,Igen, mert ilyet mdr
lattam” (H30). Azaz valamilyen ismert fiiggvény grafikonjahoz hasonlitottdk az adott grafikont. A
helytelen valaszok arra engednek kovetkeztetni, hogy valosziniileg a szakadasi pont megléte
okozhatott zavart a Nem-mel valaszolé hallgatokban: ,Nem, mert egy fiiggvény egy értéket vagy felvesz,

vagy nem, nem lehet, hogy fel is veszi meg nem is” (H27), ,Ilyen szakadds nem lehet egy fiiggvényben”
(H24).

H Helyes valasz M Helytelen vélasz
M Nincs valasz H Definiciéval indokolt helyes valasz
L1 Specialis fuggvénnyel indokolt helyes valasz i Helyteleniil vagy nem indokolt helyes valasz

1 w
1-indoklas #

2

2-indoklas ;L“
3

3-indoklas ;L“

1. dbra: A kérdésekre adott hallgatoi vdlaszok szama

A 3. kérdésre érkezett a legkevesebb helyes indokkal adott helyes valasz. Ezen kategériaba sorolhat6 3
hallgat6 koziil 2 magyarazata arra enged kovetkeztetni, hogy 6k vizsgaltak az alaphalmazt és annak
kilonb6z6 részhalmazain értelmezett, altaluk ismert fliggvény grafikonjahoz prébaltak hasonlitani az
adottat: ,xo-ig egy polinomfiiggvény, utdna linedris fiiggvény” (H9). 1 hallgaté pedig a definiciéra
tdmaszkodva hozott dontést és adott helyes valaszt a kérdésre. Az alaphalmaz kiilonb6z6
részhalmazaihoz tartoz6 hozzarendelési szabalyok szerint megrajzolt fiiggvénygrafikon okozhatott
problémat azon hallgatéknal, akik agy gondoltdk, hogy a megadott grafikon nem reprezentalhat
fliggvényt: ,nem létezik, mivel nincs olyan egyenlet, melynek grafikonon lerajzolt képlete elobb gérbiil,
aztdn linedrissd vdltozik” (H5). A H30-as hallgat6 ennél a kérdésnél is azon csoportba sorolhatd
(helytelen indok), akinek érvelése a mar latott fliiggvénygrafikonokra 6sszpontosult (,Igen, mert ilyet
mdr ldttam”).

Vinner és Dreyfus kutatdsanak résztvevéi (1989) hasonldé valaszokat reprezentaltak. A 2. kérdés
esetében példaul szintén a szakadasi pont megléte miatt nem tekintették fiiggvénygrafikonnak az
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adottat, vagy ugy veélték, hogy ,Egy fiiggvénynek nem lehet két hozzdrendelési szabdlya. Nem
vdltoztathatja meg a jellegét” (363. old.).

8. osztdlyos tanuldk vdlaszainak elemzése

A kérdések szintén a tanulok fiiggvény fogalmarol kialakult képzetének vizsgalatara iranyultak. A
feladat megoldottsagi mutatoéit a vizsgalt tanuldi csoportokban a 2. dbra szemlélteti. A ,Helytelentil
vagy nem indokolt helyes vdalasz” kategdéridba olyan valaszok Kkeriiltek, amelyekben csak
Jfuggvénycsirdkat” véltiink felfedezni (példaul: .,nem fiiggvény, mert ilyen kép nincs a koordindta-
rendszerben”-HU23).

Amint azt az dbra is mutatja (2. dbra), a tanul6k annak érdekében, hogy eldontsék az adott grafikon
egy fliggvény grafikonja-e, ritkan hasznaltak a fliggvény definici6jat. A tanulék tobbsége egy specialis
fliggvénytipus segitségével hozott dontést (helyest vagy helytelent): valamely ismert, nevezetes
fiiggvény grafikonjahoz hasonlitotta az adottat. Ha az eltért a mar ismerttdl, akkor az adott gérbét nem
tekintették egy fliggvény grafikonjanak.

M Helyes valasz H Helytelen valasz
M Nincs valasz H Definiciéval indokolt helyes valasz
.1 Specidlis fuggvénnyel indokolt i Helyteleniil vagy nem indokolt helyes valasz
1
1
1-indoklds 5 [ S—

2 _ﬂ
2-indoklas _ 5 L4 |

3
3-indoklas

2.dbra: A kérdésekre adott tanuloi vdlaszok szama

Az 1. kérdésnél a parabola képére tdmaszkodva dontottek arrdl, hogy az adott grafikon
reprezentalhat-e fliggvényt: ,Nem fiiggvény, mert a parabola nem igy helyezkedik el, hanem dllé
helyzetben”(HU3), ,, Fiiggvény, mert ez egy parabola...” (HU19).

A 2. kérdésre érkez6 valaszokbdl is a linearis fliggvény képéhez val6 hasonlitgatas mutatkozott meg. A
»specialis fiiggvénnyel indokolt helyes valaszok” szerint ,Fiiggvény, mert linedris fiiggvény” (HU26). A
helyteleniil valaszolok a dontéshozatalnal arra fektették a hangsulyt, hogy a pontok dssze vannak-e
kotve avagy sem: ,Nem fiiggvény, mert a pontok nincsenek ésszekétve” (HU27, HU1).

A 3. kérdésre érkezett a legtobb helytelen valasz. Mivel itt az alaphalmaz részhalmazain kiilonb6z6
hozzarendelési szabalyok definidltdk a fiiggvényt, s ez eltért a tandran megismert, altaldban egy
hozzarendelési szaballyal definialt fliggvényektdl, igy elvetették annak létezését: ,Nem fiiggvény, mert
egy fiiggvény képe csak egyenes, parabola, hiperbola vagy V alakti lehet”(HU28), ,Nem fiiggvény, mert
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nem lehet hozzd felirni fliggvényképletet” (HU4). Hasonl6an magas szamban adtak nemleges valaszt az
egyetemi hallgatok is a naluk kitlizott, tipusaban ugyanazon 3. kérdésre. Az indoklasbdl is hasonld
okokra kovetkeztethetiink. A valaszokbdl alapjan a legtobb tanul6 a fiiggvényt leginkabb egy, a
tanoran megismert és vizsgalt fliggvénnyel azonositja.

3. Osszegzés

Jelen tanulmdany azt vizsgalta, hogy milyen fogalomképzettel rendelkeznek a 8. osztalyt fejez6 tanuldk
és az egyetemi képzésbe bekeriild villamosmérnok hallgatok a fliggvényrdl. Az eredmények arra
engednek kovetkeztetni, hogy a vizsgalt hallgatok és tanul6k tobbsége abban az esetben tekintett egy
gorbét valamely fliggvény grafikonjanak, ha hasonlésagot vélt felfedezni az altala jél ismert
fliggvénygrafikonokkal.

A fogalom torténeti fejlédése tekintetében az érettségizett hallgatok képzetében, csakiigy, mint Vinner
és Dreyfus tanulmanydban vizsgalt izraeli hallgaték tobbségének képzetében, egy “szlik”
fiiggvényfogalom él, azaz az analitikus kifejezéssel (formulaval) megadhaté hozzarendeléseket tekintik
fliggvénynek; a fliggvényfogalom tartalmi jelentése sok esetben elveszett. A fogalomkialakitasi
folyamat, a vizsgat hallgatok esetében, valamely szakaszban “megtort”. Annak ellenére, hogy a
magyarorszagi matematika Kkerettanterv, illetve haszndlatos tankdnyvek mar 7. osztalyban
megismertetik a tanulékat a ,tagabb értelemben vett” fiiggvénydefiniciéval (példaul a Dirichlet-
Bourbaki definicioval), a vizsgalt hallgaték fogalomképzetei egy ,szlk” fliggvényfogalmat mutatnak.

Hasonlé fogalomképzetek a felmérésben résztvevd 8. osztalyos tanuléknal mutatkoztak: a fiiggvény
definiciojanak megadasa utdn, a kiilonb6z6 specidlis fiiggvények bevezetésének hatasara
fogalomképzetiik egy ,szlik” fliggvényfogalomnak felel meg.

Tehat a két korosztdlyban elvégzett felmérések alapjan elmondhatd, hogy a vizsgalt hallgaték
tobbségének fogalomképzetei a 8. osztalyos tanul6k fogalomképzeteivel mutatnak hasonldsagot.

Minthogy a hatékony fogalomképzet kialakulasara hatassal vannak a fogalom alakitasa soran szerzett
tapasztalatok, vizualis reprezentaciok, élmények, konkrét példak és ellenpéldak, ezért az eredmények
alapjan indokoltnak taldljuk a fiiggvényfogalom altaldnos és kozépiskolai kialakitdsi folyamatanak
feliilvizsgalatat.
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