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Bevezetés

Ezen disszertacio térbeli statisztikai modellek paraméterbecsléseivel, valamint optimélis
mintavételi elhelyezéseivel kapcsolatban tartalmaz 4j kutatési eredményeket. Két feje-
zetbdl all, melyek kiilon is targyalhatoak. A konnyebb kovethet&ség kedvéért a tézisbeli
tételek és definiciok szdmozas megegyezik a disszertacioban hasznalt szamozassal.

A dolgozat elsé felében egy olyan térbeli lineéris regresszios modellt tekintiink, ahol
a meghajtd folyamat egy Wiener- vagy pedig egy stacionarius, illetve nemstacionarius
Ornstein-Uhlenbeck (OU) mezd, és egy meglehetdsen altalanos megfigyelési tartomany
esetén keressiik a regresszios paraméterek maximum likelihood (ML) becslését. Ennek a
regresszios modellnek speciélis eseteiben a paraméterek becslését mar tobben vizsgaltak
a szakirodalomban. A legegyszeriibb esettel Rozanov (1968) a 60-es évek végén kezdett
el foglalkozni, amikor is egyetlen paramétertél fiiggd trenddel eltolt Wiener mezét figyelt
meg egy téglalapon és karakterisztikus egyenletek segitségével meghatarozta az ismeret-
len trend paraméter ML becslését. Ezt az esetet altalanositotta Arato, N. M (1997a) a
megfigyelési tartoméany bonyolultabba tételével. Baran, Pap és Zuiljen (2003, 2004, 2011)
a kordbban hasznalt sztochasztikus parcialis differencidlegyenletek helyett az tigynevezett
diszkrét approximécié modszerét alkalmazva a korabbiaknal altalanosabb feltételek mel-
lett és harom kiilonb6z6, egyre komplexebb megfigyelési tartoményt tekintve adta meg
az ismeretlen trend paraméter becslését. Kiindulva Baran, Pap és Zuijlen (2011) ered-
ményeibdl sikeriilt kiterjeszteni a regresszidos modell ismeretlen paramétereinek szamét
tetsz6leges p tagra és megadni ezek ML becslését. Ehhez {6 eszkozként a példaul Baran,
Pap és Zuijlen (2011) altal leirt diszkrét approximéciot hasznéljuk.

Azzal az esettel, amikor a meghajto folyamat egy stacionarius OU mezd Arato, N. M.
(1997b) kezdett el foglalkozni. A Rozanov (1990) altal bevezetett sztochasztikus differenci-
alegyenletek modszerét alkalmazva megadta egy téglalapon megfigyelt egyetlen eltolaspa-
ramétert tartalmazo véletlen mezd ismeretlen paraméterének ML becslését. Altalanosabb
feltételek mellett Baran, Pap és Zuijlen (2003) diszkrét approximécio segitségével iga-
zolta Arato, N. M. (1997b) eredményét stacionarius, illetve nemstacionarius OU mezd
esetén. Ezen eredményeket sikeriilt kiterjeszteni Baran, Pap és Zuijlen (2011) altal hasz-
nalt legaltalanosabb megfigyelési tartomanyt és tetszéleges szami ismert fiiggvény linearis
kombinaci¢jaként elGallo trendet tekintve.

Az els6 rész 6t szimulacios példaval zarul, melyek segitségével szemléltetjiik Arato,
N. M (1997a), Baran, Pap és Zuijlen (2003, 2004, 2011) elméleti eredményeit, valamint a
dolgozat els6 részének {6 tételeit. A fenti eredmények Baran és Sikolya (2012a, b) cikkek-
ben keriiltek kozlésre.

A disszertacio mésodik felében egy szamos helyen alkalmazhaté problémét, az tgyne-
vezett optimélis mintavételi terv meghatarozasat vizsgaljuk egy konstans trenddel eltolt
OU mez6 esetén. Az itt leirt eredményeket Baran Séndorral és Milan Stehlikkel kézosen
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értiik el és a Baran, Sikolya és Stehlik (2013, 2014) dolgozatokban kozoltiik. Az optima-
litdsnak tobbféle kritériuma van: paraméterbecslés esetén ilyen példaul a D-optimalités,
amikor a paraméterekre vonatkozd Fisher-féle informacié egy alkalmas fliggvényét maxi-
malizaljuk, el6rejelzések esetén pedig, példaul, az tgynevezett Integrated Mean Squared
Prediction Error (IMSPE) vagy az entropia kritérium.

Paraméterbecslés szerinti optimalitds (D-optimalitds): Az optimalis mintavételnek ezt
a megkozelitését OU folyamat esetén Stehlik (2007) vizsgalta és megmutatta, hogy az
ekvidisztans minta dontd szerepet jatszik az ismeretlen trend paraméter becslésében. Ezt
kovetGen Kiseldk és Stehlik (2008), valamint Zagoraiou és Baldi Antognini (2009) kons-
tans trenddel eltolt OU folyamat esetén igazolta, hogy a trend paraméter becslésére az
ekvidisztdns minta optimélis, valamint ez utobbi szerzék azt is megmutattik, hogy az
OU folyamat kovariancia paraméterére nem létezik optimalis mintavétel. Baran és Stehlik
(2014) altalanositottak Zagoraiou és Baldi Antognini (2009) eredményét oly médon, hogy
az egydimenzios valdos mintateret kiterjesztették monoton kétdimenzoés halmazra, az OU
folyamatot pedig ennek megfelelen OU mezdre.

FElorejelzés szerinti optimalitds (IMSPE kritérium): Ismeretes, hogy a krigelés techni-
kadjanak alapvets célja a véletlen mezd értékének megbecslése a mintatér egy nem meg-
figyelhet§ pontjaban az Osszes eddigi megfigyelés alapjan. Ekkor természetes kritérium-
ként adodik a megfelels fiiggvény atlagos négyzetes hibajanak (Mean Squared Prediction
Error-MSPE) minimalizalasa. Mivel a becslés pontossaga altalaban fiigg a teljes mintatér-
t61, Santner, Williams és Notz (2003) bevezette az tugynevezett Integrated Mean Squared
Prediction Error (IMSPE) optimalitas fogalmat, ami azt jelenti, hogy a keresett optimalis
mintavételi elrendezést az atlagos négyzetes hiba mintatér felett tekintett integraljanak
minimumhelyeként adjuk meg. A dolgozat szempontjabodl fontos elézmény, hogy OU fo-
lyamat esetén Baldi Antognini és Zagoraiou (2010) megadta az IMSPE kritérium egzakt
alakjat és igazoltak, hogy ebben az esetben az ekvidisztans minta lesz az optimélis.

A szerezhetd informdciomennyiség maximuma szerinti optimalitds (Entropia krité-
rium): Az optimalis mintavételnek az informécioelméleten alapuldé megkozelitése, amikor
azokat a helyeket keressiik, ahol a megszerezhets informacié mennyisége a lehetd legna-
gyobb. Mivel a Shannon entrépia a bizonytalansag mértékének egy igen jo jellemzGje,
Shewry és Wynn (1987) ugy gondoltak, hogy a mintatér egy nem megfigyelt pontjanak
legjobb el6rejelzésére vonatkozoan a megfigyelések entropiaja jo kritériumnak bizonyul.
Eddig ebben az esetben is csak OU folyamatra sziilettek eredmények, méghozza szintén
Baldi Antognini és Zagoraiou (2010) révén, amikor is a szerzék megadtak az entropia kri-
térium egzakt alakjat és igazoltak, hogy ebben az esetben szintén az ekvidisztans minta
az optimaélis.

Az értekezés masodik felében OU mezd esetén vizsgaljuk a mindharom kritérium sze-
rinti optimalis mintavételt. Paraméterbecslés esetén Baran és Stehlik (2014) monoton hal-
mazokra kimondott eredményeivel analog allitdsokat fogalmazunk meg a D-optimalitasrol
a mintavételi helyek egy igen kézenfekvs elrendezésére, amikor is szabalyos racsot alkot-
nak. El6rejelzés esetén az IMSPE és az entropia kritérium szerinti optimalis mintavételt
vizsgaljuk mindkét tipust mintarendszerre. A kapott eredményeket a dolgozat végén valos
adatokra épiil6 numerikus szimuléciok segitségével vizsgaljuk és hasonlitjuk Gssze.



1. fejezet

Gauss mezdk eltolasparamétereinek
becslése

A disszertacio elsé felében kiilonb6z6 Gauss-folyamatokkal meghajtott linearis modellek
paraméterbecsléseinek vizsgélataval foglalkozunk. A térbeli esetben, specidlisan amikor
a folyamatot a stk pontjaiban értelmezziik, az egyik legjelentGsebb Gauss mez6 a Wie-
ner mez6. Ez egy olyan térbeli centralt {W(s,t) : s,t > 0} Gauss folyamat, melynek
kovariancia strukturéja

EW(Sl, tl)W(SQ,tQ) = min(sl, 82) . min(tl, tg), i S1, Sg,tl,tg Z 0.

A masik igen gyakran hasznalt véletlen mezd az tgynevezett Ornstein-Uhlenbeck (OU)
mez6. A stacionarius OU mez6 alatt egy olyan centralt {X(s,t) : s,t € R} Gauss-
folyamatot értiink, melynek kovariancia struktiuréja

EX(s1,81) X (s2,t2) = @e_“b?—sﬂ—ﬁlw—tﬂ’

ahol @ >0, >0, 0> 0. Legyen tovabba
s t
X(s,t)=o0 / / =B QW (u,v), st >0, (1.2)
0 0

ahol a« € R, S € R, o >0, {W(s,t):s,t >0} pedig egy standard Wiener mezd.

Ekkor az (1.2) alaka véletlen mez6t nulla kezdeti értékd OU mezének hivjuk, melynek

értelmében a folyamat az értelmezési tartomény hatarain végig a nulla értéket veszi fel.
Tekintsiik a kovetkez6 Gauss mezével meghajtott

Z(s,t) :=mygi(s,t) + - +mpgy(s,t) + U(s,t) (1.3)

linedris regressziot egy specidlis G C R? megfigyelési tartomany felett, ahol gi,...,g,
ismert fiiggvények, U pedig egy Wiener vagy pedig egy OU mez6t jelol. Célunk az
mi,...,m, ismeretlen paraméterek maximum likelihood (ML) becslésének meghatéro-
zasa.
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A modell és a becslés

Tekintsiik az (1.3) modellt a g¢1,...,¢, : R2 — R ismert fliggvénnyekkel és az my, ...,
m, € R ismeretlen regresszios paraméterekkel. Legyen [a,c] C (0,00) és by, bs € (a,c),
tovabba legyenek 15 : [a,b1] = R és 7y : [be,c] = R folytonos, szigorian monoton
csokkend fiiggvények, illetve v : [by,¢c] = R és v, : [a,by] — R folytonos, szigortan
monoton novekvs fiiggvények, melyekre 71 2(b1) = 71(b1) > 0, Ya(b2) = Y0(b2), 712(a) =
y2(a) és yi(c) =o(c) teljesiil. Tekintsiik a I':=T1, U Uy UL, gorbét, ahol

[yo:= {(3,71,2(3)) s € la, bl]}, Iy := {(s,fyl(s)) 18 € [bl,c]},
Iy = {(3,72(5)) s € la, 62]}, [y := {(s,%(s)) s € [bg,C]},

és € >0 esetén jelolje I'7,, I'f, I5 és I'y a T'yo, I'y, T2 és 'y egy e-kornyezetét,
azaz példaul

I9,:= {(s,t) ER?:s€[a,a+¢], t €[y.2(s),712(a)] vagy
€ [a + 8,61], t e [’7172(8),’}/172(8) + E]}

Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan ¢ > 0, amely esetén fennall
riNrs=0 é Ti,NTH=0,

tovabba legyen G := G7 UG5 U G3, ahol

{(s,1) € R?: 5 € [a,b Aby, t € [71,2(5),72(5)]},
{ {(s,t) €R2: 5 € [by, bo), t € [11(s),72(s)]}, ha by < by,
{(s,

S t 6 R2 S € [bg,bl], te [’}/172(8),’70(8)]}, ha bl > bg,
ts € [b1 Vba,d], t € [7i(s),v0(s)] }-

A disszertacio elss felének {6 eredménye Baran, Pap és Zuijlen (2011) &ltal igazolt
Theorem 2.1 altaldnositasa.

1.3. TETEL. Ha g1,..., g, kétszer folytonosan differencidlhato a G tartomdny belsejében
€s a 01g;, Obg; €s 0102g;, 1 =1,...,p, parcidlis derivadltak folytonosan kiterjeszthetdek
G-re, akkor a Z, illetve W wvéletlen mezdk dltal a C(G) téren generdlt Py és
Pw walosziniségi mértékek ekvivalensek és a Py mértéknek a Py, mértékre vonatkozo
Radon-Nikodym derivdltja

dP B 1 o T
dPW(Z)—exp{ 2(m Am — 2¢ m)},




ahol A = (Au)ile, m = (my,...,m,) és (:= (Cl, cee Cp)T,

A, — g’f(blﬁm(bl)) 9@(51,71,2(171))
k=

5171,2(51)
[ et~ ool et = et
/ 5271,2(s)
. 72 (b2)
D19k (5,71(5)) Drge(s, 1 (s)) Dogr (21 (1), 1) Oage (3 ' (2), 1)
*/‘ 1) d“}é 0 o
T g (VEA(E), ) Bage (VL) 1
. / 29k (Y12 (1), _)1(;)95(7172( ) )dt+//a1829k(8,t) 010290(s, t)ds dt,
o M,2 fe
__gk(bla71,2(b1>)Z(b1’7172(b1)) [ M s s
Gk = 5171,2(51) +/ 71(s) Z(d - ))
r; $,71.2(8)) — sO1 gk (s, 11.2(s
g
Zg(b2)a ( _1(t) t) “/1,2([1)0 ( _1(t) t)
v f e 20 20 0,a1) + / S 200, @)
~2(a) m.2(b1) |

+é/@@%@wzw&&>

Ha det(A) # 0, akkor az m paramétervektornak a {Z(s,t): (s,t) € G} megfigyelésén
alapulé ML becslése m = A~'C alaki és p-dimenzids normdlis eloszldsi m  wvdrhatd
érték vektorral és A~' kovariancia mdtrizszal.

1.4. MEGJEGYZES. Az 1.3. Tételben szerepls, a Wiener mez§ parcialis derivaltjainak
gorbe menti silyozott L?-Riemann integraljain a Baran, Pap és Zuijlen (2011) altal beve-

zetett Definition 4.1-ben talalhato definiciot értjiik.

Az 1.3. Tétel eredményére tamaszkodva a

= o
X(s,t) = e” T (2%, ) s,t € R
) 2@ ) ) Y )
X(s,1) = — 0 e =B (e20s — 1 &2 1), 5¢>0
) 2@ Y ) Y — Y
reprezentaciok segitségével az (my,...,m,)" paramétervektor becslését stacionarius,

illetve nulla kezdeti értékdi OU meghajtdé mez6 esetén a kovetkezd két tétel adja meg.
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1.10. TETEL. Ha hq,...,h, kétszer folytonosan differencialhato a G tartomdny belse-
Jében és a Oihi, Ophy €s 010xhy, © =1,...,p, parcidlis deridltak folytonosan kiterjeszt-
hetdek G-re, akkor a Z, illetve X wéletlen mezdk dltal a C(G) téren generdlt Py és
Ps waldsziniségi mértékek ekvivalensek és a Pz mértéknek a Pg mértékre vonatkozo
Radon-Nikodym derivdltja

dPz o\ _ B T Am 9T
de((Z) —exp{ 57 (m Am — 2( m)},
ahol A := (A”)M L, me= (my,...,my)" és C:= (Cl,...,gp)T,

Ak = hi(a,72(a)) he(a, 12(a)) + hi(c,71(c)) he(c, 1i(c))
+ P (br, Y1 (b1)) e (br, 7a(b1)) + Pk (D2, v2(b2)) he (b, 72(D2))

b1

+/ :ahk(s,vlvg(s))hg(s,71,2(8)) +a_lalhk(s,71,2(3))01@(8,71,2(5)):ds

+/ :ozhk(s,%(é‘)) +31hk(87%(8))} [he(&%(S)) +07131h£(8=%(5>):d3

+/ :ahk(s,w(s)) — 01hk(s,72(s))] [hg(s,’}/g(S)) — a_lalhg(s,vg(s)): ds

+/ :Oéhk(S,’)/()(S))hg(S,”)/()(S)) +a‘lﬁlhk(s,70(3))81@(5,70(5))}ds

7,2(a)

+/[ﬁhk(%2() )= 0ai (1730, )] [ (v 3(0),8) = 67 0o (r73(0), )]

7,2(b1)
71(€)

+/ :ﬁhk(vfl(t),t)hg(vl_l(t),t)—I—5_102hk(71_1(t),t)aghg(vl_l(t),t)]dt

71(b1)
72(b2)

+/ -ﬁhk('yz_l(t)at)hé(’h_l(t)at)‘l’ﬁ_lath('h_l(t)at)a2h€(72_1(t)’t)}dt

72(a)
0(b2)

+/ [ﬁhk +82hk(70 (),t)] [he( oL (1), t)+ﬁ_182hg(”y()_l(t),t):|dt

Yo(c

+// aBhy(s,t)ho(s,t) + o~ Oy (s, t)D1he(s, 1)

~

+ af 0ok (s,1)Oahy(5, ) + a t BL0105 s (5, 1) 0105 Ry (s, t)} dsdt



és

Ck = 4hye (b1, 71(b1)) Z (b1, 71.(br))
+ 2/ [ahk (s,7(5)) + Ok (s, fyl(s))} [Z(s, Y1 (s))ds + ™' Z(ds, 71(3))]

b1
b1

+ 2/ [ahk(s, 7172(5)) — 01 hy, (s, 7172(5))} [Z (s, 71,2(5))ds—a_1Z(ds, 71,2(5))]

v2(b2)

12 / [ﬁhk(vgl(t),t)+82hk(72_1(t),t)] [z(ygl(t),t)dtw—lz(%—l(t),dt)}

72(a)
71,2(a)

+2 / B (73(0),6) 0ol (1730, 8) | | Z (24(0), ) At + 872 (773 (0), ) |

~1,2(b1)

+ // [Ozﬁhk(s, t) + ﬁ@lhk(s, t) + Oé&ghk(s, t) + 8182hk(8, t):|
G
x [Z(s,t)dsdt + o~ Z(ds, t)dt + B~ Z(s,dt)ds + o' BT Z(ds, dt)].

Ha det(A) # 0, akkor az m paramétervektornak a {Z(s,t): (s,t) € G} megfigyelésén
alapulé ML becslése m = A~'C  alaki és p-dimenzios normdlis eloszldsi m  wvdrhatd
érték vektorral és A~ kovariancia mdtrizszal.

1.11. TETEL. Ho a #0 és B # 0, hy,...,h, kétszer folytonosan differencidlhato a
G tartomdny belsejében és a 0Oh;, Osh; és 0102h;, @ = 1,...,p, parcidlis derivdltak
folytonosan kiterjeszthetdek G-re, akkor a Z, illetve X wéletlen mezdk dltal a C(G)
téren generdlt Py és Px waldsziniségi mértékek ekvivalensek és a Py mértéknek a
Px mértékre vonatkozo Radon-Nikodym derivaltja

dP s
ﬁ(Z) = exp {—%(mTAm - 2CTm)} ;

ahol A := (Au)p m = (mq,...,m,) és (:= (Cl, . Cp)T,

App := coth (aa) coth (572(60)}% (a, 72(a))hg (a, 72(a))
+ i (¢, 71(¢)) he (e, m(c)) + coth (By1(b1)) b, (br, 71 (b1) ) e (br, 71 (1))
+ coth (abo) b (b, V2(b2)) e (b2, 72(bs))

b1

+ /coth (B12(s)) |:Oéhk(8,’7172(8))}1@(8,’}/172(8))

a

+ a0l (s5,71.2(5)) Orhe (s, 71,2(3))} ds
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és

C

+ /coth (nyl(s)) [ahk (8,’}/1(8)) + O1hy (S,’Yl(S))]

b1

X |:hg (5,71(s))+a " Oh(s, fyl(s))] ds

+/ [O‘Coth (es)h (s, 72(5)) — 81h’f(5’72(8>)]

a

X [coth (as) o, (s, ’}/2(8)) - a_lﬁlhg(s, 72(5))] ds

C

—I—/ [ahk(s,%(s))hg(s,%(s)) —I—a_lﬁlhk(s,%(s))ﬁlhg(s,70(8))}d8
b
71,2(a)

+ / coth (cwl_é (1)) [5 coth (5¢) hy, (71_% (t),t) — Dohy, (71_,21(t)> t)]
~1,2(b1)
x| coth (B)he(1i4(1).1) = 87" 0she (773 (0), )|t
Y1(c)

+ / [ﬁhk(vfl(t),t)hg(vl_l(t),t)—l—5_102hk(71_1(t),t)ﬁghg(vl_l(t),t)}dt
71(b1)
72 (b2)

+ / coth (0472_1(t))[5hk(72_1(t)7t)hz(%_l(t)at)
67 Oahi (5 (), £)ahe (15 () 1) |t
)
+ [ [heaa @0.0) +0uhe (05 00.0)] [ 05 00, 0) + 5 Bohel05 0).1)

)
+ / [aﬁhk(s,t)hg(s,t) +a‘1581hk(s,t)01hg(s,t)
G

+ Oéﬁ_laghk(s, t)82hg(s, t) + a‘lﬁ_lﬁlﬁghk(s, t)alaghg(s, t)}ds dt

Cpi= [1 + coth(abl)} [1 + coth (ﬁ%(bl))] Iy (51, 71(51))2(517 ’Yl(bl))

[

N / (14 coth (371 () ] [ohe (53 (5)) + Dre (5,70 ()]

b1

X [Z(s, m(s))ds +a~Z(ds, %(3))}

+ /1 [1 + coth (571,2(3))] [a coth(as)hy (S, ”yl,z(s)) — Oihy, (37 71,2(3))]



x| coth(@s)Z (s, 712(s))ds — a7 Z(ds, 1(s))]
) w/am[l + coth (097 ()] [Bhe (36, £) + B (37 (1) 1)
o X |2 (3 (0), )t + 572 (55 (1), ) |
. 77@ 1+ coth (i 0)] [ (3 0).1) + Oabu 0.0
i)

X [Z (Va(6), 1)t + B Z (7 (), dt)]
+ é/ [Ozﬁhk(s, t) + ﬁ@lhk(s, t) + Oéaghk(s, t) + 8182hk(8, t)]

x [Z(s,t)dsdt + o' Z(ds, t)dt + B~ Z(s,dt)ds + o ' BT Z(ds, dt)].

Ha det(A) # 0, akkor az m paramétervektornak a {Z(s,t): (s,t) € G} megfigyelésén
alapulé ML becslése m = A~'C alaki és p-dimenzids normdlis eloszldsi m  wvdrhatd

érték vektorral és A™' kovariancia mdtrizszal.

Arato, N. M (1997a), Baran, Pap és Zuiljen (2003, 2004, 2011) egyes allitasait, va-
lamint az 1.3., 1.10., 1.11. Tételeket Matlab segitségével megvalositott szimulaciokkal is
szemléltettiik, melyekben a Gauss véletlen mezsk szimulacidjat azok Karhunen-Loéve ko-
zelitésével hajtottuk végre.
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1. GAUSS MEZOK ELTOLASPARAMETEREINEK BECSLESE




2. fejezet

Optimalis mintavételi elhelyezések

A disszertacié masodik részében kiillonb6zd kritériumok szerinti optimalis mintavételi elhe-
lyezések meghatarozéaséaval foglalkozunk Ornstein-Uhlenbeck (OU) mez6 esetén. Tekintsiik
a X =[ay,bi] X [ag, ba], by > ay, by > as, téglalapon értelmezett

Y(s,t) =0+¢e(s,t) (2.1)
stacionarius folyamatot, ahol 6 konstans, e(s,t), s,t € R, pedig egy
E€(817t1>€(82,t2) = 0'2 exp ( - Oé|82 - 81| — 5|t2 — t1|),

kovariancia strukturaju, centralt Gauss mezd, ahol a o-t (esetleg ismert) segédparamé-
terként kezeljiik. Az optimalis mintavételi terv meghatarozasat mind paraméterbecslések,
mind pedig el6rejelzések esetén a mintapontok két kiilonb6z6 halmazan hajtjuk végre. Az
els6 esetben azt mondjuk, hogy az {(51, t1), (s2, t2)y -, (Sn, tn)} C X, n € N, megfigye-
lési halmaz teljesiti a monotonitési feltételt, ha s; < so < ... <5, ést; <ty <...<{ty,,
amig az altalunk vizsgalt masik mintavételi elrendezés a szabalyos racs, azaz amikor az
{(s1,t1), (51,82), ..., (Snstm) } C X, n,m € N, megfigyelési helyek egy téglalap racspont-
jai (n x m darab).

D-optimalitas

A D-optimélis mintavételi eljaras alatt azt értjiik, amikor a mintapontoknak egy olyan
elrendezését keressiik, amely szerint a véletlen mez6 megfigyelései alapjan a paraméterekre
vonatkozo Fisher-féle informacios métrix determinénsa maximalis.

A trend paraméter becslése

A folyamatot meghajt6 ¢ OU mez6 kovariancia strukturajanak paraméterei mind adottak
és csak a # trend paraméter becslésére vonatkozo optimalis elrendezést keressiik.

Monoton halmazt alkot6 mintapontok esetén Baran és Stehlik (2014) igazolta, hogy
a 0 trend paraméter becslésére szolgaldo D-optimalis mintavételt egy olyan alakd minta
adja, ahol ad; + 86;, d; == s;11 — S, 0; =ty —t; 1= 1,2,...,n— 1, mennyiség
konstans.

Uj eredményként megadtuk a Baran és Stehlik (2014) monoton esetben igazolt allita-
sdnak a szabalyos racson megfigyelt folyamatra vonatkoz6 megfelel6jét.

11



12 2. OPTIMALIS MINTAVETELI ELHELYEZESEK

2.5. TETEL. Tekintsik az {(si,tj), i=1,2,...,n, j=1,2,... ,m} n X m-es szabdlyos
rdcs mintapontjaiban megfigyelt (2.1) modellt és tegyiik fel, hogy 0 az egyetlen ismeretlen
paraméter. Ekkor a Fisher-féle informdcio

o (1) E12)

ahol p; = exp(—ad;), ¢; = exp(—pF0;), d;i == six1 — s, = 1,2,...,n—1, ¢€s

0j =tiy1—t;, 7=12,....m—1. A 0 paraméter becslésére vonatkozo D-optimdlis
mintavételt az irdnymenti ekvidisztans minta adja, azaz a dy = dy = ... = d,_1 €s
(51 = (52 =...= 5m—1 eset.

Kovariancia paraméterek becslése

A kovariancia paraméterek becslése esetén az OU mez6 « és [ paramétereit kivan-
juk becsiilni, feltételezve, hogy a trend ismert. A trend paraméter becslésére vonatkozo
esethez hasonléan monoton halamazt alkot6 mintapontok esetén Baran és Stehlik (2014)
meghatarozta a Fisher-féle informacios matrix egzakt alakjat és igazolta, hogy az «, (8
kovariancia paraméterek becslésére vonatkozd D-optimélis mintavétel nem létezik.

Ennek analégiajat kovetve a 2.7. Tételben megadtuk szabélyos réacson megfigyelt fo-
lyamat esetén is az

Mr(n) _ |: Ma(n) Maﬁ(n)}
Mag(n)  Mg(n)

Fisher-féle informacios méatrix zart alakjat.
2.7. TETEL. Tekintsiik az {(si,tj), i=1,2,...,n, j=12,... ,m} n X m-es szabdlyos
rdcs mintapontjaiban megfigyelt (2.1) OU folyamatot. Ekkor

m 152 1+qj)

mz 1—|—p27 nm—nz

1—qj ’
n—1 dp m—1 5q
Ma —9 177 VY
4l m) (;1—29?)(;1—%2)’

ahol d; = si11 — si, 0j:=t;01 —t; €s p;:=exp(—ad;), ¢ :=exp(—pd;), i=1,2,...,
n—1, 7=1,2,...,m—1.

Szabalyos racs esetén kétféle D-optimalitasrol beszélhetiink. Altalaban a mintavételi
racs pontjai az X tartoméanyba tetszélegesen helyezhetSek el (szabad mintavétel), de
megkovetelhetjiik, hogy a megfigyelési halmaz tartalmazza az X cstcspontjait és velilk
egylitt az éleken elhelyezkedd racspontokat. Az utobbi esetben korlatozott mintavételrsl
beszéliink és a monoton esethez hasonloan (Baran és Stehlik, 2014) bebizonyitottuk, hogy
az «, [ kovariancia paraméterek becslésére vonatkozo korlatozott D-optimalis mintavétel
nem létezik.

Vizsgéltuk a szabad mintavételezésnek egy specidlis esetét is, amikor a mintavétel récs-
pontjainak horizontalis, valamint vertikélis tavolsagai rendre azonosak és az optimalitast
ezen két paraméter szerint értelmezziik. Ebben a speciélis esetben igazoltuk a D-optimaélis
minta megadésahoz sziikséges Fisher-féle informacios matrix determinansanak maximu-
marodl szolo alabbi tételt.
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2.14. TETEL. Ha nm > 2(n—1)(m —1), akkor det (M,(n,m)) mindkét vdltozdjdban
szigorian monoton csokkend figguény, melynek marimuma a d = § = 0 esetben van.
Ha nm < 2(n—1)(m — 1), akkor elég kicsi rigzitett d (5) esetén a det (M,(n,m))
fiigguénynek d (6) szerint egyetlen mazimumhelye van.

Az Osszes paraméter becslése

A legaltalanosabb esetben, amikor mind az «, #, mind pedig a 6 paraméter ismeretlen,
monoton megfigyelések esetén Baran és Stehlik (2014) igazolta, hogy az «, [ kovariancia
paraméterek és a 6 trend paraméter becslése szerinti D-optimalis mintavétel nem létezik.

Szabalyos racs esetén az optimélis mintavételi eljaras megadasahoz sziikséges Fisher-
féle informécids matrix determinans-fiiggvényének nehezen kezelhet&sége miatt két speci-
alis esetben, nevezetesen az X = [0,1]> mintatéren egy kilencpontos korlatozott minta,
valamint egy ekvidisztans szabad minta esetén hataroztuk meg a D-optimalis mintavételi
elrendezést.

IMSPE kritérium

Ebben a fejezetben az Y véletlen mez6 elérejelzésére vonatkozd optimalis mintavételi
elrendezést vizsgaljuk két kritérium és mindkét mintavételi elrendezés esetén. Tekintsiik
el6szor az ugynevezett Integrated Mean Squared Prediction Error (IMSPE), amely az
Y folyamat egy 4j (z1,72) € X megfigyelési pontbeli krigeléssel elkészitett ?(:cl,@)
becsiilt értékének az atlagos négyzetes hibajan alapszik. Ez a kritérium ennek az atlagos
négyzetes hibanak (Mean Squared Prediction Error, MSPE) kiilonb6z6 funkcionéljait mi-
nimalizélja. Mivel a becslés pontossaga altalaban fiigg a teljes A mintatértsl, az IMSPE
fiiggvény alakja

IMSPE(Y) := o2 / MSPE(Y (1, %5)) dzday.

Monoton megfigyelésekre az alabbi tételben megadtuk az IMSPE kritérium egzakt
alakjat az altalanossédgot nem csorbité X = [0, 1]*> esetben.

2.19. TETEL. Monoton halmazt alkoto mintavételi pontok esetén az Y  folyamat z €
X =[0,1]* helyen felvett értéknek Y (x) becsléséhez tartozé MSPE fiigguény

n—1
S I Siyt z Q(% 3i+17ti+1)ﬂ-i)2
MSPE(Y (z)) = o [1 — o(z, sp, ty) ; T2
n—1 —1 n—1 2
1—m o(z, si, t;) — o(x, 32+1,t2+1)
1 1 - nsy n )
ahol ; := exp(—ad; —5d;), valamint d; = s;11—58; €s §; :==tiy1—t;, i=1,2,... , n—1,
a kapcsolodo IMSPE mutato értéke pedig
N n—1 1 T 1
IMSPE(Y) = 1 — A, (1 ) B,, ahol 2.97
( ) + (14 ; T aho ( )
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z Z7T 217-22—4—1 i + Rz—l—l z—l—l
=Ry1+ Z 11—

By =1—=2wn+Ropn+ Y

n—1 )
(Rz‘,z‘ — 2R + Riy1i7;

=1 (1 + 7Ti>2
49 (Rn,i — w;) — (Rn7z'+1 — Wit1)T;
1 + iy
n—1 i—1
+9 Rij — Rig1;mi — Rij1mj + Rigyj1mim;
i=2 j=1 (1 + 71',')(1 + Trj) 7
W = — L [2 _ e_a(d1+---+di71)e_a(di+---+dn—1):|
3 O{B

Y

% [2 _ 6_6(514‘---4-52'71) . e—B(&-—i—...—i—én,l)}

Ri;

2,

_ |:i 2e_06(dj+---+di71) _ e_a(2d1+---+2dj—1+dj+---+difl)
2a

_ e—Oé(dj+---+di—1+2di+---+2dn71)> + (dj ‘l’ o + di_l)e—a(dj+---+di1):|

1 (26_/3(5 e 0io1) _ g B(201+ 42851405+ i)

[2B
e_ﬁ(éj+...+5i71+25i+...+25n71)> + (5j 4.+ 5i_1)e—5(5j+...+5i1)} ’

aholi,j €N, 1 <j5<i<n.

Az IMSPE (2.27) altal megadott alakjara az alabbi szimmetria tulajdonsagot sikertilt
igazolni.

2.21. TETEL. A (2.27) dltal meghatdrozott IMSPE szimmetrikus abban az értelemben,

hogy a (d;,&;) és (dp_iy0n—s), @ = 1,2,...,n — 1, tdvolsdg parok felcserélésével az
IMSPE (Y) értéke wvdltozatlan marad.

A 2.21. Tétel segitségével sikeriilt képet adni az IMSPE kritérium szerinti optimaélis
minta egy fontos jellemzgsjérdl.

2.22. KOVETKEZMENY. Az IMSPE kritérium szerinti optimdlis minta szimmetmkus azaz
ha az IMSPE( ) figgvénynek az optimumhelye (di,ds, ... d5 1,057,065, ..., 0% ), akkor
d;=d;_, és 6 =9, ., i=1,2,...,n—1.

n—1i n—1i’

Szabalyos racsot alkoté mintapontok esetén is sikeriilt meghatarozni az MSPE, illetve
az IMSPE fiiggvények zéart alakjat, amiket az alabbi tétel tartalmaz.

2.24. TETEL. Szabdlyos rdcsot alkoto minta esetén

MSPE(?(ZIH,IQ)) — 2 [ . (Q%(l'l, sn) + i (Ql(xh si) — a1, 8i+1)pi) )

_ 2
—1 1—p;
(02(22,t; Q2($2atg+1)%) I—p;
<92 T2, tm —I—Z 1 > + 1+Zl+p-
j=1 J i=1 !
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m—1 _
1 01 r1,S Ql($1,8i+1)pi
1+ T1, Sp)
( Zl""%) < (Ql ! Z 1"‘]%’

Jj=1

2
02(x2,t;) — 02(22,tj41)q;
(et z i ,

ahol p; := exp(—ad;), q; = exp(—P6;), d; == si41 —s; €5 0; = tjy1 —t;, 1 =
1,2,....n—1, 7=1,2,... ., m—1, wvalamint

n—1 m—1 2

. _ 5.2
IMSPE(V) =1 (n 1, ldzpl )(mﬁ 1, Jq]2)

=1 j

«

n—1 — m—1 —1
1 —p; 1—yg
+<1+;1+pi) <1+ ' qu) (2.35)

1—pZ —1-204612]9Z < _qj +255j%
+<Z a(l + p;)? )<2 B(1+q;)? '

i=1

Az IMSPE kritérium szerinti optimdlis mintavételt az irdnymenti ekvidisztdns minta adja,
azaz amikor dy =dy=...=d,_1 €s 01 =0y = = Op—1.

2.25. MEGJEGYZES. Itt szeretnénk megemliteni, hogy a (2.35) altal megadott IMSPE
fiiggvény éppen Baldi Antognini és Zagoraiou (2010, Proposition 4.1) OU folyamatra
meghatarozott eredményének kiterjesztése, az optimumra kapott allitas pedig Baldi An-
tognini és Zagoraiou (2010), Proposition 4.2 altalanositésa.

Entréopia kritérium

Az IMSPE kritériumon kiviil az altalunk vizsgalt mésik elérejelzésen alapuld optimé-
lis mintavétel meghatarozasara szolgdlé mennyiség az tgynevezett entropia kritérium.
Shewry és Wynn (1987) 6tletét kivetve az optimalis mintat a megfigyelések entropiajanak
maximalizélasaval hataroztuk meg a mintapontok mindkét kiilonb6z6 halmaza esetén.

A 2.26. és 2.29. Tételben megadtuk mindkét pontrendszer esetén az eljaras alapjaul
szolgald entropia alakjat, valamint meghatéroztuk az optimélis mintavételi elrendezést.

2.26. TETEL. Monoton halmazt alkoto mintavételi pontok esetén a megfigyelések entropi-
aja

Ent(Y) = 2(1+1n (2m0?) Zln (1—7?)

Az entrdpia kritérium szerinti optimdalis mintavételt az az ekvidisztdns minta adja, ahol
ad; + 86, i=1,2,....n—1, (azaz a m;) konstans.
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2.29. TETEL. Szabdlyos rdicsot alkoté minta esetén az Ent(Y) entrdpia a kévetkezd
alakban dll eld:

n—1 -1
Ent(Y) = %(1 + ln(27r02)) + % Z In (1— pf) + g In (1— qu)
i=1 j=1

3

Ekkor az entropia kritérium szerinti optimdlis mintavételt a dy = dy = ... = d,,_1 €s
01 =09 = ... =0py_1 trdnymenti ekvidisztans minta adja.

Az utolso szakaszban szimulacio keretében hasonlitottuk 6ssze az IMSPE és az entropia
kritériumot, valamint megvizsgaltuk a két mintavételi elrendezés viselkedését mindharom
kritérium esetén.



PhD Thesis

Spatial stochastic models and their
applications

Kinga Sikolya

Supervisor: Dr. Sandor Baran

University of Debrecen
Doctoral School of Informatics Sciences
Debrecen, 2014.






Introduction

This Ph. D thesis contains new results on the parameter estimation and optimal design
problems of spatial stochastic models. It consists of two parts, which can be treated
separately. In this summary the enumeration of our theorems and definitions corresponds
to the one used in the dissertation.

In the first part of dissertation we consider a spatial linear regression model driven
by either a Wiener or a stationary or nonstationary Ornstein-Uhlenbeck (OU) sheet, and
we find the explicit forms of the maximum-likelihood estimators (MLE) of the unknown
parameters in the case of a quite general spatial domain. In some special cases of this
model the parameter estimation have been widely studied in the literature. In the sixties
Rozanov (1968) considered the simplest case, when a Wiener sheet shifted by a single
trend parameter is observed on a rectangular domain and the estimator is expressed as a
function of a usually unknown random variable satisfying some characterizing equation.
Arato, N. M (1997a) generalized the results of Rozanov (1990) by investigating a more
complicated domain of observations. Baran, Pap and Zuiljen (2003, 2004, 2011) derived an
explicit form of the MLE of the shift parameter in three different cases when the domains
got more and more complicated and instead of linear stochastic partial differential equa-
tions the authors applied an essentially simpler direct discrete approximation approach.
We considered the same type of domain as in Baran, Pap and Zuiljen (2011) and extend
their result for the general model with arbitrary number of unknown parameters. Our
proof is also based on the discrete approximation method described in Baran, Pap and
Zuiljen (2003, 2004, 2011).

Arato, N. M. (1997b) was the first who studied the case when the observed field is a
shifted OU sheet, and using stochastic partial differential equations found the MLE of the
unknown shift parameter based on the observation of the random field on a rectangular
domain. With the help of discrete approximation and under slight analytic restrictions
Baran, Pap and Zuiljen (2003) proved the result of Arato, N. M. (1997b) for stationary and
nonstationary OU sheets. Here we extend these results by considering the more general
domain (the one used by Baran, Pap and Zuiljen (2011)) and a trend which is a linear
combination of known functions.

The first part ends with five simulation examples where we illustrate the theoretical
results of Aratd, N. M (1997a) and Baran, Pap and Zuiljen (2003, 2004, 2011) together
with our main theorems. These results are published in Baran and Sikolya (2012a, b).

In the second part of the dissertation we deal with optimal design problems for pa-
rameter estimation and prediction of OU sheets shifted by a constant trend. The results
presented here were reached jointly with Sandor Baran and Milan Stehlik and were pub-
lished in Baran, Sikolya and Stehlik (2013, 2014). Optimality has several criteria. For
parameter estimation one can consider D-optimality when an appropriate function of the
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20 INTRODUCTION

Fisher information is maximized, while for prediction, e.g., the so-called Integrated Mean
Squared Prediction Error (IMSPE) or the entropy criterion can be applied.

Optimal parameter estimation (D-optimality): In case of OU processes this approach
to optimal design was investigated by Stehlik (2007), who showed that equidistant design
plays a crucial role for estimation of unknown trend of the process. Further, Kisel ak and
Stehlik (2008) as well as Zagoraiou and Baldi Antognini (2009) proved that equidistant
design is optimal for estimation of unknown trend parameter of an Ornstein-Uhlenbeck
process. Further, the authors also showed that there is no optimal design for estimating the
covariances of an OU process. Baran and Stehlik (2014) extended the result of Zagoraiou
and Baldi Antognini (2009) in such a way that instead of the classical OU process on the
positive real line they considered an OU sheet observed on a monotonic set.

Optimal prediction (IMSPE criterion): 1t is well-known that the main aim of the
kriging technique consists in predicting the value of the random field at any untried
location of the sample space based on the existing observations. In this case a natural
criteria is to minimize suitable functionals of the Mean Squared Prediction Error (MSPE).
Since the prediction accuracy is often related to the entire prediction region the design
criterion IMSPE is the optimum of the integral of MSPE over the design space (Santner,
Williams and Notz, 2003). One important antecedent is the result of Baldi Antognini and
Zagoraiou (2010), where authors derived the exact form of IMSPE for an OU process and
proved that the equidistant design is optimal.

Optimal information gain (Entropy criterion): Adopting an alternative approach based
on the information theory, the optimal design problem consists in choosing the locations
in order to acquire the maximum amount of information. Since the Shannon entropy
represents a very popular measure of uncertainty, Shewry and Wynn (1987) had an idea
that the observations of entropy can be regarded as a good criterion. In this case Baldi
Antognini and Zagoraiou (2010) derived the exact form of entropy criterion for OU process
and proved that the equidistant design is optimal.

In the second part of the dissertation we deal with optimal design problems with
respect to three different optimality criteria. Two different settings of design points are
considered, monotonic set and regular grid. We derive exact optimal designs for estimation
of parameters of shifted OU sheets on regular grid. We investigate the optimal design
for prediction of the random field with respect to IMSPE and entropy criteria for both
arrangements of design points. At the end of this chapter we present some numerical
experiments in order to compare the performance of IMSPE and entropy criteria and to
give a comprehensive comparison of the statistical information of designs for OU sheets.



Chapter 1

Parameter estimation in linear
regression driven by a (Gaussian sheet

In the first part we deal with the problem of estimating the parameters of a linear regres-
sion model driven by a Gaussian sheet. The Wiener sheet is one of the most important
examples of Gaussian random fields. We say {W(s,t) : s,t > 0)} is a standard Wiener
sheet if it is a zero mean Gaussian random field with the following covariance function

EW(Sl, tl)W(Sg, tg) = min(sl, 82) . min(tl, tg) i S1, S92, tl, t2 Z 0.

Another important example of Gaussian random field is the Ornstein-Uhlenbeck (OU)
sheet. The stationary OU sheet {X(s,t) : s,t € R} is a zero mean Gaussian process
with covariance structure

~ ~ 2
EX(s1,81)X(s2,t2) = ;—5e_°‘52—51|—5|t2—t1|’

where o >0, >0, ¢ >0, while the random field
s t
X(s,t)=o0 / / =B qW (u,v), st >0, (1.2)
0 0

where a € R, S € R, 0 >0 and {W(s,t):s,t >0} is a standard Wiener sheet, can
be considered as the OU sheet with zero initial condition on the axes.

We consider a linear regression model driven by a Gaussian sheet, that is a random
field

Z(s,t) = magi(s,t) + -+ +mpgp(s,t) + Ul(s, t) (1.3)
observed on a domain G C R?, where gi,...,g, are known functions and U is either a
Wiener or an OU sheet, and we determine the maximum likelihood estimator (MLE) of
the unknown parameters my, ..., m,.

Models and estimators

Consider the model (1.3) with some given functions g¢i,...,g, : R — R and with
unknown regression parameters my,...,m, € R. Let [a,c] C (0,00) and by,by € (a,c),
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22 1. PARAMETER ESTIMATION

let v19:[a,b;] = R and g : [b2,c] = R be continuous, strictly decreasing functions and
let v :[b1,c] = R and 75 : [a,by] = R be continuous, strictly increasing functions with

’7172(61) = ’}/1(61) > 0, Vg(bg) = Vo(bg), ’}/172(&) = ’72((1,) and ’}/1(6) = ’)/Q(C). Consider the
curve I':==T1,Ul' Ul UTy, where

o= {(8,71,2(8)) s € la, bl]}, I = {(s,vl(s)) (S € [bl,c]},
Iy = {(8,72(8)) s € la, bg]}, [y := {(s,%(s)) 18 € [bg,c]},

and for a given € >0 let I'T,, I'f, I's and I'j denote the inner e-strip of I'y, I'y,
'y and Iy, respectively, that is e.g.

I, = {(s,t) eR*:s5 € [a,a+¢], t € [y12(5),71,2(a)] or
s€la+ebi, t €na(s),nals) +el}
Suppose that there exists an ¢ > 0 such that
N5 =0 and T7,NTH=0,

and consider the set G := G; U Gy U G3, where

Gy ={(s,t) eR*: s € [a,by Aby], t € [112(5),72(s)]},

o {{(s,t) ERZ: s € by, b, t € [(s),7(s)]},  if by < by,

{(s,t) e R?: s € b, b1], t € [y1,2(5),70(5)]}, if by > by,
Gs = {(s,t) eR?:s5¢€ b1V bo,c], t € [71(3),70(3)]}.

The main result of the first part is the generalization Theorem 2.1 of Baran, Pap and
Zuiljen (2011).

THEOREM 1.3. If g1,...,g, are twice continuously differentiable inside G and the
partial derivatives 01g;, Oa2g; and 0102g;, i =1,...,p, can be continuously extended to
G then the probability measures Pz and Py, generated on C(G) by the sheets Z and
W, respectively, are equivalent and the Radon-Nikodym derivative of Py with respect to
Pw equals

P
SP;(Z) = exp {—%(mTAm - QCTm)} ,

where A := (Au)p m = (mq,...,m,) and ¢:= (Q, .. .,Cp)T with

k=1
A, — gk(bh%,z(bﬂ) ge(bh%,z(bl))
e b171,2(b1)
b1
/ [Qk (5771,2(3)) — 5019k (5771,2(5))} [95(8,%,2(8)) - 58196(5771,2(8))}
+ ds
5271.2(5)
c v2(b2)
/ D19 (s,m(s)) O1g¢(s,m(s)) / a9 (13 (1), 1) Bage (75 ' (1), 1)
+ ds + ) dt
71(5) Yo (t)
b1 72(“)
%’2(a)8zgk(7‘1(t) t) D2g¢(712(t), t)
+ / 1,2 ’ 1 1,2 7 dt + // 8182%(5, t) 818295(8, t)dS dt,
v1,2(b1) 2 (t) G
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and

C

Yk (bl>71,2(bl))Z(bl,71,2(51)) 019k (8,71(5))
G = biv1,2(b1) ’ / Y1(8)

Z(ds,m(s))

b1
b1

+/ (9 (s,711,2(5)) — 5019k (5,71,2(5))]

3271,2(8)

[Z (s, 71,2(5)) ds — sZ (ds, 71,2(5))}

a

72 (ba 71,2(a)

)
ank (72_1 (t)? t) —1 82916 (71_21(t)7 t) -1
+/ - Z(y t,dt+/ — Z(712(t), dt

) 721(t) ( 2 (1) ) o o) ”Yl,%(t) ( 1’2() )

4 é / 01 0agi(s, 1) Z(ds, dt).

If, det(A) # 0, then the mazimum likelihood estimator of the parameter vector m
based on the observations {Z(s,t) : (s,t) € G} has the form m = A~'C and has a
p-dimensional normal distribution with mean m and covariance matriz A~L.

REMARK 1.4. We remark that the weighted L2-Riemann integrals of partial derivatives
of the Wiener sheet (and of other L?-processes) along a curve are defined in the sense of
Baran, Pap and Zuiljen (2011, Definition 4.1).

Applying Theorem 1.3. and using representations

o
X(s,t) = e TP (28 e2PY), s,t € R,
(50)= 57— G
o
X(s,t) = ———e @ Py — 1,62 — 1), s, t >0,
(5:0)= 57— ( ) stz

we obtain the explicit forms of the maximum-likelihood estimators of the parameters in
the cases when the driving field is a stationary and a zero start OU sheet.

THEOREM 1.10. If hy,...,h, are twice continuously differentiable inside G and the
partial derivatives O1h;, Oxh; and 010:h;, i =1,...,p, can be continuously extended to
G then the probability measures Pz and Py, generated on C(G) by the sheets Z and

X, respectively, are equivalent and the Radon-Nikodym derivative of Py with respect to
P equals

dP s
é(Z) = exp {—%(mTAm - 2CTm)} 7

where A := (AW)Z,Z:V m := (my,...,m,) and (:= ((1, cee Cp)T, with

Ag g = hy, (a,yg(a))hg(a,%(a)) + hy, (c, 71(0))hg(c, 71(0))
+ P (b, 71 (01)) he (br, 71 (1)) + T (B2, v2(b2) ) e (b2, 12(D2))



24 1. PARAMETER ESTIMATION

by
"—/ _Oéhk(S,’)/172(8))}1,@(8,’}/1’2(8)) +oz_lﬁlhk(s,71,2(5))81@(3,71,2(5))_ ds

+/ :ahk(s,vl(s)) + 01hk(8,71(s))} |:hg(8,’71(8)) + oz_lﬁlhg(s,%(s)): ds

+/ :Ozhk(S,%(S)) — 81hk(s,fy2(s))] [hz(S,”}Q(S)) — a‘lﬁlhg(S,w(s)): ds

+/ :ahk(s,%(s))hg(s,%(s)) —|—a_lalhk(s,70(8))01hg(8,70($))}d8

71,2(a)

/[5%(%2() t) — 0ol (1.5 (1), )] [hz(%z() t)—p~ aghg(712()t)]dt

71,2(b1)
7 (c)

+ / [ﬁhk(yfl(t),t)hg(fyfl(t),t)+B_laghk(fyfl(t),t)82hg(fyl_1(t),t)]dt
71(b1)
72(b2)

+ / B0 (3™ (0. )he (37 (8),0) + B Db (35 (1), ) Db (37 (8, 1)

Y0(b2
+/ [ﬁhk 70 (1), )+82hk(70 (1), )] [he(%_l() )+ﬁ_132hz(%_l(t)vt)}dt
+ / aBhi(s, t)he(s,t) + a1 B0 hy(s, )01 he(s, t)

+ Oéﬁ_laghk(s, t)82hg(s, t) + a‘lﬁ‘lﬁlﬁghk(s, t)alaghg(s, t)} dsdt

and

Gk = 4hye (b1, 71(b1)) Z (b1, 71.(br))
+ 2/ [ahk (s,7(s)) + Ok (s, fyl(s))} [Z(s, Y1 (s))ds + ™' Z(ds, 71(3))]

b1
b1

+ 2/ [ahk(s, 7172(5)) — 01 hy, (s, 7172(5))} [Z (s, 71,2(5))ds—a_1Z(ds, 71,2(5))]

72(b2)

w2 [ [0 0,8) + 05 0).0)] [205 0,8)de 5712 37 (), )

y2(a)
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7,2(a)

+2 / B (730, 6) + 0ol (1730, 8)| | Z (73(0), ) At + 87 Z (77 (0), dt) |

71,2(b1)

+ // [aﬁhk(s, t) + ﬁ@lhk(s, t) + Oéaghk(s, t) + 8102hk(8, t)]
G

x [Z(s,t)dsdt + o~ ' Z(ds, t)dt + 87 Z(s,dt)ds + o' B Z(ds, dt)].

If, det(A) # 0, then the maximum likelihood estimator of the parameter vector m
based on the observations {Z(s,t) : (s,t) € G} has the form m = A~'C and has a
p-dimensional normal distribution with mean m and covariance matriz A~'.

THEOREM 1.11. If a #0 and B #0, functions hy,...,h, are twice continuously
differentiable inside G and the partial derivatives Oh;, Ooh; and 0,02h;, i =1,...,p,
can be continuously extended to G then the probability measures Pz and Px, generated
on C(G) by the sheets Z and X, respectively, are equivalent and the Radon-Nikodym
derivative of Pz with respect to Px equals

dP
ﬁ(Z) = exp {—%ﬁ(mTAm - 2CTm)} ;

where A := (AM)ZZ:V m = (mq,...,m,) and ¢:= (Q, .. .,Cp)T with
Ap,e == coth (aa) coth (872(a)) hi(a,72(a)) he(a, 72(a))
+ i (¢, 71(¢)) he (e, m(c)) + coth (By1(b1)) b, (br, 71 (b1) ) e (br, 71 (1))
+ coth (abz) b (ba, va(ba) ) e (b2, 7 (b))

b1

+ /coth (By1.2(s)) [ahk(s,71,2(5))@(5,7172(3))

a

+ a~ o hy (s, 7172(3))81@ (s, 7172(5))} ds

[

+ /coth (ﬁyl(s)) [ahk (s,fyl(s)) + O1hy (s,%(s))}

b1

X |:hg(8,’71(8))+Oé_181hg(8,’}/1(8))]d8

ba

+/ [a coth (as)hk(S,w(S)) — O1hy (5’72(3))}

a

X [coth (as) he (s, 72(5)) —a toyhy (s, 72(3))] ds
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C

—i—/ [@hk(s,’)/o(8>)hg($,”yo($>) —|—oz_lalhk(s,fyo(s))alhg(s,70(3))}ds

b2

+ 7@ coth (ar3(1) [ coth (80) e (15300 1) = Dl (130
o x| coth (Bt)he(174(1).1) — 87 Oahe (173 (1), ) |
+ 76) B (7 (1), e (77 (8), 1) + B0l (777 (6),£) Do (3 (2), D]
ﬁ/:(zb(lb)Z)
| oth fang )3 05 )0
" + B Ok (5 (1), 1) Oohg (3 (1), t)] dt
+y0/(bz[)f3hk (v (£), £) + 0ol (v (1), t)} [hg (v (8),6) +87" 0l (5 (8), t)] «

)
+ / [aﬁhk(s,t)hg(s,t) +Oé_1501hk($,t)alhg(8,t)
G

+ af ohy(s,1)Oahy(s,t) + a tBLO10x s (5, 1) D105 Ry (s, t)]ds dt

and

Cpi= [1 + coth(abl)} [1 + coth (ﬁ%(bl))] hy. (51, 71(51))2(517 ’Yl(bl))

+/@+mmw%@ﬂ@m@ﬁ¢»+&m@mwﬂ

b1

X [Z(s, Y1(s))ds + ' Z(ds, 71(8))}
+ /1 [1 + coth (571,2(3))] [a coth(as)hy (S, ”yl,z(s)) — Oihy, (37 71,2(3))]

X [coth(as)Z(S, 71,2(8))(15 - ole(ds, 71,2(5))]

v2(b2)

N / [1 4 coth (a%—l(t))] [5}%(%—1(1&), t) + Oxhy, (’Y{l(t), t)}

72(a)

x [z(%—l(t), t)dt + 57 Z(15 (%), dt)]
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71,2(a)
+ / [1 + coth (ayljzl(t))} [ﬁhk (via(t),t) + Db (V1 (t),t)]

7,2(b1)

X [Z (Va(6), 1)t + B Z (7 (b), dt)]

+ // [Ozﬁhk(s, t) + ﬁ@lhk(s, t) + Oéaghk(s, t) + 8182hk(8, t)]
G
x [Z(s,t)dsdt + o~ Z(ds, t)dt + B~ Z(s,dt)ds + o' BT Z(ds, dt)].

If, det(A) # 0, then the mazimum likelihood estimator of the parameter vector m
based on the observations {Z(s,t) : (s,t) € G} has the form m = A~'C and has a
p-dimensional normal distribution with mean m and covariance matriz A~'.

To illustrate results of Arato, N. M (1997a), Baran, Pap and Zuiljen (2003, 2004, 2011)
together with Theorem 1.3., 1.10., 1.11. we performed computer simulations using Matlab.
In order to simulate the Gaussian random fields considered above their Karhunen-Loéve
expansions are applied.
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Chapter 2

Optimal design problem

In Chapter 2 we study optimal design problem for parameter estimation and prediction
of a shifted OU sheet. We consider the stationary process

Y(s,t) =0+¢e(s,t) (2.1)

defined on a rectange X = [a1,b1] X [ag,b] of R? where 6 is a constant trend and
e(s,t), s,t € R, is a centered Gaussian random field with covariance structure

E€(817t1>€(82,t2) = 0'2 exp ( - Oé|82 - 81| — 5|t2 — t1|),

where o is treated as a (possibly) known nuissance parameter. Two different settings of
design points are considered, monotonic set and regular grid. In the first case the design
points {(Sl,tl),(Sg,tg),...,(sn,tn)} C X, n € N, satisfy s; < 859 < ... < s, and
tp <ty < ... < t,, while in the second the design {(s;,t;) : ¢ = 1,2,...,n, j =
1,2,...,m} C X, n,m € N, are grid points of a rectangular lattice.

D-optimality

We are looking for an arrangement of design points that maximizes the determinant of
the Fisher information matrix on parameters based on the observations of the random

field.

Estimation of trend parameter only

First we are interested merely in the estimation of the trend parameter 6 assuming that
all covariance parameters of the OU sheet ¢ are given.

In the case of a monotonic set Baran and Stehlik (2014) showed that the equidistant
design where ad; + £9;, d; := s;41—8;, 0; :==t;ix1—t; 1 =1,2,...,n—1, is constant is
optimal for estimation of 6.

As a new result the following theorem gives the exact form of the Fisher information
on the trend parameter and optimal design in case of a regular grid design.

THEOREM 2.5. Consider the OU model (2.1) observed in points {(s;,t;), i=1,2,...,
n, j=12,... ,m} and assume that the only parameter of interest is the trend parameter

29
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0. In this case the Fisher information is

My(n, <1+Z;Z><1+Z1+q]>

where p; = exp(—ad;), qj = exp(—fF;), di == Sip1 — s, @ = 1,2,...,n—1, 0; =
tivi—t;, 7 =1,2,...,m—1, and the directionally equidistant design d; = dy = ... = d,,_1
and 0y = 03 = ... = 01 1S optimal for estimation of 6.

Estimation of covariance parameters only

We investigate D-optimality for estimation of the covariance parameters o« and [ of
the OU sheet provided the trend is known.

Similar to the estimation to the trend, for monotonic sets Baran and Stehlik (2014)
derived the exact form of the Fisher information matrix and they showed that the design
which is optimal for estimation of the covariance parameters «, § does not exist.

In a similar way, in Theorem 2.7. we specify the exact form of the Fisher information
matrix

Mr(n) _ |: Ma(n) Maﬁ(n)]
Mag(n)  Mg(n)

for regular grid designs.
THEOREM 2.7. Consider the OU model (2.1) with covariance structure observed in
points {(si,t-), i=1,2,...,n, j=1,2,..., m}. Then

m—1
Z 2(1 Z 82q3(1 + ¢?

n—1

dipz2 = 0;4;
Ma,5(n,m) = 2(2 1 _pz) (Z )
(2 ]:1 J

i=1

where d;, 0; and p;, q; denote the same quantities as before, i.e. d; == s;41—5;, 0j := tj41—t;
and p; = exp(—ad;), q¢; :==exp(—pF0;), i=1,2,...,n—1, j=1,2,...,m—1.

However, for regular grids two different notions of D-optimality are considered: re-
stricted and boundary free. Usually the grid containing the design points can be arranged
arbitrary in the design space X (boundary free design), but we may also require that
it should contain the vertices of X (and the lattice points of the boundary as well).
In the latter case we talk about restricted D-optimality and similar to the monotonic
case (Baran and Stehlik, 2014) we prove that the restricted D-optimal design for esti-
mation of the covariance parameters does not exist. We also investigate boundary free

directionally equidistant designs, that is designs where dy = dy = ... = d,,_1 = d
and 61:62:...: m—1 215, d, ::si+1—si,i:1,2,...,n—1, (Sj I:tj+1—tj,
Jg=12...,m—1 and we prove Theorem 2.14., which gives us some idea about the

behaviour of the determinant of Fisher information matrix.

THEOREM 2.14. If nm > 2(n — 1)(m — 1) then det (M,(n,m)) is strictly monotone
decreasing both in d and §, so its maximum is reached atd = 6 = 0. If nm < 2(n—1)(m—1)
then for fized and small enough d (§), function det (Mr(n, m)) has a single maximum in

5 (d).
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Estimation of all parameters

In the most general case, when both the covariance parameters «, [ and the trend
parameter 6 are unknown, Baran and Stehlik (2014) proved that the monotonic de-
sign which is optimal for estimation of all three parameters does not exist. In case of a
regular grid the main problem is the extremely complex form of the Fisher information
matrix. Hence, we study only two special cases. We derive the D-optimal arrangement of
observation points for a restricted nine-point design and for the boundary free equidistant
design.

IMSPE criterion

We investigate the optimal design for prediction of the random field Y with respect to
two different optimality criteria for both arrangements of design points. First we study
the so-called Integrated Mean Squared Prediction Error (IMSPE) criterion. It is well-
known that the main aim of the kriging technique consists in predicting the output of
the investigated random field on the experimental region, and for any untried location
(x1,22) € X the estimation procedure is focused on the best linear unbiased estimator
of Y(z1,23) of Y(x1,z3). Thus natural criteria will minimize suitable functionals of the
Mean Squared Prediction Error (MSPE). Since the prediction accuracy is often related
to the entire prediction region X the IMSPE function is given by

IMSPE / MSPE $1,£L’2))d$1dl’2.

In Theorem 2.19. we derive the exact form of the IMSPE function for a shiften OU
sheet observed in points satisfying the monotonicity condition in the case X = [0, 1)
which does not restrict the generality.

THEOREM 2.19. For monotonic sets the MSPE of the estimator Y (z) of the random
field Y at a point x € X =[0,1]* has the form

1
— (0(7, si,t;) — 0(, Siy1, tiv1)mi)?

2

MSPE(?(m)) =0?|1— o(w, 80, t,)

=1

+ 1 +nz_1 1 — T - 1 . Q X, 327 z (LL’ 32+17t2+1) ?
- Z, STH )
p— 1+ m o 1+

=1

where q; = exp(—ad; — B6;) with d; == S;41 — 8i, 0 == tiy1 —t;, 1= 1,2,....,n— 1.
Further,

n—1 _
IMSPE(Y) =1— A, + (14 1 —) 'B.. (2.27)
i=1 ‘

where

n—1
Ri iﬂ- 2Rz iT + Rz 7
An :Rl,l + Z y +1, +1, +1

1—7T2
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n—1

B —1_2wn+Rnn+Z< +11, - +1,i4+1
i—1 ( + 7Ti)

(Rn,z' —wj) — (Rn,i+1 — Wit1)T;
]_ —l— T

Rij — Riy1m — Rijamj + Ripy jamim;
(I+m)(1+m)

+ 2

,_.

n—1 i1—1

+2

7

Y

IX
N

J=1

1 [2 B e—a(d1+...+di71)e—a(di+...+dn,1):|

Y

v [2 _ o BO1HATi1) e—ﬁ(6i+...+an71)}

Rij — |:2i <2e_06(dj+---+di71) _ e_a(2d1+---+2dj—1+dj+---+difl)
(6%

o e—a(dj+.~~+di71+2di+...+2dnfl)> 4 (dj o+ di_1>e—a(dj+~~~+dil):|
1 (26_/3(5 e 0io1) | g B(201+ 42851405+ i)
28

_ e_ﬁ(éj+...+5i—1+25i+...+25n71)) +(6;+...+ 5i_1)e—5(5j+...+5¢1)} ’

ihL,jeEN, 1<j<i<n
We managed to prove the following theorem for the form of IMSPE.

THEOREM 2.21. IMSPE given by (2.27) is symmetric in the sense that the interchange
of pairs of distances (d;, 6;) and (dp—;, 0n—;), 1 =1,2,...,n— 1, does not change the value
of IMSPE (Y)

Theorem 2.21. gives us some idea about the behaviour of the optimal design with
respect to IMSPE criterion.

COROLLARY 2.22. The optimal design with respect to IMSPE criterion is symmetric,
that is if the optimum of IMSPE(Y) is reached at (d},d3,. ... d;_, 0}, 03,...,0;_,) then
d;=d;_, and ;=9 _,, 1=1,2,...,n— 1.

n— n—1u’

For regular grid designs we also determine the closed forms of MSPE and IMSPE
functions.

THEOREM 2.24. For regular grid designs

i (Ql(l’l, si) — o1(w1, 3i+1)pi)2)

MSPE(}A/(:)sl, 15)) =0’ [ — (Q%(l'l, Sn) +

_ 2
i=1 1=pi
(02(22,t; Q2($2atg+1)%) I—p;
<92 T2, tm —I—Z 1 — qj + 1—|—Z 15,
i=1

Jj=1
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m—1 —1 n—1
1 —g Ql(%, 82‘) - 01(%, 3i+1)pi
x| 14 J 1— T1, 8n)+
( ZH%) ( (m oy
2
02(xa,t;) — 02(x2, tj41)q;
( Tast) + z qu |

where again p; = exp(—ad;), q; ‘= exp(—F0;) with d; := ;41 —; and §; ==t —1t;, i =
1,2,....n—1, 7=1,2,...,m — 1. Further,

~ n—1 2 dlpl2 m—1 m—1 5q2
IMSPE(Y):l—( - —QZ 2)( 3 =3 ”2)

j=1 1-g

n—1 1— o, —1 m—1 1— ¢ —1
+ (1 + p’) (1 + qﬂ) (2.35)
— 1+ p; — 1+ g

X
1
—_
|

Q
tb‘oo
7N
| 3
’_‘Mr—l
[
+ 1 |
ISR
~__
N
S|‘
[
+ 1 |
SIS
~_

<.
Il

1— pl -+ QOédeZ < - C_Ij + 255%]]
+<Z a(l+p;)? )@ B+ q)? '

i=1
For any sample size the directionally equidistant design dy = dy = ... = d,—1 and 0; =
09 = ... = 0p_1 s optimal with respect to the IMSPE criterion.

REMARK 2.25.We remark that (2.35) is an extension of the IMSPE criterion for the
classical OU process given by Baldi Antognini and Zagoraiou (2010, Proposition 4.1),
while the optimality result generalizes Proposition 4.2 of Baldi Antognini and Zagoraiou

(2010).

Entropy criterion

Another possible approach to optimal design is to find locations which maximize the
amount of obtained information. Following the ideas of Shewry and Wynn (1987) one
has to maximize the entropy of the observations corresponding to the chosen design.
In Theorems 2.26. and 2.29. we derive the exact forms of the entropy function and the
optimal designs for both arrangements of observation points.

THEOREM 2.26. For monotonic sets entropy Ent(Y) has the form
Ent(Y) = 2(1+1n (2m0?) Zln 1—¢?).

For any sample size the equidistant design when values ad; + 56;, 1 =1,2,...,n—1 (and
in this way q;), are constant is optimal with respect to the entropy criterion.

THEOREM 2.29. For regular grid designs entropy Ent(Y) has the form

n—1 m—1
Ent(Y) = 2 (14 In(2n0®) + 23 (1= ) + 53 I (1-¢2).
i=1 j=1



34 2. OPTIMAL DESIGN PROBLEM

For any sample size the directionally equidistant design dy = dy = ... = d,_1 and 6; =
09 = ... = 0,,_1 s optimal with respect to the entropy criterion.

In the last part of Chapter 2 we present some numerical experiments in order to
compare the performance of IMSPE and entropy criteria and investigate behaviour of
both sampling arrangements for all three criteria.
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