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Bevezetés

Doktori munkdm sordan a kvantummechanikai kéttest-Coulomb-szorast
vizsgaltam a feliileti integrélos formalizmus és a komplex skélazas aspek-
tusabol. Bevezetdként roviden ismertetem ezen két modszer lényegét és dok-
tori munkammal val6 kapcsolatat.

A szoraselmélet feliileti integralos formalizmusa azért nagy je-
lentGségt, mert egyforman alkalmazhaté révid hatotavolsaga és Coulomb-
potencial esetén. Ez a formalizmus lehetévé tette to6ltott haromtest-
rendszerek esetén a szordsi amplitudé poszt formajanak megadasat a teljes
felbomlasi kiiszob felett. A feliileti integralos formalizmus alapvets fontossagu
fiiggvénye az e (kr F kr)*” Coulomb-moédositott sikhullam (Coulomb-
distorted plane wave, CDPW), ahol k az impulzusvektor, r a két részecske
relativ tavolsaga és k, r az el6bbi vektorok hossza, valamint v a Sommerfeld-
paraméter. A felss elGjelek a poszt, az also elGjelek a prior alakra vonatkoz-
nak. A modszer a redukalt kéttest-rendszer szorasi fiiggvényére a kovetkezd

felbontasat hasznélja:

Vi () = dic (r) + U (x) -

Ebben a formalizmusban ¢ (r)-t az ¢**(kr F kr)* CDPW fiiggvénnyel
szokas helyettesiteni. A ¢i(r) egy altalunk elére megadott (ismert) fiiggvény,
a i (r) szort rész pedig ismeretlen. Ezen felbontéssal a T-operator métrix-

elemének poszt és prior alakjat kifejezhetjiik feliileti integralként, azaz

t(k' — k) = —QL lim 7’0/ <¢k r i — O awk)
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A T-operator matrixelemének a teljes térre vett integralis poszt és prior

alakjai a kovetkezdsk:
(k' k) = ((H — E)¢|th)

és

P (K k) = (Y |(H — B)¢yl) -
Ezen két formula valamelyikének segitségével szokas a kisérletileg is mér-
hets szoréasi hataskeresztmetszetet kiszamolni. Ez a tény adja a CDPW je-
lentGségét.

Munkam egyik célkittizése volt a CDPW fiiggvény tulajdonsigainak ta-
nulményozéasa, valamint erre alapozva nagy pontossagu szamitogépes prog-
ram készitése a CDPW numerikus szamitasahoz.

Elgszor meghataroztam a CDPW parcialis hullamok szerinti sorfejtését,
majd harom ekvivalens alakot adtam meg a parcidlishullam-komponensekre,
felhasznalva, hogy sikertilt felirnom a oFy(a,a;a + 1 + 1,a — [;z) hiperge-
ometrikus fliggvény harom ekvivalens alakjat. Az ekvivalens alakok a hi-
pergeometrikus fliggvény programozasat jelentésen megkonnyitik. Ezek utan
megadtam a parcidlishullam-komponensek aszimptotikus viselkedését, mely-
et a fenti hipergeometrikus fiiggvényre vonatkoz6 aszimptotika meghataro-
zasa révén tudtam levezetni. Az aszimptotika haromtagu rekurzion alapuléd
formulajat sikeriilt egyszertsitenem: zart alakban megadtam a rekurzié meg-
oldasat. A parciélis hullamokra vonatkozo aszimptotikabol pedig leszérmaz-
tattam a haromdimenzios CDPW vezets rendi aszimptotikus alakjat. Ennek
az aszimptotikus formuldnak igen jelentds szerepe van a feliileti integrélos for-
malizmusban. Eredményem — melyet az [1] hivatkozéast cikkben publikaltunk
— pontositotta az eddigi munkidkban megadott aszimptotikat.

A numerikus szamitasokhoz sziikséges a CDPW  parcidlishullam-
komponenseinek megbizhato kiszdmitasa. Ennek érdekében hibabecslést ad-
tam a CDPW Taylor-sorfejtésének maradék tagjara. A Taylor-sorfejtés, vala-
mint a harom ekvivalens alak koziil kett§ segitségével gyors és nagy pon-
tossagit FORTRAN-90 nyelvii programot készitettem a CDPW numerikus
meghatarozasara. Ezen eredmények publikilasa a dolgozat bekotésének ids-

pontjaban még nem tortént meg.



A szorasi szamitasok nehézségét az okozza, hogy a Schrodinger-egyenlet
keresett megoldasanak aszimptotikus alakja nem egyszeri. A Schrédinger-
egyenlet transzformécidja révén olyan inhomogén egyenletet kaphatunk,
amelyben a keresett megoldas aszimptotikusan elttinik. Ilyen tipusu egyenlet
numerikus megoldasa sokkal egyszeritibb, mint az eredeti szérasi aszimptotika
biztositasa. A komplex skalazas alkalmazasa ilyen egyszertisodésre vezet
rovid hatotavolsagu potencidlok esetén.

Munkam masodik célkitiizése a Coulomb-széras komplex skélazéssal valo
vizsgalata volt.

Rovid hatoétavolsagi  potencial esetén rezonanciadllapot a radialis

Schrodinger-egyenlet olyan megoldésa, amely aszimptotikusan a

'Qbk (’l“) _ eikr

r—00

alakban irhaté. Ha a k impulzus « — iy (k,y > 0) alaka, akkor a radialis
Schrodinger-egyenlet megoldasa nem négyzetesen integralhato, a hullamfiigg-
vény nem eleme a Hilbert-térnek. Tételezziik fel, hogy a 1y (r) rezonanciadl-
lapotot leir6 megoldas r fiiggvényében analitikusan kiterjeszthetd a komplex

sikra. Vezessiink be egy 14j fliggvényt a
¢k,9(7’) _ €i9/2¢k(7"€w)

definicidval, ahol r € R és 0 < 6§ < 7. Ezt a transzformaciot szokés komp-
lex skalazasnak nevezni. Kénnyd belatni, hogy a most bevezetett fliggvény
megoldasa a komplexskalazott radidlis Schrodinger-egyenletnek, és ennek a
sajatérték-egyenletnek lesznek olyan E komplex energiaju megoldésai, ame-
lyek mar négyzetesen integralhatok, mivel a hullamfiiggvény nagy r értékek-
re lecseng, ha v/k > tg(f). A komplex skalazott rezonancia-hullamfiiggvény
tehat aszimptotikusan nulldhoz tart.

A komplex skalazas természetesen bevezethets soktest-rendszerekre is. A
komplex skilazas elénye, hogy segitségével minden olyan moédszer, amely al-
kalmas kotott allapotok meghatéarozasara, alkalmazhato rezonanciadllapotok-
ra is, ha ezeket a komplexskéalazott Schrodinger-egyenlettel irjuk le. Példaul a

komplexskaldzott radidlis Schrodinger-egyenlet rezonancia-sajatfiiggvényeit



kifejthetjiik négyzetesen integralhatd bazison. Tobbtest-feladat esetén ez a
leggyakrabban alkalmazott médszer rezonanciaenergidk meghatéarozasara.
Az otletet, hogy hogyan lehet a komplex skaldzast a szoraselméletben

alkalmazni, a szérasi hullamfiiggvény

G (r) —— Ju(kr) + kfy(k)eltr=tm/2)

aszimptotikus alakja adja, ahol j;(kr) a Riccati-Bessel-fiiggvény és f;(k)
a parcialishullam-amplitado. Nagy r értékre a fliggvény két taghbol all:
Ji(kr) + Aexp(ikr), a masodik tag Aexp(ikr) komplex skilazas utan
Aexp(—krsin(f) + ikr cos(f)) forméban irhatd, tehat négyzetesen integral-
hatova valik, ha 0 < 0 < 7 és k > 0 valos szam. Keressiik tehat a szorasi
hullamfiiggvényt

W) = Gilkr) + 657 ()

alakban, ahol a szorodast leiro 7" (r) rész ismeretlen fiiggvény, de tudjuk

rola, hogy komplex skilazas utan négyzetesen integralhatova valik. Ezt a fel-
bontast alkalmazva inhomogén differencidlegyenletre jutunk, melyet komplex
skaldzas utan meg tudunk oldani, ugyanis @b,ffj (r) négyzetesen integralhato,
ezért kozelitheté négyzetesen integralhato, aszimptotikusan nulldhoz tarto
fliggvények szerinti sorfejtéssel. A komplex skalazés igen nagy elénye az, hogy
a fent — a szorasi hullamfiiggvény aszimptotikus alakjaval — megadott hatar-
feltételt nem kell explicit moédon elGirnunk.

Eszrevehetjiik, hogy nagy kiilonbség van a komplex skalazas alkalmazasi
modjaban attol fliggden, hogy rezonanciaallapotot vagy szorasi dllapotot aka-
runk meghatarozni. Az elsé esetben a teljes hullamfiiggvényre, mig a masodik
esetben csak a szoért hullamra kell a komplex skalazast alkalmazni.

Megmutattam, hogy a CDPW hasznalataval nyert komplexskalazott szort
hullamtag aszimptotikusan nem tiinik el, mivel bejovs és kimens gémbhullé-
mot is tartalmaz. Ennek kovetkeztében pedig a CDPW mint a felbontas
ismert része nem alkalmazhaté komplex skaldzasra, mivel hasznéalata nem
egyszertsiti a szorasi hatarfeltételt. Eredményem a [2]| cikkben lett publi-
kalva.

Amikor révid hatotavolsaga és Coulomb-potencial egyszerre van jelen,

akkor ismert, hogyan kell az el6bbiekben ismertetett komplex skalazési mod-
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szert altalanositani a kétpotencidl-formalizmus segitségével. Tiszta Coulomb-
kolesonhatés esetére mi mutattuk meg [2] eldszor, hogy a komplex skalézas
hogyan alkalmazhatd a Coulomb-szorasi probléméara. Pontosabban, megmu-
tattuk annak a modjat, hogy hogyan lehet a standard komplex skalédzassal
megoldani, egyszeriisiteni a Coulomb-kéttestszorasi probléméat. A modszer
altalanos esetben is miikodik, azaz amikor Coulomb-kolcsénhatas mellett a

potenciél rovid hatotavolsagi tagot is tartalmaz.

Hivatkozasok:

[1] I. Hornyak, A.T. Kruppa, Journal of Mathematical Physics 54, 053502
(2013).

[2] I. Hornyak, A.T. Kruppa, Physical Review A 85, 022702 (2012).



Eredmények

T-1

T-2

T-3

T-4

(a) Meghataroztam a oFs(a,a;a + 1 4+ 1,a — [;2) hipergeometrikus
fliggvény harom ekvivalens alakjat [ nemnegativ egész, z € C\{0},
a € C\Z és Rela] > 0 esetén, valamint aszimptotikajat. Sikeriilt
zart alakban megadnom azt a rekurziot, melyen az aszimptotika

formulaja alapul.

(b) A T-1 (a) tézispont matematikai eredményeit felhasznalva meg-
hataroztam a CDPW parcialishullam-komponenseinek harom ek-
vivalens alakjat, valamint leirtam a parcialishullam-komponensek
aszimptotikus viselkedését, melybsl meghataroztam a haromdi-

menzi6s CDPW vezet$ rendd aszimptotikus alakjat.

Hibabecslést adtam a o F5(a, a;a+1+1,a—1; z) hipergeometrikus fligg-
vény Taylor-sorfejtésének maradék tagjara a |z| < 1 komplex korlap
felett. Ezen matematikai eredmény és a T-1 (a) tézispont matematikai
eredményeinek felhasznalasaval hatékony FORTRAN-90 nyelvd algo-
ritmust készitettem a fenti fliggvény és ezaltal a CDPW numerikus

szamitasahoz.

Bebizonyitottam, hogy a CDPW, mint a felbontas ismert része
Coulomb-kéttestszorasi probléma esetén nem alkalmazhat6 standard
komplex skilazéasra, mivel hasznalata nem egyszertsiti a szorési hatar-
feltételt.

Megmutattuk, hogyan lehet a standard komplex skélazéssal megol-
dani, egyszertisiteni a Coulomb-kéttestszorasi problémat. A modszer

lényege, hogy parcialis hullamok szintjén dolgozunk, és a Coulomb-



szorasi hullamfiiggvény bejovs részének parcialis komponensét alkal-
mazzuk a szorasi hullamfliggvény ismert részeként. A modszer elénye,
hogy tiszta Coulomb-kolcsénhatés esetén is és altalanos esetben is mii-
kodik, azaz amikor Coulomb-kélcsonhatas mellett a potencial rovid

hatotavolsagu tagot is tartalmaz.



Introduction

In my PhD thesis I investigated the quantum mechanical two-body pro-
blem using the surface integral formalism and the complex scaling method.
First I review these two methods and their connections to my doctoral works.

The main virtue of the surface integral formalism of scattering theory
is that it provides formulae for the scattering amplitude valid for both short-
range potential and long-range Coulomb potential. This formalism has also
made it possible to develop the post form of the break-up amplitude for
three-body scattering of charged particles. The basic notion of the surface

integral formalism is the so called Coulomb-distorted plane wave (CDPW)
e (kr F kr)*

where k is the momentum vector, r is the relative distance of the two par-
ticles, k and r are the length of the previous vectors and gamma is the
Sommerfeld parameter. The upper and lower signs in the previous function
are related to the post and prior form of the CDPW, respectively. When the
surface integral formalism is applied to the reduced two-body problem the

total scattering wave function is taken in the form

Ui (r) = ¢y (r) + () .

In this splitting the known part is the wave function ¢;(r) and the unknown
scattered part is denoted by wffi(r). If Coulomb interaction is present the
¢ic (r) known part is replaced by ™ (kr  kr)*".

Using this splitting the post and prior form of the matrix element of the
T-operator can be expressed using the surface integrals

. 1. dor, ., OvtY .
t(k <—k):—2— lim 7’8/(1&; g;—qbk,%)dr
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and

: L .0 Mo\ e
t(k <—k):—2— lim rg/( - g::k_‘ﬁk g: )dr.

T ro—o0
The post and prior forms can be written down also as integrals over the full
space
tposzt(k/ - k) = <(H — E)¢l:’|¢li_>

and
PNk — k) = (v |(H — E)y) .

The four expression given above can be used to determine the experimentally
measurable scattering cross section.

One of the aims of my work was to investigate the mathematical proper-
ties of the CDPW and, based upon these results, to develop an efficient
FORTRAN-90 computer code. First I formulated the partial wave com-
ponents of the CDPW and gave three equivalent forms for these functions.
These formulae rely on the three equivalent forms of the hypergeometric
function o Fy(a, a;a+ 1+ 1,a —; z), which have beed found by me. These are
valid for non-negative integer [ and z € C\{0}, a € C\Z and Re[a] > 0. I
determined the asymptotic form of the function o Fy(a,a;a+ 1+ 1,a — [; 2)
and I gave a closed analytic form of a three-term recursion relation for the
asymptotic expansion. From these results I deduced the asymptotic form of
the CDPW. From the asymptotic form of the partial wave components of
the CDPW 1 derived the leading-order asymptotic expression of the three-
dimensional problem. This form plays an important role in the derivation of
the surface integral formalism. This result was published [1].

To facilitate the numerical calculation of the CDPW it is necessary to
develop a reliable computer code. For this purpose, I gave an upper bound
for the remainder of the Taylor expansion of the function sFy(a,a;a + [ +
1,a—1; z). Based on this result and using two of the three equivalent forms of
oFy(a,a;a+141,a—1; z) chosen so as to suit the arguments of the function,
I have written a FORTRAN-90 and a Mathematica code for the numerical
calculation. These results have not been published before the submission of

my thesis.



The difficulty of the scattering calculation is due to the complicated form
of the asymptotics of the scattering wave function. A special transformation
of the Schrodinger equation, however, may lead to an asymptotic form that
is extremely simple: the function goes to zero at large distances. The solution
of the differential equation with such a boundary condition is much simpler
than the solution of the original problem. For short-range potentials, the
application of the complex scaling method leads to such a simplification.

The second purpose of my work was to investigate the two-body Coulomb
problem with the help of the complex scaling.

For short-range potentials resonance states are defined as the solutions of

the of the radial Schrodinger equation with the boundary condition

wk('r) SN eikr ]

r—00

If the momentum k is of the form x — iy (k,y > 0) then the states with the
previous boundary condition are not square integrable. These functions are
not element of a Hilbert space. Let’s assume that the resonant state vy (r)
as a function of r can be extended analytically to complex r plane. If we

introduce a new function with the definition
¢k,9 (’f‘) _ €i9/2¢k (Tew)

where r € R and 0 < 6 < 7, then it is easy to see that this new function
satisfies the complex scaled radial Schrodinger equation. The transformation
given above is called standard complex scaling. The solution of the complex
scaled Schrodinger equation at resonance energies becomes square integrable
since the wave function is going to zero at infinity if v/k > tan(6).

The complex scaling can be generalized for arbitrary number of particles.
The advantage of the complex scaling is that all methods developed for bound
state calculation can be applied to resonance state if the complex scaled
Schrédinger equation is used for the calculation. For example, we may expand
the complex scaled resonance wave function on an arbitrary square integrable
basis. For many-body problems this is the most widely used procedure to

calculate resonance states.
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The idea how to use the complex scaling for scattering calculations comes

from the
ol (r) — jl(k:r) + kfl(k)ei(kT_l”/z)

asymptotic form of the physical scattering wave function, where j;(kr) is the
Riccati-Bessel function and f;(k) is the partial wave scattering amplitude.
For large r the solution has two terms: j;(kr) + Aexp(ikr). The second one
after complex scaling turns into the form A exp(—kr sin(6)+ikr cos(6)). This
shape shows that the second term the so called scattered part becomes square
integrable if 0 < @ < 7 and k > 0. Let’s search the scattering wave function
in the form
W) = ulr) + vt ()

where the scattered part ;" (r) is an unknown function, but it is known that

after complex scaling it becomes square integrable. Using this splitting of the
total wave function an inhomogeneous differential equation can be gained for
the scattered part. The numerical solution of this inhomogeneous equation
is much simpler than the original equation since the boundary condition at
infinity is much simpler. The great virtue of the complex scaling is that the
explicit imposition of the complicated scattering boundary condition can be
avoided. The described method works for short-range potentials.

It can be realized that there is a significant difference between how the
complex scaling is applied for resonance states and for scattering states. In
the first case the full wave function is complex scaled whereas in the second
case only the scattered part. If a short-range potential is added to the Cou-
lomb interaction then the complex scaling can applied if the two-potential
formalism is applied.

For pure two-body Coulomb problem we showed [2] that the standard
complex scaling can successfully be applied if the wave function splitting
is carried out on partial wave level and the known part of the splitting is
carefully chosen. In this way the boundary condition for the scattered part is
greatly simplified. The method works for general case too i.e. when a short-
range potential is present in addition to the Coulomb interaction. The new

method does not apply the two-potential formalism.
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In my work [2] I have shown that the splitting based on the CDPW does
not lead to simplification of the boundary condition if the standard complex
scaling is used. In this case the scatted part of the wave function contains

both incoming and outgoing waves.

References

[1] I. Hornyak, A.T. Kruppa, Journal of Mathematical Physics 54, 053502
(2013).

[2] I. Hornyak, A.T. Kruppa, Physical Review A 85, 022702 (2012).
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Results

T-1 (a) I determined three equivalent forms of the hypergeometric func-
tion o Fy(a,a;a + 1+ 1,a — [; z). These are valid for non-negative
integer [ and z € C\{0}, a € C\Z and Re[a] > 0. I specified the
full asymptotic expansion of the function o F5(a, a;a+1+1,a—1; z)
and I gave a closed analytic form of a three-term recursion relation

for the asymptotic expansion.

(b) Using the mathematical results of T-1 (a) I lay down three equi-
valent forms for the partial wave components of the CDPW. Fur-
thermore I derived the asymptotic expansion of the partial wave
components and give the leading order asymptotic form of the
three-dimensional CDPW.

T-2 T gave an upper bound for the remainder of the Taylor expansion of the
function o F5(a, a; a+1+1, a—I; z) valid for the unit circle of the complex
z plane. Based on this result and using two of the three equivalent forms
of 9Fy(a,a;a+ 14 1,a —[; 2) chosen so as to suit the arguments of the
function, I have written a FORTRAN-90 and a Mathematica code for

the numerical calculation.

T-3 T have shown that the splitting of the wave function based on the
CDPW does not simplify the boundary condition if the standard com-
plex scaling is applied. This is so since in this case the scattered part

of the wave function contains both incoming and outgoing waves.

T-4 We showed how to use the standard complex scaling for the pure two-

body Coulomb problem in order to simplify the boundary condition.
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The standard complex scaling can successfully be applied if the wave
function splitting is carried out on partial wave level and the known
part of the splitting is carefully chosen. The new method is also valid
for the general case in which a short-range potential is added to the
Coulomb interaction. The new procedure does not rely on the so-called

two-potential formalism.
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