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I ntroduction

There is an extended literature concerning the so-called Gini and Stolarsky
means. (Their definitionswere givenfirst in [Gin38] and [Sto75], respectively.)
These two variable homogenous means play important roles both in the theory
of means and in the application of inequalities in various branches of mathe-
matics.

We recall now the definition of these means. If x, y are positive numbers,
then their Gini mean is defined by:

sty ) ifa#0b
Ga,b(xay) - {(xb—’_yb?] 7+ al . ’ # 7
exp (W) : if a =0,
while their Stolarsky mean is the following:
( 1
00 a—b .
(Z((xb_zb;> ’ If (CL - b)a’b # 07 L # Y,
exp (—1 4 FREVIEN) | ifa—b 20,0 Ay,
Sap(z,y) = sy : _
(—a(log;v—ylogy)> , ifa=£0,0=0,z#y,
/Ty, ifa=b=0,
x, if x =y.

\

This setting is a special case of a more general one. Namely, the above
definition of the Gini mean can be extended in a natural way for any number of
positive variables, while the Stolarsky — or, asit is also known in the literature:
the difference mean — of n (n € N) positive numbers can be given by divided
differences.

The power mean with exponent p of the positive numbers x and y can be ob-
tained both as Gy (=, y) and S, ,(x, y). That is, the power means are included
in both classes of means. Moreover, as it has recently been proved by Alzer and
Ruscheweyh [ARO01], the class of power means forms exactly the intersection
of the classes of Gini and Stolarsky means.

In particular, Sy 1, Soo, and S_, _; are the arithmetic, geometric, and har-
monic means, respectively. The specia settings 51 and S, ; are called loga-
rithmic and identric means.

The Gini and Stolarsky means provide us a large field for research. In my
thesis | tried to collect and systematize the results of the previous years, ob-
tained under the supervision of Professor Zsolt Pales. | put in the center of my
studies the various comparison theorems for the Gini and/or Stolarsky means,
and the generalized Minkowski inequalities regarding them. (This activity can
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be followed with the help of [CzP00], [CzP03], [CzP*a], [CzP05], [CzP04],
[Czin05], [Czin05b]).

My thesis consists of three main parts. Chapters 2, 3 and 4 serve as prelim-
inaries for the rest of my work. In Chapters 5, 6 and 7 | present the results,
obtained in the field of comparison of the Gini and/or Stolarsky means. Finally,
Chapters 8, 9 and 10 deal with the generalized Minkowski-type inequalities.

In the cases when aproperty holds both for the Gini and the Stolarsky means,
the notation M, ;, (or sometimes simply: A7) will be applied. If an additional
specification is needed, M = G stands, for instance, for the fact that the state-
ment concerns only the Gini means.
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1. Preliminaries

To handle (state and prove) our propositions, some preparations were
needed. First of al, I collected some well-known, but important identities.
Moreover, for sake of the organic treatment, | introduced the functions £, M
and L, which play the key roles in the comparison theorems, defined by

la| — |b| i ; min{a, b}, ifa,b>0,
E(a,b):==<¢ a—1>b" a# b, M(a,b) := < 0, if ab < 0,
sign(a), ifa=0, max{a,b}, ifa,b <0
and
a—>b .
, IfO<abanda # b,
log(a/b)
L(a,b) == ¢, if 0 < aband a = b,
0, if ab < 0.

Their basic properties (for example, continuity, convexity, monotonicity)
were also examined in the thesis.

Many of the inequalities for the Gini and Stolarsky means can be deduced
from certain asymptotic properties. Therefore, | listed some of the more im-
portant asymptotic properties. A few of them could be formulated in a uniform
way. Inthis field we obtained that for any real numbers a and b the following
statements hold:

THEOREM. [CzP00],[CzP05]

lim Gyp(z,y) =

r—0+

Y, ifmin{a, b} > 0,
Y - 2_““1@7’7}, ifmin{a, b} = 0& max{a, b} > 0,

, ifmin{a, b} < 0or (a,b) = (0,0),

0
Y- e @, ifmin{a, b} > 0,
0

llm Sa7b<x7 y) - { , |fmln{a, b} S 07

rz—04+
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xr +
lim (Mop(z+ 2,y +2)—2) = 5 Y (z,y € Ry),

Zhrgo (Ga,b($7y+z) _Z) = Y (xay €R+),
Mo(t,1) — 51 { s iTM =G

im —

=l (E- 1) b3 f M = S,
log M, (et e~

ltlim 0% ’I;(e ) = &(a,b),

L+ log Ga b(eta e_t)
log t —logG | (et,e7?)
lim Zt“vb ! = M(a,b),

moreovey, if a,b > 1, then

lim (G%b(az, y+2z)—2z)=y. (x,y € Ry).

Z— 00

Asan other big unit of the preliminary results, some versions of the Hermite-
Hadamard inequality were presented. We introduced the concept of the odd and
even functions with respect to a point. Namely, we say afunction f : J — R
to be odd with respect to the point m, if t — f(m +t) — f(m) isodd, that is,

fm=t)+ f(m+1t)=2f(m)  (te(J—m)n(m=7),
while it is said to be even with respect to the point m, if t — f(m +t) iseven,
that is,
flm—=1t) = f(m+1) (te(T—m)n(m-=17).
The main "Hermite-Hadamard-type” result is involved in the following theo-
rem:

THEOREM. [Czin05] Let the function f : J — R be odd with respect to the
elementm € 7, o : T — R a positive, locally integrable weight function, which
is even with respect to m, and let [a, b] be a subinterval of J with non-empty
interior. Then the following statement is valid:

If fisconvex over theinterval JN (—oo, m| and concave over J N [m, co), then

U dx/ fa

SN
é)b ;‘f o) f(a)+M(ba_b)a 0]

it a+b >
2 ()
interval J N (—oo, m] and convex over J N [m, c0).)

m. The reversed inequalities are valid if f is concave over the
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If, in particular, o(x) = 1, we obtain the ”un-weighted” version of the pre-
vious theorem. As it turns out, this statement can perfectly be applied for the
function

foy R =R, t—log My (z,y).

In this way, we can provide the following estimate for M, ;:

>
THEOREM. [CzPO04] Let a, b bereal numbersso that a + b (2) 0. Then
>

<) Map(z,y) é) \/Ma,a(g;, y) My(z, )

holds for any positive numbers z, y.

Mogp v (2, y)

Thisinequality could be improved by means of the following version of the
Hermite-Hadamard inequality:

THEOREM. [CzP03] Let f : J — R be symmetric with respect to an element
m € J, furthermore, supposethat f isincreasing. Then, for any interval [a, b] C
J,

((b—m)* — (a—m)*) £(b) + ((a—m)~ — (b—m /f

a+b >
(S)m.

Consequently,

holdsif ——

> .
THEOREM. [CzP0O5] Ifb <aanda +b ,—. 0, then, for all positive z, v,

(<)

(Vo) (sl ) T 2 Musfsn),

therefore, we get the following estimates:

THEOREM. [CzP05] For all real a,bwith b < a, (a,b) # (0,0) and for all
positive x, v,

() (Maa(@,))* (Mip(@.))* < Mas(z,y) < Myl ), if0 < b < a,
(i) (Moo, 9))? (Myp(z,9))? < Mp(z,y)
< (Maa(w,9)) ™ (Map(a, )i 0 < —b <
(i) (Maa(z,9))* (Myp(2,y))® > May(z,y)
> (Maalw,y) ™ (Ml )=, if 0 < a < b,
(V) (Mo, 9))? (Myn(2,9))? > Mup(a,y) > Mz, y),if b<a <0
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2. Comparison theorems

After these preparations, we were able to reformulate the known comparison
theorems, both for the Gini and the Stolarsky means. (The original versions
of these theorems — and their proofs — can be read in [Pal88c], [L Sh83] and
[Pal88b].)

For the Gini means, the main result is the following:

THEOREM. [CzP*a] Let a,b,c,d € R be arbitrary parameters. Then the
comparison inequality
Ga,b(xa y) S Gc,d(xa y)
holds for all positive x and y if and only if a, b, ¢, d satisfy the following three
conditions:
a+b<c+d, £&(ab) <E(c,d), Ma,b) <Mcd).

Nevertheless originally we proved this theorem in a completely different
way, in my thesis | presented a method, builded on the above-mentioned pre-
liminaries. (In the case of the Stolarsky means, however, the” original” way was
followed.) Having introduced the function

gxay : RQ - Ra (CL, b) = gx,y(aa b) = Ga,b(xa y)a
we had that
THEOREM. [CzP05] Suppose that b < « and let the positive numbers z

and y be fixed. The directional derivative of the function G, ,, in direction d =
(dy, dy) isnonnegative at the point (a, b) if and only if

(Ga,a(l‘,y))dl (Gb,b(x,y))_d2 > (Gap(z, y))dl_d2, if a##0,
di+dy >0, if a=0.

As a consequence of the previous statement, we obtain the following corol-
lary:

THEOREM. [CzP05] For b < a with (a,b) # (0,0), define the vectors u,
and v, in the following way:

((1,0), if0<b<a, ([ (—1,1), if0<b<a,
(1,Y), ifo<-b<a, (=1,1), if 0 < =b < a,
Ugh = 1§ “ . Uab:< .
’ (1,-1), if 0 <a < —b, ! (%,1), if0<a<—b
| (1,=1), ifb<a<0, L (0,1), ifb<a<O.

Then the maps (a, b) — u,; and (a,b) — v, are continuous on the domain
indicated, furthermore, the directional derivative of the function G, ,, at the
point (a,b) is nonnegative in the directions w,; and v,; for all fixed positive
numbers z, y.
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After this, the sufficiency of the conditions of the comparison theorem for
Gini means can quickly be completed by means of the following statement:

THEOREM. [CzPO05] Let the positive numbers x and y be fixed and let (a, b),
(¢,d) betwo arbitrary pointsin R2. Suppose that the directional derivative of
G., isnonnegative in the direction (c — a, d — b) at any point of the segment

[(ab), (e d)] = {(a+ t(c—a), b+ t(d—b) | te0,1]}.
Then
Gap(z,y) < Gealz,y).

For sake of completeness, we presented a new proof also for the necessity of
the conditions. This proof can easily be deduced from the asymptotic properties,
listed above.

Unfortunately, this method, builded on the behavior of the directional deriva-
tives, could not be followed in the case of Stolarsky means. We had to apply
appropriate sequences instead to obtain the reformulated comparison theorem:

THEOREM. [CzP03] Let a,b,c,d € R be arbitrary parameters. Then the
comparison inequality
Sap(®,y) < Sea(w,y)
holds for all positive xz and y if and only if a, b, ¢, d satisfy the following three
conditions:

a+b<c+d, €E(a,b)<E(c,d), L(a,b) <L(cd).

(The necessity, however, could similarly be proven as that of the theorem,
concerning the Gini means.)

The third — and last — chapter on the comparison problem deals with the
Gini mean — Stolarsky mean comparison problem. (In this direction the first
steps were taken by Neuman and Pales, see [NPO3]). Applying the appropriate
asymptotic properties, we can easily obtain the following necessary conditions:

THEOREM. [CzP*a] Suppose that the inequality

Ga,b(xa y) < Sc,d(xv y)
holds for any positive z, . Then

3(a+b) < c+d,
E(a,b) < €&(c,d),
min{a,b} < min{c,d},
if min{a,b} =0 < max{a, b} then max{a,b} < log2-L(c,d).

To obtain sufficient conditions, we apply three propositions:
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THEOREM. [CzP*a],[Czin05b] The inequality

Gap(z,y) < Ssas(z,y)

holds for all positive z, y if and only if a + b < 0, while the reversed inequality
holdsif and only if a + b > 0. Moreover, the inequality

Ga,b(x; y) S SQa+b,a+2b(x7 y)

holds for all positive x,y if and only if ab(a + b) < 0, while the reversed
inequality holdsif and only if ab(a 4+ b) > 0. Finally, for any positive variables
x, y the following holds:

C;—l—i—l5 _1_\2[(33, y) S S_37_3(33', y)

’ 5

Applying these statements, we obtain that

THEOREM. [CzP*a],[Czin05b]

(i) Let a, b be positive numbers. Then there are no parameters ¢, d so that the
Gini-Stolarsky comparison inequality be valid for all positive z, .

(ii) Let a,b be real numbers so that min{a,b} = 0 < max{a,b}. Then the
Gini-Solarsky comparison inequality is valid for all positive x, y if and
only if
(@ 3a < c+d,

(b) a <log2-L(c,d).

(iii) Let a, b bereal numberssothat ab < O anda + b > 0. If
(@ 3(a+b) < c+d,
(b) L{a + 2b,2a + b} < L(c,d),
(€) E(2a +b,a+2b) < E(c, d),
then the Gini-Solarsky comparison inequality isvalid for all positive z, y.

(iv) Let a,b be real numbers so that ab < 0 and a + b < 0. Then the Gini-
Solarsky comparison inequality is valid for all positive z, y if and only
if
(@ 3(a+b) < c+d,

(b) &(a,b) < &(c, d).

(v) Let a, b bereal numbers, a,b < 0. If
(@ 3(a+0b) <c+d,
(b) L(2a 4+ b,a + 2b) < L(e,d),
then the Gini-Solarsky comparison inequality is valid for all positive z, y
(vi) Let a,b be real numbers, a,b < 0, a/b € [9 — 4v/5,9 + 4/5]. Then the
Gini-Stolarsky comparison inequality is valid for all positive x, y if and
only if
3(a+b) < c+d.
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3. Generalized Minkowski inequalities

In the last three chapterswe dealt with the generalized Minkowski inequality,
both for the Gini and the Stolarsky means. First, we give a general approach to
the problem: under what conditions will the inequality

<
Moy po (X1 + T2, 91 + y2) (;) Mo, v, (z1,91) + May b, (22, y2)

be valid for al positive z1, s, y1, y2?

This question is a generalization of the situation (ag,by) = (a1,b1) =
(a9, by), treated for Gini and Stolarsky meansin [L 0os71b] and [L P96], respec-
tively.

The first step towards the answer was the observation that the ” Minkowski-
property” can be translated into the language of convexity:

THEOREM. [CzPO03] Let M : R? — R be a two variable homogeneous
mean. Then

>

<
M (z1 4 22,91 + y2) (>) M(z1,y1) + M(x2,y2)

holdsfor all x4, y1, x2, yo € R if and only if the function
m(t) = M(t, 1) (teR,,i=0,1,2).
Is convex (resp. concave) on R, .

Moreover, we have the following necessary conditions for the generalized
Minkowski inequality:

THEOREM. [CzPO3] Let My, M;, M, : RZ — R be two variable homoge-
neous means such that 1/, is symmetric on R?, and differentiable at the point
(1,1). Assume that

<
My(x1 + z2, 91 + y2) (;) My (1, y1) + Mo (2, 12)

holdsfor all x1, y1, x2, 4o € R,. Then

<
(=)

where A denotes the arithmetic mean.

The crucia point of the survey on the generalized Minkowski-inequality is
the concept of the Minkowski-separator. Thisis defined as follows:

Let My, My, M : R — R betwo variable means. A mean M : R — Ris
called a Minkowski-separator (resp. reversed-Minkowski-separator) for
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(Mo, My, My) if M satisfiesthe (reversed) Minkowski inequality, furthermore,
< <
(>) (=)

Namely, the existence of the separator guarantees the validity of the gener-
alized Minkowski inequality, asit can be read in the next statement:

THEOREM. [CzPO3] Let My, My, M, : R2 — R be two variable means.
Suppose that there exists a (reversed-)Minkowski-separator for (M, My, Ms).
Then the (reversed) Minkowski inequality holds for all positive x1, o, 1, yo.

In the rest of the thesis we study this generalized Minkowski inequality for
the Gini and Stolarsky means. The two cases show arelevant difference: it turns
out that the existence of the Minkowski-separator — that is, the sufficiency of
the generalized Minkowski-inequality — coincides the necessity. For Stolarsky
means, however, this equivalence does not hold.

For the Gini means, we can state the following theorem:

THEOREM. [CzPO00] Let ag, aq, as, by, by, by € R. Then

Gagbo(®1 + 22,1 +42) < Gy (21, Y1) + Gay o (T2, Y2)
holdsif and only if
(i) a1, az,b1,b >0,
(ii))  max{l,ag+ by} < min{a; + by, as + b},
(iii)  min{ag, bo} < min{l,aq, by, as,bs}.

For the analogous problem, regarding the Stolarsky means, we collect the
necessary conditions both for the Minkowski and the reversed-Minkowski in-
equality to hold:

THEOREM. [CzP03] Let ag, by, a1, b1, as, bs € R. If the Minkowski inequal-
ity
SCLQJ)Q(Il + x?) yl + y2) S Sal,bl (x17 yl) + Sa27b2 ('I27 y2)
holds for all x1, 1, z9,y2 € R, then
max{ag + by, 3} < min{a; + by, as + be}
max {L(ag, by), £(1,2)} < min {L(a1,b1),L(as,bs)}.
If the reversed Minkowski inequality

Saobo (1 + T2, y1 + y2) > Say b, (X1, Y1) + Sy (T2, Y2)
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holdsfor all x1, y1, 22, y2 € R, then
min{ag + by, 3} > max{a; + by, as + b2}
min {L(ag, bo), £(1,2)} > max {L(a1,br), L(as,bo)}
&(ag,by) > max {&(ar,br),E(az,bo)}.

The existence of the Minkowski and the reversed Minkowski separator, how-
ever, holds under different conditions:

THEOREM. [CzP03] For (ag, by, ay, by, as,bs) € RC there exists a Min-
kowski-separator if and only if
max{ag + by, 3} < min{a; + by, as + by},
max {L(ao, bo),L(1,2), L(1,a9+ by — 1)}
< min {L(al, b1), L(as, bg)}

For (ag, by, a1, b1, as, bs) € RC there exists a reversed-Minkowski-separator if
and only if

p

min{ag + by, 3} > max{a; + b1, as + b2},
min {L(ag, by), £(1,2)} > max {L(a1,b1), L(as, bs)},
< &(ap, by) > max {&(ar,br), E(as, b)},
finally, if min{ag, by} > 1 then

L(1,a9+ by — 1)

Vv

max {L(al, bl), L(ag, bg)}

\

These conditions are sufficient for the Minkowski inequality and the reversed
Minkowski inequality, respectively.
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Az értekezés cékitlizésel

A Gini- és Stolarsky-kozepekrol szamtalan értekezés készillt. (E fogalmak
elsO izben a[Gin38], illetve [Sto75] dolgozatokban lattak napvilégot.)

Ezek a kétvaltozds, homogen kozépértékek egyarant fontos szerepet jét-
szanak a kozépértékek elméetében és a matematika legkildnbdzdbb agaihoz
tartozo egyenl 6tlenségek vizsgalatakor.

A kovetkezOképpen definidjuk e fogalmakat: ha x, y pozitiv szamok, akkor
a Gini-kozepiket a

1
4y a—b
Gaplz,y) = {(Mgb) ’ haa #9,
’ ’ 2%log x+y®lo .
exp <—ia+za gy) , haa = b,
osszefliggés, mig Stolarsky-kozepiket az
( 1
(45=53), ha(a — b)ab # 0.2 # y.
exp(—%nLMOif—:szgy), haa =b# 0,2 #y,
Sa,b(x7y) = r%—y? %
(a(logm—ylogy)) ’ haa #0,b=0,z # vy,
/Ty, haa =0 =0,
x, har =y

formula adja meg.

A fenti, két valtozora szoritkozd targyalasmod konnyen dtalanosithato, a
Gini-kozepek esetén kézenfekvd modon, mig a Stolarsky — vagy ahogy az iro-
dalomban olykor nevezik: differencia-k6zép — esetén osztott differencidkkal.
Ily modon értelmezheto tetszdleges n (n € N) pozitiv szam Gini- és Stolarsky-
kbzepe.

Az x és y pozitiv szdmok p-edik hatvanykézepe egyarant megadhato
Gop(z,y) €s Sy p(z,y) aakban, vagyis a hatvanykdzepek mindkeét osztdynak
elemei. SGt, mi tobb, amint azt Alzer and Ruscheweyh [ARO1] a kdzelmultban
bebizonyitottak, a Gini- és Stolarsky-kdzepek osztalyanak a hatvanykdzepeken
Kivll nincs més kdzos eleme.

Specidlisan, az Sz 1, S0, €5 S_o 1 kOzepeket rendre szamtani, mertani és
harmonikus kozepeknek hivjuk, mig S o-t s S ;-€et logaritmikus és identrikus
kozépnek nevezzik.

A Gini- és Stolarsky-kdzepek boséges |ehetdseget kinalnak akutatasra. Dis-
szertaciomban megkiséreltem OsszegyUjteni és rendszerezni az elmult évek-
ben Pales Zsolt professzor Ur iranyitasaval elért eredményeimet. Vizsgdataim
kozéppontjaban a Gini- és/vagy Stolarsky-kozepek 6sszehasonlitasa, illetve az
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ezekre a kozepekre felirhatd altalanositott Minkowski-egyenl 6tlenségek alltak.
(Ez atevékenység a[CzP0Q], [CzP03], [CzP*a], [CzP05], [CzP04], [Czin05],
[Czin05b] dolgozatokban kdvethetd nyomon.).

Dolgozatom harom fo részbdl al. A 2., 3. ésa 4. fejezetben a késdbbiekhez
szilkséges elOkészilleteket végzem el. Az 5., 6. ésa 7. fejezetben mutatom be
a Gini- és/lvagy Stolarsky-kozepek tsszehasonlitasa terén elért eredményeket.
Végul a8., 9. ésal0. fgezet az dltalanositott Minkowski-egyenl 6tlenségekkel
foglalkozik.

Azokban az esetekben, amikor valamely tulajdonsag egyarant teljestl mind-
két kozépérték-fajtara, az M, ;, (vagy neéhaegyszerlen: M) jel6lesmoddal élek.
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1. Elokészuletek

Ahhoz, hogy alitasainkat formaba Onteni és bizonyitani lehessen, némi
elokészlletekre volt szikség. Mindenekel6tt Osszegyjtéttem néhany jol is-
mert, de fontos 6sszefliggést. Tovabba, a kovetkezetes targyal asmod érdekében
bevezettem az

la| — |b] haa - b min{a, b}, haa,b>0,
E(a,b) =< a—10b" ’ M(a,b) := < 0, haab < 0,
sign(a), haa =", max{a, b}, haa,b<0
és
—b
a—, haO < ab ésa # b,
log(a/b)
L(a,b) := a, ha(O < abésa = b,
0, haab < 0

Osszefliggesek dltal definidt &, M és L fluggvényeket, amelyek az Gsszeha-
sonlitasi tételekben kulcsszerepet jatszanak. Ezek alapvetd tulgjdonsagait is
(folytonossag, konvexitas, monotonitas) ezen a helyen vizsgaltam.

Tdbb, Gini- és Stolarsky-kozepekkel kapcsolatos egyenl6tlenség szarmaz-
tathatd bizonyos aszimptotikus tulgjdonsagokbdl. Ezért 6sszegydjtéttem ezek
kozil a legfontosabbakat. Némelyik allitast egyseges szerkezetben |ehetett
talani, oly médon, hogy azok mind a Gini-, mind a Stolarsky-kdzepekre
érvényesek legyenek. A kovetkezokre jutottam:

TETEL. [CzP00],[CzP05] Barmely a, b val 6s paraméter esetén

Y, hamin{a, b} > 0,
xlij& Gap(z,y) = E Z_W, hamin{a, b} = 0& max{a, b} > 0,
0, hamin{a, b} < Ovagy(a,b) = (0,0),

lim S, _ J y-e T, hamin{a,b} > 0,
vl #(79) { 0, hamin{a, b} <0,
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x +
lim (Mop(z+2,y+2)—2) = 5 Y (z,y e Ry),

zhrgo (Ga,b(xu Y+ Z) _ Z) = Y, (Z’,y € R-l-)
Mo(t,1) — 5 { H haM =G,

im =
N =3 haM =S,
1 Ma t ,—t
tlim 08 ’bt(e ) = &(a,b),
L+ lOg Ga b(etu e_t)
log t —logG | (et,e7t)
lim 2;*‘) ! = M(a,b),

tovabbd, haa,b > 1, Ggy

lim (Gop(z,y+2) —2) = . (z,y € Ry).

Z— 00

Az elokészilletek egy masik nagy egységét a Hermite-Hadamard egyen-
|6tlenség kilonbdzo valtozatai alkotjdk. Megjelenik a pontra nézve paratlan,
illetve paros figgvény fogama: akkor mondjuk, hogy az f : J — R flggvény
paratlan az m pontra nézve, haat — f(m +t) — f(m) figgvény pératlan,
azaz,

flm=t)+ flm+1t)=2f(m) (e —-m)n(m=7),

mig f-et m-re nézve parosnak hivjuk, hat — f(m + t) is paros, vagyis

fm—1t)= f(m+1) (te(@—=m)n(m-=17)).
A legfontosabb "Hermite-Hadamard-tipusl” eredményt a kovetkezd tétel
tartal mazza:

TETEL. [Czin05] Legyen az f : J — R flggvény paratlan azm € J pontra
nézve, o : J — R pedig egy poztiv, lokalisan integralhatd sulyflggvény, amely
paros m-re nézve, és legyen [a, b] egy nemiires belsejli részintervalluma J-nek.
Ekkor a kovetkez6 allitas érvényes.

Ha f konvexazJ N (—oo, m] intervallumon és konkav J N [m, oo) fol6tt, akkor

f M f@dx/f

f(a)+ M,(a,b) —

0 p),

@w

b—a

ha C‘T*” é) m. A forditott iranyd egyenlOtlenségek igazak, ha f konkav J N

(—o00, m]-n éskonvex J N [m, co)-N.)
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Specidlisan, ha o(x) = 1, Ugy az el6z0 tétel stlyozatlan verzigjat kapjuk.
Mint kiderll, ez az allitas kitlinden alkalmazhat6 a

pry : R— R, ¢ log Mt,t(xa y).
fuggvenyre. Ily modon a kovetkez0 becslest kapjuk M, ;-re:

TETEL. [CzP04] Legyenek az a,b valés szamok olyanok, melyekre a +

>
b —. 0. Ekkor
(<)

(i) Ma,b($,y) (i) \/Ma,a(x7y)Mb,b($,y)

érvenyes minden poztiv x, y szamra.

Mogp wer (2, y)

Ezt az egyenl Gtlenséget a Hermite-Hadamard egyenl 6tlenség kovetkezo val -
tozatéval javitani lehet:

TETEL. [CZzP05] Legyen f : J — R péaratlan az m € J pontra nézve,
tovabba, tegyik fel, hogy f novekszik. Ekkor barmely [a,b] C J intervallum
esetén

((b—m)* — (a—m)*) f(b) + ((a—m)~ — (b—m / fa

a+b >
(<)
K 6vetkezésképpen,

érvenyes, ha —— m.

. > : .
TETEL. [CZzPO5] Hab < aésa+b (2) 0, akkor minden poztiv z, y-ra
+_p+ Ca

(Maae,)) = (Muale)) ™ 2 Maslaw),

igy akovetkezd becd ésekhez jutunk:
TETEL. [CzP05] Minden a, b val6s szanmra, melyreb < a, (a,b) # (0,0), és
minden poztiv x, y esetén
() ( aa(x y) f
(i) ( aa(x y))®
< (Mo
(Maa(z,y
> (Mo
(V) (Moa(z,9))*

(1Y) < Myu(z,y),ha0 <b < aq,
)

\/v
VoS
o>
/
&
A
N—
N— N

S_bgal

(iii)
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2. Osszehasonlitas tételek

Ezek utan az elOkésziletek utan atfogalmazhatdk a Gini- és Stolarsky-ko-
zepekre érvényes dsszehasonlités tételek. (E tételek és bizonyitasok eredeti
formgukban a [Pal88c], [L Sh83] and [Pal88b] dolgozatokban olvashatok.)

Gini-kdzepekre a fé eredménylink a kdvetkezd:

TETEL. [CzP*a] Legyenek a, b, ¢, d € R tetszOleges paraméterek. A

Ga,b(x7 y) S GC,d(xa y)
Osszehasonlitasi egyenl 6tlenség pontosan akkor all fenn minden x és y esetén,
ha a, b, ¢, d-re fennall a kdvetkezd harom feltétel:
a+b<c+d, E&(ab) <E(c,d), Ma,b) <Mcd).

Bar ezt a tételt eredetileg teljesen mas modszerrel is bizonyitottuk, dol-
gozatomban a bizonyitasra egy, a fentiekre épilé mddszert haszndltam. (A
Stolarsky-kozepek esetén viszont az ,, eredeti” eljarast alkalmaztam.) Bevezetve
a

g:c,y : R2 — R, (CL, b) = gx,y(aa b) = Ga7b(xa y);
flggveényt, a kovetkezot kapjuk:

TETEL. [CzP05] Tegylk fel, hogy b < a ésrogztsik az x és y be poztiv
szamokat. A G, , fliggvény irany menti derivaltjaa d = (d;, d») iranyban pon-
tosan akkor nemnegativ az (a, b) pontban, ha

dy —ds dy—ds
(Ga7a(xa y)) (Gb,b@fa y)) > (Ga,b(x, y)) , ha « ;é b,
di+dy >0, ha a=0.
A tétel kdvetkezmeényeként adodik az alabbi allitas:
TETEL. [CzP0O5] Az b < a, (a,b) # (0,0) szamokra definialjuk az u,; €s
v,,» Vektorokat a kovetkezoképpen

((1,0), ha0<b<a, (((—-1,1), ha0<b<a,

(1,%), ha0<-b<a, (=1,1), ha0< —b<a,

Uap = S (1,—1), ha0 < a < —b, Vah = 4 (4,1), ha0<a< —b
| (1,=1), hab<a<0, | (0,1), hab<a<O0,

Ekkor az (a,b) — u,y €S (a,b) — v,y leképezések folytonosak értelmezés
tartomanyukon, tovabba a G, ,, fliggvény irany menti derivaltja az (a, b) pont-
ban nemnegativ az u, , €s v, iranyokban barmely x, y poztiv szamok rogzitése
esetén.

Ezek utan aGini-ktzepek dsszehasonlitéasi tétel ében afeltétel ek el égségessége]
hamar megkaphat6 a kdvetkez allitas segitségével:
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TETEL. [CzP05] Rogzitsik az = és y poztiv szamokat éslegyen (a, b), (¢, d)
IR? két tetsz6l eges pontja. Tegylkfel, hogy a G, , figgvény irany menti derivaltja
nemnegativ az (¢ — a,d — b) iranyban az

[(a,b), (c,d)] = {(a+t(c—a), b+t(d—1b)) |t e0,1]}.
szakasz minden pontjaban. Ekkor
Ga,b(xa?J) < qu(fv,y).

A teljesseg kedveert afeltételek szilksegessegét is U modszerrel bizonyitot-
tam. Ez abizonyitas konnyen véghez vihet6 a fent sszegyijtott aszimptotikus
tulajdonsagokbdl.

Sajnos ez amaodszer, amelyet az irany menti derivaltak viselkedésére épitet-
tink, a Stolarsky-kozepekre nem bizonyult alkalmazhaténak. Ehelyett aka-
Imas sorozatokat |ehetett felhaszndlni a kdvetkezd Gsszehasonlitas tétel bi-
zonyitasdhoz:

TETEL. [CzP03] Legyenek a, b, ¢, d € R tetszOleges paraméterek. Ekkor az

Sa,b<x7 y) < Sc,d($> y)

Osszehasonlitasi egyenl 6tlenség pontosan akkor teljestil minden poztiv x ésy
szamra, ha a, b, ¢, d eleget tesz a kdvetkezd harom feltétel nek:

a+b<c+d, €&E(a,b)<E(c,d), L(a,b)<L(cd).
(A szikségesseget viszont a Gini-kdzepekre vonatkozOd analdg tételé
mint§ aralehet bizonyitani.)
Az Osszehasonlitasi tétellel foglalkozd harmadik és egyben utolsd fejezet
a Gini-kozép — Stolarsky-kozép dsszehasonlitasi problémaval foglalkozik. Az
elsO lépéseket ebben az irdnyban Neuman és Pales tették meg (Id. [NPO3]).

Alkalmazva a megfelel6 aszimptotikus tulagjdonsdgokat, kénnyen megkapjuk
az alabbi sziikséges feltétel eket:

TETEL. [CzP*a] Tegyuk fel, hogy a

Ga,b(xa y) < Sc,d(xa y)
egyenl 6tlenség fennall minden z, y poztiv szamra. Ekkor

3(a+b) < cH+d,
E(a,b) < E&(c,d),
min{a,b} < min{c,d},
ésha min{a, b} = 0 < max{a, b}, akkor max{a,b} < log2-L(c,d).

Elégseges feltételek megalkotasahoz a kovetkezd hdrom dlitast hasznal-
hatjuk fel:
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TETEL. [CzP*a],[Czin05b] A

Ga,b(xa y) S S3a,3b(x7 y)

egyenl 6tlenség pontosan akkor érvenyes minden poztiv x, y esetén, haa + b <
0, mig a forditott egyenl 6tlenség pontosan akkor igaz, haa + b > 0. Tovabba, a

Ga,b($a y) < SQa—&-b,a—i—%(xa y)

egyenl Otlenség pontosan akkor érvényes minden poztiv x, y esetén, ha ab(a +
b) < 0, mig a forditott egyenl6tlenség pontosan akkor igaz, ha ab(a + b) > 0.
Végul, minden poztiv x, y szamra fennall, hogy

Ezen dllitasok felhaszndldsaval kapjuk, hogy

TETEL. [CzP*a],[Czin05b]
(i) Legyenek a, b pozitiv szamok. Ekkor nem|éteznek olyan ¢, d paraméterek, melyekre]
a Gini-Solarsky tsszehasonlitasi egyenl6tlenseg minden poztiv z, y-ra
teljestilne.

(ii) Legyenek a, b olyan szamok, melyekre min{a, b} = 0 < max{a, b}. Ekkor
a Gini-Solarsky ¢sszehasonlitas egyenl6tlenség pontosan akkor teljestl
minden poztiv x, y-ra, ha
(@ 3a < c+d,

(b) a <log2-L(c,d).

(iii) Legyenek a, b olyan szamok, melyekre ab < 0 ésa + b > 0. Ha

(@ 3(a+b) < c+d,

(b) L{a + 2b,2a + b} < L(c,d),

(€) €(2a +b,a+ 2b) < E(c,d),

akkor a Gini-Stolarsky dsszehasonlitasi egyenl6tlenség minden poztiv z,
y estén érvényes.

(iv) Legyenek a, b olyan szamok, melyekre ab < 0 ésa + b < 0. Ekkor a Gini-
Solarsky dsszehasonlitasi egyenl6tlenseg pontosan akkor teljesil minden
poztiv x, y-ra, ha
(@ 3(a+b) < c+d,

(b) E(a,b) < E(c,d).
(v) Legyenek a, b valos szamok, a, b < 0. Ha
(@ 3(a+b) < c+d,
() L(2a +b,a + 2b) < L(c,d),
akkor a Gini-Stolarsky dsszehasonlitasi egyenl6tlenség minden poztiv z,
y estén érvényes.
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(vi) Legyenek a, b poztiv szamok, a,b < 0, a/b € [9 — 4v/5,9 + 4+/5]. Ekkor
a Gini-Stolarsky dsszehasonlitas egyenl6tlenseg pontosan akkor teljesil
minden poztiv x, y-ra, ha

3(a+b) < c+d.
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3. Altalanositott Minkowski-egyenl6tlenségek

Az utolsd harom feezet a Gini-, illetve Stolarsky-kézepekre felirhatd
Minkowski-tipust egyenl 6tlenséggel foglalkozik. ElGszor altalanosan kozel it Ukj
meg a kérdest: milyen feltételek mellett teljesil az

<
Mao,bo (.%1 + T2, Y1 + 92) (;) Ma1,b1 (xla yl) + Mag,bQ (1’2, y2)

egyenl6tlenség minden pozitiv z1, 9, y1, y» €SEtéN?

Ez a kérdés az (ao,bo) = (CLl, bl) = (ag,bg) eset é'talénOSitésa, melyr6|
Gini-, illetve Stolarsky-kdzepek esetén a[L os71b] és a[LP96] dolgozatokban
olvashatunk.

Az elsO |épést az az észrevétd jelenti, mely szerint a” Minkowski-tulajdon-
sag” akonvexités nyelvén a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg:

TETEL. [CzP03] Legyen M : R%Z — R egy kétvaltozés, homogén kdzép.
Ekkor

<
M(:Ul + T2, Y1 + y2) (_) M(xla yl) + M(x% y2)

>

pontosan akkor all fenn minden poztiv z1, y1, 2, y» € R, esetén, ha az
m(t) = M(t, 1) (teRi,i=0,1,2).
figgveny konvex (konkav) R, -en.

Tovabba, az atalanositott Minkowski-egyenlotlenséghez az aldbbi szik-
seges feltétel ek teljestilnek:

TETEL. [CzP03] Legyenek My, M, M, : R? — R olyan kétvaltozos ho-
mogén kdzepek, melyekre M, szimmetrikus R? -n és differencidlhat6 az (1,1)
pontban. Tegyilk fel, hogy

<
My(z1 + z2,y1 + y2) (;) Mi(x1,y1) + Ma(z2,y2)

fenndll minden 1, 31, 22, 4o € R, esetén. Ekkor

<
M0>

(=)
ahol A a szamtani kozepet jeloli.

, <

(>) M, (1=1,2),

Az dtaldnositott Minkowski-egyenl 6tlenségek vizsgal atanak kozépponti fo-
galma a Minkowski-szeparator fogalma. Ezt a kovetkezoképpen definialjuk:

Legyenek My, M, M : R2 — R kétvaltozos kozepek. Egy M : R2 — R
kdzepet Minkowski-szepar atornak (illetve. forditott Minkowski-szeparator nak)
hivunk
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(Mo, My, My)-renézve, ha M eleget tesz a (forditott) Minkowski-egyenl Gtlen-
ségnek, valamint

< . <
> M es M >

(=) (=)

A szepardtor |étezése az dAtaldnositott Minkowski-egyenldtlenség tel-
jesllését vonja maga utén, amint az a kovetkezo allitasbdl kiderdl:

My My (i=1,2).

TETEL. [CzPO3] Legyenek My, My, My : R? — R kétvaltozos kozepek.
Tegyik fel, hogy |étezik (forditott)Minkowski-szeparator az (M, M, Ms) hér-
masra nézve. Ekkor a (forditott) Minkowski-egyenl6tlenség minden pozitiv
1,22, Y1, Y2 esetén fennall.

Dolgozatom hétralev) részében az altalanositott Minkowski-egyenl 6tlensé-
get a Gini- és a Stolarsky-kdzepekre vizsgalom. E két eset kozott 1ényeges
eltérés mutatkozott: kidertlt, hogy a Gini-kdzepek esetén a Minkowski-
szeparator létezése — vagyis az datalanositott Minkowski-egyenl6tlenség

elégségességi feltétele — egybeesik a szilkségességgel. A Stolarsky-kozepek
esetén azonban ez az ekvivalencia nem teljesil.

TETEL. [CzP00] Legyen ag, a1, as, by, b1, bs € R. Ekkor
Goobo (1 + T2, Y1+ y2) < Gy, (21, Y1) + Gy, (72, Y2)
akkor és csak akkor teljesil, ha
(i) ai,a9,b1,b0 >0,

(ii))  max{1l,ag+ by} < min{a; + by, as + b},
(iii)  min{ag, by} < min{l,a, by, as, be}.

A Stolarsky-kdzepekre vonatkozd anal 6g probléma esetén mind a Minkow-
ski-, mind a forditott Minkowski-egyenl6tlenség szilkséges feltételeit dssze-
gyCjtottik:

TETEL. [CzP03] Legyen ag, by, a1, b1, a2, by € R. Haa
Saobo (X1 + 2, y1 +y2) < Sayn (1, Y1) + Sanps (22, Y2)
Minkowski-egyenl 6tlenseg fennall minden x+, y1, x2, y» € R, esetén, akkor
max{ag + by, 3} < min{a; + b1, a9 + by}
{ max {L(ag, by), £(1,2)} < min {L(a1,b1),L(as,bs)}.
Haa
Saobo(T1 + T2, y1 +Y2) = Say b, (21, Y1) + Sy, (T2, Y2)
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forditott Minkowski-egyenlGtlenség all fenn minden x4, y1, 22, y2 € R, esetén,
akkor

min{agy + by, 3} max{aj + by, as + bo}
min {L(ao,bo),L(I,Q)} maX{L(al,bl),L(ag,bg)}
g(ao,bo) Z max{&(al,bl), 8(&2,()2)}.

A Minkowski, illetve forditott Minkowski-szeparator |étezése azonban méas
feltételek mellett garantd haté:

TETEL. [CzP03] Az (ay, by, a1, by, az,by) € RS szAm-hatoshoz pontosan
akkor |étezik Minkowski-szeparator, ha

max{ag + by, 3} < min{aj + by, as + by},
max { L(ao, bo), £(1,2), L(1,a9+bo— 1)}
< min {L(al, b1), L(as, bz)}

Az (ag, by, a1, by, az, by) € R® szam-hatoshoz pedig pontosan akkor |étezik fordi-
tott Minkowski-szeparator, ha

( min{ag + by, 3} > max{a; + b1, as + bo},
min {L(ag, by), L(1,2)} > max {L(a1,b1), L(as, bs)},
X &(ap,by) > max {&(ar,br), E(as, b)},
végul, ha min{ag, by} > 1, akkor
\ L(1,a0+ by — 1) max { L (a1, b1), L(az, ba)}.

Ezek a feltételek elégségesek a Minkowski- (illetve forditott Minkowski-)
egyenl Otlenség teljeslil éséhez.

>
>

vV
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