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., A matematika a tudomanyok kiralyndje,

és a matematika kirdalynoje a szamelmélet.”

C. F. Gauss



Bevezetés

Pitagorasz és tanitvanyai a vildg Orok igazsagait a
szamok kozotti torvényekben vélték felfedezni. Ezért
kezdték el tanulmanyozni a szamokat, ezzel megalapitva
a matematika egyik legszebb dagat. A legtdbb
szamelméleti probléma konnyen érthetd, egy részik
megoldasahoz csak néhany "szép" otlet kell, mig maés

feladatok évezredek 6ta megoldatlanok.

A szamelmélet a matematika egyik legrégebbi aga,

mely elsdsorban a természetes szdmok tulajdonsdgait  Pitagorasz (Kr.e. 582 — 496). A pitagoreusok

szerint az ,,egy” a szamok eredete, amely
vizsgalja. E tudomanyteriilet kibontakozdsa egészen a  részekre nem bonthato, amelyet osztani nem
lehet, csak szorozni. Igy az egynél kisebb
szam nincs. Az egynél nagyobb szamok az
egybdl keletkeznek, annak
megsokszorozasaval.

szammisztikdig vezethetd vissza. Mar az Okori
matematikusok  is, mint  példdul  Eukleidész,
Erasztothenész foglalkoztak szdmelméleti problémakkal. A mai szdmelmélet 1ényegében a
szamokrol ¢és szamolasrol szerzett évszazados tapasztalatok tudomdnyos eredménye.
Bizonyos részei a matematika igen komoly fejezeteivé valtak, tudomanyos nyelvezetiik a
didkok szamara nehéz. Mas teriiletei viszont a szamokkal vald jatékok soran szérakoztatoak
¢és kozérthetéek. Ennek kovetkeztében sok eleme az alapfoka oktatas anyagédba beépitheto.

Az additiv szdmelmélet egyik kozponti problémajat, példaul a Goldbach-sejtést, konkrét

szamok primszamok 0sszegeként torténd eldallitasaval a tanulok képesek megérteni.

Kivalo matematikusok igy vélekednek a szamelméletrdl:

Erdos Pal:
LA szamelmélet azért is érdekes fejezete a matematikanak, mert olyan problémakat
fogalmaz meg, amit egy csecsemo is képes megérteni, de még a legnagyobb matematikus

’

sem tud megoldani.’



G. H. Hardy:

., Az elemi szamelmélet kevés eldismeretre épiil, modszerei egyszeriiek, targya kozismert és

’

kézzelfoghato. Alkalmas arra, hogy a természetes emberi kivancsisagot ébresztgesse.’

A fenti gondolatok megerdsitik az elemi szdmelméleti ismeretek fontossagat. Sziikséges €s

hasznos a témakor tanitasa a 10-16 éves korosztaly minden évfolyaman.

A szamelmélettel vald foglalkozas kivaldéan alkalmas arra, hogy felkeltse a tanulok
matematika iranti ¢érdekl6dését, bemutassa a matematika szépségeit, titkait, kutatdsra
0sztondzze a tehetséges tanulokat. A tanulok szamara érthetd és szellemi erdfeszitést igényld
feladatok megoldésa soran fejlddik a problémalatod és problémamegoldd képesség, szamolasi
készség, kreativitas (problémaérzékenység, otletgazdagsag, eredetiség, rugalmassag).

A tanuldk bizonyitasi igényét fejleszthetjiik, ha felismertetjiik veliik, hogy olyan allitasok
igazoldsara, mint ,nem minden egész szdm irhato fel harom négyzetszam Osszegeként” —
elegendd egy ellenpéldat talalni: példaul a 7 szamra nem teljesiil. Akarhany példa sem
igazolja az olyan kijelentést, mint: ,,10-nek minden pozitiv egész kitevds hatvanya eldallithatd

két négyzetszam 0sszegeként”.

Szakdolgozatom els6 fejezetében a matematika tantargypedagogiaval foglalkozom.
Sajnos a hely sziikke miatt nem tudok kitérni minden témakorre, ehelyett a szamomra fontos,
érdekesnek tartott részekrdl beszélek, melyekkel a tanitasi gyakorlat sordn is talalkoztam, s
amelyek a szdmelmélet tanitdsakor is jelen vannak.

A masodik fejezetben a szamelméleti fogalmak eldkészitésével foglalkozom. Ebben a
részben targyalom, milyen tudédssal érkeznek a tanulok a kozépiskoldba, melyet a
késobbiekben a tandrok megerdsitenek, elmélyitenek.

A harmadik fejezetben a kdzépiskoldban oktatott szdmelmélet egy részérdl irok. Foleg a
torzsanyaggal foglalkozom, de néhol kitérek a szakkorokon, fakultaciokon tanithatd
anyagrészre is, melyek felkelthetik a didkok érdeklddését a szamelmélet irant. Ebben a
fejezetben az aldbbiakkal foglalkozom: oszthatosag, primszamok, legnagyobb kozos oszto,

legkisebb kozos tobbszoros, euklideszi algoritmus.



A negyedik fejezetben azt vizsgalom, hogy a szdmelmélet a matematika mas teriileteihez
hogyan kapcsolodhat.

Az utolso fejezetben néhany érdekesebb szamelméleti feladatot sorolok fel.

Dolgozatomban elsdsorban a tanitasi, gyakorlati oldalt emelem ki, de nagy hangsulyt

fektetek az elméleti ismeretek bemutatasara és a feladatokra is.



1. Matematika tantargypedagogia

1.1.

A matematikadidaktika fontosabb vizsgalati teriiletei

A matematikatanitas céljai

Célrendszerek, taxondémidk ¢és kritikdjuk. Operacionalizalds. Képzettségek,

mindsitések, ellenorzés, értékelés.

A matematikai tartalmak és modszerek elemzése a matematika tanulasanak és

tanitdsdnak szempontjabol

A matematizalas ¢és a ,,kész” matematika viszonya. Heurisztika, fogalomalkotas ¢és

definiadlas. Axidéma, definicio, tétel, bizonyitas, kovetkeztetési modszerek.

Matematikatorténeti és matematikaalkalmazasi vonatkozasok

A munkaformak és eszk6zok kidolgozasa, didaktikai tervezés

A matematika tartalma ¢és struktardja. (Elementarizalési, civilizacios, tudomanyos

vilagnézeti, képesség- ¢és személyiségfejlesztési, fejlodéslélektani, hatékonysagi,

hasznossagi szempontok dsszhangjéban.)

A matematikatanulés, -tanitas folyamata

i. A tanuloi aktivitas, viselkedés. Tanulasi nehézségek:

a matematikai informaciok atvétele és asszimilalasa;

elemi matematikai begyakorlottsdgok (algoritmusok, logikai miiveletek,
szerkesztések, stb.);

a tipusfeladatok helye, szerepe a folyamatban,;

a matematikai anyag megfogalmazasa, leirasa, illusztralasa, kodolasa;

a matematika nyelvi forméinak hasznalata

ismeretrendezés, emlékezet, rogzités

specialis  alkotdtevékenység  (problémak  észlelése, megfogalmazasa,
megolddsa; ) fogalmak konstrudlasa és definialasa; tételek megsejtése,

megfogalmazasa, bizonyitasa stb.)

ii. Ellendrzés, értékelés a tanitasi folyamatban

matematikai tesztek, vizsgak;

a tanuloi eléremenetel értékelése



iii. Dokumentumok, tankodnyvek, programok, taneszkozok. Szereplik a tanitési,
tanulasi folyamatban.
iv. A matematika tanulési-tanitdsi folyamat modellezésére vonatkoz6 vizsgalatok.
e. A felndttképzés, posztgradudlis képzés, felsGoktatds matematikadidaktikaja.

Specialisan a matematikatanar-képzés didaktikaja.

1.2. A matematikatanitas cél-, feladat- és kovetelményrendszere

Minden orszagban, minden tarsadalomban donté kérdés, hogy mire nevel, mit tanit az
iskola. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az oktatas tartalmat, formajat, kdvetelményeit, céljait a
tarsadalom elvarasai hatarozzak meg, de ezeket még pedagogiai és pszichologiai szempontok
is befolyasoljak.

A nevelési oktatasi tervek készitésénél azt is figyelembe kell venni, hogy az egyes
tantargyak milyen pszichés tulajdonsdgokat, milyen pszicholdgiai képességeket alakitanak ki,
fejlesztenek. A tanarok bizonyos tantervi kinalatokbdl vélaszthatnak, melyek szdmukra, az
iskola ¢és a tanulok szamara a legmegfelelobb, s ezeket adaptalhatjak a helyi koriilményekre.
Azonban barmilyen tarsadalmi rendszerben, akarmilyen kovetelményeknek megfelelden is
tanitunk, ha ezt nem céltudatosan, célorientaltan végezziik, nagy valdsziniiséggel
eredménytelen lesz a tanitas.

A matematikatanitdsban talan még a tobbi targynal is erdsebben kell érvényesiilni a
céltudatossagnak. (Elég, ha a fogalmak kozti szoros kapcsolatra, a fokozatossagra
gondolunk.)

A tanitasi-tanulasi folyamat céljait harom teriiletre oszthatjuk:

e nevelési célok, célrendszerek

e oktatasi célok, célrendszerek

o képzési célok, célrendszerek
Ezek szétvalasztasa kissé mesterkélt, hiszen minden oktatdsi cél megvaldsitdsa egyben
nevelési, képzési célokat is megvalosit €s viszont. Tehat a hdrom célrendszer egyiitt irdnyitja a
pedagogiai folyamatot. Mégis, azért kezeljiik 6ket kiilon, mert jobban ravildgithatunk az
egyes célok specifikumara.

Nevelési cél: a tarsadalmi beilleszkedéshez, tevékenységhez nélkiilozhetetlen pszichés

tulajdonsagok kialakitasa, fejlesztése. A nevelési célok megvaldsithatdosdganak teriiletei:



e a tananyag tartalma (matematikai feladatok szovegezése, tételek bizonyitasa,
allitasok logikai értéke stb.)
e a valasztott munkaforma, modszer, eszkdz (a tanulok kozos tevékenysége,
vitakészség, manipulativ készség stb.)
e atanar személyisége (pontossag, egyszerliség, kovetkezetesség stb.)
A nevelés tartalma szerint a matematikatanitdsban megkiilonboztetiink:
e tudomanyos nevelést,
e vilagnézeti nevelést,
e erkolcsi nevelést,
e esztétikai nevelést;
a pszichikus tartomanyok szerint:
e ¢rtelmi tartomanyt,
e ¢rzelmi-akarati tartomanyt,
e pszichomotoros tartomanyt.
Végiil nézziik, hogy a nevelési-oktatasi-képzési célok tervezésénél milyen szempontokat
kell figyelembe venni:
1) Iskolatipus
Mis-més iskolatipusban valtozhat a tananyag tartalma, a feldolgozas sorrendje,
modszere stb., igy ennek megfeleléen mas és mas lesz az elsajatitando cél is, masok
lesznek a nevelési feladatok is.
2) A tananyag elemzése az elért pszichés tulajdonsagok szemszogébdl
Az adott tananyagrész tanitdsakor, ha tobb azonos tartalmu feladat van, akkor azt
célszerli a tandran feldolgozni, mellyel tobb célt tudunk megvaldsitani. Példaul
Pitagorasz tételét Uigy is lehet tanitani, hogy kimondjuk a tételt, aztan bebizonyitjuk,
vagy ugy 1is, hogy eldtte hegyes-, derék- és tompaszogli haromszogekre
megvizsgaltatjuk a tanulokkal az oldalak négyzete kozotti 6sszefliggést, majd ebbdl
kovetkeztetéseket vonunk le. A elsé esetbe a didk valoszinlileg passziv befogado
lesz, elfogadja a tandri magyarazatot. Masodik esetben a tanul6 aktivan részt vesz a

feladat megoldéasaban, sejtést fogalmaz meg, majd tanari segitséggel megoldja.



3) Kitekintés az egységet megel6zo és kovetd célrendszerre
Az ismeretek rendszere, egymasra-épitettsége, az induld szint és a végeredmény az,
amit szem el6tt kell tartanunk.

4) A tananyag elemzése a témakorok fontossaga szemszogebdl
Minden tanul6éval megtanitani mindent nem lehet. A tanarnak okosan kell valasztani,
figyelembe véve, hogy mik a tovabbhaladas kovetelményei, milyen a tanulok
iranyultsaga, milyen a tanulok képessége stb.

5) A tanulasi tevékenység elemzése
Meg kell nézni, hogy melyik tanulonak, milyen szinten sziikséges és melyiknek nem
a targyi tevékenység, melyik tanuld igényel segitséget, melyik nem stb.

6) Modszerek, munkaformak, eszk6zok
Az iskola felszereltsége, a tanulok szintje, a tanarok felkésziiltsége megszabja, hogy
melyik osztalyban lehet és milyen szinten csoportmunkat alkalmazni, hol van
lehetdség ¢és sziikség egyéni foglalkoztatdsra, hol képes a tanuld 6nall6 munkéra és
hol tud csak tandri segitséggel tovabbhaladni.

7) Szocialis hattér
Azokkal a tanuldkkal, akik rendezett kornyezettel, jo sziil6i hattérrel rendelkeznek,
sokkal konnyebben és gyorsabban lehet eredményeket elérni, mint a hatranyos
helyzetliekkel. A tanari munkat nagyban befolyésolja, hogy milyenek a tanulok
otthoni koriilményei. Azokkal a didkokkal, akik gyengébb szocidlis hattérrel
rendelkeznek, tobbet kell foglalkozni, jobban rajuk kell figyelni.

A szamelmélet alkalmas arra, hogy fejlesszilk a tanulok problémalatdé készségét,
problémamegoldé gondolkodasat.

A szamelméleti problémamegoldd gondolkodasnak jelentds szerepe van az oktatasban, de
a hétkoznapi ¢életben is. Gondoljunk csak arra, hogy a ma emberének naponta szembe kell
néznie problémaszitudciokkal, amelyek egy része szamelméleti alapon oldhaté6 meg. Fontos,
hogy a tanuldkat az iskoldban is a probléma meglatasara és a problémamegoldo
gondolkodasra tanitsuk, neveljik.

A szamelméleti problémamegold6 gondolkodas fejlédése sok kérdést vethet fel a kutatok

szdmara, amivel érdemes foglalkozni. Felvetddhet a kérdés, hogy mely képességek mennyire



befolyéasoljak a problémamegoldd gondolkodas fejlédését, vannak-e kiils6 befolyasold
tényezok.

A téma kutatdsanak nagy jelentdsége van a gyakorlatban is, kiemelten az oktatasban,
hiszen a pedagodgusnak a legjobb eredmények elérése érdekében ismernie kell a tanulok
képességeit, készségeit, és tudnia kell, hogy egy adott teriilet fejlesztéséhez melyik képességet
kell fejleszteni, formalni. A kutatasi eredmények 0sszegzésével a kutatok jelentdsen segitenck

a tanarok munkd;jat.

1.3. Fogalomalkotas, ismeretszerzés az iskolai matematikadran

A fogalom — jelentését leegyszeriisitve — gondolati absztrakcid. R. R. Skemp szerint a
fogalmaknak két csoportjat kiilonboztetjiikk meg.

Egyszerii fogalmak: azok a tapasztalatok vagy jelenségek adott csoportjanak kozos
tulajdonsagait tiikkr6z6 gondolati absztrakcidk, amelyek az ismételten eléforduld érzékszervi,
mozgdasos tapasztalatok eredményeként kdzvetleniil kialakithatok.

Foélérendelt vagy magasabbszintii fogalmak: azok az absztrakciok, melyek egyéb
fogalmakbol, azok kapcsolatainak feltarasa révén alakithatok ki.

A matematikdban vezetd szerepet jatszik a definidlds miivelete. Erdemes Skemp két
hipotézisét idézni, melyekkel a definiciokat ,helyiikre” tudjuk rakni a matematikai
fogalomalkotasban.

1. ,Definicio segitségével senkinek nem kozvetitiink az altala ismerteknél magasabb
rendli fogalmakat, hanem csakis oly mddon, hogy a meglevd példak sokasagat
nyujtjuk.”

2. ,Minthogy a matematikdban az elébb emlitett példdk majdnem mind kiilonb6zd
fogalmak, ezért mindenekel6tt meg kell gy6zddniink arrdl, hogy a tanulé mar
rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.”

Ezt a két alapelvet konnyen belathatjuk; elég arra gondolni, hogy a sorozatok

nem értik, mig egy-két frappans példaval ra nem vildgitunk a Iényegére.

Mikor neveziink egy példat ,,megfelelének”? Akkor, ha a fogalom minden 1ényeges jegyét

tartalmazza, de lehetdleg legkevesebb olyan jegyet, ami nem sajatja a fogalomnak.

10



Ilyen példat lehetetlen taldlni, hiszen minden példaban sok egyéb tulajdonsag is
megtalalhatd. Ezért akkor jarunk el helyesen, ha tobb példat mutatunk be, és ezek
mindegyikében megtaldlhatéak a fogalomra jellemzd jegyek, de a tobbi tulajdonsag csak egy-
egy kiilonbozo példaban.

fgy elérhetjiik, hogy a lényeges jegyek .megerdsodjenck”, mig a lényegtelenck
elhalvanyulnak. Ha nem tudjuk kisziirni a 1ényegtelen jegyeket, akkor a fogalom ,,zajos” lesz.
Ez azt jelenti, hogy olyan jegyet is a fogalom sajatjanak tud be a didk, amire ez nem igaz. A
fogalmak kialakitasanal ajanlatos a kovetkezd utat kdvetni:

1. A fogalom kialakitasanak kezdetén kevés zaj kivanatos

2. A fogalom kialakitasa utan, a vele valé dolgozas soran folyamatosan novelni kell a

zajszintet, hiszen az a célunk, hogy a tanul6 képes legyen a Iényegest a 1ényegtelentdl
megkiilonboztetni.

Az éltalanos pszichologia a szellemi struktardkat szkémdknak nevezi. A
matematikatanitdsban = szkémakon a matematika komplex fogalmi  strukturait,
fogalomrendszerét értjiik.

Skemp szerint egy szkémanak két fo funkcidja van: ,,integralja a meglevd tudast és
szellemi eszkozként szolgal az 0j tudés elsajatitasahoz.”

Ez azt jelenti, hogy mikor egy fogalmat kialakitunk, rogton be kell illeszteni a meglevo
fogalmak rendszerébe, illetve a meglévokkel tudunk kialakitani 1ij fogalmakat. Példaul a
természetes szamokat hasznaljuk fel az egészek, a tortek fogalmanak kialakitasdhoz.

Az értelmes tanulas feltétele a megértés, amihez sziikséges

e azasszimilacio vagy az

e akkomodacié megléte.

Piaget asszimilacion azt érti, hogy egy-egy uj fogalom beépiil a kialakult szkémaba,
an¢lkiil, hogy azt médositand, akkomodacion pedig azt, hogy az uj fogalom beilleszkedéséhez
sziikséges a meglevd szkéma moddosulasa. A matematikatanulasban — de altalaban a
tanitasban is — mindkettd eléfordul.

A matematika, mint tudomany és a matematika felhasznalasa rendkiviil gyorsan valtozik.
Mindent nem lehet megtanitani. Helyette inkabb segiteni kell a tanuldoknak, hogy keressék ¢€s
megtalaljadk az alapvetd rendszereket; meg kell tanitani Oket arra, hogy szkémaikat tudjak
akkomodalni, azaz legyenek képesek atalakitani a rendszereiket az 0j befogadasa érdekében.

Roviden ez annyit jelent, hogy meg kell tanitani tanulni a tanuldkat.
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A matematikai ismeret nem azonos a fogalommal, tobb ennél. Magaba foglalja a

fogalomrendszereket, a veliik végzett muliveleteket, a szabalyokat, tételeket, ezek bizonyitasat,

az algoritmusokat is. Az ismeretek kialakitdsanak fontos alapja a fogalomalkotéds. Dr. Nagy

Séandor szerint a jol kialakitott ismeretek jellemz6i a kovetkezok:

1.

Tudomanyos

A tudomanyossag viszonyitottan értendd. Példaul 5. osztalyban a merdleges-rajzolas
vonalzoval tudoményos, de 7. osztalyban mar nem az. Olyan pontos ismereteket kell
elsajatittatnunk a tanuldkkal, amilyenekre — fejlettségiikbdl adodoan — képesek.
Rendszeres

Ervényesiil az egymasraépitettség, kialakul az ismeretek kozott a kapcsolatok
sokasaga. (Descartes-szorzat — relaciok — fiiggvények).

Nyitott

Barmikor a vele kapcsolatban levd ismerettel bévithetd legyen (természetes szamok —
egészek — tortek — racionalis szamok).

Aktiv

Béarmikor el6hivhatd, felhasznalhaté legyen (feladatmegoldasok — tételek —
bizonyitasok).

Eletszeriiség

Ne legyen a gyakorlati élettdl elrugaszkodott, latsszon a tarsadalmi hasznossaga

(szoveges feladatok — algoritmusok — szazalékszamitas).

A definicidnak az a szerepe, hogy segitségével egyértelmiien el tudjuk donteni, hogy egy

adott targy, dolog, objektum, fogalom beletartozik-e a definici6 altal meghatarozott halmazba

vagy sem. A definicidbnak nagyon fontos szerepe van a matematikai ismeretszerzésben. A

definicioknak tobb fajtajat ismerjiik, ezeket dr. Voros Gyorgy a kovetkezoképpen rendszerezi:

klasszikus targymeghatarozas

keletkezést, szdrmazast leir6 meghatarozas

megnevezd meghatirozas

hozzéarendelé meghatarozas

a halmaz elemei k6z06s tulajdonsagaval valo meghatarozas

a halmaz elemeinek vagy 0sszes részhalmazanak megadéasaval valé meghatarozas

rekurziv meghatarozas
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A helytelen fogalomalkotas leggyakoribb mddja a hibas definicio addsa. Ezek kozott van
olyan, amelyik tartalmilag is hibas és van olyan, amelyik ,,csak” metodikailag. Mindkettdt el

kell keriilni. Néhany definialasi hiba:

olyan fogalommal hatarozunk meg egy masik fogalmat, amit még nem definialtunk

homalyos meghatarozas

tagad6 meghatarozas

korbenforgd meghatarozas

tag/sziik meghatarozas
A matematikai ismeretelsajatitds korabbi targyalasa azt sugallja, hogy a fogalomalkotas, a
helyes ismeretszerzés atgondolt tervezd munkat kovetel a pedagogustol. Ha az ott leirt
alapelveket nem tartjuk — és nem tartatjuk — be, akkor gondolkodésfejleszté munkankba hiba
csuszik. Ilyen hibak lehetnek dr. Voros Gyorgy csoportositasa szerint:

e készen nyujtott fogalmak

e nem teremt erds ismeretbazist

o kifogasolhato kérdésfelvetés

e rutinfeladatok talzott hasznalata

e iddzavar problémaja

e nem differencial

e magatartasbeli fogyatékossagok

A szamelmélet tanitasa sordn el6forduld alapfogalmak koziil ki kell emelni az
oszthatosag, a prim- vagy torzsszam, az 0sszetett szam fogalmanak kialakitasat. Fontos az,
hogy a tanul¢ tisztdban legyen az alapfogalmakkal, tudja a szdmelmélet alaptételét, meg tudja
hatarozni kettd vagy tobb szdm legnagyobb kozds osztdjat, legkisebb kozos tobbszordsét, el
tudja donteni szamokrol, hogy azok relativ primek vagy sem. Alapkdvetelményként szerepel
még az oszthatdsag €s az oszthatosagi szabalyok ismerete is.

A szamelméleti fogalmak kialakitdsa sordn fontos, hogy tobblépcsds absztrakciot
alkalmazzunk, ¢és a feladatok megvalasztasdnal szem el6tt tartsuk a sokoldala
tapasztalatszerzést és a fokozatossag elvét. A fogalomrendszer akkor lesz tartdés ¢s
alkalmazhat6, ha a tananyagot koncentrikusan épitjiik ki, és tobbszor visszatériink egy adott

témakorhoz.
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1.4. Motivacio a matematikaorakon

A motivacioval kapcsolatban Polya Gyorgy irja, hogy a matematikatandrnak jo
kereskeddnek kell lennie, el kell tudni adnia a portékajat a vevonek, azaz a tanulonak.

fgy van, a matematika ora is lehet érdekes, szines, hasznos, de még tobb is annal:
,hozzaszoktathatja szemiinket, hogy lassa az igazsagot tisztan ¢és vilagosan” — ahogy
Descartes olyan taldléan mondta. Pontosan ezért fontos feladata a matematikat tanitd
tanaroknak, hogy a tanuloknal kialakitsék, erdsitsék, tudatosan és tervszeriien fejlesszék a
motivaciot.

A motivacio sz6 latin eredetli, jelentése: cselekvés 0sztonzoi, kivaltdi, a motivum szd
pedig inditookot, erkdlcsi inditékot jelent. A kiilonbozd szakkonyvek a motivacid szot mas-
mas értelemben hasznaljak. Példaul a didaktikaban a motivéacio, mint alapelv szerepel. A
matematika tantervben a metodikai jellegii fejlesztési feladatok egyike a motivacid. A legjobb
motivaltsag elve a matematikatanitas tudomanyos alapelvei kozott talalhato.

A pszichologidban a motivumot, illetve a motivacidt gylijtéfogalomként értelmezik,
amely ,,...minden belsd, cselekvésre, viselkedésre késztetd tényezdt magaba foglal...”.

A motivacid pedagogiai pszichologiai elméletének atfogd elemzésével Kozéki Béla
munkaiban taladlkozhatunk. Neézete szerint: a motivacid, mint aktiv tevékenység, folyamataban
kialakulo, sajatos hierarchidban miikddo, tevékenységre késztetd belsd fesziiltség, amelynek
lényeges szerepe van minden emberi tevékenységben. A tapasztalatok hatdsara fejlodik,
formalddik, mindig aktivizald jelenség. A kiilso hatasok belsdvé valasanak energetikai alapja.

Az ember meghatarozott célja elérésekor oldodd fesziiltségként €li at. A fejlodés és
nevelés kolcsonhatdsaban sajatos formaban realizalodik.

A motivum kiilonboz6é viselkedésforméak beinditdsara és fenntartdsara iranyuld energia,
amelyet valamilyen kiilsé vagy belso hatés aktivizal. Az egyes hatasok bizonyos motivumokat
tesznek domindnssa.

A motivalas teriiletei

o Affektiv (érzelmi) teriilet: pozitiv érzelmi viszony, azonosulds a tanarokhoz,

tarsakhoz, sziilokhoz, vagy inkabb hideg, elutasitd, szembefordulasra késztetd.

o Kognitiv (értelmi 0Osztonzés, tapasztalatszerzés) teriilet: nyilt, aktivitdsra, ©6nalld

ismeretszerzésre 0sztonzo, vagy zart, korlatozo.
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o Effektiv (moralis) teriilet: ezen a teriileten lehet erds, akaratra, felelésségvallalasra
0sztonz6, vagy gyenge Onkontrollt nem  fejlesztd, engedékenységgel,

bizalmatlansaggal a felelosségvallalas aldli kibujasra késztetd.

Igényes, szinvonalas tervezOmunkaval a pedagdgus megfeleld motivalo tanitasi eljarast
alakithat ki, mely O0sztonzéen hat a tanuldk belsd inditékaira. A tanulds alapfeltétele egy
megfeleld motivacios bazis biztositasa.

A matematika tanuldsa akkor sikeres, ha a tanulokban kialakul az érdeklddés, a problémak
megoldasanak, az ismeretek megszerzésének vagya, az eréfeszitésre valo képesség.

A tanulok szamara a legfontosabb motivald tényezd a tanitds megfelelé mindsége, amibdl
az eredményes tanulds is kovetkezik. Nem elegenddek a tanitdsi 6rdkon alkalmanként
beiktatott motival6 mozzanatok, hanem folyamatosan a motivaciok sokasaga sziikséges.

Réthy Endréné kutatdsaiban a tanulasi motivacié hatasosszefliggéseit vizsgalja. Kisérlettel
igazolja, hogy a tanuldsi motivéacio szituaciokban torténd tudatos fejlesztése pozitiv hatdst
gyakorol a tanulok oOrai munkajara, érdeklddésére, kitartasara a feladatmegoldasban és
tanulmanyi teljesitményére is. A gyakorld tanarnak motivald tevékenységét vizsgalva
sziikségesnek tartja a tanuldsi motivacid hatékonyabb fejlesztését. Az altala kidolgozott
tanitasi modell ismérvei a kovetkezo:

A tanulasi motivaciot fokozé hatasok

1. A tanulashoz sziikséges megfeleld elofeltételek:
e atanulok kedvezd kedélyallapotanak létrehozasa,
e atanulasi célok tisztazasa,
e problémahelyzet alkalmazésa: a célkitizésnél hasznos a kiilonbozd
ujdonsagtartalmt problémaszituacio.
2. Az oktatdsi folyamat motivald modelljeinek céloktol fiiggd differencialt
alkalmazasa:
e munkaformdk helyes ardnya.
3. A differencialas és egyéni bandsmod érvényesitése.
4. A tanulok tanulési tevékenységének tudatos formalasa:
e atanulas tanitasa,
e Onképzési modok,

e oOnellendrzés, 6nallosag fejlesztése.
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5. Megfelelo didaktikai anyagok ¢€s eszkozok biztositdsa az adagolt diszkrepancia
elvének érvényesitésével:
o differencialt nehézségii feladatok sziikségessége,
e a feladatok optimalis ujdonsagtartalma.

6. Szocidlis, affektiv és kognitiv kapcsolat-Osszefliggések figyelembevétele:
e az ora légkore,
e bizalom er6sitése,
o tulzott kovetelmények és tiirelmetlenség elkeriilése.

7. Normara iranyitott értékelés, 6sztonzés:

e az optimalis értékelés nagyobb szamban tartalmaz dicséretet, mint figyelmeztetést,

e a biralat konstruktiv legyen, jel6lje ki a javitas utjat.

Az alapfoki matematikai ismeretek tanitdsat mar egészen kicsi korban el kell kezdeni.
Ugyanakkor nyilvanvald, hogy az ©6nall6 gondolkodast, ontevékenységet, talalékonysagot
egyetlen tanul6 fejébe sem lehet ,,beletdlteni”.

Eredményt akkor remélhetiink, ha mar a kezdeti lépéseket olyan problémakhoz
kapcsolodva tessziik meg, amelyek gyermekkdzeliek, ugyanakkor szellemesek és érdekesek.

A matematika tanitdsa kitartd szellemi erdkifejtést igényel, amelynek alapfeltétele a
megfeleld motivacié biztositdsa. Ennek érdekében a matematikaoktatds folyamataban 6rarol
orara célszerli olyan feladatokkal foglalkozni, amelyek magukban hordozzék a figyelem és
érdeklodés felkeltésének lehetoségét

Azokat a tényezoket, amelyek emelik a matematikaoktatas hatékonysagat, kialakitjak a
tantargyakhoz fiiz6d0 pozitiv viszonyt és érdeklddést, motivalo tényezdknek nevezziik.

A matematika tanitdsanak gyakorlati tapasztalatait és a motivaciokutatasok szakirodalmat

felhasznalva a matematikadrak motivald tényezdit csoportosithatjuk.

Motivalasra tobb teriileten lehetdség van. Ilyenek példaul, melyek:
1. A tananyag tartalmabol adddnak:
e amatematika anyagrészek megértetése, valtozatos megkdozelitése;
e cgymasra épiild feladatok megoldasa;
o gyermekkozeli, gyakorlati élethez kapcsolodo példak;

e tobbféle megoldas keresése, bemutatasa
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A szamelméleti anyagrészek feldolgozasakor sokféle motivaciora lehetdség van.

Példaul:

2.

3.

4.

Péter a kovetkezd triikkkel szorakoztatja a baratait: ,,Add meg, milyen naptari évet
irunk most! Add hozza magassdgod, majd csipdméreted cm-ben mért szamjegyeit!
A kapott Osszegnek vedd a 9-szeresét! Add Ossze a szorzat szamjegyeit! Ha
tobbjegyli szamot kaptal, annak is add 0ssze a szamjegyeit stb. egészen addig, amig
egyjegyll szamot kapsz! Ez az egyjegyli szdm a 9. Mivel magyardzod ezt a triikkk6t?”
Az alkalmazott modszerek, eszk6zok, munkaformak motivacids lehetdségei:

matematikai jatékok;

versenyfeladatok, versenytesztek, tudastesztek;

esztétikus, szines, figyelemfelkeltd szemléltetd eszk6zok;

szokatlan, meglep6 adatokat tartalmazo feladatok;

logikai fejtorok;

rovid, gondolkodtato feladatok;

furfangos, megtéveszto feladatok;

trétas, szorakoztatd problémak
Az értékelés, mint motivalo tényezd:

sok dicséret, biztatas (szoban, irasban);

jutalmazés 6tossel, piros ponttal;

sikerélmény biztositasa kozel egyénre szabott feladatokkal;

jutalomfeladat az o6ran, otthon stb.
A tanar személyiségtulajdonsagai, mint motivumok:

tiirelmes, megérto;

nagy targyi tudasu;

kovetkezetesség, pedagodgiai tapintat;

modszertani, pedagogiai kulturaltsag;

derti, jokedv, humor stb.

Tanitasi gyakorlaton (igaz, hogy altalanos iskoldban) a szamelmélet témakdrével

foglalkoztunk matematikadran. Lehetdségem volt kiprobalni a kiilonb6zéd motivacios

eszkozoket, modszereket, azonban ugy vettem észre, hogy maga a tananyag milyensége az,

ami a legjobban motivalta a didkokat. Maga a szamelmélet olyan hatdssal volt a tanulokra,
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amire egy masik témakornél nem, vagy csak kevéssé lett volna lehetdség. Mindig
jelentkeztek, allandéan szerepelni szerettek volna. Erdekesnek talaltak a feladatokat, és nagy
orommel oldottdk meg a bonyolultabb, dsszetettebb szoveges feladatokat is. Latszott rajtuk,
hogy ¢élvezik a matematikaodrat, és csalodottak voltak, ha egy-egy feladatot nem tudtunk
befejezni az o6ra végéig. EbbOI is latszik, hogy maga a szamelmélet milyen nagy motivald

hatassal van a diakokra
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2. A szamelméleti fogalmak elokészitése

2.1.  Also tagozat

Mar als6 tagozaton elkezdddik, és 5. osztalyban tovabb folytatdodik a fogalomrendszer
megalapozésa (elemi szint). E szakasz jellemzdi a jatékossag, a manipuldcio, a rajzos szines
abrakhoz kapcsolodo feladatok megoldasa, a tapasztalatszerzés. A tanuldk konkrét szamok
esetében végeznek megfigyeléseket, és az Osszefliggéseket megfogalmazzak a matematika
nyelvén. Tekintsiik 4t a tananyagot néhany jellegzetes példa segitségével:

e Egyjegyll osztoval osztanak. Kétféle osztast kiilonboztetiink meg: részekre osztas,

bennfoglal6 osztas.

e Bennfoglal6 osztashoz kapcsoljuk a maradékos osztast. Példaul:
Lacinak 300 Ft zsebpénze van. Hany gomboc fagylaltot vasarolhat, ha 1 gombdc 90 Ft-ba
kertil?

0szto maradék

Voo

Megoldas: 300:90=3 Ellenérzés: 300=90 -3 + 30
. tot
maragék osztandé hanyados

Szemléleti szinten kozelitjik meg a maradékos osztast. Tisztazzuk, hogy a maradékos osztast
ugy ellendrizziik, hogy az osztandd €s az osztd szorzatdhoz hozzaadjuk a maradékot. A

komponensek elnevezései valjanak tudatossa.

e Az osztdja, a tobbszorose relaciokat a maradékos osztas segitségével ismerik meg.
Példaul:
A 24 oszthaté 3-mal, mert 24 : 3 = 8 + 0. A hanyados egész szam és a maradék 0. Ugy is
mondhatjuk, hogy a 24 t6bbszordse a 3-nak.

o Az osztdo fogalméval mar az osztds komponenseként megismerkedtek, de az

oszthatdsaghoz kapcsolva ijabb értelmezésével taldlkoznak. Példaul:
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A 30 oszt6i azok a szamok, amelyekkel a 30 oszthatd. A 30 6sszes 0sztoi:

1,2,3,5,6, 10, 15, 30.

e Két vagy hdrom szam kozds osztoit, kozds tobbszoroseit halmazba rendezéssel
allapitjuk meg. Példaul:
A: 3-mal oszthatok, B: 5-tel oszthatok. A két halmaz k6zos részébe keriilnek a 15-tel

oszthatd szamok.

Lathat6 tehat, hogy also6 tagozaton a gyerekek féleg az oszthatdsagi alapfogalmakkal
ismerkednek. Mar 2. osztilyban megkezdddik az oszthatosag eldkészitése kiilonbozo
feladatokon keresztiil, az alapmiveletek segitségével - ezek foként jatékos, figyelemfelkeltd
formaban torténnek -. A 3. osztalyban aztdn megismerkednek az oszthatosaggal, az osztd,
tobbszords fogalmaval, és eldkeriilnek a primszamok is; ezeket aztdn a 4 osztalyban tovabb
mélyitik. Megfigyelik az oszthatdsdggal kapcsolatos tulajdonsagokat, kiilonb6zé oszthatdsagi
szabalyokat, primszamokat keresnek probalgatassal. Lathatjuk, hogy ezen iddszak még a
probalgatas jegyében telik, azonban ennek az a célja, hogy maguktol jojjenek ra az
Osszefiiggésekre, szabdlyokra. Az also tagozat végére altaldban minden gyerek képes kétjegyii
szamokrol megallapitani, hogy mely szdmokkal oszthatok. Az tligyesebbek pedig fel tudjak
ismerni, és tudjak alkalmazni az oszthatosagi szabalyokat, észreveszik a kozottik levo

kapcsolatokat.

A gyerekek talan also tagozaton szerethetik meg a legkonnyebben a matematikat, hiszen
ebben a korban még nagy az érdeklédés, minden didk fogékony az 1j, ismeretlen dolgok irdnt.
A matematikdnak pedig éppen a szamelmélet része az, amellyel a legkdnnyebben Ilehet
megfogni a gyerekeket. A szdmelméletnek ezt a részét nagyon konnyen lehet jatékos

formaban tanitani, és a 7-10 éves korosztalynak a jaték még elengedhetetlen a fejlédéshez.

2.2.  Felso tagozat

Az 5. osztalyban — dr. Hajdu Sandor szerkesztésében megjelend tankdnyvcesalad szerint —
rendszerezziik az als6 tagozatos ismereteket, megerdsitjiik a fogalmakat, helyenként bovitjiik
a tananyagot, ¢és a kordbban tanultakat Osszetettebb problémaszituaciokban alkalmazzuk. A

szamelméleti anyagrésszel nem foglalkozunk 6nalld fejezetként. A természetes szamokhoz
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kapcsolodo témakorbe beépiilnek az oszthatosagrol szerzett alapismeretek. Ez O0sszegezve a

kovetkezoket jelenti:

e Megtanulnak osztani két-, illetve haromjegyii osztoval. Ez igen 1ényeges, mert ez az

ismeret az oszthatosagi problémak elemzéséhez nélkiilozhetetlen.

o 10-zel, 100-zal, 1000-rel oszthatdé szamokat gyljtenek, Osszefiiggéseket keresnek,

fogalmaznak meg. Példaul:

a) A @, |§|, @, , @, szamkartydk mindegyikének felhasznalasaval rakj ki olyan
hatjegyli szamokat, amelyekre teljesiil:
0  oszthato 10-zel;

oszthato 100-zal;

oszthaté 10-zel, de nem oszthato 100-zal;

oszthatd 100-zal, de nem oszthat6 10-zel;

o O O O

nem oszthatd 10-zel.

b) A kirakott szamokat ird be a halmazdbra megfeleld részébe!
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A halmazok cimkéi a kovetkezoket jelentik:
C: 10-zel oszthato szamok (vagyis 10 tobbszordseinek) halmaza,
B: 100-zal oszthat6 szamok (vagyis 100 tobbszordseinek) halmaza,

A: 1000-rel oszthatd szamok (vagyis 1000 tobbszordseinek) halmaza.

c) A halmazabraba elhelyezett szamokhoz kapcsolédva fogalmazz meg igaz, hamis

allitasokat.

A feladatok egymasra épiilve az oszthatosagi szabalyok tanitasat készitik elé. Tobboldalu

belsé koncentraciora adnak lehetdséget. Kombinatorikai ismeretekhez kapcsolhato a feladat

a) része (ismétléses permuticid). A b) feladat megoldasaval értelmezhetjilk a részhalmaz

fogalmat. A logikai ismereteket mélyiti a c) rész. Ezek a feladatok a differencialdasra is

alkalmasak, hisz a gyengébb tanulok is képesek kirakni néhany szamot.

Vizsgaljak a 0-val val6 osztast, a 0 osztasat. Az osztas ellendrzésével jutnak a szabaly
megallapitasdhoz.

Példak kapcsan adnak magyarazatot az osztds elvégezhetdségére, illetve
értelmetlenségére: 3-0=7?; 0:3=72; 0:0="2?

Tisztazzak az 1 és a szdm szerepét (az elméleti részben Osszefoglaltak szerint). Az
osztas muvelet segit az ,,0sztdja” relacié fogalmanak kialakitasaban, de késobb ettdl
elszakadunk, és megadjuk a pontos értelmezést. Ilyen modon 0 : 0 valdban nincs
értelmezve (mint mivelet), de a 0 | 0 reldcié mar igen. Tehat kiilonbséget tesziink az

osztas, mint miivelet, és az osztdja, mint relacid kozott.

Adott szamok kéttényezOs szorzatalakjaikbdl meghatarozzak az Osszes o0sztot
(osztoparok). Példaul:

A 60 esetében: 60=1-60=2-30=3-20=4-15=5-12=6-10

A 60 6sszes osztoja a természetes szamok koziil: 1, 60, 2, 30, 3, 20, 4, 15, 5, 12, 6, 10

Szamegyenesen, két szam tobbszordseinek szinezésével, kozds tobbszordseket

keresnek.
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e Folyamatéabra utasitasai szerint, és halmazba rendezéssel meghatarozzak két - harom

szam koz0os osztoit.

A didkok felsd tagozaton rendszerezik addig szerzett ismereteiket, ezekbe épitik be az
Gjakat, atismételve ezzel a régieket. Altaldban a spiralitas elvét szoktak alkalmazni, azaz
vissza-visszatérnek a régi anyagrészhez, igy mélyitve a tudast. Az 5-8 osztalyban megtanuljak
az oszthatdsagi szabalyokat, és ezeket egyszeriibb, majd késébb bonyolultabb feladatokban
alkalmazzak. Halmazabrak segitségével vizsgaljdk az oszthatdsdgot. Megismerkednek a
primtényezds felbontassal, és a szdmelmélet alaptételével is. Megkeresik egy szam Osszes
osztdjat, és a matematikara fogékonyak megtanulhatjdk, hogyan lehet meghatdrozni a
primtényezds felbontasbol az osztok szdmat (ezeket az ismereteket olyan osztalyban érdemes
tanitani, ahol a tananyag elsajatitasa gyorsabban megy, ahol a didkok nagy része jobb
képességii). Eldkeriilnek a k6zos osztd, kozos tobbszords fogalmak is. A ,létra” modszer
segitségével megismerik a legnagyobb kozds osztd fogalmat — ehhez kapcsoldéddan a relativ
primeket -, és a legkisebb kozOs tobbszorost. Az erdsebb osztilyokban a kettes
szamrendszerrel is lehet foglalkozni. Késdbb a mar felismert oszthatdsagi szabalyokbol
analogiak alapjan 0j oszthatosagi szabalyokat alkothatnak, bar ezek még csak sejtések. Az
érdeklddok szamara a szamelmélet torténetérdl is lehet beszélni, gyakorolva a hallott
szOovegbol valo jegyzetelést.

A felsd tagozat végére a legtobb didk mar tisztdban van a szdmelméleti alapfogalmakkal,

¢s azokat alkalmazni is tudja a kiilonb6z6 nehézségii feladatokban.
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3. A kozépiskolaban oktatott szamelmélet

Kozvetleniil a szamelmélet elemeivel kozépiskolaban a didkok kilencedik osztalyban
talalkoznak, s ezek utan torzsanyagként nem is szerepel a késdbbiekben, esetleg szakkoron,
fakultacion foglalkoznak vele. A szamelmélet elemei csak Osszetett feladatokban fordulnak
el6 a tovabbiakban, melyekkel sokkal konnyebben meg lehet oldani bizonyos feladatokat. A
szamelmélet, melyet a kozépiskoldban tanitanak, nem sokban tér el az altalanos iskoldban
tanultaktol, fleg ismétlés, illetve egy-két helyen kibdvitik az addigi ismereteket. Nézziik,

melyek azok a szamelméleti fogalmak, amivel a didkok a kozépiskolai tanéran foglalkoznak.

3.1.  Oszto, oszthatésag, tobbszoros

Az 0sztd, oszthatdsag, tObbszords fogalma alapvetd fontossagu a szamelméletben. Ezeket
a fogalmakat, a bel6liik adodd allitasokat értelmezhetjiik a természetes szamok korében,
éppugy, mint az egész szdmok kozott. Tapasztalataim szerint a legtobb tankonyv a

természetes szamokat veszi alapul.

Nézziik a kovetkezd osztasokat:

a. 18:3=6mert18=3-6

vagy 24 :4=Tmert24=4-6

b. 18 : 7 eredménye nem egész szam, mert 7 - 2 =14,7 -3 =21 ¢és 14 <18 <21. Ha az
elézoek mintajara egyenldséget akarunk felirni, a 18 =7 -2 + 4 lehet.

A matematikdban szokasos kifejezéssel azt mondjuk, 3 oszt6ja 18-nak (vagy 18 oszthato
3-mal), 4 osztdja 24-nek (vagy 24 oszthato 4-gyel); 7 nem osztoja 18-nak (18 nem oszthatd 7-
tel).

Definicio: Az a, b természetes szamok esetén az a szamot a b osztdjanak nevezziik, ha
talalunk olyan g természetes szdmot, hogy fennall az ag = b egyenléség. Ekkor azt mondjuk:
,,b oszthaté a-val”. Ennek rovid jelolése a | b. (Ugy olvassuk, hogy ,.a osztéja b-nek” vagy ,,b

oszthato a-val”.)
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Definicio: Jeloljon a és b két 0-nal nagyobb természetes szamot. A b szdm az a szam
tobbszorose, ha van olyan ¢ természetes szam, amellyel megszorozva a-t a b szdmot kapjuk:

b =ac.

Példak:
3| 18, mert van olyan természetes szam (ez a szam a 6), hogy 18 =3 - 6;
7| 0, mert van olyan természetes szam (ez a szdm a 0), hogy 0 =7 - 0;
0 | 0, mert van olyan természetes szam (ez a szam lehet pl. a 9), hogy 0 =0 - 9.
A ,,nem oszt6ja’-t, vagy a ,,nem oszthatd”-t az oszthatdsagi jel athuzasaval jeloljik.
Példéu1:7/\/ 18, mert nincs olyan természetes szdm, amellyel a 7-et szorozva 18-at kapnank.

A definici6 alapjan természetes, hogy a pozitiv szdmok korében a | b esetén a < b.
Megjegyzések:

1. Vigyaznunk kell: az osztast ¢és az oszthatésiagot nem szabad Osszetéveszteniink.

Lényeges kiilonbség van a kettd kozott. 0 : 0 nincs értelmezve. A 0 | 0 értelmezve van,

crer

crcr

nem csak az el6z6 moédon lehet megfogalmazni. Megtehetnénk, hogy ezeket a
fogalmakat az egész szdmokra kiterjesztve definidljuk.
Az oszthatdsagot definidlhatjuk az alabbi mddon is:
Az a, b egész szamok esetén az a szamot a b szam osztdjanak nevezziik, ha talalunk olyan
q egész szamot, hogy azzal fenndll az ag = b egyenldség.
Szakdolgozatomban a természetes szamok korében definialt oszthatosagot tartom szem

elott, erre gondolva fogalmazom meg a tételeket, feladatokat.
A definiciobol kovetkezo legfontosabb oszthatosagi tulajdonsagok:
1. a]a, azaz barmely természetes szam oszthatdo dnmagaval.

Ugyanis 1 természetes szam, ésa- 1 =a. igy 7|7, 51|51,0]0.
2. Haa|bésb|c,akkora]c.
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A definiciobol kovetkezik, ha a | b, akkor van olyan g természetes szdm, mellyel b = agq,

ezért fennall: aq | c. Ez azt jelenti, hogy van olyan ¢’ természetes szam, melyre ¢ = aqq .

A gq’ természetes szam, ezért valoban a | c.

Példaul: a 7 | 91 és 91 | 819-bdl mar kovetkezik (azonnal fel lehet irni): 7 | 819.

3. Haa|bésa|c, akkor a|b + c, azaz ha egy szam kiilon-kiilon osztoja két szamnak,
akkor az 6sszegiiknek is osztoja. (Ha ¢ > b, akkor ¢ - b kiilonbségének is osztoja az a.)

Ez is kozvetlen kovetkezménye a definicidonak, hiszen ha a | b, akkor » = aqg (¢ € N), és ha

alc,akkor c = aq’(q’ € N). Osszegiik: b+ c =aq =aq’ = a(q + q’). Mivel ¢ + ¢’ € N,

ezérta|b +c.

Példaul: 13 | 143 és 13 | 403-bol kovetkezik 13 | 143 + 403, 13 | 403 — 143, azaz 13 | 546,

13| 260.

4. Haa|b+césal|b,akkor a|c, azaz, ha egy szdm osztoja egy kéttag 6sszegnek és
osztoja az egyik tagjanak, akkor a mésik tagjanak is osztoja.

Az értelmezésbdl kovetkezik, haa | b + ¢, akkor b + ¢ = aq (¢ € N), és a |b miatt b = aq’

(¢’ € N). A két egyenldség kiilonbsége ¢ = a(q — g’). Mivel g — ¢’ € N, (hiszen g > gq’),

valdban igaz, hogy a | c.

Példaul: 17 | 3417; 3417 =204 + 3213 és 17 | 204-bdl kovetkezik 17 | 3213.

5. Haa | b, akkor a | bd, azaz ha egy a szam egy b szamnak osztdja, akkor a b szdm
tobbszordsének is osztoja. Ez altalanosabban: ha a | b és ¢ | d, akkor ac | bd.

Ugyanis, ha a | b, akkor b | aq (¢ € N), éshac | d, akkor d = c¢’ (¢’ € N). Szorzatuk bd =

acqq’. Mivel gq’ € N, valoban ac | bd.

Példaul: 17|51 és 11 | 99-bdl kovetkezik 17 - 11 | 51 - 99, azaz 187 | 5049.

6. Haa|l, akkora=1.

A definicio alapjan aqg = I (¢ € N). Azt is tudjuk, hogy a < I, emiatt csak a = [/ allhat

fenn.

7. Haa|bésb|a,akkora = b.

Az o0szto fogalmabdl kovetkezik, hogy most a < b és b <a. Ez csak ugy lehet, hogy a = b.

Az 1-nek egyetlen osztdja van (ez az 1), minden mas szdmnak legalabb két osztdja van.

Mivel 1 és dnmaga (azaz két szam) az 1-en kiviili barmely természetes szdmnak osztoja,

ezért az ezeken kivili osztok keresése lehet tovabbi kérdés.
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Egy szam 1-en és Oonmagan kiviili oszt6éit a szdm valédi osztéinak nevezzik, 1 és a az a

szamnak nemvalodi osztoi.

Oszthatésagi szabalyok

Az oszthatosdgi szabalyokkal mar altaldnos iskoldban talalkoztak a didkok,
kozépiskoldban azonban ujra atismételik azokat, de csak feliiletesen. Bizonyos esetekben
nagyon hasznos, ha egy szamrol gyorsan, kevés szamolassal el tudjuk donteni, hogy oszthato-
e egy masik szammal vagy sem. Mégis sokszor gondot okoz a didkoknak az oszthatdsag
kérdése, mert nem veszik komolyan ezt az anyagrészt. A fakultacidkon, szakkorokon mar

tobbet foglalkoznak ezekkel a szabalyokkal, s6t feladatokat is oldanak meg.

1. Oszthatésag 10-zel, 2-vel, 5-tel
Egy szam pontosan akkor oszthaté 10-zel, ha az utols6 szamjegye 0; 2-vel, ha az
utols6 szdmjegye oszthatd 2-vel, vagyis az utolsé szamjegye 0, 2, 4, 6, 8; 5-tel, ha az

utols6 szamjegye oszthatd 5-tel, vagyis ha az utolso jegye 0 vagy 5.

Magyarazat: Irjuk fel a szamot 10 tobbszordse és az egyesek Osszegeként! A 23796-ot
példaul igy irjuk: 2379 - 10 + 6. Mivel 10 tobbszordsei oszthatok 2-vel, 5-tel, 10-zel, ezért
csak az egyesektdl (vagyis az utolso jegytdl) fiigg, hogy maga a szam oszthato-e 2-vel, 5-tel

vagy 10-zel.
Altalaban, egy a alapa szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthaté az a alapszammal, illetve

annak osztoival, ha az a szam utols6 szamjegye oszthatd vele.

2. Oszthatésag 100-zal, 4-gyel, 25-tel
Egy szam pontosan akkor oszthato 100-zal, ha az utols6 két szdmjegye 0; 4-gyel, ha az
utolsd két szamjegyébdl alkotott szam oszthaté 4-gyel; 25-tel, ha az utols6 két
szdmjegyébdl alkotott szdm oszthatdo 25-tel, azaz 00-ra, 25-re, 50-re vagy 75-re
végzodik
Magyarazat: Irjuk fol a szamot 100 tobbszorose és egy kétjegyli szam Osszegeként! A
23796-ot példaul igy irjuk: 237 - 100 + 96. Mivel 100 tobbszorosei oszthatok 4-gyel, 25-tel,
100-zal, csak az utolsé két szamjegy altal meghatarozott szamtol fiigg, hogy maga a szdm

oszthato-e 4-gyel, 25-tel vagy 100-zal.
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Altalaban, egy a alap szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd az a alapszam négyzetével

és annak osztoival, ha az a szam utolso két jegyébdl alkotott kétjegyii szam oszthato vele.

3. Oszthatosag 1000-rel, 8-cal, 125-tel
Egy szam pontosan akkor oszthatd 1000-rel, ha az utols6 harom szamjegye 0; 8-cal, ha
az utols6 harom szamjegyébdl alkotott szam oszthatdo 8-cal; 125-tel, ha az utolsé

harom szamjegy¢bdl alkotott szam oszthatd 125-tel.

Magyarazat: {rjuk fel a szamot 1000 tobbszorose és egy haromjegyli szam osszegeként!
Mivel 1000 tobbszordsei oszthatok 8-cal, 125-tel, 1000-rel, csak az utolsd6 harom szamjegy

altal meghatarozott szamtol fligg, hogy maga a szam, oszthato-e 8-cal, 125-tel vagy 1000-rel.
Altalaban, egy a alapt szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd az a alapszdm kobével,

illetve annak osztdival, ha az a szam utols6 harom szamjegyébdl allo haromjegyii szam oszthato vele.

4. Oszthat6sag 3-mal, 9-cel
Egy szam pontosan akkor oszthat6 3-mal, ha a szdmjegyeinek 0sszege oszthatd 3-mal.
Az is igaz, hogy a szdmjegyek Osszegének a 3-mal val6 osztdsi maradéka megadja a
szdm 3-mal val6 osztdsi maradékat.

Ugyanigy:
Egy szam pontosan akkor oszthatd 9-cel, ha a szdmjegyeinek Osszege oszthatd 9-cel;
¢s a szamjegyek dsszegének a 9-cel vald osztasi maradéka megadja a szdm 9-cel valo

osztasi maradékat.

Magyarazat: Azt akarjuk belatni, hogy egy szdm ¢és a szadmjegyeinek az Osszege
ugyanannyi maradékot ad 3-mal osztva. Ez pedig azt jelenti, hogy ha a szdmbdl kivonjuk a
szamjegyeinek az 0sszegét, akkor 3-mal oszthaté szdmot kapunk. Ez igaz, mert példaul a
négyjegyll szamokat nézve:
1000-a+100-b+10-c+d-(a+b+c+d)=999-a+99-b+9-c.

Ez pedig oszthatd 3-mal.

fgy igazolhato a 9-cel valé oszthatésagi feltétel is, hiszen a kapott szam 9-cel is oszthato,
ami azt jelenti, hogy ha egy szambdl kivonjuk a szamjegyeinek az Osszegét, akkor 9-cel
oszthatd szamot kapunk. Tehat maga a szam ¢és a szamjegyeinek az Osszege 9-cel osztva

ugyanannyi maradékot ad.
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Altalaban, egy a alapu szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthato (a - 1)-gyel, illetve az (a -
1) szam osztoival, ha a szamjegyek Osszege oszthatd vele. A szamjegyek Osszegének az a — [ osztdival vald

osztas maradéka megegyezik maganak a szdmnak az osztasi maradékaval.

5. Oszthatosag 11-gyel
Egy szam pontosan akkor oszthatd 11-gyel, ha a paros helyeken 4ll6 szamjegyeinek az
Osszege ugyanannyi maradékot ad 11-gyel osztva, mint a paratlan helyeken &llo

szdmjegyeinek Osszege.

Magyarazat: A 10 paros kitevdjii hatvanyai 1-gyel nagyobbak, mint egy 11-gyel oszthato
szam; paratlan kitevdjli hatvanyai pedig 1-gyel kisebbek, mint egy 11-gyel oszthat6 szam.
Az is igaz, hogy a szamjegyek valtakozo eldjellel vett Osszegének 11-gyel vald osztasi

maradéka megegyezik a szam 11-gyel val6 osztasi maradékaval.

Altalaban, a alapt szamrendszerben hasonl6 feltétel adhatd az a + I-gyel valo oszthatosagra.

Oszthatésagi  feladatok megoldasakor gyakran hasznat vesszik a kovetkezd
segédleteknek:
e Legyenek a, b, n € N" ! Ekkor a" — b" mindig oszthat6 a — b-vel
(Példdul: 13 | 37° — 24%)
e Ha n paros szam, akkor a" — b" oszthatd a + b-vel is. (Példdul: 61 | 37%° — 24%))
e Ha n paratlan, akkor a" + b" oszthatdé a + b-vel. (Példdul: 37" + 24" oszthato 61-

gyel.)

Késobb a didkoknak meg lehet mutatni, hogy 6k is tudnak oszthatésagi szabalyokat gyartani;

az ehhez sziikséges fogalmakat a primszamok tanitasa soran veszik at.
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3.2. Primszamok

Mieldtt tovabb haladnank az oszthatosdg témakorében, ismertetni kell a primszam
fogalmat, valamint néhany vele kapcsolatos szabalyt, tulajdonsdgot. A szdmelméletben
nagyon fontos szerepe van a primszamoknak. A legfontosabb és legérdekesebb kérdések a
primszéamokkal kapcsolatban meriilnek fel. Ezeknek a kérdéseknek a megvalaszoldsa nagyon
jol fejleszti a tanulok problémamegoldd és gondolkodasi készségét is. Gondoljunk csak a
primek becslésére, a Fermat-sejtésre, a paros és paratlan Goldbach-sejtésre, a Fermat és
Mersenne szamok problémadjara. Igaz, ezekkel foleg szakkoron, fakultacion taldlkozhatnak a
diakok, de van néhany egyszeriibb probléma, amit akar 6ran is be lehet mutatni.

A primszam fogalmara tobb, egymaéssal ekvivalens definicié adhaté meg. Altalanos
iskoldban altalaban egy definiciét tanulnak a didkok, kozépiskoldban azonban mar be lehet

mutatni, hogy 1étezik mas megfogalmazas is, ezek kdzott azonban nincs 1ényegi eltérés.

Azokat a természetes szdmokat, melyeknek pontosan két osztojuk van, primszamoknak
vagy torzsszamoknak nevezziik.

Az els6 néhany primszam: 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; ...

Azokat az I-nél nagyobb természetes szamokat, amelyeknek kettonél tobb osztojuk van,
osszetett szamoknak nevezziik. Ilyenek példaul: 4 (osztoi: 1; 2; 4); 6 (osztoi: 1; 2; 3; 6); 8
(osztoi: 1; 2; 4; 8) stb.

A 0 minden pozitiv egész szdmmal oszthatd, vagyis a 0 minden természetes szamnak
tobbszorose. A 0 csak a 0-nak osztoja, mert minden k természetes szamra k - 0 = 0 teljesiil. A
0-t nem tekintjiik sem primszamnak, sem osszetett szamnak. Az 1-nek csak egy osztoja van a

természetes szamok korében, sajat maga. Az [ sem nem primszam, sem nem osszetett szam.
A szamelmélet alaptétele: Barmely osszetett szam, a tényezok sorrendjétol eltekintve,

egyértelmiien felirhat6é primszamok szorzataként.

Kis szdmok primtényezds felbontasanak praktikus megkeresése ismert.
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Példaul:

3780
1890
945
315
105
35

7

1

3780=2>-3%.5.7

~N D W W W NN

Ez elég kdnnyen megy a didkoknak, a szakkorokon is szeretik alkalmazni, nagy szamok
esetén is gyors. A primtényezds felbontds az egyik alkalmazasi teriilete az oszthatosagi

szabalyoknak. Aki nem ismeri a szabdlyokat, azok lassan tudjék felirni a felbontast.

A primtényezds felbontasa elég sok kérdést felvethet. Példaul: egy szdmnak hany osztoja
van? Hogyan lehet ezt a legkdnnyebben kiszdmolni, esetleg az osztdkat felsorolni?

Vizsgaljuk meg, hogy egy szdmnak — példaul 600-nak — hany darab osztéja van! Az
osztok szamanak meghatarozasiban a primtényezés felbontas segithet: 600 = 2° - 3 - 52
Természetes, hogy 600 osztoéinak primtényezos felbontasaban nem lehet mas primszam, mint
a2;3;5. A 600 osztoi kozott van olyan, amelyben mindhdrom primszédm szerepel, van olyan,
amelyben a harom koziil csak kettd, van olyan is, amelyben a harom primtényezo6 koziil csak
egy, ¢és természetesen 600-nak osztdja az 1 is. Azt mondhatjuk: az osztdkat haromtényezds
szorzatként irhatjuk fel. Egy-egy tényezd lehet a 2, a 3 vagy az 5 pozitiv egész kitevdji

hatvanya (a megfelel6 kitevéig), vagy az 1. Irjuk fel ezeket attekinthetd modon:

1 1 1
ot 3t 4t
22 52
23

Ha ebbdl a harom oszlopbdl valamilyen mddon kivalasztottunk egy-egy szdmot és azokat
Osszeszorozzuk, akkor ez a szorzat a 600-nak osztoja lesz. Masfajta kivalasztds mas osztot ad.

Ajanlatos olyan eljarast keresniink, amellyel minden lehetséges kivélasztast rendre
megkapunk. Hany ilyen kivalasztas lehetséges?

Az elsd oszlopbol a négy szdm barmelyikét valaszthatjuk. Ez négy lehetdség.
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A kivalasztottakhoz a masodik oszlop két szama koziil barmelyiket valaszthatjuk. Ez az
el6zo lehetéségek szamat kétszerezi. A harmadik oszlopbol a harom szam barmelyikét
vehetjiilk harmadik tényezonek. Ez a 4 - 2 lehetdséget haromszorozza. Ezért a kivalasztas
lehetdségeinek szama 4 - 2 - 3.

Emiatt a 600 0sszes osztdinak a szdma: 4 - 2 - 3 =24.

Ezek: 1, 5, 25, 3, 15, 75; 2, 10, 50, 6, 30, 150; 4, 20, 100, 12, 60, 300; 8, 40, 200, 24; 120,
600.

Az el6z6 4 - 2 - 3 szorzat tényez6i a 600 primtényezds felbontasaban szerepld primszamok
hatvanykitevéinél 1-gyel nagyobb szdmok.

Ugyanilyen gondolatmenettel barmely a szam osztéinak a szdmat megkapjuk, ha felirjuk
az a szam primtényezds felbontasat, és a primszamok hatvanykitevdinél 1-gyel nagyobb

szamokat 0sszeszorozzuk. Roviden:

a
2

Haa=p®"-p®-..p“, aholp, p, .., p, kilonbozé primszamok és a, a,, ..., a_pozitiv

egesz kitevok, akkor az a szam osztoinak a szama: (a, + I)(a, + 1)...(a_+ 1).

A valddi osztok szama ettdl 2-vel kevesebb.

A primszamok szinte mechanikus megkeresésére szolgal az eratoszthenészi szita
modszere. Ez azt jelenti, hogy felirjuk 2-tdl a-ig a természetes szdmokat, majd bekarikdzzuk
az elsdé szamot: a 2-t, és kihtizzuk ennek a tobbszordseit (azaz minden masodikat). Ezutan a
megmaradd szamok koziil bekarikdzzuk ismét az elsét: a 3-at, és kihtizzuk ennek
tobbszordseit (azaz minden harmadikat) s igy tovabb. Természetesen eldfordulhat, hogy egy
szamot nem csak egy alkalommal htzunk ki. Elegendd Ja -ig folytatni az eljarast. A
bekarikazott, illetve a ki nem huzott szdmok lesznek a-ig az dsszes primszdmok.

A primszédmok eléggé szabalytalanul helyezkednek el a természetes szamok sorozataban.
A 2 kivételével valamennyien paratlanok, ezért a 2 primszamot leszdmitva két egymas utani
primszam kozott a legkisebb kiilonbség 2 lehet. Ha két primszam kiilonbsége 2, akkor azokat
ikerprimszamoknak nevezziik Ilyenek 3, 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19; 29, 31; 41, 43; 59, 61; 71, 73
stb.

A primszamok szabalytalan eloszldsa a matematikusok figyelmét nagyon lekdtotte.

Tobben igyekeztek olyan képleteket adni, amelyek segitségével mindig primszamot kapunk.

A Mersenne-féle primszamok a kovetkezd specialis alaku primszamok: M, = p - 1, ahol

p 1s primszam. Marin Mersenne (1588-1648) francia szerzetesrdl nevezték el dket. Az M,
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értéke azonban kiilonbozé p primekre nem mindig prim.
Példaul: M, =3, M; =7, Ms;=31, M, = 127 primszam, de M,, =
2047 nem primszam.

Az M,,; 1950-ig a legnagyobb ismert primszdm volt. Az
elektronikus szamitogépekkel azota ijabb és ujabb primeket
sikerilt talalni. Jelenleg 44 Mersenne-primet ismeriink, a
legnagyobb a 2°*%7 — 1, mely t6bb milli6 szamjegybdl all,
2006. szeptember 4.-én fedezték fel a kutatok. Nem tudjuk,

van-e végtelen sok Mersenne-prim. Marin  Mersenne (1588-1648). A
szamelmélettel foglalkozott, a nevét

Fermat (1601-1665) francia matematikus sejtése az volt,  6rzik a 2n—1 alak, tn. Mersenne-
primszamok. (1996-ban indult egy
program, a Nagy internetes Mersenne-
prim keresés (Great Internet Mersenne
. Prime Search, GIMPS), melyben ma
Ez 1gaz, ha k = 17 2’ 39 4. F(l) = 5: F(z) = 17, F(3) = 257’ 240 ezer személyi komputeren fut a
kliensprogram, a kutatasban barki részt

F(4) = 65537. vehet. A kutatas akkor fejezddik be, ha
valaki megtalalja az elsd, legalabb

1732-ben Euler (1707-1783) felfedezte, hogy 2 + 1 = 10000000  szimiegybsl  dllo

Mersenne-primet).

hogy az F, = 2° + [ alakii szamok, ahol k € N*, primszdmok.

= 641 - 6 700 417 alakban irhato fel, tehat nem primszam.
Mindmadig nem sikeriilt igazolni, hogy k& > 4 esetben az F, tipust szamok kozott van-e
primszam.

Primszamokat 4llit el a kovetkezo kifejezés:

n’+n+41,
han=1,2,3,...,40
és
n’ -79n +1601
han=1,2,3,...,79.

Az 1, 2, 3, 4, ... szamsorozatban, a természetes szamok kozott végtelen sok primszam
van. Eszrevehetjiik, hogy ez a sorozat szamtani sorozat, amelynek tagjai: 1, 1+1,1+2-1,
1+3-1,...,1+n-1,... alakban irhatok fel.

Dirichlet (1805-1859) francia matematikus a 19. szazadban vizsgélta az a, a + d, a + 2d,
a+3d,...,a+nd, ... szamtani sorozatot (a > 0,d > 0 ¢és a, d € N), amely az el6z6 sorozatot
altalanositja. Bebizonyitotta, hogy ha (a, d) = 1, akkor ebben a szamtani sorozatban éppen
ugy végtelen sok primszam van, mint a természetes szamok sorozataban.

A szamelmélet nagy miiveldi tobb, ma is megoldasra var6 problémat hagytak rank.
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Goldbach (1690-1764) német matematikus 1742-ben egy levelében azt kérte Eulertdl,
hogy igazolja a kovetkezo sejtést:

Minden paros szam eldallithaté két primszam osszegeként. (Példdaul: 20 =3 + 17,32 =
3+29,74=3+71,144=13 +131.)

Goldbach sejtése a legutobbi idokig ellenallt mindenféle bizonyitasi kisérletének. Mignem
Snyirelmann (1905-1938) szovjet matematikus 1931-ben kimutatta, hogy minden természetes
szam eldallithatdé 300 000-nél nem tobb primszam Osszegeként. Ezt kovette Vinogradov
szovjet matematikus felfedezése 1937-ben. Igazolta, hogy 1étezik olyan N természetes szam,
amelynél nagyobb minden n természetes szam eldallithatd 4 primszam Osszegeként. A
Goldbach-sejtés igazolasaban tovabbi eldrehaladast jelentett Rénmyi Alfréed (1921-1970)
magyar matematikus felfedezése, aki 1947-ben bebizonyitotta, hogy minden paros szam
felbonthato egy primszam és egy ,,majdnem primszam” dsszegére. (,,Majdnem primszadmnak”
nevezzik azt az egész szamot, amelynek a primtényezds felbontasaban a primtényezok szama

egy adott K egész szamnal kisebb.)

Tokéletes szamok

A tokéletes szamokkal térzsanyagon beliil a tanulok nem szoktak taldlkozni. Azonban a
primszamokon beliil ez egy olyan fejezet, amit véleményem szerint egy jobb képességii
osztalyban mar be lehetne mutatni, hiszen a tokéletes szdmok az osztok megkeresésének
gyakoroltatasara is alkalmasak.

Egy természetes szamot hianyosnak neveziink, ha dnmagatol kisebb pozitiv osztdinak a
szdma kisebb a szdmndl. (Példaul: 15 dnmagatdl kisebb pozitiv osztoi: 1, 3, 5. Ezek 0sszege
9, ami kisebb, mint 15, tehat hidnyos.) Néhany hidnyos szdm: 4, 8, 10, 14.

Egy természetes szdmot bovelkeddnek neveziink, ha 6nmagatdl kisebb pozitiv osztdinak
0sszege nagyobb a szamndl. (Példaul: 18 dnmagénal kisebb pozitiv osztoi: 1, 2, 3, 6, 9. Ezek
Osszege 21, ami nagyobb, mint 18, tehat bovelkedd.) Bovelkedd szamok: 20, 24, 30.

Egy természetes szam tokéletes szam, ha megegyezik nmagatol kisebb pozitiv osztdinak
Osszegével. (Példaul: 6 =1 +2 + 3,28 =1+ 2+ 4+ 7 + 14.) Mindegyik Mersenne-fé¢le

primszambol eléallithatunk egy tokéletes szamot.
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Mar Euklidész megallapitotta, hogy bizonyos alakt péaros szamok tokéletesek. Eulernek
viszont sikeriilt bebizonyitani, hogy mas alaku paros szdmok nem tokéletesek. Ezeket foglalja

Ossze a kovetkezo tétel:

Egy paros szam akkor és csakis akkor tokéletes szam, ha 2p'1(2p-1) alaki, ahol 2°-1

primszam. 2°-1 pedig csak akkor lehet primszam, ha p is primszam.

A szamelmélet maig megoldatlan problémaja, hogy van-e paratlan tokéletes szam.

A pitagoreusok megfigyeltek tigynevezett baratsagos szdmokat is: olyan {n, m} parokat,
ahol n # m, és o(n) — n = m, viszont o(m) — m = n. A o(n) ill. o(m) jeloli az n ill. m pozitiv
egész pozitiv osztoinak dsszegét. [lyen baratsagos szamok példaul: {220; 284}.

Fermat taldlta meg a kovetkezO part: {17296; 18416} és igy megmentette a baratsagos
szamok elméletét attol a gyanutol, hogy azt csak egyetlen példara alapoztak. Ma mar tobb

ezer ilyen par ismeretes.

A tokéletes és baratsagos szamok tanitdsa alkalmas arra, hogy a tehetségesebb tanuldkat
megismertessiik néhany szamelméleti fiiggvénnyel is. Ilyen feladatok megoldasa sordn a
pozitiv osztok szamat és dsszegét kell meghatarozni. Ezek pedig elég sok 1d6t elvesznek. Egy
1d6 utan, mikor mar jol megy nekik a manualis keresés, meg lehet mutatni, hogy van gyorsabb

modszer is a pozitiv 0sztok szamanak €s 0sszegének megkeresésére.

Végezetiill egy olyan ismert tételt szeretnék bemutatni, aminek a bizonyitasat —
véleményem szerint — a kozépiskolai tandran is a tananyagba lehetne venni. A tétel a

kovetkezd:
Végtelen sok primszam van.

Az Euklidészi bizonyitds alapgondolata, hogy barhogyan is adunk meg véges sok
primszamot, mindig megadhatd egy ezektdl kiilonbozdé primszam. Legyen adott véges sok
(természetesen kiilonb6zd) primszam, jelolje ezeket p,, p,, ..., p.. Tekintsik az a = pp,...p, +
1 szamot. Konnyt latni, hogy p; }a egyik i-re sem, ahol i = 1, ..., n. Ha ugyanis p; | a lenne,

akkor p;, | 1 kovetkezne, ami lehetetlen. A szamelmélet alaptétele szerint a primszamok
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szorzatara bonthat6 (lehet egytényezds szorzat is, ha @ maga primszam). Van tehat a-nak p
primszam osztdja, amely p mindegyik p-t6l (i = 1, ..., n) kiilonbozik. Ilyen mdédon mindig

ujabb ¢és tjabb primszadmokat kapunk. Ezért a tétel valoban igaz.
3.3. Legnagyobb kozos osztd, legkisebb kozos tobbszoros

A legnagyobb kozos oszto, illetve a legkisebb kézos tobbszoros megkeresésére gyakran
van sziikségiink. (Példaul tortek egyszertsitésénél, illetve dsszeadasanal.)

Példa: Keressiikk meg 2352, 5544 és 54 880 k6z0s 0sztoit!

(Az 1 biztos k6zos osztojuk, de az annyira természetes, hogy figyelmen kiviil hagyjuk.)
A koz0s osztok keresését a primtényezds felbontas segitségével végezziik:
2352=2"3-7, 5544=2"-3-7-11, 54880=2"-5-7.

A kozos osztok keresésénél azokat a primtényezoket keressiik, amelyek mindharom szam
felbontdsaban ott vannak. Most a 2 és 7 az ilyen primszam. Ezek milyen hatvanykitevén
szerepelhetnek?

Keressiik meg a kozos primszamok mindegyikénél a legkisebb kitevojiit, és e legkisebb
kitevojii primszamhatvanyokat szorozzuk oOssze. Ez biztosan kdz0s osztdja lesz mindharom
szamnak. Ennél nagyobb k6zos osztd nem lehet. Természetes nevén ezt a legnagyobb kozos
osztonak nevezziik. Ennek minden osztdja a szamok kozds osztdja.

Az el6z6 harom szdmndl ez a legnagyobb kozds osztod: 2’ 7=>56.

Az 56 minden osztdja kdzos osztdja a harom szdmnak, ezek: 56; 28; 14; 8; 7; 4; 2.

Az a, b szamok legnagyobb kozos osztdjat igy jeloljik: (a, b).

Az el6z0 példa alapjan: (2352; 5544; 54 880) = 2’ 7=56.

Ha primszamok legnagyobb kozds osztdjat keressiik, akkor az csak 1 lehet. Példaul:
S;NH=1,(5711)=1.

Azonban nemcsak primszamoknak lehet a legnagyobb kézos osztdja 1. Sem 24, sem 25
nem primszam, mégis (24; 25) = 1, vagy (25; 28; 243) = 1.

Ha két vagy tobb pozitiv egész szdm legnagyobb kozos osztdja 1, akkor azokat relativ

primszamoknak nevezziik.
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Példa: Keressiik meg 120; 693; 2352 legkisebb k6zos tobbszordsét! (Nyilvanvald, hogy a
harom szdm szorzata kozos tobbszords, de mi a legkisebb kozds tobbszorost keressiik.) A
szamok primtényezds felbontasa segit.

120=2"-3-5, 693=3"-7-11, 2352=2"-3-7.

A legkisebb kozos tobbszoros primtényezds felbontasban minden olyan primszamnak
szerepelnie kell, amelyek a szamok valamelyikének felbontisaban megtaldalhatok (tehat most
szerepelnie kell a 2; 3; 5; 7; 11 szamoknak). Hatvanykitevojiik megallapitasanal azt kell
megnézniink, hogy a felbontdisokban egy-egy primszamnak mi a legnagyobb hatvanykitevije,
annak kell szerepelnie a legkisebb kozos tobbszoros primtényezos felbontdasdaban.

A harom szam legkisebb k6zos tobbszordse: 235711 =388 080.

Az a, b szamok legkisebb k6z0s tobbszorosét igy jeloljiik: [a; b].

Az eldz6 példa alapjan: [120; 693; 2352] = 388 080.

Bebizonyithato, hogy két szam (a és b) legnagyobb k6zos osztdja és legkisebb kdzos tobbszorose kozott
fennall az
(a; b) - [a; b] = ab (1

Osszefliggés.

A relativ primszamok ismeretében megfogalmazunk egy tovabbi fontos oszthatosagi
tulajdonsagot:

Haa | c és b | ¢, valamint (a; b) = 1, akkor ab | ¢, azaz ha egy szamnak két olyan osztoja
van, amelyek relativ primek, akkor a szdmnak osztdja a két oszt6 szorzata is.

Példaul: 8 | 1224 ¢s 9| 1224, valamint (8; 9) = 1, ezért fennall 72 | 1224 is.

Allitasunkat konnyen belathatjuk, mert a | ¢ és b | ¢ miatt ¢ t5bbszorose a-nak is, b-nek is,
tehat ¢ tobbszorose [a; b]-nek is (vagy egyenld vele). Az el6z6 (1) alatti tételbdl azonban
(a; b) = 1 miatt most [a; b] = ab, tehat c tobbszordse ab-nek (vagy egyenld vele), ezért ab | c.

Ez az oszthatosagi tulajdonsdg lehetOséget ad tovabbi oszthatosagi szabalyok
megfogalmazasara. Példaul: Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthatd 6-tal, ha

oszthato 2-vel és 3-mal, vagy 15-tel, ha oszthatd 3-mal és 5-tel.

tortet.

Példa: Egyszertsitsiik a 9240
13104

A szamlaloé primtényezds felbontasa: 9240 = 23-5-7- 11,
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a nevezO primtényezds felbontasa: 13 104 = 2'3 713,
Ezek legnagyobb kozos osztdja: (9240; 13 104) = 2-3-7=168.
Ezzel érdemes egyszeriisiteniink:

9240 _ 5-11 _ 55
13104 2-3-13 78

Példa: Szamitsuk ki a AL + 19 Osszeget!
168 252

A nevezdk primtényezds alakjai: 168 = 23 7;252 = 2307,
A nevezok legkisebb kdzos tobbszorose: [168; 252] = 2’3" 7=504.

1, 19 _11:3+19:2 33438 _ 71
168 252 504 504 504

Sziikség lehet betlis egész kifejezések legnagyobb kozds osztdjanak, legkisebb kozos
tobbszorosének a megkeresésére, hiszen betlis tortkifejezéseket egyszeriisithetiink, betiis
tortekkel miiveleteket végezhetiink

A betiik valos szamokat jelolnek. gy a betiis tortekkel végzends dtalakitisokhoz,
miiveletekhez utat mutatnak mindazok, amit a szamokkal felirt torteknél lattunk, azonban
eljarasaink megfogalmazasat kissé modositanunk kell.

Példa: Keressilk meg a 9bc + 18c3y; 24abe’ + 48ac5y; be'x + 2c2xy ~ 7be — 1402y
kifejezések legnagyobb kozos osztdjat!

A szamokat, legnagyobb kozos osztojuk keresésekor, primtényezds alakban irtuk fel.
Most ezeket a betiis kifejezéseket tényezokre bontjuk (szorzatta alakitjuk):

9bc + 1803y = 903(17 +2y) = 32c2(b +2y),

4abe + 48acsy = 24ac5(b +2y) = 2 3acs(b +2y),

be'x + 202xy ~Tbe — 1402y = cz[bx +2xy—Th - 14y] =

= Tx(b +2y) — 7(b + 2)] =
= b+ 20)(x - 7).

Annak mintajara, amit a szamok legnagyobb kozos osztdjanak megkeresésénél lattunk, a
tényezOkre bontott kifejezésekben keressiik meg mindazokat a tényezoket, amelyek minden
kifejezésben szerepelnek.

A kozos tényezok koziil kivdlasztjuk azokat, amelyeknek a kitevdjiik a legkisebb, és ezeket

osszeszorozzuk. Ez a szorzat lesz a kifejezések legnagyobb kézos osztoja.
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Az eldz6 kifejezéseknél a legnagyobb k6zds 0szto: cz(b +2y).

A szokéasos jeldléssel:

(9bc3 + 1803y; 24abc + 48acsy; be'x + 202xy ~7be - 14czy) = cz(b +2y).

Példa: Keressiik meg a 9a'x — 45a4y; 6abx — 30aby; bx— 5b3y kifejezések legkisebb kozos
tobbszorosét!

A kifejezéseket tényezokre bontjuk:

9a x — 45a4y = 9a4(x -5y)= 32a4(x - 5y),

6abx — 30aby = 6ab(x — 5y) =2 - 3ab(x — 5y),

bx—5by=b(x—5y).

A legkisebb k6zds tobbszorosben minden tényezdnek szerepelnie kell. A legkisebb kozos
tobbszOrds olyan szorzat, amelyben minden tényezd a legmagasabb hatvanykitevdjén
szerepel.

Az eldz6 kifejezések legkisebb k6zos tobbszorose: 2 - 32a4b3(x - 5y).

A szokésos jeldléssel:

[9a4x — 45a4y; 6abx — 30aby; bx— SbBy] =2- 32a4b3(x - 5y).

Példa: Egyszerusitsikk a kovetkezd tortet (a betiik helyére csak olyan szamértékeket
gondolunk, amelyek mellett a tortnek van értelme):

108ax +108bx
24acxy + 24adxy + 24bcxy + 24bdxy

A szamlalot is, a nevezOt is szorzattd alakitjuk:

A szamlalo: 108ax + 108bx = 108x(a + b) =2 - 3'x(a + b).

A nevez6: 24xy(ac + ad + bc + bd) = 2 3xyla(c +d) + b(c+ d)] =
=2’ 3xp(a + b)(c + d).

A szamlalo és nevezd legnagyobb kdzos osztdja: 2 3x(a + b).

Ezzel egyszerisithetjiik a tortet:

2% .3’ x(a+b) _ 3°
2> 3xy(a+b)c+d) 2y(c+d)
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Példa: Trjuk fel egy tortként az alabbi kiilonbséget:

Ta i 5b
120ax +120bx  36ay +36by

(Most kizarjuk azokat a szdmokat, amelyeknél a nevezd értéke Olenne, azaz x # 0,y # 0,
a#-b.)

A nevezoket szorzattd alakitjuk:

120ax + 120bx = 120x(a + b) =2 - 3 - 5x(a + b),

36ay + 36by = 36y(a+b) =2 - 3 (a+ b).

Ezek legkisebb kozds tobbszorose lesz a kozos nevezo:

[120ax + 120bx; 36ay + 36by] =2 - 3'v(a + b).

Ta B 5b 3 Ta B 5b B
120ax +120bx  36ay +36by 2°-3-5x(a+b) 2°-3>y(a+b)

Ta-3y—5-5b-2x  2lay—50bx
2°.3%.5xp(a+b) 360xy(a+b)

Megjegyzés:
Emlitettiik, hogy a betlis egész kifejezések legnagyobb kozds osztojat, illetve legkisebb kozos tobbszorosét
kerestiik. Az eddigi feladatokban a betiis egész kifejezésekben egész egyiitthatok szerepeltek, példaul 9bc +

3bc Tc
18c3y stb. Egész kifejezésekben azonban tortegyiitthatok is szerepelhetnek, példaul T+—y is egész

kifejezés. Ilyenek legnagyobb kozos osztojaval, legkisebb kdzos tobbszordsével nem foglalkozunk.

A példakon keresztiil lathatjuk, hogy a matematikéban a legnagyobb kozds oszt6 (1.n.k.o.),
és a legkisebb kozOs tobbszords (lk.k.t.) ismerete nélkiilozhetetlen, nagyon sok feladat
megoldasaban segitenek. Kiilonb6zd nevezdjli tortek 6sszeaddsa €s kivonasa lehetetlen k6zos
nevezOre hozas nélkiil. A k6z6s nevezd pedig a nevezdk valamelyik, altalaban a legkisebb
kozos tobbszorose. Tortek egyszeriisitésekor azonban nem mindig a legnagyobb kozos
osztoval egyszerlsitiink, hanem az oszthatosagi szabalyokat felhasznalva kisebb osztokkal,
tobb 1épésben, hiszen igy egyszeriibb, feltéve, hogy ismerjiik az oszthat6sagi szabalyokat.
Ugyanez a mddszer hasznalhatd egyenletek megoldasakor; ha az egyenlet mindkét oldalat
elosztjuk az egyiitthatok legnagyobb koz0s osztojaval, akkor egy latszélag nagy

szamolasigényl feladat akar fejben is megoldhato.
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3.4. Euklideszi algoritmus

Az el6z0 fejezetben szerepelt két vagy tobb egész szamnak a
legnagyobb kozds osztéja. Ennek meghatdrozasahoz sziikség
volt a szdmok primtényezds felbontasara. Nagy szamok esetén
ezek megadasa rettentd nagy munka lehet. Mas, fontos modszer
is van a legnagyobb k6z0s 0sztd6 meghatdrozésara, és ehhez nincs
sziikség a primtényezds felbontdsra (ezen modszer hatranya,

hogy nem alkalmas ketténél tobb szam legnagyobb kozos

osztodjanak meghatarozasara.). Ez a kdvetkezOkon alapszik:
Legyen a és b két egész szam. Haa = bg +rahol 0 <r<b —
1, akkor (a; b) =d = (r; b).
Az a és b legnagyobb kozos osztoja helyett elegendd b és r

300  koril
sziiletett).  Egyiptom  kiralyanak
(Ptolemaiosz) kérdésére, hogy van-e
valami  kénnyebb modszer a
geometria elsajatitasahoz, mint az
Elemek  attanulméanyozasa,  igy
felelt: "A geometridhoz nem vezet
kiralyi at."

Euklidesz (Kr. e.

legnagyobb kdzos osztdjat meghatarozni. Ez egyszeriibb, mert » kisebb a-nal is, b-nél is. r és
b legnagyobb koz06s osztdjanak megtalalasara ugyanezt a modszert alkalmazzuk.

Ezt az eljarast két szam legnagyobb koz0s osztdjanak meghatarozasara euklideszi
algoritmusnak nevezziik, ugyanis elsé leirdsa Euklidész: Elemek cimli miivében taldlhato.

Szamitdgépes szamolasra ez a mddszer igen alkalmas.

A maradékos osztas tétele: TetszOleges a és b (b # 0) egész szamokhoz 1éteznek olyan
egyértelmilen meghatarozott g €s r egész szamok, amelyekre
a=bg+r, ahol 0<r<|b.
Ezt az egyenlGséget az a és b ( # 0) egész szamokon végrehajtott maradekos osztasnak,
masképpen euklideszi osztasnak nevezzik, g-t hanyadosnak, r-et maradéknak, pontosabban

legkisebb nemnegativ maradéknak nevezziik. (Az a az osztando, b pedig az 0szto.)

Euklideszi algoritmus

Legyenek a és b egészek, b # 0. A maradékos osztas tételének alkalmazaséaval kapunk

olyan ¢q,; r; egészeket, amelyekkel

a=bq,+r; 0<r <|bl
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teljesiil. Ha r, # 0, akkor az euklideszi osztds a b, r, elemparral, azaz az osztoval és a
maradékkal megismételhetd. Ekkor van olyan g, és r, elem, hogy

b=rgq,+r; 0<mr<r,.
Ha r, # 0, akkor ismételjiilk meg az euklideszi osztast az r; és r, elemparral. Folytassuk ezt
mindaddig, amig maradékul nullat nem kapunk. Tegyiik fel, hogy az n + 1-edik 1épésben

kapunk elészor 0 maradékot. Igy az euklideszi osztasoknak a kovetkezd sorozatat kapjuk:

a=bg, +r, 0<r <|bf;
b=rqg,+r, 0<r<rg;
r=rqstrs 0<r;<r;
rn-2:rn-1qn+rn 0<rn<rn-1;

Vot =V T 0
Az euklideszi (maradékos) osztdsoknak ezt az egymasutanjat az a és b ( # 0) elemeken
végrehajtott euklideszi algoritmusnak nevezzik.
Azt, hogy az a és b ( # 0) szdmokon végrehajtott euklideszi algoritmus véges szdmu Iépésben
véget ér, azaz véges szamu 1épés utdn nullat kapunk maradékul, az biztositja, hogy a fellépd
maradékok természetes szamokbol allo (szigoruan) csokkend sorozatot alkotnak, azaz
b>r,>r,>...>r,>r,>0

Az ilyen sorozat pedig csak véges hossziisagu lehet. Igy igaz az alabbi tétel:

Az a és b (b # 0) szamok legnagyobb kozos osztoja egyenlé az euklideszi algoritmus

utolsé, 0-tol kiillonb6z6é maradékaval, azaz (a; b) =r,

Példa: Szamitsuk ki az euklideszi algoritmussal (2880; 2376)-ot!

2880 = 2376-1+504
2376 = 504-4+360
504 = 360-1+144
360 = 144-2+72
144 = 72:2+0

igy (2880; 2376) = 72.

Példa: Probaljuk most ki az euklideszi algoritmust két, egymashoz relativ prim egész

szamon.
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Mivel 79625 =5 -7 - 13 és 9504 =2 -3 - 11, igy (79 625; 9504) = 1 kell, hogy legyen.

Probaljuk ki!
79625 = 9504 -8 +3593
9504 = 3593-2+2318
3593 = 2318-1+1275
2318 = 1275-1+1043
1275 = 1043 -1+232
1043 = 232-4+115
232 = 15-2+2
115 = 2:57+1
2 = 1-2+0

tehat (79 625;9504) = 1.

Ez utobbi példa mutatja az euklideszi algoritmus el6nyeit, miszerint nagy szamok
esetében is viszonylag gyors, hatékony modszer, amely — s ez masik elénye is — nem igényli a
szamok primtényezOkre bontasat. (Nagy szamok esetében még a szamitdgépek
felhasznaldsaval is 1d6- és munkaigényes feladat a szdmok primtényezds felbontdsanak az
eldallitasa.)

Kétségtelen hatranya viszont ennek a modszernek, hogy nem alkalmas ketténél tobb szam

legnagyobb k6zds osztdjanak meghatarozasara.
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4. Kapcsolodasi lehetoségek

4.1.  Halmazok, logika
A szamelméleti ismeretek felépitésével parhuzamosan a halmazelméleti és a logikai
ismereteket is rendezziik, bovitjiik. Példaul:
a) Ertelmezzik a részhalmaz fogalmat a 3-mal oszthatd szamok és a 6-tal oszthatd
szamok halmazanak Venn-diagramba rendezésével.
b) Kijelentések igazsagat vizsgaljuk:
,»Van olyan 6-tal oszthaté szam, amelyik nem oszthat6 3-mal.”
,Minden 6-tal oszthat6 szam paros.”
c) Tétel és megfordithatosaganak viszonyat figyeltetjiikk meg:
,Ha egy szam oszthato 4-gyel, akkor oszthato 8-cal.”
,Ha egy szam oszthatd 8-cal, akkor oszthat6 4-gyel.”
d) A halmazok kézos reészérol tanultakat alkalmazzuk a kozos osztok, a kozos
tobbszorosok fogalmanak kialakitasanal.
e) Az ,és”, ,pontosan akkor ha’, ,akkor és csak akkor” logikai miveletekhez
kapcsolodunk.
4.2.  Relaciok, fiiggvények
a) Konkrét relaciok tulajdonsagai, abrazolasuk nyildiagrammal. Példaul:
Az ,,0sztdja” relacid tulajdonsagai (konkrét szamokkal):

A nyil jelentése: ez —»  ennek.

A

12

osztoja
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b)

A 3, a6, a 12 osztoja sajat maganak (reflexiv).

A 3 osztoja a 6-nak, a 6 nem osztdja 3-nak (nem szimmetrikus).

A 3 osztdja a 6-nak, a 6 osztoja a 12-nek, akkor a 3 osztdja a 12-nek (tranzitiv).
Derékszogii koordindta-rendszerben éabrazolhatjuk, hogy a természetes szamok mit
adnak maradékul 5-tel osztva.

Az osztok szama szamelméleti fiiggvény fogalmat elokészithetjiik 8. osztalyban
konkrét feladatokhoz kapcsolodva.

Meérés, geometria

Szabalyos sokszogek forgatasaval szemléltethetjiik a maradékot. (Példaul: szabalyos
Otszoget forgatva az 6t6s maradékot.)

Az idomeérés ciklikussdgahoz kapcsolodd feladatok eldkészitik a maradékkal valo
szdmoldst.

Szamtan, algebra

Gyakoroltatjuk a tortek egyszerlisitését, bovitését, 0sszeadasat, kivonasat.

Tudatositjuk a miiveleti tulajdonsagokat (O0sszeg szorzasa, Osszeg ¢&s szorzat
csoportosithatosaga, felcserélhetdsége.)

Kombinatorika

Sorbarendezett szamok koziil kivalasztjuk azokat, amelyek 4-gyel oszthatok.

Egy szam Osszes osztojanak meghatarozasakor eszkozjelleggel alkalmazzuk a

kombinatorikai feladatokat.
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5. Néhany érdekesebb szamelméleti feladat

Az alabbiakban néhany szdmelméleti feladatot sorolnék fel, melyekkel foleg szakkoron,
fakultacion foglalkoznak a didkok, de egy jobb képességli osztalyban is barmikor meg lehet
oldani Oket. Ilyen, és ehhez hasonld feladatok azok, melyekkel be lehet mutatni a
kozépiskoldban a szamelmélet triikkjeit; elég csak egy jo otlet, és maris megvan a
megoldashoz vezeto ut kulcsa. A feladatok megoldasanak menetét nem kdzlom, hiszen az mar

egy masik dolgozat témaja lehetne, csak felsorolom a feladatokat.

1. Melyik az a legkisebb szam, amely oszthato az 1, 2, 3, ..., 1993 szamok
mindegyikével?

2. Melyik természetes szdm négyzete az N szam?

N=1993+2-(1+2+3+...+1992).

3. Szamitogéppel kiiratjuk a szdmokat 1-t81 1993-ig. Kett6t kivalasztunk, kitoroljiik, és
helyette visszairjuk a kiilonbségiiket. Ezt az eljarast addig ismételjiik, mig csak egy
szam marad. Paros vagy paratlan ez a szam?

4. Mennyi a maradék, ha a 74-nek az 1993. hatvanyéat 9-cel elosztjuk?

5. Tetsz6legesen megadunk egy 9-cel oszthatdo 1993 jegyli szamot. Az igy kivalasztott
szam jegyeinek Osszege legyen A4, az A jegyeinek Osszege B, a B szam jegyeinek
0sszege C. Mennyi a C?

6. Bizonyitsa be, hogy akarhogyan is adunk meg 1993 féle szamot, van kozottiik kettd
olyan, amelyek kiilonbsége oszthatdé 1992-vel!

7. A természetes szamokat egymas mell¢ leirjuk 1-gyel kezdve. Milyen szamjegy all az
1992. helyen?

8. Hatéarozza meg a kovetkezd egyenletek pozitiv egész megoldasait!

1992° + 1993 = 1994,

9. Egy pozitiv egész szamrdl tudjuk, hogy tizes szamrendszerben hatjegyii, elsé
szamjegye 7, az 0tddik 2. Tudjuk, hogy paratlan szam, valamint 3-mal, 4-gyel, 7-tel,
9-cel, 11-gyel és 13-mal osztva ugyanazt a maradékot adja. Melyik ez a szam?

10. Képezziik a kdvetkezd sorozatot:

37; 537; 5537; 55 537; 555 537 stb.
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11.

12.
13.

14.
15.

16.
17.

A sorozat elemei olyan szdmok, amelyeknek utolsé két szamjegyébdl allo szam a 37,
¢€s ezt egyre tobb ¢és tobb 5-0s szdmjegy eldzi meg. Bizonyitsa be, hogy a sorozat tagjai
kozott végtelen sok 13-mal oszthaté szam van!

Egy matematikadran a tanar felir egy szamot a tdblara. Az egyik diak igy szolt: a szam
oszthat6 31-gyel. A masodik: a szdm 30-cal is oszthat6. Egy harmadik didk szerint a
szam 29-cel is oszthatd, egy negyedik szerint 28-cal €s igy tovabb, végiil a 30. didk azt
mondta, hogy a szam oszthato 2-vel. A tanar ezek utan kozolte, hogy csak két allitas
nem volt igaz, és hogy ez a ketté egymas utdn hangzott el. Melyik volt a két téves
allitas?

Bizonyitsa be, hogy a 7 3" kiilonbség oszthatd 100-zal!

Bizonyitsa be, hogy két ikerprimszdm Osszege oszthatdé 12-vel, ha a szamok 3-nal
nagyobb primszdmok!

Bizonyitsa be, ha p > 3 primszam, akkor p2 — 1 oszthat6 24-gyel!

Két szam kiilonbsége 2. Bizonyitsa be, hogy kobeik kiilonbsége el6all harom
négyzetszam Osszegeként!

Milyen maradékot ad 4-gyel osztva a 17" 192
Egy természetes szdmhoz hozzdadjuk szamjegyeinek Osszegét ¢€s igy 1989-et kapunk.

Melyik ez a természetes szdm?
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Osszegzés

A dolgozat pontjaibol lathatjuk, hogy a szamelmélet az egyik legkonnyebb é&s
valoszinlileg az egyik legegyszerlibb fejezete a matematikédnak. Csupan egy részét mutattam
be a targynak, ez a kis rész mégis alkalmas arra, hogy lassuk, milyen lehetdségek rejlenek
benne. Nemcsak U0j ismereteket adunk at a didkoknak, hanem segitségével meg is
szerettethetjik a matematikat veliik, és alkalmas arra, hogy fejlessziik a tanulok
gondolkodasat, problémamegoldo, problémalatd készségét is. Lehetdséget ad arra, hogy az
érdeklddd tanulok betekintést nyerjenek a magasabb matematika vilagaba, és elsajatitsanak
egy olyan gondolkoddsmodot, mellyel konnyebben célhoz érhetnek némelyik problémas
feladat megoldéasaban.

Sajnos a szamelméletnek csak toredékével tudtam foglalkozni. Ezen kiviil rengeteg mas
tertilet talalhatdé még a szdmelméletben, mellyel azonban kozépiskoldban nem, vagy csak
érintlegesen foglalkoznak. Dolgozatomban a szamelmélet olyan teriileteit probaltam
kiemelni, melyet a didkok jobban szeretnek, szivesebben foglalkoznak vele. Tapasztalataim
szerint ezek az anyagrészek eléggé le tudjak kotni a tanuldk figyelmét, természetesen
megfeleld tanari feliigyelettel és figyelmesen véalogatott feladatokkal.

Remélem dolgozatom megfeleld betekintést nytjt a kozépiskolai szamelmélet vilagéaba.
Ezen kiviil igyekeztem érdekességként olyan részeket is beiktatni, melyek a tehetségesebb
tanuldkat is lekotik és segitik a gondolkodasuk fejlesztését.

Eljink tehat azokkal az eszkozokkel, melyeket a szamelmélet nyujt a tanaroknak, és

segitsiik a tanuldkat kibontakozni, 14tas- és gondolkodasmodjukat kiszélesiteni!
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