Szab6 Jozsef

INFORMATIKAI
MATEMATIKAI
ALAPVETES




Szabd Jozsef

INFORMATIKAI
MATEMATIKAI ALAPVETES






INFORMATIKAI ]
MATEMATIKAI ALAPVETES

irta
Szabo Jozsef

2. javitott kiadas

press

Debreceni Egyetem, Informatikai Kar
Debrecen, 2010.



Lektorélta:
Dr. Bacs6 Sandor, egyetemi docens, tanszékvezetd
Dr. Fazekas Gabor, egyetemi docens, dékanhelyettes

A masodik, javitott kiadas a helyesiras és képlet kijavitasain tul némi valtozast is
tartalmaz, figyelembe véve azt, hogy az elsé kiadas oOta a levelezd és nappali
hallgatéknak az anyagot t6bbszér, kb. nyolcszor is tanitottam.

Debrecen, 2009. december.

Prof. Dr. Szab6 J6zsef
egyetemi magantanar

ISBN 978 963 318 074 7

© Debreceni Egyetemi Kiadé Debrecen University Press,
beleértve az egyetemi halézaton bellli elektronikus terjesztés jogat is

Kiadta a Debreceni Egyetemi Kiadé Debrecen University Press
www. dupress.hu
Felel6s kiadé: Dr. Viragos Marta
KészUilt a Debreceni Egyetem sokszorositéizemében, 2010-ben
10-588



Informatikai matematikai alapvetés

" A matematika nemcsak megtanul-
hatd, hanem igen érdekes is"

idézet egy magyar szakos informati-
kus konyvtaros levelezg hallgatotol

El6szo

A matematika atfogja az egész életet, tarsadalmat. Ma mar meglenni
nélkiile nem lehet, vagy nagy felel6tlenség. Pedig a matematika se nem termé-
szettudomany, se nem tarsadalomtudomany. Emberi absztrakcid, de nagyon jo,
mert segitségével eltalaltak a Holdat is, a Marsot is. Ki lehet szamolni egy ve-
gyiilet OsszetevOit, hogy a gyodgyszer hatasa az elvart legyen. Nagy hazakat,
hidakat lehet épiteni, modellezni lehet tarsadalmi folyamatokat, informatikai
eszkozoket, szoftvert és hardvert lehet késziteni, ami megkonnyiti az emberek
munkajat.

De a matematikanak mas szerepe is van. Szigori gondolkodasmodja
fegyelmezettebbé, alaposabba teszi felhasznaldjat. Bizony az altalanos mivelt-
séghez nagyon hozzatartozna. Nap mint nap tapasztaljuk a televizidban, radio-
ban, hogy a matematika alkalmazasaiban az emberek igen gyengék. Ha egy
lizembdl elbocsajtjak a dolgozok 50%-at, majd egy-két év mulva ismét elbo-
csajtjak a dolgozok 50%-at, akkor az tizemben még elég sokan maradtak, az
eredeti Iétszam 25%-a. A fehér tagadasa a nem fehér. Ha egy politikusra valamit
mondanak, és 6 azt mondja, hogy nem, az nem cafolat csupan ellenmondas,
ellene mond. Gyakori hiba a van olyan ¢és a minden egyes azonositasa. Bizony
sokkal tobb matematikat kellene tanulni.

De nem mennyiségileg, hanem mindségileg. A matematika fogalmakkal
dolgozik. El lehet felejteni sok mindent, de az egész szellemének meg kell ma-
radni. Meg kell maradnia annak is, hogy a matematikat az emberek csinaltak,
ezért megtanulhatd. A természet vagy a tarsadalom sokkal bonyolultabb. Vala-
mit tudunk réluk, aztan kideriil, hogy az nem is ugy volt, és kezdhetjiik az egé-
szet elolrol.

Az természetes dolog, hogy az informatikus konyvtaros hallgatoknak
kell valami matematikat tanulni, hiszen targyaik 40%-a informatika jellegii és a
nyelvezet miatt is, meg az Osszefliggések miatt is sziikség van matematikai isme-
retekre. Ez a matematikai targyalds azonban igyekszik olyan lenni, hogy azt a
tobbségiikben bdlcsész beallitottsagu hallgatok is megértsék. A konyvben sok
torténeti adat is van, a matematika torténetére vonatkozoan, hiszen kiizdelem
aran jott 1étre a matematika is, és ebbol is kivantunk egy kis izelitot adni. A ma-
gyarorszagi matematika élenjar a vildgban. Tartalmat tekintve olyan valogatas
ez, amely az informatikaban val6 eligazodast segiti. Olyan fejezetek is vannak
benne, amelyeket egy klasszikus matematikatanar sohasem tanult. Az is igaz,
hogy egy-egy fejezet a matematikatanar vagy a szakinformatikus tanulmanyai-
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ban tobb féléves anyag. Vagyis ez egy informatikai szempontli matematikai
alapvetés, nem matematikusok szamara.

Végiil nagyon remélem, hogy aki ezt a konyvet végigtanulja, a matema-
tikanak, annak gondolkodasmodjanak nem ellensége, hanem baratja lesz. Nem
helyezkedik arra az allaspontra, hogy én ezt ugy sem értem.

Abban, hogy én ezt a kdnyvecskét megirtam nagy szerepiik van a leve-
lez6 hallgatoknak, akik éveken at a vizsgikon igen jol szerepelnek, és bizton
allithatom, hogy nem félnek a matematikatol, mert az egészre érvényes az elsé
idézet.



Informatikai matematikai alapvetés
1. Axidma, definicid, tétel, bizonyitas

A matematika egy nagyon nagy fokt absztrakcio eredménye. A formak-
1ol és a mennyiségekrol szol.

A mennyiségek a szamok, mint pl. 5, 9, 1 stb. A szamokat miiveletek
kapcsolhatjak ossze, de lehet a szamoknak is sajat tulajdonsaguk. Az 5 egy olyan
szam, amely csak 1-gyel ¢s onmagaval oszthatd, vagyis pontOsan két osztodja
van. Sema 9, sem az 1 nem ilyen. A 9 oszthatdé 1-gyel és 6nmagaval, de még 3-
mal is. Az 1-nek nincs két osztdja, hanem csak az 1 az osztdja. Az 5 primszam, a
9 Osszetett szam, az 1 pedig teljesen kiilonleges. Ha vele megszorzok egy sza-
mot, akkor a szorzat annyi lesz, mint az eredeti.

A szamok absztrakciok eredményei. A valdésagban 5 nincs. De van, pl. 5
alma. Es, ha az 5 almat el akarom osztani gyerekek kozott elvagas nélkiil és
egyenléen, azt a fenti tulajdonsag szerint csak ugy tudom, hogy 6t gyereknek
adok egyet-egyet, vagy egynek adom oda az Gsszest. Es ez abbol adodik, hogy
az 5 primszam.

Ami a formakat illeti, azok is minden valosagos tulajdonsaguktol meg
vannak fosztva. Az emberiség igen sok kereket gyartott, amig megalkotta a kor
fogalmat. A téglalap a derékszogii négyszog. Ha egy ilyen négyszoget, pl. haz
alapjat kitliziink, akkor annak a szemkdztes oldalai kozel egyenldk és az atloi is
kozel egyenldk lesznek. A matematika téglalapja ugyan nem létezik, de annak a
szemkdztes oldalai pontosan egyenldk, és az atloi is pontosan egyenldk. Az is
igaz, hogy ha egy négyszog szemkoztes oldalai egyenlOk és az atloi is egyenlok,
akkor az téglalap. Az utobbi két mondat egymas megforditasa. Mivel mindkét
allitas helyes, ezért azok egyenértékiiek. A geometriai formak a mértani testek és
sikidomok. Ezek nem léteznek, ezért tokéletesek. Ki lehet szamitani a testek
térfogatat, felszinét stb. Es ezeket az ismereteket alkalmazni lehet a valosagos
testekre, sikidomokra. Egy kavicsrakas térfogatanak megbecsiilésére, egy haz
kifestéséhez sziikséges anyagok Osszeallitasara is.

A matematikai fogalmak igen jo és nagyon tartds absztrakciok. A para-
bola tengelyével parhuzamos vezérsugarak a parabolarol ugy verddnek tovabb,
hogy atmennek egy fix ponton. Ez egy geometriai tulajdonsaga a parabolanak.
Archimédesz azonban Sirakuza kikotéjében a katonakat gy allitotta fel egy
parabola mentén, hogy pajzsaikrol a nap sugarai az ellenséges hajohadra iranyul-
janak, hogy felgyujtsak azokat. A parabola tulajdonsagait felhasznalva sikeriilt
az ellenség hajoiban jelent6s karokat okozni, és az ellenséget megfutamitani. Ez
a matematikai eredmények egy alkalmazasa volt. Archimédesz nevéhez igen sok
alkalmazott matematikai eredmény fiizédik.

A matematika sziikségletekbol és az onfejlodés utjan jott 1étre. Gazdasa-
gi és geometriai felvetéseket kellett megoldani. Ossze kellett szamolni a va-
gyont, értékelni kellett annak a gyarapodasat. Ha pedig épiteni kellett, akkor a
geometriara volt sziikség. De akkor is az kellett, ha a folydk araddsa elmosta a
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mezsgyét és tjra kellett mérni a teriiletet. Mindezekhez recepteket allitottak 6Sz-
sze. Erdekes volt a haromszog teriiletének a kiszamitasa. A rovid oldalt meg
kellett szorozni a hosszuval és osztani 2-vel. Ez a Nilus aradasainal nem nagyon
rossz érték, hiszen a folyora lenylo hossza csikszerii parcellakra kellett alkal-
mazni, azaz a magassag ¢s a hossza oldal nem sokban tértek el egymastol. Az
épitkezésekkor a timpanon teriiletének szamitasanal azonban mar szemlatomast
van eltérés. Ebben a mondatban szandékosan szerepel a szemlatomas sz6. Ezt a
Mmatematika nem t{iri, mivel a szemlatomas torz is lehet.

Axiomak

I.e. 300 koriilre ért meg a geometria arra, hogy megkezdjék a megalapo-
zasat. Ez abbdl allt, hogy bizonyos dolgokat, mint igazakat elfogadtak és minden
egyebet abbdl szarmaztattak a logikus gondolkodas szerint.

Euklidesz volt az elsd, aki alapelvekbdl, axiomakbol épitett fel matema-
tikai, geometriai rendszert. Igaznak fogadott el néhany dolgot és abbdl kovetkez-
tetett a mai napig is teljesen helytallé6 dolgokra. A matematika ebben is eltér a
természettudomanyoktol, ugyanis a természetet nem érdekli, hogy mit tudunk
réla, az megy a maga utjan. Kromoszomak addig is voltak, amig nem fedezték
fel 6ket, a Fold kering a Nap koriil, ha ez nem is igy latszik ...

Brassai Samuelt bizta meg a Magyar Tudomanyos Akadémia Euklidesz
Elemek munkajanak magyarra forditasaval. Az els6 magyar nyelvii kiadas 1865-
ben tortént. (a masodik 1983-ban). Euklidesz 5 axiomabol indult ki. Mivel erre
az idbre tehet6 a magyar matematikai nyelv kialakulasa is, itt a konyvtaros sza-
kon nem art az axiomak eredeti, els6 forditasban valo leirdsa. Ezek az alabbiak:

1. Kivantassék meg, akarmely ponttdl akarmely ponthoz egyent von-
hatni.

Es egy hatarzott egyent folyvast egyenesben megnytjthatni.

Es minden kozépponttal és kozzel kort irhatni.

Es hogy minden derék szeglet egyenld legyen.

Es hogy ha két egyent Gigy vag keresztiil egy egyen, hogy az
azonegyfeldli belsé szegleteket két deréknél kisebbé teszi, a két
egyen hatartalanul kinyujtva Osszeérjen affelé, amelyrél a két
deréknél kisebb szegletek vannak.

agrwn

Tobb dolgot észre kell venniink. Az 6todik leirdsa hosszabb, mint a
megel6z6 négy egyiitt, ezért rogton felvetddik, hogy nem lehetne-e levezetni a
tobbibdl. Ezt 2000 évig nem tudtak levezetni, de akkor Bolyai Janos egy geo-
metriai rendszert (abszolit geometria) alkotva bebizonyitotta, hogy az els6
négybol nem is lehet. Megallapithatjuk azt is, hogy az axidémakat a gyakorlat
nem tamasztja ala maradéktalanul (ellent nem mond). Vegyiik a masodikat. Sen-
ki sem tudja a meghosszabbitasokat ellendrizni. A harmadikra gondolva ki tudna
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megrajzolni azt a kort, amelynek kozéppontja az olvasé személy valamely pont-
ja, egy pontja pedig mondjuk a Nap kézéppontja vagy mas pontja.

Viszont be lehet bizonyitani az elsé négy alapjan, hogy az egyenld szara
haromszog alapjan fekvo szogei egyenldk, hogy a haromszog két oldalanak 6sz-
szege nagyobb, mint a harmadik oldal, hogy a haromszog belsé szogeinek 6Sz-

szege legfeljebb 180°. De, ha igaznak tekintjiik az 5. axiémat, akkor a szogosz-

szeg pontosan 180°. Kijon a Pitagorasz-tétel is, és az is, hogy a sik barmely
korének kertiletét elosztva az atméréjével, ugyanazt a szamot kapjuk.

A kovetkezé axiomatikus rendszer tobb mint 2000 év mulva sziiletik
meg. Pl. a természetes szamok axidmarendszere Peanotdl (1858-1932) valo.
Euklidész rendszerét Hilbert (1862-1943) tokéletesitette.

Definicio

A matematikaban mindig megmondjak, hogy mirdl van szd, definialjak
a fogalmakat, megadjak, hogy mi mit jelent. Euklidész axiomait megel6zik a
definiciok, értelmezések. Nézziink néhanyat.

1. Pont az, melynek semmi része.

2. Avonal szélesség nélkiili hossz.

3. A vonal végei pontok.1

Es ez megy még tovabb. Nem matematikai, hanem nyelvi érdekességé-
nél fogva kozliink még néhanyat.
1. Buta szeglet az, amely a deréknél nagyobb.
2. A haromoldala képletek ko6zil egyenls oldali haromszeg melynek
mind a harom oldala egyenlé.
3. Kajcsos, melynek egy oldala sem egyenl6 a masikkal.
4. Butaszegletii, melynek egyik szeglete buta. 2

A matematikaban vannak azonban olyan definiciok is, amelyek nem el-
nevezések. A hatvanyozas ismételt szorzas az egész kitevokre. fgy egy
sor tulajdonsagot tudunk megallapitani. Amikor a hatvanyozast kiter-
jesztjiik a nulla, negativ illetve tort kitevdjii hatvanyokra, azt uigy tesz-

! Hilbert tokéletesitése abbol 4llt, hogy az axiémakban szereplé fogalmakat nem kell
megmagyarazni. Azokat az axiomakban elfoglalt viszonyok hatarozzak meg, hiszen az
axiomak azaltal jonnek létre, hogy a fogalmakat egyre egyszeriibbekkel irjuk le. Ugyan-
az a helyzet, mint a filozofia alapfogalmaival, a tudattal és az anyaggal. Csak az egymas
kozotti viszonyok a 1ényegesek.

2 A mértani testek kozos neve terj, a sikidomoké pedig lapos terj. A képlet képzod-
ményt, alakzatot jelent.
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szlik, hogy az ismert azonossagok majd azokra is érvényesek legyenek.
Tehat:

1 m
a’ =1, a"=—, an =4a".

n

fgy értelmezziik Sket, ez a definiciojuk.

Az emberek elébb tudtak a tortekkel szamolni, mint a negativ szamok-
kal. Az, hogy két pozitiv szam szorzata is pozitiv, érthetd. Ha két embernek tar-
tozok szaz - szaz forinttal, akkor 200 forint tartozasom van, vagyis a pozitiv és
negativ szam szorzata negativ.

De milyen lesz két negativ szam szorzata? Régen geometriai uton ma-
gyaraztak a szamolast is. Most mi is abban a stilusban jarunk el. Vesziink egy a
és C oldalt téglalapot és levagunk beléle egy b és egy d szélességi savot. Ki
akarjuk szamolni az (a—b)(c—d)-t.

Az (a—b)(c—d) a ferdén sraffozott teriilettel egyenld.

Ezt kirakhatjuk a nagy téglalapbdl tgy, hogy abbol elvesziink két csikot.

ac—bc —ad . Ekkor azonban nem a ferdén sraffozott részt kapjuk meg,
mivel a fiiggblegesen sraffozott részt duplan vontuk le. Ezt a db mennyiséget
vissza kell adni. Igy

(a=b)(c—d)=ac—bc—ad +db

10
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Levezettiik két tag kiilonbségének a szorzatat is. A pozitiv szamok szor-
zasa problémamentes. A tartozas novelése is logikus, de a negativ szam negativ
szammal valo szorzasa nem magatol értet6do.

Ellentmondasra tehdt akkor nem jutunk, ha abban allapodunk meg, hogy
a negativ sz0rozva negativval pozitivet ad.

Tétel, bizonyitas

Amikor a matematikai allitasokat megfogalmazzuk, tételeket allitunk fel.
Ennek rovidnek és egyértelmiinek kell lennie. Az allitas persze csak akkor valik
tétellé, ha be is bizonyitottuk. A bizonyitas azt jelenti, hogy elfogadott allitasok-
ra alapozva a logika kdvetkeztetési szabalyai szerint eljarva eljutunk az allita-
sunkhoz. Ez akkor a legpontosabb, ha csak az axiomakra alapozunk. Ez azonban
sokszor nagyon hosszadalmas lenne. 3

Euklidesz a geometriai rendszerét feladatokon keresztiil dolgozza fel.
Ezek koziil az elsé az egyenld oldalti haromszog szerkesztése, a masodik sza-
kasz felmérése egyenesre, a harmadik szakaszbol kisebb szakasz elvétele. Ezeket
szépen végig tudja barki kovetni az axioméakbol. Es, ha az Elemekbe elég mesz-
szire elmegyiink, megtalalhatjuk a Thalész-tételt, a mértani kozepeket, a szaba-
lyos 6tszog és a tizszOg szerkesztését, a szabalyos poliédereket. Az algebrai is-
meretek is geometriai megvilagitasban vannak.

A matematikai allitasok csak annyiban igazak, amennyire az axiomak
igazak. De tobb fajta axiomarendszert lehet késziteni és ezek esetleg nagyon
szoros kapcsolatba is keriilhetnek egymassal. Amikor DeScartes altal megsziile-
tett a koordinatageometria, az tortént, hogy a matematikai igazsag kérdése atte-
v6dott a valds szamokkal vald szamolasra. Ma az axidomak igazsagtartalmaban
relativ ellentmondas-mentességet mondhatunk csak ki. Pl. a geometria axioma-
rendszere akkor ellentmondasmentes, ha a természetes szamok Peano-féle axio-
marendszere is az. De, hogy a Peano-féle axiomarendszer ellentmondasmentes-
e, a matematikan belil mar nem lehet eldonteni.*

Mi nem jarjuk be egyik matematikai rendszert sem, az axiomaknal sok-
kal tébb mindent feltételeziink. Minket megnyugtathat az a tény, hogy a mate-
matika elég stabil pontja az emberi ismeretnek, hiszen segitségével, gigantikus
éptileteket, hidakat lehet tervezni, gazdasagi elemzéseket lehet végezni és akar a
Holdat is el lehet talalni.

Azért megnéziink néhany érdekes bizonyitast, kiillondsképpen a stiluso-
kat.

¥ P1. be kellene bizonyitani, hogy az egyenesnek kettnél tobb pontja is van
* Az utdbbi két mondat Ruzsa Imre debreceni eléadasabol vald, amelyet az 1960-as
években tartott az V. tanteremben.

11



Informatikai matematikai alapvetés

Tehat

1. Tétel
Ha egy pozitiv egész szambol elvessziik a szamjegyek osszegét, akkor
9-cel oszthato szamot kapunk.

Bizonyitas

A szam egyesekbol, tizesekbol, szazasokbol, ezresekbdl stb. all.

..+1000x, +100%, +10X, + X, —..X, =X, = X, = X, =
=...999X%, +99%; +9X, =9(...111x, +11X; + X,)
Tehat a szam tényleg oszthatd 9-cel.

2. Tétel
Végtelen sok primszam van.

Bizonyitas (Euklidész alabbi bizonyitasat joggal nevezik a matematikai
bizonyitasok gyongyszemének)

Tudni kell, hogy azokat a pozitiv egész szamokat hivjak prim-
szamoknak, amelyeknek pontosan két osztdjuk van. Ez nyilvan
az 1 és maga a szam.

Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, azaz véges sok primszam
van. Akkor ezeket fel lehet sorolni. ime:

P Pyy Pgyeenen. Py

Képezziink beldlitkk 6sszeszorzasukkal egy szamot, majd adjunk

hozz4 1-et!

A=p x P, X PyX.....xp, +1
Az A nem oszthato P, -gyel, mert az meg van benne

P, X Py X...... X P, -szor és még marad 1. De éppen igy nem

oszthato a tobbi primszdmmal sem, mert mindig lesz maradék,
az 1. Tehat akkor az A maga is primszam. Helytelen volt az a
feltevésiink, hogy fel lehet irni az 6sszes primszdmot, tehat vég-
telen sok primszam van.

Bizonyitasunk indirekt bizonyitds volt és ezt, mint modszert sokszor fog-
juk hasznalni.

A primszamokat nézve taldlunk koztiik kiilonlegeseket is. Van koztiik
paros is, igaz, hogy csak egy. Aztan vannak olyanok, hogy parban van-
nak, mert kozottiik csak egy szam van. Ilyenek 3,5 aztan 5,7 aztan 11,13
aztan 17,19 stb. Ezeket a szdmokat ikerprimeknek hivjak. Vajon ezek is
végtelen sokan vannak? Ez ma is megoldatlan probléma, de az elébbi té-

12



Informatikai matematikai alapvetés

telt mar Euklidesz bebizonyitotta. Ma igyekeznek nagy ikerprimeket ke-
resni. Ehhez szamitogépeket és komoly matematikai apparatust hasznal-
nak. Ez sport, matematikai sport.5 Vannak vilagcsucstartok. Ilyen vilag-
csucstartd Jarai Antal is, intézetiink egykori matematikusa. Az altala ta-
lalt ikerprimszam kereken 13000 szamjegyli. Hogy képiink legyen arrol,
hogy mekkora is ez a szam, vesziink egy kozepes alakméretii konyvet.
Egy iv, azaz 16 oldal 40000 kis m betii helybdl all. Ez az ikerprim szam
akkor mintegy 5 oldalon irhatd fel. Még masként is megvilagitjuk e
szamot. A legkdzelebbi csillag 4 fényévre van toliink. (A Nap csak 8
percre) ha a csillag téliink valo tavolsagat mm-ben kivanjuk kifejezni,
akkor ahhoz csupan 20 szdmjegyre van sziikség, és ez fél nyomtatott sor
sincs. Négy év alatt a fény

3000000000000 % 60x 60x 24 x (3x 365+ 366) =

=37869120000000000000 mm-t tesz meg.

A 13000 jegyl iker prim megtalalasa tehat igen nagy teljesit-
mény lehetett. De ez még mindig nem jelenti azt, hogy végtelen sok iker
prim van.

3. Tétel

Ha n természetes szam, akkor nN° + 23n oszthaté 6-tal.

Bizonyitas:
Ha n=1, akkor a kifejezés értéke 1+23=24, tehat oszthat6 6-tal.
Ha n=2, akkor a kifejezés értéke 8+46=54, tehat oszthat6 6-tal

Tegyiik fel, hogy az allitas n=k-ra igaz, azaz a k* + 23k osztha-
to 6-tal.
Képezziik a k+1 esetét:

(k+1)°+23(k +1) =k® +3k* +3k +1+ 23k +23 =
=k®+23k +3(k* + k) + 24 =k> + 23k +3(k (k +1)) + 24

A kifejezés els6 két tagja feltevésiink szerint oszthatod 6-tal, a
harmadik tag 3-mal és 2-vel oszthatd, mivel k vagy k+1 paros, a 24 oszt-
hato 6-tal, tehat az egész kifejezés oszthato 6-tal.

A bizonyitast a teljes indukcié vagy matematikai indukci6 elve
alapjan végeztiik.

> Az interneten t3bb kapcsolodé cikket talalunk
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Kezdetben a pozitiv egész szamok alakultak ki, majd ezek altalanositasaként a
tortek. (és csak késGbb a negativ szamok)
Hamar kideriilt azonban, hogy olyan "szamokra" is sziikség van, amelyek nem
adhatok meg tort alakban.

Vegyiink egy egység oldalii négyzetet.

1

Az egységoldali négyzet két oldala és egy atloja derékszogii haromszoget alkot,
amelynek atlojat x-szel jeloltiik. A Pitagorasz- tétel alapjan ez egy olyan szam,
amelyet nmagaval megszorozva 2-t kapunk.

A matematika nem dijazza a nem tudom szo6fordulatot, de a megalapo-
zott nem lehet allitasokat igen. Euklidész be tudta bizonyitani, hogy a fenti X
szam nem létezik. Nem 1étezik akkor, amikor egy szam vagy egész vagy tort,
hiszen mas fajta szam Euklidész idejében még nem volt ismert.

Ezt a bizonyitast megnézziik: (Vagyis azt, hogy a \/E nem racionalis
Szam)

Minden szam (racionalis) két egész szam hanyadosa. Ha van k6zos osz-
tojuk, akkor azzal még egyszerisitiink.

Legyen x egy olyan tort szam, amelyik mar tovabb nem egyszeriisithetd,
azaz

X=—
q
A Pitagorasz-tétel szerint

2
X2 =(EJ _12 117 21412,
q

A négyzetre emelés utan
2 2
p°=2q°.
A p2 tehat egy paros szam. Mivel négyzet, ezért minden tényezdje is

négyzeten van, nemcsak 2-vel, hanem annak négyzetével, 4-gyel is oszthato.
Ebbél kovetkezik azonban, hogy q is oszthato 2-vel. Es ezen a ponton ellent-
mondasra jutottunk. Helytelen volt a feltételezésiink. Vessziik az allitasunk taga-
dasat, azaz a 2 nem irhat6 fel egy szdm 6nmagaval val6 szorzataként. Euklidész
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ezt ugy fejezte ki, hogy az egységoldalu négyzet atloja nem Osszemérhetd a
négyzet oldalaval, azaz "inkommenzurabilis" hosszlsag.

Egzisztencia-bizonyitas

Az Informatikai Karnak t6bb mint 1700 hallgatoja van. Olyanok, akik
teljesen a karhoz tartoznak, mint a programtervezd, programozé matematikus.
Es még olyan hallgatok, akiknek legalabb az egyik szakjuk tartozik a karhoz.
Ilyenek az informatikus konyvtarosok, informatikatanarok stb.

Bizonyitsuk be, hogy a Karhoz tartoz6 hallgatok kozott van 5 olyan
hallgato, akiknek a sziiletésnapja az év ugyanazon napjara esik.

A megoldashoz nem kell a tanulmanyi osztalyra menni az adatokért. Az
illetéket nem fogjuk tudni megnevezni, de a létezésiiket tudjuk igazolni. Nekiink
az a kedvezotlen, ha a hallgatok szétszortan sziiletnek. Tegyiik fel, hogy az év
minden napjara esik sziiletésnap. Ehhez 365 vagy szok6év esetén 366 hallgato
kell. A kovetkezé 365 vagy 366 embert ugyancsak egyenletesen teritjilk. Ha ezt
négyszer megtessziik, ahhoz csak 1464 hallgaté kell. A kdvetkezd hallgatonak is
van sziiletésnapja, és azon a napon mar nem négyen, hanem tobben tinnepelnek.

Szellemes az allitds az emberek hajarol. 80000 hajszali embernél du-
sabb haja nincs. Bizonyitsuk be, hogy Debrecenben van harom olyan ember,
akinek a fején ugyanannyi hajszal van.

Ezt a bizonyitasi médot "skatulya elvnek" hivjak.
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2. Halmazok

A matematika el6re pontosan meghatarozott absztrakt fogalmakkal dol-
gozik. Vagyis egy matematikai vita kdzben nem fordulhat el6 olyan a valo élet-
ben gyakori helyzet, hogy "az attol fiigg, hogy mit értlink alatta". Két dolog le-
hetséges. A nehezebb az, amikor a fogalom nagyon alapvetd, tovabbi fogalmak-
kal nem hatarozhaté meg. Ilyenkor az alapvetd fogalmak egymashoz vald viszo-
nyuk szerint vannak megadva. llyen alapvet6 fogalom a filozéfidban az anyag és
a tudat, a geometriaban a pont, egyenes, sik, illeszkedik.

A halmaz is alapfogalom. Mi nem a teljesen tudomanyos, axiomatikus
halmazelméletet, hanem az un. naiv halmazelméletet tanuljuk, vagy inkabb be-
lepillantunk.

Probaljuk meghatarozni az asztal fogalmat, azaz definialjuk az asztalt.
Hamar rajoviink, hogy az asztalra nem jellemz6 az, hogy hany laba van (0-tol
sokig; vonaton az ablaknal 0, hossza targyald asztal 4-nél tobb 1abu), hogy a
lapja vizszintes-e (rajzasztal sokszor ferde), hogy feliilete "sima" (kerti 1écasztal)
stb. Erdekes azonban, hogy az asztal fogalma minden 6-7 éves gyerek szaméra
pontosan ismert abban az értelemben, hogy barmir6l pontosan el tudja donteni,
hogy a kiszemelt valami asztal-e vagy nem.

Igy vagyunk a halmaz fogalmaval is. A halmaz matematikai alapfoga-
lom, amelyet nem definialunk, azonban gy adjuk meg, hogy barmirél el lehes-
sen donteni azt, hogy bele tartozik-e a szoban forgé halmazba vagy nem. A hal-
mazokat rendszerint latin nagy betlikkel jel6ljiikk, majd megadjuk az elemeik
leirasat. Pl.

A={l, 2, a, x}

B={x|xe R, 0<x<1}

C ={a Debreceni Egyetem Informatikai Karanak oktatdi}

D ={a....heti otdslottd sorsolasban résztvevs szelvényeinek halmaza}
E ={a....heti 6toslottd Ottalalatos szelvényeinek halmaza}

Az A halmaznak négy eleme van, fel vannak sorolva. Ezt megtehetnénk a C
esetében is. A B-nek eleme minden olyan valos szam, amely pozitiv, de egynél
kisebb. Az E-nek némely héten egyetlen eleme sincs. Az olyan halmazt, amely-
nek egyetlen eleme sincs, iires halmaznak nevezziik és & -val jel6ljik.
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A halmazok k6zé6tti kapcsolatok:

1. A része B-nek:

AcB=C:={VacA-ra aeB is igaz}
Ez azt jelenti, hogy C mindazon A-beli elemekbdl all, amelyek elemei B-nek is.

2. Halmazok egyenldsége:

Az A és B halmazt akkor mondjuk egyenlének, ha Ac B s ugyanakkor
B < A isteljesl.

(Ugy is szoktak az egyenlSséget értelmezni, hogy ugyanazon elemekbdl allnak.
De végtelen szdmossagu halmazok esetén ennek nem tudunk a végére jarni.
Illetve ki kell talalni az elébbi definiciot.)

A halmazokon miiveleteket hajthatunk végre. Ezek eredménye ismét halmaz.
Tehat az eredmény elemeit kell definialni.

3. Az A halmaz komplementere valamilyen, az A-nal altalaban bévebb B hal-
mazra nézve:

A={vxeB, de x¢A}

A komplementere olyan halmaz, amelynek az elemei az A-t mintegy "kip6toljak"
B-ig. B-ben benne vannak, de A-ban nem.

Gyakran szerepeltetiink egy olyan H halmazt, amelynek a vizsgalatba bevont,

vagy bevonhaté minden halmaz része. Ezt a H halmazt teljes halmaznak nevez-
ziik. Erre igaz, pl.

AUA=H.
4. Aunio B:

AuB=C={vxe A vagy VxeB}

Szavakban: A uni6 B az a C halmaz, amelynek minden olyan x eleme, amely
eleme A-nak vagy eleme B-nek.
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5. A metszet B:
ANB=C ={Vvx, amelyre xe A is és xeB is teljestl}

Szavakban: A metszet B az a C halmaz, amelynek minden olyan x eleme, amely
eleme A-nak is és eleme B-nek is.

6.Halmazok kiilonbsége:

A\B=C ={vxe A, dexgB}.

C tehat olyan A-beli elemekbdl all, amelyek nem esnek B-be.
7.Szimmetrikus differencia:

A®B=C:={A\BUB\A}.

Néhany tulajdonsag az uniora és a metszetre:

AuB=BUA AnNB=BnA kommutativitas
AUA=A ANnA=A idempotencia
A=A AND =0

Au(BuC)=(AuB)uC | ANn(BNC)=(ANB)NC asszociativitas

8. Diszjunkt halmazok.

Az A ¢és B halmazt diszjunktnak vagy idegennek mondjuk egymashoz, ha nincs
kozos elemiik. Ezt képletszertien tobbféle képen is kifejezhetjiik. PL.:

A\B=A, vagy AnB=3.
9. Descartes-szorzat (direkt-szorzat, keresztszorzat)

Ax B =C = {az 6sszes olyan par, amelynek elsé eleme A-bol, masodik eleme
B-bél valo}.
Pl. A={0,1,2} és B={a,b,c}, akkor

Oa Ob Oc
AxB=C:=<1a 1 1c
2a 2b 2c
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A Descartes szorzatot ki lehet terjeszteni tobb halmazra is, és nemcsak véges
halmazokra is.
Pl. A={xeR, 0<x<1}, B=A C=A, akkor AxBxC egy egység

éli kocka pontjainak a halmazat jelenti.

Feladatok:

1. lgazoljuk, hogy AUB=ANB , AnB = AuU B. (De Morgan azonossa-
gok)

Igazoljuk, hogy (A\B)U(ANB)=A

Igazoljuk, hogy (ANB)\C=(A\C)n(B\C).

Igazoljuk, hogy (A\B)\C=A\(BuUC).

Igazoljuk, hogy ha AUX =AUY é& AnX=ANY, akkor X =Y.

Egy konyvtarban 67 ember dolgozik. Angolul tud 47, németiil 35, mindkét
nyelven 23 munkatars. Hany f6 nem tud sem angolul sem németiil?

7. Oldjuk meg az alabbi egyenletet. Az egyenletben A és B adott halmazok, X a
keresett halmaz

X UAUX UA=B.

IS

Halmazok szamossaga

A véges halmazok valahany elemet tartalmaznak, szamossaguk az a valahany.
PI.

A={a,b,c,aa,bb, cc}=|A =6.

Azaz az A halmaz szamossaga 6. Vilagos, hogy véges halmazok unioja és met-
szete is véges.

A végtelen halmazok esete azonban sokkal bonyolultabb. Kiindulasul vehetjiik a
természetes szamok halmazat. Ez a szamlalas tjan keletkezett halmaz. N-nel
szokas jelolni és szamossagat megszamlalhatéan végtelennek mondjuk, azaz

IN|= megszamlalhatéan végtelen.

Es a matematikusok, filozéfusok gondolkodtak.
Galilei a természetes szamok ala odairta a négyzetszamokat. Igy

123 45 6 7 8
1 4 9 16 25 36 49 64

Mivel egyrészt a két szamsor jol megfeleltethetd egymasnak, ezért azt kellene
mondani, hogy a két szamossag egyenld, masrészt a masodik sorban sokkal ke-
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vesebb szam van, mint az els6ben, hiszen hianyzik a 2, 3, 5, 6, 7, 8, stb., azt
kellene mondani, hogy a masik szamsor kevesebb elemii. Lehet, hogy tébb vég-
telen van? Ezen a ponton Galilei megijedt.

Leibnitz és Spinoza ellentmondasba keveredtek.

Kant a fenti ellenmondasban is aldtamasztva latta a nézetét, miszerint a
vilag megismerhetetlen.

Bolzano azt mondta: ugy tlinik, hogy egy szakasznak nincs tobb pontja,
mint a felének.

Georg Cantor (1845-1918) jutott legtovabb, vagy egyaltalan elindult.
Azt kellett definidlni, hogy mely végtelen halmazok szamossagat tekintjiik
egyenlének. Bevezette az ekvivalens halmazok fogalmat.

Két halmazt ekvivalensnek mondunk, ha elemeik kélcsondsen egyértel-
miien feleltetheték meg egymdsnak.

Ez mas fogalom, mint a halmazok egyenldsége.

Vegylink egy nagy termet székekkel, emberekkel, mint pl. az Aula. Sz6-
litsuk fel az embereket, hogy iiljenck le egy-egy székre. Ha all6 ember marad,
akkor ember van tobb, ha iires szék marad, akkor szék van tobb. A nagysagrend
megallapitasahoz nem kellett megszamolni sem az embereket, sem a székeket.
Az ekvivalenciat dsszevetve az egyenl6séggel megallapithatjuk, hogy

Az egyenl6 halmazok ekvivalensek, de az ekvivalens halmazok nem
egyenlék altalaban. Pl. a paros szamok és a paratlan szamok ekvivalensek, de
egyetlen kozos elemiik sincs.

Tehat két végtelen halmaz szamossagat akkor tekintjiik egyenl6nek, ha a
halmazok ekvivalensek.

Galilei problémaja igy megoldddott, a négyzetszamok szamossaga is
megszamlalhatoan végtelen. Es ilyen szamossagii minden végtelen halmaz, ha
elemei sorba rakhatok.

Az egész szamok szamossaga is megszamlalhatoan végtelen, sorba rak-
hatok. PL igy:

0,1,-1,2-23,-3,4,4, ...

Ez nem nagysagrendi sorrend, de sorrend. Ha ebbdl kivessziik a paros szamo-
kat, egy megszamlalhatéan végtelen halmazt, a maradék ismét megszamlalhato-
an végtelen. De el tudunk bel6le venni végtelen halmazt tigy is, hogy ne végtelen
halmaz maradjon, hanem véges. Vegyiik el a fenti szamsorbol az abszolut érték-
ben ketténél nagyobb szamokat, akkor a 0, 1, -1, 2, -2 szamok, vagyis egy Ot-
elemii halmaz marad. °

® A Tiikrom, tiikrom cimii filmben a matematika professzor igy fakad ki a szépségével
tisztaban 1év6 tanitvanyara: "hanyszor mondjam még maganak, hogy ha egy végtelen
halmazbol elvesziink egy végtelen halmazt, akkor még mindig végtelen halmaz marad”.
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Vajon a racionalis szamok szamossaga is megszamlalhatdan végtelen? Ez nem
attol fiigg, hogy sorba tudjuk-e &ket rakni, hanem, hogy sorba rakhatok-e. izlel-
gessiik a kiillonbséget! A matematikaban némely kérdés 2000 évig is kérdés volt,
mert valamit nem tudtak megoldani.7 Akkor még a kérdés nyitott. A kérdés ak-
kor keriil le a napirendrdl, ha azt igenléen vagy tagadolag megoldjak. A kérdé-
sek tobbsége negativan zarult. A kor négyszogesitése a m szerkeszthetéségén
mulik. Csak 1882-baen deriilt ki, hogy a m transzcendens™ szam, és ezzel oldo-
dott meg a kor négyszogesitése. Negativan. A szdogharmadolas és a kocka meg-
kett6zése is negativan zarult a felvetéstél mintegy 2000 évre.

Nagyon otletesen lehet sorba rakni a racionalis szamokat. Egy tablazatba gy(jt-
juk 6ket 0ssze. A p/q racionalis szam a tablazat p-edik soranak g-adik oszlopa-
ban talalhatd, azaz minden racionalis szam szerepel a tablazatban. Innen mar
kinalkozik a sorrend, vagyis a bejarasi stratégia. Ezt a szamtablazatba irt vonal
mutatja. Az els6 néhany tag az alabbi:

1

! 2 2 1 2 Sgup> &
11 EH 1’ k) 21 H 4l 3’ 21 1! 11 21"'

3 1
1 3

Az esztétika tanara, Barbra Streisand azonban ezt tudta és szép sikereket ért el a mate-
matikatanarnal. Egyszer meg is ajandékozta a professzort egy kockara emlékezteto feji
mandzsettagombbal , amelyre az 1, 2, 3, 5 szamokat vésette. "Jé ezek a primszamok",
lelkesedett a professzor. Mindkét mondatban matematikai hiba van. Mik a hibak?

" A primszamok szamossaga végtelen, de hogy az ikerprimeké az-e azt nem tudjuk. Egy
szoget megfelezni korzdével és vonalzoval gyerekjaték, megharmadolni azonban a 19.
szazadig nem tudtak. Azota tudjak, hogy nem lehet. Konnyt volt felvetni a kor négyszo-
gesitését, vagyis a korrel azonos teriiletii (keriiletil) négyzet szerkesztését, vagy a kocka
megkettdzését, azaz egy kocka €lének ismeretébdl a kétszer akkora térfogatu kocka élé-
nek megszerkesztését. De egyik feladat sem oldhato meg.

® Ha az egyenlet ismeretlene az egyenletben az sszeadas, kivonas, szorzas, osztas és
gyokvonas kombinacidjaként van felirva, akkor a gyokot algebrai szamnak nevezik,

ellenkezd esetben transzcendens szamnak. Pl. X2 + \/; =7 gydkei algebrai szamok, de

az X° + \/; = COS X gyokei mar nem biztos, hogy azok. Kérzével, vonalzoval az Euk-

lideszi 1épésekkel csak bizonyos algebrai egyenletek gyokei szerkeszthetdk, azaz egyet-
len transzcendens szam sem.
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Vajon a valds szamokkal mi a helyzet? Reménykedhetiink éppen, hogy
valaki valamilyen csodatriikkel csak sorba tudja 6ket rendezni. De nem. Be fog-
juk latni, hogy a valds szamokat nem lehet sorba rendezni. A bizonyitasunk indi-
rekt. Megmutatjuk, hogy a [0,1] zart intervallumra esé valos szamok sem rakha-
tok sorrendbe. Es ez a matematika ereje; senki eztan sziiletd ember se tudja sor-
ba rakni..

A valds szamokat tizedes tort alakba lehet irni. Ezek lehetnek véges,
ismétlodo végtelen és szabalytalan végtelen tizedes tortek. A racionalis szamok
az elso kettdbe, az irracionalisak az utolsoba tartoznak.

Tegyiik fel, hogy a valds szamokat fel tudjuk irni valamilyen sorrendbe.
Csak a [0,1] intervallumba esé szamokat nézziik. Egy szam olyan, hogy nulla
egész, ¢s a tizedes pontot szamjegyek kovetik. Legyenek tehat feltevésiink sze-
rint a szamok mind felirva az alibbi sorrendben. Vagyis van koztiik valamilyen
szempont szerint els6, masodik, harmadik stb.

0.%,1 %5 X13X4 X5 X416 Xy - - -

0.X1 X0 X3 X0 X5 X6 X7 - - -
0.X31 X3 X33 X34 Xa5 Xa6 X7 - -
0.X 41 X4 X43X44 Xy Xas X7 - - -
0.Xg1 X5 X553 X5y Xgs X5 X7 - -
0.X61 X5 Xg3 64 Xo5 X5 Xo7 - - -
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Ez a feliras akarmilyen altalanos, mégsem tartalmazza az Osszes 0,1
intervallumra es6 szamot. Sok szamot nem tartalmaz, de, ha egyet is talalunk, az
is azt bizonyitja, hogy a valos szdmokat nem lehet sorrendbe rakni. Tekintsiik
azt a szamot, amelyiknek elso tizedes jegye eltér az elsé szam elso tizedes jegyé-
t6l, a masodik tizedes jegye a masodik szam masodik tizedes jegyétdl, és igy
tovabb. Ezt a jelolést hasznaljuk: a=-b, azaz a egyenlé nem b. Az alabbi
szam nem szerepel a felirtak kozott:

0.X; =Xy —Xg3— X —Xes - - -

azaz, helytelen az az allitas, miszerint a valés szamokat sorba lehet rakni. Ennél
fogva a valds szamok szamossaga mas végtelen, mint a természetes szadmok
Szamossaga.

A valos szamok halmazanak szamossagat kontinuum szamossagnak
nevezziik.

A [0,1] szakasz pontjai és a [0,1] intervallumra esé valds szamok kol-
csonosen egyértelmien megfeleltethetok egymasnak, ezért a szakasz pontjainak
zamoSsaga is kontinuum.

Most lassuk Bolzano észrevételét, hogy a szakasznak nincs tobb pontja,
mint a felének.

Ez akkor igaz, ha a szakasz és a fele kozott kolcsonosen egyértelmii
kapcsolatot tudunk létrehozni. Vegyiink egy AB szakaszt az F felezéspontjaval,
majd az AF szakaszt mérjiik fel A-bodl, de ne az AB egyenesre. Nézziik az abrat!
A B és az elmozditott F pontra egyenest illesztiink és felvesziink rajta egy C
pontot. Ebbdl az AF tetszdleges P pontjat az AB-re vetitve kapjuk P' -t. Ez a
leképezés a szakasz és fele kozott kolesondsen egyértelmi, tehat mindkét pont-
halmaz szamossaga kontinuum.

Az egyenes mint ponthalmaz is kontinuum szdmossagu.

Vegyiink egy egyenest és egy szakaszt, melynek végpontjai az egyenes kiilonbo-
z6 oldalara esnek. A szakasz végpontjain at huzzunk parhuzamosakat az adott
egyenessel és vegyiik fel rajtuk balra és fent az A és jobbra és lent a B pontot. A-
bol vetitve a szakasz egyenes folotti részét a jobboldali félegyenesre képezhetjiik
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le kolesondsen egyértelmiien. B-bdl inditva a vetitést, a szakasz masik része és a
masik félegyenes kozott, mint ponthalmazok kozott 1étesithetiink kdlcsondsen
egyértelmi kapcsolatot.

Az egységnégyzet pontjainak halmaza is kontinuum szamossagu.

P(x.v

1

A négyzet tetsz6leges pontja P az x.y koordinatakkal. Egy triikkkel a koordinata-
parbdl egyetlen szamot készitiink. Ezt a modszert konkrét koordinatakon mutat-
juk meg.

Legyen példaul

x=0.45836792558461745...

y=0.75968224685...

Az egy db valos szamot gy allitjuk eld, hogy a tizedes szamjegyeket dsszevalo-
gatjuk. Egyet az x-bél, egyet az y-bol.

A=0.475589366872922456...

Az A szamot vissza is lehet fejteni. Igy tehat a valos szamok és a valos
szamparok kozott kolesondsen egyértelmii kapcesolatot hoztunk 1étre.’ Ezzel
megmutattuk, hogy a négyzet pontjainak szamossaga kontinuum.

Hasonldan a szakasz és az egyenes kapcsolatdhoz, a bizonyitst kiter-
jeszthetjiik a sikra is, azaz a sik pontjainak szamossaga is kontinuum. De kiter-
jeszthetjiik a bizonyitdst az egységkockara és magara a térre is. Vagyis a tér
pontjainak szdmossaga is kontinuum.

Azt gondolhatnank, hogy akkor ez a két végtelen szamossag van, a meg-
szdmlalhatoan végtelen és a kontinuum. De nem. Bebizonyithatd, hogy egy kon-
tinuum szdmossagl halmaz 6sszes részhalmazainak szamossaga nagyobb, mint a
kiinduldsi halmaz szdmossiga. A legkisebbet a kontinuum szdmossagot alef

zéroval ( )Mﬁljﬁk. Es az index fut, felsé korlat nincs.

° Bizonyitasunk némi pontositasra szorul a periodikus tortekkel kapcsolatban, de erre
mar nem tériink ki.
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Kérdés, hogy a megszamlalhatdan végtelen és a kontinuum szamossag
kozott van-e szamossag. Tobb évtizedig volt nyitott ez a kérdés. Mivel alkalmas
halmazt nem talaltak, felallitottak a "kontinuum hipotézis"-t, azaz, hogy nincs
kozbiilsé szamossag, de bebizonyitani sem azt, sem az ellenkez6jét nem tudtak.
Az axiomatikus halmazelmélet adta meg aztin a valaszt (20. szazad eleje) ugy,
hogy lehet olyan axiomarendszer, amelyben van, ¢és olyan is, amelyben nincs
kozbiilsé szamossag.

Hasznos ismeret:

A pilotajaték, vagy iskolasoknal Szent Péter lanca abbdl all, hogy valaki néhany
embert beszervez, akiket arra kér, hogy azok is szervezzenek be embereket. A
gyerekek esetében altalaban képes lapot kell kiildeni a levélben az elsének, a
nevet elhagyni és az 6 nevét utoljara felirni mondjuk 5 példanyban és a levelet 5
ismer6snek el kell kiildeni azzal a felszolitassal, hogy kiildjon képes lapot az
elsének ... és igy tovabb. A felnéttek pénzzel jatsszak, olykor elhomalyositd
szoveggel. Hatasos lehet pl. hogy "mar 3 éve tart és senki nem szakitotta meg"
vagy "Argentinaban Carmelo megszakitotta és ra pontosan 100 napra meghalt".

A Fold lakossaga véges halmaz. Kb. 6 millidrd. Ha mindenki csak 2 embert

szervezne be, akkor is 33 1épés utan mar mindenki tagja a jatéknak. (2% >8
milliard) Vagyis a pilotajaték csak végtelen halmazra miikodik, ne vegyen részt
benne senki.
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3. A matematikai logika elemei

A matematikai logika a logikus gondolkodas formalis tulajdonsagait
matematikai médszerekkel targyalja. ftéletekkel dolgozik. Az itélet olyan kije-
lentés, amelynek igazsagtartalma egyértelmiien eldontheto.

Kijelenté mondatok:

1. Szép id6 van.

2. Jol nézel ki.

3. A menzan j6l féznek.

4. A 17 primszam.

5. Van legnagyobb primszam.

Az els6 harom megitélése bizonytalan.. A negyedik igaz, az 6todik nem igaz.
Ezek tehat az itéletek, mig az els6 harom nem az. Minden itélethez két érték
valamelyike rendelheté. Ez lehet az ( 1, 0), vagy ( igaz, hamis), vagy (pozitiv,
negativ), vagy (jelz6 fenn, jelz6 lenn) stb.

Az itéletek kozott miiveleteket értelmeziink, ezek:

1. Negacio .....ooovvviniininnnnn. p —p (p, nem p),

2. Konjunkcio ........ooouevennnen. pAqQ (p is és q is)

3. Diszjunkcid ..................... pvq (p vagy Q)

4. Implikacid ........coeneennnne. p—>q (ha p, akkor Q)

5. Ekvivalencia.................... p<q (p és q akkor ekviva-
lens, ha vagy

mindkett6 igaz, vagy
mindkett6 hamis.)

Ezek kapcsolatat egy miivelettablaban irjuk el6, amit akar definiciokként,
akar axiomakként kezelhetlink. A tablazatnak 4 sora van, mivel két itélet igaz,
hamis értéke 4 parban allhat.

—p PAQ pvq pP—q p<q

=>|=|=|—]a

h
h
i
i

S| = >

Vv

i i
i h
i i
h i

S| ——-o
—_— | | -

A miiveletekkel kapcsolatosan azonossagokat allapithatunk meg. A legfon-
tosabbak a De Morgan (domorgan) azonossagok:
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—(pAQ)=—-pv—Qq valamint —(pvQq)=—-pA—Q.
Egyéb azonossagok:

—=(=p)=p
(pva)vr=pv(qvr)
peg=(p—>a)A@—p)

Példaként az utolsé azonossagot fogjuk igazolni. Az igazolas abbol all, hogy

az itélettabla mind a négy sorara be kell latni az egyenldséget. Ezzel a bizonyi-
tas véget is ér és teljes, mert a két itélet tobb parba nem allithatoé egymassal.

p q bal oldal jobb oldal
i i i PN
i h h hai=h
h i h inh=h
h h i PN

Az itélet tablazatban a mindkettd igaz, vagy mindkettd hamis jol beirhat, az jo
definicionak. A tételt hasznaljuk a gyakorlatban, hogy ti. egyikbdl kdvetkezik a
masik, a masikbol pedig az egyik nem irhato bele a tablazatba.

A matematikai logika a halmazokhoz is jol kapcsolodik.
Ha pl. az az allitas, hogy "ez a birka fehér", ennek a tagadasa az, hogy "ez a bir-
ka nem fehér". Es a tagadas nem szl a csikos tigrisrdl, sem az én fekete cipém-
rol, jollehet egyik sem fehér. Tehat a tagadas egy értelemszeriien b halmazra
vonatkozik. Ezt a legb6évebb halmazt, a teljes halmazt egy téglalappal szemlél-
tetjiik. (az Osszes birkak halmaza) és ennek egy része, amit korlappal szemlélte-
tiink (a fehér birkak halmaza).

—A

A jobboldali abran a q és p itéleteket latjuk, valamint ezek vagylagos
bekovetkezésének tagadasat.
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Aramkort lehet késziteni az Osszetett itéletek kiértékelésére a
konjunkciodjara és a diszjunkciojara. Az aramkor égobol, aramforrasbol és két
kapcsolobol all. Igaz értéket csukott, hamis értéket nyitott kapcsold szemléltet.
Ha az ég6 vilagit a kifejezés értéke igaz. A konjunkcidt a baloldali aramkor, a
soros kapcsolas modellezi, mig a diszjunkciét a jobboldali, a parhuzamos kap-
csolas.

ya ya: ya
/%

9 =9

Vegyiink egy bonyolultabb feladatot. Mi az értéke az alabbi kifejezésnek, ha
ismertek az X, X,, X, logikai valtozok aktualis értékei?

=X V(X VX)) A (X VX)) VX VXK

A kifejezésben 3 logikai valtozé van. Négy vagyos kapcsolatot fedezhetiink fel.
A masodik maga is Osszetett, két ises részbdl all. A harom vagyos elemet parhu-
zamos, a masodikban a két isest soros kapcsolassal, és ebben a két vagyos részt
parhuzamos kapcsolasokkal modellezhetjiik. fgy kapjuk az alabbi abrat. Ez az
itéleteknek nem a konkrét értékeit, hanem csak a kapcsolddasait tiinteti fel.

L
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Most atallitjuk a kapcsolokat a konkrét esetnek megfelelden, azaz az igaz érté-
kiieket becsukjuk. Ezt a rajzon vastagabb kapcsolokkal tiintettiik fel.

Xl
X )
X, 3
(2
(3
-
Azt feltételezzitk, hogy X, X,, X; mind igaz, a —x;, —X,, —%,

alakok mind hamisak.

Feladat:

Készitstink aramkort az alabbi kifejezéshez is! (hazi feladat)

(X AX) V(X A=X5) v (% A=)

Most logikai épitdkoveket készitiink. Ezek technikai valtozatat kapuknak neve-
zik. Bemegy az X, €S X, ésKijon x, A X,. Vagyis ez egy soros kapcsolas egy

szimbolikus

jelolésbe

tomoritve.

Ugyanigy

X, €S X, €sKijon x v X,. Végiil bemegy az X €s kijon —x.

X

—>
—>

%

> X A Xy

X

X,

3 Vv

> X VX

X
—>

N

bemegy az

Ezekbdl most felépitjiik a kettes szamrendszerbeli szamok osszeadasat. Az 6sz-
szeadas szamjegyenként torténik. A szamjegyek 1 vagy 0, és az eredmény is 1
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vagy 0, a maradék is 1 vagy 0. A szamjegyeket szimbolikusan X, €s X, -vel

jeloljiik, az eredményt e(x,, X,) -vel, a maradékot m(X;,X,)-vel. A lehetséges
eseteket egy tablazatban foglaljuk 6ssze.

X, X e(X,, %,) m(x,, %,)
0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Lathatjuk, hogy

M(x, %,) = X A X

e(x1’ Xz) = _'(Xl < Xz)’

de

e(X, %) = (% v X, ) A=(X A X,).

I
| —
X; A Xy ’7 ’7 _
‘L —|(Xl/\X2) e_—.(x1<—>x2)
—_—

m=x AX,

Ezt az 6sszeado rendszert a 2. és 3. generacids gépekbe épitették be. Nekiink a
séma azzal az érdekességgel szolgal, hogy két szdm Osszeadasat igenekkel és
nemekkel, isekkel és vagyokkal is ki lehet fejezni. Mert az természetes, hogy
logikai elemeket 6ssze tudunk fiizni, de most a szamolasra lattunk példat. A
matematikai logikaval szamolunk.
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4. Szamfajtak, komplex szamok

Az emberiség sokaig csak a pozitiv egész szamokat ismerte. A kovetke-
z6 szamfajta a tortszam volt, majd kés6bb a negativ szamok kovetkeztek.
Euklidész idejében i.e. 300 évvel csak ezek a szamok voltak ismertek. A
Pitagorasz-tétel ismert volt. gy Euklidész az egységoldala négyzet atldjat 6sz-
szemérhetetlen mennyiségnek vette. Olyan mennyiség volt ez, amelynek négy-
zete 2. Azt be tudtak bizonyitani, hogy ez az érték nem lehet tort alakd, és ezt a
magyar kozépiskolak mindegyikében bebizonyitjak ma is.

A tizedes torteket nagyon késén, csak a kozépkorban talaltak fel. Euro-
paban Kopernikusz (1473-1543) hasznalta elészor csillagaszati szamitasokra, de
a kinaiak 100 évvel el6bb mar ismerték. A szamok pontos matematikai fogalma-
nak kialakulasa még késobbi. Pl. a természetes szamok axiomarendszerét Peano
(1858 - 1932) adta meg. A valos szamok mai fogalma Dedekind (1831-1916)
illetve Cauchy (kosi) (1789-1857) nevéhez fiiz6dik.

Az elsé és masodfoku egyenletek megoldasa utan kivanatossa valt a
magasabb foku egyenletek megoldasa is. Es mint az exponalt problémakkal len-
ni szokott egyszerre tobb iranybol is sziiletett eredmény.10
Az egyenlet tipusa és a megoldas képlete az alabbi:

x>+ px=q X=3—=+

A képletet Cardanorol nevezték el.

Alkalmazzuk ezt a képletet az Xx® —15x =4 konkrét egyenletre. Helyettesitsiink
bele a képletbe!

2 3 2 3
X3—15X:4 X:3£+ ﬂ + __15 +3£_ ﬂj + __15)
2 2 3 2 2 3

% Olaszorszagban szamolasi versenyeket tartottak. Aki kiilonleges ismeretek birtokaban volt,
annak a pozicidja elényds volt, ezért szigortan titkolta az ismereteit. Ferro (1465?-1526), a bolo-
gnai egyetem professzora megtalalta bizonyos harmadfoku egyenlet megoldasat, amelyet csak
élete végén mondott el egyik tanitvanyanak, aki 1535-ben tudomanyos parbajra hivta ki Tartagliat
(1499?-1557), aki a versenyre késziilve felfedezte Ferro modszerét. Tartaglia nyerte a versenyt, de
a médszere gyengébb volt, mint Ferroé. Cardano (1501-1576) milanoi orvos, aki kedvtelésb6l
foglalkozott matematikaval végiil megkapta Tartagliatdl a titkos modszert, azzal a feltétellel, hogy
masnak nem adja at. Szavat nem tartotta meg és 1545-ben egy konyvben megirta a modszert,
hozzatéve, hogy az Tartagliatol vald. Az igybdl tettlegességig fajuld vita kerekedett.
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x=§/2+,/ 2°+ -5° +§/2—«/ 224 5%
=2+ J-121 + 32— 121

A Cardano képletnek igen nagy hatranya az, hogy ha az egyenletnek ha-
rom valds gyoke van, akkor azokat nem adja meg, negativ szam keriil a négyzet-
gyokjel ala. Ezt az esetet casus irreducibilis-nek nevezik.

Behelyettesitéssel azonban lathatjuk, hogy X = 4 megoldasa a feladatnak
és (x - 4) gyoktényezbvel osztva X° —15x—4 = (X—4)(X* +4x+1) szorzatra
bonthat6 az egyenlet. A masodfoku részt is megoldva megkapjuk a gyokoket:

X =4
-4 +16-4
X, =f=—2+\/_z—0.27

=—4—\2/16—4 2B

~-3.73

3

Most az egyenletnek harom gyoke volt. Mivel egyet eltalaltunk, kony-
nyen megoldottuk az egyenletet. De, ha nem talaltuk volna el, maradt volna a
fenti képlet, és nem kapjuk meg a gyokoket.

Az egésznek az a baja, hogy nem tudunk mit kezdeni a negativ szam
négyzetgyokével.
A hatvanyozas ismételt szorzast jelent. Es a negativ vagy tort kitevére valé hat-
vanyozas? Ezeket az ember értelmezte, definidlta gy, hogy a mar eddig ismert
szamolasi szabalyok ne csorbuljanak.

Ez fog torténni a negativ szambol valé négyzetgydkvonassal is.

Az elsé 1épéseket Euler (1707-1783) tette meg, bevezetve egy € alaka
szdmot. Ez bonyolult és kevésbé tanithatd volt. A Lipcsei Jablonowski Tarsulat
palyazatot irt ki 1834-ben ezen tijabb szdmok tanitasara és a geometriai szer-
kesztések kozotti kapcsolatok tisztazasara. Erre a palyazatra magyar részrol ha-
rom munka érkezett. Bolyai Farkastol (1775-1856), Bolyai Janostol (1802-1860)
¢és Kerekes Ferenctdl (1784-1850). Kerekes a Debreceni Reformatus Kollégium
tanara volt, és ma a neve az Egyetem Diszudvaranak falan olvashaté. O nyerte el
a palyadij felét, pedig Bolyai Janos tanulmanya sokkal kiemelkeddbb volt. De
nem ez az egyetlen munkaja Bolyainak, amelyet kora nem értett meg és nem
kell6en értékelt. Bolyai Janos palyamunkajanak cime Responsio, amelynek 6.§-
ban mar felismerheté a komplex szamok valds szamparként valo értelmezése,
amint azt majd végiil Hamilton 1837-ben adja meg. Sajnos a 9.§-ban, amely a
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palyazat legértékesebb része, a sajat geometriajara hivatkozott, amit akkoriban
jO, ha két ember megértett a vilagon, az apa Bolyai Farkas és Gauss.

A komplex szamok definicidjat a valés szdmokra épitjiikk és megmond-
juk, hogy hogyan kell veliik szamolni.

A komplex szam alatt rendezett (X, y) valos szampart értiink, és ra az
alabbi miiveleti szabalyokat irjuk elé:

1. (a, b) =(c, d) akkor és csakis akkor, haa=c, és b =d.
2. (a,b)=(c,d)y=(a=xc,b=d)
3. (a,b)(c,d)=(ac - bd, bc +ad)

A komplex szamokat egy betlivel is szokas jeldlni, ez rendszerint z, és
mivel tobb szdm is szerepel egyszerre, indexszel kiilonboztetjiik meg Oket egy-
mastol.

Vegyiink két olyan komplex szamot, amelyek masodik tagja 0, és adjuk
Oket Ossze és szorozzuk is 6ssze Oket!

2,=(a,0), z,=(b0)
2,+2,=(a,0)+(b,0) =(a+Db,0)
z,%2,=(a,0)*(b,0)=(a*b-0,0+0) =(axb,0)

Megallapithatjuk, hogy a miivelet elvégzése utan az eredmény ismét
olyan tipusu komplex szam, hogy a masodik tagja 0. Az els6 tag pedig az els6
tagok valos Gsszege és szorzata. A komplex szamok kozott ezek a valos szamok.
(mint a racionalisak k6zott az 1 nevezdjiiek az egész szamok.)

Ha az els6 tag nulla, akkor a szorzat masodik tagja 0, azaz valds szdm.

z,=(0,a), z,=(0,b)

z,*2,=(0—ax*b,a*0+0*b)=(-a=b,0)

Szorozzuk meg a (0, 1) komplex szdmot Oonmagaval, azaz vegyiik a
négyzetét!

(0,1)%(0,1) =(0-1,0+0) =(-1,0).

Azt latjuk tehat, hogy mig a valés szamok korében a -1 valds szam
semminek sem a négyzete, addig van olyan komplex szam, amelynek -1 a négy-

zete. Hiszen a (-1, 0) komplex szam, valos szam. Ezt a kiilonleges komplex sza-
mot i-vel jelolik és imaginarius, vagy képzetes egységnek hivjak. Tehat:

i”=-1, vagy i=+-1.
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Ezért pl.

J-121 =-14121 =i *11=11i = (0,11)

A komplex szamokat mas alakban is fel lehet irni és koordinatarend-
szerben is lehet 6ket abrazolni. A rajz az (@, b) komplex szamot abrazolja.

Z=a+i

Yo 2
1

Ugy tiinik, hogy a komplex szam olyan, mint a vektor. A komplex sza-
mok azonossaga, Osszege, kiilonbsége ugyanaz, mint a vektoroké, a szorzas
azonban mar nem. A szam, vagy a vektor az a valds és az ib képzetes kompo-
nensek Osszege. Es akkor ezt az iranyszoggel, a vektornak a valds tengellyel
bezart szogével is ki lehet fejezni. Igy a kovetkez6 alakokat kapjuk:

7= (a,b)
z=a+ib
z =|z|(cosp+ising) Moivre (moavr) felirdsi mod, ahol |z|=+/a® +b’.

Az utébbi alakkal igen szépen lehet szemléltetni a komplex szamok
Szorzasat. Nézziik!

2, %7, =|z,|(cosa +isina) *|z,|(cos B +isin ) =
=|z,||z,|(cosacos B +isina cos B +icosasin B+i’sinasin f) =

=|z,||z,|(cos(a + B) —sin(e + f3)).

Szavakban: Komplex szamok szorzata olyan komplex szdm, amelynek
abszolut értéke a szorzandok abszolut értékeinek a szorzata, iranyszoge pedig a
szorzandok iranyszogeinek dsszege.
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Példak:

1. Szamitsuk ki f/i értékeit! Minden olyan szamot megoldasnak tekin-

2.

tiink, amelynek harmadik hatvanya 1.

A valés szamok korében egy ilyen szam van az 1. De komplex
szambol tobb is van. A szam abszolut értéke 1, ezért figyelmiinket
az abszolut értékre nem kell forditani. A f6 szempont az iranyszog.
Az a szam a megoldas, amelynek az iranyszdge olyan, hogy a ha-
romszorosa 0 fokos, vagy a forgasszogekre gondolva 360 vagy 720
fokos. Igy jo iranyszog a 120 fok is, meg a 240 fok is. A megoldas
igy harom szam:

X =1
X, =€0s120° +1isin120°,
X; = €0S 240° +isin 240°.

A Miénk a var cimi cseh filmben az 0j matematikatanar felméré
dolgozatot irat.

Az egyik feladat igy szol: Mennyi «/—1+i ?

Abrazoljuk a szdmot a komplex szdmsikon, majd térjiink at a szam
trigonometrikus alakjara.

135°
R

A feladat

N-14+10 = \/\/E(C05135° +1isin135°) kiszamitasa, amely igy mar
konnyi.
Z = 4/2(cos67.5° +isin 67,5°) ~ 0.455+i1.098

z, = 4[2(c0s 247.5° +isin 247,5°) ~ —0.455 — i1.098
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3. Szamitsuk ki a Cardano-képlet adta gyokoket az Xx°—15x=4
egyenlet esetén!

x:§/2+1/ 224 5° +§/2—\/ 224 5° =324 121 +32-J-12L.

A kiszamitand6 részek 3/2+11i és 32-11i .

Mindkét tagnak 3-3 eredménye van.

IY2+11i = %/les(cos 79.7° +isin79.7°) = §/125(cos 26.57° +isin 26.57°).

Ezt venni kell még 26.57 + 120 =146.57 fokkal és 26.57 +240 = 266.57 fokkal
1. =2.236(0.8944 +0.4473i) =2 +i
2. =2.236(- 0.83456 + 0.5509i) = - 1.866 + 1.2319i
3. =2.236(-0.0599 -0.9982i) =-0.13397 - 2.2321i

32—11i = Y125(cos 280.3° +isin 280.3°) = §125(c0s93.43° +isin 93.43°).
Ezt venni kell még 93.43 + 120 =213.43 fokkal és 93.43 +240 = 333.43 fokkal
a. =2.236(- 0.0598 + 0.9982) = - 0.13378+ 2.2321i
b. =2.236(- 0.83456 - 0.5509i) = - 1.866 - 1.2319i
c. =2.236(0.8944 -04473i) =2 - i
A kapott értékekbdl 6sszeadassal dsszevalogathatjuk a gyokoket.
Azl+c=4
A2+b=-3732
A 3+a=-.26794

4. Mutatunk egy széget, amelynek koszinusza 2, azaz cos@=2. Ezt a kdzépisko-
laban nagyon aldhtzzak, pedig csak arrol van sz6, hogy a sz6g komplex szam.

A sz0g szarait természetesen nem tudjuk

megrajzolni, hiszen ez a szdg képzetes

lesz. Ha egy g egyenest elmetsziink egy

korrel az abra szerint, akkor a kertleti

szogekre vonatkozo tételek alapjan

d r

COS ¢ = — . Ez az érték a baloldali abran d N
r g

1/2, mig a jobboldali 4bran a g egyenes ¢ %

2 sugarnyira van a kdzépponttol, tehat g
d 2r

COSp=—=—=2.
r r
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5. Formalis nyelvek és automatak

Abécék, szavak, formélis nyelvek

Szimbolumok, jelek tetszbleges véges halmazat dbécének, a halmaz
elemeit, a jeleket, pedig betiiknek nevezziik. Az abécé alapfogalom, halmaz,
nem definialjuk, a jelek alkotjak, amelyek igen sokfélék lehetnek. Pl. irott jel,
magnesezettség, morzejel, az indianok flistjelei, hajosok zaszlolengetése, kozle-
kedési rendér jelei stb.

Az abécé betiiibol alkotott véges sorozatokat szavaknak hivjuk.

Bizonyos meggondolasokbdl sziikség van zires szora is, amelynek egyet-
len betiije sincs. Ezt & -nal jel6ljiik. (& =epszilon). Az tlires sz6 hossza nulla:
d(g) =0. Egyébként d(ar) az o hosszasagu szot jeloli.

Ket szo egyenld, ha betiii rendezetten egyenldk egymassal, azaz

22,8;...8 =bbb,..n <a =b,a,=b,8=b, ... a=b.

Szavak szorzatan a szavak egymas utan valé irasat értjik:

a=a,a,3,...8
£ =bb,b;...h
off =aa,a,...abbb; .. .b
Példak abécére:
Vl ={0,l},
V, ={if , then, else, for, do, a, b, c}

Generativ grammatikak

A formalis nyelvek leirasara szolgalnak a generativ grammatikak.

Egy generativ grammatika 4ll:
e Az 4abécébdl, amelynek elemeit terminalis jeleknek, roviden
terminalisoknak nevezziik
e Egyéb jelekbdl, amelyek nem ezek, és ezeket nemterminalisoknak ne-
vezziik
e Kezdd szimbolumbol, ami egy nemterminalis jel.
e Helyettesitési szabalyokbol
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Ezt roviden igy irjuk:
G=(V,W,S,P),
ahol V a terminalisok halmaza, W a nemterminalisok halmaza, S a kez-
dészimbolum, P pedig a helyettesitési vagy szOképzési szabalyok hal-
maza. S eW.

Példak:

G = ({a, b},{S},S,{S —»asSh,S —» ab}>

Ez a grammatika generalja pl. az aaaabbbb szot. A szét akar igy is irhat-
juk a*b*. Imigyen general:

S — aSb — aaSbb — aaaSbbb — aaaabbbb.

Az S -t vagy egyéb nem terminalist mindig beirhatjuk ugy, ahogyan azt a szo6-
képzési halmaz valamely eleme megengedi. Az eljaras akkor befejezett, ha szo
keletkezik, azaz mar csupa terminalis jelekbdl, betiikbdl all.

Ennek a grammatikdnak nem szava a bab, baba vagy abba, jollehet a
betiikészlet megvan hozzajuk, magyarul meg még jelentenek is valamit. Az adott
példaban azonban észre vehetjiik, hogy a helyettesitési szabaly mindig egy a-val
és egy b-vel noveli a sz6t, elél van valahany a és hatul ugyanannyi b.

G, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,},{S},S.{S — S0,S - S1, S - S2,
S —>S3,S —>54,S >S5S —56,S —>S7,S —58,S — S9,

$-515$S—-525S->35S—>4S->5S5->56S—>7S—>8S->9)

Vajon szava-e e grammatikanak 20040119, a mai datum?
Igen, mert
S —>S9—S519 - 5119 —» S0119 —» S40119 — S040119 —»

S0040119 — 20040119.

Hogyan kell a helyettesitési szabalyokat bdviteni, hogy pontokat és sziineteket is
tudjunk irni?

A terminalisak kozé felvessziik a pont = . és space jeleket.

A helyettesitési szabalyok kozé is fel kell venni az S — S.,S — S space,

S — space elemeket, és akkor leirhato a 2004. 01. 19. is. Probaljuk ki!
G, =({.,space}.{S},S.{S —S.,S — Sspace,S —.,S — space})

Ehhez a grammatikahoz csak pontokbdl és szok6zokbol allo szavak alkothatok.
Ha azonban ezt a grammatikat hozzdadjuk az el6z6hoz, ami azt jelenti, hogy a
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megfelelé halmazokat egyesitjiik, vessziik az unidjukat, akkor tudunk szabalyos
datumozast irni.
A

G, = {{1.0},{S},5{S - SLS —>50,5 »>15 —0})

grammatika alkalmas barmilyen kettes szamrendszerbeli szam leirasara.

Nagyon jelentds a kovetkezo példa:

G; = <{a11a2’---ak}'{sa AA. A LS{S—>aA A —>A AL LA LA _)ak}>

Ennek a grammatikdnak egyetlen szava van:

S—o>aA 2agA > adahA ... a8 A D384

A grammatikak Osszeadasa és az utobbi példa biztositja azt, hogy el6 tudjunk
allitani véges eszk6zokkel véges mennyiségii szot tartalmazo nyelvet.

A nyelveket a grammatikajuk levezetési szabalyai alapjan osztalyozni lehet. Ezt
az osztalyozast Chomsky lengyel matematikus adta meg. Mivel ezt a nyelvészek
is hasznaljak, Chomskyt konstruktiv nyelvészként szoktak emlegetni.

A nyelvek Chomsky -féle osztdlyozasa:

Jelolések:

Az ¢ = lres sz6, o= szd, a, b, ¢, ...= terminalisok, S, A, B, ...=
nemterminalisok.
Fogalmak:

Nyelvtan: a helyettesitési, képzési szabalyok Gsszessége.

Mondat: a képzési szabalyok alapjan kapott csak terminalisokbdl allo

jelsorozat.
Nyelv: az Osszes lehetséges mondatok Osszessége.

A nyelvek osztilyozésa a levezetési, vagyis a szoképzési szabalyok alapjan tor-
ténik. Négy nyelvosztalyunk lesz. Ezek egymast tartalmaz6 nyelvosztalyok, de,
hogy mi az elsd abban eltérnek az irodalmak, vagyis, hogy a sorrendet a legszii-
kebbel vagy a legb6vebbel kezdik. Az els6 az €16 nyelvek osztalya.

1. O-tipus , daltalanos vagy mondatszerkezetii az a nyelv, amelyben sem a

terminalisokra, sem a nemterminalisokra semmilyen kikotés nincs. Ide tar-
toznak. az €I6 nyelvek. A helyettesitési szabalyokat igy irhatjuk le:
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aAf —> o
ahol «, S, ® terminalis jelekbdl alkotott szavak, az A pedig nemterminalis
jel.

2. l-tipusunak vagy kérnyezetfiiggének nevezzilk azt a grammatikat, amelynek
helyettesitési szabalyai
aAp — aof
alaktak, ahol «, f,® terminalis vagy nem termindlis, az A
nemterminalis. Ilyen pl.

B {a,b,c}{S,A B,C},S,{S »>aSAC,S —» abC,CA — BA,
® \BA—BC,BC - AC,bA—>bb,C —>c}

A negyedik helyettesitési szabalyban A baloldali kérnyezete B, a hatodik-
ban pedig b. Mégis meg lehet mutatni, hogy a szavak generalasakor a he-
lyettesitési szabalyokat csak egy bizonyos sorrendben lehet alkalmazni.
Ez a grammatika kizarolag a"b"c" alaki szavakat general, ahol n termé-
szetes szam.

3. 2. tipusu vagy kornyezetfiiggetlen a grammatika, ha a helyettesitési szaba-
lyok
A-> o
alakaak, ahol AeW, we(M UW), és w #¢. Pl ilyen grammati-
ka az alabbi:

G, = ({0,3,{5},5.{S = S5,5 - 0SL S —150,5 —10,5 —01}).

Ez a grammatika mar minden olyan sz6t general, amely ugyanannyi 1-
bél és 0-bol all. P1.a 00110110-t igy:

S —>S8S —» S10 - SS10 - S0110 — 0510110 — 00110110.

Ugyancsak kornyezetfiiggetlen:

G, = {if ,then,else, for,do,a,b,c} {S, A}, S,

{S —»>a,S —>if bthen A,S —if bthen Aelse S, A—a, A— forcdo S}

4. 3. tipusu vagy regularis az a grammatika, amelyben a levezetési szabalyok
A—aB vagy A—a
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alakuak, ahol A, BeW ésaeV.

Belathatjuk, hogy a grammatikak kozott tartalmazasi, hierarhikus viszonyok
vannak, pontosan:

{regularis grammatika} c {kdrnyezetfiiggetlen gr} — {kornyezetfiiggd gr.} c {altalanos gr}
Néhany szabaly a regularis nyelvekkel kapcsolatban.

Egy nyelvet olyan tipustinak mondunk, amilyen grammatika 1étezik hozza,
amelyik azt generalni képes. A nyelvet L-lel jel6ljiik. A szabalyokat nem bi-
zonyitjuk. Az érdekl6d6k bévebb képet Demetrovics - Denev - Paviov: : A
Szamitastudomany matematikai alapjai c. konyvbol kaphatnak. [3] .

Szabalyok:

Ha L' és L" regularis nyelvek, akkor unidjuk is regularis. Ha a
hozzajuk tartozo grammati-

kikG'=({V},{W},S"{P}) és G"=({V"},{W"},S"{P"})

és WW"uV") =g valamint W' n(W'uV)=J és
SeW UW"UV'UV". Az egyesitett grammatikank legyen
G=(V'UV" W' UW"U{S},S,P). Iit még tovabbi kikotése-

ket kellene tenni. P-ben a két grammatika levezetési szabalyai
vannak egyesitve ismétlés nélkiil, kezd6 szimbolum csak egy le-
het stb.

Regularis nyelvek szorzata is regularis. Ennek magyarazatat a
mar elébb emlitett Demetrovics-féle konyvben talaljuk. A szor-
zat szavai a tényezOk egymas utan valo irdsaval nyerhetdk.

Minden véges nyelv regularis. Emlékeztetiink a G, grammatika-

srer

el6é tudnank allitani olyan regularis nyelveket, amelyekhez tarto-
z6 grammatika csak el6re megadott szavakat general.

A programozasi nyelvek a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalyaba tartoznak.

Automatak

Definicio: Az automatak elmélete az informacios gépek altalanos, absztrakt ma-
tematikai elmélete.

Az informacios gép bemend adatokbdl kimené adatokat allit el6. Az elemi iskola

also tagozataban is talalkozunk automataval, amikor azt kérdezik, hogy mit csi-

nalt a gép, ha beadjuk a kettes és harmas szamot és kijon az 6t. Stb.

Egy adathalmaz véges sok jelbdl alkotott szavak halmaza, ezt kell majd felis-

merni, atalakitani. Az automatakban tehat véges szamti bemend adatbol az au-
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tomata véges belsé allapotai szerint 0j kimend adathalmaz jon létre.™ A séma
szerint:

BE Kl
AUTOMATA
E— — >
veéges
allapotokal

Az automatékat tobbféleképpen csoportosithatjuk. gy vannak:

e felismerdk
e  atalakitok
e generatorok

Selismerd automata: az a,a,a,.....a,, jelsorozat hatdsara reagal, pl.a lampa vila-
git, ha a jelsorozatot felismeri

lampa
1 AUTOMATA
ENBENE: a
Az atalakito automata igy néz ki:
Atalakité
la,]...1a,[a;] &, | b ... [b b
automata

A generatornak nincsenek bemend adatai, a belsd allapotokbol general kimend
jeleket. Tipikus és gyakran latott megjelenési formaja a lottosorsolas. Szimboli-
kusan igy néz ki:

1 A véges automata kifejezés implikalja, hogy matematikailag végtelen sok belsé alla-
pottal rendelkezé automata is elképzelhetd.
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Generator

AUTOMATA

Az automatakat csoportositjak masként is.

fgy az automata lehet:
e determinisztikus vagy
e nemdeterminisztikus

Informatikaban az automatakkal a formalis nyelveket lehet feldolgozni,
ezért most azokkal foglalkozunk és majd végiil egy kis feldolgozast is végrehaj-
tunk. Az automatak bels6 allapotairdl, a jelekre valo reagalasrol ezutan ejtiink
majd szot.

A formalis nyelvek felismerdi, véges automatak

A véges automatakkal csak a formalis nyelvek tanulmanyozhatok. S6t a véges
automatak altal elfogadott nyelvek osztilya pontosan megegyezik a regularis
nyelvek osztalyaval. Az automatanak csak véges jelsorozatot adhatunk. A jeleket

crer

res, ha a sz is elfogyott és a memoria is felszabadult.

EN L " la, |

-

Véges allapott
vezérlémii, automa-
ta

Miel6tt tovabb 1épnénk, meg kell ismerkedni egy memoria fajtaval, matematikai
szempontbol. Ez a verem. A magyar sz6 nagyon jo. Van egy parja is, a halom.
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Ha az asztalon van egy halom papir, akkor abban egy iratot ugy kereshetiink
meg, hogy oldalrdl, feliilrél , barmelyik helyrdl, barmelyik papirt elvehetjiik és
megnézhetjiik. Ha azonban irataink egy veremben, dobozban vannak nehezebb a
helyzetiink. Sziikségiink van olyan informaciokra is, hogy hol jarunk a doboz,
verem kipakolasaban. Az egyik legfontosabb mutatdo a verem alja jel, hiszen
addig kell az iratokat atnézni. Ha azonban egy ilyen vermet atadunk, annak illik
tiresnek lenni.

A determinisztikus, felismerdé véges automata, mint absztrakt fogalom, egy ren-
dezett 6t6s, de némelyik eleme tébb részbdl is allhat. Tehat

V=(K\V,3,0,F),
ahol
K: a bels6 allapotok nem {ires halmaza, dllapothalmaz
V: a bemend jelek véges halmaza, abécé
0. aVegy részét K-ba képez6 fliggvény, dimeneti fiiggvény
0,: aKkezdo allapota
F : végdllapotok halmaza, eszerint fogad el az automata vagy nem.

Példa véges determinisztikus automatara:

M =({to, &, 0.} {a.0}{z,, 2.}, 6,0, 20, {0 })

ahol (,,0,,q, a bels6 allapotok halmaza, a, b a bemend jelek halmaza, z,,z,
veremjelek, o atmeneti fliggvény, ¢, kezdo belsé allapot, z, a veremalja jel, és
végiil q, a végallapot.

Most az M egy rendezett hetes, de nincs ellentmondas, hiszen ez 1ényegében egy
6t6s, csak megmondtuk, hogy a q-k koziil melyik a kezd6 és a z veremjelek ko-
ziil melyik a veremalja jel.

Az atmeneti fliggvényt majd tablazattal fogjuk megadni, ettdl azonban nem kell
atmeneti fliggvényekrdl beszélni. A szinusz fiiggvénynek sok értéke van, van 3
foknal is, 10-nél is stb. de attol még az egy fiiggvény.

Az atmeneti fliggvényiink legyen:
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50y, &, 25) > (Gg, €)
5(0y, 2, 29) > (0, 292,
5(0,,a,2) > (9, 2,2,)
5(0y.b,2,) > (0, &)
5(0,,b,2,) > (q,,€)
5(0,,£,2) > {0y, &)

o g A~ w B

Az atmeneti fliggvény hat argumentumra van megadva. Az olvasas a karaktersor
bal els6 betiijével kezdbédik és igy is folytatodik. A masik feltétel az, hogy az
automata kezdo allapotban legyen, a verem lires legyen. Est csak az els6 két eset
teljesiti. Nézziik meg, hogy automatank felismeri-e az aabb illetve az abaab
szavakat.

Az aabb sz6 esete:
A sz6t csak a 2.-ba irhatjuk be, és akkor a kezddallapot 0, -re valtozik, az a be-

keriil a veremmemoriaba és rakeriil a z, veremjel. Ismét a-t olvasunk be, de a q,
belsd allapot és z, veremmutato esetén, csak a 3. Esettel 1éphetiink tovabb. Ez

nem allitja 4t a belsd allapotokat, az a-t beteszi a verembe és hozzair egy z, ve-
remmutatot. A kovetkezé jel a b. Ezt csak a 4. és 5. tudna kezelni. De a belsé
allapotnak Q,-nek ¢és a veremjelnek z, -nek kell lennie. Tehat csak a 4.-kel foly-

tathatjuk. q,-bol (, lesz, a b bekeriil a verembe, az utolsé veremmutato eltiinik.
A Q,,b,z, kombinacidt kell figyelni. Van ilyen, az 5. A sz6 elfogyott, az auto-

mata allapota Q,, a veremjel beall a veremalja értékre. Egyetlen probléméank
maradt, az automata nincs kezd6allapotban. Szerencsénkre azonban a 6. Ennek

elérésére pont jo.

(qo ,aabb, Zo) L)(qli abb, Zozl) L>(C111 bb, Z02121) L>(qz’ b, Zozl) ——
L)((:lzl‘c"v Zo) L>(qu g)

Az abaab sz6 esete:

Ismét a 2.-kal kezdhetiink, a 4.-kel folytatjuk, de tovabb nem mehetiink. A
0,,a, Z, argumentumra nincs valasz.

(,, abaab, z,) —%—(q,, baab, z,z,) —+—(q,,aab, z,) ——
Automatank az abaab szot nem ismerte fel.
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Ha pl. a 3. melletta 7
3. §(q1|a1 Z]_) —)<q1'zlzl>
7. 5(q11 a, Zl) - <q2’ lel>

argumentummal is lenne atmeneti fliggvény és az automatank a 3. helyett a 7.
utat valasztana, akkor az aabb szt nem ismerné fel, az 5. 1épést mar nem tudna
végrehajtani. Ekkor az automatank nem lenne determinisztikus.

Turing-gép

A Turing-gép nem vasarolhaté meg a boltban, mint pl. a varrogép vagy irogép,
mivel absztrakt matematikai fogalom. A Turing-gépek bizonyos értelemben az
egyszerii szamitogépek informatikai modellje, felismerd és atalakitd automatak.
A fogalom 1936-ban sziiletett. A Turing-gép véges belsé allapotokkal rendelke-
zik. Memoriaja elegendéen nagy, nem korlatos.
Héarom részbdl all:

e Szalagmemoria, azaz egy cellakra osztott végtelen szalag, és a cellak-

ban a gép altal megértett nyelv betiii vannak.
e Belso allapotok, a vezérléegység allapotai.
e [ro-olvaso fej, mely a szalagrol jeleket olvas és visszair.

A Turing-gép beolvas egy jelet a szalagtar aktualis cellajabol és azt 6sszeveti a
bels6 allapotaival (atmenettabla, szoftver) és eszerint

Atirja a leolvasott jelet egy cellaba (masikba vagy ugyanide)

Az olvasofej jobbra vagy balra 1ép vagy helyben marad.

Atvalt az aktualis allapotra

e @Bl O]@]A]D]D] 0] eereereeeennen

;; Fej: Olvas, Iép, ir
—~—

Vezérlékegység,
Bels6 allapotok

Példa:

A pozitiv egész szamok legyenek megadva az értékiiknek megfeleld 1 (egyes)-
sel. Legyen az Osszeadas jele + (pluszjel) és mindezek a Turing-gép szamara
értelmes jelek. 2+3 tehat: 11+111 alakban van a szalagon. frjon a gép minden
egyes helyett egyest a + jelre 1épjen egyet balra. Az eredmény 11111, azaz 5.
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6. Determinansok

Oldjuk meg az alabbi altalanos kétismeretlenes egyenletet!

ax+by=e
cx+dy=f

A megoldast az egyenlé egylitthatok modszerével végezziik. Az egyenleteket d-
vel illetve b-vel megszorozva egyiitthatoik egyenldk lesznek és kapjuk:

ax+by=e/d
cx+dy="f/b
adx+bdy =ed
cbx +dby = b

Az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat, X kiemelése utan megkapjuk x értékét.
adx—chx=ed - fb = x(ad—-ch)=ed - fb

ed - fb
X =

=——— hacsak ad —bc = 0.
ad —cb

Hasonlé modon hatarozhatjuk meg y-t is.

_af —ec

= , hacsak ad —bc #0.
ad —cb

Determinans definicidja, tulajdonsagai:

Madsodrendii determindns: Ha négy mennyiségiink van, mint az el6zéekben
tobbszor, két vonal kozé téve a négy szambol egyet képeziink. Ezt az egy szamot
determindnsnak nevezziik. Gyakran a rendezett szamnégyest is determindansként
emlegetjiik. igy:

a
d

b
‘ =ad —-bc
Erre alapozva az
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ax+by=e
cx+dy=f

egyenletrendszer megoldasa:

e b a e
‘= J y:b f

a b|’ a bl

c d‘ c J

A masodrendii determinans néhany tulajdonsaga:
1. Nem valtozik a determinans értéke, ha az egyik sort hozzaadjuk a masikhoz.

a+c b+d

. =(a+c)d—(b+d)c=ad +cd —bc—dc =ad —bc.

2. Nem valtozik a determinans értéke, ha a sorokat és az oszlopokat felcserél-
juk, azt mondjuk, hogy vessziik a transzponaltjat.

a ¢
=ad —-cb
b J

3. Ha a determinans egyik soranak minden elemét megszorozzuk egy 1 szam-
mal, akkor az értéke A-szorosara valtozik.

= Aad — Abc = A(ad —bc)

Aa b
C

4. Ha a determinans két sora aranyos, azaz az egymas alatti elemek hanyadosa
egyenld, most 4, akkor a determinans értéke nulla.

a b
Aa b

‘:alb—blazo.
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5. Az eldbbi allitas megforditasa is igaz, azaz ha a determinans értéke nulla,
akkor két sora aranyos.

a a b
=ad-bc=0. > ad=bc =>—-= a Feltéve, hogy az elemek
C Cc
nem nullak.

6. Ha a determinans két sorat megeseréljiik, értéke -1 szeresére valtozik.

a b

c d
‘:cb—ad =—(ad —bc).

Az el6z06 determinansokat masodrendiieknek hivjak, mert két soruk (és oszlopuk
van). El lehet képzelni magasabb rendii determinansokat is. Ezeknek valahany
sora és ugyanannyi oszlopa van.

a; 4, - 4,
8y 8yp v Ay
ay A, A,

Hogy ebbdl hogyan képeziink egy szamot, azt egy harmadrendii determinanson
mutatjuk be:

8; &, ay

aZl a22 a23 — (_1)1+1all a22 a23 +(_1)1+2 aiz aZl a23 +(_1)1+2 313 a21 a22 )

a; a3 a 2 3 1 8 8y 8y
1 2 3

Az eljarast sorszerinti kifejtésnek hivjak. Kivalasztunk egy sort, most az
elsét. Ennek elemeivel szorzunk determinansokat, amelyeket Gigy kapunk az
eredetibél, hogy elhagyjuk az elem sorat és oszlopat, megszorozzuk az elhagyott
elemmel, majd ellatjuk eldjellel, amely -1 nek annyiadik hatvanya, mint az elem
indexeinek Osszege. Ezt megtehetjiik tetszOleges rendli determinansra is. A de-
terminanst barmelyik sora vagy oszlopa szerint is kifejthetjiik, mivel a determi-
nans értéke transzponalas utan valtozatlan. Amikor kivalasztunk egy elemet és
az elem soranak és oszlopanak elhagyasaval determinanst képeziink, a determi-
nanst az illetd elem adjungalt aldeterminansanak hivjuk.
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A harmadrendi determinans kiszamitasat még egyszer(i megjegyezni.
Ha ugyanis az elébbi harom masodrendti determinanst részletezziik, lesz 3 pozi-
tiv és 3 negativ tagunk, és igy

8 a, &,
Ay Ay Ayg| = y38y)8a5 + 81538y T A58, 8y, — 3808 — 8158833 — 3 8xa5,-
8y & Ay

frjuk az els6 és masodik oszlopot még egyszer le, igy:

8, &, a; a8, a,
aZl a22 a23 an aZZ
8y 83 83 8y 8y

A pozitiv tagokat fentrél ferdén balrol jobbra lefelé haladva, a negativakat pedig
fentrdl ferdén jobbrol balra lefelé haladva talaljuk. A harmadrendi determinans
eme kiszamitasi modjat Sarrus-szabalynak mondjak.

Mind a determinansok tulajdonsagai, mind a kiszamitasi modja érvényes tetszo-
leges rendii determinansokra is (a Sarrus-szabaly csak harmadrendiire). Persze
mar egy 6todrendll determinans kiszamitasa sem kdnnyii. Ekkor el6szor inkabb a
leirt tulajdonsagokat felhasznalva igyeksziink a determinanst kellemesebb kiilse-
juvé tenni.

Példa:
Szamitsuk ki

w o1 N -
A

R O O W

o kr O B~

Az alig varhatd, hogy észrevegylik, miszerint, ha az els6 sor kétszeresét kivon-
juk a masodikbol, megkapjuk a harmadikot.
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1 2 34 |2 468 [2 4 68

7 6 9 17 0 69 15 4 01 1,
5 4 0 1 25 4 01 25 -4 0 1 2

3 2 10 32 10 3210

Ezzel ugyanis be van fejezve a szamolas, a determinans 0, hiszen két sora ara-
nyos (egyenld). A masik modszer nem olyan Gtletes, de célravezetd. Az elso sort
hozzaadjuk az utolsdhoz, és azt latjuk, hogy az utolso sor elemei egyenldk. Ek-
kor az oszlopok kivonasaval az utols6 oszlop elemei egy kivételével 0-va tehe-
tok. A harmadik oszlopot vontuk ki, mivel abban van egy 0, amit6l a szamolas
egyszeriibbé valasat is remélhet;jiik.

1 2 3 4 1 2 3 4 |2 -1 31 P 1 a
7 0 69 |7 0 609 |1 663 .,

= = =-1%|1 -6 3=
5 401 |5 401 [5 401 8 N
3 2 10 |4 4 44 |0 0 40

=—4(12-15-4+30+1-24) =0.
Cramer szabaly

Az els6fokt egyenletrendszerek megoldasat a kétismeretleneshez hason-
l16an végezhetjiik tobb ismeretlen esetén is. A mdédszert Cramer (kramer) sza-
balynak hivjak. Ime:

Példa egy haromismeretlenes els6fokt egyenletrendszer megoldasara. A jegyzet
végén ezt a modszert sokszor felhasznaljuk egyenletrendszerek megoldasara,
tehat alaposan tanulmanyozzuk. Legyen tehat megadva 3 egyenlet harom isme-
retlennel. Az egyenletek:

2X —y+3z=-9
X+3y -z=17
3X+2y—-4z=26
Az egyiitthatok determinansa:
2 -1 3
D=1 3 -1=-24+3+6-27+4-4=-42.
3 2 4
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Elkészitjik a szamlalokat. Egy-egy oszlopot a jobboldali konstansokkal cserél-
juk fel.

9 -1 3
D,=[17 3 -1/=108+26+102—234-18—68=—84.
26 2 -4
2 -9 3
D,=[1 17 -1=-136+27+78-153-36+52=-168.
3 26 -4
-1 -9
D,=[1 3 17|=156-51-18+81—68+ 26 =126.
26

Amelyekbol az ismeretlenek:

X — Z

D 42 7 ° D -4 " D -4

D, -84 D, _-168_, ,_D,_ 126 _

Az egyenletrendszerek fenti megoldasa igen nagy odafigyeléssel (matrixok rang-
ja a kovetkez6 fejezetben) mindig hasznalhato, de az ismeretlenek szamanak
novelésével a szamolas rendkiviil megnovekedhet.

A Gauss-féle eliminacio

A Gauss-féle elimindcios modszer mindig hasznalhatd. Ennek az a 1é-
nyege, hogy az egyenletek szorzasdval és egymasbdl vald kivonasokkal egy
olyan alakot kapjunk, amelyben az egyenletekb6l egyre tobb ismeretlent kiisz-
oboliink ki, azaz eliminaljuk.

Tekintsiik a korabbi egyenletrendszert

2X —y+3z=-9
X+3y— z =17
3X+2y—-4z=26
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Az els6 egyenletet végig osztjuk az X egyiitthatdjaval, azaz 2-vel
Xx—0.5y+1.52=-45
X+3y— z =17
3X+2y—-4z2=26

Most az els6 egyenlet annyiszorosat vonjuk ki a tobbibol, hogy az x eltiinjon, a

masodikbol az egyszeresét, a harmadikbol haromszorosat, és akkor kapjuk az
alabbi egyenletrendszert.

X—0.5y+1.52=-45
0+3.5y—-252=215
0+3.5y —8.52=39.5

Az els6 sort mar nem valtoztatjuk. A masodik sort osztva az y egyiitthatojaval
kapjuk:

x—0.5y+15z2=-45
0+y-25/352=215/35
0+3.5y —8.52=39.5

Az els6 két sort mar nem valtoztatjuk. A harmadikbol levonjuk a masodik 3.5
Szeresét.

x—0.5y+15z =-45
0+y-25/35z =21.5/35
0+0 -6z =18

Es innen jénnek szépen sorban a gyokok:
z=-3

y=215/3.5+2.5/3.5(-3) = (21.5-7.5)/3.5=14/35=4
X=—-45+05+4-15%(-3)=-25+45=2

A szamitogépeken ezt a modszert lehet alkalmazni. Ezen az uton akar a tobb szadz
egyenletet tartalmazo elsofoku egyenletrendszer is megoldhato.
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Linearis egyenlétlenség rendszerek, linearis programozas

A linearis egyenletrendszerek megoldasahoz hasonlatos téma a linearis egyenlot-
lenség rendszerek megoldasa. A problémakdr kissé mas, a gazdasagi életben
val6 alkalmazasa és annak jelent6sége jol megérthets. Mindezt egy rendkiviil
leegyszerisitett példan mutatjuk be.

Két terméket gyartunk, X-et és Y-t. Az X-b6l x darabot, az Y-bol y darabot. A
gyartashoz négy eréforrast (anyagot, energiat, munkaer6t, szallitast képzeljiink).
Nevezziik ezeket A, B, C, D-nek. Tudjuk, hogy egy X-et 9 A-bol, 3 B-bdl 1 C-
bél és 9 D-bdl lehet elballitani, egy Y-t pedig 4 A-bdl, 8 B-bél, 1 C-bdl és 8 D-
bol. Az erdforrasok korlatosak, azaz bel6liik csak valamennyi egység van. Le-
gyen A-bol 360, B-bdl 240 C-bdl 45 és D-bol 440 egység. A kész termék értéke-
sitésekor X esetén 6, Y esetén 5 egységet nyeriink. Ez a hasznunk és ebbdl sze-
retnénk minél t6bbhoz hozzajutni. Ismereteinket tablazatba foglaljuk

A forras B forras | C forras | D forras
X fajta termék egy egyedére 9 3 1 9
Y fajta termék egy egyedére 4 8 ! 8
A rendelkezésre allo 6ssz forras 360 240 45 440
A gyartas soran a forras felhasznalasa a kovetkezo
A forrasbol | B forrbol | C for- | D for-
rbol rbol
A felhasznalt forras Ix+4y 3x+8y X+y 9x+8y
Ezekbdl feltételi egyenlbtlenségeket lehet 1étrehozni, tigymint
9x+4y <360
3x+8y <240
9x +8y <440
X+y<45
0<x, 0<y

Az egyenl6tlenségek a koordinatarendszerben félsikokat jelentenek,
amelyek kozos részében miitkodhet a termelés.
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<

Ox+8y=44)

3x+8y=240

©0) (40'0x \ 6x+5y=261
6x+5y=konstans 9x+4y=360

kisebb szamot kapunk, ezért a feladat feltételeit a sraffozott részben talalhatod
pontok x és y koordinatai elégitik ki. Az a kérdés, hogy a 6x+5y nyereségiink
mikor maximalis. Ha a 6x+5y valamilyen konkrét értéket vesz fel, akkor az egy
egyenes lesz és az Osszes konkrét értékre kapott egyenesek parhuzamosak lesz-
nek, hiszen meredekségiik -6/5. Minél messzebb vagyunk az orig6tol, annal
nagyobb lesz a konstans. Most ez a (36,9) csucspontban kovetkezik be,
6*36+5*9=216+54=261. Ez az intézmény a legtobb haszonra tehat akkor tesz
szert, ha az X termékbdl 32 db-ot, azY-bodl pedig 9 darabot allit eld. Ekkor a
nyeresége 261 egység lesz.

Csak a kétvaltozos feladatok oldhatok meg ilyen szemléletesen és egyszeriien,
de van matematikai modszer a sokvaltozos feladatok megoldasara is. (Linearis
programozas, szimplex-modszer, linearis optimalizalas, szallitisi problémak,
magyar modszer cimszavak)
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7. Matrixok

Definicio:

Egy olyan szamtablazatot, amelynek valahany sora ¢és azzal megegyezd vagy
eltéré szamu oszlopa van matrixnak neveziink. Az informatikaban a matrix neve
tomb. A matrix elemei nemcsak szamok lehetnek.

PI.
1 2 3 4
7 4 5 9 0
0 80
, 3 9 78, 5 5 4 -6 8|
79 1 -2
34 1 2 1
1 40 -3

Az els6 egy kvadratikus matrix, sorainak és oszlopainak szama egyenld. A ma-
sodiknak egyetlen sora van, vektornak is hivjak. A harmadiknak 3 sora és 5 osz-
lopa van.

A matrixokat nagy latin betiikkel, az elemeikkel, vagy az altalanos elemiikkel

jelolik:
1 4 9 7

A= , B= 1Dy
3250

egyeznek. Ha tehat két matrix akar a sorai szamaban, akar az oszlopai szamaban
eltérd, akkor mar fel sem meriilhet az egyenlOségiik.

s

Miiveletek matrixokkal:

Osszeadas és kivonas (csak azonos tipust matrixokra van értelmezve )
A=(a,) ésB=(b,)esettn A+B=C=(c, =a, +b,), azaz a meg-

s

Pl.:

2 5 3 9 9 -8 4 3 11 -3 7 12
—+ =
0 5 7 -2 -2 6 1 3 -2 1 8 1
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Szorzas (specialis matrixok kdzott van értelmezve)

Ha az A matrixnak m sora és n oszlopa van, ezt megszorozni csak olyan
B matrixszal lehet, amelynek n sora van. Ha ekkor a B oszlopainak szama s,
akkor a szorzatmatrix m soru és s oszlopt lesz. Ebbdl mar latszik, hogy a matri-
xok korében altalaban AB = BA, olyannyira, hogy az egyik esetleg nem is 1éte-
zik a masik pedig igen.
Definicio:

Ha az A mxn tipust matrix 4ltalanos eleme @, ¢és a B nxp tipusi matrix
altalanos eleme b, , akkor a C=AB mxp tipusi lesz és a C szorzatmatrix C, alta-

lanos eleme definicio szerint

Gy = a'ilblk +a'iZb2k +"'+aimbmk'

Pl.:

1 3 1%443%0  1%0+3*(-1)  1*(-1)+3*0

2 0|(4 0 -1) | 2%4+0*0  2*0+0%(-1)  2*(-1)+0*0
11 (o =] o]: (-D)*4+1%0 (—1)*0+1%(-1) (-1)*(=1)+1%0 |
0 2 0%4+42%0  0*042%(-1)  0*(-1)+2*0

4 3 1

8 0 -2
T4 11

0 2 0

Matrixot szammal is meg lehet szorozni. A szammal a matrix minden
egyes elemét meg kell szorozni. Matrixok kdrében az osztas nincs értelmezve.

Matrixok és a linedris egyenletrendszerek

A lineéris egyenletrendszereket matrix alakban is fel lehet irni. A mar
ismert egyenletrendszeriinket igy:

2X —y+3z=-9 2 -1 3)\(x -9
X+3y —-z=17| =1 3 -1|vy|=|17
3X+2y—-4z2=26 3 2 4)\z 26

Ezt még tomorebben is kifejezhetjiik, ha az egyiitthatok matrixat A-val,
az ismeretlenekét X-szel, a konstansokat pedig B-vel jeldljiik:

AX=B.
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Egységmatrix

Az olyan matrixot, amelynek a féatlojaban (balrdl jobbra le atlosan)
csupa 1, egyéb helyeken pedig 0 all, egységmatrixnak nevezziik. Az egységmat-
rix tehat kvadratikus. Ha egy matrixot az egységmatrixszal szorozzuk a matrix
nem valtozik.

PI.:

1 2 1%14+2%0  2%0+2*1) (1 2
7 3|(1 0) |7*1+3%*0 3*0+3*1| |7 3
9 5 [o 1]: 9*1+5%0 5%*0+5*1| |9 5
8 4 8*1+4*0 4*0+4*1) |8 4

Ha az els6 matrixunk 2x2-es kvadratikus lett volna, akkor az egység-
matrixszal jobbrdl is és balrol is tudtunk volna szorozni.

Matrix inverze

A matrix inverze olyan matrix, amelyikkel a matrixot megszorozva egy-
ségmatrixot kapunk. Ez lehetéséget ad arra, hogy az AX=B matrixegyenletbdl
kifejezziik az X matrixot.

Jeloljiik A inverzét At -gyel és szorozzuk meg az egyenletet vele bal-
rol.

AX=B = A'AX=A"B = EX=A'B = X=A"B.

Az van hatra, hogy hogyan lehet az inverzmatrixot meghatarozni. Erre
tobb mod is van.

Inverz matrixa csak kvadratikus matrixnak van. Azok koziil is, csak a
nem nulla determinanstiaknak. Ezeket a matrixokat regularisoknak hivjak. Most
a mar kétszer is megoldott egyenletrendszeriink egyiitthatdinak matrixat vessziik
el6. Az egyenletrendszeriink:

2X —y+3z=-9
X+3y —z=17
3X+2y—-4z=26
Bevezetjiik a kdvetkezd matrixokat:
2 -1 3 X -9
A=|1 3 -1|, X=|y| B=|17]|
3 2 4 z 26
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Példat adunk arra, hogy hogyan lehet az A matrix inverzét meghatarozni.
Mivel A kvadratikus és determininsa -42, azaz nem nulla, ezért lesz egy olyan
3x3-as matrix, amelynek A-val valé szorzata egységmatrixot ad.

frjuk egymas mellé az A-t és az egységmatrixot, egyetlen matrixba, tehat
egy 3x6-osha.

2 -1 3 100
1 3 -1 01 0|
3 2 4001

Most a sorokkal elemi atalakitasokat végziink, amilyeneket a determi-
nansoknal mar tanultunk. Ezek a sorok szammal vald szorzasa, sorok felcserélé-
se, sorok vagy tobbszordsiik masik sorbdl valo kivonasa.. Az a célunk, hogy a
baloldali 3x3-as rész egységmatrixsza valjon.

Az els6 és a masodik sort megcseréljiik.

1 3 -1 010
2 -1 3 1 0 0.
3 2 4001

Most az elsé sor duplajat kivonjuk a masodikbol és a haromszorosat a
harmadikbol.

1 3 -10 1 O
0 -7 5 1 -2 0|
0 -7 -1 0 -3 1
A masodik sort elosztjuk -7-tel, majd a 7-szeresét levonjuk a harmadik-

bol.
13 -1 0 1 0

01 -2 -1 2 4
707 7

00 6 -1 -11

Az utolso sort elosztva -6 -tal a matrix baloldalan feltinik az egységmat-
rix egy része.
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13 -1 0 1 0
01 -2 -1 2
7 7 71
0o 1 1+ 1 -

6 6

6 6 6 42 42 42
010_1+£Z+£—_5:010—_1£—_5_

7 42 7 42 42 42 42 42

001 = 1 Allgo1 L L I

6 6 42 42 42

Végiil a masodik sor haromszorosat levonjuk az els6 sorbdl.

10010 28
42 42 42
010 = ¥ =
42 42 42
001 L 1
42 42 42
0 2 8
42 42 42
it 15
42 42 42
o7
42 42 42

Most képezziik az X = A™'B mennyiséget, majd leolvassuk az egyen-
letrendszer gyokeit.
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10 -2 8 ~90-34+208 84

O |42 42 42, g 42 2|,

Jlo| 2L 17 5| || 9+289-130 | | 168 |
42 42 a2 42 42

)17 7 7|\%®) | 634110-182 | | -126| \ 72
2 2 2 42 42

Tehat az egyenletrendszer gyokei x =2,y =4, és z = -3.

A matrix rangja, a linedris egyenletrendszer megoldhatésa-
ganak kritériuma

Eddig a linearis egyenletrendszerek megoldasara 3 modszert ismertiink meg.
Nincs azonban ismeretiink arra, hogy egy egyenletrendszer egyaltalan mikor
oldhaté6 meg. Ennek megvalaszolasara be kell vezetni a matrix rangjanak a fo-
galmat. Egy matrixbdl determinansokat képezhetiink, altalaban sok fajtat. Az
els6 rendi determinansok maguk az elemek. A masodrendiiek két sorbdl és két
oszlopbol allnak és ezek eredetileg is sornak illetve oszlopnak a részei. Az ere-
deti matrixbol kivalasztunk két oszlopot és két sort. Ezek metszetében 1évé ele-
mek adjak a masodrendii determinanst. A harmadrendii esetében harom oszlopot
és harom sort valasztunk. A kivalasztott kvadratikus matrixoknak vessziik a
determinansait, és figyeljiik, hogy melyek a nem nullak.

Definicio:

A matrix rangjan a beldle képezhet6 legmagasabb rendli el nem tiiné (nem nulla
értékil) determinans rendjét értjiik.

PI.

Mennyi a rangja az alabbi matrixnak?

oo e
P AN

3 4
3 2
11

)

Legfeljebb 3, mivel annal nagyobb rendii determinans nem képezheto beldle. De
minden harmadrend(i determinans értéke nulla, mert ha az elsé sorhoz hozza-
adom a masodikat, megkapom az utols6 hatszorosat, tehat a determinansoknal
tanultak szerint minden harmadrendii determinans értéke 0. Masodrendii el nem
tlind determinans azonban van. Ilyen, pl. a bal fels6 sarokbol
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1 2
‘5 4‘ =4-10=-6=0, tehata matrix rangja 2.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik a linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak a
szlikséges és elégséges feltételét:

Tétel:

A linearis egyenletrendszer akkor és csakis akkor oldhato meg, ha az egyiittha-

tok matrixanak a rangja egyenlé az egyiitthaték és a szabad tagok (a jobboldal-
ra irt konstansok) egyesitett matrixanak a rangjaval.

Pl. az
2X —y+3z=-9
X+3y —-z=17
3X+2y—-4z=26

egyenletlink esetében az alapmatrix
2 -1 3 2 -1 3 -9
1 3 -1/, ésakibdvitettmatrix |1 3 -1 17
3 2 4 3 2 -4 26

Mivel az els6 determinansa - 42, és ez nem nulla, és ez a rész megvan a masodik
matrixban is, tehat a masodik rangja is 3, ezért az egyenletrendszer megoldhato.
Nem ez a helyzet az alabbi egyszerii egyenletrendszerrel:

3X+2y=5
6X+4y=2
A matrixok pedig

3 2) . . (3 2 5
és a kibodvitett matrix
6 4 6 4 2
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Az elsé matrix rangja 1, a masodiké pedig kett6. Ennek az egyenletrendszernek
tehat nincs megoldasa. Nem mindig latszik azonban a probléma ilyen egyszerii-
en. Most az egyenletek a koordinatarendszerben parhuzamos egyeneseket jelen-
tenek, a megoldas meg a metszéspont lenne, de a parhuzamos egyenesek nem
metszik egymast.

Vektorok, skalaris szorzat, linearis fuggetlenség, tobbdimen-
zibs tér

Vektorokrol a kozépiskolaban mindenki tanult. Vektor alatt iranyitott
szakaszt értiink. A matematikaban hasznalt vektornak van allasa, iranyitasa és
hossza. A fizika vektoranak tamadaspontja is van, azaz nem mindegy, hogy hol
van a kezdépontja. A matematika vektorai un. szabad voktorok, a fizika vektorai
kotott vektorok. A koordinatarendszerben a vektorokat lehet szemléltetni és
szamokkal jellemezni. A sikon a vektorok szamparok, a térben szamharmasok.
Ezeket a vektorok koordinatainak hivjuk. Ha két vektor koordinatai rendre meg-
egyeznek, akkor a vektorok is egyenldk. Az a(3,4) és b(6,8) vektorok egymas
skalarszorosai. Azt mondjuk, hogy linearisan fiiggdk, azaz egy alkalmas szam-
mal az egyiket megszorozva megkapjuk a masikat. Most az a vektort 2-vel szo-
rozva megkapjuk a b vektort.

A sik barmely vektorat kifejezhetjiik két nem linearis vektoranak linearis
kombinacidjaként.

A mondat azt jelenti, hogy két linearisan fiiggetlen pl. a(3.,4) és b(5,1)
vektorok megfelelé skalarszorosainak Osszegével barmilyen c(X,y) vektort kife-
jezhetiink. Tehat oa + Bb = ¢. Ha pl. a ¢ komponensei 21 és 11, és az Gsszefiig-
gést felirjuk a koordinatakra, akkor

03 + p5=21¢és

ad+ p1 =11
Az egyenletrendszer megoldasa a = 2 és f = 3. Tehat az a vektor kétszerese és a
b vektor haromszorosa megadja a ¢ vektort: 2a + 3b =c.

Konnyebbé valik a szamolas, ha két koordinata esetén két specialis vek-
tort valasztunk. Ezek az i(1,0) és j(0,1) egymasra merdleges egységvektorok.

A vektor hosszat vagy abszolut értékét a Pitagorasz tétel alapjan sza-
molhatjuk ki. Ha pl. r(x,y) vektor az adott vektor, akkor abszolut értéke

F=er v

Két vektor, a és b skalaris szorzatan az |a||b|cose mennyiséget értjiik, ahol [a| és
|b| a vektorok hosszat vagy abszolut értékét jelentik, a ¢ pedig a két vektor szo-
ge.
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Merdleges vektorok skalaris szorzata 0, mivel cose=0. A vektorokat a sikon az i
és j linearis kombinaciodival ki lehet fejezni. Ekkor ha a =ei +fj,ésab =gi + hj
a skalaris szorzatuk:

;'alb = (ei + fj)(gi + hj) = egii +fgji + ehij +fhjj = egii + fhjj = eg+fh,

mivel ij =0, hiszen a két vektor meréleges egymasra. Tehdt a vektorok skaldris
szorzatat megkapjuk, ha a vektorok azonos helyen allo koordinatait dsszeszoroz-
zuk, majd dsszeadjuk oket.

Tobbdimenzios tér

A szampar a sik vektora, a szamharmas a tér vektora, a szamnégyes a négydi-
menzids tér vektora, az r(X,X,,...,X,) rendezett szdam n-es pedig az n-
dimenzios tér vektora.

A tobbdimenzids tér matematikai absztrakcio. Nem elképzelés, vagy térlatas
dolga. A ketté és harm dimenzios esetekben tanultak axiomatizalasaval vissziik
at a fogalmakat a magasabb dimenzids terekre. Bovebben linearis tér vagy vek-
tortér cimszavakkal kereshetiink informaciokat™2.

Norma:

AZ 1 (X, Xy, ..., X,) vektor normajan az ||| = \/(Xf +X2 + X2 +...+Xx°) meny-

nyiséget értjiik.

Skalaris szorzat:
AZ (X, %, X,) € S(Yy, Ypr---yY,) vektorok skalaris szorzatan az rs

=XY, + %Y, +...+X Y, mennyiséget értjiik.
Linedris fiiggetlenség:

n
n db. vektor linearisan fiiggetlen, ha a Z:Otil’i =0 egyenldség csak
i-1

Az 1,

oy =a, =...=a, =0 esetén teljesiil.

Bazis:

12 Matematikai kislexikon, Miiszaki Kényvkiado, Budapest 1972.
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A tér linearisan fiiggetlen vektorainak olyan rendszere, amelyek linearis kombi-
nacioival a tobbi vektor barmelyike eléallithato. Ahany ilyen vektor van, annyi
dimenzios a tér.

Az n-dimenzios tér egy bazisa a

(1,0,0,0......,0)
(0,1,0,0......,0)
(0,0,1,0......,0)
ko,o,o,o ...... 1)

Ezek barmelyikének az dsszes tobbivel a skalaris szorzata 0, azaz az §Sszes tob-
bire merdleges.

Ha a vektorokat, amelyekre a vizsgalatunk kiterjed matrix alakba irjuk soron-
ként, akkor a matrix rangja és a vektorrendszer bazisvektorainak szama meg-
egyeznek.

Az alakzatok elképzelése nem kérdés, mert nem meriilhet fel. Lerajzolni vagy
szerkeszteni azonban lehet. Ez els6 hallasra meglepének tinik, bar a kockat a
testet is le tudjuk rajzolni a sikra, a papirra, a hiromdimenziost a kétdimenziosra,
¢és az Osszes miiszaki alkotas rajza is sikon jelenik meg el6szor terv formajaban
ugy, hogy abbdl a térbeli format egyértelmiien és méretesen lehet elkésziteni.

A négyzet ugy jon létre a sikon, hogy a sikon felvesziink egy szakaszt, ennek
csucspontjaiban a szakaszra merdlegeseket allitunk és az egyik oldalra szakasz-
nyi hosszt felmériink majd a kapott pontokat dsszekotjiik. Kockat pl. axonomet-
riaban (ezt mar az altalanos iskolaban mindenki tanulta) tudunk rajzolni. Fel-
vessziik a kocka egyik csucspontjat a beldle kiinduld harom éllel és "értelemsze-
riien" megrajzoljuk a kocka axonometriajat. A négydimenzidés kocka (nem el-
képzelni !!!) egyik csticspontjat felvessziik a papiron (sikon) a beldle kiinduld
négy éllel és "értelemszeriien” megrajzoljuk a kocka axonometridjat. A négyzet
oldalai szakaszok, a kocka "oldalai" négyzetek, a négydimenzids kocka "oldalai"
haromdimenzios ,.kockak”.

szakasz négyzet kocka négydimenzios kocka
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8. Sorozatok és sorok

Definicio: Ha a pozitiv egész szamokhoz mennyiségeket (vagy mas egye-
bet) rendeliink, akkor sorozatot kapunk.

Vannak véges és végtelen sorozatok. A kozépiskolai tanulmanyok soran
mar mindenki talalkozott szamtani sor0zattal is és mértani sorozattal is.
A szamtani sorozatot ugy kapjuk, hogy vesziink egy elsé szamot. Ebbél a soro-
zat masodik elemét Ggy kapjuk, hogy hozzaadunk egy (allando) szamot, a har-
madikat ugy, hogy ezt a szamot hozzdadjuk a masodikhoz, és igy tovabb. A
sorozat elemeit kis latin betlivel szokas jeldlni, és hogy hanyadikrdl van sz6, azt
indexként tiintetjiik fel. Szamtani sorozatnal a hozzaadand6 alland6 szdm neve
differencia és d-vel szokas jel6lni.
Képletben: a, =a, +(n-1)d.
Néhany konkrét szamtani sorozat:
1,2,3,... vagy
-2, 8, 18,28, 38,48, ..., vagy
100, 99.9, 99.8, 99.7,... .

Mértani sorozatot ugy kapunk, hogy vesziink egy elsé szamot. Ebbdl a sorozat
masodik elemét ugy kapjuk, hogy megszorozzuk egy (allando) szammal, a har-
madikot ugy, hogy ezzel a szammal megszorozzuk a masodikat, és igy tovabb.
Meértani sorozatnal a szorzo allandd szam neve kvociens és g-val szokas jeldlni.
(a szomszédos tagok hanyadosa).

Képletben: a, =a,q"".
Néhany konkrét mértani sorozat:
1,2,4,... vagy

-2,8,-32, 128, ..., vagy
1,0.9,0.81,.0.729, 0.6561, ....

A ko6zépiskolabdl hozott ismeret a szamtani és a mértani sorozat elsé n eleme
Osszegének a kiszdmitasa is:

3 Ha szamokat rendeliink hozzajuk, akkor ez a pozitiv egész szamokon értelmezett fiigg-
vény. De geometriai alakzatot is hozza lehet rendelni és igy kaphatunk pl. pontsorozatot,
korsorozatot, egyenessorozatot. A sorozatnak mindig van els6, masodik, harmadik stb.
eleme.
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A szamtani sorosat els6 n elemének Osszegét az S, = — 5 képlet, a mér-
n

-1 .

g 1 képlet adja.

taniét pedig S, =a,
M¢ég van néhany sorozat, amelynek egyszer(i leirasa van, és a szoveg alapjan
lehet a képletet felallitani. PI. Fibonacci-sorozat™* (ehhez tobb természeti jelen-
ség kapcsolhato)

Példak egyéb sorozatokra:

a =n®, a=+2n, a-=@1+n)? a=—.
n+1
Ezek a sorozatok se nem szamtani se nem mértani sorozatok.
A szamtani és a mértani sorozatot két egymas utani eleme (pl. els6é és masodik)
meghatarozza. De ha egy sorozatnak csak néhany kezdeti elemét ismerjiik, abbol
nem biztos, hogy felismerjiik a képzési torvényt.

A végtelen sorozatokkal kapcsolatos altalanos fogalmak

A sorozatra akkor mondjuk, hogy monoton, ha az egymast kovet6 ele-
mekben egy nagysag szerinti szigort, kivételt nem ismer6 tendencia érvényesiil.
Azaz barmilyen n<m indexek esetén

a, <a, monoton novekvo, vagy
a, <a, szigortian monoton névekvo, vagy
a, =a, monoton csokkend, vagy

a, >a, szigortian monoton csokkend.

A legtobb sorozat azonban egyikbe sem illesztheté bele, azok a nem monoton
sorozatok.

A masik egyszerii fogalom a sorozat korlatossaga.

Feliilrél korlatos egy sorozat, ha van olyan K szdm, amelynél a sorozat
minden eleme kisebb. Természetesen, ha a sorozat feliilrdl korlatos, akkor sok
fels6 korlat van, hiszen ha K-nal minden elem kisebb, akkor barmely K-nal na-
gyobb szamnal is.

Alulrél korlatos egy sorozat, ha van olyan k szdm, amelynél a sorozat
minden eleme nagyobb. Természetesen, ha a sorozat alulrol korlatos, akkor sok
also korlat van, hiszen ha k-nal minden elem nagyobb, akkor barmely k-nal ki-
sebb szdmnal is.

" Fibonacci sorozat: & =0, @, =1, az n-edik pedig az azt megel6z6 ketté dsszege.
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Korlatos a sorozat, ha van als6 és fels6 korlatja is.

Torlédasi pont. A fogalom azt fejezi ki, hogy van egy olyan szam,
amely koril nagyon sok sorozatelem van. Pontosan kifejezve, hogy szamolni is
lehessen vele:

t az a, sorozat torlodasi pontja, ha |t —an| < & a sorozat végtelen sok
elemére teljesiil, barmilyen pici pozitiv & esetén is. Ett6] még végtelen sok elem
maradhat kiviil is. Egy sor0zatnak sok torlodasi pontja lehet.

Konvergensnek nevezik a sorozatot, ha van hatarértéke. A sorozat ha-
tarértéke hasonlit a torlédasi ponthoz, de teljesen mast fog meg. Igyekszik az

elemeket egy pont koré gyiijteni, csaknem mindet, vagyis itt nem maradhat ki tul
sok elem a kornyezetb6l. Ha a hatarértéket A-val jeldljiik, akkor

az a, sorozat hatarértéke A, ha barmilyen pici pozitiv & -hoz meg le-
het hatarozni olyan N természetes szamot, hogy az ennél nagyobb indexii soro-
zatelemekre, azaz N <nesetén, az a,-re |A—a |<e teljesiil, azaz & -ndl
kozelebb vannak A-hoz. Ezt igy is irhatjuk:

A-e<a, <A+e,

ahol olyan sorozatbeli a_ elemek szerepelnek, amelyek indexeire
N < nteljesil

Azt, hogy az a, sorozat hatarértéke A igy irjuk:

lima, = A.

n—

Van konvergens sorozat.. Az egyik legnevezetesebb sorozat az

1
an = E .
Ennek els6 néhdny eleme a kovetkezd:
T I
2 3 4 5
A sorozat hatarértéke 0. Az
1] 1
0-—|=—<e¢
n n

teljesitheto, ugyanis az egyenldtlenséget rendezve

1
l<nge=>—<n.
e
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Vagyis, ha valaki pl. £=0.000001-t wvalaszt, akkor
1

0.000001
zatelem, amelyik £ =0.000001-nal tavolabb van 0-t6l, és ezek szama nem tobb
1000000-nal.

Ezt a konkrét sorozatot nullsorozatnak hivjak.

A konvergensség definicidjanak kétségkiviil korlatja, hogy azt tudjuk
eldonteni viszonylag konnyen, hogy egy adott szam a kiszemelt sorozatnak ha-
tarértéke-e. Azt eldonteni, hogy egy sorozatnak van-e hatarértéke sokszor igen
nehéz.

=1000000 < N <n. Azaz meghatarozhato az a véges szamu soro-

Egy sorozatot konvergensnek neveziink, ha van hatarértéke és divergensnek, ha
nincs hardrértéke. ™

Bizonyitas nélkiil fogadjuk el, hogy ha az a, sorozat hatarértéke A és a

b, sorozat hatarértéke B, akkor Gsszegiiknek van hatarértéke és az a hatarértékek

Osszege. Hasonlo allitas igaz sorozatok kiilonbségére és is és szorzatara is. Ha-
nyadosra csak akkor, ha az oszté sorozat egyik eleme sem nulla, és annak a ha-
tarértéke sem. Képletekbe irva:

Ha

lima,=A, limb, =B

n—0 n—

akkor
lim(a, £b,) = A£B,
lim(a, *b,) = A*B.

Ha a sorozatelemek hanyadosa, valamint a hatarértékek hanyadosa is
képezhetd, akkor
. [ a A
lim| = [=—.
n—o bn B

A szemlélet alapjan kézenfekvd, hogy ha van harom sorozatunk ugy,
hogy minden n-re a, <b, <c és lima, = A, limc, = A, akkor a kozrefogott

n—o0 n—co

sorozatnak is van hatarértéke és az is A. Ezt a szabalyt tréfasan renddrszabaly-
nak hivjak. Az a,és C, mindketten az A rend6rérsre mennek és mindig kozot-

tiik tartjak a b, gyanusitottat.

15 Olykor csak a "széttartd" sorozatot hivjak divergensnek. Természetesen az ilyen sorozatoknak
sincs hatarértéke.
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Kérdések(végtelen sorozatokra):

e Lehet-e az a sorozat konvergens, amelyiknek nincs torlodasi pontja?

e Van-e olyan sorozat, amelynek nincs torlddasi pontja?

e Lehet-e az a sorozat konvergens, amelynek kett6 torlodasi pontja is
van?

e Lehet-e az a sorozat konvergens, amelyik nem korlatos?

e Ha egy sorozatnak csak egy torlodasi pontja van, akkor az konver-
gens is?

e Lehet-e két divergens sorozat 6sszege konvergens?

1 Példa:

, 1
Szamitsuk ki @, = —; sorozat hatarértékét!
n

1 1.1
Alkalmazva a fenti szabalyokat a, = — =—*——>0*0=0.
n n n

2. Példa:
Szamitsuk ki @, = — + 9 sorozat hatéarértékét!
n

Az 0Osszeg elso tagjanak a hatarértéke az el6z6 példa szerint 0. A maso-
dik tag egy csupa 9 értékekbdl allo sorozat, amelynek hatarértéke 9, és
igy a keresett hatarérték 9.

3. Példa:

4n*-3n° +2
n*-2n°

Ez még a jol kezelhetd tipusfeladatok, kozé tartozik. A kifejezésen al-

gebrai atalakitasokat hajtunk végre. A szamlaloét is és a nevezdt is eloszt-

Szamitsuk ki a, = sorozat hatarértékét!

juk a legmagasabb foku hatvannyal, n* -nel. {gy kapjuk

1 .1
ant—3n?+2 4T3 T2 43404240
8, =T rf_ S —4
n"—2n 1-27% 1-2+0
n

Vagyis a sorozat hatarértéke 4.

5. Példa

. . 1
Mit tudunk mondani az a, = (-1)"(=+1) sorozatrél?
n
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Valaszok:
e Korlatos, mivel =10 <a, <10.

Torlodasi pontja kettd is van a -1 és +1.
Divergens.
Nem monoton.

6. Példa
n, han péaros
Mit tudunk mondaniaz a, =4 1 i sorozatrol?
—, han paratlan
n
Valaszok:

e Alulrol korlatos, feliilrél nem.
e Egy torlodasi pontja van.
¢ Nincs hatarértéke.

Nevezetes sza’mok:\/i, T, €

1.2

Az egység oldali négyzetnek van atloja, éspedig a Pitagorasz-tétel sze-
rint a hossza egy olyan szam, amelynek a négyzete a befogdk négyzetének 6Sz-
szege, vagyis 2. Euklidész idejében egész és tort szamokat ismertek, ezért ¢ az
atlo hosszat Gsszemérhetetlen mennyiségnek f'elé')lte meg. A tizedes szamokat
Eurépaban el6észor Kopernikusz (1473 - 1543) 6 hasznalta, de a kinaiak mar 100

évvel kordbban is iSmerték. Ma az atlo hosszat \/E -nek mondjuk. \/E az a
szam, amelynek négyzete 2. /2 -t sorozattal fogjuk definialni. Legyen
a=1->a’=1
a,=14—>a’=196
a,=1.41—a’=1.9881
a, =1.414 — a; =1.999396

A képzési szabaly az, hogy hozzavesszilk az el6z6hoz azt a legnagyobb
tizedesjegyet, amelyiknél a szam négyzete még nem tobb ketténél. Sorozatunk

18 Sain Marton tv-eldadasabol.
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tehat szigoruan monoton novekvé és korlatos. Bebizonyithato, hogy az ilyen
sorozatok konvergensek. A jelen sorozat hatarértéke definicio szerint \/5 .

2. m

A sik korei mind hasonloak, nagysaguk, és minden hosszisagi adatuk
csak a sugartdl fiigg. Ezért ha egy kor keriiletét elosztjuk pl. a sugaraval vagy az
atmérgjével, mindig, minden korre azonos szamot kapunk. Azt a gorogok is
tudtak, hogy a kor keriiletének és atméréjének hanyadosa allando és a keriilet
(=periféria) sz6 utan ezt az allandot 7 -vel jelolték. Hogy ez az allandé mennyi
az a kiilonféle koroktol fiiggott. A Biblidban is megtaldljuk a 7 -t. Az Oszovet-
ség "Kiralyok I. konyvében (1 Kir 7, 23)" olvashatunk egy kerek épitményrc’il“,
amely mindeniitt 10 sing széles, korbefogva pedig a keriilete 30 sing. Azaz a
w7 =30/10=3. Nem kell tudnunk a 7 -hez, hogy mennyi a sing. Egyébként a

. _ _ 16)°
singcsont (alkar) hossza. A Rhind papiruszon (ie. 1700 koriil) a 7 = (gj sze-

1 .
repel (=3.16...). Késobb 7r:3? (=3.1428...) volt. Archimédesz (i.e. 287 -
212) a kor szabalyos sokszogekkel vald kozelitésébdl szamolt. Szabalyos 96
10 10
oldalii sokszoggel szamolva azt kapta, hogy 3ﬁ<”<37_0' Ludolf von

Ceulen (1540-1610) a 7 -t 35 tizedes jegyre hatarozta meg. Ezért a 7 -t Ludolf-
féle szamnak is hivjak. Azt, hogy a 7 irracionalis Lambert 1770-ben bizonyitot-
ta be. Es hogy még transzcendens™ is, azt pedig Lindemann 1882-ben. Es ezzel
megoldddott a kétévezredes kornégyszogesitési probléma19 is. Eddig a kort nem
tudtak négyszogesiteni, de ettdl az idéponttdl tudjak, hogy nem is lehet négyszo-
gesiteni, ui. Az 1 hosszisagh szakaszbol korzovel és vonalzoval az euklideszi
szerkesztési 1épések utjan egyetlen transzcendens értéket, transzcendens hossza-
sagh szakaszt sem lehet megszerkeszteni.

Y IKir 7, 23 Karoli Gaspar forditasaban: Es csindla egy ontott tengert, mely egyik szélé-
t6l fogva a masik sz¢éléig tiz sing volt, koroskoriil kerek, és 6t sing magas, és a keriiletit
harmincz sing zsinor érte vala koriil.

'8 Transzcendens egy szam, ha egyetlen egész egyiitthatos polinomnak sem zérushelye.
19 A kérnégyszogesitési feladat egy kor teriiletével azonos teriiletii négyzet szerkesztését
jelenti az euklideszi geometridban korz6 és vonalzd felhasznalasaval. Korzével adott
kozépponttal adott ponton at kort rajzolhatunk, vonalzéval két adott ponton at egyenest
rajzolhatunk. Szerkesztett pontok két egyenes metszéspontja, kor és egyenes metszés-
pontja, két kor metszéspontja. Ezeket a 1épéseket csak véges sokszor szabad hasznalni.
Csak bizonyos algebrai egyenlet gyokei szerkeszthetok, a transzcendenseké nem.
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Iim(1+1) )
n—o n

Ez egy kiilondsen érdekes és fontos feladat. De nagyon nehéz. Hogy
valami képet alkossunk a sorozat elsé néhany elemét felirjuk
2, 2.25, 2.37037037, 2.44140625, 2.48832,
Az a sejtésiink, hogy a sorozat névekvo. Ezt be is tudjuk latni. Ismeretes, hogy a
szamtani kdzép nagyobb, mint a mértani, ha nem minden elem egyenld. Vegyiik

3. e
Szamitsuk ki

. . 1
a szamtani és a mértani kozepét n+1 darab szamnak, n db (l+— -nek és az 1-
n

nek. Akkor rajuk:

I e

n+1 n

n+1 n+1 n
Mindkét oldalt n+1-edik hatvanyra emelve

n+l n
(1+—1 ) >(1+1J ,
n+1 n

azaz a,,, > a,, vagyis a sorozat valoban névekve.

n+i+l 01 (1+l)

Megmutatjuk, hogy a sorozat korlatos is.

1 1 1
Vegyiik n db. (1+ —j és az E, E szamok szamtani és mértani kdzepét.
n

1+1 + 1+1 + 1+1 +eeet 1+1 +1+1 n
n n n n) 2 2 1) 11
>ni2l 14— | —=
n+2 nj 22

A baloldali kifejezés szamlaldja n+2, egyenld a nevezdvel, ezért értéke 1, azaz

n+2 (1+lj 1 <1, ahonnan (1+1j <4,
n/ 4 n

A sorozat tehat szigortian monoton novekvé és korlatos. Az ilyen tulajdonsagh
sorozatnak van hatarértéke. Ez a sorozat azonban ezen a téren is kiilonos, mert a
hatarértéke egy eddig nem ismert szam. A hatarértéket Euler utan e-nek nevez-
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zik, és ez egy logaritmus, a természetes alapu logaritmus alapszama, amelynek a
szamitastechnikaban is igen fontos szerepe van.?° Jellegét tekintve a 7 -vel ro-

kon. Mindketté irracionalis, de nem tigy, mint pl. a JE , hanem ezek még
transzcendensek is, ami azt jelenti, hogy nincs olyan egész egyiitthatos polinom,

amelynek gyokei lennének. A V2 gyoke az X —2=0 egész egyiitthatds
egyenletnek. Az e kozelité értéke

£=2.718281828...

Végtelen sorok

Tekintsik az

ai’ a21 ag’ ...... , an’...

sorozatot. Ha a vesszOk helyett 6sszeadas jelet tesziink sort kapunk. Tehat

a1 + a2 + a3 + ...... + an + cen
a Sor.
Az egyik legfontosabb kérdés, hogy van-e a sornak 0sszege, vagyis mennyi, ha
van, e végtelen sok dsszeadanddnak az 6sszege. Nyugodtan gondolhatjuk azt is,
hogy ha mindig adunk hozza az addigiakhoz valamennyit, akkor végtelen nagy
szamot kapunk. De vegylink egy 1 méteres palcat. Torjiik el a felénél és a felét
tegylk le az asztalra. Most a maradékot torjiik ketté, és a felét tegylik le folyta-

A B . o1 1101
tasként. Es igy tovabb. Le van tehat téve—+ —+—+—+------
2 4 8 16

Vagyis, ha a rudat mind letenném, akkor lenne a letettek hossza 1.
Ez az Osszeg Ugy keletkezik, hogy egy sorozatot képeziink. Aszerint, ahogyan
egyre tobb szamunk lesz mar 6sszeadva. Altalanossdgban

2 A 16. szazadban a csillagészati szamitasikhoz volt sziikség a szamok bizonyos hatvé-
nyaira, logaritmusokra. Pl. Biirgi svajci matematikus a logaritmus alapszamat kényelmi

szempontokbol @ =%Y1.0001 -nek vélasztotta, ami kozelitéleg 2. 71814593..., mig az

e=2.718281828..., vagyis ezredekig megegyeznek. Hatalmas logaritmustablazatot készi-
tettek. 1624-ben E. Gunter logaritmus, szinusz és koszinusz skalakat készitett, ami a
logarléc alapjaul szolgalt. A logarléc aztin az 1960-as évekig , a zsebszamologépek
elterjedéséig sok mérnok és alkalmazott matematikus munkaeszkoze volt.
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=a,
s,=a, +4a,,

S, =2a,+a, +a,,

S, =a,+a,+a,+a,,

=

S,=a +a,+a,+a,+--+a,.

A sor szeleteibdl részosszegeket allitottunk eld. A sor dsszege alatt eme részoSz-
szegek sorozatanak a hatarértékét értjiikk. Egy sornak tehat akkor van osszege, ha
a beléle képzett részosszegek (részletosszegek) sorozata konvergens.

Példa:

Példa:

Készitstink a mértani sorozatbol sort, azaz
a, +aq+aQg’ 4+ +a,q"" +---és szamitsuk ki az osszegét. Az elsd

n tag osszegének kell tehat a hatarértékét venni, azaz
n
. -1
Ilmaiq .
n—o q _1

Abban az esetben, ha |q| > 1a kifejezésnek nem lesz hatarértéke, mivel

q"minden hatéron til nd. Ha azonban |q| <1, akkor q"egyre kisebb
lesz és hatarértéke 0. Ekkor

Ihnqqn_l—q__l-—q 1

R | qg-1 ‘1-q
Vizsgaljuk meg az Osszeg 1étezése szempontjabol a kovetkezo sort:

1 1 1 1
+ + + ...... + S + cee
1%x2 2%3 3%4 n*(n+1)
sort.
Minden tagot két tort kiilonbségeként irhatunk fel, azaz
1 1 1

k(k+D) k k+1

¢és igy az az elsd n tagot kdnnyedén Osszeadhatjuk:

g 1 1. 1 1.1 1 . i1 .1
"1 2 2 3 3 4 n n+l = n+1”
ahonnan
] 1
liml-—=1.
o 41
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Ne gondoljuk, hogy a sorok Gsszegét mindig ilyen egyszeriien lehet Ki-
szamolni. Eddig azt tapasztaltuk, hogy ha egyre kisebbeket adunk az el6zéekhez,
akkor van Gsszeg, de ez altalaban nem lesz igaz. Azt is megfigyelhettiik volna
azonban, hogy ha egyre nagyobbakat adunk az el6zéekhez, akkor nincs Osszeg.
Ez viszont igaz minden sor esetén. Biztosan tudjuk, hogy Osszeg csak akkor
lehet, ha a sor altalanos tagja tart 0-hoz, de ez nem elégséges feltétel..

Van egy egyszerl és nagyon nevezetes sor, ez a harmonikus sor. Az alabbi:

2 3 4 n
Ennek a sornak nincs &sszege, bar az altalanos tag 0-hoz tart, mert a részdssze-
gek sorozata nem lesz konvergens, minden hataron tul né.
A mi esetlinkben a sorok a fiiggvények értékeinek numerikus kiszamita-
sakor jatszanak majd fontos szerepet.
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9. Fuggvénytani alapfogalmak

A fliiggvény matematikai fogalma is, mint annyi mas fogalom hosszu
id6n at alakult ki. Az adatok kapcsolatanak kifejezésére hasznaltak. Ezek recep-
tek voltak. Az 6korban mar voltak szamol6 tablazatok, pl. a korok harjairdl. Ma
is vannak ilyenek; pl. un kobozok a faronkok térfogatat, hordok trtartalmat ad-
jak meg, no és az iskolai fliggvénytablazatok A koordinatarendszer gondolata
Apolloniosznal fellelhetd. Ptolemaiosz foldrajzi szélességet és hossziisagot
hasznalt. Descartes, a koordinatageometria feltalaloja adta meg a fliggvény els6
fliggvénytan két nagy fejezete a differencial és integralszamitas. Es jottek Gjabb
definicidk. Volt id6, amikor azt gondoltak, hogy a mennyiségek kozotti kapcso-
latot a négy alapmiivelettel, hatvanyozassal, gyokvonassal ki lehet fejezni. Majd
a hur rezgésének leirasanal kideriilt, hogy ez nem elegendd. Még Bolyai Farkas
1832-ben a Tentamenben is igy ir: Tagabb értelemben a fliggvény barmilyen
operacid, amely idében és térben elképzelhetd. A XVIII. szazadban a matemati-
kai felfedezések sokasaga valosult meg. Es kozben elhalvanyult a matematikai
szigor. Ezt a szigort allitotta vissza Bolzano (1781-1848) az 1830-ban elkésziilt
fiiggvénytan kéziratdban. Ez a kézirat azonban csak 1930-ban, 100 év mulva
keriilt napvilagra, ugyanis Bolzano cseh matematikust, filozofust, a pragai egye-
tem vallastorténet professzorat az osztrak elnyomas elleni elvei miatt 1819-ben
allasabol eltavolitottak, és minden nyilvanos szerepléstdl eltiltottak. igy sopri az
onkény és a hatalom a szényeg ala még a matematikai eredményeket is. Végiilis,
Bolzano munkajat nem ismerve a fliggvény fogalmat mai hasznalatban
Weierstrass (1815-1897) alkotta meg. Weierstrass munkassagaval megalapozta a
végtelen kicsi matematikai fogalmat és a vele vald pontos szamolast.

A fiiggvény definicidja:

Ha a H, halmaz minden eleméhez hozzarendeljiik a H, halmaz vala-
mely elemét, akkor ezt a hozzdarendelést fiiggvénynek nevezziik.

A definicioban benne van, hogy H, kiilonb6z6 elemeihez hozzarendelhetjik a
H, ugyanazon elemét is, de a H, egy eleméhez nem rendelhetjiik hozza H, két
vagy tobb elemét. H, -et a fliggvény értelmezési tartomanyanak, H,-t a fligg-
vény értékkészletének nevezziik.
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Jelolési modok:
f:H —>H,
X — f(x)

y=f(x)
f (x) = kifejezés

A H, elemeit leginkabb x-szel jelolik, és fliggetlen valtozonak hivjak. A
H,elemeit pedig fiiggé valtozonak mondjak, és gyakorta y-nal jelolik. El6for-
dulhat, hogy H, elemét nem egy szam, hanem rendezett szampar vagy tobb
szam hatarozza meg, ezek a tobbvaltozos figgvények. De lehet, hogy H, elemei
komplex szamok vagy vektorok. Az elébbiek a komplex fiiggvények, az utobbi-
ak a vektorfiiggvények. A megfeleltetett H,-beli elem is lehet sokféle, de egy
H, -belihez mindig csak egyetlen H,-beli elem tartozik

Példak fiiggvényekre:
1.
1, haxracionalis
f(x)= Yy W
0, ha xirraciondlis

Ez az un. Dirichlet-féle fiiggvény, a fliggvénytan "fekete baranya". Azon
kiviil, hogy a fiiggvény fogalmanak teljes mértékben eleget tesz, alig van
valamije. PI. nincs grafikonja, nincs hatarértéke, sehol sem folytonos,
nem monoton, nem differencialhatd, nem integralhatod, csak ott van az
utban, hogy barmit mondunk a fiiggvénnyel kapcsolatban, az ra is vo-
natkozzEék, mert 6 is fliggvény.

Nem mondhatjuk, pl. hogy a fliggvényt képlettel lehet megadni, nem
mondhatjuk, hogy a fliggvény gorbéjét meg lehet rajzolni. Pedig a fiigg-
vény definicidja igen szimpla kis artatlan mondatnak tiinik.

2.

Az X* + y2 =1 nem fiiggvény, az Yy =+v1— X viszont fiiggvény.

Az els6 kifejezés nem fliggvény, jollehet az X,y szdmparok kozott na-
gyon szoros a kapcsolat. Az egyenlet az egységsugaru kor egyenlete.

Legyen, pl. x=0.6, akkor az Osszefiiggést nemcsak az y=0.8, hanem az
y= —0.8 is kielégiti, és ez a baj.

A komplex szamok fejezetben azt tanultuk, hogy 2/5 az a szam, amely-
nek n-edik hatvanya a. Es ilyen szam pontosan n db. van. Tehat négy-
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zetgyOk esetén kettd. Mas a helyzet a fiiggvénytanban. Azt mondjuk,

hogy JE az a nem negativ szam, amelynek négyzete a. Es az is igaz,
hogy a nem lehet negativ. Ily médon fiiggvényt kapunk, mivel a gyok-
vonas eredménye is egy db. szam. Ezért a masodik kifejezés fiiggvény.
Ugyanis barmely —1 < X <1-hez tartozik egy és csak egy y érték. Pl. ha
x=0.6, akkor az y=0.8, és nincs tébb eset.

y y

-1 0 1 -1 0

kor félkor, mint fiiggvény

Alapfogalmak:

1. Monotonitas, korlatossag:
Az f(x) fuggvény szigorian monoton noévekvd (csékkend) az a,b

intervallumon, ha minden X, X, valtozopar a<x, <X, <bese-
tén a  fiiggvényértékekre  f(x)< f(X,)  (csokkendnél
f(x) > f(X,)) teljesiil. (< ill. > esetén monoton)

Az f(X) fiiggvény korldtos az a,b intervallumon, ha van olyan K
szam, amelyre | f (X)| < K teljesiil.

2. Paros, paratlan

Az f(x) fiiggvény pdros, ha az értelmezési tartomany barmely x
elemére f(x)= f(—x).

Az f(x) fiiggvény pdratlan, ha az értelmezési tartomany barmely
x elemére f(X)=—"T(—x).

Vegyiik észre, hogy a fiiggvények tobbsége se nem paros, se
nem paratlan. Ez nem meglepd, hiszen a szamok tobbsége sem
paros vagy paratlan. Sét itt a tobbsége sz6 valoban nem a sokat
jelenti. Az egész szamok halmaza megszamlalhatdan végtelen, a
valés szamoké pedig kontinuum, azaz a se nem paros, se nem
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paratlan szamok szamossaga kontinuum. A paros tagadasa a
nem paros, nem pedig a paratlan.
Példak paros fliggvényre:

F)=xt, f(0=x"-4x"+2, f(X)=—

x?+1’

f (x) =cos x.

Példak paratlan fliggvényre:

1 .
f(x)=x, f(xX)=x*-x, f(x)==, f(x)=sinx
X
A paros és paratlan fliggvények kozotti kiilonbség a fliggvények
grafikonjan is jol latszik. A paros fliggvény grafikonja tiikr6s az
X tengelyre, mig a paratlané az origdra.

3. Maximum, minimum

Lokalis maximuma van f(x)-nek X, -ban, ha X,-nak van olyan

O kornyezete, hogy a beldle vett barmely x esetére
f(X) < f(X,) teljesiil. Analdg a lo-
kalis minimum esete, amikoris 1250
pedig f (%)< f(x). y TN
Van egy tabla lemeziink, amely-
nek szélessége 100 cm és a hosz-
sza 200 cm. Ebbdl hajlitassal ki
kell alakitani egy u alakot. Ez
egytartaly része, a két végére
egyéb zardlemez keriil.

X 0 20 25 3 50
X
T 1

100-

X

A metszetét a bal fenti abra mutatja. A térfogat valtozasat
csak a metszet alakja befolyasolja

A metszet teriilete: T = X(100— 2x) =100x — 2x°.

Jobbra ennek a parabolanak a grafikonjat latjuk. Minden x ér-
tékhez tartozik parabolapont. De a feladatban x csak pozitiv le-
het és 50-nél is kisebb. A szélsdérték, most maximum x=25-nél
van. Ez a globalis maximum, a parabola csticspontja, csak egy
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van beldle és a feladat geometriai jelentésétdl fiiggetlen (pl. sza-
kasz hossza pozitiv).

Ha azt mondjuk, hogy legfeljebb 20 cm-t szabad felhajtani, ak-
kor a [0,20] intervallumon a 20-nal lesz a maximum, gyakorlati
maximum.

Ha pedig azt mondjuk, hogy legfeljebb 30 cm-t szabad felhajta-
ni, akkor a [0,30] intervallumon a 25-nél lesz a maximum, és ez
a lokalis maximum egybe esik a globalissal, azaz semmilyen x-
nél nem kapnank nagyobb fliggvényértéket. A lokalis maximum
tehat egy ponthoz van kétve és az a hely, ahol a fiiggvény értéke
a legnagyobb. A globalis maximum az egész értelmezési tarto-
manyra vonatkozik. Az a hely, ahol a fiiggvényérték a legna-
gyobb.

4. Fiiggvény inverze

A fuggvénynél minden X e H,-hez tartozik egy f(X). Sok
olyan fiiggvény van azonban, hogy azt is pontosan meg lehet
mondani az f (X) -bdl, hogy melyik x-hez tartozik. Vagyis a két

halmaz elemei k6zott kolcsondsen egyértelmii kapcsolat van.
Legyen a fliggvényiink pl.
y = 2x-3

5

- Sy+3
Ebbdl x-et kifejezhetjiik, éspedig egyértelmiien. Ekkor X = y

-t kapunk. Ha

ezt ugyanabban a koordinatarendszerben akarjuk abrazolni, akkor y helyett x-et
kell irni, és x helyett y-t, azaz a fliggvénylink
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y_5x+3
2

A fliggvény inverzének a grafikonjat az y=x egyenesre valo tiik-
rozéssel kaphatjuk meg.
Csak szigoraan monoton fliggvénynek van inverze.

5. Fiiggvény hatarértéke

A fiiggvény hatarértékét Weierstrass fogalmazta meg az alabbi
modon:

Az X =ahelyen az f{x) fiiggvény hatdrértéke az L szam, ha bar-
mely adott pozitiv € szamhoz talalhatunk olyan pozitiv O SiZd-

mot, hogy valahdnyszor |x—a| <0, akkor teljesiil az
|L —f (X)| < gegyenldtlenség is.
A hatarértéket tehat ketten jatsszak. Az egyik mondja az ¢ -t.

Ha a masik erre mindig tud ¢ -t mondani vagy inkabb tudhatna,
akkor van a fiiggvénynek hatarértéke azon a bizonyos helyen.
[

2X

2-2
x-1

f(x)=

a=

T
é‘bal ' §jobb
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Példa:

Bizonyitsuk be, hogy az

2x* =2
x—1

fliggvénynek az X = a =1 helyen van hatarértéke és a hatarérték

L = 4. Eszre vehetjiik, hogy az a = 1 helyen a fiiggvény nincs is

értelmezve, ennélfogva ott fliggvényérték sincs. De, ha lenne

fiiggvényérték, mondjuk 6, itt a hatarérték akkor is 4 lenne.

Legyen hat ¢ tetszéleges pozitiv szam. Azt kell iga-
2

f(x) =

zolnunk, hogy |4 — 2X

< & Osszefiiggésbél meg tudunk

hatarozni egy alkalmas ¢ -tol fiiggd pozitiv & szamot. A fligg-
vényen algebrai atalakitasokat hajtunk végre, ami altal a szamo-
las némileg egyszertibb lesz.

2x% =2 _2(x=1)(x+1)

x-1 x-1
ha x=1 — 2(X+1) A
=2X+2.
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Tehat az |[4—(2x+2)| <& egyenlétlenséggel kell foglalkozni. Ha
az abszolut értéket felbontjuk, akkor két egyenldtlenséget kapunk.
Az egyik:
2x+2<4+e — 2Xx<2+& — x<l+o > E=5.obb
2 2 !
A masik:
£ €
4-—g<2X+2 —> 2-e<2X - 1-—<X —> —=06,
2 2
Azt kaptuk tehat, hogy barmely adott pozitiv & szdmhoz talalhatunk

: £
olyan pozitiv & szamot, amely a feltételeknek megfelel, és o = —.

Természetesen az ennél kisebb pozitiv szamok is jok.
A masik fiiggvény az y = X? . Hatarértéket az a=2 helyen nézzik.
L=4.

Most az a két oldalan az o -k kiilonb6zok. Ilyenkor a kisebb &
vagy annal kisebb pozitiv szam lesz a megfeleld.

7. Fiiggvények folytonossaga.

Ez a hatarértékkel egylitt a nagyon fontos fogalmak egyike. A defi-
nicid a kovetkezo:

Az X,helyen az f{x) fiiggvény folytonos, ha barmely adott pozitiv &
szamhoz taldlhatunk olyan pozitiv O szamot, hogy valahdnySzor
|X — Xo| <0, akkor teljesiil az | f(x)—f (X)| < & egyenldtlenség is.
A vizsgalt helyen a fiiggvénynek értelmezettnek kell lenni, hatarér-
tékének is kell lennie, és X,-ban a fiiggvény hatarértékével egyenld

az f(x,).

Az el6z6 példa szerint az y=2x+2 fliggvény az x=1 helyen folyto-
nos. De ezt ki lehet terjeszteni barmely X -re. A masodik példaban az

y = X* fiiggvény az x=2 helyen folytonos, de minden x helyen is.

Altalaban az elemi fliggvények az értelmezési tartomanyukon min-
dentitt folytonosak. Igy folytonos pl.:
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y =X
y =sin X
y=e"

y=Inx

A fuggvényvizsgalat hatékonysagat fokozza, hogy ha f(X) és g(x)
folytonosak, akkor
cf (x)

F(x)£9(x)
FO)g(x)

is folytonosak, s6t a hanyados is folytonos ott ahol az osztd6 nem
nulla.
Igy akkor pl. folytonos

4x" +2x* —9x+3
x% 4+ cos X

In x#sin x *e”

.
De sehol sincs hatarértéke és sehol sem folytonos a Dirichlet-féle
fiiggvény, bar minden valds szamra értelmezve van.

x
2

A hatarértéknek van egy igen szemléletes megfogalmazasa is. Es a
sorozat hatarértékére épit. Az f{x) fiiggvénynek az a helyen a

hatarértée A, ha barmely X, — aesetén az f(X,) —> A teljesiil.

Ezt azonban a bdrmely miatt csak gy tudjuk alkalmazni, ha kitalal-
juk a legelsd definicionkat.
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10. Differencialszamitas

A figgvények menetérél a monotonitas szolgal némi informacioval.
Akar az is informacio, hogy nincs monotonitas. Elgondolhatunk azonban méré-
szamot ekkor is. A fliggvény egy intervallumra es6 emelkedésérdl vagy csokke-
nésérdl informal a differenciahanyados.

Legyen X, < X, és a fuggvényértékek f(x)és f(X,), akkor a
f(x,)—f(x)
X, =%
hanyadost differenciahanyadosnak nevezziik. Ez szemléletesen azt fejezi ki,
hogy a fliggvény az X X, intervallumon "atlagosan" mennyit valtozott. Ez a
fliggvénygorbe hurjanak a meredeksége. (baloldali abra)
A differenciahdnyadost kicsit altalanosabban is fel lehet irni. Az X, he-

lyett x-et irunk és az X, ettdl h tavolsagra van. Azaz
f(x+h)—f(x).
h ’ )
A két képlet ugyanaz, de az utobbiban az X hely szabadon valtozik. Igy a
differenciahanyados egy fliggvény lett és azt fejezi ki, hogy az X pont kdrnyeze-
tében a fliiggvény hogyan valtozik. Ha pedig ennek a hatarértékét vessziik,
amikoris h — 0 -hoz, akkor a fliggvény pontbeli viselkedését, érintdjének irany-
tangensét, meredekségének mértékét kapjuk meg.
f(x+h)—f(x . F(x)—f(x
CoEm =100 i £00=100)
h X=X X=X,

Ezt a hatarértéket a fiiggvény differencialhanyadosanak nevezziik. A differenci-
alhanyados az (X,, f(X,)) pontban az érintd meredekségét adja meg . Pontbeli

fogalom.

Ha az orszagut 1 km-en 10 métert emelkedik, akkor az atlagos meredek-
ség 10/1000= =0.01=1%. Ez a differenciahdnyados. De ez ugy is kijohet, hogy
egy-két pontban ett6l sokkal meredekebb részek is lehetnek. A pontbeli viszo-
nyokat a differencialhanyados fejezi ki. (jobboldali abra)

h=0.

lim
h—0

f(x) f(x+h)

f(x) f(x) h

X. differenciahanyados X, X differencialhanyados
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Ha egy pontban a fliggvény derivaltja, az érintd iranytangense pozitiv, ott a
fiiggvény emelkedd, ha meg negativ, akkor csokkend. Egy fliggvénynek nincs
sziikségképpen differencialhanyadosa. Ezt olykor szemléletesen is lehet latni. A
differencialhanyados jelentése az érint6 iranytangense, és ha nincs érintd, akkor

annak meredeksége sem értelmezhetS. Erre egy egyszeri példa az f(X) = |X|

figgvény az x=0 helyen.
A fliggvény pontos értelmezése a kdvetkezd:

Xx hax>0
|X|= -X hax<0

A fliggvénynek az origdban téréspontja van. Eltte is van differencialhanyadosa
utana is, de az origoban nincs. Gedcze Zoard 1905-ben olyan u.n. "fiirész" fligg-
vényt definialt, amely értelmezési tartomanya a valos szamok egy tetszélegesen
nagy véges halmaza, és a fliggvény annak minden pontjaban folytonos de sehol
sem differencialhato. A differencialhatésag szigoribb fogalom, mint a folyto-
nossag.

Ha az a pont, ahol a differencidlhanyadost szamoljuk végigfut az értelmezési
tartomanyon megkapjuk a differencialhanyadosok fiiggvényét, amelyet az erede-
ti fliggvény derivalt fiiggvényének, vagy roviden derivaltianak nevezziik.

Példa:
Szamitsuk ki az
f(X)=x*+4x+1
fliggvény derivalt fliggvényét.
Felirjuk a differenciahanyadost az X és Xx+h pontokhoz és vessziik a ha-

tarértéket.
f(x+h)—f(x)  (x+h)?+4(x+h)+1—(x* +4x+1) _
h - h -
x> +2xh+h?+4x+4h+1-x>-4x-1 2xh+h®+4h
h - h
lim 2N A ihed —2x44
h—0 h h—0

Tehat az f(X) = x> +4x+1 fiiggvény derivalt fiiggvénye 2x+4. A de-
rivaltra  tobb  altalanosan elfogadott jeldlést hasznalnak. Ilye-

' d .
nek: T (x), d—y, y'. Mi leginkabb igy hasznaljuk:
X

f(X)=x>+4x+1,
f'(x) =2x+4.
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Ebbdl leolvashatjuk, hogy pl. a fliggvénynek az X = —2 helyen vizszin-
tes érintje van. A fiiggvény derivaltja X = —2-ig negativ, tehat a fiigg-
vény csOkkend, X =—2 utan pedig pozitiv tehat a fliggvény novekvo.

Derivalasi szabalyok:

A derivalasi szabalyok nagymértékben segitik a fliggvények derivaltjai-
nak elkészitését. Vannak elemi fliggvények, mint az
x" hatvanyfuggvény,

X

a* exponencialis fuggvény,
sin X, cos x trigonometrikus fliggvény,
logx logaritmus fliggvény.

Ezekbdl algebrai miiveletekkel igen valtozatos fliggvényeket lehet 6sz-
szeallitani. A tovabbiakban e miiveleteket nézziik at. A szabalyok a ko-
vetkezok:

Legyen ¢ konstans, f(x) és g(x) két derivalhato fiiggvény. Akkor

c¢'=0

cf (x)  =cf'(x)

f(x)+g(x) =/ (x)=g'(x)
F(x9() "= F'()g(x)+ f(x)g'(x)

( f(x) j _ F'()9(x) - f(x)9'(x)
9(x) 9°(x)

Ezek koziil bebizonyitjuk az 6sszeg és a szorzat derivalasara vonatkozd
harmadik és negyedik sort.

F00+9(0 ' = lim LN =109+ 900) _

h
=Li”g f(x+hr)]— f(x) +ng g(x+hr)]—g(x) _
=f'(x)+ g'(x).

azaz 0sszeget vagy kiilonbséget tagonként derivalunk.
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Nézziik a szorzatot!
F()g(x) "= lim f(x+h)g(x +hh) - f(x)9(x)
Most a szamlalohoz hozzaadunk nullat, éspedig a kovetkezd alakban:
0=—-f(x)g(x+h)+ f(x)g(x+h)
FO0g(x) = lim f (x+h)g(x+h)— f(x)g(x +hh) + f(X)g(x+h) - f (x)g(x)
A szamlalot atrendezziik:
f(x)9(x) r_ m f(x+h)—f(x) g(x); g(x+h)+g(x) f(x)

FOg() "= F'00g(x) + f ()g'(x)

A fejezet elején levezettik az f(X) =X’ +4x+1 fiiggvény derivalt
fliggvényét és az 2x+4. Ez az ut jarhatd egyéb fliggvények szamara is,
de nem hatékony. A derivaltakat az elemi fliggvények derivaltjaib6l a
fenti miiveletekkel gyorsabb meghatarozni. Mivel az elemi fiiggvények
derivalasi szabalyainak levezetése nem egyszerii, csak a hatvanyfiigg-
vény derivaltjat vezetjiik le, a tobbit pedig csak elfogadjuk. Ezek pedig:

Xn :an—l
eX’ :eX
!
a* =a*lna
1
In'x==
X
sin’ X = cos X

cos' X =—sinx

A hatvanyfiiggvény derivaltja:

Tétel:

Az f(X)=x" hatvanyfiiggvény derivaltja f'(X)=nx"".
Bizonyitas:
A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. n=1-re az allitas igaz, ugyanis
az f(x) =x fiiggvény derivaltja minden x-re 1.
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lim K= F00) _ i X% _ i1

X—=>Xo X —_ X0 X—=>Xo X —_ XO X=Xy
Tegyiik fel, hogy az allitas n=k-ra igaz, azaz
!
X< =kx*

A teljes indukcid elve szerint, ha ez az Osszefiiggés oroklodik k+1-re,
akkor az allitas igaz. A k+1-edik hatvanyt gy kapjuk, hogy a k-adikot
megszorozzuk x-szel. Akkor két fliggvény szorzatat kell derivalni a mar
levezetett szabaly szerint, azaz

XX =1 x4 okt = xK 1k =(k +1)x*.
Osszetett fliggvény derivalasa

Az Osszetett fliggvény nem elemi fliggvény, de ha annak egy részét te-
kintenénk valtozonak, akkor az elemi fliggvényre emlékeztetne. PI.
sin(2x+6) Osszetett fliggvény, s6t tobbszordsen is. Az értékét ugy sza-
mitjuk ki egy konkrét x-re, hogy eldszor kiszamitjuk a 2x+6 értékét,
majd a kovetkez6 1épésben ennek vessziik a szinuszat.

Vegyiink egy masik fiiggvényt, legyen (3X+ COS X)5 . Itt elészor kisza-
mitjuk a zardjelben 1év6 részt, majd ennek vessziik az 6todik hatvanyat.
A derivalasi szabalyokkal tudnank derivalni az els6 esetben a 2x+6-0t,
¢és a szinuszt is. A masodik esetben a zardjeles részt is, meg a hatvanyt
is. Ha az els6t a trigonometrikus addicios képletek szerint felbontanank,
vagy a masodiknal a hatvanyozast elvégeznénk ismét tudnank 6ket deri-
valni. De az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya ezt leegyszerisiti.
Azt hiszem vilagos, hogy egy Osszetett fliggvény ilyen alaku:

f(x)=1(g(x)).
Azaz f a g(x)-t6l fiigg és majd a g az x-t6l. Es ezt igy kell derivalni:
F'(x) = £'(9(x))g'(x)
Szoveggel: Vessziik a kiils6 (utoljara szdmolt) fiiggvény derivaltjat,

majd szorozzuk a bels6 fliggvény derivaltjaval.
Az elébb emlitett konkrét fliggvényekre ez a kdvetkezo:
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(sin(2x+6)) =cos(2x +6)*2,

(3x+c0sX)° =5(3x+¢0s X)* *(3—sin x)

Feladatok

Példa:
Hatarozzuk meg hogy a sinx fliggvény mekkora szog alatt met-
szi az X tengelyt!

sin"x=cosx,—>x=0=c0s0=1,=tgp=1= ¢ =45".

Példa:
Vajon a sin®x fiiggvény grafikonja az X tengelyt érinti, vagy
meredeken belevag?
Melyik a helyes abra? A baloldali vagy a jobboldali?

ANV NN

0 T 2 0 s 2

Ezta sin® X fiiggvény derivalasaval donthetjiik el.

!

sin?x = sinxsinX =sin’xsin x+sin xsin’x = 2cos xsin x.
Az elsé megallapitasunk az lehet, hogy a Sin® X mindeniitt derivalhato.
A derivalt értéke akkor 0, ha valamelyik tényez6 0. A derivalt értéke
sinX miatt 0-nal, 7 -nél, 27 -nél 0, azaz a grafikon érintdje maga az x
tengely. Ha a cosx=0, a fiiggvény maximumait kapjuk, tehat 7z /2-nél,
1.57 -nél stb. a periddusossdg miatt. A feltett kérdésre a valasz az, hogy
a baloldali abra a helyes.

Példa:
Az A, -es papir széleit felhajtva dobozt formalunk beléle. Mek-

korat hajtsunk fel, hogy a doboz térfogata a lehetd legnagyobb
legyen?

A dobozkészités vazlatat az alabbi két abra szemlélteti. A baloldali a
hajtogatas tervét, a jobboldali a kész dobozt.
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Az A, -es lap mérete 210x297 mm. Ebbdl mériink le a szélénél egyenld
x tavolsagokat, amelyeket a jobboldali abra szerint majd korben szépen
felhajtunk. A doboz tétfogata tehat (210-2x)(297-2x)x lesz. Azt kell ki-
szamitani, hogy ez a kifejezés milyen x-re lesz a legnagyobb. Ezért ki-
szamoljuk a fliggvény derivaltjat.

1
|
|
|
——— +———o
:
|
|
:
|
I

f(x) = (210-2x)(297 — 2x)x = 4x° =1014x* +62370X,
f'(x) =12x* —2028x + 62370 = 0,

x* —169x+5197.5=0

169+ \/1692 —-4*5197.5 169++7771 169+88.15
12 — - -
’ 2 2 2

A harmadfoka fiiggvénynek két szélséértéke van, a derivaltjanak két
zérushelye. De a geometriai feladatnak csak egy megoldasa van.

A derivalt zérushelyei X, =40.42 és X, =128.57. Nyilvanvalo, hogy az

utobbi mértékii felhajtas az adott méretii papirbol lehetetlen.

A fiiggvény szélsértékei a fenti helyeken vannak. Ha milliméter helyett
deciméterben szamolunk, akkor a doboz térfogatat literben kapjuk. Do-
bozunk méretei tehat: szélessége = 1.2919 dm, hosszisaga =2.1616 dm,
magassaga 0.4042 dm. igy a doboz térfogata
1.2919*2.1616*0.4042=1.1787 liter.
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Fiuggvénysorok

A differencialszamitas lehetoséget teremt arra, hogy fiiggvényeket hat-
vanyfliiggvények Osszegeként fejezziink ki tetszoleges pontossaggal. Ez-
altal a trigonometrikus, a logaritmikus, az exponencialis kifejezések ki-
szamitasa lehet6vé valik. Ez ad modszert a © kiszamitasara is. A prob-
1éma tehat az, hogy a fiiggvényt

f(x)=ax“+a_xX"+a X+ +a,X+a,
alakba irjuk. Adjunk hozza minden x-hez O-t, de -a+a alakban. Tehat

f()=a (x—a+a)+a_(x—a+a)t+a_,(x—a+a) 4 +a(x—a+a)+a,

Ha a hatvanyozast elvégezziik, de x-a -t egy tagnak vessziik, akkor kife-
jezésiink

FO)=A+AX=a)+ A (x=a)° ++ + A (x-a)"

alaku lesz, vagyis az (X - a) k-adfoku polinomja. A tovabbiakban felde-
ritjiik az egylitthatok jelentését.

f(a)= A,

f'(x)= A +2A,(x—a)+3A,(x—a)’ +4A,(x—a)° +---,
f'(a) = A,

f(X) = 2A, +2*3A,(x—a) +3*4A,(x—a)* +---,
£(a) = 2A, :>A2=f”2(a),

f(a)=2A, 3A2=f”2(a)’

f7(X) = 2%3A, +2%3*4A, (X—a) ++ -,

() = 9% @) f"(a)
f(@)=2%3A = A=—2="27%,
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fnn(a) _ fNN(a)

f""(a_) — 2*3*4*A4 — A4 J— 2*3*4 p— 4|

k
f¥(a) = 2*3%4*...xkp, = A =1 @) k('a).
Ezek utan

f(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ f”(a)%+ f'"(a)%+ f""(a)%+-.-

A kapott fliggvénysort Taylor-sornak hivjak. Az persze kérdéses, hogy az
X milyen messze lehet az a-tol, és az is, hogy egy adott pontossag elérésé-
hez a sor hanyadik eleméig kell elmenni. Gyakrabban hasznaljak e fligg-
vénysor specidlis esetét, amikor az a=0. Az igy kapott sort Maclaurin-
sornak hivjak. Ha az a=0 helyettesitést elvégezziik, megkapjuk az f(x)
Maclaurin-sorat:

3 4

2
f(x)=f(0)+ f'(0) + f"(0)%+ f”’(0)%+ f""(0)%+...
Példaként felirjuk néhany fiiggvény Maclaurin-sor.a'lt -
2

3 4 5

e*=1+%+%+%+%+%+m (minden x-re)
b2 Xs- X7. !
sinx=x—§+a—ﬁ+--- (minden x-re)
2 4 6
cosx=1—%+%—%+m (minden x-re)
¥ X XX X"
In(x+)=1-—+="—-"—4+ = —... (=)™ =+ (<1<x<D-re
(x+1) Bh. VI D™ ( )
1.1 1*3 L, 1%3*5%...(2n=3)
NI+x=1+=x——x2+ X () =" (x| <) e
2 2*4 2*4*6 D) 2%4%*...2n (|| )
¥ x5 X! ] 2n+1
arctanx=X—-—+——-—+---+(-1) -5 (-1£x<))
3 5 7 2n+1

Megjegyzés:

Eljarasunk alkalmas lenne arra is, hogy a fenti fiiggvényeket a szdmitogépben
vagy zsebszamologépekben alkalmazzuk, igy definidljuk. De a gyakorlatban a
hatékonyabb Csebisev féle raciondlis kifejezéseket hasznaljak.

Az utols6 fiiggvénysorbol kiszamithatjuk a m értékét tetszoleges pontoSsaggal.
arctanl=n/4

ﬂ:4(1_l+1_1+1_..)_
3 57 9
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11. Integralszamitas

A primitiv fliggvény

Az f(x) fuggvény primitiv fliggvényén azt az F(x) fiiggvényt értjiik, amelynek
derivaltja f(x). Jelekkel: F'(x) = f(X).
Ha f(x)-nek F(x) is és G(x) is primitiv fliggvénye, akkor ezek csak egy Ossze-
adando szamban térnek el egymastol. Ui. ha

F'(xX)=G'(xX) =F'(xX)-G'(x)=0,

de

F(X)-G(X) =F'(X)-G'(x)=0
U

F (x) —G(x) = konstans, = F(x)=G(x) + konstans
Vagyis, ha egy fliggvénynek megtalaltuk egy primitiv fliggvényét, akkor mindet
megtalaltuk

Csak a primitiv fliggvény megtalalasa sokszor igen bonyolult feladat.
Amikor egy fliggvény primitiv fliggvényét keressiik igy jeldljik:

[ (9ax,
¢és igy olvassuk: integral efix déix.
Ebben az j és a dxosszetartozo jelek, mint pl. a sinx fliggvény nevében a

harom betii: sin.
Néhany esetben egyszeriien meg is tudjuk mondani a primitiv fliggvényt.
Ezek koziil egy parat fel is soroljuk:

Idx = jldx =X+C,

n+1

X
Ix”dx = +c,

n+1
jsin XdX = — COS X +C,
_[cos xdx =sin x+c,

'[exdx =e" +cC.
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Hatarozott integral

Legyen f(x) az [a,b] intervallumon folytonos (ezért korlatos is) fliggvény. Fel-
adatul kitlizziik a "gorbealatti" teriilet kiszamitasat. Ezt a tartomanyt egy abran
szemléltetjiik.

y f(x)

A teriiletet Gigy hatarozzuk meg, hogy a tartomanyt fiiggbleges vonalakkal fel-
osztjuk, téglalapokat képeziink. Egy felosztashoz két téglalap tartozik. Az egyik
magassaga az intervallumon a minimalis, a masiké a maximalis fliggvényérték.
A beirt téglalapok teriiletének Osszege kisebb, a kiviil irtaké nagyobb, mint a
gorbe alatti teriilet.

y f(x)

a R b

Jeloljiik az [ab] intervallum osztaspontjait @ =Xy, X, X5,... X4, X;s-.. X, =D -
vel, és az intervallumokon a fiiggvény szélsértékeit, a minimumot m;-vel, a

maximumot M -vel.
Vegyiik a téglalapok teriileteinek 6sszegét:
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S, = ml(xl _XO) + mZ(XZ _X1)+"'+ m, (Xn _Xn—l) = Zmi(xi _Xi—l)’
i=1

n
Sy =M (X = X%) + My (X, =% ) +---+ M (X, = X ;) :ZMi(Xi —Xi4)-

i=1
Ezeket az 0sszegeket also illetve felsd integralkozelitd 6sszegnek nevezik. Nyil-
vans, <S .
A felosztas finomitasaval a két Gsszeg eltérését igyeksziink egy korlat ala szori-
tani A finomitas alatt azt értjiik, hogy Gijabb osztaspontokat iktatunk be, néveljiik
n értékét, de ugy, hogy az intervallumok maximalis hossza is 0-hoz tartson. Ha
ekkor a fenti két 0sszegnek van hatarértéke és azok egyenldk, akkor e hatarérté-
ket nevezik a fliggvény adott [ab] intervallumon vett hatarozott integraljanak. A
Dirichlet fliggvényre ez pl. nem teljesiil.

Az alsé illetve felsé integral kozelitd dsszegek helyett gyakran vesznek
egy kozbiils6t, amikor az intervallum hosszat egy belsé pontjaban vett fiigg-

vényértekkel szorozzak. Jeloljiik az i-edik intervallum belsé pontjat & -vel és a

fuggvényértekeket f(&)-vel. Akkor a kozbiilsd integral kozelité sszeggel a
hatarozott integral definicioja:

b n
[T O9ax=1im>" ()% =x.,).
2 n—o0 i—1

Néhany tulajdonsag.

A hatarozott integral definicidjabol kozvetleniil latszik, hogy
b c c
[fo0dx+ [ )dx= [ (x)dx,
a b a
b a
[ £ (dx=- [ (x)ax.
a b
b b b
j (f (x)+ g(x))dx = j f (x)dx + j g(x)dx,
. . )
AT dx =2 [ f(x)dx,

m(b-a) < bjf(x)olxs M (b —a),
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ahol az utolsonal m a fiiggvény minimumat M pedig a maximumat jelenti az [ab]
intervallumon.

Newton-Leibnitz formula

Tétel:
Ha az f(x) integralhato [ab]-n és F(x) primitiv fliggvénye f(x)-nek, azaz F(x)' =
f(x), akkor

bjf(x)dx: F(x) . =F(b)-F(a).

A képletet Newton-Leibnitz formulanak hivjak és a hatarozott integral kiszami-
tasara szolgal.

Bizonyitas:

A bizonyitashoz felhasznaljuk az, un. Lagrange-féle kozépérték tételt, azaz hogy
egy [ab] zart intervallumon differencialhaté f(x) fiiggvény esetén van az [ab]-
nek olyan & belsd pontja, hogy

fh)-f@ _ .,
- ).

Ami szemléletesen azt jelenti, hogy a fiiggvénygrafikon [ab]-hez tartoz6 hirja-
val parhuzamos érintéjének az érintési pontja [ab]-nek & belsd pontja. Lasd a
rajzot is.

y f(0)

\4
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Legyen az [ab] intervallum felosztasa
aA=X, <X <X, <--< X, <X =Db.

Legyen az [X; ,X;]intervallumon a fliggvény minimuma m, és maximuma M;.
Az f(x)-re és az XX intervallumra alkalmazva a Lagrange-féle kozépérték
tételt, van olyan &, hogy

FO)-F(xy) _

— ¥ =F'(&)= (%)

X=Xy
Mivel f (&) -re m < (&) <M,all fenn, ezért
mi < M < |\/|i .
X = Xy
Az egyenldtlenséget megszorozva az X, — X, ; pozitiv szammal, kapjuk:
m; (Xi o Xi—l) < F(Xi)_ F(Xi~1) = Mi (Xi - Xi—l)'

Ha ezt az 6sszes intervallumra felirjuk és Osszegezziik, akkor

i mi (Xi - Xi—l) <F (b) -F (Xn—l) +F (Xn—l) -F (Xn—Z) e
FEO0) - F(@)< M (4 - X,)

Z m (% —%_,) <F(b)—F(a) < Z M; (X —Xi_;)
i=1 i=1
Ha az integral kozelit6é dsszegek hatarértékét vessziik, akkor
b
Jf (X)dx=F(b)—F(a), ahol F’'(x)=f(x).

A hatarozott integralhoz a gorbealatti teriilet meghatarozasa kapcsan jutottunk.
De a lényeg az integral kozelitd dsszegen volt. Vagyis valahanyszor az a képlet
irja le a problémat, az mind a hatérozott integralhoz vezet. igy térfogatot, mun-
kavégzést (fizikai értelemben), energidt és még sok mas egyebet is hatarozott
integrallal lehet kiszamitani.

Példak:
1. Szamitsuk ki, hogy egy szinuszhullam és az x-tengely mekkora teriiletet zar
kozre.

Ki kell tehat szamitani a sinx integraljat 0-tol 7 -ig, Azaz:
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T

jsin xdx = —CosX | =—C0s7 —(—cos0) =1+1=2.

0

Az eredményiink meglepd, hiszen a fiiggvényértékek zome irraciona-
lis, és az integracios felsé hatar is az, az eredmény pedig, a teriilet
egész szam.

2. Szamitsuk ki az y = X® gorbe 0,1 intervallum ala esd teriiletet.

1 3

Ixzdx = [X—} = 1.0 = 1 (ezt i.e. el6tt 300 koriil mar kiszamol-

3], 3 3 3

tak)

3. Szamitsuk ki az Y =X egyenes ¢ az Y =X gorbe altal bezart sikidom
tertiletét.

L L L 2 2 44 2
X X 1 1 0 0 1
dex—jxsdx:j(x—xg)dx= R (=i [ A e
0 0 0 2 4 0 2 4 2 4 4
1
4. Szamitsuk ki az y = — fuggveny 1-t6l végtelenig terjedd gorbealatti teriile-
X

tét.
Ezt Ggy tehetjiik meg, hogy kiszamitjuk 1-t6l t-ig, majd vessziik a ha-
tarértéket, ha t tart a végtelenhez. Tehat

t t 2+ 7t aTt t
.[izdxz IX_dez - == =[—£J ]
1 X 1 _2+1 1 _1 1 X t

1

t—w

Iim—%+1=—0+1:1.
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1
(Az y=— fiiggvény 1-tdl végtelenig terjedd gorbealatti teriilete mar
X

végtelen nagysagu. )

Forgastest térfogata

Példa:

Forgassuk meg az f(x) fiiggvényt az X tengely koriil.

f(x)

Az x tengelyen felosztast készitlink. Ezutan az intervallumokhoz tarto-
z6 minimumokkal illetve maximumokkal korongokat hozunk Ilétre.
Ezek Gsszessége adja a forgastest kozelité térfogatat. Az egyik belil
lesz, a masik kiviil. Egy korong térfogata, ha valami k6zbiilsé korongot

vesziink f2(&)7(x =X 1) =9(&)(% —%_,). Ez a g(x) fiiggvény in-
tegralja. Ha ezeket Gsszegezziik és vessziik a finomitaskor a hatarérté-
ket, és g(x) helyett visszairjuk az 7 f *(X) -et, kapjuk:

b
V= [f2(x)dx.

Forgassuk meg az x tengely koriil az f (X) = Jx fliggvényt és szamit-
suk ki a forgastest térfogatat 0-tol 1-ig.

Azt gondoljuk, hogy az adatok 1 deciméterben értendd, ezért a térfogat
majd liter lesz. A forgastestet abraval szemléltetjilk
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Példa:

A térfogatot a levezetett képlet alapjan igy szamoljuk:

1 1 2
VZﬂIdeXIﬁI\/; dx
0 0

1 X2 1 7
v =7rJ’xdx=7{—} =2 ~157
0 2 0 2
Tehat az edényiink b6 masfél literes lett.
Ha a forgastestet 90 fokkal elforgatjuk, tovabba talpat és fogorészt
képzeliink hozza, akkor egy nagy kelyhet vagy sportgyézelmi szimbo-
lumot, kupat kapunk.

y f(x)=/x

X 1 ‘

Készitsiink a parabola felhasznalasival egy 10 cm magas 1 deciliter
térfogatt pezsgds poharat. Mekkora lesz a peremének az armérdje?

Ehhez nem a \/; , hanem az a\/§ fiiggvényt kell megforgatni és az a-t
ugy meghatarozni, hogy a térfogat 0.1 liter legyen. Tehat:

0

1 \/_ 1 le a2
0.1=7x |(avx)?dx=rx |a’xdx=7|a’=— | =7 —
i aes fetoces| | -2

a’= a° =0.063661977
/4
a=0.2523

fgy a fiiggvényérték az 1-nél a'x =0.2523*1=0.2523 deciméter,

azaz b6 2.5 cm.
Tehat az 1 deciliteres 10 cm magas kelyhti pezsgdspohar fels6 peremé-

nek atmérdéje b 5 cm.
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12. Numerikus modszerek

Egyenletek gydke

Az elséfoku egyenlet megoldasa elemi iskolai feladat, minden kozépiskolaban
tanitjak a masodfoku egyenlet megoldo képletét, mi tanultuk a Cardano képletet,
azonban hamar beleiitkdziink olyan egyenletekbe, amelyek megoldasara nincsen
képlet. Maga a Cardano képlet sem vezet eredményre, ha a harmadfoku egyenlet
minden gyoke valds és csak a valos szamokat ismerjiik. Ma mar azt is tudjuk,
hogy altalanos alaku 6todfoka egyenlethez nem lehet megoldd képletet elballita-
ni. Es akkor még ott vannak a transzcendens egyenletek. Ha pl. egy korongbol
egy negyedrészét mint korszeletet el akarom venni, egy

X—cosxsinx—z/4=0

egyenletet kell megoldani. Itt x még csak kdzépponti szoget jelent, amit majd at
kell szamolni a korszelet magassaganak.

Két modszert ismertetiink. Az els6 a hir moédszer. A szamolas matematikai
alapja az un. Bolzano tétel, azaz, ha az [ab] intervallumon folytonos fliggvény
végpontjaiban a fliggvényértékek ellenkez6 el6jeliiek, akkor ott van zérushely. A
figgvény grafikonjat a huarjaval, egyenessel helyettesitjiik és vessziik az igy
nyert elséfoku fliggvény zérushelyét:

Xx=b— f()—2=2

f(a)-f(b)

Ez az intervallum bels6 pontja. Vessziik e pontban a fiiggvény értékét. Az el6z6
végpontok koziil elhagyjuk azt, amelyikben a fliggvényérték eldjele a metszés-
pontbeli fliggvény értékkel megegyezo, és kezdjik elolrél. A szamolas elvét a
baloldali abra szemlélteti.

P
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A masik modszer az érintd modszer. A fiiggvénygorbe egy pontjaban vessziik
az érint6t, és ennek a zérushelyét. Es igy tovabb.

Az X -hez tartozo X (X,, f(X,))pontbeli érint6 egyenlete:

y= f'(Xn)(X—Xn)-i- f (Xn)'

Ez az x tengelyt az y=0 -nal metszi és az lesz az X, hely, azaz

O = f ,(Xn)(xml - Xn) + f (Xn)

ahonnan

X ‘
n+1 n f ,(Xn)

Ezt mutatja az abra jobboldali része.

Numerikus integral

Integralni nem konnyt, sét olykor az egyébként minden szép tulajdonsagokkal
rendelkez6 fliggvénynek esetleg nincs is zart alaka (képlettel kifejezhetd) primi-

tiv fliggvénye. Ilyen pl az e fiiggvény. Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy
hogyan lehet a folytonos és monoton fliggvény numerikus integraljat kiszami-
tani.

+nh)

104



Informatikai matematikai alapvetés

Az [ab] intervallumot n egyenl6 részekre osztjuk. Egy-egy rész hossza legyen h.
Az also integral kozelito téglalapjainak magassagai

f(a), f(a+h), f(a+2h),..., f(a+(n-21)h),
a fels6¢ pedig
f(a+h), f(a+2h),..., f(a+(n-21)h), f (a+nh).

Amikor a téglalapok teriileteit szamoljuk, mindig h-val kell szorozni, igy az
egyik integral kozelitd Gsszeg

h(f(a)+ f(a+h)+ f(a+2h)+...+ f(a+(n-1)h)),
a masik pedig
h(f(a+h)+ f(a+2h)+...+ f(a+(n-21)h)+ f (a+nh)).

Az integral tényleges értéke e ketté kozott van. Ezért veszik a két dsszeg szam-
tani kozepét és azt tekintik az f(x) [ab] folotti numerikus integraljanak. Vessziik
tehat az aritmetikai atlagukat:

J: f(x)~h(0.5f(a)+ f(a+h)+ f(a+2h)+...
+f(@a+(n-1h)+0.5f (a+nh)).

Példa

Az 1,0 intervallumon szamitsuk ki az X* fiiggvény gorbe alatti teriiletét
numerikusan ugy, hogy osszuk fel az intervallumot 10 részre. Ekkor
tehat h=0.1.

A numerikus integral:

T =0.1(0+0.01+0.04+0.09 +
+0.16+0.25+0.36+0.49+0.64+0.81+0.5) = 0.335

Az integral pontos érékét is ismerjiik, 1/3. A kettd nem tér el 1ényege-
sen egymastol, de gyakorlati alkalmazaskor nem 10-részre osztjak az
intervallumot, hanem sokkal tébbre.
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13. Kombinatorika

A kombinatorika véges szami elem valamilyen szemponti csOportosita-
saival foglalkozik. Két fontos kérdés van mindig. Az egyik az, hogy hany cso-
portot lehet 1étrehozni, a masik az, hogy hogyan lehet azokat szisztematikusan,
algoritmikusan el6 is allitani. A feladatokat 3 tipusba lehet sorolni.

Permutaciok

A permutacio n elem sorba rendezése. Pl. ha elemeink a, b, c, akkor
ezek néhany sorrendje:
abc, acb, cba, cab.

Amig kevés elemiink van, konnyen legyartjuk a sorrendeket. PI. az el6b-
bi esetben még van tobb sorrend is. Pl. a bac és bca. De, ha lenne vagy 13 ele-
miink, akkor mar bajban lennénk, ui. ezek sorrendjeit egy ember 100-nal is t6bb
évig irna napi 24 oraban, ha 5 masodpercenként felirna egyet..

Keressiink altalanos szabalyt a permutaciok szamanak meghatarozasara!

Ha 1 elemiink van, akkor azt nincs mivel megcserélni, 1 sorrend van.

Ha 2 elemiink van, akkor a masodikat irhatom az els6 elem mogé is és
elé is.
igy ab, ba.

Ha 3 van, akkor a harmadikat, c-t, kapcsolatba hozva az el6bbi ab-vel
irhatom eldre, kozbe és hatra, azaz

cab, ach, abc.

De ezt megtehetem a ba-val is. Tehat:

cba, bca, bac.

Igy 6sszesen 2*3 =6 sorrendiink lett.

Az a sejtésink, hogy n elem permutacidinak  szdma
1%2%3% ... *(n—1)*n=nl. Szimbolikus irdsban

P =nl!

Most a !-jel nem irasjel, hanem azt jelenti, hogy 1-t6l kezdve az egész

szamokat 6ssze kell szorozni. A P, =n! pedig igy olvasando: n elem permuta-

cidinak szama n faktorialis. Most bebizonyitjuk a sejtésiinket. A bizonyitas mod-
szere a teljes indukcio lesz.
Latjuk a leirt konkrét esetekbdl, hogy, ha n=1, akkor az 4llitas igaz, s6t
ezt latjuk még n=2 és n=3 esetre is. Tegyiik fel, hogy az allitas n=k-ra igaz, azaz
R =k!
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Van tehat k! sorrendiink. A k+1-edik elemet beirhatom egyszer elsének,
k-1-szer kOzbiilsének és egyszer utolsénak. Vagyis egy elembdl k+1 elem szar-
mazik.

Osszesen igy kb (k+1)=(k+1)! elemiink lesz, azaz B, =(k+1)!.

Es ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Ha a halmazban olyan elemek is vannak, amelyek sorrendje Iényegtelen,
akkor ismétléses permutaciordl beszéliink. Pl. ha emberekrdl van szo, akiket
neveik alapjan akarunk rendezni, de van kozottiik két Kovacs Lajos és harom
Sas Karoly, és ha a csoport 15 f6bol all és egyéb megegyezés mar nincs, akkor a
permutaciok szama nem 15! lesz, hanem ezt el kell osztani 2!-sal a Kovacs Lajo-
sok és 3!-sal a Sas Karolyok miatt. Tehat
i n!

T

n

Ez a képlet tehat az n elem ismétléses permutaciodinak szamat adja, ha az
elemek kozott egyfajta ismétlodoé elembdl i db, és egy masik fajtabol j db. van.

Példa:

Egy konyvtarban 5 munkahely van egymas melletti szobakban, és
konyvtaros is 5 van. Felvaltva dolgoznak, mindenki minden helyen. Hanyfajta
sorrendben dolgozhatnak.

Valasz: 5!, azaz 1*2*3*4*5 =120 féle képen dolgozhatnak, vagyis
egy abszolut igaz-sagos munkabeosztashoz 120 napos munkabeosztisos rend-
szer kell.

Példa:

Hany db. hatjegyli szam képezhet6 a 0,1,2,3,4,5 szamjegyekbdl, ha min-
den szamjegynek kiilonb6z6nek kell lenni.

Valasz: 6! lenne a megoldas, ha nem lenne a 0 is megadva. Mivel a 6!-
ban azok az esetek is benne vannak, amikor az elsé szamjegy 0, ezeket le kell
vonni. Ezek szdma pedig annyi, ahdnyszor a 0 utan a tobbi szdmot permutélni
tudom, azaz 5!. A megoldas tehat 6!-5!. Mivel 6!=720, és 5!=120, a kett6 kii-
16nbsége 600, vagyis ennyi db. a kivanalomnak megfeleld szam irhato fel.

Variaciok

Ha adott n elembdl k darabot valasztunk ki és azokat az Osszes lehetsé-

.....

vialis, hogy ha k=n, akkor a permutaciot kapjuk.
Legyen 5 elemiink, az @, b, ¢, d, e. Képezziik ezek néhany harmadoszta-

------
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abd, adb, bad, bda, dab, dba
abc, ach, bac, bca, cab, cbha

dca, dac, acd, adc, cda, cad.

Nem sok maradt ki, de pl. cbd még nem volt, és az e még egyben sem szerepelt.
Még kevésbé tudnank spontan dsszegyiijteni a variaciokat, ha az elemek szama

nagy lenne. Jeldljiik az n elem k-ad osztalyt variacidinak szamat Vnk -vel. Ezek k

tagl jelsorozatok. Ha mindegyikhez hozzaragasztjuk a kimaradt n-k mennyiségii
elemet az Osszes lehetséges sorrendben, akkor n elemli permutaciokat kapunk, és
mindet meg is kapjuk. Megegyezdk sincsenek, mert az els6 k elemek sorrendjé-
ben eltérés van. Tehat
V¥(n—k)!=P, =n!, ahonnan

L

" (n=k)!
A gyakorlati szamitasokban gyakran szerepelnek az ismétléses variaciok. Itt
arrdl van sz9, hogy valahany elembdl csoportokat kell 6sszeallitani, amelyben a
kiindulasi elemek tSbbszor is szerepelnek. Pl. a totozas jelei az 1, 2, x. Es ezek-
bol 14 elemes csoportokat (oszlopokat) kell Osszeallitani. Nyilvanvald, hogy
ekkor kell, hogy ismétl6d6 elemek is szerepeljenek, de azt akkor is meg lehet
tenni, ha mondjuk 2 elemi csoportokat képeziink. De, ha az 0sszes Gtbetiis sza-

vunkat tekintjiik, ott is eléfordulnak ismétlések. Vegyiink néhany példat ebbdl a
bekezdésbol: elemtl, jelei, tenni, ekkor, arrdl stb.

.....

Nyilvanvald, hogy ha k=1, akkor

Vi=n.

A masodosztalyl variaciokat ugy kaphatjuk meg, hogy az els6k mellé
odairjuk az n elem mindegyikét. Pl. az elsé esetben szerepelt a 4, akkor eztan

lesz
41,42, 43,44, 45, ... 4n. Vagyis

\7nz =\7n1 %N =n2.
Es ezt a modszert folytatva:
V¥ =n*
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Példa:
Hany négyjegyli szam irhat6 fel a 0, 1, 3, 5, 6, 9 szamjegyekbdl, ha a szam min-
den jegye kiilonb6z6.

.....

a_ B! B! 6x5%4x3%2x]
° (6-4) 2! 21
Majd ebbdl le kell vonni a 0-val kezd6d6k szamat. Ez annyi ahanyszor a

0 utan 3-jegyli szamot irhatok, de csak a nullatél kiilonboz6 5 szambdl, azaz

|
V=2 5x443-60.
21

=360.

Tehat az adott szamjegyekbdl 300 db. négyjegyii szam irhato fel.

Példa:
Hany tot6 tipposzlopot kell kitolteni a biztos 13 talalathoz? (Es 13+1=14-hez?)
Megoldas: Harom jeliink van, az 1, 2, x. A megoldas e harom elem 13
osztalyu ismétléses variacioja, azaz
V.2 =3 =1594323,
A 13+1-hez pedig
V;* =3 =4782969.

Példa:
Hany rendszamtablat tudnak ma kiadni Magyarorszagon azokbdl a tablakbol,
amelyek harom betiivel kezdédnek és harom szamjeggyel folytatodnak, de
mindharom szamjegy nem lehet 0?

Megoldas: 26 db alkalmas betli van, ezek harmadosztalyt ismétléses

V,: =26° =17576.
Ezek mindegyike mogé oda lehet irni a haromjegyli szdmot, azaz a 10 szam-
jegybol képezett harmadosztalyti ismétléses variaciok szamat, csokkentve 1-gyel
a 000-val. Tehat

V3 -1=10°-1=1000-1=999.
Es igy a kettd szorzata 17 576%999=17 558 424, azaz ennyi kiilonb6z6 rend-
szamtablat lehet legyartani a mondott feltételek mellett.
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Kombinaciok

A kombinaci6 olyan csoportalkotas, amikor n elembdl kivalasztunk k
elemet, de most a sorrendre nem vagyunk tekintettel. Olyan, mint a lottohtzas,
nem érdekes, hogy azt a bizonyos 5, 6 vagy 7 szamot milyen sorrendben huztak
Ki.

Ha tehat van 5 elemiink, az a, b, ¢, d, e és ezekb6l harmas csoportokat
képeziink, pl. abc, bca, adb, akkor variacié szempontjabol mind kiilonb6zok, de
a kombinacio szempontjabodl az elsé ketté azonos, mert ugyanazok az elemek
alkotjak dket. A harmadik és az els6 azonban mar két kombinacio.

Az a, b, ¢, d, e elemek harmadosztalyti kombinacidi a kdvetkezok:

abc, abd, abe, bcd, bce, cde, acd, ace, ade, bde.

A fenti sort figyelmesen tanulmanyozva lathatjuk a képzési szisztémat.
Altalanossagban elmondhatjuk, hogy, ha az egyes kombinaciokat permutaljuk,
akkor éppen az ismétlés nélkiili variaciohoz jutunk. Tehat

Clakioyk =M
" " T (n—k)!

, ahonnan

Ck = n!
" kl(n-k)!

. Ezt az utolso kifejezést roviden igy irjuk

"ok

Megallapodas szerint 0!=1, ezért

n ,
ck =( j Es igy olvassuk: n alatt a k.

Példa:

Szamitsuk ki 5 elem 6sszes kombinéacioinak szdmat!

Megoldas:
Ezt a kivalasztast tehat egyesével, kettesével stb. kell elképzelni, és igy részlete-
sen:
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5
ci=|2]-22 10,

2) 1%2

5
cio[5]2524+3 44

3) 1%2%3
cio[]5xax8=2 o

4) 1%2%3%4
e[| oraxsx2x

5) 1%2%3%4%5

Példa:

A klasszikus lottoban 90 szambdl hiiznak ki 5 szamot. Hany kiilonb6z6
szelvényt lehet késziteni.

Megoldas:
A feladat kombinacid, 90 elem 6t6d osztalyt kombinacioja, tehat

90) 90! 90+#89+x88*87*86
S) 855! 1%2%3%4%5

90
g |” 43949 268.

=3*89%22+87*86
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14. Valészinliségszamitas

A valészinliségszamitas a matematika igen fiatal 4ga, az axiomatikus
megalapozasa csak 1933-ban tortént meg. Természetesen voltak elé6zmények is,
és el6szor azokrol szolunk réviden.

Az elsd név, akivel taldlkozunk Pascal, Blaise (1623-1662)*,

A valoszinliségszamitas elsé problémai a szerencsejatékokbol szarmaztak. Egy
bizonyos De Méré lovag igen kedvelte a szerencsejatékokat. Es egy bonyolul-
tabb kérdésben Pascalhoz fordult: A jatékos egy kockaval jatszik a bank ellen.
Ha a jatékos négy egymas utani dobasbol legalabb egyszer 6-ost dob, a bank
nyer. Hosszll tavon kifizetddik-e ez a banknak? Pascal azt szamolta ki, hogy
mennyi a jatékos reménye?, vagyis, hogy egyszer sem lesz 6-os dobas. Ezt

5555 .
————~0.482 -nak talalta, vagyis a bank oldalan all a nyerés hossza tavon,

6666

(1-0.482=0.5118), és hat a bank egész nap jatszik, mig a jatékosok valtjak egy-
mast. Persze ennél sokkal nehezebb problémak is voltak. Pascal kimutatta, hogy
fiiggetlen események vagylagos bekovetkezésének reményszamat a két esemény
reményszamanak az Osszege, mig egyiittes bekovetkezésiikét (és ez van a fenti
esetben) a szorzata adja. A kovetkezé személy Bernoulli, Jacob (1654-1705)%,
aki felallitotta a nagy szamok elsé térvényét és konyvet irt a taldlgatds tudomd-
nydrol.

Most nagyot 1épiink. Az 1800-as évek a matematika szempontjabol igen
fontosak voltak. A geometria axiomatikus targyalasa i.e. 300 koriil mar megtor-
tént, még ha nem is volt teljesen tokéletes, és az 1800-as években sok matemati-
kai teriilet kapott egzakt matematikai alapot. De ezek kozo6tt nem volt ott a

2! Pascal zsenialis matematikus volt. A kupszeletekre vonatkozé un. Pascal-tételt 17 éves
koraban fedezte fel. Mi a tanulmanyaink soran a Pascal-féle haromszoggel talalkoztunk,
amellyel tablazatba lehet foglalni a kéttagn algebrai kifejezések hatvanyainak egyiittha-
toit. O szerkesztette meg az elsd szamologépet, amelynek tobb példanya fennmaradt.
Drezdaban a Zwinger technikai muzeumrészlegében is lathatunk egyet. T6le szarmazik a
teljes indukcioé pontos megfogalmazasa is. A fizikaban, filozofiaban és az irodalomban is
megorokitette a nevét.

2 A reményszam 0 és 1 kozé esik. Ezt a tizedes tortet atszamoljak szazalékra, és azt
mondjak pl. "én csak 10% esélyt adok a gyézelmének...".

% A Bernoulli csalad sok hirességet adott a tudomanyos vilagnak. Bernoulli Nicolaus
volt az apa, akinek végiilis 13 leszarmazoja ért el jelentdés matematikai sikereket, de volt
még a csaladban botanikus, anatomus, fizikus is. Jacob és Johann Bernoulli Leibnitz
tanitvanyai voltak, lelkesen dolgoztdk ki a Leibnitz altal felvetett problémakat. Jacob
Bernoulli nevéhez fliz6dik a logaritmikus spiralis tanulmanyozasa is. Sirkdvén is annak a
rajza van. Eppen a differencidl és integralszamitasban elért eredményeinek koszonhetd,
hogy felfedezte a nagy szamok térvényének legegyszeriibb esetét. Kényvének cime: A
talalgatas tudomanya.
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valoszinliségszamitas. Ugyanakkor a véletlenek matematikdaja egyre nagyobb
szerepet jatszott a gazdasagi élet szamos teriiletén. Hilbert, David (1862-1943)*
1900-ban a parizsi II. Nemzetkézi Matematikai Kongresszuson eléterjesztett és
kidolgozasra javasolt 23 olyan problémat, amelyek dont6en hatottak az 1900-as
évek matematikajara. Ezek kozott volt a valdszinliségszamitas matematikai
megalapozasanak a kérdése is, vagyis az axidmarendszer 1étrehozasa. Ezt a fel-
adatot Kolmogorov, Andrej Nyikolajevics (1903-1987)% oldotta meg 1933-ban.

A valdszinliségszamitas véletlen tomegjelenségekrél szol, amelyeket
azonos koriilmények kozott barmikor megismételhetiink. Mivel a mai id6jaras
nem ismétlddik meg holnap, és egy sportesemény sem, azért még azt nem lehet
megtiltani, hogy a meteorologus azt mondja, hogy valoszinil, hogy holnap esik,
vagy hogy gy6z a DVSC futball csapata, vagy egy versenylo, de ezek szubjekti-
vitason alapuld kijelentések. A valoszinliségszamitas ezekrél nem szol.

El6készité fogalmak, eseményalgebra

Tomegjelenség: azonos kortilmények kozott akarhanyszor megismétel-
het6é vagy megfigyelhetd jelenség.
Véletlen jelenség: a kovetkezé jelenség eredménye nem fiigg az eddigi-
ektol.
Esemény: egy kisérlet valamely lehetséges kimenetele. Pl. kockadobas-
nal az A esemény, hogy paros szdm az eredmény, B hogy primszam.
Eseményalgebra: Az események kozott kapcsolatokat, miiveleteket ér-
telmeziink.
Példainkban az el6z6 A és B események szerepelnek.
A c B.Ez most nem igaz, ez az esemény nem kovetkezik be. Ures
eseménynek mondjuk. De, ha az A azt jelentené, hogy 2-t dobunk,
akkor az A esemény része lenne a B-nek.
AUB. Ez vagy az A vagy a B esemény. Példankban olyan dobas,
amikor feliil a 2,3,4,5,6 pontok (szamok)vannak.
ANB. Ez olyan esemény, hogy mindkét esemény teljesedik, azaz
kettest dobunk.
A—B. Ez azt jelenti, hogy az A esemény bekovetkezik, de a B
nem. llyen most nem fordul el6, a B— A esemény azonban olyan
dobasokat jelent, amikor feliilre 3 vagy S kertiil.

 Hilbert a matematika legalapvetébb kérdéseivel foglalkozott. O alkotta meg az eukli-
deszi geometria axiomarendszerét is, de jelentds a tevékenysége a matematika és fizika
szamos teriiletén. 1910-ben a Magyar Tudomanyos Akadémia neki itélte a vilag legjobb
matematikusai szamara alapitott 10 000 aranykoronas Bolyai-dijat.

% Jgen sok tanitvanyt nevelé orosz tudos volt. Néla volt aspirans pl. Araté Matyas, a
Debreceni Egyetem Informatikai Karanak professzora is..
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H. A biztosan bekovetkez6 esemény jele. Teljes eseménynek is
mondjuk.

Kockadobasnal a H tehat az 1,2,3,4,5,6 dobasok akarmelyikét jeloli.
Példankban ennek az A is része, meg a B is.

Elemi esemény az, amelynek valodi részeseménye mar nincs, azaz
tovabb nem bonthat6. Mivel a kockénak 6 lapja van, a kockadobas 6
elemi eseménybdl épiil fel, azok unidja.

Komplementer esemény. EQy A esemény komplementer eseménye
az az A esemény, melynek unidja A-val kiadja a H teljes eseményt,
metszete pedig a & lehetetlen eseményt.

Hasonlé miiveleteket tanultunk a halmazokndl is, és a matematikai
logokdban is. Ezért van eseményalgebra, halmazalgebra és logikai
algebra is. A targya persze mindegyiknek mds és mds.

Kolmogorov axiémai:*

1. Axioma: Az adott H eseménytér minden A eseményéhez hozzaren-
deliink egy P(A) szamot, melyet az A esemény valdsziniiségének ne-
veziink, és ra

0<P(A)<1
teljesil.
2. Axidma: A biztos esemény valdsziniisége 1, azaz

P(H)=1

3. Axioma: Ha A és B egymast kizar6 események, azaz ANB =,
akkor
P(AuB)=P(A)+P(B).

%% Az axiomakkal szemben Hilbert 3 feltételt allitott.
1. Legyenek az axiomarendszer axiomai fliggetlenek egymastdl, azaz
egyiket se lehessen igazolni a tobbi segitségével.
2. Legyen az axiomarendszer ellentmondasmentes, azaz ne lehessen bel 6-
le egy allitast és annak a cafolatat is levezetni.
3. Legyen az axiomarendszer teljes, azaz minden az axiomarendszerben
felvethetd kérdésre az axiomarendszeren beliil lehessen valaszt kapni.
Ez az allaspont 1931-ig tartotta magat, de akkor Godel osztrak matematikus kimutatta,
hogy minden axiomarendszerben fel lehet tenni olyan kérdést, amely igaz vagy hamis
volta a rendszerben nem doénthetd el. Ez a hires nemteljességi tétel.
Tulajdonképpen még egy axidoma van, az elsé el6tti, ami kimondja, hogy a H teljes hal-
maz részhalmazai egy algebrai struktarat alkotnak, a részhalmazok egyesitése, metszete
és kiilonbsége is részhalmaza H-nak.
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Latszolag pofon egyszerii az egész, mégis 300 évet kellett rd varni, Pascaltol
szamitva. Az események halmazok és ezekhez a halmazokhoz szamok vannak
rendelve, azok a valosziniiségek.

Nézziink néhany tételt!

1. Tétel: Ha az A esemény valoszintisége P(A), akkor az A komplementer
eseménynek a valoszintisége 1— P(A) , azaz

P(A)=1-P(A).
Bizonyitas:
Ismert, hogy
AUA=H & ANA=O,
¢és igy a 3. axidma szerint

P(H)=P(AUA)=P(A)+P(A)
1=P(A)+P(A)

P(A)=1-P(A)
2. Tétel: A lchetetlen esemény valosziniisége 0, azaz P () =0.
Bizonyitas:
Ismert, hogy

Hud=H ¢é& HNI=0,
¢és igy a 3. axidoma szerint

P(H)=P(H U@) =P(H)+P(Q)
1=1+P(Q)
P(@)=0

3. Tétel: Ha az A, B, C események egymast paronként kizarjak, akkor e harom
esemény unidjanak valdszinlisége megegyezik a harom esemény valdszinti-
ségének Osszegével, azaz

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C).
Bizonyitas:
Két eseményt egybe vesziink. Ez a harmadikkal tovabbra is diszjunkt marad,
azaz kizarjak egymast. frasban:
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P((AUB)UC) = P(AUB)+P(C),
P(AUB) = P(A) +P(B),
P(AUBUC) =P(A)+P(B) +P(C).

Természetesen a tétel ugyanigy belathaté véges sok paronként egymast kizard
eseményre is.

A valosziniiség klasszikus kiszamitasi médja

4. Tétel: (a valosziniiség klasszikus kiszamitdsi modja)
Alljon a H eseménytér n db egyenléen valészinii egymast kizaré, azaz ide-
gen elemi eseménybdl. (elemi az esemény, ha mar tovabb nem bonthato).
Egy A esemény pedig alljon k db el6z6 elemi eseménybdl. Akkor

k
P(A) =—.
n
Bizonyitas:
Legyenek az elemi események E, E,, E;,...... , E,. Akkor az el6b-

bi tétel értelmében
P(H)=P(E)+P(E)+...+P(E,) =1

Mivel minden elemi esemény valoszinlisége egyenld, azért az 1-en az 6Sz-
szes osztozik, méghozza egyenlGen, azaz egynek-egynek 1/n jut, tehat

1
P(Ei) =
n
Az A eseményt k db elemi esemény alkotja, ezért valoszinisége k*1/n. Kép-
letben:
1 k
P(A)=k==—.
n n

Laplace az axiomak megalkotdsa el6tt a valoszinliséget igy fejezte ki: A
valoszinliségszamitas nem mas mint az egyenléen valoszinii esetek megszamla-
lasa. Ha egy esemény valosziniiségét akarjuk meghatirozni, akkor meg kell
keresniink az Osszes olyan esetet, amelyek ezt az eseményt eredményezik. Ezek
a kedvez6 esetek. Az esemény valoszinliségét a kedvezd esetek szamanak és az
Osszes esetek szamanak a hanyadosa adja meg.

116



Informatikai matematikai alapvetés

Példa:
A szabalyos dobdkocka homogén anyagu és geometriailag szabalyos. Ol-
dallapjain 1-t61 6-ig pottyok talalhatok. Mennyi a valdsziniisége annak,
hogy egyet dobva a dobott érték haromnal kisebb legyen.

Megoldas:
A H eseménytér 6 db egyenlden valoszinii elemi eseménybdl all, tehat egy-
nek-egynek a valoszintisége 1/6.
Haromnal kisebb a dobas, ha az 1 vagy 2, azaz a szoban forgd esemény két
elemi eseménybdl all, ezért bekovetkezésének valoszintisége 2/6=1/3.

Példa:
Két dobdkockaval dobjunk egyszerre. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy
a dobasok 0sszege primszam lesz?

Megoldas:
Az egyik kockan is hat féle pont, és a masikon minden eset parjaként hat
fajta eredmény lehet, azaz 36 elemi esemény van, és ezek valoszinlisége is
egyenlé. De azt is mondhatjuk, hogy 6 elembdél kell kett6t kivalasztani, és
azonosakat is lehet, és van els6 és masodik, azaz a sorrend is szamit, vagyis

ismétléses variacioval allunk szemben, és azok szama 6%, azaz 36.

A kedvezé esetek Osszegyljtése kicsit nehezebb. Az 6sszeg 2 és 12 kozott
van, azaz a 2, 3, 5, 7, 11 prim szamok johetnek ki.

2 csak 1+1,

3 mar 1+2 és 2+1,

5 mar 144, 243, 3+2, 4+1,

7 mar 146, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1,

11 pedig 5+6 és 6+5.

Ez Osszesen 15 esetet jelent, azaz a Kkeresett valdszinliség

15 0.416 =41.6%.
36

Példa
Magyarorszagon jelenleg harom fajta lotté van. Az 6tosnél 90 szambol kell
5 szamot eltalalni, a hatosnal 45-b6l 6-ot, a skandinavnal pedig 35-bél 7-¢t,
de az utolsénal duplan huznak. Allitsuk sorrendbe az egy-egy szelvényre
esO eltalalasi valoszintiségeket.

Megoldas:
Mivel a huzas sorrendje nem szamit, ezért kombinaciéval szamolhatunk.
Azt kell kiszamolnunk, hogy hany kiilonboz6 szelvényt kell kitdlteni a biz-
tos telitalalathoz.
Az 6t0s lottonal
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90 !
( ]‘ 90! _90+89+88*87*80 _ 4, 8941148786

5] 5k851  1%x2%3%4%5

90
(5 ] =43949 268.

A hatos lottonal
45) 451 45x44%43%42x41%40
6 ) 6391  1%2%3%x4%5%6

=8145 060.

A skandinav lottonal pedig
(35J/2 35! 35%34%33%32%31%30%29

_ - = 3362 260.
7 TW28%2  1#243%4%5%6%7 2

Nem lesz szemléletesebb, ha a reciprokokat, a valosziniiségeket, sorba is allitjuk,
hiszen az ember gondolkodasatol azok az igen picike tortek tavol allnak.

Példa:
A 32 lapos magyar (vagy inkabb német) kartyabol kivalasztunk talalomra 8
lapot. Mennyi annak a valésziniisége, hogy koézte van a z6ld 4sz?

Megoldas:

32
8 lapot a paklibdl ( g j féleképpen lehet kivalasztani. Ez tehat az Gsszes

elemi események szama. Kedvezé az amelyikben a z6ld asz van. Ezeket
ugy szamolhatjuk 6ssze, hogy a z6ld aszt kivessziik majd hozzatessziik a

31
hetes csoportokhoz. Ilyen hetes csoport [ ; j van, hiszen most mar csak 31

lapbol huzhatunk. Es igy a keresett valoszintiség

(31}

7 1% 81 1
_31h8E241 8 1o
(32} 32mT7H241 32 4

8

118



Informatikai matematikai alapvetés

Példa (De Méré marki feladata), de most a megoldasnal mar az axidomakbol le-
vezetett képletre tamaszkodunk
de Méré lovag igen kedvelte a szerencsejatékokat. Ha a jatékos négy egy-
mas utani kockadobasbdl legalabb egyszer 6-o0st dob, a bank, vagyis a ka-
szind nyer, egyébként a jatékos. Hosszu tavon kifizetédik-e ez a banknak,
nyerd pozicioban van-e?

Megoldas:
Azt fogjuk megvizsgalni, hogy mennyi annak a valoésziniisége, hogy négy
egymas utani dobasbol se legyen hatos. Ez ismétléses variacio. A négyes
dobasokbdl csoportokat alkotunk. Az Gsszes elemi esemény Osszeszamlala-
sakor a sorrend is szamit, ismétlodés is lehet, azaz az Gsszes elemi esemé-

nyek szama 6. Akkor nincs hatos a sorozatban, ha a négyes csoportokat az
1,2,3,4,5 pottyos dobasokbol varialjuk, 5*. A megoldas igy:

5 (5)

—=| = | =0.482253,

6 6

ennyi a valoszinlisége annak, hogy a jatékos nyerjen, a banké pedig
0.517747.

Mintav ételek

A kovetkez6 feladat egy mintavételi tipusfeladat.

Példa:
Egy dobozban 100 kiils6leg egyforma termék van, amelybdl azonban 90
hibatlan és 10 hibas. Véletlenszertien kihtizunk 5 terméket. Mennyi a valo-
szinlisége annak, hogy ezen 5-6s mintaban pontosan 2 hibas van?

Megoldas:

A mintat kétféleképpen lehet képezni, és eszerint két mintavétel van

A: visszatevés nélkiili

B: visszatevéses.
Az A esetben a mintat vagy egyszerre emeljik ki vagy egyenként, de a ki-
emelteket mar nem tessziik vissza, mig B esetben a mintat egyenként gyijt-
juk. Kiemeljiik a terméket, megvizsgaljuk, a sziikséges adatokat felvessziik,
majd visszatessziik, belekeverjiik a tobbibe, vagyis mindig ugyanannyi
alapsokasagbol vesziink ki véletlenszerien.
Mindkét mintavételt variacioként kezeljiikk. Az A esetben ismétlés nem for-
dulhat el6, mig B esetben igen.
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A visszatevés nélkiili esetben.
nak szama, azaz

100!
95!

Kedvezok azon mintak, amelyben 2 a selejtes és 3 a jo. Vagyis 2-t a 10
selejtesbdl, a 3-t pedig a 90 jobol kell valasztani (az ilyen valasztas a sike-
res). Barmelyik 2-hoz barmelyik 3-t lehet valasztani, ezért a szamuk

10190!
8! 87!

Ez még nem az Gsszes kedvezo esetek szdma, mert még nem vettiik figye-
lembe a sorrendeket. VVagyis minden

j0,jo,selejt,selejt,selejt
mintat permutalni is kell a variacié miatt, amelyek szima mintanként

5!
Ezért a kedvez0 esetek szama
5! 10!'90!
2131 8187!'

A keresett valoszinliség pedig:

51 101901

213! 8! 87!

p, = 2131887~ 0.0702
95!

A képleten atalakitasokat hajtunk végre azért, hogy konnyebben megje-
gyezhet6 legyen.

50 101901 10! 90! (10J(90j

213181871~ 218131871 _ (2 ) 3
100t 100! (100
95! 05! 5

B: visszatevéses esetben:
Az ismétlés nélkiili variaciok helyett ismétléseseket kell venni, és igy

I
i102903

p,=28L__ _00729.
100
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Ezt a képletet még egy kicsit csinositjuk, igy:

I 2 3 5
o5 (10) [9oj (5)eoseog
21311100 /) \ 100 2

Vagyis, ha az alapsokasag 10%-a selejtes (és 90% pedig nem), és 5 ele-
mil mintat vesziink, és abban 2 legyen a selejtes, akkor a valosziniiséget a
fenti képlet szerint lehet kiszamolni.

Altalanossagban, ha p szdzadrész a selejtes, akkor a jo 1-p szazadrész, és ha
n elemil mintat vesziink és benne k a selejtes, akkor

P_n*k*l— n-k
5 =|, |*P d-p).

Ezt a képletet Bernoulli allitotta fel. A B esemény bekovetkezési valo-
szinlisége p, akkor tagadasanak 1-p. Azt fejezi ki a képlet, hogy mi a valo-
szinlisége annak, hogy n kisérletbdl a B k-szor kovetkezik be.

Persze a gyakorlatban a selejtességet akarjuk megvizsgalni anélkiil, hogy az
egész terméket egyenként atnéznénk. Sok kisérletet végezve megbecsiilhet-
juk a valésziniiséget, n és k ismert. Ekkor egy magasabb foku algebrai
egyenletre jutunk, amit numerikus uton megoldhatunk.

Ha pl. azt talaljuk, hogy az 5 elemii mintakban a 2 selejtest tartalmazok
aranya 0.0725 (de nem két-harom, hanem nagyon sok minta esetén) , akkor
egyenletiink

25|_(Ig| p’(1- p)* =0.0729

10p*(L- p)® =0.0729

p’(1-3p+3p° - p’)=0.00729

—p°>+3p* -3p°+ p® =0.00729
egyenlet megoldasa a p=0.1.

Geometriai valésziniiség

Olykor az alaphalmaz, a biztos esemény valamilyen geometriai alakzat, pont-
halmaz. Ennek egy része a megfigyelt esemény, amelynek valosziniiségére a
kérdés vonatkozik. Az is egy ponthalmaz. Mindkettd kontinuum szdmossagu
halmaz, ezért most a Kolmogorov axiémak nem haszndlhatok. Illetve ugy hasz-
naljuk dket, hogy a ponthalmazok teriileteit és azok hanyadosat vessziik. A ko-
vetkez6 feladattal ez biztosan megvilagosodik.
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Példa
Az 6ra nagymutatdja egyenletesen jar korbe korbe. Egyszercsak véletlen-
szerien megall. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy ez akkor kovetkezik
be, amikor az az 5 és 7 szamok koz6tt lesz éppen?

Megoldas
A Kkorlapot a sugarai egyenld részekre tudjak felosztani. Ha percenként
vessziik, az egész korlap 60 egység. Ebbol az 5 és 7 kozotti rész 10 egység.
fgy a keresett valosziniiség 10/60, azaz 0.16666.

Példa
Mari és Pali egy konyvtarba jarnak.A nyitvatartasi idoben mindketten fél-
fél orat ujsagot olvasnak illetve varjak a konyvet. A konyvtar 10 - 18-ig tart
nyitva. Mennyi a valoszintisége annak, hogy talalkoznak?

Megoldas:
Mari m orakor, Pali p érakor 1ép be a nyitas utan, azaz 10+m, ill. 10+p ora-
kor.
Akkor talalkoznak, ha

|(10+m)—(10+ p)|s%,

|p—m|sl<:>—1s p—msl
2 2 2

1 1
m-=<p<m+-=.
2 2
Rajzolunk egy abrat, egy grafikont.
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0,0 05 8 m
Az abra vonalkazott része elégiti ki a feltételeket. A négyzet teriilete 8*%8=64. A

két haromszogé egyiitt 7.5%7.5=56.25. Igy a vonalkazott rész 64-56.25=7.75. A
keresett valosziniiség ezért 7.75/64=0.1211, azaz kb. 12%.

Valésziniiségi valtozé és eloszlasfiiggvénye

Példa
Legyen a dobdkockank olyan, hogy két lapjan 0, két lapjan 1 és két lapjan
2 pont van.
o Mennyi annak a valdszintisége, hogy harmat dobva 4 legyen az 6sz-
szeg?
o Mennyi annak a valdszintisége, hogy harmat dobva k legyen az 6sz-
szeg?

123



Informatikai matematikai alapvetés

Megoldas:
4 gy jon ki, mint 2+2+0, vagy 2+1+1. De j6 dobasok még ezek permuta-
cioi is, azaz a kedvezo elemi események szama

|
23 _ou3os,
21

Az Ssszes esemény pedig ismétléses variacio, 3° =27. A valaszt igy ir-
juk:

P(k=4):2%:§=0.22.

A k véletlenszeriien felvehet minden 0 és 6 kozé es6 szamot. A k értéke
véletlen, valosziniiségi valtozonak hivjak. Most megnézziik a k-hoz tarto-
76 valoszintiségeket. Eredményeinket egy tablazatba foglaltuk:

k= 0 1 2 3 4 5 6

PK=| 1/27 | 3/27 | 6/27 | 7/27 6/27 | 3/27 | 1/27

Eszre vehetjiik,
. hogy a 3 elérésének a legnagyobb a valdsziniisége.
. A valészintiségek 6sszege 1.
e Ha grafikont készitiink a 7 pontbol, harangra emlékeztetd alakzatot
kapunk.

P(k)

03 |

02 |

01—

0 1 2 3 4 5 6

Azokat a valdsziniiségi valtozokat, amelyek értékeinek halmaza véges
vagy megszamlalhatoan végtelen, diszkrét valosziniiségi valtozoknak ne-
vezziink. Ha azonban a valosziniiségi valtozok nem ilyenek, akkor folyto-
nos valosziniiségi valtozokrol beszéliink. Az utobbira tipikus példa a ho-
mérséklet, vagy az eloz6 példak egyikében az 6ra megallasa. (Nem a ho-
mérdén vagy az oran leolvasott adat, (hiszen az ember besorolja a higany-
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szalat vagy a mutatot valamilyen feltiintetett értékek kozé, de a mutatora 1
és kett6 kozott sohasem mondja, hogy éppen most négyzetgyok kettét mu-
tat) hanem maga a higanyszal ill. a nagymutato allasa.)

A nagy szamok térvénye

A nagy szamoknak tobb torvénye van, és az elsé még Bernoullitol valo.

Legyen az A esemény valoszinlisége p. Végezziink n szamu kisérletet,
amelyben vagy A vagy a komplementere kdvetkezik be. A kovetkezék be az A
m-szer, azaz m/n a bekovetkezés relativ gyakorisaga. Legyenek £ és O tetszéle-
gesen piciny pozitiv szamok, akkor annak a valdszintisége, hogy az m/n a p-tdl
£ -nal tobbel tér el kisebb, mint & . Képletben:

P{m
n

—-p

> g} <0, han elég nagy.

Ez azt jelenti, hogy a relativ gyakorisag nagy szamu kisérlet esetén kozel van a
valoszintiséghez.

1777-b6l valé Buffon feladata. Vizszintes sikra rajzoljunk d tavolsagra
parhuzamos egyenes vonalakat. Dobaljunk a sikra egy d-nél rovidebb | hossza-
sagu tit. Mennyi a valosziniisége annak, hogy a tlinek az egyenessel kdzos pont-

, 2l
ja lesz? Ugy talaltak, hogy ez p = d_ Vagyis egy olyan képlethez jutottunk,
/4

amelyben a p-t ngy szamu kisérlettel megkozelitjiik, akkor megkaphatjuk a 7 ér-
tékét is. Stephan Smith 1855-ben 3200 dobasbdl 7 -re 3.1553 értéket kapott.

A nagy szamok torvényének masik formaja lehet a kovetkezd, amellyel
még szamolni nem tudunk, de a Iényeget megérthetjik: Ha nagy szamu megfi-
gyelést végziink, akkor az adatok tobbsége egy jol meghatarozott intervallumba
esik.

Elokészito fogalmak:

Valészintiségi valtozé varhatd értéke: Ha a & valdszinliségi valtozora n fligget-
len kisérletet végziink és & konkrét értékeire a &, &,, ..., & értékeket kapjuk,
akkor a
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+&, F +
M ( g) — é:l 52 é:n
n
szamot, ha nagy n esetén valamely szam koriil ingadozik, a £ varhato értékének
nevezziik.

Valosziniiségi valtozé szérdsa: Képezziik a (& —M (£))” mennyiségek aritmeti-
kai atlagat. Ez lesz a szdrasnényzet. Vegyiik ennek a négyzetgyokét. Ez a szoras,
amelyet D(&) -vel jeloliink.
Példa:
Kézi fiirésszel 1 méteres 1éceket kell levagni. Levagtunk 10 darabot és
lemértiik a hosszukat. Rendre a kovetkezo értékeket kaptuk: (milliméter-
ben)
98, 99, 101, 102, 97, 100, 100, 101, 96, 99. A tapasztalati varhato érték
99.3. A szérasnégyzet 2.863, a szoras pedig 1.69. Szamoljunk utana!
Ne felejtsiik, hogy ez csak mintapélda, 10 adat nem alkalmas kovetkezte-
tés levonasara.

Csebisev-féle egyenlétlenség:
A & valoszinliségi valtozo egyik legfontosabb jellemzdje a varhato értéke,
amelyet M (&) -vel jeloliink. A & lehetséges értékei azonban ettdl eltérnek.

(P1. 1 méteres rudakat vagok fabol, de helyette masok sikeriilnek, mint
elébb). Az eltérés a hiba, tehat

h=5-M).

A & valbsziniiségi valtozonak szérasa D(E) .
A Csebisev egyenldtlenség azt mondja ki, hogy annak a valésziniisége, hogy

a hiba kisebb legyen a szords t-szeresénél, legalabb 1—1/ t*. Képletbe irva
pedig:

P h<tD(&) 21—%2.

Ez pl. azt jelenti, felhasznalva példa adatait, hogy kétszeres szorassal szamolva:

S B
t 2 4
1

P h<2*1.69 Zl—t—z =0.75.
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Tehat 75% annak a valoszintisége, hogy a kovetkezd 1éc hossza 96.62 mm-nél
hosszabb és 103.38 mm-nél rovidebb lesz.
Masik alak:

Plc-M()ze)<—7=

Itt azt szamolhatjuk ki, hogy annak a valdszimiisége, hogy 3 mm-nél nagyobb
hibat kovetiink el, kisebb, mint 32%, azaz elég kicsi. Ha & =3.38, mint pél-
dankban a szoras kétszerese, akkor 25% lesz annak a valoszintisége, hogy mun-
kank eredménye nem lesz hibahataron beliil.

D*(£)
g

A nagyszamok torvénye azt fejezi ki, nagyon nagy szamu kisérlettel az esemény
valdszinlisége j6 pontossaggal meghatarozhato.
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14. A matematikai statisztika elemei

A matematikai statisztika adattomegek feldolgozasaval, értékelésével
kapcsolatos matematikai modszerekkel foglalkozik. Matematikailag megalapo-
zott modszereket ad a gazdasagi és egyéb statisztikak szamara. E fejezetben
alapfogalmakkal és a legfontosabb eljarasokkal ismerkediink meg.

Egymeéretii eloszlasok

1.Alapfogalmak

A statisztika fontos kiinduld pontja, hogy adataink jol attekinthetd for-
maban legyenek felvéve és rendszerezve. Ez altalaban ugy torténik, hogy adata-
inkat nagysag szerint rendezziik. Lehetnek persze megegyez6 adataink is. Tlyen-
kor az adatot csak egyszer szerepeltetjiik, de azt is megadjuk, hogy az hanyszor
fordul el6.

Legyen valamilyen statisztikai adatsorunk az

X0, Xoy Kgy ceerenen X
szimbolumokkal jelolve, amelyek eléfordulasi gyakorisagai az
S1y Spy Sgy ereene: S,

mennyiségek.
Az észlelések szamainak 0sszegét N -nel szokas jeldlni, tehat

N =5 +S,+S; +.es +S, =5,

Mivel az 6sszegzés mindig 1-t6l n-ig tart, nem lesz félreértés, ha azt nem irjuk
ki, de mindig odagondoljuk. Azaz réviden

S

Szokas megadni, hogy egy-egy adat gyakorisdga hogyan viszonylik az Osszes
észleléshez. Ezt a szamot relativ gyakorisdgnak hivjak, tehat

Si

S,
fi =1 =
>s N
Tétel: A relativ gyakorisagok osszege 1.
Bizonyitas:
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Egy dolgozatiraskor, amikor a csoport létszama 24 volt az alabbi jegyek sziilet-
tek:

X Si fi
elégtelen(1) 2 0.08
elégséges(2) 5 0.21
kozepes(3) 7 0.29
jo(4) 6 0.25
jeles(5) 4 0.17

Osszeg= 24 1

A tablazat azt mutatja, hogy pl. a kozepesek aranya, relativ gyakorisaga 0.29
vagy mondjuk még azt is, hogy 29%.

Olykor kiszamitjak még a relativ gyakorisagok un. komulalt sorozatat, ami
F=1

F,=1f+f,
F=1f+f,+f,

Fn=f1+f2+f3+ ........ +f =1

A ko6zolt szampéldara alkalmazva az F értékek azt fejezik ki, hogy legfeljebb

I
elégségest a vizsgazok 29%-a, legfeljebb kozepest mar 58 %.a ért el.
Szép szemlélteto grafikonokat is készithetiink.

100

80

60

Orel. gyak.
Bkom.r.gy.

40

20
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A grafikonon vegylik észre, hogy a relativ gyakorisagok egy hullam alakot
formalnak, mig a komulalt relativ gyakorisagok egy ndvekvo alakzatot irnak le.

Kozépértékek

A kozépértékek a statisztikai eloszlas valamely tulajdonsagat igyekeznek
kidomboritani. K6zos jellemzgjiik az, hogy olyan szamok, amelyekkel minden
természetes adat helyettesitheté valamilyen szempont szerint. Ezeket atlagoknak
hivjak. Igen sok atlag van, és valamilyen szempontbol mind jelentés.

Az aritmetikai atlag

Azt az X szamot, amellyel minden X észlelési adatot helyettesithetiink

ugy, hogy kozben azok 6sszege nem valtozik aritmetikai vagy szamtani atlagnak
nevezzik.

Eszerint
X+ S,X5 + SgXg Fervenne +5,X, =
=S X +S,X+5 X+ +8,X=X(S, +S, +.....+8S,) =XN
ahonnan kapjuk, hogy az aritmetikai atlagot igy szamithatjuk ki:
7 S+ 8K Xyt +5,X,
N

Példak:

1. példa: Egyenld ardnyban keveriink 6ssze narancsitalt, éspedig 20, 30, 50 és
100%-osakat. Hany %-os lesz a keverékiink?

Négy egyenlé mennyiséget keveriink Gssze, egyszerli aritmetikai atlagot kell
szamolnunk, tehat

% 20+30+450+100 _50%

2. példa: 3 liter 100%-os narancslénk és sok liter 20%-0s van. Legfeljebb hany
liter 35%-o0s narancslét tudunk keverni?

Ha X litert hasznalunk fel a 20%-osbol, akkor egyenletiink
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_ 3*100+ x*20

3+X
ahonnan x=13 liter, vagyis ennyit keveriink el a 3 liter 100%-0s narancslé-
hez, és igy 6sszesen 16 liter 35%-o0s narancslét kapunk.

35

3. példa: Egy cégnek két fidokintézménye van. Munkajukat atlagosan 112%-ra
teljesitették. Az elso fiok 104%-ra, a masodik 116%-ra. Egyiitt 7800 ezer Ft-
ot termeltek. Mekkora volt az egyes fiokok termelése?

Mivel 104 és 116 atlaga nem 112, a két egység nem egyenléen termelt,
vagyis most a sulyokat keressiik. Ha az elsd egység termelése X, akkor a ma-
sodiké 7800 - x. Igy a feltételi egyenletiink:

104* X +116* (7800 — X)

7800
ahonnan x = 2600. Tehat az els6 egység 2600 ezer Ft-t, a masodik 5200 ezer
Ft-t teljesitett.

=112,

Az aritmetikai atlag néhany tulajdonsaga

Az alabbiakban ko6zlend6 tulajdonsagok vagy egyszerisitik a szamolast vagy
kellemes ellenérzési eszkozt adnak a keziinkbe. Némely tulajdonsigot be is bi-
zonyitunk, mig masokat csak kozliink.

Az aritmetikai atlag olyan szam, amellyel az elemeket helyettesitve azok
0sszege valtozatlan marad. Legyen a szamsorunk rendezett és minden el6fordu-
last feltiintetiink. Tehat

X, <X, S X5 S <Xy
Vegyiik mindegyik helyett az aritmetikai atlagot.
X Xy F X e +Xy =X +X +X 4+ +X =N *X

(A). Ha az észlelési adatok egyenl6k, akkor az a szam az aritmetikai atlaguk is.

(B). Ha van elem, amelyik kisebb, mint az atlag, akkor lenni kell nagyobbnak is,
vagyis az aritmetikai atlag a legkisebb és legnagyobb észlelési adat kozott van.

(C). Ha az észlelési adatokhoz hozzaadunk egy szamot, akkor az 11j szamok atla-
gat ugy kapjuk, hogy a régi atlaghoz hozzdadjuk ezt a szdmot. Ugyanigy jarha-
tunk el, ha minden elemet megszorozzuk egy szammal, pl. 5000 helyett konzek-
vensen 5-tel szamolunk minden adatnal levagva az ezreseket. A 3. példaban is
igy tettiink.
Képletben:
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X+a=X+a

X*a=X=*a

(D). Az észlelési adatoknak az aritmetikai atlagtol valo eltéréseinek az Osszege
nulla.

Ezt az allitast be is bizonyitjuk. A bizonyitas igen rovid. Vessziik az el-
térések 0sszegét, és atalakitjuk:

Z(Xi—f)zzxi—l\R:ZXi N x1+x2+|<I ...... + Xy =in—ZXi=0-

Az észlelési adatok eloszlasarol bizonyos értelemben tehat az aritmetikai atlag
nem sokat mond. Akar minden adat egyenld, akar igen szortak az adatok, az
aritmetikai atlagtol valo eltérések dsszege mindkét esetben 0. Ezt kiiszoboli ki a
kovetkez6 tulajdonsag.

(E). Ha vesziink egy p szamot és az adatok ett6l valo eltéréseit négyzetre emel-
juk és 6sszeadjuk 6ket, akkor kapjuk a legkisebb Gsszeget ha p éppen az aritme-
tikai atlag.

Képezziik az eltérések négyzeteinek az dsszegét!

Z(Xi - p)z-

Ez egy p-t6l fiiggd szam, fliggvény lesz. Ha a négyzetre emeléseket elvégezziik
p masodfoku fliggvényét kapjuk. Mivel p2 egyiitthatoja pozitiv, a fliggvénynek
minimuma van. Ez pedig ott van, ahol a derivaltja nulla.

F(P) =2 (6= P)° =D (6" ~2xp+p*) = D %" =D 2 p+ ). p’
f'(p)=> -2x+Y 2p=0
>.2p= 2%
Np=Yx
2%

N

P =X,
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Széras

Az el6bbi szamitas igen figyelemre mélto tulajdonsagat emelte ki az
aritmetikai atlagnak.

Ha az aritmetikai atlagtol valo eltéréseket négyzetre emeljiik az abszolut
értékben 1-nél kisebb eltérések még kisebbek lesznek, a kiugro eltérések pedig
dominansabbak lesznek. Vagyis ez az osszeg alkalmas annak a jellemzésére,
hogy a sokasag mennyire heterogén, vagy homogén. A mérészamot szordsnak
hivjak.

Definicioja:
A sokasag szordsan az elemek aritmetikai dtlaguktol valo eltérései négyzeteinek
aritmetikai atlagabol vont négyzetgydkot értjiik. Képletben:

Hogy a sokasag szérasa kicsi vagy nagy, attdl is fiigg, hogy mik az adatok. Ha
pl. varosok egymastol valo tavolsagai, akkor 10 méter az semmi, de, ha egy nép-
csoport tagjainak magassaga lenne, az furcsan hatna.

Mértani vagy geometriai atlag

Igen gyakran hasznalt, de sokszor rosszul hasznalt atlag. Nézziink egy
példat. Valakinek a fizetését felemelték 10%-kal, majd egy év mtlva ismét 10%-
kal. Vagyis két év alatt 20% fizetésemelést kapott a megfigyelt személy. Hat
nem.

Ha f volt a fizetése, akkor az elsé emelés utan 1.1*f, a masodik utan pe-
dig nyilvan az akkori bérét novelték 10%-kal, azaz most mar 1.1%(1.1*f) a fize-
tése, ami 1.21*f, tehat a két 10%-os fizetésemelés az els6hdz képest nem 20%,
hanem 21%. Azt is megkérdezhetjiik, hogy mennyivel kell emelni az éves fize-
tést, ha két év alatt 20%-ot akarunk elérni. Minthogy két egyenld szdm szorzata-
nak kell 1.2-et adni, ezért, ha az 1.2-b6l, négyzetgyokot vonunk, megkapjuk az
évenkeénti valtozast. Ez 9.5445% évenkénti emelésnek jon ki.

Definicio: Egy sokasag mértani kézepén azt a szamot értjiik, amelyikkel
helyettesitve a szamokat a szorzatuk valtozatlan marad. Képletben:

v 52 Sn

5 Sy S
O A X' =Xy X e, ]
Magéat a geometriai atlagot tehat igy kapjuk:
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Y —N
Xy = N/X %, 7 X

Ezt rovidebben igy irhatjuk:

A H jel produktumnak olvasandd, azt jelenti, hogy argumentumait
Ossze kell szorozni.

Egyéb atlagok:

A harmonikus dtlag olyan szam, amellyel az észlelési adatokat helyettesitve
azok reciprokainak az 6sszege nem valtozik. Ezért igy szamolhatjuk ki:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
S, —+S,—+S—++S, —=§ —+S,—+S;, —+---+S, —=N—
X, X, X, X, X, X, X, X, X,
= N

X, = 1

28y

Xi

Példa:

Albert valami targyat 2 perc alatt készit el, mig ugyanezt Béla 4 perc alatt.
Mennyi atlagos id6 alatt készitik el a targyat?

Egy valasz lehetne az, hogy 2-nek és 4-nek az atlaga 3, vagyis 3 perc alatt készi-
tenek el 4tlagosan egy-egy targyat.

Mi torténik egy ora alatt ekkor? Mindketten egyenléen 20 targyat készitenek,
vagyis ketten 40 darabot. Igen 4&m, de Albert maga 30-at, Béla pedig 15-6t, vagy-
is valosagosan 45-6t készitenek el. Ezt ketten csinaljak, vagyis az egyik 60 perc
alatt 22.5-et, azaz az atlagos elkészitési id6 60/22.5 =2.66666 perc.

A két adat harmonikus atlaga pedig:
T1°5%3%
.t 3 3
2 4 4

Ilyen teljesitményes feladatokat a harmonikus atlaggal lehet kiszamolni.
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Momentumok:

Valamely statisztikai eloszlas k-adrendii momentuman az észlelési ada-
tok k-adik hatvanyanak aritmetikai atlagat értjiik. Képletben:

i=n
s X
M, = S 8%+ S Xy ,Zzl: "
S +S,+-+5, N

Vilagos, hogy az elsérendi momentum pontosan az aritmetikai atlag. A
masodrendiit gyakran négyzetes momentumnak hivjak. A paros rendii momen-
tumok nem lehetnek negativak.

Kiilonds szerepet jatszanak a centralis momentumok, amely alatt az
aritmetikai atlagtol valo eltérések momentumait értjiik. Mar talalkoztunk a ma-
sodrendi centralis momentummal, amelynek kiilon neve is volt, a szords.

Modusz és median

A medidin a nagysagrendbe allitott adatsokasag kozépsé eleme. Tehat
nala nagyobb, vagy egyenld elem annyi van mint kisebb vagy egyenlé. Ha az
elemek szama paratlan, akkor van valodi ko6zéps6 elem és ez az (N+1)/2-edik
helyen all6 elem. Ha paros szamu adatbol all az alaphalmaz, akkor nincs valddi
ko6zEépsé elem. Ekkor a két "kozéps6" arimetikai atlagat tekintik mediannak.

A médusz a leggyakoribb adat. Az észlelési adatok grafikonja a kornye-
zetéhez képest kiemelkedik. Ha csak egy kiemelkedés van, akkor az eloszlast
egymodduszinak, ellenkez6 esetben tébbmoduszinak mondjuk.
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16. Regresszios analizis

Gyakori logikai jaték, hogy valamilyen szamsort vagy geometriai mintat
folytatni kell. Legyen a szamsorunk a kovetkezd:

4, 6, 10, 16, 26. Folytasd!

Eszre vehetjiik, hogy fel van irva két szam, a harmadik e kettd 6sszege, a negye-
dik az ezt megel6zo kettd Osszege, €s igy tovabb, azaz a kovetkezé szam 42. De
mas logikus valasz is adhato. Pl. a hatodik szam lehetne akar egy negativ szam
is, mondjuk —7 . Ez utdbbiban az a logika, hogy az

F(X)=(x=4)(x—6)(x—-10)(x=16)(x —26)(x +7)

polinomnak pontosan a felsorolt szimok a zérushelyei. Es ezt a logikai gondo-
latmenetet milyen konnyen lehet folytatni barmilyen szammal. Probaljuk a
fiiggvényt megrajzoltatni pl. a Derive vagy egyéb programmal. A grafikonja
szépen adja a gyokoket, de igencsak hullamzik, tendenciat nem fejez ki.

Legyenek a sikon pontok megadva. Ha kettd van, illeszkedik ra egy
f(x)=ax+b
egyenes, ha 3, akkor illeszkedik rajuk egy

f(x)=ax’ +bx+c

alaku parabola. Ha n db. pontunk van, de egymas f6lott egy sincs, akkor is atve-
zethet6 rajtuk egy polinom alaku fliggvény, amelynek fokszama n-1:

f(x)=a, X" +a, X"+ +ax+a,

Igenam, de a statisztikai adatokndl nincs garantalva az adatok nemismétlddése,
vagy adatparok esetén csak az értékekben vald kiilonb6zdség.

A Tejut szamtalan csillagb6l 4ll. De ennek a sok csillagnak van egy ive,
foltja, mintha egy lathatatlan cs6 fogna 6ket Ossze, vagy mintha egy Ut lenne, a
Hadak Utja, a csillagok pedig lovak patkéinak szikrai. Csaba kiralyfi vitéz lova-
sai jonnek segiteni, ha bajba jut a magyar, mondja a legenda is.
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Valami ilyesmit szeretnénk, fliggvényt szeretnénk felirni, amely jol ko-
zeliti a pontokat. Megengedi, hogy az adatok kozott egy érték tobbszor is eléfor-
duljon, és ennek a parja is, vagyis valami tendenciat szeretnénk kifejezni. Nem
baj, ha a fliggvény egyetlen ponton se megy at, de mindhez kdzel menjen és
attekinthetd legyen.

Képzeljiik el, hogy koordinatarendszerben van egy csomo pontunk, akar
tobb szaz is. Arra vagyunk kivancsiak, hogy van-e kozottiik valamilyen dssze-
fiiggés. Arra gondolunk példaul, hogy nagyobb értékek parjai is nagyobbak
(vagy esetleg kisebbek). Nem szorosan igy, hanem tendencidzusan. Pl. aki job-
ban keres, az altalaban tobbet kolt-e konyvekre, vagy aki jobban érettségizett az
jobb eredményt ér-e majd el az egyetemen is, stb.

A Gauss-féle normalegyenletek

Rendelkezésiinkre 4ll tehat az
X =Xy, Xp Xg, ... Xy

Yi =Y Y2 Yar oo Yy
Osszetartozd szamparok sorozata. Ezek a koordinatarendszerben mint pontok
koordinatai egy ponthalmazt definidlnak. Olyan fuggvényt keresiink, amelyik
grafikonja a ponthalmazt jol kozeliti. Persze valahogyan ki kellene fejezniink
matematikailag, hogy mi a jol kozelité fiiggvény. Ha pl. vesszik az

Vi, Yo Yai--. Yy értékek aritmetikai atlagat, akkor arrol tudjuk, hogy az attol

vald eltérések Osszege 0. Ez biztosan nem jo, mert ez az er6sen differencialt
adatokra éppen gy igaz, mint az egyenléekre. Mas lenne a helyzet, ha az eltéré-
sek abszolut értékeit vennénk. Ekkor azonban nem tudnank szélséértéket szami-
tani, mivel a feltételi fliggvényiink teli lenne toérésponttal, nem differencialhatod
helyekkel. Ha azonban az eltéréseket négyzetre emeljiik, akkor a nagy eltérése-
ket hangsulyosabba, a kicsiket pedig még kisebbé, hangsulytalanabba tessziik és
a figgvényiink mindeniitt differencialhato lesz.. A kozelitést pedig valamilyen
tipusu fiiggvénnyel végezziik, el6szor egyenessel, vagyis elséfoku fiiggvénnyel.
Legyen az egyenlet, mint feljebb
y=ax+Db

alaku. Akkor az eltérések négyzeteinek Osszege
i=N i=N
2.5 =2 (v —(ax +b))* = f(a,b).
i=1 i=1

Igy kapunk egy kétvaltozos fiiggvényt. Azt szeretnénk megtudni, hogy milyen
aés b értékeknél lesz az Osszeg minimalis. Ehhez derivaljuk a fliggvényt eld-
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szOr az @ majd a b valtozdja szerint, és azt kell meghatarozni, hogy a derivaltak
mikor nullak. Ha az 0sszegzés elott a hatvanyozast elvégezziik, kapjuk

f(a,b) = %(yi —(ax, +h))? = %(yf —2y,(ax, +b) + (a®x? + 2axb +b?))
a szerint derivilva (és ami nem 2 az mind konstans) a fiiggvényt tagonként:
f'(a,b) = ZN (~2y,%, + 2ax? +2xb) = —2§ XY, + 2a§ X? + 2b§ X, .

Es_ ez az értéikll.egyen 0, azaz - - -

i=n i=N i=N
2> Xy, =2a) X +2b> .
i-1 i—1 =)
Az egyenletet elosztjuk 2N-nel. Ezutan kapjuk:
Xy =x’a+xb.
Ez tehat az egyik feltételi egyenletiink. A masik a b szerinti derivalasbol szarma-
zik. Igy:

i=N i=n i=N
f, (a,b) = (-2y, +2ax +2b) =-2>y, +2a X + 20N .
i-1 i-1 i-1
Az egyenletet ismét elosztjuk 2N-nel. Es aztan kapjuk:

y=xa+bh.

A két egyenletet egyiitt Gauss-féle normalegyenleteknek hivjak.
Ha tehat egy ponthalmazt egy ¥ = ax+b egyenletii egyenessel akarunk megkd-

zeliteni, akkor a legkisebb négyzetek elve szerint az egyenes egyenletében sze-
replé paramétereket az

y=xa+h.
Xy = x?a+xb
egyenletrendszer megoldasdval hatarozhatjuk meg.

Példa:

Egy 10 f6s egyetemi csoport tagjait kérdeztiik meg arrdl, hogy hany pontot sze-
reztek a felvételin és, hogy az els6 egyetemi félévben milyen atlagot értek el. Az
adat parokhoz kiszamitjuk a regresszids egyenest.

x jeloli a felvételin szerzett pontokat, y az egyetemen elért félévi atlagokat. 10
személy adatai vannak megadva. A Gauss-féle normalegyenletekhez kell az xy
atlag és az x-négyzet atlag.
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A B C D

X y Xy X2
120 4,8 576 14400
120 4,5 540 14400
96 4 384 9216
85 2,4 204 7225
115 4,7 540,5 13225
105 4,2 441 11025
100 3,8 380 10000
110 4,5 495 12100
96 4,1 393,6 9216
107 4,2 449,4 11449
O0sszeg

1054 41,2 4404,5 112256

xatlag |yatlag [xyatlag |x"2atlag

1054 4,12 440,45 11225,6

1054 |1

11226 |105,4 -116

4,12 1 a=
440,45 [105,4 -6,1 0,05326
1054 (4,12 b=

11225,6|440,45 [163,4 -1,49397

Ezeket latjuk a tablazatban.
A Gauss-egyenletek az alabbiak:
105.4a + b=4.12

11225,6a+105.4b = 440.4

A tablazat also részén az egyenletrendszert oldjuk meg a determindnsok modsze-
rével, azaz
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‘4.12 1 ‘
. 440.45 105.4|  -6.202 =0.05326

105.4 1 | -116.44
11225,6 105.4

105.4 4.12‘
b 11226 440.4 _173.958 _ 149397
-116 -116.44

A tablazat Excel tablazat, vagyis a szamok a szamolasban valdjaban jo-
val t6bb tizedes jeggyel szerepelnek.
A regresszios egyenes egyenlete tehat
y =0.05326x —-1.49397 .
Az x egyiitthatoja a meredekség. Ez pozitiv, vagyis a jobban felvételizok
jobb eredményt érnek el. Ne felejtsiik azonban el, hogy 10 emberbél nem szabad
statisztikat csinalni, ez csak mintapélda. Nincs még mérdészamunk arra sem,

hogy ez az egyenes jol illeszkedik-e a pontokhoz. Minddssze azt tudjuk, hogy az
Osszes egyenes koziil ez a legjobb.

A pontokat és a kapott egyenest az alabbi abra tartalmazza:
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90 100 110 120

L | L J

Felvételi pontszamok

L

Némely nem linearis fliggvényt bizonyos fogasokkal linearizalni
lehet, vagyis elséfoku fliggvénnyé lehet alakitani. Ilyen pl. az

y=ax’
hatvanyfiiggvény. Ha ugyanis itt vessziik mindkét oldal logaritmusat (e-
alaput, hogy egyszeriibb legyen a szamolas), akkor

Iny=Ina+blnx

Y = A+bX
egyenlethez jutunk. Venni kell tehat az X-ek és az y-ok logaritmusat és a szdmo-
lassal megkapjuk b-t és az a logaritmusat A-t.

Felsorolunk néhany fiiggvényt, amelynél hasonl6 fogast lehet alkalmaz-
ni.

Y=a+9, y ! y=ax’, y=ab"

X a+bx’
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A kovetkezo tablazat az utolsé eléttire, a hatvanyfiiggvényre ad példat.
Az X és y adatok utan az Inx =X és Iny = Y szerepelnek, illetve az ezek-
bdl képzett X-négyzet és XY oszlopok. Ezek atlagaibol irhato fel a két

egyenlet, igy:

Ina+binx=Iny= A+bX =Y

A+bX =Y
AX +bX2 = XY
A+ 4.65b=14

4.65A+21.65b =6.53
Ebbél ismét a determinidnsos modszerrel (Cramer szabaly) kapjuk, hogy
A=-5.803911, ahonnan a =0.003016, b=1.548487.

90 100 110 120

| L L |

Felvételi pontszamok

Azaz a kozelit6 hatvanyfiiggvény egyenlete:

y =0.003016x5%4"
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A fiiggvény képét az abran a szaggatott vonal jeldli, a folytonos
pedig a korabbi egyenes.
A szamolasok a tablazatban vannak.

A B C D EFGH I J K L M
X y X=Inx  |Y=Iny X"2 XY ax"b
120 (4,8 4,78749 |1,568615 (22,92007 |7,50973 |5,00010
2 9 7 6 6
120 |4,5 4,78749 |1,504077 [22,92007 |7,20075 |5,00010
2 4 7 8 6
96 4 4,56434 |1,386294 (20,83327 |6,32753 |3,53928
8 4 4 3
85 2,4 4,44265 10,875468(19,73715 |3,88940 |2,93139
1 7 2 4
115 |4,7 4,74493 |1,547562 (22,51438 |7,34307 |4,68120
2 5 1 9 8
105 |4,2 4,65396 |1,435084 (21,65934 |6,67882 |4,06611
5 7 6 3
100 |3,8 4,60517 |1,335001 (21,20759 |6,14790 |3,77023
1 2 7 2
110 (4,5 4,70048 |1,504077 [22,09451 |7,06988 |4,36982
4 6 6 6
96 4,1 4,56434 11,410987 (20,83327 |6,44023 |3,53928
8 4 6 3
107 |4,2 4,67282 |1,435084 (21,83532 |6,70590 |4,18666
9 5 9 4 8
osz-
szeg
1054 41,2 46,5237 |14,00225 (216,5550 |65,3132
xatlag |yatlag Xatlag |Yatlag X"2atlag |Xyatlag
105,4 14,12 4,65237 |1,400225 [21,65550 [6,53132
105,4 |1 1 4,652370
0 105,4 |11109 4,65237 |21,65550(0,010952
4,12 |1 a= 1,40022 (4,652370 A= a=
5 3
0 105,4 |434,2 [0,0390 6,53132 |21,65550|0,063567 |-5,80391|0,00301
105,4 |4,12 = 1 1,400225 b=
11226|440.4 (163.4 [-1.403 4,65237 16,531326(0,016959 (1,54848

Azt kellene eldonteni, hogy melyik a jobb kozelités. Tehat ott tartunk, hogy egy
ponthalmazhoz ki tudjuk szamolni adott fliggvénytipusbol a legjobban kozelité
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konkrét fliggvényt. De hogy két kiilonbozé tipus koziil melyik a jobb, azt még
nem tudjuk megmondani. Erre a problémara lesz valasz a korrelacios egyiitthato.

Korrelacios egyiitthaté

A korrelacios egyiitthatot az alabbi képlet szerint értelmezziik:

77y/x = 1-

m|cn
< N|<

A képletben az y/x arra utal, hogy y az x fliggvénye (mert esetleg forditva is
lehetne).

Az 55 az y adatok szorasnégyzete. A Sy2 pedig az eltérések, vagyis a
0 -k szoérasnégyzete. Ha a pontok mind rajta vannak a kozelité fliggvényen,
akkor minden & 0, és igy Sy2 is 0. Tehat a korrelacios egyiitthato értéke 1. Lat-
haté tehat, hogy az eltérés egyrészt viszonyitva van az y értékekhez, masrészt
akkor szoros az illeszkedés, ha az eltérésck viszonylag kicsik, azaz a S}/s;

hanyados kicsi, azaz a négyzetgyokjel alatt az 1-b6l alig kell levonni. Azt szok-
tak mondani, hogy akkor jo az illeszkedés, ha a korrelacios egyiitthatd 0.9-nél
nagyobb.

Az 1. tablazatban egyiitt van a mar ismert adathalmaz egyenessel és hat-
vanyfliiggvénnyel valo kozelitése is és a hozzajuk csatlakozo korrelacios egyiitt-
hatok kiszamitasa is.

Amikor egyenessel kozelitlink, akkor ki kell szamolni az egyenesre esé
pontok y koordinatait az adott x helyeken. Ezeket az értékeket az E oszlop tar-
talmazza. Ha ezt az értéket kivonjuk az y-bol megkapjuk a o -kat, azaz az F
oszlopot. A szoras kiszamitasahoz venni kell a o -k atlagat, ami 0.2714. Ebbél
kell kivonni a ¢ -kat és négyzetre is kell emelni, igy kapjuk a G oszlopot. Ennek
aritmetikai atlaga adja Sy2 -et. A S; szamitasa kicsit egyszeriibb. A y-ok atlaga-
bol, a 4.12-bél kell levonni az y-okat és négyzetre kell 6ket emelni. Ez a H osz-
lop. Ennek aritmetikai atlaga az Sj . Ezek utan alkalmazva a képletet

SZ
Nyx = 1—3—;’ = 1—% =+/0.377035 ~0.61404, ami bizony elég
\} y \ .

messze van az 1-tol.
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Most kiszamoljuk a korrelacios egyiitthatot a hatvanyfiiggvényre is. Az M osz-
lop tartalmazza a fliggvényértékeket, az eltéréseket pedig az N, amit most Delta-
val jeloltiink. Ezek atlaga -0.0116. Ezen atlagtol valo eltérések négyzeteit

tartalmazza az O oszlop, amelybdl Sy2 =0.11341 adodik. Es igy

SZ
Myix = ’1——’2’ =1 011341 _ 1/0.72841 ~ 0.85347 adodik, ami mar jobb,
S
y

04176
mint az egyenesre, de még mindig messze van az 1-t6l.

Az utolsoé példaban a kozelitést masodfoku fiiggvénnyel végezziik.
A keresett fliggvény alakja tehat

y=ax’ +bx+c.

Ebbél is elsdfoka fiiggvény lesz, ha X* helyére egy uj valtozot vezetiink be. Ek-
kor a Gauss-féle egyenletek felirasa egyszerivé valik. Egyébként éppen ugy
lehetne levezetni, mint az egyenes esetében, azaz valtozonként kell derivalni, és
a zérus helyeket megkeresni. Az egyenletrendszer az alabbi:

y=ax’+bx+c
Xy = ax® +bx? +¢xX

x’y =ax* +bx® +cx?

Most a, b, ¢ az ismeretlenek, és a tablazatban el kell allitani egy sor oszlopot.
Nevezetesen Xy, X2, X3, X4, x2y oszlopokat. Az dsszeallithato egyenlet-

rendszer determinansai a tablazat also részében vannak. A masodfoka figgvény

paraméterei az alabbiak lettek:
a=-0.00197, b=0,463235, c=-22.547618.

A kozelit6 fiiggvény egyenlete tehat:

y =-0.00197x* +0.463235x-22,547618..

A grafikonunk ezt a parabolat dbrazolja. Ranézésre is jobbnak tlinik, mint az
egyenes vagy a hatvanyfiiggvény.
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90
100 110 120
! \

Méasodfoku fuggvénnyel valé kozelités

A 2. tablazat H oszlopa ezeket az értékeket tartalmazza az ismert x helyeken.

I-ben vannak az eltérések, vagyis a H és B oszlop kiilonbsége.

Ha megvan a deltaatlag, akkor kiszamithatjuk az eltérések szorasnégyzetét, ami
a J oszlop atlaga. K6zépen van és 0.0562236. Az y-ok atlagabdl levonva az y-
okat és négyzetre emelve kapjuk a K oszlopot, amelynek atlaga az y-ok szoras-
négyzete és egyenl6 0.4176-tal.

Igy a korrelacios egyiitthato: 1= 0.93025, ami mar elég jo.

146



Informatikai matematikai alapvetés

"BSpIUIRZS 01eyNNASo sorop[aLoy jurwelea ‘serewrxoidde oea [9AuusA33njAuealey s [9ssauak3H jeze[qed '|

6¥8YG'L 96910'0] €€L€6'9] 2£T59'YV €ov'L-| v'egl| v'ovy| 9zeli

=q £200%'L l =q Zl'y| ¥'sol

20£00'0] 6€08'G-| /GE€90'0-| GGS9'LZ| €EELES'Q ¥250'0 L'9-| v'soL| v'ovy

1v£s8°0 =e}3 =e =V L€259'y|  €200¥'L|  vOVL9‘0 =Bjd =B L zZl'y
1¥82.'0 =¢veld 2560100 G669'le| L€2S9'v| +0L.£'0 =Cvel® 9lLi-| ¥'SoL| 9zzLi
1£259'Y| L L v'soL

LvELL'0l  9LLO'0- €€1€6'9| GGS9'Le|  €200v'L| LETS9'M 9/Lv'0l S1L092°0] ¥L.Z'0 9zzlL| vovy|  z2l'v| ¥'sol
s bepeqg bepedx| bGepezyx bepeA! bepex =zvAs =zvAs| bBepep Bepezyx| bepehx| Beped| bBepex
pivEL'L| 8SLL'O- €€1£'69 G65'9Le €200'vL| L£2S'Op 9/L'y| 1¥L09'C] 9eLl'C 9GZ¢CLL|  ¥Ob¥ '\ vS0L
BozssQ

90-31'¢| €€10°0-| Z998L'v|  6S0L'Q| €€5€8'l2| 80SEP'L| €82.9% $900'0[ 9S120°0] 8€00'0| 8€0Z'¥| 6¥viLL| P'6¥Y Zv| L0
GGL0€'0] 209G'0-| 826€S'€| PeOpy'9l LTEE8'0C| 660LY'L| SEVOS'V v000'0] 8¥€SS'0l €/¥'0-| ¥l29'C 9LZ6| 9'€6E L'y 96
/0v10'0] 2TOEL'0-| €869¢'v| 68690°'Z] 2Sp60'CC| 80¥0S'L| 8700.'V pyyL'ol  2E60'L| 69LEL] 6918'G| 00LZL S6v Syl 0L
€£000'0] 8620'0-| €z0ll'€| 1BLVL'Q| 65.02'LC Gee'l| Z1S09'%|  +20L'0| 26¥S0°0 /€0'0] Z€8'€| 0000L 08¢ 8'c 00}
96¥10'0] 6€€L'0-| 11990'F| €88/9'9| G€6S9'L¢| 80GEV'L| 96ES9'Y ¥900'0[ 298€L0[ LOL'0-| 6607 SGZOLL (544 Zv|  sol
G0-32'G| 8810'0-| 1Z189'¢| 80EvE'Z| 8EVLG'ZZ] 9GIVS'L| E6¥PL'Y y9ee'0| 62ieL'ol  220'0-| L€zZ9'v| Gzzel| S'Ovs L'y Sl
78¥62'0] 6ELES'0] 6ELEB'T ¥688'€| GLLEL'6L| /¥S/8'0] S9TYY'V ¥8G6'C| 60¥PL'0] 60S9'0] 60S0‘C 144 0¢ ¥'e S8
€2102'0] 209v'0-| @9zees'e| €6/2€'9| /2e€8'02| 6298E'L| SEV9S'H v¥L0'0] 699/€'0] 1688'0| ¥.29'C 9126 $8€ 4 96
281920 1L00S'0[ 1LL0O0O'S| 9/00Z'Z] 80026'CZ| 80¥0S'L| 67.8.'F yyyL'0l ¥6210°0] 1S8E'0| 1S88'Y|  00¥PL 0¥S S'y| 02l
187¥0'0] 11002'0] 1L1000'S| +/606'Z] 800Z6'2Z 2989S°L| 6¥.8L'Y ¥29v'0| 69¥£0°0] 1580'0] 1S88'y| 0O0VYL 9.8 8'y 0clL
evhs elea qyxe AX| X Auj=pA Xuj=X 2vhs ZvAs|  elsp|  g+xe X Ax A X

(o] N W 1 A r | H 9 E] 3 a 0 g v

147



Informatikai matematikai alapvetés

BSEIWEZSIY QIRYNNASS SOIoR[a1I0Y € S9 olopurrxoidde e [9AUULAS3NY NYOFPOSEIN 1eZPIqRL. ‘T

819.v5'CC- 6L'06v.LF |PLYL0CL 80+3¢€'L GECEOP'0 ozelLl 6.'06v.LF  [620€0LEL
=0(1900¥28€  |SE'0p¥ 9'szzil j 4324048 =q|8'1£9582- |¥'S0L SE'ovy 14524014}
[4%4 ¥'S0L 9'szzil L Zl'y 9'szzLy
/6100'0- ozell  |vivi0ZL  |6L'06VLY
=B|yG'Lyee ¥'G0L 9'6zell GE'OvY
i ¥'s0l 454
S20€6°0 =eje 9zelLl yivL02L 6.0€L0LEL
G9E598'0 =ZvEl® 6965691  |¥'S0L 9'szellL 143 24014"
3 ¥'S0l 9'62ZL1
9LL¥'0 9£2Z950'0  |¥66820'0 8'06v.y  |6L0E€L0LEL yLyL0ZL  [9'szeLL se'ory  [2l'y ¥'501
2vAs Zvhs| Bepeeysp bejyedz x bepepyx Bepegyx bepezyx| bepefix bepeA Bepex
9LlL'y 95€2295'0  |L¥6682'0 8067/  |88L0E€L0LEL |O¥VL¥PL0CL |9GCCLL S'eovy [Ty S04
bazsso
$900'0 689G9¢€0'0 |¥TT02T'0 |vTeoey'y 8'G808F  [L096L0LEL £v0S22L  |6viLl ¥'6vv (44 0L
#000'0 L8SY/GL'0  [28/9€'0- |zv8leel'e  |9'G8L.E  |9S9VEEYS 9€.188 9126 9'€6E L'y 96
yryL0 G0-3619'V  |L/6¥20°0 |L0.6¥2S'Y  |0SPPS 0000L¥9PL 000LEEL  |o0LCL G617 S'y oLl
¥20L°0 Z9€SEV0'0  {/¥9/€2'0 [S/¥9.€0'F  |0008E 000000001 000000}, j0000} 08¢ 8'c 00L
#900°0 81G€€5L'0  [96502¥'0 [9¥S90EE'Y  |SOE9Y G290G512L G29/GLL  |S20LL 344 44 S0l
$9¢€€'0 20S.LL0'0  |¥6.0'0- 1G6G029'Y  |G'/GLZ9  |S29006¥L) G/802S)  |szeel G'0vS L'y SLL
¥856'C £206810'0  |8¥991'0 1697995 |OvELL 62900228 14545 GeceL ¥0C &4 S8
y10'0 1960880°0 {28/92'0- [2¥8LZEL'E  |P989E 9G9VE6Y8 9ELV88 9126 ¥8¢ 14 96
j4244%0) G8€8/00'0 |€S.LL0 1625/19'Y  |008¥9 00009€.02 000821 |00%¥l [014°] S'y 0cL
¥29¥'0 C2LLLpY0'0  [ZP28L'0-  |262SLL9'v 02169 00009€202 00082.L  |00¥PL 9.6 8'y oclL
Zvhs Zvis e)jap} o+Xq+ZyXe AzyXx X evX ovX Ax A X
A f* 1 H 9 E| 3 a 0 g v

148



Informatikai matematikai alapvetés
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Itt néhany olyan kdnyvet sorolunk fel, amelyet a hallgatésag haszonnal olvas-

gathat.

1. Reiman Istvan: Matematika, Miszaki Konyvkiadd, Budapest, 1992. 607
oldal

2. Kreko Béla és még sokan: Matematika, a Kereskedelmi és Vendéglatoipari
Féiskola tankényve, Kozgazdasagi és Jogi Konyvkiado, Budapest, I kotet
1970. 480 oldal, a Il. kétet 1971. 362 oldal.

3. Demetrovics Jonos - Jordan Denev - Radiszlav Pavlov: A szamitastudomany
matematikai alapjai, Tank6nyvkiadd, Budapest, 1985. 374 oldal.

4. Gimnaziumi tankonyvek, kiilonosképpen a specidlis matematikai osztalyok
szamara irt konyvek.

5. Sain Marton: Nincs kiralyi at! Matematikatorténet, Gondolat, Budapest,
1986. 831 oldal.

6. Matematikai Kislexikon, Miiszaki K6nyvkiado, Budapest, 1972. 443 oldal.

Ez nem kotelez6 irodalom, csak azt mutatja, hogy a matematika tovabb is tart
még, és akkor annak a kevésnek a tanulasahoz, ami e konyvecskében van, jobb
kedvvel latnak hozza, jobban megbecsiilik.
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