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1 Introduction

The investigation of the Lie properties of group algebras as a special poli-
nomial identity was started after the description of group algebras satisfying a
polinomial identity, but the invention of the relation between the property of
unit group and the associated Lie algebra of group algebras led to an extended
intensity of the observation in the ’80s. Under general conditions it is not easy
even to decide whether an element is a unit or not, so to determine of its in-
verse would be extremely difficult, such as the computation of the group com-
mutators. However, the so-called Lie commutators can be calculated without
the knowledge of the elements’ inverses. Considering the results connected to
the series which are constructed with the help of Lie commutators we can have
conclusions for the corresponding series of the group of units, for example,
derived series, upper and lower central series, etc. This method was first ap-
plied by A.A. Bodi and LI. Khripta [4]. Furthermore, Lie methods were used
by C. Baginski [1] and J. Kurdics |9, 10] for the investigation of the derived
length, the nilpotency class and the Engel length of the group of units. For
additional results on the Lie structure of group algebras we refer the reader
to the articles |2, 5, 6, 7, 8, 11, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

In this thesis we investigate the Lie derived length and the upper Lie
nilpotency index of group algebras. Before we present the new results we
give a short survey of the basic concepts and notations.

2 Basic facts and notations

Let G be a group and F' a field. By the group algebra of G over F', which
we write as F'G, we mean the set of all the formal sums deG a,g, where
only finitely many coefficients o, € F' are nonzero, and the group elements
are considered to be linearly independent over F', addition is in the natural
way, and multiplication is by use of the distributive laws and the calculation
9:9; (9i,9; € G) according to the product in G. In the special case when F
is a field of characteristic char(F) = p and G contains an element of order p,
FG is called modular group algebra.

Evidently, the set

w(FG) = {Z&gg ] Zag = 0}
9eG geG

is a two-sided ideal of F'G, which is said to be the augmentation ideal. It
is well-known that w(F'G) is nilpotent if and only if G is a finite p-group
and char(F) = p. Denote by ty(G) the nilpotency index of w(FG). For
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example, if G = (a;) X --- X {(a,) and the order of a; is p™, then tN(G) =

L+300, ™ —1).
For any normal subgroup H of GG the set

JH)={(h—1)z | he H, x € FG}

is a two-sided ideal of F'G. Evidently, J(H) = w(FH)FG.

Our group theoretical notation is mostly standard: by v, (G) we mean the
n-th term of the lower central series of G; by G’ the commutator subgroup
of G (which coincides with v5(G)); by Cq(H) the centralizer of the subset H
in G; by C,, the cyclic group of order n.

The upper integral part of a real number r is denoted by [r].

For z,y € FG the element [z, y] = xy — yx will be called the Lie commu-
tator of x and y. Let us introduce in F'G the new operation [x,y] = zy — yz.
Then F'G is a Lie algebra with respect to the operations + and [, |, which is
said to be the associated Lie algebra of FG. For the sequence (z;) of elements
of FG we define the left n-normed Lie commutator by induction as

[x17x27 B 7xn] = [[])'1,%’2, S 7xn—1]7xn}‘

3 Lie derived lengths of group algebras

Define the Lie derived series and the strong Lie derived series of the
group algebra F'G respectively, as follows: let 5% (FG) = 69 (FG) = FG
and

S (PG = [6M(FG), 6 (FG)],
SH(FG) = [6"(FG), 8™ (FG)] FG.

We say that F'G is Lie solvable if there exists m € N such that §/™(FG) = 0
and the number dl(FG) = min{m € N | §™(FG) = 0} is called the
Lie deriwed length of FG. Similarly, the group algebra FG is said to be
strongly Lie solvable of derived length dI*(FG) = m if §™(FG) = 0 and
Sm=D(FQG) # 0.

According to the inclusion 6™ (FG) C 6™ (FG), a strongly Lie solvable
group algebra FG is Lie solvable too and dl;(FG) < dI*(FG). It would be
also interesting to know when the equality dl;(FG) = d1*(FG) does hold,
but this question is still open.

M. Sahai [16] proved the relation

(1) (G COM(FG) CI(G) for all n> 0,



from which it follows that a group algebra F'G is strongly Lie solvable if and
only if either G is abelian or the ideal J(G") is nilpotent, that is G’ is a finite
p-group and char(F') = p. The description of the Lie solvable group algebras
is due to I.B.S. Passi, D.S. Passman and S.K. Sehgal [14]: a group algebra
FG is Lie solvable if and only if one of the following conditions holds: (i) G is
abelian; (77) G’ is a finite p-group and char(F") = p; (éii) G has a subgroup of
index two whose commutator subgroup is a finite 2-group and char(F') = 2.

In general, we have very little information about the Lie derived length of
group algebras. The first and, at the same time, the more significant results
on this topic can be found in papers [19] and [21] of A. Shalev.

Throughout this part by F'G we always mean a strongly Lie solvable group
algebra.

From (1) it follows immediately that

[logy(tn(G") +1)] < dI*(FG) < [logy(2tx(G"))]

and so
dlL(FG) < [log,(2tn(G")].

Applying the method used A. Shalev in the proof of Lemma 2.2 in [19]
we have that if G is nilpotent of class two, then

dlL(FG) < dI*(FG) = [log,(tn(G') + 1)].
In particular, if G is an abelian-by-cyclic p-group with p > 2 then
I (F'G) = [logy(tn(G) + 1)1,

as it was stated in [21].
In the second chapter of this thesis we extend these results above to a
larger class of groups. We obtain the following

Theorem. Let G be a nilpotent group whose commutator subgroup is a finite
p-group, char(F) = p and assume that y3(G) C (G')*. Then

Al (FG) < dI*(FG) = [log,(tn(G) + 1)1,
and if G is an abelian-by-cyclic p-group with p > 2 then
dlL(FG) = dI*(FG) = [log, tx(G') + 1].

The investigation of the third chapter was motivated by the following
result of A. Shalev [19]: if G is nilpotent of class two with cyclic commutator
subgroup of order p", then dl (FG) = [log,(p™ + 1)]. We generalize this
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result and determine both the Lie derived length and the strong Lie derived
length of group algebras in the case when the commutator subgroup of the
basic group is cyclic of odd order. To present our result we need the series
(s'™) whose I-th member

1 if 1 =0;
s™ =25 41 if 5™ is divisible by 2m;
2sl(r_n1) otherwise.

Theorem. Let G be a group with cyclic commutator subgroup of order p",
where p is an odd prime, and let F' be a field of characteristic p.

(i) If G/Cs(G') has order p" (that is G is nilpotent), then

dl(FG) = dI*(FG) = [logy(p™ + 1)].

(ii) If the order of G/Cq(G') is divisible by some odd prime q # p, then

dlL(FG) = dI"(FG) = [log,(2p")].

(iii) If G/Cq(G') has order 2™p" with m > 0, then
dlL(FG) = dI"(FG) = d + 1,
where d is the minimal integer for which sglm) > p" holds.

In the fourth chapter we study the group algebras of characteristic two.
If G is a nilpotent group with (not necessary cyclic) commutator subgroup
of order 2", we obtain the description of the group algebras F'G which have
the highest possible value of dl;(F'G), namely, n + 1.

Theorem. Let G be a nilpotent group with commutator subgroup of order 2"
and let F' be a field of characteristic two. Then Al (FG) =n+1 if and only
if one of the following conditions holds:

(i) G' is the noncyclic group of order 4 and ~v3(G) # 1;
(i) G' is cyclic of order less than 8;
(111) G’ is cyclic, n > 3 and G has nilpotency class at most n.

As a consequence, we get a necessary and sufficient condition for dl (F'G)
to coincide with d1*(FG), provided that G’ is cyclic.
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Corollary. Let G be a group with cyclic commutator subgroup of order p™,
and let F be a field of characteristic p. Then dl(FG) = dI*(FG) if and only
if one of the following conditions is satisfied:

(i) p is odd;
(i) p=2 andn < 2;
(i1i) p =2, n > 3 and the nilpotency class of G is at most n.

According to (1), if G is a nonabelian group and char(F') = p > 0, then
[logy(p + 1)] < dI*(FG). The characterization of the group algebras of
minimal strong Lie derived length is also a consequence of our result.

Corollary. Let F'G be a strongly Lie solvable group algebra of characteristic
p > 0. Then dI*(FG) = [log,(p + 1)] if and only if one of the following
conditions holds:

(i) p =2 and G’ is central elementary abelian subgroup of order 4;
(11) G’ is of order p and

a) either G' is central;

b) or G/Cq(G") has order 2™p" with m > 0,r > 0, and the minimal
integer d such that sém) > p, satisfies the inequality 2% — 1 < p.

In [11] F. Levin and G. Rosenberger described the group algebras with

derived length two, moreover, it was also proved there that dl; (FG) = 2

if and only if dI*(FG) = 2. M. Sahai in [16] gave the complete list of

the strongly Lie solvable group algebras of strong Lie derived length three

for odd characteristic, and showed that the statements 6F*)(FG) = 0 and

§®)(FG) = 0 are equivalent, provided that char(F) > 7. All the other cases

the question is still open. The characterization of the group algebras of Lie

derived length three seems to be a difficult problem. A partial solution can
be found in the fifth chapter.

Theorem. Let G be a group with cyclic commutator subgroup of order p"
and let F be field of characteristic p. Then dl (FG) = 3 if and only if one
of the following conditions holds:

(i) p=7,n=1 and G is nilpotent;

(ii) p=5, n =1 and either 9 = 2~ for allz € G’ and g & Cq(G') or G
1s nilpotent;



(i) p=3, n=1 and G is not nilpotent;

(iv) p =2 and one of the following conditions is satisfied:
a) n=2;
b) n =3 and G is of class 4;

c) G has an abelian subgroup of index two.

We also proved the following theorems, which can give new information
about the derived length in some cases.

Theorem. Let G be a group and char(F) = 2. If H is a subgroup of index
two of G whose commutator subgroup H' is a finite 2-group, then

dl(FG) < [logy t(H')] + 3.

Theorem. Let G be a group with cyclic commutator subgroup of order 2,
Gs={g€G|x9=2a% for somei € Z} and let char(F) = 2. Then Gg is a
subgroup of index not greater than two and if Gl has order 2", then

r+1<dl,(FG) <r+3.

Let G; be a finite nonabelian 2-group of order 2™ and exponent 22 from
the list in [12]. The group algebras of this class of groups have been examined
by several authors. Our results enable us to determine the derived length of
F@G,; over a field F' of characteristic two. With the original notations of [12]
we obtain that

2, if eitheri € {2,3} and m =4ori € {1,4,5,9,10};
dl,(FG;) =<4, if ie{15,16,18,20,24,25} and m > 5;

3, otherwise.

4 Lie nilpotency indices of group algebras

In the sixth chapter we study the Lie nilpotency indices of Lie nilpotent
group algebras. Let (FG)Y = FG and for n > 1 let (FG)!™ be the ideal of
F@G generated by all the Lie commutators [z1, ..., x,] with xq,... 2, € FG.
Then the ideal (FG)™ is the n-th lower Lie power and the series

FG=(FOW =2 (FG)®D>...D(FG)"M > ...

is called the lower Lie power series of the group algebra F'G.



By induction, we define the n-th upper Lie power (FG)™ of FG as the
ideal generated by all the Lie commutators [z,y], where z € (FG)™™b,
y € FG and (FG)Y = FG. The series

FG = (FG)“) ) (FG)(Q) D...D (Fg)(n) DI

is the upper Lie power series of F'G.

The group algebra F'G is called Lie nilpotent if there exists n such that
(FG)" = 0 and the least integer of this kind is called the Lie nilpotency
index of FG and it is denoted by ¢ (FG). Similarly, F'G is said to be
upper Lie nilpotent and its upper Lie nilpotency index is t*(FG) = m if
(FG)™ = 0 but (FG)™Y # 0. For the noncommutative modular group
algebra F'G the next theorem from A.A. Boédi and I.I. Khripta [5] is well-
known: The following statements are equivalent: (i) F'G is Lie nilpotent; (i7)
FG is upper Lie nilpotent; (7i7) G is a nilpotent group whose commutator
subgroup is a finite p-group and char(F') = p.

According to [24], if F'G is Lie nilpotent and G’ has order p", then

th(FG) < p" + 1.

A. Shalev in [17] began to study the question when a Lie nilpotent group al-
gebra has the maximal upper Lie nilpotency index. The complete description
of such group algebras was given by V. Bédi and E. Spinelli in [8]. Joining
this research we determine the group algebras whose upper Lie nilpotency
index is ‘almost maximal’, that is, it takes the next highest possible value,
namely p"” — p + 2, where p” is the order of the commutator subgroup of the
basic group.

Theorem. Let FG be a Lie nilpotent group algebra over a field F' of positive
characteristic p. Then FG has upper almost mazimal Lie nilpotency index if
and only if one of the following conditions holds:

(i) p=2, G is of class 2 and G' = Cy x Cy;

(1)) p =2, G is of class 4, G' = Cy x Cy and v3(G) = Cy x Cy;
(1) p =2, G is of class 4 and G' = Cy x Cy x Cy;
(iv) p=3, G is of class 3 and G' = C3 x Cs.



Bevezetés

A csoportalgebra Lie-tulajdonsagainak — mint speciélis polinom azonossa-
goknak — a vizsgalata a polinom azonossdgnak eleget tevé csoportalgebrak
leirdsa utan kezdddott, de annak intenzivvé valasat a csoportalgebrak egy-
ségesoportja és asszocialt Lie-algebraja kozotti osszefiiggések felfedezése ered-
ményezte a '80-as években. A csoportkommutatorokkal ellentétben az tugy-
nevezett Lie-kommutatorok az elemek inverzeinek ismerete nélkiil szémol-
hatok, és a segitségiikkel felépitett sorozatokra vonatkozo eredmények alap-
jan kovetkeztetések vonhatok le az egységesoport megfelels sorozataira. Ezt
a modszert elszor A.A Bodi és LI Khripta alkalmaztak [4]-ben a feloldha-
t6 egységesoporttal rendelkezd csoportalgebrak leirdsara. Az egységesoport
feloldhato hosszaval C. Baginski [1]; nilpotencia osztalyaval I.I. Khripta, A.A.
Bodi és J. Kurdics; az egységesoport Engel-hosszaval J. Kurdics foglalko-
zott és jutott eredményre Lie-modszereket alkalmazva (1. [4, 6, 9, 10]). A
csoportalgebra Lie-strukturajaval kapcsolatos eredmények talalhatok az iro-
dalomjegyzékben felsorolt dolgozatokban.

Az értekezés targya a csoportalgebrak Lie-feloldhaté hosszanak és felsd
Lie-nilpotencia indexének a vizsgalata. Az eredmények ismertetése el6tt
tekinsiik at az ehhez sziikséges jeloléseket, definiciokat.

2 Alapfogalmak és jelolések

Legyen G egy csoport és F' egy test. Jelolje F'G az Osszes dec agg
alakt formalis Osszegek halmazat, ahol csak véges sok o, € ' egylitthato
nem nulla. Tekintsiik a csoportelemeket linearisan fliggetleneknek F' felett,
és értelmezziik F'G-ben az Osszeadast a szokasos modon, a szorzast pedig a
csoportszorzas disztributiv kiterjesztésével. Ekkor F'G algebra az F' felett,
melyet a G csoport F' test feletti csoportalgebrdjanak neveziink. Abban az
esetben, ha az F' test karakterisztikdja char(F') = p és G tartalmaz p-rendd
elemet, moduldris csoportalgebrdrol beszéliink.

Jelolje w(F'G) mindazon elemeit F'G-nek, melyek >, a,g alaku felira-
saban az o, egylitthatok Osszege nulla. Vilagos, hogy w(F'G) idealja FG-
nek, melyet a csoportalgebra fundamentdlis idedljanak neveziink. Mint az
jol ismert, w(F'G) pontosan akkor nilpotens, ha G véges p-csoport és az F
test karakterisztikdja p; ekkor a nilpotencia indexét ¢y (G)-vel fogjuk jel6lni.
Példaul, ha G = (a;) X -+ X (a,) és a; rendje p™, akkor ty(G) = 1 +
D (™ = 1)

Legyen H normélis részcsoportja a G-nek. Ekkor a

{(h—=1)z | he H, x € FG}
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halmaz idealja F'G-nek, melyet J(H)-val fogunk jelolni. Vilagos, hogy
J(H) =w(FH)FG.

A kovetkezs csoportelméleti jeloléseket hasznéljuk: +,(G) a G also cen-
trallancanak n-edik tagja; G’ = v2(G) a kommutator-részcsoportja; Cq(H)
pedig a G csoport H részhalmazanak centralizatora G-ben; C), az n-ed rendi
ciklikus csoport. Jeldlje tovabba [r] az r valos szam felsG egészrészét.

Az [x,y] = zy — yx elemet, ahol x,y € FG, az x és y Lie-kommutd-
toranak nevezziik. Konnyen beladthato, hogy ha F'G-ben a szorzas helyett
az [z, y] miveletet tekintjiik, akkor F'G Lie-algebra az F test felett, melyet
az F'G asszocidlt Lie-algebrdjanak mondunk. Legyenek XY C F'G. Ekkor
[X,Y] az [z, y] Lie-kommutatorok altal generalt additiv részcsoportot jelenti,
aholx € X ésy € Y. Az FG tetszoleges (x;) sorozatara indukcio segitségével
értelmezziik az n-ed rendd Lie-kommutdtorokat, gymint

[.%'1,1'2, s 73:71] = [[1'1,1'2, s 7'%7171]73711}-

3 A csoportalgebra Lie-feloldhaté hossza
Legyen 0l FG) = 6©(FG) = FG és han > 0 akkor legyen

SH(FG) = [6"(FG), s"(FG)],
5(n+1)(FG) _ [5(”)(}7’6‘), 5(n)(FG)] FG.

A 0" (FQG) sorozatot az FG Lie-derivdlt sorozatdnak, mig a 6" (FG) soroza-
tot F'G erds Lie-derivdlt sorozatanak nevezziikk. Azt mondjuk, hogy FG Lie-
feloldhatd, ha létezik olyan m természetes szam, hogy 6™(FG) = 0, és ekkor
a dl(FG) = min{m € N : §"(FG) = 0} szdmot az FG Lie-feloldhaté
hosszdnak nevezziik. Hasonléan, ha 6™ (FG) = 0 de 6V (FG) # 0, akkor
FG erdsen Lie-feloldhatd, melynek erds Lie-feloldhaté hossza dI*(FG) = m.

Vilagos, hogy 6"(FG) C 6™ (FG) barmely n esetén, ezért minden erdsen
Lie-feloldhaté csoportlagebra Lie-feloldhato is és dlL(FG) < dI*(FG). A
kérdés, hogy mikor teljesiil az egyenlGség néhany specialis esettsl eltekintve
nyitott.

M. Sahai [16] megmutatta, hogy minden pozitiv n-re

(1) (G C 6 (FG) C 3G

teljesiil. Ebbdl kiovetkezik, hogy az F'G csoportalgebra akkor és csak akkor
erésen Lie-feloldhato, ha vagy G Abel-csoport vagy J(G’) nilpotens ideél,
azaz G' véges p-csoport és char(F) = p. A Lie-feloldhat6 csoportalgebrak
leirdsa 1.B.S. Passi, D.S. Passman és S.K. Sehgal [14] nevéhez fizédik: FG
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pontosan akkor Lie-feloldhato, ha a kévetkezd allitasok egyike teljesiil: ()
G Abel-csoport; (it) G' véges p-csoport és char(F) = p; (iii) G-nek van
olyan kett6 indexti részcsoportja, melynek kommutéator-részcsoportja véges
2-csoport és char(F') = 2.

Altalaban nagyon kevés eredmény ismert a csoportalgebrak Lie-feloldhato
hosszarol. Az elsd és egyben az eddigi legjelentGsebb eredmények A. Shalev
[19] és |21] dolgozataiban talalhatok.

Legyen a tovdbbiakban F'G erdsen Lie-feloldhato csoportalgebra.

A (1) tartalmazas kovetkezménye, hogy

[log,(tn(G") + 1)] < dI*(FG) < [logy(2tn(G'))]

és igy
dIL(FG) < [log,(2tn(G))].

A. Shalev [19] dolgozataban szerepld 2.2. lemma bizonyitdsdnak modszerét
kovetve kapjuk, hogy ha G nilpotens mésodosztalya csoport, akkor

dl(FG) < dI*(FG) = [log,(ty(G") +1)].

S6t, ha p paratlan prim és a G olyan p-csoport, amely egy Abel-csoport
ciklikus csoporttal vald bévitése, akkor

dIL(FG) = [logy(tn(G") + 1)T.

Az értekezés masodik fejezetben megmutatjuk, hogy a fenti allitdsok a
csoportalgebrék egy bévebb osztalyara is érvényesek: G nilpotencia oszta-
lya nem kell, hogy sziigségképpen kettd legyen, elég ha a v3(G) C (G')P
tartalmazas teljesiil. Eredménytink a kovetkezs:

Tétel. Legyen G nilpotens csoport, melynek kommutdtor-részcsoportja véges
p-csoport, és legyen F' eqy p karakterisztikdju test. Tegyik fel, hogy v3(G) C
(G"P. Ekkor

dlL(FG) < dI*(FG) = [logy(tn(G") + 1)1,

és specidlisan, ha p pdratlan prim és a G olyan p-csoport, amely eqy Abel-
csoport ciklikus csoporttal valo bovitése, akkor

dlL(FG) = dI*(FG) = [log, tx(G') + 1].

A harmadik fejezetben azon csoportalgebréik Lie-feloldhaté hosszéat tanul-
ményozzuk, melyek alapcsoportjdnak kommutator-részcsoportja ciklikus.
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Vizsgéalatainkat A. Shalev [19] kévetkezd éllitdsa motivalta: ha G nilpotens
mésodosztalya csoport p” rendd ciklikus kommutator-részcsoporttal, akkor

dlL(FG) = [logy(p" + 1)].

Elgszor megmutatjuk, hogy ha p péaratlan, akkor a G nilpotencia osztalyara
vonatkozo feltevés nem sziikséges. Ezt kovetGen azzal az esettel foglalkozunk,
amikor G' nem nilpotens. Igazoljuk, hogy ekkor dl.(FG) és dI*(FG) értéke
[log,(3p™/2)] és [logy(2p™)] kozott van. Mivel a [log,(3p™/2)] és [logy(2p™)]
egészek kiilonbsége legfeljebb egy, az egyenlStlenség mér ,majdnem” egy-
értelmiien meghatarozza dlp(FG) és dI¥(FG) értékeit. A pontos leirast a
G/Cq(G") faktoresoport rendjének fiiggvényében sikeriilt megkapni. Az ered-
mény ismertetéséhez sziikségiink van az (sl(m)) sorozatra, melynek [-edik tagja

1 ha [ =0;
ng) = QSZ(TI) +1 ha SZ(TI) oszthatd 2™ -nel;
QSZ(Z) egyébként.

Tétel. Legyen G olyan csoport, melynek kommutdtor-részcsoportja p"™ rendd
ciklikus csoport, ahol p pdratlan prim, €és legyen az F' eqy p karakterisztikdji
test.

(i) Ha a G/Cq(G') csoport rendje p" (azaz G nilpotens) akkor

AL (FG) = dI*(FG) = [log,(p" + 1)].

(11) Ha a G/Cq(G') csoport rendjének van p-tél kilonbézd pdratlan prim-
osztoja, akkor

dlL(FG) = dI*(FG) = [log,(2p™)].

(i1i)) Ha a G/Cq(G") csoport rendje 2™p" és m > 0, akkor
dlL(FG) = dI*(FG) = d + 1,

ahol d az a legkisebb egész szam, melyre s&m) > p" teljestil.

A negyedik fejezetben a maximalis Lie-feloldhaté hosszal rendelkezs, ket-

t6 karakterisztikaju csoportalgebrikat vizsgéaljuk. Igazoljuk a kovetkezd té-
telt:
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Tétel. Legyen a G nilpotens csoport, melynek kommutdtor-részcsoportja 2"
rendd, €és legyen F' eqy kettd karakterisztikaji test. Az FG csoportalgebra
Lie-feloldhaté hossza pontosan akkor mazimdalis, vagyis n + 1, ha az aldbbi
allitasok eqyike teljesiil.

(i) G' negyedrendd elemi Abel-csoport és v3(G) # 1;
(i1) G' legfeljebb negyedrendi ciklikus csoport;
(i1i) G’ ciklikus, n > 3 és G nilpotencia osztdlya legfeljebb n.

Az el6z6 két tétel kovetkezményeként vélaszt kapunk arra a kérdésre,
hogy mikor teljesiil a dly(FG) = d1*(FG) egyenlség, abban az esetben, ha
G’ ciklikus csoport.

Kovetkezmény. Legyen G olyan csoport, melynek kommutdtor-részcsoport-
ja p" rendd ciklikus csoport, €s leqgyen F eqy p karakterisztikdju test. A
dlL(FG) = dI*(FG) egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha igaz a kivetkezd
allitasok egyike.

(i) p pdratlan;
(i) p=2 ésn < 2;
(i1i)) p =2, n> 3 és G nilpotencia osztalya legfeljebb n.

A (1) kévetkezménye, hogy az F'G nemkommutativ, erésen Lie-feloldhato
csoportalgebrara érvényes a [log,(p+1)] < d1*(FG) egyenlétlenség, ahol p >
0 az F test karakterisztikaja. Eddigi eredményeinkbdl megkaphato azoknak a
csoportalgebraknak a jellemzése, melyek erds Lie-feloldhaté hossza minimalis,

azaz éppen [log,(p + 1)].

Kovetkezmény. Legyen F'G eqy erdsen Lie-feloldhato csoportalgebra, mely-
nek karakterisztikdja p > 0. A dI*(FG) = [log,(p + 1)] egyenldség pontosan
akkor teljesiil, ha igaz az aldbbi dllitdsok eqgyike:

(i) p=2 és G’ centrdlis negyedrendd elemi Abel-csoport;
(i) G'" rendje p és
a) vagy G' centrdlis;
b) vagy a G/Cq(G") fartorcsoport rendje 2™p”, aholm > 0, r > 0, és

a legkisebb d egész szdam, melyre ng) > p", eleget tesz a 24 —1 < p
egyenldtlenségnek.
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Vilagos, hogy dl;(FG) és dI*(FG) pontosan akkor egyenls eggyel, ha
G Abel-csoport. A kettd Lie- illetve erds Lie-feloldhato hosszal rendelkezd
csoportlagebrakat F. Levin és G. Rosenberger adtak meg [11] dolgozatuk-
ban. Pératlan karakterisztika esetén M. Sahai [16] cikkében leirta azokat a
csoportalgebrakat, melyek erds Lie-feloldhato hossza harom. S6t, azt is meg-
mutatta, hogy a 0B(FG) = 0 és a 6 (FG) = 0 allitasok ekvivalensek, ha
char(F) > 7. A kérdés, hogy dlz(FG) mikor harom minden egyéb esetben
nyitott. Valasz erre a kovetkezG tétel, abban az esetben, ha az alapcsoport
kommutator-részcsoportja ciklikus.

Tétel. Legyen G olyan csoport melynek kommutdtor-részcsoportja p" rendd
ciklikus csoport €s legyen az F' eqy p karakterisztikaji test. Az F'G csoportal-
gebra Lie-feloldhato hossza akkor és csak akkor harom ha a kovetkezd dllitdsok
valamelyike igaz.

(i) p="T7,n=1 és G nilpotens;

(1)) p =5, n =1 és vagy G nilpotens vagy minden x € G’ és g & Cq(G")

esetén a9 = x71;

(i) p =3, n=1 és G nem nilpotens;
(iv) p =2 és teljesil az aldbbi dllitdsok egyike:
a) n=2;
b) n =3 és G nilpotencia osztdlya 4;
c) G-nek van kettd indexid Abel-részcsoportja.

Bizonyitottuk még a kivetkezs tételeket, melyek bizonyos esetben hasz-
nosak lehetnek a Lie-feloldhaté hossz meghatérozaséra.

Tétel. Ha G-nek van olyan H kettd indexd részcsoportja, melynek kommutd-
tor-részcsoportja véges 2-csoport, valamint az F' test karakterisztikdja kettd,

akkor
di(FG) < [logy t(H')] + 3.

Tétel. Legyen a G olyan csoport, melynek kommutdtor-részcsoportja 2" ren-
di ciklikus csoport, Gz = {g € G | 29 = 2 valamelyi € Z-re} és legyen az F
eqy kettd karakterisztikdgu test. Ekkor G legfeljebb kettd indexi részcsoportja
G-nek és ha a G5 rendje 2", akkor

r+1<d(FG) < r+3.
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A fejezet eredményeinek alkalmazasaval végiil meghatarozzuk a 2™ rendt
2m=2 exponenst csoportok kettd karaktrisztikiju test feletti csoportalgebra-
inak Lie-feloldhaté hosszat. A szoban forgd csoportok leirasa megtalédlhatod
a [12] dolgozatban, csoportalgebréaikat méar tobb szerzd is vizsgalta. A [12]
jelolését hasznélva eredménytlink a kdvetkezs:

2, haie{2,3}és m =4, vagyi € {1,4,5,9,10};
dI(FG;) =44, ha iec{15,16,18,20,24,25} & m > 5;
3, egyébként.

4 A csoportalgebra Lie-nilpotencia indexe

A hatodik fejezetben egy masik Lie-tulajdonsig vizsgalatara tériink at.
Legyen (FG) = FG, és ha n > 1, akkor (FG)" az FG n-ed rendi
Lie-kommutétorai altal generalt ideal, melyet a csoportalgebra n-edik also
Lie-hatvanydnak nevezziik. Az FG n-edik felsé Lie-hatvanydt indukcioval
definiagljuk: legyen (FG)Y = FG és FG™ az [r,y] Lie-kommutatorokkal
generalt ideal, ahol » € (FG)"Y és y € FG.

Azt mondjuk, hogy F'G (alsé) Lie-nilpotens, ha van olyan n természetes
szam, melyre (FG)™ = 0. A legkisebb ilyen szamot FG alsd Lie-nilpotencia
indexének nevezzik, és t;(FG)-vel jeloljik. Hasonléan, F'G felsd Lie-nilpo-
tens, melynek felsd Lie-nilpotencia indeve t“*(FG) = m, ha (FG)™ =0, de
(FG)m=1) £ 0. A.A. Bodi és LI. Khripta [5] igazolték, hogy az F'G nemkom-
mutativ moduléaris csoportalgebraban a kovetkezé allitasok ekvivalensek: (i)
FG Lie-nilpotens; (ii) F'G fels§ Lie-nilpotens; (iii) G nilpotens csoport,
melynek kommutator-részcsoportja véges p-csoport és char(F') = p.

Vilagos, hogy (FG)" C (FG)™ minden n esetén, igy t.(FG) < t“(FQ).
S6t, A.K. Bhandari és I.B.S. Passi [2] megmutatték, hogy ha char(F) > 3,
akkor t;(FG) = t¢(FG); mas esetben a kérdés nyitott.

Ha F'G Lie-nilpotens csoportalgebra és G’ rendje p", akkor [24] szerint

tL(FG) <tH(FG) < p" + 1.

Azoknak a Lie-nilpotens csoportalgebraknak a tanulményozasat, melyek felss
Lie-nilpotencia indexe maximalis (azaz p" + 1), A. Shalev kezdete meg [17]
dolgozataban, teljes leirasukat azonban V. Béodi és E. Spinelli [8] adtak meg.
Ehhez kapcsolddva jellemezziik azokat a csoportalgebrakat, melyek felsd Lie-
nilpotencia indexe ,majdnem” maximalis, azaz a kdvetkezs lehetséges leg-
nagyobb érték, konkrétan p” — p + 2, ahol p™ az alapcsoport kommutator-
részcsoportjanak a rendje.
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Tétel. Legyen F'G Lie-nilpotens csoportalgebra a pozitiv p karakterisztikdji
F test felett. Az F'G felsd Lie-nilpotencia indexe akkor és csak akkor majd-
nem mazximdlis, azaz p" —p+ 2, ha az aldbbi dllitdsok egyike teljesiil.

(i) p =2, G nilpotencia osztilya 2 és G' = Cy x Cy;
(i1) p =2, G nilpotencia osztdilya 4, G' = Cy x Cy és v3(G) = Cy x Cy;
(i1i) p =2, G nilpotencia osztdlya 4 és G' = Cy x Cy x Cy;

(iv) p =3, G nilpotencia osztilya 3 és G' = C3 x Cs.
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