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1. Matematikai bevezetés - Vektoralgebra
1.1 A vektor fogalma

A vektor egy iranyitott szakasz, amelyet nagysagaval, iranyaval és értelmével

jellemeziink. A szakasz hossza a vektor nagysaga, iranya a vele parhuzamos
egyenes, értelmét a szakasz végén talalhatd nyilhegy rogziti.

értelme

/

~N - S
iranya

1. abra. A vektor jellemzGi
1.2 A vektor leirasa koordinatakkal

A vektor leirdsahoz bevezetjik az 1, j, k bazisvektorokat az alabbiak szerint:
i, J és k egységvektorok: |t] = |jl = |k| =1
e 1, jés k paronként merdlegesek egymasra
T, J és k jobbsodrasu rendszert alkotnak

LT

2. abra. Jobbsodrasu rendszer

A ¥ vektor felirhato az i, j, k bazisvektorokkal az alabbiak szerint:

V=v, T+v, J+v, -k (1.1)

3. abra. A vektor koordinatai
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Az 1.1 egyenletben v, v, és v, a ¥ vektor koordinatai. Oszlopvektoros
jeloléssel:
Vx
_=<vy> (1.2)
vZ
A vektor nagysagat a koordinataibdl az aladbbiak szerint szamithatjuk:

7] =v=v2+v,2+v,2 (1.3)

A v vektor iranyaba mutaté egységvektort az alabbi dsszefliggés értelmezi:

e, =

Jeldljik a 7 vektor x, y és z koordinatatengelyekkel bezart szégeit rendre a,, a,
és a,-vel:

4. abra. A v vektor koordinatatengelyekkel bezart szégei

A cos ay, cosa, €s cosa, kifejezések értéke az alabbiak szerint szamithaté:
1% V. V.
cos a, = ;", cosa, = 7y, cosa, == (1.4)

Az &, egységvektor felirhato az 1, j, k bazisvektorokkal:

v Ve T4y J+U,k
ev=—="yfz cosay T+ cosay, J+cosa, k (1.5)

<

Az (1.3) és (1.5) egyenletek alapjan:
lé,| = \/cos? a, + cos? a,, + cos?a, =1 (1.6)

Az (1.6) egyenletbdl az alabbi azonossag adddik:
cos? ay + cos*a, +cos*a, =1 (1.7)

1.3 Vektormiiveletek
Vektorok 6sszeadasa
Szamitassal:
TAW= (v T+v, J+v, k) + (we T+w, T+w, k)
=Wt w) T+ (v +wy) T+ @, +w,) k

Oszlopvektoros alakban:



Szerkesztéssel:

V+W

Vektorok kivonasa
Szamitassal: _ _
v—w= (vx-T+vy-j+vz-k)—(wx-f+wy-j+wz-k)
=W, —wy) T+ (vy — wy) T+, —w,)k

Oszlopvektoros alakban:

Szerkesztéssel:
Felhaszndljuk, hogy v —w = 7 + (—w):

_W _

-W N V—W
V —_—
w

Vektorok szoége
Két vektor altal bezart szog 0° és 180° koz6tt valtozhat.

=

Vektorok skalaris szorzasa
A 7 és w vektorok skalaris szorzatat az 1.10 6sszefliggés értelmezi:

vew=|0|-|w|-cosa,, (1.10)

A fenti definiciébdl a kdvetkezOket allapithatjuk meg:
e Hao <a,, <90 akkor0<vew
e Haa,, =90 akkor vew =0
e Ha90' <a,, <180° akkor 7ew <0
6



Skalaris szorzat kiszamitasa a vektor koordinataibol

1.1 tétel:

A 7 és w vektorok skaldris szorzata a vektorok koordinataibdél a kévetkezo
Osszefliggéssel szamithato:
TeWw=v,w,+v,-w,+v,-w, (1.11)
Bizonyitas:
0

Toj:|f|-|j|.c0590°:()—)f.kzj—.];:()

Tew= (v T+vy - j+v,k)e(wy - T+wy, - J+w, k)=
0 0

1 0 1
[angan fougn ¥ - 71 (g [
= Uyt Wy l°l+UX'Wy'l°]+Ux'Wz'l°k+vy'Wx'j°l+vy'Wy']°]
0 0 0 1
—~ — — gy

+vy W Jek v, wykeT+v, wyckeJ+u, w, kek
=V W 0w, U W,
Vektorok szégeinek kiszamitasa a vektorok koordinataibol
1.2 tétel:
A 7 és w vektorok altal bezart szog a kovetkez6 Gsszefiiggéssel szamithato:

Vi Wy +0y Wy +0,- W5
cos ay,, = Y Y

, hav#0, w0 (1.12)
\/vxz+vy2+vzz-\]wx2+wy2+wzz
Bizonyitas: y

vew Ve Wy vy wy, H U, 0w,

vew = |U|"|W|"*cosay,, = COSa,, = =
171~ 1wl < oWl o v, v, W+ wy %+ w2

Vektorok vektorialis (kereszt) szorzata

A 7 és w vektorok vektoridlis szorzata a 7 x w vektor, amelyet az alabbiak szerint
értelmeziink:

o |[VXW|=|V||W|"sinay,
e ¥V xw merdleges a v és w vektorok altal meghatarozott sikra
e ¥, W és v xw jobbsodrasu rendszert alkotnak

VXW

5. abra. A v xw vektor iranya és értelme

1.3 tétel: A vektorialis szorzas antikommutativ:
UXW=—-—WX7UD
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Bizonyitas:
A fenti 0sszefliggés a vektorialis szorzat definicidjabdl kézvetlenil adodik.

1.4 tétel:
Ha a ¥ vektor parhuzamos a w vektorral, akkor ¥ x w = 0.

Bizonyitas:
Ha v vektor parhuzamos w vektorral, akkor «,,, = 0° vagy 180°.
0

- — - — /'—— — _ —
> |[vxw| = 7] |w|-sina,, =0 = UXw=0

A vektorialis szorzat kiszamitasa a vektorok koordinataibol

1.5 tétel:

A vektoridlis szorzat az aldbbi 0Osszefliggéssel szamithaté a vektorok
koordinataibol:

Bizonyitas: ~
Ixj=k, ixk=—-j, JxXk=1

IXi=Jxj=kxk=0 (1.4 tétel szerint.)

TXW= (v T+v, J+v, k)X (We T+w, - J+w, k)=
0 k -J -k 0
s e s —~ s

S U Wy UX T+ U Wy " UX J U Wy IX Uy W JXTH D, Wy, X

+U, W XKV W KX T+ U Wy, kX v, W,k Xk

=(vy w,— v, wy) T+ W, we— v w,) T+ (Ve wy — vy, o wy) ok

~ X

Kovetkeztetésképp:

vy W, — U, Wy,
17XV_V=<UZ'Wx_vx'Wz> (1.14)

Uyt Wy — Uyt Wy

Eljaras a vektori szorzat kiszamitasara
A vektoridlis szorzat az 1.12. 6sszefliggéssel szamithatd. Problémat jelent, hogy

a fenti 6sszefliggés nehezen megjegyezhet6. Most bemutatunk egy eljarast,
amelyre lényegesen konnyebb emlékezni, és amely hasonlé a matrixok
determinansanak kifejtéséhez:



vt J
v, v v, _ Uy U
_ _ y z x z x y
vxw=\|v, v, v,|=1" —-J- +k- |
x Yy z wy, W, w, w, Wy Wy
Wy w, W,

=i"(Uy'MQ-—1@'M@)-—f'ﬁ&'MQ-lQ'MQ)4-E'(UX'M®-—1®'MQ)

vy W, — U, Wy
=V, we—vw,

Vy Wy — Uyt Wy

A vektorialis szorzat nagysaganak geometriai jelentése
1.6 tétel:

A 7 és w vektorok vektoridlis szorzatanak nagysaga egyenl6 az altaluk kifeszitett
paralelogramma tertletével.

[vxw|=T

VXW

Bizonyitas:

Felirva a vektori szorzat nagysagat, és felhasznalva a paralelogramma terilet
képletét:

15 % w| = |5] - |W| - sinay, =T (1.15)

Helyvektor

A P pont 7, helyvektora definicié szerint a koordindtarendszer kezd6pontjabol
a P pontba mutatod vektor.

*«1P(XP7yP’ZP)

»
»

Ye

6. abra. Helyvektor
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Top =Xp T+ Yp J+2zp-k,

Xp
Top = <}’P> (1.16)

Zp

Oszlopvektoros alakban:

Szamitasai feladatok

1. feladat

Adott harom vektor koordinataival:

a=25-1+427-3k

b=-351+57+6k

€=32T+2j—48"k

a) Szamitsuk ki a (@ —b) « ¢ vektort.

b) Szamitsuk ki a @ x b és b x a vektorokat.

c) Szamitsuk ki azon é; és &, egységvektorokat, amelyek mer6legesek az a és
b vektorok sikjara.

d) Szamitsa ki az e, és ¢ vektorok altal bezart szoget.

Megoldas:
a)

2,5 -3,5 3,2
a=<4,2>,13=< 5 ),c_=< 2 )
-3 6 —4.8
2,5 -3,5 3,2 6 3,2
s (T £ EARCIN
-3 6 —4,8 -9 —4,38

=6-32+(—-08)-2+(-9)-(—4,8) = 60,8
b)

_/25\ [-35 I j k
axb=(42]|x| 5 |=|25 42 -3
-3 6 -35 5 6

_T.|4,2 —3|__. 25 -3 2.5 4,2|
s 6l -35 6 35 5

=1-(42-6-(-3-5)—j(25-6-(-3--35)) +k

|+E-

(2,5:5—(42--35)) =40,2-1—45-7+272k

40,2
axb= (—4,5)
27,2

—40,2
Exd=—(axl3)=< 4,5 >

~27,2
c)

10



40,2
<_4’5>
27,2 3

| J(402)2 + (—45)2 + (27,2)2 4873

—0.825
e_z = —e_l = 0.092

—0,092
0,558

(40,2)
—-4,5
27,2) _ ( 0,825 )

—0.558
d)
e, e¢ 0825-3,2+4(=0,092-2) + (0,558 - —4,8)
COS @, c = 72 — = =—-0,0367 = a, . =921°
el - lel 1-/(32)7 + (2)% + (-48)?
2. feladat

Két pont adott koordinataival:

A=(-2;4;8), B=(4;—-8;4).

a) Szamitsuk ki az A és B pontok tavolsagat!

b) Szamitsuk ki az 7,, és 7,z vektorok altal bezart szoget!

c) Szamitsuk ki azt az egységvektort, amely merdleges az 0A4B sikra!

Megoldas:
Javasoljuk, hogy készitsen abrat a megoldas el6tt.

-Gl

-2 4

Toa=| 4 |, 7o =|—8

8 4
=—0.089 = aupg =95,1°

dap = |Tapl = |f03 _‘FOAl =
|F0A| y |7:03| B

=/(6)2 +(-12)2 + (-4)2 = 14

b)

coSs (ZAOB =
)
= = 0,894
Toaq X T, )
g =22 — 0,447
[Toa X Tosl 0
—0,894
52 = —él = _0,447

0

Toa ®* ToB

3. feladat

Harom pont adott koordinataival:
A=(3;50), B=(0;-2;3), C=(-40;2)
Szamitsuk ki az ABC haromszog teriletét!

Megoldas:
Készitsiink dbrat a megoldas eldtt.

3 0 —4
Toa = <5>/ Top = <—2>/ Toc = ( 0 )
0 3 2

11



Tup = Top — Toa = (—7), Tac = Toc — Toa = <_5>
3 2

|Tag| - |Tacl - sina |7ap X Tacl
T, = AB AC2 BAC _ ABZ acl _ 1859

2. Geometriai optika

Az optika vagy fénytan a fizikanak a fény és altalaban az elektromagneses
hullamok terjedésével és kézeghataron vald viselkedésével (fényvisszaverddés,
fénytorés) foglalkozé tudomanyaga. A fény kett6s természetli, egyarant mutat
hulldam és részecske tulajdonsagot. A geometriai optikaban eltekintiink a fény
hullamtermészetétdl, és a Iényegesen egyszerliibb fénysugar modellt
alkalmazzuk. A fénysugar egy idedlisan vékony parhuzamos fénynyaldb,
amelyet egy irdnyitott geometriai egyenessel modellezink.

2.1 Fényvisszaverodés és fénytorés torvényei, a teljes
visszaverodés jelensége

Amikor a fénysugar két optikailag eltér6 tulajdonsagu kozeg hatarfelliletéhez
érkezik, akkor az alabbi folyamatok mehetnek végbe:

e Az els6 kozegbdl érkez6 fénysugar részlegesen vagy teljes mértékben
visszaverddik a kézeghatarrol.
e A fénysugdr megtorik a kozeghataron és behatol a masodik kbzegbe.
A torvényeket az aldbbi harom pontban foglalhatjuk 6ssze:

e A bees6, a visszavert és a megtort fénysugar, valamint a beesési
meréleges egy sikba esnek.

Beesés merdleges

v

Visszavert fenysugar

Beesd fényugar

Edzeghatar

b2

Megtdrt fénysugar

7. abra. Fénysugar viselkedése kézeghataron
12



A beesési és visszaverddési szogek egymassal egyenlOk
(fényvisszaverédés torvénye)
a1=0£1' (21)

1 . .
Ibeesr35| merdleges

beesd fénysugar

1
1
1
1
| visszavert fénysugar
1

1

kozeghatar

8. abra. Fénysugar visszaverbédése sik kézeghatarrol
Ha a koOzeghatar nem sik, hanem gorbult feltlet, akkor a beesési
merGleges a felllet adott pontbeli érintésikjara merdleges.

1 .. .
Ibeesr35| merdleges

beesd fénysugar

1
1
1
1
| visszavert fénysugar
1

1

erintdsik

L

I
1
I
2 1 kdzeghatar
1
1
1
1

9. dbra. Fénysugar visszaverédése gorbilt kozeghatarrdl

A beesési és torési szog szinuszainak hanyadosa megegyezik a fény
egyes és kettes k6zegben mért terjedési sebességeinek hanyadosaval.

sinaq _n (22)

sinay vy

13



(a5

1 < vy, Ny

2 Vg, T

10. dbra. Fénysugar torése kbzeghataron

Optikai szempontbdl egy atlatszé kozeget az abszolit torésmutatdjaval
jellemezzlik, amit a vakuumban mért (c), valamint az adott kézegben vett (v)
fénysebességek hanyadosaként értelmeziink.
n= § (2.3)

A fenti definiciébdl adéddéan a vakuum abszollt térésmutatdja 1.

n= E =1 (2.4)
Az aldbbi tablazat néhany, optikai szempontbdl fontosabb k&zeg abszollt
térésmutatéjat mutatja.

KOZEG TORESMUTATO (n)
Vakuum 1
Leveg6 1,0003
Viz 1,33
Uveg (korona) 1,52
Uveg (optikai) 1,66

Kilénboz6 kdzegek abszolut térésmutatdi

A nagyobb abszolut térésmutatéju kézeget optikailag slr(ibbnek, mig a kisebbet
optikailag ritkdbbnak nevezziik. Szokas még értelmezni egy kézegnek egy masik
kozegre vonatkozé relativ torésmutatdjat. Példaul a kettes kdozeg egyes kdzegre
vonatkozo relativ térésmutatéja:

_r1_
nZ,l—Z—

=22 (2.5)

n

KRR

14



Azaz a relativ torésmutatd az abszolit torésmutaték hanyadosa a 2.5
Osszefliggés szerint A relativ térésmutato felhasznalasaval a Snellius-Descartes
térvény az alabbi formaban irhaté:

sinaq V1 ny
—_—=—_—=—=nNn 2_
sinay v nq 21 ( 6)

Azaz a beesési és torési szog szinuszainak hanyadosa megegyezik a kettes kdzeg
egyes kozegre vonatkozo relativ torésmutatdjaval.

Teljes visszaverddés jelensége
Erkezzen a fénysugar egy optikailag ritkabbodl egy optikailag strlibb kézegbe.

50

[ )

11. abra. Teljes visszaver6dés kézeghataron

Ahogyan az abrardl leolvashato, az a, beesési szoget névelve az a, torési szog
is novekszik. EQy apq.s beesési szognél a térési szog eléri a 90°-os értéket, azaz
a fénysugar nem hatol be a kettes kézegbe. Az a,,.4--nal nagyobb vagy azzal
egyenld beesési szogeknél a fénysugar teljes egészében visszaverddik a
kézeghatarrél. Az ap. SzOget a teljes visszaver6dés hatarszogének
nevezzik.

A hatarszog kiszamitasa:

Sin®paesr _ N2 _
et %2, (2.7)

sin90°
Tehat:
SiNApgpsr = Ny = Apgsr = arcsin(ng;) (2.8)
Feladatok
1. feladat

Egy viz alatt is hasznalhatd optikai eszkdz ablaka vastag kvarclivegbdl készilt
siklap, amelyre egy vizbdl érkez6 fénysugar 45 fokos beesési szoggel érkezik.

Adatok: n,;, = 1,33, Ngyey = 1,63

15



N4

a) Mekkora a fénysugar visszaverddési szoge?
b) Mekkora az livegablakba bejutd fénysugar torési szége?

Megoldas:

a) A visszaverddési sz6g egyenl6 a beesési szoggel, tehat:

a = a =45

b) Az lveg vizre vonatkozd relativ torésmutatéja az abszolUt torésmutatok
hanyadosa, azaz:

Niyeg 1,63
ni’weg,viz = T = ﬁ = 1,226

A Snellius-Descartes torvény alapjan:

sina p . sina _ sin45’ 35 27°
— = n; —— = arcsin = arcsin = )
sinf weg.viz Niveg,viz 1,226

2. feladat

Egy d vastagsagu Uveglapot vizbe helyeziink. A vizbdl érkez6 fénysugar o
beesési szoggel érkezik.

Adatok: n,;, = 1,33, Ny, = 1,63, d = 10[mm], a = 60

| |
| |
| |

al |
A 1
%

a) Mekkora a fénysugar térési szége az Gveg tulso oldalan?
b) Mekkora az eltolddas a két fénysugar kozott?

16



Megoldas:

a) Az lveg vizre vonatkozo relativ térésmutatoéja:

_ Mgeg 1,63

nilveg,viz - Nyiy - ﬁ

A Snellius-Descartes torvény alapjan:

sina ~ sina _ sin60°

W = Nipegriz = P = arcsin R = arcsin 1226
Az (iveg tulso oldalahoz a fénysugar g beesési szoggel érkezik.
A viz Gvegre vonatkozd relativ torésmutatdja:

nviz,ﬁveg = T::]Tl; = 1:22 = 0’816

A Snellius-Descartes térvény alapjan:

sinf8 ~ sinf  sin44,94° .

siny = Npiziveg = ¥ = aresin Momives = arcsmw =60

Azaz a y torési sz0g megegyezik a korabbi a beesési széggel, ebbdl adéddan az

Uveglapra beérkez6 és onnan tavozoé fénysugarak parhuzamosak egymassal.

= 1,226

= 44,94’

b) ABC derékszégl haromszogben:

d B 10
—_— = = = =
ag = cosh cosB  cos 44,94°

ABD derékszog( hdromszogben az A csucsnal 1évé szog egyenld a — g -val, igy:

= 14,13[mm]

A o o
T i sin(le —B) = A= AB -sin(a — B) = 14,13 - sin(60 — 44,94) = 3,67[mm]

Erdekességek

A teljes visszaverddés jelenségének egy fontos miiszaki alkalmazasa az optikai
szal. Az optikai szal egy igen tiszta, néhany tiz (a technoldégia megjelenése idején
még néhany szaz) mikrométer atmérdjli ivegszalbdl és az ezt korilvevo, kisebb
optikai torésmutatéju héjbdl allo vezeték. M(ikodési elve a fénysugar teljes
visszaverddésén alapul: A fénykabel egyik végén belépd fénysugar a vezeték
teljes hosszan tobbszori teljes visszaverddést szenved el, igy a vezeték hajlitasa
esetén is — minimalis energiaveszteséggel - a szal masik végén fog kilépni.

Ezt a tulajdonsagot kihaszndlva az optikai szalak rendkivil alkalmasak digitalis
informacid-tovabbitasra. A fénysugarnak készénhetben hatékonyabbak, mint a
hagyomanyos rézvezet6jl csavart érparas UTP-kabelek. A telekommunikacidban
joforman minden hosszUtavu gerinchalézat optikai kabeleket hasznal az
adattovabbitasra hatékonysaga, valamint nagy tavolsagokon az egységnyi
savszélességre juté joval alacsonyabb  fajlagos  kéltségei  miatt.
[https://hu.wikipedia.org/wiki/Optikai_sz%C3%A1l] Az aldbbi abra egy optikai szal
felépitését szemlélteti:

17


https://hu.wikipedia.org/wiki/Optikai_sz%C3%A1l

12. abra. Az optikai szal felépitése

2.2 Képalkotas tiikrokkel és lencsékkel

Egy optikai eszk6éz egy targyrdl alkothat valédi és latszélagos (virtualis)
képet. A valodi kép esetében a targy egy adott pontjardl (P) érkezd széttartd
fénysugarat az optikai eszkdz Gjra egy pontba gy(jti 6ssze (P’). A P’ pont ekkor
a P pont valddi képe. A valddi kép egy ernyén felfoghatd. Virtudlis kép esetében
a targypontrol (P) érkez6 széttartd fénysugarak az optikai eszkdz utan is
széttartoak maradnak. A széttarto fénysugarak a szemeinkbe jutnak, és a szem,
mint optikai eszkdz leképezi Oket az ideghartyara. (Ekkor valodi kép csak az
ideghartyan keletkezik.) A szemink a targypont képét ott érzékeli, ahol a
szemiinkbe érkez06 széttartd sugarak optikai eszk6z mogotti meghosszabbitasai
metszik egymast (P'). A P’ a P pont virtualis képe.

2.2.1 Siktiikor képalkotasa
Az alabbi abran megszerkesztettiik egy targy (T) siktlkor altal alkotott képét
(K).

p ! ! P
M N —E
. T
T T K Optilcai
« 0p -~ " tengely
Q o Q
>

13. dbra. Siktukor képalkotasa

A fényvisszaver6dés torvénye szerint, az optikai tengellyel parhuzamos

fénysugar énmagaba verddik vissza, mig az optikai kozéppontba (0) beesd és

onnan visszavert sugar optikai tengellyel bezart szégei egymassal egyenlék («'=

) Az abran lathato, hogy siktlikor esetében a kép virtualis. Felhasznalva, hogy
18



a 0OPQA haromszég hasonld a OP'Q’'A haromsz6gh6z, a nagyitas is kiszamithato
az alabbiak szerint:

N=%= |§|=1 (2.9)
A nagyitas a képnagysdag és a targynagysag hanyadosaként értelmezzik. A targy
tavolsag mindig pozitiv mennyiségként értelmezett, mig valds kép esetén a
képtavolsag pozitiv, latszolagos kép esetén pedig negativ elGjelet kap, ezért
szlikséges a 2.9 egyenletben az abszolut érték jel.

2.2.2 Gombtiikor képalkotasa

Homora gombtiikor

A homoru gombtikor az optikai tengellyel parhuzamos fénysugarakat kozelitéleg
egy pontban, a fokuszpontban (F) gyUjti 0ssze. A kozelités annal pontosabb
minél kisebb a tlkor félnyilasszoge (¢).

C F
x«lgf—»

14. dbra. Homoru gombtikoér geometriai jellemzoi és fékuszpontja

Feltételezve, hogy a ¢ félnyildssz6g kicsi, (¢ < 10°) a fokuszpont mar
ténylegesen egy geometriai pontnak tekinthet6. Hatdrozzuk meg ekkor a
fokuszpont gorbulleti kozépponttdl (€) mért tavolsagat (x)! A CFAA
haromszogben a szinusztételt alkalmazva:

x sin sin
ISP L x=R-—"% _ (2.10)
R sin(180 -2¢) sin(180 -2¢)

felhasznalva, hogy
sin(180° — 2¢) = sin(2¢p) (2.11)

_ . sing
x=R b (2.12)

Ha ¢ < 10°, akkor sing =~ ¢, tehat:
~R-2 _R
x~R 20" 2 (2.13)
Azaz a fékusztavolsag:
f=R—sz—§=§ (2.14)
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A tovabbiakban feltételezzik, hogy a tukor félnyilasszogére teljesll, hogy ¢ <
10°, igy a fokusztavolsag a gorbileti sugar fele.

Dombora gombtiikor

A dombord gombtiikoér az optikai tengellyel parhuzamosan érkez6 sugarnyalabot
széttartéva teszi. A visszavert sugarak tikor mogotti meghosszabbitasai
azonban kozelit6leg egy pontban, a fékuszpontban (F) metszik egymast. Ha a
tlkor félnyilasszoge kisebb, mint 10°, akkor a fékuszpont egy geometriai pontnak

tekinthet6, amelynek optikai kdzépponttdl mért tavolsaga:
R

f=5 (2.15)

15. dbra. Domboru gémbtikor fokuszpontja

Gombtiikor leképezési torvénye:

Szerkesszilk meg a homord gombtikor egy targytol (T) alkotott képét (K)! A
szerkesztéshez szlikséglink lesz a nevezetes sugarmenetekre. Ezek az alabbiak
(16. abra):

e Az optikai tengellyel parhuzamos fénysugar (1) a fékuszponton (F)
keresztil verddik vissza.

e Az optikai kézéppontba (0) bees6 fénysugar (2) az optikai tengelyre
szimmetrikusan verddik vissza.

e A fékuszponton (F) keresztll érkez6 fénysugar (3) az optikai tengellyel
parhuzamosan verddik vissza.
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16. abra. Homoru gombtiikor nevezetes sugarmenetei

Az FQ'P'A és az FOAA haromszdgek hasonldak, tehat:
K

_ ks
7= (2.16)
Az OP'Q'A és az 0PQA haromszogek hasonldak, tehat:

K k

A két egyenletet 6sszevetve:
k_ k=f _k_
="l=2-1 (2.18)

T
Mindkét oldalt osztva k-val:
1

1
t f

-+ (2.19)

Tehat:

1 1 1
A fenti 0sszefiiggés a gombtiikor leképezési torvénye.
Homorld gombtikor esetén a leképezési torvény alkalmazasanal az alabbi

eléjelszabalyokat kell figyelembe venni:

e A gOrbuleti sugar, igy a fokusztavolsag is pozitiv.

e A targytavolsag mindig pozitiv.

o Valddi kép esetén a képtavolsag pozitiv, virtudlis kép esetén negativ.
Szerkesszilk meg a domboru gombtikér egy targyrdl alkotott képét! A

szerkesztéshez itt is szlikséglink lesz a nevezetes sugarmenetekre. Ezek az
alabbiak (17. abra).

Nevezetes sugarmenetek:
e Az optikai tengellyel parhuzamos fénysugar (1) Ugy verddik vissza,

mintha a fokuszpontbdl (F) indult volna.
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e Az optikai kozéppontba (0) bees6 fénysugar (2) az optikai tengelyre
szimmetrikusan ver6dik vissza.

e A fékuszpontba (F) iranyulé fénysugar (3) az optikai tengellyel
parhuzamosan verddik vissza.

-m__-i_.P
i - 3 .
I ° o _~Pe
3 N;«':T'\\j C
7 ;
0 \K
—
- t - f—

17. dbra. Domboru gémbtikér nevezetes sugarmenetei

Dombord gombtiikor esetén a leképezési torvény pont olyan formaban igaz, mint
homord géombtikor esetén, azaz:

1 1
=4
k

: (2.21)

Dombord gombtikor esetén a leképezési torvény alkalmazasaval az alabbi
el6jelszabalyokat kell figyelembe venni:

1
t

e A goOrblleti sugar igy fokusztavolsaga is negativ.
e A targytdvolsag mindig pozitiv.
e Valddi kép esetén a képtavolsag pozitiv, virtudlis esetén negativ.

2.2.3 Lencsék képalkotasa

Az optikai lencse egy attetsz6 anyagbdl készilo, két gémb vagy egy gomb és
egy sikfelllettel hatarolt lemez, amely a rd esé fénysugarakat 6ssze-, vagy
széttartova teszi. A lencséket, amelyek Osszetartova teszik a fénysugarakat,
gyljt6-, amelyek széttartova, szorolencséknek nevezzik. A gy(jtélencsék -
feltéve, hogy optikailag slirlibb anyagbdl készillnek, mint a kérnyez6 kézeg -
kézépen vastagabbak, mint a szélikon. Ebbdl adéddan azok dombord lencsék.
Szoérélencsék esetén forditott a helyzet, igy azok homoru lencsék.

Az alédbbi abra a kiilonb6z6 lencsetipusokat szemlélteti.
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§

Kétszeresen dombori Sikdombord L .
N Pozitiv meniszkusz
(bikonvex) (plankonvex)
Kétszeresen homort Sikhomord . :
. z Negativ meniszkusz
(bikonkav) (plankonkav) 9

18. abra. Gyl(ijto és szérolencsék tipusai

Nevezetes sugarmenetek:
Az alabbi abrak a gy(jt6 és szdrdlencse nevezetes sugarmeneteit mutatjak:

Optikai tengely

Optikai tengely

19. dbra. Gyljt6 és szordlencse nevezetes sugarmenetei
23



Gyiijtdélencse

Az optikai tengellyel parhuzamosan érkez6 fénysugarak kozelitoleg egy
ponton a fokuszponton (F) haladnak at.

Az optikai kozéppontba (O) beesd fénysugarak iranyvaltas nélkul
haladnak tovabb.

A fokuszponton keresztil érkez6 fénysugarak az optikai tengellyel
parhuzamosan haladnak tovabb.

Itt bizonyitas nélkll kozoljik, de belathatd, hogy a két fékuszpont optikai
kézépponttdl mért tavolsdga egymassal egyezo.

Szorolencse

Az optikai tengellyel parhuzamosan érkez6 sugar Ugy halad tovabb,
mintha a fokuszpontbdl (F) érkezett volna.

Az optikai kozéppontba (O) beesd fénysugarak iranyvaltas nélkul
haladnak tovabb.

A fokuszpontba iranyulé fénysugarak az optikai tengellyel parhuzamosan
haladnak tovabb.

Lencse toroértékének (dioptria) kiszamitasa

Itt csak az idedlisan vékony lencsék esetével foglalkozunk. Idedlisan vékony
lencsérdl akkor beszéllink, ha annak vastagsaga elhanyagolhatdé az atmérdjéhez
képest. A fenti esetben a lencse tor6értéke (fokusztavolsaganak reciproka) az
alabbi Osszefliggéssel szamithato:

1_
f

D= (n—1)-(Ri1+i),D = 3] (222

Rz

20. abra. Lencse jellemz6 adatai a toréérték kiszamitasahoz

A fenti Osszefliggésben n a lencse anyagdnak kozegre vonatkozd relativ
térésmutatdja, R, és R, a lencse hatarolo fellleteinek gorbuleti sugara. Domboru
felllet esetén a gorblleti sugar pozitiv, mig homorl esetén negativ. Ha a
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hatarolé felllet sik, akkor R=o. A fentiekbdl addéddéan a gylijté lencsék

fokusztavolsaga pozitiv, mig a szdordlencséké negativ.

Lencsék leképezési térvénye:

Az alabbi dbra alapjan levezethetjliik a vékony lencsék leképezési torvényét:

»

21. abra. Gy(jt6lencse altal alkotott kép szerkesztése

Az OFS és Q'FP' haromszdgek hasonldak, tehat:
K

K= % (2.23)

T

Az OQP és 0Q'P' haromszdgek szintén hasonléak, vagyis:
K k

=t (2.24)

T
A két egyenletet 6sszevetve:

K_kf _k_
r=tl=t-1 (2.25)

A fenti egyenletbdl:

1 1 1 1 1 1
e ?+

IETEL L (2.26)

Azaz vékony lencsékre ugyanaz a leképezési torvény érvényes,
gdmbtikrokre.
ElGjelszabalyok a leképezési torvény alkalmazasahoz:

e Domboru lencse fokusztavolsaga pozitiv, szérd lencséé negativ
e A targytavolsag mindig pozitiv
e Valddi kép esetén a képtavolsag pozitiv, virtualis esetén negativ.

Feladatok
1. feladat

mint

Egy méterrudat elhelyeziink egy konvex gombtlkor optikai tengelyében. A tikor
fokusztavolsaga 40[cm]. A méterrud tikoérhdz kozelebbi vége 60[cm] tavolsagra
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van a tukor felszinétdl. A méterrad két végére egy-egy 5[cm] magas sakkfigurat
helyezlink, az optikai tengelyre merélegesen alld helyzetben.

| 100 [cm] | 60 [cm] (;- 40 [em]
|

a) Milyen hosszu lesz a méterrud tukor altal Iétrehozott virtualis képe?
b) Milyen magasak a sakkfigurdk a virtudlis képen és hogyan helyezkednek el?

Megoldas:

a) A leképezési torvénybol:
1 1 1 t-f
FTite Tk

f = —40[cm]

t; = 60[cm]

_tif  60-(—40)  —2400
k=TT s0=(=a0) - 100~ Aeml
f = —40[cm]

t, = 160[cm]
t, " 160 - (—40 —-6400
ki = 2 S _ ( ) _ = —32[cm]

t,—f 160—(—40) 200
A méterrid képének hossza:
lk; — ky| = |-32 — (—=24)| = 8[cm]

b) A tikoér nagyitasa:

K k
N=7r="%
A kozelebbi figura:
T, = 5[cm]
t; = 60[cm]
k, = —24[cm]

kq —24

N1 =—E= —K= 0,4

Ki=T,-N,=5-04 = 2[cm]
A tavolabbi figura:

T, = 5[cm]
t, = 160[cm]
k, = —=32[cm]
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Ny=——= ———= 10,2
z t, 160

KZ = T2 'NZ = 5'0,2 = 1[Cm]
2. feladat

Egy dombord gombtikor fékusztavolsaga -25[cm]. Milyen tavol helyeztik el a
targyat a tikortél, ha a targy virtualis képe 15,38[cm]-re jelenik meg?
Megoldas:

f =-25[cm]

1 = —15,38[cm] (negativ, mivel virtualis a kép)

A leképezési torvény:

1_1+1
f t k
1 = —0,04 + 0,065 = 0,025
t f k -25 -1538 A

1
t= 0,025~ 40[cm]

Vagyis a tukortdl a targyat 40[cm]-re helyeztik el.

3. feladat

Egy mindkét oldalan dombord vékony gyUjtélencsét nagyitoként hasznalunk. A
lencse elllsé és hatso fellletének gorblleti sugara 20 és 15[cm]. A lencse
anyaganak abszolut térésmutatdja n;,eee = 1,52

a) Mennyi a lencse fékusztavolsaga levegében?

b) Mennyi a lencse fokusztavolsaga vizben? (n,;, = 1,33)

c) Flgg-e a fékusztavolsag attdl, hogy a lencse melyik oldalat forditjuk a fény
felé?

Megoldas:
1 1 1
a)f= (n—l)-(%+%) - @52-1)(5+2) T 006 16,5[cm]
b) A lencse vizre vonatkozé tdrésmutatdja:
Niencse 1,52
n iz = = =114
lencse,viz N, 1’33
f : : 61,2[cm]
- = = = cm
-1 (r+1 - (+L 0,016 ’
-1 (F+7) QU-D-(5+3)
1 1 1
c)f= D (Zra) T GsD(ZL) 006 16,5[cm]

f : : L 165[em)
- = = = cm
(2421 —-1-(X4+L) 006 ’

(n 1) (T1 + rz) (1'52 1) (15 + 20)

Azaz nincs klilonbség.
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4, feladat

Egy 15[cm] fékusztavolsagu gyljté- és egy szintén 15[cm] fékusztavolsagu
szordlencsébdl all6 optikai eszkoz képalkotasat vizsgaljuk. A két lencse
egymastdl mért tavolsaga 60[cm]. A gyUjt6lencsétél 25[cm] tavolsagra
elhelyezlink egy 1,5[cm] magassagu targyat.

a) Hol jelenik meg az eszkoz altal alkotott éles kép?
b) Valods vagy virtuadlis a kép?

c) Mekkora lesz a mérete?

d) Normal vagy forditott allasu?

Megoldas:
a) L, lencse f; = 15[cm], t; = 25[cm]

a képtavolsag:

1 1 1 ty - 25-15
Rl A 1f1=

i ik tp—fi 25-15
L, lencse f, = —15[cm], t, = 60 — 37,5 = 22,5[cm]

a képtavolsag:

1 1 1 tz ' f2 22,5 " (_15)

=t >k, = = = —9[cm
fz t k 2Tt~ f, 225—(-15) Lem]

Tehat a kép a két lencse kozott lesz, a masodik lencsétdl 9[cm]-re.

= 37,5[cm]

b) Mivel a képtavolsag negativ, ezért a kép virtualis lesz.
c) L, lencse nagyitasa:
k, -375
B T
K, kép magassaga:
K, =N, Ty = —15-1,5 = —2,25[cm]
L, lencse nagyitasa:
k, -9
L 2250 04
K, kép magassaga:
K, =N,-T, = —0,4-(—2,25) = —0,9[cm]

N; =

N, =

d) Tehat a kép magassaga 0,9[cm], kicsinyitett és mivel K, negativ ezért forditott
allasu.

3. A klasszikus mechanika alapjai

A tovabbiakban az anyagi pont mechanikajaval foglalkozunk, el6szor
kinematikaval, majd kinetikaval. Ha a vizsgalt test mérete elhanyagolhatd az
adott mechanikai problémdaban szerepld egyéb méretekhez képest, akkor a
testet anyagi ponttal modellezziik. Az anyagi pont egy geometriai pont,

amelyhez hozzarendelhetjik a tomegét.
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A kinematika feladata a mozgas leirdsa, ehhez vezet be mozgasjellemzé
mennyiségeket (hely, sebesség, gyorsulas) és megadja kapcsolatukat.

A kinetika bevezeti az er6 fogalmat, mint az anyagi pont és kornyezetének
mechanikai koélcsonhatasat jellemz6 fizikai mennyiséget, majd azt vizsgalja,
hogy adott er6k hatadsa alatt hogyan fog mozogni az anyagi pont (milyen hely-,
sebesség- és gyorsulas-idd fliggvény szerint) vagy forditva, hogy a pont egy
eldirt palyan vagy felileten torténé mozgasahoz milyen erék sziikségesek, hogy
azt biztositsdk. Az els6 esetben szabad, a masodikban kényszermozgasrdl
beszélink.

3.1 Anyagi pont kinematikaja

3.1.1 Mozgasleiras skalaris mennyiségekkel

Az anyagi pont mozgdasa soran egy tér- vagy sikgérbén halad, amelyet a mozgas
palyajanak nevezink (22. abra). Ha a mozgas palyaja adott, akkor azon az
anyagi pont helye egy elGjeles skaldrmennyiséggel megadhatd. Ehhez jel6ljik ki
a palyan egy 0 vonatkoztatasi pontot, és egy pozitiv iranyitast.

2\

P  Palyairanyitasa

\

Palya
22. abra. A palyakoordinata értelmezése

A P anyagi pont helyét a palyan az 0-tél mért eldjeles ivhossz (s) — amelyet
palyakoordinatanak vagy ivkoordindtanak (periodikus mozgads esetén
kitérésnek) nevezliink - egyértelmlien meghatarozza. Ha a P pont az 0 pont
pozitiv oldalan van, akkor s pozitiv, ha az 0 pontban, akkor nulla, egyébként
negativ. Igy, szemléletesen szdlva, a palya egy ,gérbe szamegyenes”, amelynek
kezddpontja az 0 pont. Az palyakoordindta SI egysége a méter (s=[m]).
Példaként tegylk fel, hogy a térképen ismerjik egy gépkocsi utvonalat, és az
utvonalon a nulla kilométerk6 pontos helyét. Ha megadjuk, hogy a kilométerko
mely oldalan, és attdl hany kilométerre van a gépkocsi, akkor megadtuk annak
pontos helyét a térképen.

Ahogy az anyagi pont halad a palyan, helyét id6rol-idére mas palyakoordinata
érték jellemzi. A palyakoordinatat megadva az egymast kovet6 pillanatokban,
megkapjuk az anyagi pont s(t) palyakoordinata-id6 fliggvényét.

3.1.1.1 Anyagi pont palya menti sebessége és gyorsulasa

A palyan mozgd P anyagi pont helyét egyenl6, At id6kdzonként megjeloltik (Po,
Py, P2... 23. abra).
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23. dbra. A mozgd anyagi pont palyakoordinatai

Asqg =51 — Sy, As; =5, —5;, As, =53 —5;
Abrézoljuk a palyakoordinatat, mint az id6é fuggvényét (24. abra). Az &bran
lathatd esetben a As; ivhosszak monoton ndnek az iddvel, tehat a mozgas
sebessége novekszik.

24. abra. Palyakoordinata-ido fliggvény
Ezt kovetdéen értelmezhetjik a pont atlagos és pillanatnyi palya menti
sebességét.
Atlagos palyamenti sebesség a [to,t1] id6tartamon

As, s(t1)-s(tg) m
vfto ty] =52 = T, (3.1) v =[]

Pillanatnyi palyamenti sebesség a to pillanatban

s ste-st) _ dsy
v(to) = AI%TO At tllirtlo (ti-to) ~ at’ (3-2)

Azaz a v(t,) sebesség az s(t) fliggvény t, pillanatban vett id6 szerinti derivaltja.
Adjuk meg az anyagi pont sebességét az egymast kdvet6 pillanatokban:
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25. abra. A mozgd anyagi pont palyamenti sebességei

Avy =v, — vy, Avy =v, — vy, Avy, =13 — 1,
Abrézoljuk az anyagi pont palyamenti sebességét az id6 fiiggvényében:

t0 tl t2 t3 t
26. abra. Sebesség-id6 fuggvény

Ezt kovetden, a palyamenti sebesség mintajara, értelmezhetjik az atlagos és
pillanatnyi palya menti gyorsulas fogalmat.
Atlagos palyamenti gyorsulas a [to,t1] idétartamon

Av, v(t1)-v(tg)
alty, t;] = A—to = #too (3.3)

Palyamenti gyorsulas a to pillanatban

= lim A% = iy Pv(t) _ dv - 2]
W= = e —w GF e

Azaz a a(t,) gyorsulds az v(t) figgvény t, pillanatban vett idd szerinti derivaltja.
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3.1.1.2 Egyenletes és egyenletesen valtozé6 mozgasok

Most megvizsgalunk két specidlis mozgastipust, amelyek feladatmegoldas soran
gyakran el6fordulnak. Ezek az egyenletes és egyenletesen valtozé mozgasok.
Egyenletes mozgas esetén az anyagi pont azonos id6tartamok alatt egyenl6
palyaszakaszokat fut be.

Asqg=As; =As, =--=As,_;, (3.5)

s(t)=s(t,)

s(t, ;)

s(t,)
s(t,)
s(t,)

s(0)=s(t,) ¢

|

A 3.5 egyenletet a At id6tartammal beosztva, és az id6tartammal zérushoz
tartva:

27. abra. Egyenletes mozgas palyakoordinata-idé fiiggvénye

lim 22 = Jim 22 = |im 22 = ... = |jm &1 = tga (3.6)
At—0 At At—0 At At—0 At At—0 At
Ebbél adoédodan:
v(ty) = v(ty) = v(ty) = =v(t,—) = v =tga = allandé (3.7)

Azaz egyenletes mozgdas esetén a palyamenti sebesség allando, és az s(b)
figgvény képe egyenes, amelynek meredeksége a palyamenti sebesség értéke.
A 12. abran lathato ,nagy” derékszdgl haromszogbdl:

1:goz=v=M (3.8)

t-0
Innen adodik, hogy:
v-t=st)—s(0) = s@t)=s0)+v-t (3.9)
Igy egyenletes mozgéas esetén az a(t), v(t) és s(t) fliggvények:
a(t) =0, v()=v=allandd, s(t)=s(0)+v(0)-t
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Egyenletesen valtozé mozgas esetén az anyagi pont azonos idétartamok alatt
azonos sebességvaltozasokat szenved el.
Avy = Avy = Av, = =Av,_, (3.10)

A V(t)

v(B)=v(t,)

v(t, )

v(t;)
v(t,)
v(t,)

v(0)=v(t,)

A

T

o
.

28. abra. Egyenletesen valtozé mozgas palyamenti sebesség-idé6 fliggvénye

Az egyenletet a At id6tartammal beosztva, és az idétartammal zérushoz tartva:

i Aﬂ= i Aﬂ= Aﬁ:: i _Avn_1=
i e T
Ebbsl adddodan:
a(ty) = a(ty) = a(ty) = - = a(ty4) = a = tgp = éalland6 (3.12)

Azaz egyenletesen valtozd mozgas esetén a palyamenti gyorsulas allando, és az
v(t) flggvény képe egyenes, amelynek meredeksége a palyamenti gyorsulas.
A 28. abran lathato ,nagy” derékszogl haromszogbdl:

tgh =a =" (3.13)
Innen adodik, hogy:
a-t=v(@t)—v0) = vit)=v0)+a-t (3.14)

A tovabbiakban szarmaztatjuk a pont palyakoordinata-idd figgvényét.
A rovid At id6tartamok alatt a sebesség nem valtozik szamottevden, igy a
mozgas egyenletes mozgasnak tekinthetd. Ez a kdzelités annal pontosabb, minél
rovidebb a At idétartam. Igy a [0, t] idStartamon az anyagi pont altal befutott
palyaszakasz hosszat a kévetkez6képpen kozelithetjlk:

As = s(t) —s(0) = v(ty) - At + v(ty) " At + -+ v(t,_q) - At (3.15)
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At - 0 esetben a fenti kozelités mar pontos értéket ad, azaz:
s(t) —s(0) = Alzrr})(v(to) At +v(ty) At + -+ v(t,_1) - AY)  (3.16)

A

VO=V(t) Fom e ~

LV .

v(t) F-———— e - — - __
V(t) F-———————— ] W

vit) F-———p&—— = - _

v(O)=v(t,) | pemeeo -

I ' 1 I I I #
0=t, l t, l t, l 18 t l t =t
v(t,)- At v(t)- At v(t,)-At v(t, ,)-At

29. abra. A pélyakoordinata-id6 fliggvény szarmaztatasa egyenletesen valtozo
mozgas esetén

A v(ty) - At +v(ty) - At + -+ v(t,_,) - At Osszeg megegyezik a v(t) fliggvény ald

rajzolt téglalapok tertileteinek 6sszegével.

Ha At - 0, akkor a téglalapok terliletdsszege pontosan egyenld a v(t) fliggvény

alatti trapéz teriletével:

s(t) —s(0) = Trgappz =

v(0)+v(t) |
2

t (3.17)
Tehat:
v(t)

s(t) — s(0) = X2t = p(0) -t + 242 (3.18)

A fenti egyenletbdl:
s) = s(0) +v(0) -t + g- t?2 (3.19)
Tehat egyenletesen valtoz6 mozgas esetén az a(t), v(t) és s(t) fliggvények:
a(t) =a=alland6 # 0, v(t) =v(0) +a-t, st)=s0)+v(0) t+ g t?

A fenti példaban lattuk, hogy az anyagi pont altal befutott palyaszakasz hossza
megegyezett a sebesség-idé fliggvény gorbe alatti terlletével (trapéz
terlletével). A gondolatmenetbdl kdvetkezik, hogy ez tetszdleges v(t) fliggvény
esetében is igaz. Késébb matematikabdl majd latjuk, hogy a fenti goérbe alatti
terllet kiszamithatd, mint a v(t) figgvény [0, t] intervallumon vett hatarozott
integralja.
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Feladatok
1. feladat
Egy autd a 10-es kildméterkénél all, amikor egy mozdony allandd v sebességgel
elhalad mellette. Az elhaladas pillanatdban az autdé elindul, és &llando a
gyorsulassal (ldozni kezdi a mozdonyt. Mindkét jarmlvet anyagi ponttal

modellezzik.
g v
E a
| I >

0 1o fkn]

Adatok: v = 36 ["Tm La=2 [Sﬂz]
a) Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt éri utol az auté a mozdonyt! Adjuk meg

a jarmuvek helyét az utolérés pillanataban!
b) Szdmitsuk ki az autd palyamenti sebességét, amikor az utoléri a mozdonyt!

Megoldas:

a) Jeldlje az utolérés idejét t. Az autd sebessége a 10-es kildméterkénél: v(0)=0.
Smozdony (t) = s(0) + v -t =10000 + 10 - ¢ [m]

Saues(®) = $(0) +v(0) - £ + 52 = 10000 + 0 - ¢ + -2 [m]

Amikor az auto utoléri a mozdonyt:

Smozdony ®) = Sauté(t)

10000 + 10 -t = 10000 +t* - t>—10-t=0 = t=10[s]

A jarmdvek helye ekkor:

Smozdony () = Sauts(t) = 10000 + 10 - 10 = 10100 [m]

b) Az autd sebessége, amikor utoléri a mozdonyt:
Vaues(t) = v(0) +a-t = 0+2-10 =20 [2]

2. feladat

A Fold felszintél mért 500 [m]-es magassagbdl elhajitunk fliggblegesen lefelé egy
kévet 10 [m/s] nagysagu kezdGsebességgel. A légellenalldstdl eltekintlink, a
gravitaciés gyorsulas nagysaga 9,81 [m/s?].

Adatok: h(0) = 500 [m],v(0) = —10 [2].
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a) Szamitsuk ki, hogy a felszint6l milyen tavolsagban lesz a ké az eldobas utan
4 [s]-al!

b) Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt éri el a k6 a Foldet!

c) Szamitsuk ki a becsapoddaskor a k6 sebességének nagysagat!

Megoldas:
a) a=—-g=-981 %]
h(t) = h(0) + v(0) - t =22 = 500 — 10 - 4 — 2=+ 42 = 381,5 [m]

b)
Jeldlje az eldobas és a becsapodas kozott eltelt id6t t™.

h(t") = h(0) +v(0) - t* = £-t"* =500 = 10 - t* = 2= > = 0 [m]
A fenti egyenletbdl azt kapjuk, hogy:

4,905 t** +10-t*—500 = 0

£, = -10+ 100;4;,905-(—500) = ¢ =913 [s], t; = —11,17 [s]
fgy az eltelt id6:

t* = 9,13 [s]

c)

lv(t)] = |v(0) + g - t] = |-10 — 9,81 -9,13| = 99,57 [%]

3.1.2 Mozgasleiras vektormennyiségekkel

Az anyagi pont mozgasat mindig egy masik testhez, vagy testekhez viszonyitjuk,
amelyek Osszességét vonatkoztatdsi rendszernek nevezziik. A vonatkoztatdsi
rendszer matematikai leirdsa a koordinatarendszer. A koordinatarendszereknek
tobb tipusa van, itt csak a Descartes-féle derékszogl koordinatarendszerrel
foglalkozunk. A mozgasjellemzd vektormennyiségeket (pl.: hely, sebesség,
gyorsulas) ebben a rendszerben adjuk meg. Az anyagi pont (P) helyét a
koordinatarendszer origéjabdl a ponthoz hazott 7 helyvektorral adjuk meg (30.
abra).
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D P(GYi)

30. abra. A Descartes-féle derékszogli koordinata rendszer

A helyvektornak - és egyben a pontnak - térbeli mozgas esetén harom,
sikmozgas esetén két koordinataja van. Az egyes koordinatakat a 30. abra
értelmezi. A helyvektort altalaban az alabbi, oszlopvektoros formaban adjuk
meg:

X
7= <y) (3.20)

V4

3.1.2.1 Hely-ido fliggvény és vektorialis sebesség

Tlntessik fel az anyagi pont helyét egyenld At idOkozénként (Po, P1, P2, P3, ...
pontok, 31. abra)! Az egyes pontokhoz az i (t,), 7(t,), 7(t;), 7¥(t3), ... helyvektorok
tartoznak.

palya

31. abra. Mozg6 anyagi pont hely-id6 fliggvénye és sebessége
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A helyvektort megadva az id6 fliggvényében a pont hely-id6 fliggvényét kapjuk.

x(t)
() = <Y(t) (3.21)
z(t)

A hely-id6 fliggvénybe egy id6pontot helyettesitve megkapjuk az id6éponthoz
tartozo6 helyvektort.
Vezesslik be az elmozdulds vektort, mint két id6ben egymast kdvet6 helyvektor
kildnbségét. A késbbbi id6éponthoz tartozé helyvektorbdl vonjuk ki a korabbi
idéponthoz tartozét (31. abra). Azaz:

ATy =7, — Ty, A, =Ty —T,, AFy =73 —T,)
A pont atlagos vektoridlis sebességét a [t,t] id6tartamon az alabbi
Osszefliggéssel értelmezzik:

Blto ty] = T2 = 7““3_‘;“0) (3.22)

Tehat az atlagsebesség vektor iranya megegyezik az elmozdulas vektor
iranyaval. A At id6tartamot zérusra csdokkentve megkapjuk a pont pillanatnyi
vektoridlis sebességét a t, pillanatban. Matematikai megfogalmazasban:

_ e Mo . T(t)-T(ty) _ diy
v(to) = lim = =lm== = (3.23)

A At id6tartamot zérusra csokkentve az elmozdulas vektor befordul a P, pontbeli
érintd iranyaba, nagysaga pedig egyenldvé valik a befutott AS, palyaszakasz
hosszaval (32. dbra).

U(ty) # érintd

AT,
32. abra. A pillanatnyi sebesség iranya

Tehat a v(t,) sebességvektor irdnya a P, pontbeli érint6 iranyaval, nagysaga
pedig a P, pontbeli palyamenti sebesség nagysagaval egyezl:

15(to)| = lim 20l = u(te) | (3.24)

At—0

ATy

At

= lim
At—0

0
At

3.1.2.2 Vektorialis gyorsulas

A gyorsulasvektor értelmezéséhez tekintsiik a 33. abrat!
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sebesség hodograf

, g l az
palya

V A\_/O sebesség hodograf
ao (0
V3 Vi /-
a’ O' V2 AV
V -
p AVa2
b

33. abra. Sebesség hodograf. A gyorsulasvektor értelmezése és iranya

Az abra a, részén felrajzoltuk az anyagi pont palyajat és feltiintettiik rajta az
anyagi pont sebességvektorat néhany, egymast kovet6é idopillanatokban. Ezt
kévetden a sebességvektorokat az abra b, részén lathatd O’ pontbdl, mint k6z6s
kezddpontbdl felrajzoltuk. A sebességvektorok végpontjai — ha elég s(irln
vesszilk fel 6ket - egy gorbét rajzolnak ki, az uUgynevezett sebesség
hodografot. A gyorsuldst az abra b, része alapjan hasonldan értelmezziik, mint
ahogy azt a sebesség esetében tettlik. Csak most a Ar, elmozdulas helyett, a A,
sebességvaltozast hasznaljuk a definicidban.

Atlagos vektorialis gyorsulas a [to, t1] idétartamon

alto t;] = 22 = X220 (3 75)

At ti1—to
Pillanatnyi vektorialis gyorsulas a to idépillanatban

_oN e AR _ o B(t)=B(te) _ dPo
alto) = fim % _tlll—r}tlo ot —ac (3:26)

Mint korabban emlitettlik a sebesség a palya adott pontbeli érint6jének iranyaba
mutat. Ez alapjan a gyorsulas iranya az abra b) részén lathatd hodograf gorbe
érintdjének iranya. Az abra c) részén feltlintettiik a gyorsulasvektorokat. Fontos
eredményre jutunk, ha a gyorsulasvektorokat atmasoljuk az abra a) részére, a
palya megfelel6 pontjaiba. Lathatd, hogy a gyorsulas mindig a palya belseje
(homoru oldal) felé mutat.
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3.1.3 Specialis mozgasok
3.1.3.1 Mozgas allandé g gyorsulassal

Hozzunk mozgasba a vizszinteshez képest o szbgben, v(0) nagysagu
kezdOsebességgel egy anyagi pontot: Hajitsunk el példaul egy kddarabot, vagy
tlzeljunk egy agyuval! Ha a dobas/I6vés elég ,,nagy”, akkor a k6 méretei a palya
méretei mellett elhanyagolhatok, igy a kovet anyagi ponttal modellezhetjik.
Tekintslink el a Iégellenallastol, ekkor a kére csak a gravitacidos eré hat, amely
minden pillanatban a Fold tomegkozéppontja felé mutat. A k6 mozgasegyenlete:
mg=ma = a=g (3.27)
Tehat a gyorsulasvektor is a Foéld tomegkozéppontja felé mutat, és allandd g
nagysagu.

yA

/’4’—— =<
YO | ----— R I “~.

] e e At

x
~
(=)
~
x
—~
=s
XV

z

34. 4bra. Allandd g gyorsuldssal mozgd anyagi pont vektoridlis
mozgasjellemzdi
Vegylk fel egy derékszogl koordinatarendszert ugy, hogy a mozgas kezdeti
pillanatat jellemz6 7(0) és #(0) vektorok, valamint a g vektor az xy sikba essenek,
valamint a g vektor azonos iranyud, de ellentétes értelmil az y tengellyel (34.
abra). Ekkor a mozgas az xy sikban zajlik, igy a z koordinata a mozgas leirasaban
nem jatszik szerepet. A gyorsulds, a kezdeti sebesség, és hely koordinatai:
5=(5) 328 50 = (0)) = (o) ek 329 7O =(53)) 3309

A gyorsulds x iranyd komponense zérus, y irdanyud komponense allandé g
nagysagu. Ebbél adéddan a mozgas x iranyban egyenletes, y iranyban
egyenletesen valtozd. Tehat az anyagi pont gyorsulds-, sebesség-, és hely-ido
figgvényeinek x, y, és z komponensei:

a,(t)=0 v, (t) = v,(0) = alland6 x(t) = x(0) + v,(0) - t
a®O=-9g »nO=r0)-g-t () = y(0) + 1, (0) - t =L ¢2
a,(t)=0 r,(t) =0 z(t) =0
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Oszlopvektoros alakban:

0 v, (0)
act) = <—g> (3.31) o(t) = <vy(0) —g- t) (3.32)

0 0
x(0) + v, (0) - ¢t
7(t) = (y(O) +1,(0) - ¢ —%-t2> (3.33)
0
Tomor jeloléssel:
0
at) = (—g) (3.34)
0
v, (0) v, (0) 0
o(t) = (vy(O) —-g- t) = (vy(0)> + (—g) t=v(0)+g-t (3.35)
0 0 0
x(0) + v, (0) -t x(0) v,(0) 0 g
7(6) = | y(0) + 1,(0) - ¢t —%- t? | = <y(0)) + <vy(0)> t+ —% t2=7(0) + #(0) - t +§- t?
0 0 0 0

(3.36)
Most hatdrozzuk meg az anyagi pont palydjanak egyenletét y=f(x) alakban,
feltéve, hogy x(0)=0, y(0)=0.

X
Lx=v0)t = t_vx(o)

g
IL y = v,(0) - t = £-¢?
2
, _ X 9. (X
Ies Il y=rv,(0) ve(0) 2 (vx(O))

wO 9 _.y2 (3.37)

y =g x4+ 20 x (3.38)
Vezesslik be a kovetkez6 allandodkat:
A=57%(3.39) B= % (3.40) C = g—(;) (3.41)
Ekkor a palya egyenlete:
y=—A-(x—B)?+C (3.42)
A fenti figgvény képe parabola, amelyet a 35. abra szemléltet:

Ya

A\ 4

W=

35. abra. A parabola jellemz6i
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Feladatok

1. feladat

A talajszintrél v(0) nagysagu kezdGsebességgel eldobunk egy kovet. A
kezddsebesség vizszintessel bezart szége a.

Y a

x Vv

Adatok: v(0) = 100 [S%] a=40°, g =981 [ﬂz]
a) Szamitsuk ki a k6 hely- és sebességvektorat az eldobast kévetéen 2 [s]-al!
b) Szamitsuk ki ekkor a k6 tavolsagat az eldobas helyétél!
c) Szamitsuk ki a fenti pillanatban a k6 sebességének nagysagat!
Megoldas:
a)
0 m

7 = (o) tml, 9= (_gp,) [5]
_ (0) ) ’ ° ’ m
50 = (1(6)) = G -siner) = (100, sreaoe) = (eaze) 3]
7(t) = 7(0) + 7(0) - t + < ¢2

76,62
(@) = (g) * (6746,'268) 243 (—9(?81) 2% = <64,28 222 22> = (110583,5924) [m]

v =v0)+g-t= (6746,’268) + (—9(?81) 2= (64,287—6"5,81 )= (4746,666) 7]

b)
d = |7(2) — 7(0)| = |F(2)| = /153,22 + 108,94? = 188 [m]

)
15(2)| = /76,62 + 44,662 = 88,67 [?]

2. feladat
Egy s hosszUsagu lejt6 tetejérdl egy agyuval tlizellink. A lejtd vizszintessel bezart
szbge a, az agyu csove a lejtével g szoget zar be.
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XV

b d j

Adatok: s = 100 [m], « =30°, B =45° g =981 [sz]
a) Szamitsuk ki, hogy mekkora a l6vedék kezd6sebességének nagysaga, ha az

éppen a lejtd aljan csapddik be! (A Iégellenallastodl eltekintink.)
b) Szamitsuk ki a I6vedék sebességének nagysagat a becsapddaskor!

Megoldas:
a)

Jel6lje t a I0vés és a becsapodas kozott eltelt id6.
r(0) = (2) - (100 : gin 30°) N (500) [m], 7(t) = (Bl) = (100 | %05300) = (8?)'6) [m]

g‘=(_9(’)81) 2 v=p-a=45-30=15°

(0 _ (Vo cos Yy [m
v(0) = (vy(O)) - (vo : siny) [?]

7(t) = 7(0) + 5(0) - t +<-¢2

86,6y (0 vo-c0515°)' 1.(0). . Vg cos15°-t

( 0 )_(50)+<170'Sin15° t+2 -g te= 50+U0'Sin15°'t—%'t2

I. 86,6 = v, -cos15°t
IL. 0 = 50 + vy - sin 15° - ¢ — 2= - 2

86,6
I.t=
Vg Cc0Ss 15°
2
. 86,6 9,81 86,6
II. 0 =50+ v, -sin15° —— — —- (7>
Vg*COs 15° 2 vg-cOS 15°
9,81 86,62 39426,4
0= 50+86,6-tan15°——-#= 73.2 ————
2 Vp<:cos~ 15° Vg2
2 _ 394264
0 732
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b)
£ = 86,6 - 86,6 - 3,86 [S]

Vg*cos 15° 23,2:cos 15°

50 =20+t = (555 90 120) + (Lggr) 386 = (Zarige) [

15(0)| = /22,417 + (—31,86)% = 38,95 [?]

3.1.3.2 Kérmozgas

Itt a pont palyaja specialisan kor alaku, igy célszer(i az eddig hasznalt palyamenti
(keruleti) mennyiségek (a, v, s) helyett sz6gmennyiségeket bevezetni.

36. abra. A szogkoordinata értelmezése
Vegylunk fel a korpalydn egy O vonatkoztatdsi pontot! Legyen az s
palyakoordinata értéke az O pontban zérus. Vezessik be a ¢ szogkoordinatat,

mint az s palyakoordinata és a sugar hanyadosat:
S

¢ == @ =[rad] (3.43)

" SEEN
0
Po: @0
As, g
Po

37. abra. A sz6gsebesség értelmezése

Ezt kdvetben értelmezhetjik a pont atlagos és pillanatnyi szogsebességét és
szbggyorsulasat:
Atlagos sz6gsebesség a [to, t1] id6tartamon:
A (t)-o(t
olty; ;] = 70 = T (3.44)
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Szogsebesség a to piIIanatban:

w(ty) = hm = lim 280l _ d(po [md] (3.45)

At t1-to ti1—to
Atlagos széggyorsulds a [to, t1] idétartamon:
e[ty t1] = Awg _ wlt)zwlt) (3.46)

At t1—to
Szoggyorsulas a to piIIanatban'
e(ty) = lim 290 — iy L)) _ dwo = [md] (3.47)

At—0 At t1—to ti—to

Kapcsolat a palyamenti és szogmennyiségek kozott
A palyakoordinata és szégkoordinata kozotti kapcsolatot mar korabban a 3.43
Osszefliggéssel mar értelmeztik. Most szarmaztassuk a palyamenti és

szbgsebesség, valamint palyamenti és széggyorsulas kozotti kapcsolatokat:
v(t)

= 1 As 1 v(t)
w() = lim 32 = lim K= 2 lim 2= 2-v(0) =2 (3.48)

1 Av 1 _a®
) = lim 2= lim T =1 lim 7 =2ra(®) =92 (3.49)
Tehat egy palyamenti mennyiséget elosztva a korpalya sugaraval, megkapjuk a
hozza tartozé sz6gmennyiséget.

Egyenletes és egyenletesen valtozé kormozgas &(t), w(t) és @(t)
fliggvényei

A palyamenti és szogmennyiségek kozotti Osszefliggéseket felhasznalva
megkapjuk az egyenletes és az egyenletesen valtozd kérmozgas g(t), w(t) és

@(t) fuggvényeit:

Palyamenti mennyiségek Szogmennyiségek
Egyenletes mozgas: Egyenletes kbrmozgas:
a(t) =0 gt)=0
v(t) = v = allando w(t) = w = allandd
s(t)=s(0)+v-t ) =p0)+w-t
Egyenletesen valtoz6 mozgas: Egyenletesen valtoz6 kérmozgas:
a(t) = a = allando6 e(t) = € = allando
v(t)=v(0)+a-t W) =w0)+e-t
S(t)=5(0)+”(0)'t+g't2 <P(t)=<P(0)+w(0)'t+;t2
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Kormozgas leirasa vektormennyiségekkel

Kérmozgas esetén a sebességvektor a kdrpalya érintéjének iranyaba mutat, mig
a gyorsulasvektor felbonthaté egy a kor érintéjével parhuzamos, és egy arra
merGleges komponensre, amely a kor kézéppontja felé mutat. Az els6t érintG-,
mig a masodikat normal irdnyl gyorsulasnak nevezzik.

38. abra. A kérmozgas vektoridlis jellemzdi
Az érint6 irdnyd komponens felel0s a sebességvektor nagysaganak, mig a
normal irdanyd komponens az irdnyanak megvaltozasaért.

Az érinto és normal iranyu gyorsulas nagysaga
Kénnyen belathatd, hogy az érintd iranyd gyorsulas nagysaga megegyezik a
palyamenti gyorsulds nagysagaval.

@l = lal (3.50)
Szarmaztassuk a normal irdnyu gyorsulds nagysagara vonatkozd 6sszefliggést,
feltételezve, hogy az anyagi pont sebessége allandd nagysagu (|v(ty)| = |(ty)| =
-« = |5(t)| = allandb). Ehhez tekintsik a 39. abrat.

v(t)

39. abra. A normalis irdnyU gyorsulas meghatarozasa
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Az abran lathatd P, 0 P, és P 0’ P, haromszogek hasonldak. Ebbdl adéddan:

|ATon| __ |67 N (D TN
el R |ADy, | = < |AT, |
. |ATon|  19(to) | A7'0
11m =
At—0 | At R t—»o At
@ (epy] = T 1] v(e)
n\*0 R R

Igy a normalirdnyl gyorsulds nagysagéra az alabbi dsszefiiggést kapjuk:
@l =% (3.51)
A 3.50 és 3.51 osszefliggésekben v és a a palyamenti sebesség és gyorsulas.

Feladatok

1. feladat

Egy anyagi pont a koérpalya Po pontjabdl v(0) kezdeti palyamenti sebességgel
indulva egyenletesen valtozé kormozgast végez allandd ¢ széggyorsulassal.

&g

4\ ’
Ap O )V()

Py, (0)=0

»Q3),P
. — _ m _ 2 [rad
Adatok: R =5 [m], v(0) = 3 (Z), e =2 [=]
a) Szamitsuk ki az anyagi pont palyamenti és szégsebességét az indulas utan 3
[s]-al!

b) Szamitsuk ki a szogkoordinata értékét a fenti pillanatban! (¢(0) = 0)

c) Szamitsuk ki az érint6- és normaliranyu gyorsulas, valamint a gyorsulasvektor
nagysagat az indulas utan 3 [s]-al!

Megoldas:
a)
w(0) = V(U) [raa]
w(3) —(U(O)-I—g 3 __+_ 3=2_ 18[rad]

v(3) = w(3)-R=9 [?]
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b)
9(3) = @(0) + w(0) -3 +5-32 =23+ 32 =2+ 2= 2 =36 [rad] = 206,3°
0
c)
m
ae(3)=a=s-R=2[s—2]
2 2
a,(3) _v® _9 8

-2l
la(3)| = /2% + 16,22 = 16,32 Lﬂz]

R 5 5

2. feladat

Az R sugaru korpalya P és Q pontjabdl egyidejlileg elindul két anyagi pont. Az
egyik egyenletesen gyorsuld, a masik egyenletesen lassulé kérmozgast végez.
A kezdd palyamenti sebességeket vp(0) és vo(0), a széggyorsulasokat pedig s
és ¢, jeldli.

Vo(0) Q

Adatok: v,(0) = 4 [%] vo(0) = 10 [%] ep =3 [Ts“—z“] g = —2 [rs“—f] R =3[m].

a) Mennyi id6 (t) mulva éri utol a P pontbdl induld anyagi pont a Q pontbdl
indulét? Szamitsuk ki a szogkoordinata értékét ebben a pillanatban!

b) Szamitsuk ki a szégsebességek értékét a fenti pillanataban!

c) Szamitsuk ki ekkor az érinté és normal irdnyld gyorsulasok, valamint a
gyorsulasvektorok nagysagat!

Megoldas:
a)
pp(0) =0

9o (0) =5 [rad]
@p(t) = @qo(t)
wp(0) =2 =2

[rad]
R 3 S
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_vg(0) _ 10 [rad

wQ(O)_ R 3 [s]

‘PP(f)=<PP(0)+wp(0)'t+g7p't2=0+§'t+§'t2
— ) EQ_ _m 10_ _z

Po(t) = 9(0) + wg(0) t+- t2_5+? t—2 £2

10 2

3
b+t =l =t t?
2 2 3 2

N W

t?=2-t--=0 = t=129[s]
9p(6) = 9p(0) + wp(0) £t +2L-t2 =0 +§- 1,29 +§- 1,292 = 4,22 [rad] = 241,79°

b)

wp(t) = wp(0) +&p -t =3+3-1,29=52 [”“1]

wo(t) = wq(0) + 8ot =3 —2-129=0,75 [
)
@pe(t) = ap(t) =, -R =9 [5]

2
apn() =22 = w3()-R=522-3 =81 [5]

age(t) = ag(t) = g9 - R = —6 3]
Q()

rad]

agn(t) = wi(t) R =172 [ ]
|a, ()| = \/apez(t) + a4 2(0) = VT + 817 = 81,5 [5]
|G ()] = VageZ(6) + agn?(®) = /(=6)2 + 1,727 = 6,24 [5]

3.2 Anyagi pont kinetikaja
3.2.1 Newton térvényei, erotorvények, anyagi pont egyensiilya

3.2.1.1 Newton torvényei

Newton torvényei a ml(iszaki mechanika alaptérvényei (axiémai). Newton
alapfeltevése szerint mindig talalhaté olyan vonatkoztatasi rendszer, amelyben
az 6 torvényei érvényesek. Az ilyen vonatkoztatasi rendszert inercia
rendszernek nevezziik. A miszaki mechanikdban a Fo6ldhoz rogzitett vagy
ahhoz képest allandd sebességgel haladd mozgast végzd vonatkoztatasi
rendszer inercia rendszernek tekintheté. Minden mas, a F6ldh6z képest gyorsuld
vonatkoztatasi rendszer nem inercia rendszer.

Newton elsé torvénye
Egy anyagi pont lendllete mindaddig allandé marad, amig mechanikai
kélcsbnhatasba nem keril mas testekkel. Tehat kdlcsonhatas nélkal:

p(t) =p =allandé  (3.52)
Specidlisan, ha a test tomege allando (m(t) = m = allandé), akkor a sebessége is
allandé:

7(t) = v = allandé (3.53)
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Tehat a test nyugalomban van, vagy a tomegkozéppontja egyenes vonall
egyenletes mozgast végez.

Newton masodik térvénye

Ha az anyagi pont mechanikai kolcsénhatdasban van mas testekkel, akkor
lendliletének id6 szerinti valtozasi gyorsasaga barmely t pillanatban megegyezik
a tobbi test altal ra egylttesen kifejtett erdvel, azaz az eredo erdvel.

F=lim2=22 F=[N] (3.54)

At—0 At dt’

Ha a test tomege allandd, akkor:
= . AP . AGmb . AD v _
FetimZ=1im®™ o imP=m-L=m-a (3.55)
At—-0 At At—0 At At—0 At dt

A fenti 6sszefliggésben a a test tomegk6zéppontjanak gyorsulasa.

Newton harmadik torvénye
Két test mechanikai kélcsdnhatasa soran teljesil az alabbi egyenlGség:
F,=-F,;, (3.56)

A fenti egyenletben az F,, az 1-es test altal a 2-esre kifejtett erd. Tehat, a két
er6 egyenl6 nagysagu és iranyu, de ellentétes értelm( (irdnyitasua).

Newton negyedik torvénye

Ha a vizsgalt test egyidejlileg tébb testtel van mechanikai kolcsénhatasban,

akkor az eredé erd az alabbi 6sszefliggéssel szamithato:
F=YF=F+F+...4+F+.. (3.57)

A fenti egyenletben F; jeloli azt az erd, amelyet az i-edik test fejt ki a tébbi testtol
fliggetlenil (a tobbi test hianyaban).

3.2.1.2 Erotorvények

Erotorvényrol beszélink, ha az er6t megadjuk a kolcsonhatast leird
paraméterek fliggvényében. Az erétérvényeket kisérleti ton méréssel szoktak
meghatarozni. A tovabbiakban bemutatjuk a m(iszaki mechanikaban el6forduld
fontosabb erbdket és a hozzajuk tartozo erétérvényeket.

Gravitacios eré
Egy M és m tomegU test kozott fellépb gravitacids (tomegvonzasi) eré nagysaga
az alabbi 6sszefliggéssel szamithato:

B =B = v-2F, v =6674-10" [X2] (3.58)
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40. abra. Gravitacios eré

A fenti egyenletben r a két test tomegk6zéppontjanak tavolsaga, y a gravitacios

S =

N 2 7. 7
allandé (y =6,674-10711 [%]). Bevezetve az &, =- radidlis egységvektort a
gravitacios erd a kévetkez6 alakban irhato:

Mm _

Fp=—y-"r-g = —y- "7 (3.59)

ahol t jeloli a helyvektort, amely az M tomeg( test tomegkdzéppontjabdl az m
tomeg(li test tomegkozéppontjdba mutat. Ha az egyik test a Fold, a masik egy
hozza képest elhanyagolhaté méretl targy annak felszinén, akkor a 3.59
egyenlet az alabbi alakban irhato:

F = (—yfTi-e;)-m=m-g (3.60)

m
O

41. abra. Gravitacios eré a Féld felszinén

Az egyenletben (3.60) My és Ry a Fold témege és sugara, g a gravitacids
gyorsulds. Mivel a Féld nem tokéletesen gémb alakl, g nagysaga fiigg a foldrajzi

helyt6él. Magyarorszag teriletén:
_ m
g =191 =981[5]

Coulomb eré
A Coulomb torvény két nyugalomban 1évl, elektromosan toltétt test kozotti
er6hatdast adja meg.
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42. abra. Coulomb eré

A toérvény szerint a q: t6ltés( test altal a q2 toltéslire kifejtett eré nagysaga:
|Fel = Fe = k-2l (3.61)

A fenti 6sszefliggésben k = L e= £ &, & =8.854-10712 [ ¢ ], r a testek

4 N-m?2
toltéskozéppontjanak tavolsaga (gombszimmetrikus toltéseloszlasu test esetén
a geometriai k6zéppont), 0 a vakuum permittivitasa, s a relativ permittivitas,
amely a toltések kozotti teret kitolté kézeget jellemzi elektromos szempontbdl.
A permittivitas helyett gyakran a dielektromos allandd kifejezést hasznaljuk. A

kovetkez6 tablazat néhany anyag relativ permittivitdsat mutatja:

Anyag Er
Vakuum 1
Levegl 1,00059
Teflon 2,1
Polietilén 2
Uveg 5-19
Viz 80,4
Porcelan 5,4

Specialisan, ha a teret vakuum tolti ki, akkor a k konstanst Coulomb allandénak
nevezzik, melynek értéke:
1 1
:4'”'5:4'”'30'&
1

k

N -m?
:8,988-109[ oz ]

A Coulomb torvény vektoros alakban:
F(r)=k-2F-& =k-12-7 (3.62)

ahol ¢, = E a gravitaciés erénél mar bevezetett radialis egységvektor.

Rugoderoé
Egy idealis rugo altal kifejtett er6 nagysdaga a kovetkezd 0Osszefliggéssel
szamithaté (43. abra):

|Fpl=Fp=D-|r—n| =D-Ar (3.63)
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43, abra. Rugo eré

ahol D a rugémerevség, r, a rugo terheletlen hossza, Ar pedig a deformacio

nagysaga. A rugder6 iranya parhuzamos a rugd iranyaval, értelme pedig

ellentétel az (r — ry) - €, vektorral. Tehat a rugd er6torvénye a kdvetkez6:
Fp=-D-(r—ry) e (3.64)

Kényszererék

A kényszereré fogalmanak értelmezéséhez sziikséglink lesz a merev test,
valamint kényszer fogalmara. Egy test merev, barmely két pontjanak tavolsaga
a test barmely mechanikai terhelése esetén allandé marad.

T'AB(t) =Typ = allandé

44, abra. Merev test

A kényszer egy olyan merev test, amely egy masik testet egy adott gérbe vagy
felilet mentén tortén6é mozgasra vagy tartdozkodasra kényszerit. A kényszer altal
a testre kifejtett er6t kényszererének nevezzik. A kényszerer6 nagysaga
altalaban ismeretlen, de meghatarozhatd, ha a testre hatd tobbi er6 ismert.
Példak kényszerekre:

1) Nydujthatatlan kétél

kotél

N test

45. abra. Nyujthatatlan kétél
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A kotél altal kifejtett kényszererd parhuzamos a kotéllel. A kotéleré mindig hazo
jellegd.

2) Merev rud

test

46. abra. Merev rud

Ha a rud idedlis csukldhoz csatlakozik, akkor a kényszerer6é parhuzamos a
ruddal. A ruderd egyarant lehet hazd, vagy nyomo jellegd.

3) Sima vagy érdes merev felllet:
Sima:

normal irany ~\ érintd sik
\ test
/ /

sima felilet
Fr

47. abra. Sima merev feliilet

A sima, merev feliilet altal kifejtett kényszerer6 merdleges a fellilet adott
pontbeli érintd sikjara, mas szoval normal iranyud. A feltlet csak nyomod jellegl
erdt tud kifejteni.

Erdes:

Az érdes, merev feliilet altal kifejtett kényszererének egyarant van a fellletre
merGleges és azzal parhuzamos (az érintGsikba esd) komponense. Ha a test
nyugalomban van (48. abra) akkor az érinté sikba es6 komponensnek mindig
van egy maximalis értéke, ami felett a test megcsuszik.
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tmax

érintd sik
N ' O F,

Ho do | 6o

sarlodasi kiap

48. &bra. Erdes, merev feliilet - a test nyugalomban van

A fenti, maximalis érték egyenesen aranyos a kényszerer6 normal iranyu
komponensével.
Fimax = lo " I (365)

A fenti egyenletben u, a tapadasi surlédasi tényezé. A test egyensullyban van
akkor és csak akkor, ha fennall az alabbi egyenl6tlenség:

|F| < Fimax = to " Fr (3.66)
Bevezetjik a sarlédasi kupot (48. abra), amelynek félnyilasszoge az alabbi
Osszefliggéssel szamithato:

8o = o = tan™* (222) (3.67)

Fn

Ha a test nyugalomban van, akkor a kényszereré (F;) a kupon belll vagy
hataresetben annak a felliletén helyezkedik el.

Abban az esetben, ha a test cslszik az érdes fellileten, akkor a kényszererd
érint6 irdnyd komponense egyenesen aranyos a normal irdnyuval, tovabba az
érinté irdnylu komponens egyez6 irdnyud, de ellentétes értelm(i a
sebességvektorral.

érint6 sik

49. 4bra. Erdes merev felillet - a test csuszik

F=u-F (3.68)

A fenti egyenletben p a csuszasi surlédasi tényezé. Az aldbbi tablazat a
tapaddsi és csUszasi surlodasi tényezd értékét tartalmazza kilonb6zo
anyagparok esetén szaraz és nedves korllmények kozott.

Sarlodasi tényezok kozelito értéke kiilonb6zo anyagparok esetén [5]:
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Tapadasi surlédasi CsUszasi surlodasi
Anyagpar tényezo tényezo
Széaraz Nedves Széaraz Nedves
Aluminium Acél 0,61 - 0,47 -
Sargaréz Acél 0,35-0,51 0,19 0,44 -
Beton Gumi 1 0,3 0,6-0,85 | 0,45-0,75
Acél Acél 0,74-0,8 0,16 0,42-0,62 -
Fa Fém 0,2-0,6 0,2 - ;
Fa Fa 0,25-0,5 0,2 - -

A fenti tablazat alapjan megallapithaték az alabbiak:
e A tapadasi surlédasi tényez6 mindig nagyobb, mint a csiszasi surlédasi.
e A suUrlédasi tényezd értéke mindig nagyobb szaraz, mint nedves
kortilmények kozott.

3.2.1.3 Anyagi pont egyensllya

Az anyagi pont egyensilyban van, ha a ra haté erék ereddje zérus:
F =Ziﬁi = 6 (3.69)

Newton masodik toérvénye alapjan egyensulyi allapotban az anyagi pont
gyorsulasa zérus. Tehat nyugalomban van, vagy egyenes vonall egyenletes
mozgast végez. Ha az anyagi pont nyugalomban van, akkor statikus egyensulyi
allapotrdl beszéllink.

Feladatok
1. feladat
Egy csavarfejre négy erd hat az alabbi abra szerint:
Ay F1
Fz &,
a’l ‘X
X TR
> F4
4 F}

Adatok: F, = 150[N],F, = 80[N], F; = 110[N],F, = 100[N], a; = 30°.a, = 20°, &, = 15°.

a) Szamitsuk ki az er6rendszer eredd erejét!
b) Szamitsuk ki az eredd er6 nagysagat!
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Megoldas:
A feladat megoldhaté az altaldnos térbeli erb6rendszer esetén alkalmazott
madszerrel, de sikbeli er6rendszer esetén célszer(i az alabbi, egyszer( eljarast
alkalmazni.

a)

= . T - Q T = Fl.cosal

F, =F cosa;"t+F  sina, " j= (Fl-sinal)[N]

— _F ' '

F, =—=F,'sina, 1+ F,-cosa, ]_=<F 2' Cf);naa2> [N]
2 2

Fy =0-T—F3-J= (_(;3) (V]

_ ‘.
E, =F4'C05a4'T—F4'sina4-j=< 4 Cosa4>[N]

—F,-sina,
= = = .5 ,5 .5 _ (Fircosa; —Fz-sinaz) <O> <F4-cosa4)
F—ZFi—F1+F2+F3+F4—(Fl_sina1>+<F2_Cosa2 ol O o (e
i
200,26
= (Ta20 ) M1
b)

F = |F| = /(200,26)% + (14,29)% = 200,78[N]

2. feladat
Az abran lathatd P anyagi pont egyensulyban van.

A

Adatok: F = 150[N],a = 30°,g = 9,81 LEZ]

Szamitsuk ki a kétélben ébred6 erd nagysagat és az anyagi pont tomegét!
Megoldas:

m
el
>
»
X
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o (=F\_(-150

F=-F 1+01_(0)—( o ) IN]

_ F.- 30°

F. =Fc-cosa-T+FC-sina-]_=(FC_Z?Sgoc,) [N]
C

m-g=0-T-m-gj= (—m-o9,81) [N]

F= Z Fi= (_%)50) + (1;2 '- Z?r?gg) + (—m -09,81) = (8)

i

I. —150+F.-cos30°=0 = F,=1732[N]
II. F.-sin30°-m-9,81 =0 = m = 8,83[kg]
3. feladat

Az abran lathatd, sima felllet(i lejton elhelyezkedé m tomegl anyagi pont
egyensulyban van. A rugo Ar deformacidja és D rugdomerevsége ismert.

Adatok: m = 40[kg], « = 30°,D = 1000 [ﬁ],m = 2[mm],g = 9,813

a) Szamitsuk ki az F erd nagysagat (F vizszintes iranyu)!

b) Szamitsuk ki a lejté altal kifejtett kényszereré nagysagat (F,)!
Megoldas:

a) ésb)
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F=F-cosa-1—F-sina-j= (—FF -C(s)isn3300°> [N]

_ o _ /—40-9,81 - sin 30°
m-g=—m-g-sma-1—m-g-cosa-]=(_40_981_C05300)[N]

o oo v B .eimy._ (—D-Ar-cosa) _ (—2000 - cos30°

Fp = —Fp-cosa-T—Fp-sina ]_(—D-Ar-sina)_(—2000-sin30°)[ ]

Fn=0-T+Fn-]‘:<l§)>[N]

F= 2 Fo= (G Sse) + Cao ot - cosaoe) * (Czo00 - sim0) * (1) = (@)

I. F-cos30°—40-9,81-sin30°—2000-c0s30°=0 = F=2227[N]
II. —F -sin30° — 40-9,81 - cos30° — 2000 -sin30°+ F, =0 = F, = 2453,3[N]
4. feladat

Egy vizszintes, érdes sikfellileten nyugvd anyagi pontra F er6vel hatunk az dbra

szerint.
y T

M|

—
X

Adatok: F = 1500 [N], m = 1000 [kg], o = 0,15, u = 0,1, a = 15°

a) Az anyagi pont elmozdul, vagy nyugalomban marad?

b) Ha elmozdul, akkor szamitsuk ki gyorsuldasanak nagysagat, valamint a
mozgas soran a talaj altal ra kifejtett kényszerer6é nagysagat!

c) Ha az anyagi pont nyugalombdl indult, szamitsuk ki sebességének nagysagat
az indulds utan 5 [s]-al!

d) Szamitsuk ki, hogy mekkora tavolsagot tesz meg az anyagi pont a fenti 5 [s]
alatt!

Megoldas:

59



a) Feltételezzilk az anyagi pont egyensulyat, majd megvizsgaljuk, hogy az
milyen F értékek esetén all fenn.

Egyensulyi egyenletek:
Y FEE=F+m-g+F,=0

F - cosa 0 > ( Ft)_ 0
(F-sina)+(—m'g + E, _(0)

I. F-cosae —F, =0 = F,=F-cosa

II. Frsina—m-g+F,=0 = F,=m-g—F- sina

Az anyagi pont egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fel < po - Fy

—Mo Fy sF <po Ky

1. eset:

—UoFy < F
—Uy-(m-g—F-sina) <F -cosa
—Ug-m-g+pugF-sina <F-cosa
—Uo m-g < F:(cosa — - sina)
—1481,4[N] < F

2. eset:

Fe<po-Fy

F-cosa <py-(m-g—F - sina)
F-cosa <pug-m-g—py-F-sina
F-(cosa+ uy sina) <pg-m-g

F <1367 [N]

Tehat az anyagi pont egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
—1481,4[N] < F < 1367 [N]
Kovetkeztetésképp, ha F=1500[N] akkor az anyagi pont elmozdul.

b) Newton II. torvénye:

YiFi=F+m- 9_ Kk =m:
(F cosa ( ) ( )
F-sina
I. F-cosae —F,=m-a
II. Frsinae—m-g+F, =0 = E,=m-g—F: sina
III. E=u-FE,=u-(m-g—F -sina) = 942,2 [N]
I. Frcose —p-(m-g—F-sina) =m-a

FS
m-a=F-cosa+u-F-sina—u-m-g
m-a=F-(cosa+u-sine) —u-m-g

F . _ m
a=—- (cosa + p-sina) —u-g = 0,507 [52]
|F| = F = JF2 + F2 = /942,22 + 94222 = 9468,7 [N]
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¢) v(5) = v(0) +a-5=0,507-5= 2,535 [ﬂ]

0

0 0
d) s(5) =5(0) + v(0) -5 + 2 52

_ 0,507

As = s(5) —s(0) = g 52 = == 5% = 6,337 [m]

5. feladat
Egy m tomeg(i pontszer(i testet egyenes vonald, a vizszintessel a szoget bezard
érdes lejtén allandd F erbvel At ideig huzunk felfelé.

Adatok: F = 5 [kN], m = 500 [kg], vo = 0 [Z], At = 3 [s], j1o = 0,3, p = 01, @ = 30°, f =
10°, g =981 [5].

a) Elegend6-e a megadott eré nagysaga a test elmozditasahoz a lejtdn felfelé?
b) Ha igen, akkor mekkora a test gyorsulasa, és a talaj altal kifejtett kényszererd
nagysaga a mozgas soran?

c) Mekkora lesz a test palyasebessége At id0 elteltével, ha kezdetben nulla volt?
d) Mekkora As palyaszakaszt fut be a test a megadott At id6 alatt.

Megoldas:

a) Feltételezzliik az egyensulyt:

Egyensulyi egyenlet:
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F-cosf -m-g-sina —F, 0
(F-sinﬁ>+<—m-g-cosa>+<Fn>=<0>
0 0 0 0

I. FrcosB—m-g-sina—F,=0 = F,=F-cosp—m-g-sina

II. F-sinf—m-g-cosa+F,=0 = F,=m-g-cosa—F-sinf

A test nyugalomban marad, ha: |F;| < u, - F,

Azaz: |[F-cosp—m-g-sinal| < py-(m-g-cosa—F -sinf)

[5000 - cos 10° — 500 - 9,81 - sin 30°| < 0,3 - (500 - 9,81 - cos 30° — 5000 - sin 10°)
2471,53 [N] > 1013,88 [N], tehat a test elmozdul.

b)

Mozgasegyenlet:

F-cosf —-m-g-sina —F, m-a
(F-sinﬁ>+<—m-g-cosa>+<Fn>:< 0 >
0 0 0 0

I.F-cosB—m-g-sina—F,=m-a
II. F-sinB—m-g-cosa+F,=0 = F,=m-g-cosa—F-sinf
A kényszerer6 komponensei kozotti kapcsolat:
III. ,=u-F,
__ Frcos B—m-gsin a—p(m-g-cos a—F-sin B)

ILa= =427 [Sﬂz]

m

A kényszerer6 nagysaga:

Fo=F2+F2=\/(u-E)*+F2 =FE,-\[u? + 1 = 3396,45 [N]
c)

m
v=vy+a-At=427-3=1281 [?]

d)

a 4,27
As = vy At + - At? = ——-3° = 19,21 [m]
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6. feladat
Az abran lathatd érdes felllet(i lejtén elhelyezked6 anyagi pont egyensulyban
van.

X

Adatok: a =30°,m-g =100 [N], y, =0,3

a) Szamitsuk ki, hogy az F er6 nagysaga milyen minimalis és maximalis értékek
kozott valtozhat (F, €S Fiax) @Z anyagi pont egyensulya esetén! (F vizszintes
iranyu)

b) Szamitsuk ki a lejtd altal az anyagi pontra kifejtett kényszererd nagysagat az
el6z6 minimalis és maximalis F értékek esetén.

Megoldas:

a)
ZF=FR+F+m-g_=6

F, . -m-g-sina
(F:l)-l_(—FF -Cgisnaa)-l_(—m-g-cosa):(g)
I.Ff+F-cosa—m-g-sina=0 = F,=m-g-sina—F-cosa=50-0,866"F
II. [, —F-sina —m-g-cosa =0 = F,=m-g-cosa+F-sina=866+05"F
|Fel <po By = —doFu<F <py-F
1. eset:
—Mo " Fy = F
-0,3:(86,6+05-F)<50—-0,866"F
0,716 - F <76
F < Epqx = 106,14 [N]
2. eset:
Fe<po-Fy
50—-0,866-F <0,3-(86,6+0,5-F)
24<1,016-F
23,62 [N] = Fppin < F
23,62 [N] £ F £106,14 [N]

b)
Fomin = 50 — 0,866 - Fpyin = 50 — 0,866 - 23,62 = 29,55 [N]
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Fomax = 50 — 0,866 * Epyar = 50 — 0,866 - 106,14 = —41,92 [N]
Frmin = 86,6 + 0,5+ Fppin = 86,6 + 0,5 - 23,62 = 98,41 [N]
Fymax = 86,6 + 0,5 - Fpoy = 86,6 + 0,5 - 106,14 = 139,67 [N]

Frmin = | F2nin + Fmin = /29,552 + 98,412 = 102,75 [N]

Frmax = |Fnax + F2nax = [(—41,922) + 139,677 = 145,83 [N]

7. feladat

Az abran lathato, nyujthatatlan fonalhoz erGsitett m tomegl, d atmérdjl
pingponglabdat szélsebesség mérésére hasznaljuk. Egy adott szélerGsségnél
megmeérjlik a fonal fliggblegessel bezart « szogét, a gomb C alaki tényezsje

ismert.
444_444/

I\

Adatok: m =2465[g], d =377 [mm], C =045, pyegs = 1204 [%] a=30° g=
o [2
Hatarozzuk meg a megadott adatokbdl a mozgd levegd (szél) altal a nyugvéd
labdara kifejtett F,, kozegellenalldsi eré nagysagat, majd abbdl a szélsebességet!
Megoldas:
Felirjuk a labda egyensulyi egyenletét:

Fr+m-g+F,=0
A mozgas leirdasahoz az abran lathatd koordinatarendszert valasztjuk, majd az
0sszes er6t x és y komponensekre bontjuk. A labda egyensulyi egyenlete ezt

kovetben: .
(7 coea ) (cm- )+ () =(0)

Ebbdl az aldbbi két skalaregyenlet adodik:
I. =F;-sina+F, =0
II. F,cosa—m-g=0
A fenti egyenletekbdl:
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m-g .
Fszzcosa-sma=0,014 [N]
Sz 2 pAC S

3.2.2 Munka, energia, teljesitmény
3.2.2.1 A munka fogalma

A munka fogalmat két |épésben értelmezzik. Az elsd |épésben azzal a feltétellel,
hogy az anyagi pontra haté er6 allandd, azaz nem fligg az anyagi pont helyétél.
A masodik |épésben az altalanos esettel foglalkozunk, azaz, amikor az erd fligg
a helytdl.

I. eset: Az er0 fliggetlen az anyagi pont helyétdl: F(7) = F = alland6

50. dbra. A munka értelmezése allando er6 esetén

Ebben az esetben az F er6 munkajat az A-tél a B pontig az alabbi 0sszefliggés
értelmezi:
WA™B = F ¢ Aty = |ATyg| * |F| - cosa  (3.70)
A munka lehet pozitiv, zérus vagy negativ:
0<a<90®° = cosa>0 = WAE>0
a=90° = cosa=0 = W#E=0
90° < a <180° > cosa <0 = WAE <0

A munkat az er6 elmozdulds irdnyd komponensével (E.) kifejezve az alabbi,

szemléletes formaban is irhatjuk:
ATAB Fr

WEA™B = |Afyg| - |F| - cosa = Aryg - E.  (3.71)

Tehdt a munka az elmozdulds nagysaganak és az erd elmozdulds iranyu
komponensének a szorzata.
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Megjegyzés: A fenti komponens pozitiv, ha 0 <a <90°, nulla, ha a =90° és
negativ, ha 90° < a < 180°.

II. eset: Az erd fligg az anyagi pont helyétdl.

@)

51. dbra. A munka értelmezése valtozo erd esetén

Ebben az altalanos esetben jel6ljik meg az anyagi pont palyan elfoglalt helyét
azonos At id6kozonként. Ha At kicsi, akkor az erd a At id6tartamokon kozelitGleg
allandénak tekinthetd (I. eset). Tehat a munka az AB szakaszon az alabbiak
szerint kozelithet6:
WEDP = F(7y) o ATy + F(7,) ® Ay + - + F(7}) ¢ AT, + -+ + F(Fy_y) ¢ ATy (3.72)
Ha At - 0, akkor a fenti kozelités mar pontos eredményt ad:
Wrg” = lim (F(Ry) « Afg + F(7y) « ATy + -+ F(7}) ¢ AT + -+ F(Fumy) # ATy y) = F(R)

diy + F(7) s diy + -+ F(7) e dfy + -+ + F(fy_y) » dFyp_q = fr_r:fgﬁ(f)dr_ (3.73)

WiSP = [ F(dF  (3.74)

Tehdt a Wi, munka az F(7) figgvény A-tél B pontig vett g palyagérbe menti
integralja. A W#£,® munka az aldbbi tényezéktdl flgg:

1) az F(r) fuggvénytodl,

2) az A és B pontok megvalasztasatdl,

3) az A és B pontokat 0sszekdt6é g palyagdrbe alakjatol.
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3.2.2.2 Munkatétel

A munkatételt két lIépésben szarmaztatjuk, feltételezve, hogy az anyagi pont
tomege allandd. Az els6 |épésben feltételezziik, hogy az anyagi pontra hato
ered6 er6 allando (I. eset), a masodikban azon altalanos esettel foglalkozunk,
amikor az eredé er6 fligg az anyagi pont helyétél (II. eset).
I. eset: F(¥) = F = allandé (F = Y F;)
Ha F(7¥) = F = alland6, akkor Newton II. torvényébdl addéddéan az anyagi pont
gyorsulasa allandod, azaz sebesség- és hely-id6 figgvénye a korabbiak szerint
(3.39 és 3.40 o6sszefliggések) az alabbi alakban irhaté:

Vg — Vy

Atyp

ﬁBzﬁA-i_d-AtAB = a=

a
FB:FA+17A.AtAB+E.t2 = AT_:ABZ B —Tq = A.AtAB+E.t2=

Vg — Uy

=Ty Atyg + ——— Atyp” =
A AB 2 Atyp AB
Vg — U 17 U, g+ VU
=ﬁA.AtAB+ 5 A'AtAB=7B'AtAB+(ﬁA'AtAB_7A'AtAB)= = A' tAB
A fenti kifejezést felhasznalva:
- UVp—Vy Vgt
WFA_)B=F‘A77AB=m'd.A‘FAB=m' B A' 5 A AtAB=
=z'm'(ﬁB_ﬁA)°(ﬁB+ﬁA)=
1 _ o N Yy 4 1 1 2
=—-m:|Vgevg—Tgev, tUgevy—Vyo0, | == m-vi—=-m v3=Enpng—Epa=AEmas
VB va Emp Ema

A fenti egyenletben az Em=%-m-v2 mennyiség az anyagi pont mozgasi
energiaja.
Tehat a munkatétel tomor alakban:

WAE = AE,.5 (3.75)
Szavakban megfogalmazva:
Az ered6 er6d munkdja egyenlé az anyagi pont mozgdsi energidjanak
megvaltozasaval.

II. eset: Az er6 fligg az anyagi pont helyétdl.

Ha At — 0, akkor az er6 a hatarértékben kicsiny dt id6tartamokon mar allando.
Igy az egyes szakaszokon alkalmazhatjuk az 1. esetben szarmaztatott
munkatételt:

dWﬁi‘;Pi“ =F(7) e di; = %-m-viz+1 —%-m-u2 (3.76)

4

Igy a munkavégzés az AB szakaszon:
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WESE = F(7) o diy + F(7,) o diy + F(73) e diy + -+ F(7) o dF; + -+ + F(7p_q) ¢ dFfy_q =

1 1 1 1 1
=(—-m-v%——-m-v§)+(—-m-v§——-m-vlz)+<—-m-v§——-m-v§>

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1
+...+(E.m.vi2+1_E.m.vi2>+...+(z.m.vrzl_1_E.m.v%_2>
1 1 1 1 1
+<E-m-v,21—E-m-vﬁ_1>=§-m-vﬁ—§-m-v§=E-m-v§—§-m-vj

Tehat helyfiiggé erd esetében ugyanazt az Osszefliggést kapjuk, mint az I.
esetben:

W;};B=%'m'vé—§'m'1’3 =AE .z (3.77)

Feladatok
1. feladat
Az abran lathaté m tdmeg(i anyagi pontra allandoé F erdvel hatunk.

A

Adatok: m =500 [kg], toas = 0,15, pup =0,1, a=30° 8 =10° Ahyz=10[m], g =
9,81 [5]

a) Szamitsuk ki, hogy milyen Fmin és Fmax értékek kozott valtozhat az F erd
nagysaga, hogy az anyagi pont egyensulyban maradjon az érdes fellletl lejtén!
b) Szamitsuk ki az anyagi pont palyamenti gyorsuldsat, ha F=1,636 * Fmax!

c) Szamitsuk ki a lejt6 altal a mozgd anyagi pontra kifejtett kényszererd
nagysagat a fenti gyorsulds mellett!

d) Szamitsuk ki az A és B pontok kdzotti mozgas idGtartamat (Atas)! Szamitsuk
ki az anyagi pont palyamenti sebességét a B pontban. (Az anyagi pont az A
pontbdl nyugalombdl indul.)

e) Ellenérizziik a d) pontban kapott sebesség értékét alkalmazva a munkatételt!

Megoldas:
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a) Feltételezziik az anyagi pont egyensulyat, és meghatarozzuk azon F értékeket
amelyek esetén az fennall.

sina
Egyensulyi egyenletek:
S FE=F+m-g+F;=0
F - cos -m- g -sina —F
(F-sing)-i-(—m-g-cosa)-i_(Fnt>=(g)
I.F-cosB—m-g-sina—F, =0 = F,=F-cosp—m-g-sina
II. F-sinf—m-g-cosa +E,=0 = F,=m-g-cosa—F -sinf

Az anyagi pont egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fe|l < toap * Fn

Innen:

—Hoas "y S Fy < poas "

1. eset:

—Moap " Fn < Fi

—Uoag (M- g-cosa —F -sinB) < F-cosp—m-g-sina
—Uoag Mg €cOSA + Upag * F - sinB < F-cosf —m- g-sina
m:-g-sina — foag-m-g-cosa < F-cosf — Ugap " F - sinf
m- g - (sina — fgup - cosa) < F - (cosB — poap * Sinf)
19948 [N] <F

Fpin = 1994,8 [N]

2. eset:

Fi < toap " Fn

F-cosf—m-g-sina < pgup:(m-g-cosa —F -sinf})
F-cosf—m-g-sina < Ugap -m-g-cosa — loap " F - sinf
F-cosP + pgap " F - sinf < pggp-m-g-cosa +m- g-sina
F - (cosP + toap " sinf) <m- g - (Uoap * cOSa + sina)

F <3056,1[N]

Frax = 3056,1 [N]

b)

F = F,, " 1,636 = 5000 [N]

YFE=F+m-g+F,=m-a

F - cos -m- g -sina —F, a

(F : sing) + (—m : Z . cosa) + ( Fns) =me (0)

I. F-cosB—m-g-sina—F,=m-a

II. F-sinf—m-g-cosa +F,=0 - F,=m-g-cosa—F-sinf =3379,6 [N]
ITI. F, = pyp F, = 337,96 [N]

1. 500 - cos10° — 2452,5 — 337,96 = 500 - a
m
a=4267 [S—Z]
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c)
|Fx| = Fx = JF2 + EZ = /337,962 + 3379,62 = 3396,4 [N]
d)

Sp = Sy +UA -AtAB +§'AtABZ

ASAB = SB - SA = vA " AtAB + g' AtABZ
—_— 2

4,267 40
20 = T-AtABZ = Aty = /m = 3,062 [s]

Vs = v+ a- Aty = 4,267 - 3,062 = 13,06 [?]
0
e)

WHA=B = F - cosf - As,z = 98480,7 [J]
Ahpp

Wiig? = —m- g sina - Asyg = —m- g - Ahyp = —49050 [J]

WA™B = —F, - Asyp = —6759,2 [J]

Munkatétel:
0

T WA™P = WiAsP + WA™P + WA = 426715 =2-m-vi —2-m-v} = vy =1306 []

2. feladat
Az anyagi pont az abran lathaté fliggdleges siku kényszerpalyan halad. A palya
AB szakasza koriv alaku és surlodasmentes, mig BC szakasza egyenes és érdes.
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Adatok: g = 9,81 [5], va =15 [2], R =30 [m], sag = 0, e = 0,1, & = 60°
a) Szamitsuk ki az anyagi pont palyamenti sebességét a B pontban!
b) Szamitsuk ki a Assc tavolsagot, ha az anyagi pont a C pontban all meg!

Megoldas:
a)

Ahyg =R —R-cosa =R-(1—cosa)

E, az AB szakasz minden pontjan merdleges a palya érint6jére, azaz az
elmozdulds iranyara, tehat munkavégzése zérus:
Wi~ =0

A gravitacios er6 munkavégzése:
Wig? =m-g-Ahyg =m-g-R-(1— cosa)
- - - 1 1
WA = WP+ WigP =m-g-R- (1 - cosa) =E-m-v§—5-m-vj

2:g-R-(1-cosa) =v3—v3

UB=\/vj+2-g-R-(1—cosa)=22,78 [%]

b)

A gravitacios erd a BC szakasz minden pontjan merdGleges a palyara, azaz az
elmozdulds irdnyara, tehat munkavégzése zérus:

Wiyt =0

A kényszerer6 munkavégzése:

B->C _ — —
Wi~ = —Fs+Aspe = —ppc * Fy - Aspe = —pipc *m -~ g - Aspc
Munkatétel:
0
—_——
B—C _ > B—C _ _1 1
YiWg ¢ = WESC + We ——uBC-m-g-AsBC—E-m-vg—g'm'vé
¢ _ -
0
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=2 Ugcg-Asgc = _Vz%

yz
ASBC = —B = 264‘,5 [m]

2'uBc'g

3.2.2.3 A mechanikai energia-megmaradas tétele

Helyzeti és mechanikai energia
A gyakorlatban eléfordulnak olyan erék, amelyek munkavégzése fiiggetlen a P,
és P pontokat 6sszek6t6 g palyagorbe alakjatél. Az ilyen erbket konzervativ
er6knek nevezziik. Konzervativ er6kre példa a gravitacids, a rugé és a Coulomb
er6. Azokat az er6ket, amelyek nem konzervativak disszipativ erdknek nevezzik.
Disszipativ er6kre példa a surlédasi és kozegellenallasi er6. Konzervativ erék
esetén értelmezhet6 a helyzeti (potencialis) energia fogalma. Ehhez rogzitsik a
tér egy P, pontjat. A P pontban vett potencidlis energia definicidé szerint egyenl6
azzal a munkaval, amelyet az er6 végez, mialatt az anyagi pontot a P-bdl a P,
pontba viszi.
Matematikai jelolésekkel:

Epoe(P) = Wi (3.78)

Py Epor(P)

Fy

52. dbra. A potencidlis energia értelmezése

frjuk fel a munkavégzést a P, és P, pontok kozott, felhasznélva, hogy az eré
konzervativ (53. abra):

Wﬁpl —P;

WF Py—-P,

Po

53. abra. A munka ,additivitasa” konzervativ erétérben
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W;1—>P2 — W;1—>P0 + W;o—ﬂ’z — W;1—>P() _ W;z—’PO = pot(Pl) —_ Epof(PZ) (3. 79)

Wﬁpl_)Pz = Epot(Pl) - Epot(PZ) = Emozg(PZ) - Emozg(Pl) (380)
Atrendezve a fenti egyenletet:
Epot(Pl) + Emozg(Pl) = Epot(PZ) + Emozg(PZ) (3.81)

A mozgasi és helyzeti energia 0sszegét mechanikai energianak nevezzik.
Tehat konzervativ er6k esetén teljesiil az alabbi egyenldség:

Emecn(P1) = Emecn(Py) = -+ = éllandé  (3.82)
Szavakkal megfogalmazva: Ha az anyagi pontra csak konzervativ erék hatnak,
akkor mechanikai energidja allandé. A fenti térvény a mechanikai energia-
megmaradas tétele.
Ha az anyagi pontra disszipativ er6k is hatnak, akkor annak mechanikai
energiaja folyamatosan csokken. Azaz a disszipativ er6k ,felemésztik” a
mechanikai energidt. A fentiek alapjan a munkatételt felirhatjuk az alabbi

alakban is:
P1—Py

Wﬁ,disszipatl’v = AE7"16’C’1.P1P2 (383)
Azaz a disszipativ er6k egylttes munkaja egyenlé az anyagi pont mechanikai
energiajanak megvaltozasaval.

Teljesitmény
Az erd teljesitménye - definicid szerint — az eré munkavégzésének id6 szerinti
valtozasi gyorsasaga (derivaltja). Matematikai megfogalmazasban:

P=lim¥ =2 (3.84)
At—0 At dt

Felhasznalva, hogy a rovid idétartamlU munkavégzés az er6 és az elmozdulas
skalaris szorzataként szamithaté:
P="Y_FeX—-Fep (3.85)
dt dt
Azaz a teljesitmény kiszamithatd, mint az eré és sebesség skalaris szorzata.
(Sebesség alatt altalanos esetben az er6 tdmadaspontjanak sebességét értjlik.)

4. Elektrosztatika

Az elektrosztatika a nyugvé toltések és a beldlik felépll6 toltéselrendezések
altal keltett elektromos mezd&ket vizsgalja. Ezek a mez6k fliggetlenek az id6tdl,
igy elektrosztatikus mezdknek is nevezik 6ket. Ha a mez6nek egy 7 helyvektorral
jellemzett P pontjaba elhelyeziink egy g ponttoltést (probatoltést), akkor a mezé
ra F(r) er6t fejt ki. Ez az erd csak a g ponttéltés értékétdl és mezdben elfoglalt
helyétdl figg.

4.1 Elektromos térerdsség fogalma és kiszamitasa
Elektromos térerdsség
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Ha a mez6t a g prébatoltés értékétdl fliiggetlenil akarjuk jellemezni, akkor a ra
hatd erét elosztjuk a ¢ toltés értékével. Igy megkapjuk az elektromos
térer6sséget, amit az alabbi 6sszefliggés értelmez:

F(Ry=FD g _|[N

ER="2 E=[f (4.1)
Tehat az elektromos térerdsség a mezo altal a pozitiv egységtoltésre kifejtett
er0. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy egy adott téltéselrendezés altal keltett

elektrosztatikus mez6 valamely P pontjaban hogyan szamithaté ki a térerdsség.
Az egyszerlbb toltéselrendezésektdl haladunk a bonyolultabbak irdnyaba.

I. eset: Ha a mezét egy q: ponttéltés kelti.

A g; ponttoltés altal a g probatoltésre kifejtett er6t a Coulomb torvénnyel
szamithatjuk:
F(7) =k-qr1—j-r- (4.2)
Ezt kbvetben a térer6sség a mezd valamely Ppontjaban:
_Fo) _ K

»F _
, TTS=k-%-r (4.3)

A kbvetkezo abra a fenti elektrosztatikus mez6t szemlélteti:

A

54, abra. Ponttoltés elektromos tere

Az abran lathatd, hogy a mezé6 centralis szerkezetl, ha a q: téltés pozitiv, akkor
a térerbsségvektorok kifelé, ha negativ, akkor befelé, azaz a téltés iranyaba
mutatnak.

II. eset: Ha a mez6t két (q: és qz) ponttélités kelti (55. abra).
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0
55, dbra. Két ponttoltés elektromos tere

=r—1
Ty =T —1
Ebben az esetben — mivel az elektromos térerdsséget az er6bdl szarmaztatjuk -
a térerGsség a P pontban felirhatd a g: és gzponttéltések altal keltett térerbsség
jarulékok 6sszegeként:
E(F) = E,(7) + E,(7)
Az egyes jarulékok az alabbi 6sszefliggésekkel szamithatdk:

= 9 _,

El(T)=k'?'T'1
n

= q _,

Ez(r)=k'j'rz
P!

fgy a Ppontban az elektromos térerésség:

E(M) =k 257 +k 57 =Yk 257 (4.5)
ry Ty T}

Feladat

a) Szamitsuk ki az abran lathato g: és gz ponttoltések altal a P pontban keltett
elektromos térerdsséget!

b) Szamitsuk ki a mez0 altal a P pontba helyezett g probatéltésre kifejtett er6
nagysagat!

Adatok: q, =107°[C], q,=2-10"5[C], q=10"°[C], [ =0,01[m], d=0,0173[m],

k = 8,988 10° [N"”Z]

c?
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a)

- (_0601) ]
%= (%)
r= (0,0273) [m]

/001 < _ -
=7 1_(0’0173) [m] = r =40012+0,01732 =0,02 =2-10"2 [m]

. _ /=001 ) _
=T —T= (0’0173) [m] = 15 =4(=0,01)2+0,0173% = 0,02 =2"1072[m)]

r?=8-10"°[m°], r3°=8-10"°[m?]

=k o 107 0,01\ _ (1,125\ 7[ﬁ]
E\(®) =k 3 =8,988-10" - o5 (0,0173)_(1,946) 10717

E A -T2 100 . Z27107° —001y _ 225 7[5]
E,() =k~ 7 = 8988107 - 5705 (0,0173)_(—3,892) 1071z

2

E() =E @)+ E@{) = 31397456 107[ ]

b)

oo 3,375 _ 33,75

F) =E@ q=("1og) 107107 = (10" 7) (N]
|F(7)] = /33,752 + (—19,462) = 38,96 [N]
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III. eset: Ha a mez6t n-darab (q, i=1, 2, .., n) ponttéltés kelti:
E() = Ex(7) + E;(M) + + Eu(P) = XL E,(D) = Sl k- 57 (4.6)

L
i

1V. eset: Ha a mezbt egy folytonosan téltétt test kelti.

Ebben az esetben a testet gondolatban a méretéhez képest elhanyagolhatd
nagysagu darabokra bontjuk, igy az egyes darabok mar anyagi pontnak
tekinthet6k, azaz ponttoltésként modellezheték. Tehat visszakapjuk a III.
esetet.

Elektromosan toltétt test
E; (7)

56. abra. Folytonosan toltott test elektromos tere

E(F) = ?=1Ei(f)=2?=1k':7i3'ff; =r—1 (4.7)

A késoObbiekben majd latjuk, hogy a fenti O0sszegzés egy térfogati integral
kiszamitasat jelenti.

4.2 Elektromos fesziiltség és potencial

Ahhoz, hogy értelmezni tudjuk az elektrosztatikus mez6 két pontja kozott az
elektromos feszliltséget, el6szor be kell 1atnunk, hogy a fenti mez6 konzervativ.
A konzervativ tulajdonsag azt jelenti, hogy az elektrosztatikus mez6 altal a ¢
toltésen végzett munka a mezd barmely két pontja kozott figgetlen a két pontot
O0sszekotd palyagorbe alakjatol.

q %

9;

57. abra. Munkavégzés kiilonb6z6 palyagorbéken
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Matematikai jelolésekkel:
WASE = WASE = WASE = .. = Wi~ (4.8)
Azaz az elektrosztatikus mez6 altal végzett W4~ munka az 4B pontparra, és
nem az Oket 0sszekoté palyagorbére jellemzé érték. Ezt kovetben
értelmezhetjik az 4 és B pontok kozotti elektromos fesziiltséget az alabbi
Osszefliggés szerint:
WA—>B
Usp ="— (4.9)
Tehat a fesziiltség a toltésen végzett munka és a toltés hanyadosa, masképp
fogalmazva a pozitiv egységtoltésen végzett munka. Most értelmezzik az
elektromos potencial fogalmat. Ehhez rogzitsiik az elektrosztatikus tér egy 0
pontjat, és viszonyitsuk az Osszes pont feszliltségét ehhez a ponthoz. Az A
pontban vett elektromos potenciadl definicié szerint az 4 pont 0 ponthoz
viszonyitott feszlltsége, azaz:

Ua = Uygo
Az A és B pontban vett potencidlok ismeretében kiszamolhatd az 4 és B pontok
kozotti fesziltség:
U =U, —Us (4.10)
Azaz az U feszliltség az A4 és B pontokban vett potencialok kiilonbsége. Ennek
beladtdsahoz tekintsiik az 58. abrat, és hasznaljuk fel az elektrosztatikus tér
konzervativ tulajdonsagat.

A—B
E

0-B
We

0

58. dbra. Munkavégzés konzervativ mez6ben

Mivel az elektrosztatikus mezd konzervativ:
A-B __ A-0 0-B _ A-0 B-0
WF —_ WF + WF —_ WF - WF -
Osztva a toltés értékével:
WF{4—>B WFA_)O WFB—>O

q q q
Tehat:

Upp =Upo —Upy =Uy —Up (4.11)
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Megjegyzés:

WI;(-)_)B FB—>0
WP = -wp™t = == = Uy = —Up
q q

A fesziiltség kiszamitasa az elektromos térer6sségbol
Ha az elektromos térerGsség a hely fliggvényében ismert, akkor az 4 és B pontok
kozti feszliltség kiszamithatd az alabbiak szerint:
WAE [, F(Rdr _ [} q- E(@dr _ fBE(F)dF

q q q A
A fenti integrdl kiszamitdsanal célszerli az A és B pontok kozott a térerdsség
vonalak, azon belll a legegyszer(ibb gérbe mentén haladni.

Upg =

5. Transzportfolyamatok

Transzportfolyamatokkal a fizika tobb kilénb6z6 teriletén taldlkozunk (pl. hé és
aramlastan, elektromagnetika), igy célszerli azokat egy egységes elmélet
keretein belll targyalni. Miel6tt értelmezziik a transzportfolyamat fogalmat,
tisztaznunk kell, hogy mit értink fizikai rendszer alatt, és beszélnink kell a fizikai
mennyiségek két fontos csoportjardl, nevezetesen az extenziv és intenziv fizikai
mennyiségekrol.

A fizikai rendszer a fizikai tér egy zart felllettel korltlhatarolt tartomanya,
amelyet valamilyen anyagi kézeg tolt ki (59. abra).

——fizikai rendszer

—

\ anyagi kozeg

59. abra. Fizikai rendszer

A fizikai rendszert leiré mennyiségek két csoportba sorolhatok, ezek az extenziv

és intenziv mennyiségek. Az extenziv mennyiség a fizikai rendszer egészét és

egyes részeit (tartomanyait) jellemzi, ezek Osszeadodo (additiv)

mennyiségek (pl. tdmeg, elektromos toéltés, belsé energia, hdmennyiség).

A teljes rendszeren mért értéke egyenlé az egyes részein mért értékeinek

Osszegével, feltéve, hogy az egyes részek kiadjak a teljes rendszert (60. abra).
M=M +M,+--+M+-+M, (51)

79



M

n

60. dbra. Fizikai rendszer jellemzése additiv mennyiséggel

Az extenziv mennyiségek fontos tulajdonsaga, hogy aramlasra alkalmasak, azaz
beszélhetlink a témeg-, elektromos téltés- vagy héaramlasrol.

Az intenziv mennyiségek a rendszert pontrél pontra jellemzik, nem additivak,
aramlasra nem alkalmasak, zart fizikai rendszerben kiegyenlitddésre
torekednek (pl. nyomas, elektromos potencial, hGmérséklet). Zart fizikai
rendszerrdl akkor beszéllink, ha a rendszer és kérnyezete kozott nem lehetséges
az extenziv mennyiségek aramlasa. A tovabbiakban transzportfolyamatokkal
foglalkozunk, azaz azt vizsgaljuk, hogy milyen folyamat révén megy végbe az
extenziv mennyiségek aramlasa két fizikai rendszer vagy egy rendszer és
kérnyezet kozott. A transzportfolyamatok mennyiségi leirdsahoz a 61. abran
lathaté modellt fogjuk alkalmazni.

2-es rendszer

1-es rendszer

Transzporttér

61. dbra. Modell a transzportfolyamatokhoz

Az M extenziv mennyiség aramldasa az 1-esb6l a 2-es rendszerbe a
transzporttéren keresztll valésul meg. Az abran AM, az A fellileten At id6 alatt
ataramlé M extenziv mennyiséget jeloli. Ezt kévetdéen értelmezhetjik az

aramerodsség fogalmat az aldbbi 6sszefiiggéssel:
AM 4

Iy(@®) = lim === (5.2)

At
Tehat az aramerdsség az aramlds iddbeli intenzitdsat jellemzi a fellleten
keresztlil. Specidlisan, ha Iy(t) = I, = alland6, akkor a fellileten At id6 alatt
ataramlott extenziv mennyiség az alabbi dsszefliggéssel szamolhaté:
AM, = I, - At (5.3)
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A fellletet darabokra bontva, az egyes darabokra vonatkoz6 aramerGsségek
O0sszege egyenld a teljes fellletre vonatkozé dramerdsséggel.

\
AM — \\
N — [~
AM |
A2 ——~—
\ \
\
AMAi \\
\é?
\
\
\S?
AM,

62. abra. Extenziv mennyiség aramlasa fellleten keresztil

Ha AM, jeldli a teljes fellileten At id6 alatt ataramlé M extenziv mennyiséget,

akkor:

AMpgq+--+AM 4 AM 4
IM—llm——l m —A AR — )y — AL
At—0 At At—0 At At—0 At At—0

_IM1+“‘+IMTI. (5.4)

Egy fizikai rendszerben egy M extenziv mennyiség értéke megvaltozhat ki-
bearamlas utjan, de ugy is, hogy a rendszeren belll termel6dik, vagy eltlnik.
Termel6dés esetén azt mondjuk, hogy az extenziv mennyiségnek forrasa,
eltlinés esetén pedig, hogy nyeléje van a rendszeren bellil. A termel6dés vagy
eltinés id6beli intenzitasanak jellemzésére bevezetjik a forraserésséget (F,).
Legyen AM, a forras altal At idé alatt termett vagy a nyeld altal At id6 alatt elnyelt
M extenziv mennyiség. Ekkor a forraserGsséget az alabbi Osszefliggéssel
értelmezzik:

Fy(t) = llm L (5.5)
Specidlisan, ha Fy(t) = Fy, = alland6, akkor a termel6dott (elnyelt) fizikai
mennyiséget az alabbi dsszefliggéssel szamithatjuk:

AMT=FM'At (5-6)

Megjegyezzik, hogy forras esetén AM, > 0, igy Fy > 0, mig nyel6 esetén AM; <
0, tehat F,, < 0.

81



AM AL \\
.\\
~—_ Fui [
\\ .
° —~—_| FMn
==
AM A</

63. dbra. Abra a mérlegegyenlet értelmezéséhez

Legyen AM az M extenziv mennyiség At id6 alatti megvaltozasa a fizikai
rendszerben. A fizikai rendszert hatarold fellletet osszuk fel A, ...,A,nagysagu
részfeliletekre. Az egyes részfellleteken At id6 alatt atdramlé M extenziv
mennyiségeket jeldlje rendre AM,,,..,AM,,. Tovabba a rendszeren belil
elhelyezkedd forrdsok és nyeldk altal At id6 alatt termelt vagy eltiintetett M
extenziv mennyiségeket jel6lje rendre AMy4, ..., AM;,,,. A fenti mennyiségek kozott
fennall az alabbi 6sszefliggés:
AM = AMy; + -+ AMy,, + AMyy + -+ AMypy,  (5.7)

Tegylk fel, hogy I (t) = Iy; = alland6, Fy;(t) = Fy; = allandé, ekkor:
AM = Ly - At + -+ Ly - At + Fypq - At + -+ Fyppy - At
Ebbdl:
AM = (Xioq D) - At + (XL, Fui) - At (5.8)
A fenti egyenletet mérlegegyenletnek nevezzik.

A tovabbiakban az M extenziv mennyiség aramanak kilonb6z6 tipusaival
foglalkozunk, nevezetesen a konduktiv és konvektiv aramokkal. Konduktiv
és konvektiv aram akkor johet létre, ha a transzportteret kitolti valamilyen
vezetd kozeg. Konvektiv aramrol akkor beszéliink, ha az extenziv mennyiséget
az aramldé kézeg szallitja magaval. Erre példa egy radiatorcs6ben aramlo viz
amely szallitja a hét. Konduktiv dram esetén az extenziv mennyiség ugy aramlik,
hogy a transzportteret kit6ltd kozeg nyugalomban van, ekkor azt mondjuk, hogy
a kozeg vezeti az extenziv mennyiséget. Példaul egy fém rud vezeti az
elektromos toltést vagy hot. Konduktiv dram csak akkor johet létre, ha egy
intenziv mennyiség térbeli eloszlasa inhomogén. Térbeli inhomogenitas alatt azt
értjik, hogy az intenziv mennyiség értéke a tér kiilonbdzd pontjain mas és mas.
Példaul a tomeg, a hd vagy az elektromos toltés aramldsdhoz nyomas,
hémérséklet vagy elektromos potencialkiilonbség (azaz elektromos feszliltség)
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szlikséges. Ez alapjan az extenziv és intenziv mennyiségek parokba
rendezhetdk:

Extenziv Intenziv
témeg (m) nyomas (P)
elektromos téltés (q) elektromos potencial (U)
hé (Q) homérséklet (T)

A konduktiv és konvektiv dramok mellett az extenziv mennyiségek aramlasa
végbe mehet sugarzas formajaban is (pl. h6ésugarzas). Sugarzasos aramlashoz
nem szlikséges, hogy a transzportteret kit6ltse valamilyen vezet6 kozeg, az pl.
vakuumban is végbemegy.
A tovabbiakban a transzportfolyamatok mennyiségi leirasaval foglalkozunk. Arra
az esetre szoritkozunk, amikor a transzportteret kitolté koézeg allandésult
(stacionarius) allapotban van. Allanddsult allapotrdl akkor beszélink, ha a
kozeg barmely pontjdba barmely t intenziv mennyiség értéke idében allandé.
Ekkor a transzporttér barmely keresztmetszetén barmely extenziv mennyiség
aramerdéssége idében allandé (I,,(t) = I, = allandd). A vezetési egyenlet az M
extenziv mennyiség aramerdssége és a t intenziv mennyiség megvaltozasa
kozott teremt mennyiségi kapcsolatot. Kisérletileg bizonyithaté, hogy az
extenziv mennyiség aramerdssége egyenesen aranyos (~) a hozza tartozd
intenziv mennyiség megvaltozasaval:

Iy~—At=—(1; —14)
Emellett belathatd, hogy az intenziv mennyiség aramerfssége egyenesen
aranyos a transzporttér aramlasra merbleges keresztmetszetével (4), és
forditottan ardnyos az aramlas irdnyaban vett hosszaval (I, 64. dbra). Azaz:

T, — Ty
IM~_A'

l
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Transzporttér

T,>7,

64. &bra. Abra a vezetési egyenlet értelmezéséhez

A K, vezetési tényez6t bevezetve a fenti 0sszefliiggés egyenlet formajaban
irhaté:
Iy = =Ky -A-% (5.9)

A fenti 0sszefliggés a vezetési egyenlet allandosult (stacionarius) allapotban.
A K,, vezetési tényez06 a k6zeg anyagi mindségére jellemz6.
Az (5.9) egyenletet atrendezve:

Rm
—_———

Iy Ko A —(12 —71)

Az R, allandét vezetési ellenallasnak nevezzik. Ezt kovetéen a vezetési
egyenlet:

Iy Ry =—-(;—1) (5.10)
Ha a transzporttér tobb kilonb6z6 anyagi mindségl tartomanybdl (pl. rétegbdl)
all, amelyek az aramlas iranyaban véve egymast kdvetben, vagy egymas mellett
helyezkednek el, akkor a rétegek soros, illetve parhuzamos kapcsolasardl
beszéliink. A 65. abra a rétegek soros kapcsolast szemlélteti.
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65. abra. Eredé vezetési ellenallds értelmezése soros kapcsolas esetén

Feltételezziik, hogy az egyes rétegek hézagmentesen érintkeznek. Az egyes
rétegekre felirva a vezetési egyenletet:
Iy Ryy = —(71 — 70)

Iy * Ryn = —(Th — Tn-1)
A fenti egyenleteket 6sszeadva:
Ly (Rypr + -+ Ryp) =To— Ty + -+ Ty — T =Tg — Tp = — (T, — Tp)
Az egész rétegszerkezetre felirva a vezetési egyenletet:
Iy " Rye = —(75 — 7o)

A fenti egyenletben R, a rétegszerkezet ered6 vezetési ellendllasa.
A fenti két egyenletbdl:

Iy *Rye = Ly - (Ry1 + -+ Rym)
Tehat:

Rye =Ry + -+ Ry, (5.11)

Tehat soros kapcsolasnal az ered6 vezetési ellendllds egyenld az egyes vezetési
ellenallasok 6sszegével.
A 66. abra parhuzamosan kapcsolt hévezeto rétegeket szemléltet:
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66. abra. Eredl vezetési ellenallas értelmezése parhuzamos kapcsolas esetén

Parhuzamos kapcsolds esetén az egyes rétegekhez tartozé aramerbsségek
Osszeadodnak:

Ly =Iys + -+ Lyn
Az egyes rétegekre kilén-kuilon felirhatd a vezetési egyenlet:

Iyi " Ryp = — (71 — 70)

Iyn " Ryn = —(71 — 7o)
Az egész rétegszerkezetre felirva a vezetési egyenletet:
Ly " Rye = —(71 — 7p)
A fenti egyenletekbdl az aramerfsségeket kifejezve és Osszeadva, majd
felhasznalva, hogy az ered6 aramerdsség az egyes aramerésségek 6sszege:
- (t1 — 7o) __ (t1 — 7o) o (t1 — 7o)

RMe RMl RMn

A fenti egyenletbdl:

L1 4.4+ (512

1
Rme  Rm1 Rmn

Tehat parhuzamos kapcsolasnal az ered6 vezetési ellenallas reciproka egyenlo
az egyes vezetési ellenallasok reciprokainak dsszegével.

5.1 Elektromos toltéstranszport allanddsult allapotban -
Elektromos egyenaram

5.1.1 Elektromos egyenaram, Ohm torvénye
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Az elektromos aram az elektromos toltéshordozok makroszkopikusan
rendezett mozgdsa (aramldsa, 67. abra). A toltéshordozok lehetnek elektronok
(pl. egy fémes vezetbben), illetve pozitiv, vagy negativ toltésl ionok (pl. egy
elektrolitban vagy gazban).

O @b | @ |

o @‘T»:jG)» |

4
\
\ / \
v A, \

S 7 N\

67. dbra. Abra az elektromos aramerésség értelmezéséhez

Jelolje a vezeték A keresztmetszetén 4¢id6 alatt atdramlo téltésmennyiséget 4q.
A toltésaram-er0sséget - azaz az elektromos aramerosséget — egy adott ¢
pillanatban a kovetkez6 ésszerggés értelmezi:

I®)=1lm2 = [E] =1[4] (5.13)

A—)A

Specidlisan egyenaramrél (Direct Current - DC) beszélink, ha a
toltéshordozék aramlasi irdanya és értelme id6ében nem valtozik. (Ettol
fuggetlenul az aramerdsség idében valtozhat.) Specidlisan, ha /(t)=/=4llands,
akkor allandd erbsségli egyendramrdl beszéliink. Allanddsult allapotban az
elektromos toltésaramlasra vonatkozd vezetési egyenlet a kovetkez6 alakban
irhatd:
I=-g-4- 200 = 5. B0 20 o= [Vm]

A fenti 0sszefliggésben I az elektromos dramer6sség, o az elektromos vezetési
tényez6, Uy és U, az elektromos potencidl a vezet6 B és A pontjaban, U,z pedig

az elektromos feszliltség a vezet6 A és B pontja kozott (68. abra).

UAB:UA'UB

68. dbra. Abra az Ohm torvény értelmezéséhez
Az elektromos vezetési ellendllast - roviden elektromos ellenallast - az alabbi
0sszefliggés értelmezi:
R=—=p.-~, R=[0], p,=[0-m] (5.14)

oA
a vezetési egyenlet az alabbi alakan irhaté:

87



AR =y S Upg =Ryl

l Rap
A fenti egyenlet mas néven Ohm torvénye, amely szavakban megfogalmazva
a kovetkezd: A vezet6n mért feszliltség és a rajta atfolyd aramerbsség
egyenesen aranyosak, az aranyossagi tényez6 az elektromos (Ohmos) ellenallas.
Amint az (5.14) 6sszefliggésbdl leolvashato, az elektromos ellendllas egyenesen

aranyos a vezet6darab hosszaval, és forditottan annak keresztmetszetével (69.
abra).

Ug—-U
I=-0AF-Ht=-0

U(x)

v

69. abra. Elektromos feszliltség valtozasa a vezetd hossza mentén

A p; aranyossagi tényez6t fajlagos ellenallasnak nevezzilk, amely a vezetd

anyagi mindségre jellemz6. Az alabbi tadblazat néhany fontosabb vezetdéanyag
fajlagos ellenallasat mutatja.

Fajlagos
Anyag ellendllas
(-107° [am])

Ezist 0,016
Réz 0,017
Arany 0,023
Aluminium 0,028
Higany 0,958
Uveg 10Y7
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5.1.2 Egyenarami halozatok, Kirchhoff torvényei

Egyendramu aramforrasokat és fogyasztokat (ohmos ellenallasokat)
elhanyagolhatd ellenalldasu vezetOkkel Osszekétve egyenarama halézatot
kapunk (70. abra).

R E R R
1 2 3 T D
aramforras Ryt |i|] Ry, R,
+ —— + —
- — Ubl - — Ub2
—| } ¢ ¢
C
R, A B

70. abra. Példa egyenaramu halozatra

Egy egyendramu aramforrast harom paraméterrel jellemziink: belsé
fesziiltség (U,), bels6 ellenallas (R,) és polaritas (+,-). A 71. abra egy
egyenaramu aramforrast szemléltet terheletlen, és kils6 fogyasztoval (R)
terhelt esetben.

1=0

71. dbra. Egyenaramu aramforras terheletlen és kiilsé fogyasztéval terhelt
esetben

Terheletlen esetben az aramforras kapcsain egy ideélis (végtelen nagy belsé
ellendllast) fesziltségméré mdlszerrel (voltmérbvel) mért feszlltséget az
aramforras bels6 feszlltségének nevezzik. Terheletlen esetben - a muszer
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végtelen nagy belsé ellenalldas miatt - az aramforrason keresztil nem folyik
aram. Terhelt esetben azonban a terhel6 ellendllason, igy az aramforrason
keresztll aram folyik, és az aramforras belsé ellendlldsan fesziiltség esik. Ekkor
az aramforras kapcsain mért fesziltség:
U=U,—1R, (5.15)

Azaz a kapocsfesziiltség fligg a belsé ellenallas értékétél, valamint az
aramforrason atfolyé aram erbsségétoél, igy kozvetve a terheld ellenallastol.
Ebb6l addéddan célszerli az aramforrast a kapocsfesziltség helyett a belso
feszliltséggel jellemezni, amely nem fligg a terhel6 ellendllastdl. Az egyenaramu
halézatok vizsgalatahoz sziikségiink lesz még a csomopont, az ag és a hurok
fogalmara. A csomopont (elagazasi pont) a halézat olyan pontja, amelyhez
legaldbb harom vezeték csatlakozik (70. abra: A, B, E, F pontok). Az ag olyan,
két csomodpontot 6sszekotd vezetékszakasz, amely a végpontjain kivil nem
tartalmaz csomépontot (70. abra: A-B, F-E, A-F, B-E, B-C-D-E
vezetékszakaszok). A hurok egy olyan (6nmagaba zardédd) vezetékszakasz,
amelynek a kezd6 és végpontja ugyanaz a pont. A fenti fogalmak ismeretében
kimondhatjuk Kirchhoff I. és II. torvényét, amelyek alkalmazasaval barmely
egyenaramu halézat megoldhatd. Kirchhoff 1. torvénye, mas néven a
csomoponti torvény, szavakban a kdvetkezo:
Kirchhoff I. (csomoéponti térvény)
Egy csomdpontba befolyd és onnan elfolyé aramok erésségének elGjeles 6sszege
zérus. A csomopontba befolyé aramokat pozitivan, mig az elfolyékat negativan
el6jelezzik (72. abra).

Yuili=L—-L+I;+1,=0 (516)

l,

1,

72. dbra. Abra a csomoponti torvény értelmezéséhez

Kirchhoff I. torvénye annak a fizikai ténynek a megfogalmazasa, hogy a
csomoépontban nem lehet toltésfelhalmozddas, mert az az elektromos taszitas
miatt 6nmagat szlnteti meg. Kirchhoff II. torvénye szavakban az alabbi:
Kirchhoff II. (huroktérvény)

A haldzathoz tartozd tetsz6leges hurokban kérbe haladva és a fesziltségeket
el6jelesen Gsszegezve zérust kapunk. A torvény alkalmazasanal régziteni kell a
hurokban egy koril jarasi iranyat, valamint a hurokban szereplé minden egyes
agban egy aramiranyt (73. abra).
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A B

73. dbra. Abra a huroktorvény értelmezéséhez (Az abran lathatd hurok a 70.
abran lathat6 halozat része)

A torvény alkalmazasanal az aldbbi elGjel szabalyokat kell figyelembe venni:

1) Ha egy agban folyd aram irdnya megegyezik a hurokban felvett korul jarasi
irannyal, akkor az agban talalhato ellenallasokon es6 fesziiltségek pozitivak,
egyébként negativak.
pozitiv sarkaval (polusaval) taldlkozunk, akkor az &ramforras bels6
feszliltsége pozitiv, egyébként negativ.

Alkalmazva Kirchhoff II. térvényét a A-B-E-F-A hurokra:
ZUi =—Up1 —Rp1" 1 +Ry;" I3+ Ry Iz —Rpy " I, + Uy = 0
7

Ahany ismeretlenink van, annyi hurok vagy csomdponti térvényt kell felirnunk,
igy n ismeretlen esetén egy n egyenletbdl all6 n ismeretlenes linearis
egyenletrendszert kapunk. A fenti egyenletrendszert megoldva, megkapjuk az
ismeretlen dramerdsségeket, ellendlldsokat és feszlltségeket. Ha egy
aramerdsségre negativ értéket kapunk, az azt jelenti, hogy a tényleges technikai
aramirany ellentétes a feltételezettel. Technikai aramirany alatt a képzeletbeli
pozitiv toltéshordozok mozgasiranyat értjik. (A fémes vezetékben a valdésagban
vezetési elektronok mozognak.)

Feladat

Hatdrozzuk meg az alabbi egyenaramd halézat B-A-F-E, B-E, és B-C-D-E
agaiban folyé dramok er6sségét és iranyat!
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A 4

A*{ —
L Ry
Uy

Megoldas:
Kirchhoff II. térvénye az A-F-E-B-A hurokra:

I.Y,U;=R, L, +Rps-Is—Ups + Ry " I + Up, =0

Kirchhoff II. térvénye a B-E-D-C-B hurokra:
II. Y;U; =Ups —Rp3 I3 + Ry I, + Ry I, — Uy = 0
Kirchhoff 1. torvénye a B csomodpontra:

I Y =—L+L+I,=0

L (Ry + Rpz) * I + Rp3 " I3 = Upz — Upy

II. (Ry+ Rpy) I, — Ryz * Iy = Upy — Ups

1. —L, + L, +1;=0

1.8 L+0-L+4,=-5

8 0 4|5
I.O0-I,+11-L,—4-1, =15 = 0 11 -4|15
-1 1 1lo

III. _1'11+1'12+1'13=0

Oldjuk meg az egyenletrendszert a Cramer-szabalyt alkalmazva:

8 0 4 -5 0 4
A={10 11 -4, A =115 11 -4/,
-1 1 1 0 1 1

8 0 -5
A;=|0 11 15
-1 1 0
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8 0 4
detA=[0 11 —4|=
-1 1 1
15 4 11
=8-(11-1-1-(-4))-0-(0-1—-(-1)-(-4)) +4-(0-1—(-1)-11) = 164
-5 0 4
detA; = [15 11 —4|=-15
0 1 1
8 -5 4
detA, =|0 15 —4|=160
-1 0 1
8 0 -5
detA; =|0 11 15|=-175
-1 1 0
_ detA; _ —_15 _
1= Gera ~ 1es - 009 [4]
_ detAy _ ﬂ _
27 deta ~ 164 0,98 [4]
detA -175
I3 = s = s =~ 107 (4]

Megjegyzés: A negativ elGjel azt jelenti, hogy a valds dramirany ellentétes a

feltételezettel.

5.2 Hotranszport allandésult allapotban

A hoétranszport héenergia atadas (atvitel) két fizikai rendszer vagy egy
rendszer és kornyezete kozott.

Az A keresztmetszeten A4t id6 alatt ataramlott h6mennyiséget jeldlje 40Q.
A hoaram erosséget egy 4 fellletre vonatkozoan, egy adott ¢ pillanatban az
alabbi 6sszefiiggés értelmezi (74. abra):

Ip(t) = Alggr})i—f Iy = [ﬂ =w] (5.17)

2. fizikai
rendszer

1. fizikai
rendszer

Transzporttér

74. dbra. Abra a h6aram erdsség értelmezéséhez
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A tovabbiakban a hétranszport harom kilénb6zé formajaval foglalkozunk,
nevezetesen a konduktiv (h6vezetés), konvektiv (hodaramlas) és sugarzasos
(hésugarzas) hétranszporttal.

Hovezetés és hdaramlas csak akkor johet létre, ha a transzportteret kitolti
valamilyen kdzeg, amely hGvezetés esetén nyugalomban van, mig héaramlas
esetén aramlik, igy a kozeg szallitja magaval a hot. HOsugarzas esetén nincs
szikség kozvetité kdozegre, a hétranszport vakuumban is végbemegy.

A tovabbiakban csak az allanddsult (stacionarius) allapotban végbemend
hétranszporttal foglalkozunk. Allanddsult allapotrél akkor beszéliink, ha a kézeg
barmely pontjaba a hémérséklet értéke idében mar nem valtozik. Ekkor a
transzporttér barmely keresztmetszetén a héaram er6ssége mar idoben allandé:

lo(t)=Ip=4allando

5.2.1 HOvezetés

A hOvezetés mechanizmusa mikroszkopikus szinten egyszerl, szemléletes
formaban megfogalmazva a kovetkezs:

A kbdzeg magasabb hoémérsékletli helyein intenzivebb hOémozgast végzé
molekuldk (vagy atomok) energidt adnak at szomszédjaiknak, igy az energia
molekularél molekulara adédik at, és ho vandorol a kbzeg magasabb
homérsékletl tartomanyai fel6l a hidegebbek iranyaba.

HOvezetés egyarant végbe mehet szilard, folyékony vagy légnem( kézegben, de
legjellemzébb szilard anyagokban (pl.: fémekben).

Az altalanos vezetési egyenlet hGvezetés esetén, allanddsult allapotban, a
kovetkez6 alakban irhaté (75. abra):

lg=-2-A-Z2 =[] (5.18)

75. dbra. Abra a hvezetési egyenlet értelmezéséhez
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A fenti egyenletben A a kozeg hovezetési tényezodje, T, és T, az 1-es és 2-es
fizikai rendszer h6mérséklete.
A fenti egyenletet atrendezve:

I ﬁ =—(T,-T) (5.19)
lo-Ry=—(T,~T) = Ry=- R, = [%] (5.20)

A fenti egyenletben R, az | hosszlsagl és A keresztmetszet(i tartomany
hévezetési ellenallasa.

Hovezetési ellenallasok soros és parhuzamos kapcsolasa

Soros kapcsolas
A 76. abra sorba kapcsolt hGvezet6 rétegeket szemléltet.

=

76. dbra. Hovezetd rétegek soros kapcsolasa
A transzportfolyamatokndl soros kapcsoldsra alkalmazott altalanos
gondolatmenetet kdvetve:
IQ-RM=—(T1—T0) + = L IQ-(RM+~~+R;LH)=

e :TO_Tl-"+Tn—1_Tn:TO_Tn:
IQ “Ryn = _(Tn - Tn—l) = _(Tn - TO)

II. Iy * Ry = = (T — Tp)
Az 1. és II. egyenletbdl:
R}Lr=R7\1+'”+R7\n (521)

Parhuzamos kapcsolas
A 77. abra parhuzamosan kapcsolt hGvezet6 rétegeket szemléltet.
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77. abra. Hovezetd rétegek parhuzamos kapcsoldsa

A transzportfolyamatoknal parhuzamos kapcsoldsra alkalmazott &ltalanos
gondolatmenetet kdvetve:

—(12-T1)
Ipg' R =—(T—T) = Ip= #
_ _ —(1-T1)

IQn ‘Ryp=—(T,-T,) = IQn T R

1 1

I. IQ1 + -+ IQTL = _(TZ - Tl) " (R_M + .. +a)

=(T2-T1)

II. IQ "Ry =—(T,—-T)) = IQ = #
Az I. és II. egyenletbdl:

(=T _ =T (=T

Ry» Ryq Ryn
1 1 1
Feladatok
1. feladat

Az abran egy épllet betonbdl készilt fala lathatd. A fal belsé és kiilsé fellletének
hémérsékletét 7; és Tz jeldli.
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j’b
A Iy
_/—{- =
_ T7/
\\
T1 \\ Tz
\\
/

Adatok: d, = 0,2 [m], A =1[m?], &, = L,1[-=|, T, = 20 [°C], T, = 0 [°C]

Szamitsuk ki allanddsult allapotban az 4 feliletl, 4 vastagsagu falon athaladé
héaram erGsségét! Szamitsuk ki a falon keresztil 1 éra alatt atjutd
hémennyiséget!

Megoldas:

Ryp = Adb_bA = 0,182 [%]

—(T,—T1) 20
Ig Ry = —(T,-T,)) = Iy = szbl = = 110 [W]

AQ = Iy - At = 1103600 = 396000 [J] = 396 [Kk]]

2. feladat

Az 1. feladatban szerepl6 betonfal belsé oldalara egy dr vastagsagu fenyéfa
réteget (lambériat) erdsitlink.

\«df»\kdb"\
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Adatok: d; =0,01[m], d,=02[m], A=1[m?, =11, A =011[-2], T, =
20 [°C], T, = 0 [°C]

a) Szamitsuk ki a fenti, 6sszetett falon keresztiil a h6aram erGsségét! A fal belsé
és kilso fellletének hémérséklete ugyanaz, mint az 1. feladatban.

b) Szamitsuk ki a rétegek érintkezo felliletének hOmérsékletét (7!

c) Rajzoljuk fel a hémérsékleteloszlasat a falra merbleges iranyban!

Megoldas:

a)
_df 001
AT ApA T 0111

Rye = Rag+ Ry = 0,273 [

= 0,091 [%]

x _ —(T-T1)

I Re=—(,=Ty) = Ig"==2"2=7326[W]
'o _ 0666

Ig

b)

I Ryg=—(T"=T) =T, - T*
T* =T, —Iy" Ry = 20 — 73,26 - 0,091 = 13,33 [°C]
c)

T [oc] A

20

13.33 T(x)

»

1 21 xfcm]

5.2.2 Héatadas

Egy szilard felllet és vele érintkez6 folyékony vagy légnemi{ kozeg kozotti
konvektiv hdcserét héatadasnak nevezzik. A 78. abra erre mutat példat.
Jelolje T és Tx a szilard felllet és a vele érintkezd folyadék vagy gaz
hémérsékletét. A homérsékletkilonbség hatasara a folyadék vagy gaz
folyamatosan aramlik és szallitja a h6t a magasabb hémérsékletl felllettdl az
alacsonyabb hdémérsékletli kozeg irdnyaba. Azaz ebben az esetben a
hotranszport konvektiv.
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78. abra. A hdatadas jelensége

A szilard felllet és a kozeg kozotti h6aram erGssége egyenesen aranyos a
hémérséklet kilonbséggel, valamint a felllet nagysagdval. Az a aranyossagi
tényezot bevezetve:

Iy=-a-A-(T,—T) (5.23)

Az a aranyossagi tényez6t hoatadasi tényezének nevezzik. (a = [ v ])

m2-K

A fenti egyenletet atrendezve:

1

Iy»—=—(T =T

0 7= M=T)
Rq

IRy =—(T,=T) (5.24)
ahol az R, mennyiséget héatadasi ellenallasnak nevezzik.

Az alabbi dbra sorba kapcsolt hovezetd rétegeket szemléltet.

kb

79. &bra. Abra a héatbocsatasi ellenallas értelmezéséhez

” 7

Ertelmezzilk a rétegszerkezet hoatbocsatasi ellenallasat az aldbbi
Osszefliggés szerint:
R, =Ry + Ry +Ryy + Ryg+ -+ Ry, + Ry (5.25)
dz

-t 4 4 4, d 4 4 dn 1
Re_ab-A+Al-A+xz-A+A3-A+ +An-A+ak-A (5.26)
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A falon athaladd h6aram erGssége ezt kdvetben:
Trr=T
Ip*Re=—(Te —Top) = Ip= —""R—ekb (5.27)
ahol Tw és Tk a kozeg hémérséklete a falszerkezet kiils6 és belsé oldalan.
3. feladat

Az alabbi abra egy hlt6haz kétrétegli falat mutatja. A fal kilsé rétege voros
tégla, mig a bels6 rétege parafa.

Rak R/lt Rip Rab
~
> Lo
Tkk T T, [T, ka
a | A |4 | &%

Adatok: Ty = 25 [°C], Tep = =2 [°C], @, = 20 [%] ay = 10 [%] d, =025 [m], d, =
0,2 [m], A =1[m?], A, = 0,042 [%] A, = 0,77 [%]

a) Szamitsuk ki a falszerkezet héatbocsatasi ellenallasat!

b) Szamitsuk ki a h6aram erdsségét a falon keresztil!

c) Szamitsuk ki az abran lathatd Ti, T2, T3 fellleti hdmérsékleteket!
d) Rajzoljuk fel a fal h6mérsékleteloszlasat!

Megoldas:
a) A falszerkezet h6atbocsatasi ellenallasa:

R, = Ry + Ry + Rap + Ry = 0y Dy —5237[K]

e Tak TRACT W TN Ty AT N A A A w
0,05 0,325 4,762 0,1
b) A h6aram er6sség:
Tip — Tik 27
IR, = —(Tep — i) = lo=— = = 5,156 [W]

R, 5237
c) A fellileti h6mérsékletek:
Ig* R =—(Ty—Tg) =Ty =T, = Ty =Ty~ Iy Rey = 24,74 [°C]
I Ryu=—(T,—T) =T, —T, = T,=T, —Iy Ry =23,06[C]
Ip'Rp=—(T3—T) =T, —=T; = T3=T,— Iy Ry, =—149[C]
d) A falszerkezet hémérsékleteloszlasa:
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T°C] 4
25

Y
24,74 w
23,06

[

25 \I 45 x'[cm]
-1,49 — 2

5.2.3 Hésugarzas

Barmely test folyamatosan hét bocsat ki magabdl elektromagneses hullamok
formajaban. A kibocsatott sugarzasos h6aram erGssége a test hémérsékletének
emelésével rohamosan nd. A kibocsatas a test egy adott 7 hémérsékletén egy
széles hullamhossz tartomanyban torténik, az egyes hulldmhosszokon mas és
mas intenzitassal. A fenti hulldmhossz tartomany tartalmazza az infravoros
tartomany jelentds részét, a lathatd fény tartomanyt, valamint az ultraibolya
tartomany egy részét.

Az elektromagneses hulldmok fizikai és bioldgiai hatdsai a hulldmhosszuk
valtoztatdsaval jelentésen modosulnak, igy az egyes hulldmhossz
tartomanyokhoz mas-mas elnevezés tartozik (80. abra).

radié |[mikrohullam| infravoros ultraibolya rontgen gamma
| Hésugirzas

T T T T T | T T T T
toRee 1072 10 104 107 10°° 1077 1073 10z EE00SGR
hulldmhossz (m)

80. abra. Az elektromagneses spektrum
[http://www.rieth.hu/Vilagom/44___UltraviolaSugarzas.htm]

Sugarzasi jellemzok
A sugarzasos hoterjedés, valamint a sugarzas egy testtel vald kdlcsénhatasanak
leirasahoz bevezetjuk az alabbi fizikai mennyiségeket.

Emisszid képesség
Jeloljak Iy (A, T)-vel egy T hémérséklet(i test altal egy keskeny [/1—'17’1;&+d7’1
hulldmhossz tartomanyban kisugarzott hGaram erOsségét. A fenti hdaram
er0sség egyenesen aranyos a test sugarzo felliletének ,4” nagysagaval és a
hulldmhossztartomany dA szélességével, tehat:

loi(L,T)~A-dA  (5.28)
Az ardnyossagi tényez6t emisszioképességnek nevezzik és (4, T)-vel jeloljuk.
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Ioe(A,T) = A-£(A,T)dA (5.29)
Az emisszioképességet egy rogzitett 7 hOmérsékleten a 1 hulldmhossz
figgvényében abrazolva az alabbi fliggvényt kapjuk:

e(A,T) 4
£(A,T)dA
|
[
| P
' |
: |
E(T) « | :
! |
! |
' |
! |
' | .
I Ll
2 A \
l_di /1+di
2 2
81. dbra. Emisszié képesség egy adott 7hémérsékleten a hulldmhossz

figgvényében

Az adott T hémérsékleten a teljes ]0; +oo[ hulldmhossz tartomanyban kibocsatott
héaramot az aldbbi 6sszefliggéssel szamitjuk:

Ioi(T) = A- [ (A, T)dA = A-E(T) (5.30)
ahol E(T) a test teljes emisszioképessége az adott T hémérsékleten. A teljes
emisszioképesség nagysaga megegyezik a rogzitett T hémérsékletre vonatkozd
£(4,T) fliggvény ]0; +oo[ intervallumon vett gorbe alatti teriletével.

Sugarzasi intenzitas
A test altal kisugarzott hé a térben elektromagneses hulldmok formajaban
tovaterjed. Vegylink a térben egy A nagysagu fellletet, amelyen a sugarzas

athalad. Jeldlje 1,(1) a fenti felllethez tartoz6 héaram azon részét, amely a

da

[A—%;)&;] hulldmhossz tartomanyhoz tartozik. A fenti h6aram egyenesen

aranyos a felllet ,A” nagysagaval és a hulldmhossz tartomany dA szélességével:
Iy(A)~A - da
Bevezetve az i(1) aranyossagi tényez6t, amelyet sugarzasi intenzitasnak
nevezink:
I, =i(A)-A-di=A-i(A)-dA (5.31)
Ekkor a ]0; +oo[ intervallumra vonatkozo teljes hGaram:
Iy=A-[" i(A)-dA=A-1 (532)
ahol I a teljes sugarzasi intenzitas.
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Reflexid, abszorpcio és atereszté képesség
Ha a sugarzas utjaba egy testet helyeziink, akkor arrdl a sugarzas egy része
visszaverddik (reflektalodik), egy része elnyel6dik (abszorbealddik) benne, egy

része pedig athalad rajta. Egy adott T hdmérsékleten a [A—%’l;/1+d7’1

hulldmhossz tartomanyban visszavert, elnyelt és athaladt h6aramot az alabbi
Osszefliggésekkel szamolhatjuk:

I(LT) = A-ig(A,T)dA (5.33)

LT =A-i,(A,T)dA (5.34)

I,ALT)=A-ip(A,T)dX (5.35)
ahol i1, T), iy,(1,T) és ip(A,T) a visszavert, elnyelt és athaladt sugarzasi
intenzitas az adott T hémérsékleten és A1 hulldmhosszon. A beesd hdéaram
megegyezik a visszavert, elnyelt és athaladt h6aramok 6sszegével:

AT + LT +1,(A,T) =IQA,T) (5.36)
A fenti egyenletbdl kdvetkezik, hogy a visszavert, elnyelt és athaladt sugarzasi
intenzitasok 6sszege megegyezik a bees6 sugarzasi intenzitassal.
ixA,T) + i,(AL,T) +ip(L,T) = i) (5.37)

A fenti egyenletet atrendezve:

irA4T) iy,(AT) ip(A,T)

@ am am
A fenti 6sszefliggésben az r(1,T) = i“i((i’)”, a(AT) = % és d(A,T) = % a test
reflexi6é, abszorpcio és atereszté képessége az adott T hOmérsékleten és A
hulldmhosszon. Ebbdl addddan:
r(A,T)+a(A,T)+d(A,T) =1 (5.38)

Az (5.37) egyenlGséget felirhatjuk integralis alakban:

o] o] [ee] [ee]

jiR(/l,T)d/1+jiA(/1,T)d/1+J iD(/l,T)d/l:ji(A)dA

0 0 0 0
MY+ L(T)+1,(T) =1 (5.39)
ahol I, Iz, I, és I, a bemen0, visszavert, elnyelt és atmend teljes intenzitas. Az
egyenletet atrendezve:
Ig(T) | 1,(T)  Ip(T)
I I I
R(T) + A(T) +D(T) =1 (5.40)

ahol R(T), A(T) és D(T) a teljes reflexid, abszorpcid és ateresztd képesség.

1

A fekete test sugarzasa

Az abszolut fekete test olyan test, amely a ra es0 sugarzast, annak
hulldmhosszatdl és a test hémérsékletétdl fiiggetlendl teljes mértékben elnyeli.
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r(LT) +a(LT) +d(A,T) = 1
0 0

aAT)=1 = AT =1
Az abszolut fekete test emisszioképességét Planck elméleti Uton meghatarozta,

mint a hdmérséklet és a hulldmhossz fliggvényét:
-5
Cl " /1

- m?2
¢ =8'm-h-c>=1,499-10715 []T]

h-c
=0,0144 [m - K]

Cy =
ahol h a Planck allando (h = 6,626 - 1073 [J - s]), ¢ a fénysebesség vakuumban (c =
3108 [?]) és k a Boltzmann &llandé (k = 1,38- 10723 [ﬂ)

Mint korabban megmutattuk, az A feltlet(i, T hémérséklet(i abszolut fekete test
altal kibocsatott h6aram:

Iopi = A Ep(T) (5.41)

A teljes emisszidoképességet az emisszidképességbdl az alabbi integrallal
szamithatjuk:

Eq(T) = f F@ATdl= | 22 di=o-T*
0 o erT—1

ahol ¢ a Stefan-Boltzmann allandé, o = 5,67 - 1078 [mf_’K4].
A fenti integral kiszamitasanak részleteivel itt nem foglalkozunk. Tehat az 4
feltlet(, T hémérséklet(i abszolut fekete test altal kibocsatott h6aram:
lowi=A o T* (5.42)

Azaz az abszolut fekete test teljes emisszioképessége, ezaltal az altala sugarzas
formajaban kibocsatott h6aram a test Kelvinben mért abszolut hdmérsékletének
negyedik hatvanyaval ardnyos. Azaz a hOsugdarzas szerepe a hOmérséklet
novekedésével rohamosan nd. A fenti Osszefliggést Stefan-Boltzmann
torvénynek nevezzik.
Jel6ljuk A,,..-al azt a hulldamhosszt, amelynél a fekete test emisszioképessége,
azaz a Planck fuggvény értéke, maximalis:

er(Aman, T) = Tzag((gF(A' 7))
A flggvény ott veszi fel maximalis értékét, ahol a 1 valtoz6 szerinti derivaltja
zérus. A 1, SzélsGérték helyet megkeresve az alabbi Gsszefliggést kapjuk,

amely Wien-féle eltolodasi torvény néven ismert:
allando

Amax = — Amax * T = allandé = 0,0029 [K - m]
A fenti térvény szemléletes jelentése az, hogyha a test h6mérséklete nd, akkor
Amax hulldmhossz vele forditott ardnyban csokken, azaz a test altal kibocsatott
hdsugarzas spektruma az infravérosbdl a lathatdé fény, majd az ultraibolya
tartomany felé tolodik el. Azaz a test alacsony hémérsékleten nem bocsat ki
lathato fényt, a hGmérséklet névelésével azonban el6sz6r vorés, majd narancs,
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aztan fehér, végul kékes fényt bocsat ki. Végll a kibocsatott sugarzas atlép az
ultraibolya tartomanyba, amely az emberi szem szamdara mar nem lathaté.

Sziirke testek hésugarzasa
A valosagos testek a kornyezetbGl érkez6 sugarzas egy jelent0s részét
visszaverik (esetleg at is eresztik), azaz nem abszol(t fekete testek. Bar
altaladnos esetben a testek visszavero (reflexid) képessége fligg a belsé sugarzas
hulldamhosszatol, a gyakorlatban el6fordulé testek jelentGs részénél a
hullamhossztdl vald fliiggés elhanyagolhaté, azaz:
r(A,T) =r(T)

Az olyan testeket, amelyek visszaverd képessége fiiggetlen a hullamhossztdl,
sziirke testeknek nevezzik. A szlirke testek reflexié képessége, amely ebben
az esetben egyben a teljes reflexido képesség is, egyetlen szamadattal (R)
jellemezhet6:

R="2D (543)
A fenti Osszefliggésben 7/ a beesd, Ix(T) pedig a T hémérsékletli test altal
visszavert h6aram erdssége. Egy szlirke test és egy vele minden szempontbdl
egyez6 abszolut fekete test teljes emisszio képessége kozott fennall az alabbi jol

meghatarozott kapcsolat:
E,(T)=A—-R)-Ep(T) (5.44)

A fenti 0sszefliggés a Kirchhoff-féle sugarzasi torvény, amely szavakban az
alabbi:
A szilrke testek teljes emisszid képessége az azonos homérsékletl abszollt
fekete test teljes emisszid képességének (1-R)-szerese, ahol R a szlirke test teljes
reflexié képessége.
A fekete test emisszi6 képességére korabban kapott 0Osszefliggést
behelyettesitve:

E4,(T)=(1—-R)-0-T* (5.45)
Tehat a szirke test altal sugarzas formajaban kibocsatott héaram az alabbi

Osszefliggéssel szamolhato:
Iowi =AEg,(T)=(1—-R)-A-0-T* (5.46)

1. Feladat
Egy sotét szinli lemez reflexiés tényezdje 0,32, hémérséklete 25 °C. Mekkora
teljesitménnyel sugaroz négyzetméterenként ez a test?
Megoldas:
loi = A~ E,(T)=(1-R)'A-¢-T*=(1-032)-1-576-10"%-298,15* = 309,5 [W]

A kornyezet sugarzasanak hatasa
Az el6z6 példakbodl is latszik, hogy mennyire fontos szerepet jatszik a
hétk6znapokban a hé6sugarzas. Ahhoz, hogy az alapveté folyamatokat
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megértsiik, beszélni kell a testeket korllvevé kornyezet hémérsékleti
sugarzasanak testre gyakorolt hatasardl.

Homogén koérnyezet hatasa
Vizsgaljuk elGszor a lehetd legegyszer(ibb esetet, amikor egy sik fellletet,
melynek homérséklete 7, minden iranybdl koérbe vesz egy T7x homérsékleti
kérnyezet. A sik felliletet csak az egyik oldalrdl éri a kérnyezet sugarzasa, azaz
ugy vesszlik, hogy a masik oldala irdnyaba semmilyen hdcsere nem torténik.
A termodinamika II. fotétele értelmében a melegebb testrdl a hidegebb felé fog
a h6 aramlani, ami azt jelenti, hogy idével a hOémérséklet kilonbségek
kiegyenlitédnek, azaz egyensulyi allapotban 7=T7:. A testet teljesen korilvevo
kérnyezetbdl tehat ugyanakkora héaram éri a testet, mint amennyit a test
kibocsatana, ha a kornyezetével megegyezé hOmérsékletli lenne. Egy 7k
hémérsékletl kornyezet tehat:
Igi=(1—-R)-A-a Tt (5.47)

elnyelt h6aramot okoz a testben.
Ez nem a kdrnyezet teljes h6arama, mivel a test csak a bees6 sugarzds (7-R)-ed
részét nyeli el. A T hGmérsékletl kérnyezet tehat ugyanolyan héaram er6sséget
kelt, mint a Tx hémérséklet(i abszolut fekete test. Az ered6 h6aram erdsség a
test és kornyezete kozott tehat:

Igi = (1 —=R)-a-A-(T*-T¥ (5.48)
Természetesen ebben az esetben ,kérnyezet” alatt azon targyak 6sszességét kell
érteniink, amelyekkel a vizsgalt test elektromagneses hulldmokat cserél. Ez a
gyakorlatban azt jelenti, hogy nem a kornyez6 levegé hémérséklete szamit,
hanem a test helyérdl lathato atlatszatlan testeké, mondjuk egy zart térben a
falak bels6 hdmérséklete.

2. Feladat
Egy villanyrezsé f6z6lapjanak reflexids tényezbje 0,4, atmérbje 20 [cm].

a) Mekkora a flt6szalanak maximalis teljesitménye, ha bekapcsolva hagyva
557 [°C] hdmérsékletre melegszik fel? Feltételezziik, hogy a f6z6lap csak
sugarzas utjan veszit h6t, a kdrnyezet hémérséklete 20 /°C].

b) Ha a f6zllap és a leveg6 kozotti héatadasi tényezé 5 /W/m?K], akkor
mennyi lesz a hGatadashoz tartozé hGaram? A f6z6lap és a kdrnyezet
hémérséklete ugyanannyi, mint az a) részben.

Adatok: R = 0,4, d = 20 [cm], T = 557 [°C] = 830,15 [K], Tx = 20 [°C] = 293,15 [K], 0 =
567107 [

m2-K4

Megoldas:

a)
1" =(1-04)-567-107%-(830,15* — 293,15*) = 499,69 [W]

Prax = 159 = 499,69 [W]
b)
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w
a=5 [mZ-K]
135 Ry = ~(Ty = T)
hea, 1 _ _ e _
IQ A - (TK T)
Iéwa =—a-A- (TK — T) = 84,35 [W]

3. Feladat

Egy R=0,65 reflexids tényez6jd 10 /m?] fellletl aszfaltjarda hémérsékletét jeldlje
T, a h6atadasi tényez6 a jarda és a kornyezd leveg6 kozott a = 15 [%] A jardat
korilvevd targyak és levegd hoémérséklete egyarant 7x hoémeérsékletiek.
Hatdrozza meg a jarda altal h6sugarzas és hdatadas formajaban leadott nettd
héaramokat, ha: T =30 [°C], T, = 15 [°C].

Megoldas:

I3% Ry = —(Tx = T)

155 — = —(Ty = T)

I§% =—a-A-(Tx —T) = 250 [W]

I3 =(1—=R)-A-o-(T* = T¢*) = 307,99 [W]
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