DOKTORI (PhD) ERTEKEZES

Kockazati mérések és mértékek instabilitasa

Szerz0: Nagy Gabor

Témavezetd: Dr. Gall Jozsef Mihaly

Debreceni Egyetem
Ko6zgazdasagtudomanyi Doktori Iskola
Versenyképesség, Globalizacio, Regionalitas program
Debrecen, 2015.05.04.



DE Doktori szabalyzat 7. sz. melléklet

A doktori értekezés betétlapja

Kockazati mérések és mértékek instabilitasa

Ertekezés a doktori (PhD) fokozat megszerzése érdekében
a kozgazdasagtudomany tudoméanyagban

frta: Nagy Gabor okleveles kozgazdasz

Késziilt a Debreceni Egyetem Kozgazdasagtudomany Doktori Iskolaja
(Versenyképesség, globalizacid, regionalitas programja) keretében

Témavezetd: Dr. Gall Jozsef Mihaly

A doktori szigorlati bizottsag:

elnok: Dr. i
tagok: Dr. o,
Dr. i
A doktori szigorlat idépontja: 2015... . ...cceeeereneen .. .
Az értekezés biraloi:
Dr. e,
Dr. e
Dr. e,
A biralobizottsag:
elnok: Dr. e
tagok: Dr. o,
Dr. i
Dr.oc
Dr. i
Az értekezés védésének id6pontja: 2015... . ...............



DE Doktori szabalyzat 12. § (5) szerinti nyilatkozat

Nyilatkozat

Alulirott Nagy Gabor nyilatkozom, hogy
a) értekezésemet korabban mas intézményben nem nytjtottam be és azt nem utasitottak el;

b) nem allok doktori fokozat visszavonasara iranyulo eljaras alatt, illetve 5 éven beliil nem
vontak vissza t6lem korabban odaitélt doktori fokozatot;

c) a disszertaci6é 6nallé munkdm, az irodalmi hivatkozasok egyértelmiiek és teljesek.

Kelt: Debrecen, 2015. .....ccccco..
Nagy Gébor



Tartalomjegyzék

TartalomMIEZYZEK .......eieiiiiiee et ettt et et 3
1. KOSZONEINYIIVANTTAS ....cuveeieiieiieiiiieiieeie ettt ettt re e e ebe et essaeetaessbeeseessseensaensseenns 5
2. BEVEZELES ..ottt ettt ettt e et e s bt e e b e et e e nabee e 6
3. Miikodési kockazatok tokeszamitasanak 1ehet0SEgei .......ccuvvvvvevivieiieniiieiieieeieeeeeee e 15
4. Basel I keretrendSzer - AIMA ......oooiiiiiiieeee ettt ettt 17
4.1, BelSO @dAtOK ........eoiuiiiiiiiiiiee et 17
4.1.1. DAtUM VAIASZEAS. ....cueiiiieiieiiieiie ettt ettt ettt e e b e aneenee s 18
4.1.2. TAOLAV VAIASZEAS ....eeeeeienieeiieeieeie ettt ettt sbe et eneesnee e 18
4.1.3. Modellezett mennyis€ég MegVAIASZIASA ........ceeueerueeiiieiieeiieie et 19
4.1.4. CSOPOTtOS VESZIESEEEK . ....uviieiiieiiiieeiie et e e e 19
4.1.5. Adatgylijtési KUSZOD ......eeruiiiiiiiiiiiieie ettt 19
4.2, KUISO AdAtOK.....cveeeeeiieeiieeee ettt sttt st 19
4.3, SHHZALE tENYEK ..c..eieiiiiiiiee ettt 21
4.4. KOCKAZAth fIOZOTIA ..ot sttt 22
5. A tékekovetelmény-szamitds flloZOIAJa . ......cocueeiiiiiiiiiie e 23
5.1. A tokekdvetelmény LDA €SELEN .......ccvivuieiiiiiieeiieeieeiee ettt eve e eese e 23
5.2. Tokekdvetelmény szamitds egyeb MOASZETEl ........ceevierueeriieriiieiieiieeieeee e 30
5.2.1. KOZEIItESES MOASZET ......eeuvieniiiieiieiieeieettee ettt 30
5.2.2. Single LosS APPrOXIMAtION.......couerierieirieerierienientenitenteetesieenteeeeseeesseesresaeenseeaee e 32
6. Az operacids kockazat becslése, €s kapcsoldodo problémak...........cceevveeviienieiiiienieeieennen, 33
6.1, A TINTATOL ...ttt et s e e b e st e et e e sate e bt e s naeenseens 35
6.1.1. Az optimalis mintaclemSZAMIOL...........cccuirvuieriieiiieiieeieeeie et 36
6.1.2. Single Loss Approximation €s MintanagySsag .........cocueeeerververreerueruereerueneeseennens 39
6.2. A gyaKoriSAg ClOSZIASTOL .......ccueiieiiiiiiiiieiie ettt ae e 41
6.2.1. Tipikus gyakorisag €loSZIASOK .........cc.eeviiriiiiiiiiiieie e 41
6.2.2. Gyakorisag €loSZIAs VAIASZEAS .......ccccviereiieiiieiieeieeciie ettt 42
6.2.3. Single Loss Approximation és gyakorisag eloszlas valasztas...........ccceeerveeneennene 47
6.3, A VESZLESEZCIOSZIAS ..ottt ettt st eabeeaeeenaeennaeas 47
6.3.1. Gyakran alkalmazott veszteségeloszlasok €s illesztésiik ..........ccoorviniininiinnnnnns 47
6.3.2. Single Loss Approximation és az egyedi veszteségeloszIas ..........coevvvrerivenveennnnn. 50
6.4. Adat@yljtesi KUSZOD .....cc.eiiiieiiiiieiee ettt et 54
6.4.1. Adatgyiijtési kiiszOb hatdsa a tOKEIe .........ccceeviieviiiriiiieeieeeece e 54
6.4.2. Adatgyiijtési kiiszob ¢és az egyedi veszteségeloszlas paramétereinek Maximum
LiKelTNOOd DECSIESE ....cuveiieiieiieeieieee ettt et st s 56
6.5. AZONO0S MINTACIEMEK .......eoiiiiiiiiiii et 60
7. Tokekovetelmény-szamitas gyakorlati megvalositasa.........occveveeeiieriieniienieeiieiee e 60
7.1. Az Osszetett eloszlas (LDA) és a tokekdvetelmeény ..........cccceeviieiiiniieiieniieieeieeee 60
7.1.1. Monte Carlo SZIMUIACIO .........eoeeriieiiiieiieieeie e 60
7.1.2. PaANJEr TEKUIZIO ..ottt ettt et e b 66
7.1.2.1. DISZKICHZALAS ....ueeenieiieieee ettt et s 67
7.1.2.2. Panjer rekurzid €s a toke stabilitdsa ..........ccceeeiuiiiiiiiiiniiiiiee e 68
7.1.3. Fourier tranSZfOormACIO ........ccuevuieruieiiiiienieeieste ettt 71
7.2. Single Loss Approximation €s tOKeSZAMItAS...........cccuveeriieeriieeeiiieeie e 73
7.2.1. Single Loss Approximation és az extrapolacios probléma ...........c.ccceceeverieneennens 78
7.2.2. A tékebecslés hibaja lognormalis veszteségeloszlas esetén..........coeevevveevveeennnennns 78
8. KiilSO adatok leMZESE .....c..eeuiriiiiiiiiiiieieee ettt 95
8.1. A HUNOR adatbaziSTOl ......ccc.eeiuiiiiiiiieeiiee ettt 96
8.2. Adatok €lOKESZILESE. ...c..ueeeiiiiieiie et 96



8.3. HUNOR StatiSZHIKAK......cceeruiiiiriiiiiiiiiieiitecee ettt 97

8.4. Extrém €rtékek elMElete. ......ccuviiiiiiiiiiiiiieee e 104
8.5. Az eloszlas szElének a VIZSZAIta.........cceevuiieiiiiiiieiieeeeeee e 105
8.6. GPD sZimulAcids KISETIt .........cocuiiiiiiiiiiiieiee e 114
8.6.1. A tail index €loSZIASATOL .........ccoooviriiririiiiiiiccc e 116
8.6.2. A scale paraméter eloSZIASATOL ...........coouiiiiiiiiiiiie e 117
8.0.3. A tOKe €lOSZIASATOL .......oueiiiiiiiiiiiiiee e 117

9. Konkluzidk a miikddési kockazati tékekovetelmény instabilitasarol .............cocceeeeeenneene 124
10. PortfOliok ZajérzEKENYSEEE ....ccuveevreeeiieiieeieeieeeieeiee ettt te et sreeteeeebeereessseeseessseenne 128
11. A variancia KockazatérzeKenySEge. ........covuuiriieriiiiiieiieeieee ettt 132
11.1. A MarkoWitZ Problema .........c.cccvieciieriieiiieiieeieecie ettt ettt e e eseeeeaeenne 132
11.2. A Markowitz probléma geometriai interpretacioa .......cevveereerieerieeneeeriienieeieeeee. 133
11.3. Empirikus kovariancia MAatriXoK ........cc.eeveeriieiiieniieiiienieeieeste e eee e seeeeeee e enne 135
11.4. Egy érdekes megfigyelés........oooiiiiiiiiiiiiiiiiecee e 136
11.5. Wishart matrixok sajatérték eloSzIASa........cccuivvuieriiiiiiiiiieiieeieeeeeie e 137
11.6. Egy sziirési eljaras a véletlen matrixok elméletére alapozva..........ccooceeevveniienennen. 138
11.7. Az optimalis portfoliora gyakorolt zaj hatdsanak mérése ...........cccoevvvevrienirenieennnnne. 140
11.8. Modell épités €s eredmMENYeK ..........ccceeriieiiiiiiiiiieeie et 140
11.8.1. 1. modell: A legegyszeriibb kovariancia MatriX.........cceeveeeieerieeeveeneenveenneennnn. 140
11.8.2. 2. modell: Az egyfaktoros (piaci) modell...........ccooeiiiiiiiiiiiiiiiieeee, 142
11.8.3. 3. Modell: Szimmetrikus piac-plusz-szektorok modell................ccoeevrrrrenennnn. 144
11.8.4. 4. modell: Antiszimmetrikus piac-plusz-szektorok modell..............ccccoceeneenee. 146

12. Alternativ kockazati MErt€kek ..........cocoviminiiiiiiiiiiiiiiecee 152
12.1. Value at Risk és a szabalyozdi mertékek ...........ooooviiiiiiiiiiniiiiiieeceeeieeeeee, 152
12.2. ADSZOIUL EIEEIES ...ttt 154
12.3. Expected shortfall..........cocooiiiiiiiiiie e 158
12,4, MaXiMAlIS VESZEESEZ ...uvveveieiieiieeiieeiieeieesieeeteesereeteessaeeseessseenseessseesseassseenseesssennns 160
12.5. Az expected shortfall megoldhatdsagi problémaja ...........cccooeeviieiiiniiiniiniiceeee, 165
12.6. A sulyok ingadozasa és o €10SZIASA .......c.eevueieiieiiiiiiecieeieecee e 173
13. Konkluziok a portfolidoptimalizalasban hasznalt kockézati mértékek instabilitasarol ... 176
14. Sajat eredmeénYek OSSZEEZESC......ccuveviieiieeiieieeeie ettt ettt e eteesbeebeesebeeseeenae e 178
15, BEICTEZES ..ottt ettt ettt ettt et e et e et e et e beeeneas 185
Dolgozatban felhasznalt sajat publikaciok JegYZEKe.........ccvveviviiciiiriieiieieeeee e, 187
SUIMIMATY ..ttt ettt et e bt e st e b e sar e et e e saeeeteenaneenneenanes 188
ROVIAIEESJEZYZEK .....envieieieiieiieice ettt 194
HiIVAtKOZASOK ...ttt ettt sttt e 196



1. Koszonetnyilvanitas

A dolgozat tudomanyos eredményei szempontjabol alapvetd tdmogatdst és iranymutatast
kaptam témavezetéim Dr. Gall Jozsef Mihaly és Dr. Kondor Imre, valamint Dr. Patka Szilard
kollégam részérdl. Ezuton is szeretném megkdszonni az egyes problémakkal (kutatasi
hipotézisekkel) kapcsolatos kitartd tdmogatasukat és segitségiiket, valamint a k6zds munkat.
Ezaton szeretnék koszonetet mondani a munkahelyi vita birdloinak, Dr. Kosztopulosz
Andredsz ¢és Dr. Sziile Borbala egyetemi docenseknek a birdlatban €s a munkahelyi vitan
megfogalmazott szdmtalan hasznos megjegyzésiikért. Végiil, de nem utolsdésorban koszonettel
tartozom feleségemnek, Papp Katalinnak a hosszii évek tiirelméért és a szamos ¢€pitd

észrevételért.



2. Bevezeteés

Az elmult évtizedek a pénziigyi modellek gyors terjedését hoztdk a pénziigyi szektorban, ami
a bankmiikddés szamtalan teriiletén megnyilvanul. Modelljeink segitségével meghatarozzuk
szamos pénziigyi termék arat, ligyfelet valasztunk, eldontjiik, hogy adott kockazatvallalasi
szint mellett melyik befektetés a legjobb az ligyfél szamara, vagy €ppen kiszdmitjuk a bank
szlikséges tokeszintjét. A statisztikai modellek épitése és alkalmazéasa igen fontos, hiszen a
modellek altal kinalt tobblet informacid gyakran versenyeldnyt jelent, vagy az informécio
birtokldsa egyenesen a versenyben maradas feltétele lehet. Ugyanakkor szem el6tt kell
tartanunk azokat a szempontokat is, melyek a modellek altal adott informacio értékét
csorbitjadk. Ennek megfelelden tisztdban kell lenniink példaul a modell feltevésekkel, az
inputok mindségével és azok relevans voltaval (pl. egy sokkoktdl mentes pénziigyi iddsor
biztosan nem fogja visszatiikrozni a tényleges kockdzatokat), a kdrnyezeti valtozasokkal
melyek az inputokra hatnak, és nem utols6sorban a modellezett probléma természetével. Ezek
azonban sokszor rejtve maradhatnak a banki modellezé eldtt, hiszen adott esetben az
intézmény az alkalmazott modellt szoftveres tdmogatassal egyiitt vasarolta, és bizva a szoftver
gyartdjaban, az intézmény mar csak inputokkal latja el a modellt és hasznositja a kapott
eredményt. Mas esetben bizonyos modellek futotizként terjednek el egy adott probléma
megoldasara, és azok piaci alkalmazasa Iényegesen hamarabb terjed el, mint a modellek az
ipardg szintli megértése. Az ilyen esetek felgyorsithatjdk a modell fogyatékossagainak a
feltarasat annak széleskorti felhasznalasa révén, egyuttal azonban rendszerkockézatot is
jelenthetnek az egész pénziligyi szektorra. A kockazatok széleskori alul becslése (lasd pl.
CDO, devizahitel) rendszerszinti sokkot eredményezhet, melynek egyéni és tarsadalmi
koltségei igen magasak lehetnek. Ebbdl adoéddan fontos, hogy tisztaban legyilink a modellezett
probléma természetével, valamint a modell eredmények felhasznalhatosagaval. A modellekbe
vetett tulzott hit elfedheti a probléma természetébdl adddo tényleges kockazatokat, melynek
kovetkeztében a kockdzat viseldjét a naiv tudatlansag allapotaban éri a kockazat nem vart
mértékének bekovetkezése.

A dolgozat soran két olyan pénziigyi problémat mutatunk be, ahol kockdzatok modellezése és
azok megismerése trividlisnak tlinik, ugyanakkor a modellben rejld instabilitas kdvetkeztében

az eredmények erdsen megkérddjelezhetdek.



Az dolgozat elsé részében a miikddési kockazatokra alkalmazott tékemodellek stabilitasat
vizsgalom. Itt fontos hangsulyozni, hogy nem 6nmagukban az alkalmazott modellek jelentik
az instabilitast, hanem a modellek miikodési kockdzati kornyezetben torténd alkalmazasa.
Latni fogjuk, hogy definicié szerint a szabdlyoz6 altal elvart t6ke a miikodési kockazatok
fedezésére olyan elvarast tdmaszt a pénziigyi intézmények fel¢, amely magaban hordozza az
instabilitast. A dolgozat masodik részében egy portfoliooptimalizalasi problémaval
foglalkozunk. A kockazati mértékek fejlodése toretlen volt az elmult 50 évben, mindig
favorizalva valamely mértéket a kockazatok szédmszerlsitésére. Markowitz portf6lid
modelljében — elsddlegesen marketing okok miatt - a szoras a kockéazati mérték. Késébb a 90-
es években a JP Morgan nyilvanossagra hozta az 4ltala alkalmazott Value at Risk (VaR) alapu
kockazatkezelési modszertant, ami pillanatok alatt a bazeli szabalyozasba is beépiilt. A VaR
kritikai életre hivtak a Conditional Value at Risk (CVaR) ¢és spektralis mértékek koz¢ tartozo
Expected Shortfall-t (ES). A 2008-ban induldé valsdgot kovetden a szabdlyozds egyre
nyitottabba valt az ES széleskori bevezetésére, mivel az a jelenlegi szabalyozd mértéknél
(VaR) nagyobb mértékben képes megragadni az extrém veszteségeket. Kockazati mértékre
szliikség van, hiszen az informdciot siirit, egy komplex vildgot (pl. egy bonyolult bank
portfoliot) képez le egyetlen értékké, melynek révén konnyen megismerhetjiilk annak
kockézatait. Ugyanakkor itt is tisztdban kell lenniink azzal, hogy egyrészt a kockéazati mérték
eldallitasa soran nagyfokt egyszeriisités, informacid vesztés torténik, masrészt az egyes
mértékek a mogottes vildg mas és mas jellemzdit ragadjak meg jol, vagy hangsulyozzak az
elemzd szamara. Ezt kiegészitve a mogottes probléma természetével gyakran szembesiilhet az
elemzd, vagy dontéshozd azzal a jelenséggel, hogy mikdzben a mogottes vilag kockazati
profilja valtozatlan, a kockdzatmérés eredménye mégis jelentds eltérést mutat. A dolgozatban
vazolt elsé két probléma pontosan ezzel a jellemvonassal bir, mig a harmadik az instabilitas
egy masik oldaléra vilagit ra.

Fontos tisztdzni, hogy az instabilitas szot egyfajta gylijtéfogalomként hasznaljuk, semmiképp
sem egy egységes, preciz matematikai fogalomként. Ennek megfeleléen a dolgozat soran a
stabilitdsnak sincs egzakt definicidja.

Ahogy a disszertdci6 cime is mutatja mérés ¢és mérték instabilitasarél van szo, hiszen
esetenként még az is kiilonbdzik, hogy az instabilitas egyaltalan mihez is kdthetd (méréshez
vagy mértékhez?). Az instabilitas fogalmanak konkretizalasra az egyes problémak kapcsan
keriil sor. Mint azt mar felvezettik, a dolgozatban a miikddési kockazatok és a
portfolidoptimalizalas témakorében olyan gyakorlatbol meritett problémakat taglalunk,

melyekkel kapcsolatban a hétkoznapi felhasznalé meghokken, és azt tapasztalja, hogy a



probléma megoldasa esetenként erdsen eltér az eldzetes varakozésaitdl. Tehat valamilyen
anomalia all a probléma hétterében. Igy az instabilitas a vizsgalt esettdl fiiggben mas és mas
modon jelenik meg. Mitkddési kockézatok esetén az instabilitds (tOkekdvetelmény nagyfoka
valtozékonysaganak) elsddleges forrasa a szabalyozdi definicio, ami a modellezd szemiivegén
nézve gyakran:

e nagyfoku becslési hibaban,

o extrémekre vald érzékenységben,

e nem megfeleld eloszlas hasznalataban,

e kiilonb6zd becslési modszerek jelentdsen eltérd eredményében
jelenik meg.
Portfolidoptimalizalas esetén az instabilitds egyrészt a portfoliosulyok nagyfoka
valtozékonysagaban, masrészt a portfolid optimalizalhatosdgaban tiikr6zédik vissza. Azt
lathatjuk, hogy a szakaszonként linearis kockéazati mértékek becslési hibaja nagyobb, mint a
szoraseé, és egyben a portfoliosulyok nagyobb valtozékonysdgaval (instabilitasaval) jarnak.
Bizonyos esetekben az instabilitas azt a meglepd tényt jelenti, hogy az optimalizalas el sem
végezhetd. Vagy gondolhatunk arra a nem hétkdznapi jelenségre, hogy az Expected Shortfall
esetében a hiba mértéke nem monoton a konfidenciaszint fliggvényében. Azaz bizonyos

esetekben, ahogy n6 az optimalizalashoz felhasznalt mintaelemszam, tigy romlik a becslés.

A dolgozat fobb kérdésfelvetései a kovetkezok.

1. A mikodési kockazatok tokekovetelményéhez Kkapcsolodé extrapolacios

probléma ugyanugy érinti-e a kis és a nagy mintaval rendelkezo intézményeket?

2. A portfoliovalasztasi feladatok megoldasat mennyiben befolyasolja a valasztott
kockazati mérték? Avagy az egyes mértékek mennyire érzékenyek az

optimalizalas soran elkovetett becslési hibara?

3. Létezik-e minden esetben optimalis portfoli6? Azaz a kiilonbozo

portfoliooptimalizalasi feladatoknak létezik-e minden esetben megoldasa?

Hogy a fenti kérdésekre valaszt adjunk, a dolgozatot az aldbbiak szerint strukturaljuk. A
dolgozat elsé részében (3-8 fejezetek) a miikddési kockazathoz kapcsolodo kérdést vizsgaljuk.

Ehhez hosszabb ¢és részletesebb bevezetd tartozik, mivel az kevésbé ismert, mig a



portfolidoptimalizalasrol sz616 masodik rész nagyjabol ismertnek feltételezi az alkalmazott
keretrendszert. Ennek oka, hogy a modern portfolio elmélet gyokerei Markowitz [1952]
munkéssagaig nyllnak vissza, és azt a legtobb pénziigyi tankdnyv taglalja.

A jelen bevezetést kovetd fejezetek lebontasa a kovetkezo.

A 3. fejezetben roviden felvazoljuk a miikddési kockazatokhoz kapcsolodd szabalyozoi
keretrendszert, és a szabalyozo altal kinalt lehetdségeket, melyekkel egy adott hitelintézet
miikodési kockazati tOkekdvetelményét szamithatja. Dolgozatunk fokuszpontjaban az un.
AMA (Advanced Measurement Approach) all, melynek keretében az intézmények sajat
modellt fejleszthetnek, illetve azt tokekovetelmény szamitasra alkalmazhatjak.

A 4. fejezetben az AMA keretrendszer kotelezd elemeit mutatjuk be, és nagy vonalakban
ravilagitunk az azokhoz kapcsolodd dilemmékra. Ezek olyan elemei a belsé modelleknek,
melyek jelentésen befolydsoljak az eredményiil kapott tokekovetelményt, ugyanakkor a
szabalyoz6 alapvetdéen nem ad irdnymutatast ezek hasznalatara vonatkozdan, csupdn azok
kotelezd meglétét irja eld.

Ezt kovetden ismertetjiik a mikodési kockazatok kozos jellemzoit, természetét, stilizalt
tényeit. Ezek koziil eldzetesen kettét emeliink ki. Egyrészt a miikodési kockdzati
tokekovetelményt alapvetéen a legnagyobb egyedi (évkozi) veszteség, vagy veszteségek
hatarozzak meg. Ez mar onmagaban eldrevetit egyfajta instabilitast a tokekdvetelmény
szamitasa soran. Masrészt a rendelkezésre 4ll6 minta sosem elégséges a megbizhato
becsléshez (lasd Single Loss Approximation). Ez egy ujabb forrdsa a tékekdvetelmény
becsléshez kapcsolodo instabilitdsanak. Kutatasi kérdésfelvetésiink is ehhez kapcsolodik. Ha a
minta mérete sosem elégséges, akkor kik vannak szerencsésebb helyzetben, a kisebb, vagy a
nagyobb belsé mintdval rendelkezd intézmények, vagy alapvetéen nincs kiillonbség? Az
olvasd szamdra elsd korben abszurdnak tlinet a kérdésfelvetés is, hogyan meriilhet fel
egyaltalan, hogy egy nagyobb mintdbol rosszabb becslés sziilessen, mint egy kisebbdl. A
probléma bemutatdsat a rakovetkezd fejezetekben a pénziigyi szabalyozas elvardsaibol
szarmaztatjuk.

A fejezet végén a Basel Il-es szabalyozéas igen fontos aspektusdra mutatunk rd, miszerint a
tényleges kockazatokat az extrém veszteségek jelentik, és a kockdzatkezelésnek elsédlegesen
erre  kell figyelmet forditania. Ennek megfeleléen a hagyomanyos ¢és modern
kockézatmenedzsment filozofiajat is szemléltetjiik.

Az 5. fejezet definidlja a miikodési kockdzati tékekdvetelményt, és ahhoz kapcsolodoan
roviden bemutatja tékeszdmitasi modszerek modszertanat. A Loss Distribution Approach

(LDA) egy lehetséges eljarast jelent a tokekovetelmény meghatarozasara. Lényege, hogy az



aggregalt éves veszteséget az egyedi (éven beliili) veszteségek gyakorisdg - és veszteség
eloszlas segitségével allitja el6. Az LDA eljaras szamos modszerrel kivitelezhetd, igy a
tovabbi fejezetekben szot ejtiink a Monte Carlo szimulédciorél (mc), gyors fourier
transzforméciordl (fft) és Panjer rekurziordl is.

Az LDA-n tali, tokekdvetelmény szamitasra alkalmas egyéb moddszerek kapcsan a szamunkra
igen fontos Single Loss Approximation (SLA) modszertanat és a kozelitéses modszereket
emlitjiik.

A 6. fejezetben elsdként egy AMA szerinti miikodési kockdzatkezelési modell fobb épitd
elemeit vesszilk sorra. Szot ejtiink az optimalis mintanagysagrol, valamint az LDA-t
meghatarozo fobb gyakorisag €s egyedi veszteségeloszlasokrol. Egyszerti példakon keresztiil
rdmutatunk arra, hogy tékekdvetelmény meghatirozasa soran a gyakorisag eloszlas alakja
nagyjabol mellékes, annak csupan varhatdé értéke szamit, ugyanakkor az egyedi
veszteségeloszlas széle dominans szerepet jatszik. Illusztrativ példat hozunk a miikddési
kockazatkezelési tokekovetelmény jelentds instabilitdsara is. Megmutatjuk, hogy a
dontéshozo eldtt 4ll6 informacios halmazbdl (historikus idésorbol) alapvetéen nem lehet
kovetkeztetni a miikodési kockdzatkezelési tokekovetelmény ,,igazi” értékére.

Ezt kovetden egy specialis problémat taglalunk. A belsé modellt épitd intézmények tipikusan
egy adott kiiszob folott gyljtik a miikddési kockazati veszteségeket, igy a kiiszob alatti
veszteségek eldobasa egyben informacio vesztést is jelent. Egyrészt vizsgaljuk, hogy az
eldobott veszteségek materidlisak-e a tokekovetelmény mértékének szempontjdbol, masrészt
megmutatjuk, hogy a feltételes eloszlds haszndlata a tékekovetelmény szamitas soran
mennyire instabil helyzetet teremt.

Itt hivjuk fel a mintdban 1évé azonos értékekre a figyelmet. Ennek megemlitése azért
sziikséges, mert amint azt a HUNOR adatbazis vizsgalata soran latni fogjuk, ez a jelenség az
egyedi kareloszlas becslésére szintén torzitd hatassal van.

A 7. fejezetben tériink vissza az LDA modszer lehetséges megvalositasaira. Vizsgaljuk, hogy
a kiilonb6z6 modszerek (Monte Carlo, FFT, Panjer rekurzio) alkalmazasa bir-e barmilyen
hatassal a tékekdvetelmény szamitésra.

Ezt kovetéen bemutatjuk a Single Loss Approximation ¢s annak tovabbfejlesztett
modszertanat tékeszamitas szempontjabol, részletezziik az elsé kutatasi problémat. Az SLA
modszertanat felhasznalva kifejtjiilk, hogy a kis, illetve nagy mintabol toérténd becslés
josdganak dilemmadjat az jelenti, hogy két ellentétes hatds all szemben egymassal, melyek
meghatdrozzak a tOke becslési hibdjat. A nagyobb mintaval (az éven beliili veszteségek

szamabol adodoan) rendelkezd intézmények latszolag kedvezobb helyzetben vannak a becslés

10



szempontjabol, ugyanakkor nekik egy magasabb valosziniiséghez tartozo kvantilist kell
becsiilniiik, ami egyidejiileg novekvd bizonytalansdgot hordoz. A két egymassal ellentétes
hatas (névekvd minta és magasabb konfidenciaszint) kdvetkeztében nem nyilvanvalo, hogy a
sok adattal rendelkez6 hitelintézetek valoban kisebb, vagy lényegesen kisebb hibaval becslik-
e tokéjuket. A kutatasi kérdés megvalaszolasahoz bizonyos feltételek mellett meghatarozzuk a
tokekovetelmény eloszlasat, ami a dolgozat egyik 6nalld analitikus eredményét adja. Latni
fogjuk, hogy bizonyos esetekben a tdkekovetelmény (esetiinkben VaR) szordsa az éves
gyakorisag fiiggvényében nem monoton viselkedést mutat (kezdetben csdkken, majd nd).
Megallapitjuk, hogy nem csak az szamit, hogy mennyi adattal rendelkezik egy intézmény,
hanem az is, hogy mennyire vastagsz¢lii (heavy tail) a veszteséggenerald folyamat. A kettd
Osszjatéka hatdrozza meg, hogy mennyire pontosan tudja az intézmény megbecsiilni a
miikodési kockazati tokekovetelményét.

Mint azt mar kordbban emlitettiik két hatas fesziil egymasnak. Egyrészt a ndvekvd gyakorisag
kedvez a becslésnek, hiszen nagyobb mintabol a veszteség eloszlast kisebb hibaval tudjuk
becsiilni, masrészt viszont a nagyobb gyakorisadg egyre tavolabbi kvantilis extrapolalasat teszi
szilkségessé. Ugy tiinik, hogy egy kevésbé kockazatos (heavy tail) folyamat esetén a
mintanagysag novekedés ellenstlyozni tudja az extrapolaciobol (egyre magasabb kvantilis
becslésébol) adddo bizonytalansagot, addig vastag szélii folyamatok esetében ez mar nem
teljesiil. Ebbdl adéddan paradox modon a mintanagysag novekedése a tokekdvetelmény
becslésének nagyobb bizonytalansagaval parosul vastag sz¢€lii folyamatok esetében. A tovabbi
vizsgélatok azonban ravilagitanak, hogy amennyiben a tékekdvetelmény hibdjat relativ
szérasban mérjiik, ugy az monoton csokkend fiiggvénye lesz a mintaclemszdmnak, tehat a
nagyobb minta stabilabb becsléshez vezet.

A 8. fejezetben a kiils6 adatokkal foglalkozunk. Egy AMA modellt épitd intézmény szdmara
nem csak a bels historikus adatok relevansak, hanem a kiilsd, iparagi adatok is. A fejezetben
bemutatunk néhany leird statisztikit a HUNOR (HUNgarian Operational Risk database)
adatbazisrol, illetve néhany becslést is elvégziink GPD (altalanositott Pareto) eloszlast
feltételezve az egyedi veszteség adatokrol. A GPD eloszlas relevanciajat az adja, hogy egy
adott kiiszobon tual (épp ahol a belsd intézményi adatok mar ritkdk, vagy nincsenek) az
eloszlasok szélei a GDP eloszlashoz tartanak. Megmutatjuk, hogy a kiilonb6z0 becslési
modszerek, még ugyanazon eloszlas feltételezése mellett is Iényegesen eltérd
tokekovetelményeket adhatnak, azaz a kockdzatkezelésnek igen ovatosnak kell lennie az
eredmények tekintetében. Mind a HUNOR, mind mesterségesen generalt adatok folott
vizsgaljuk a népszerli MLE, és stabil becslést addo PWM becslések kozotti kiilonbségeket, és
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szamos megallapitast teszlink az altalanositott Pareto eloszlasbol becsiilt paraméterekre €s az
azokkal szamitott tokekdvetelményekre.

Osszegzésképpen véazoljuk a konkluziokat (9. fejezet) a miikddési kockazatkezelési modellek
épitésével, és az azokbol adodo tékekovetelménnyel kapcsolatban. Latni fogjuk, hogy AMA
modell épitésekor az intézménynek igen koriiltekintéen kell eljarnia, hiszen egy olyan
szabalyozoi kornyezetben kell a tokét meghataroznia, ahol a tokeérték messze a
megfigyelhetd és visszamérhetd tartomanyon tal helyezkedik el.

A 10. fejezet mar a portfoliok optimalizalasa soran elkdvetett becslési hibakkal foglalkozik.
Itt talléplink a kordbban alkalmazott kockazati mértéken (Value at Risk, VaR), s6t éppen
ezzel nem foglalkozunk annak nem konvex jellege miatt. Mivel a portféliboptimalizalés
kérdéskore széleskorben ismert és targyalt, igy itt az dltalanos bevezetést mellézve, rovid és
mélyen specifikus bevezetés utan vezetjiik fel a masodik kutatasi kérdésfelvetés vizsgalatat,
azaz hogy a portfoliovalasztasi feladatok megoldasat mennyiben befolyasolja a valasztott
kockézati mérték?

A 11. fejezet a klasszikus kockadzati mérték, a variancia zajérzékenységét vizsgalja.
Szimulacios megkozelités alapjan vizsgaljuk a variancia zajra vald érzékenységét (Pafka et.
al. [2002]) alapjan. Pafka et. al. [2002] szimuldciés koOrnyezetben bevezette a becsiilt
kovariancia matrixi €s a becslési hibatol mentes portfoliok szorasanak hanyadosat, €s
hasznalta a zaj mértékének megallapitasara. Megmutatta, hogy a zaj N/T (portfolid-elemszam
¢s a mintahossz hédnyadosanak) fiiggvénye. Reprodukdljuk az altala felépitett variancia-
kovariancia matrix modellt, ami dsszefogja a valodi piacon megfigyelt empirikus kovariancia
matrixok lényeges tulajdonsagait.

A 12. fejezetben tériink ki az alternativ kockazati mértékekre. A madasodik kutatasi
kérdésfelvetés mentén vizsgaljuk az abszolut eltérést, Expected Shortfallt és ennek
pesszimista verziojat, a Maximalis Veszteséget (Maximal Loss, ML). Ezen kockazati
mértékeknek az elterjedt szabalyozoi mértékekkel (itt nem a VaR-ra, hanem a mesterségesen
szabalyozoi sulyokon alapuld mértékekre gondolunk) k6zos az a tulajdonsaga, hogy részben
linearisak, vagy, mashogy megfogalmazva iso-kockdzati felsziniik poliéder a portfoliostlyok
fiiggvényében. Azt allitjuk, hogy ez a tulajdonsag a magyardzata annak, hogy ezen kockézati
mértékek nagyobb mértékben érzékenyek a zajra a szérdshoz képest. Egy masik donto faktor,
hogy a VaR, ES ¢és ML egy adott kiiszob alatt az 6sszes adatot elveti, azaz csak az adatok egy
részének jut szerep a becslés soran. Megjegyezziik, hogy a variancia és Absolute Deviation
mértékekkel kapcsolatos eredmények csupan reprodukcidi maés szerzok (elsédlegesen Dr.

Pafka Szilard) munkainak, illetve az alkalmazott szimulacios keretrendszer is atvételre keriilt.
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A fejezet végén attériink a harmadik kutatasi kérdésfelvetés kapcsan arra, hogy az Expected
Shortfall f6lotti optimum egy valoszinliségi kérdés, amely a mintatdl fiigg. Mindez azt is
jelenti, hogy a portfolidoptimalizalasi feladatnak nem minden esetben létezik megoldasa. A
Maximalis Veszteség esetében meghatarozzuk az optimalizalhatosag valoszintiségét N/T
fiiggvényében.

Konkluzioval zarjuk a portfolidoptimalizalashoz kapcsolodo fejezeteket. Latni fogjuk, hogy a
vizsgalt kockdzati mértékek kiilonbozoképpen érzékenyek a zajra. Azt tapasztaljuk, hogy az
Expected Shortfall és annak specidlis esete a Maximalis Veszteség esetében a legnagyobb a
becslési hiba. Az Expected Shortfall és ahhoz kapcsolodéan a Maximalis Veszteség esetében
az optimum létezését semmi sem garantalja. A megoldas 1étezése kikényszerithetd tovabbi
korlatozo feltételek bevezetésével, de ez mar az eredetitdl eltérd linedris programozasi
feladatot jelent.

Legvégiil 6sszegezziik a kutatasi kérdésekre adott valaszokat, és a dolgozat sajat eredményeit.

A dolgozatot a koszonetnyilvanitas, 0sszegzés, és hivatkozasok fejezetei zarjak.

A dolgozat soran szamos probléméval taldlkozik az olvas6. Hangstlyozzuk, hogy nem
kindlunk megoldast a problémak orvosldsara (hogyan lehetne az adott kontextusban fennallo
becslési hibat csokkenteni), elsddleges célunk a probléma megértése, leirdsa €s ezeken
keresztiil a kutatasi kérdésfelvetések korbejarasa. Az 6nallo eredmények nem valnak el élesen
a szoveg egy¢b részeitdl, ugyanakkor a fejezetek, alfejezet cimében ezt mindig jelezziik. A
dolgozat tobb ponton is szamos olyan eredményt tartalmaz, ami kdzos eredményt jelent mas
tarsszerzokkel (Dr. Gall Jozsef, Dr. Kondor Imre', Dr. Pafka Szilard, Hajnal Béla, Kallai
Zoltan, Povilaitis Katalin), igy itt is ahhoz tartjuk magunkat, hogy az 6nallo6 eredményt a
cimben jeloljiik. A dolgozat sordn végig problémat jelent a tizedespont és tizedesvesszd
hasznalata, mivel az alkalmazott szoftverek tizedespontot hasznalnak, igy az azokbdl
szarmaz6 abrakon is tizedespont jelenik meg. Ugyanakkor a szdvegben a magyar helyesirasi
szabalyoknak megfeleléen tizedesvessz6t hasznalunk, mig a pont gyakran az ezresek
szepardldsara szolgdl. Problémat jelenthet még az olvasd szamdéra, hogy a pénziigyi
intézmények szabalyozasa egy folyamatos tevékenység, igy a szabdlyozoi, torvényi
hivatkozasok a dolgozat, vagy a dolgozat alapjat képezd publikacié megirasa 6ta valtozhattak.

Ennek kovetkeztében eldfordulhat, hogy a hivatkozott szabalyozo6i anyag mar nem érhetd el

Témavezetd a portfolidoptimalizalas témakdrben.
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web-es hivatkozas esetén, mivel az hatalyat vesztette egy modositas, vagy magasabb rend

szabalyozas bevezetése kovetkeztében.
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3. Miikodesi kockazatok tokeszamitasanak lehetoségei

A mikodési kockazatok kezelésérdl €s tokekovetelményérdl szold unids szabalyozas
(Capital Requirement Directive, CRD?) ujabb kihivas elé allitotta a hitelintézeteket’
(Validacios Kézikonyv, Pénziigyi Szervezetek Allami Feliigyelete (2006), 200/2007 (VII. 30.)
Korm. r.). Mig a szabélyozd eredetileg kisebb tdkekovetelménnyel kivanta jutalmazni a
kockéazataikat mélyebben feltérképezd, jobban megértd és szofisztikaltabb tokeképzési
modszereket alkalmazé intézményeket, ma mar a 2008-ban kezddédd valsag
kovetkezményeként a szabalyozd azt gondolja, hogy rendszerkockézatilag fontos
intézményeknek kockazatérzékeny modszertan keretei kozott a miikodési kockézataikat
kezelni és tokét képezni. Az ilyen modellek implementéldsa szdmos nehézséggel jar tobbek
kozott az idésor nem staciondrius jellege és a nem elégséges mintaelemszdm miatt
(Embrechts et. al. [2003]). A dolgozat elsé részében a miikodési kockazatok természetét, a
kockazatokra képzett tOke stabilitasat vizsgdllom AMA (Advanced Measurement Approach)
kdrnyezetben szamos szimulacidos példan, a HUNOR bankkozi adatbazis adatain és egy
leegyszertsitett modellen keresztil. Az AMA mellett a szabalyozé (Pénziigyi Szervezetek
Allami Feliigyelete [2006]) még masik 3 egyszeriibb tokeképzési lehetdséget kinal a
hitelintézeteknek, az alapmutatd modszert (Basic Indicator Approach, BIA), a sztenderdizalt
modszert (Standardised Approach, TSA) és az alternativ sztenderdizalt modszert (Alternative
Standardised Approach, ASA). Mig a BIA, TSA ¢és az ASA egyszerii formuldkon keresztiil
adja meg a képezendd tOke nagysagat, addig az AMA keretein beliil az intézmény

szofisztikalt belsd modellt épithet a kockéazatok valddi jellegének feltérképezésén alapulva.

A fentiek kovetkezménye a BIA, TSA ¢és az ASA csekély kockazatérzékenysége, illetve hogy
bevezetésiink kezdeti éveiben az AMA-hoz viszonyitva tipikusan magasabb
tékekovetelményt is jelentettek’. Ugyanakkor jegyezziik meg, hogy egyes nagy alaptokéjii

hitelintézeteknél néhol eléfordultak ezzel ellentétes tapasztalatok is (Id. Committee of

: CRD alatt az Eurdpai Unid 2006/48/EC szamu és 2006/49/EC szamu direktivait értjiik.

} Hpt. szerinti hitelintézetek, és hitelintézettel egyenértékli prudencidlis szabalyozasnak megfeleld
pénziigyi vallalkozasok.

4 A szabalyozas egyik jellemvonasa, hogy a szofisztikaltabb modszereket alkalmazd intézményeket
kevésbé biintetik magas tékekovetelménnyel. E mogott az a logika huzodik meg, hogy minél komplexebb
moddszert valasztunk, annal pontosabb képet kapunk az intézmény miikddési kockazatairdl. Ugyanakkor a 2008-
ban kezd6dd pénziigyi valsag arnyalta némelyest ezt a képet, hiszen a valsag alatt a hitelintézetek miikodési
veszteségei ¢s az abbol szamolt téke tipikusan nem csokkent, mig a BIA, TSA, ASA alapjaul szolgaldé Gross
Income igen, ami az ezen modszertanokat hasznalok szamara kedvezobb tokehelyzetet teremtett.
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European Banking Supervisors [2006]). A 2008-ban kezd6d6 pénziigyi valsag tovabb arnyalta

ezt a képet, hiszen a valsag alatt a hitelintézetek miikodési veszteségei, és az abbol szamolt

toke tipikusan nem csokkent, mig a BIA, TSA, ASA alapjaul szolgalé Gross Income gyakran

igen, ami az ezen modszertanokat hasznalok szamara kedvezébb tékehelyzetet teremtett.

Ahhoz, hogy a hitelintézetek a fejlett modszertant alkalmazhassdk szamos el6irasnak kell

eleget tenniiik (Basel Committee on Banking Supervision [2003], 200/2007 (VII. 30.) Korm.

r.). Ezeket nem soroljuk fel tételesen csupan azokat, amelyek a modellépités szempontjabol

relevansak.

1.

A belsd modellnek mind a véarhaté mind a nem vart veszteségeket meg kell
ragadnia.

A kis valoszinliséggel bekovetkezd, ugyanakkor potencialisan nagy hatast okozo
eseményekre is fedezetet kell nyuGjtania a tokének, 99,9 szazalékos

valoszinliséggel, 1 éves iddtavon.

3. A belsé modellnek figyelembe kell vennie

Banki adatbazis

e az intézmény sajat, belsd adatait,
e a kiils6 adatokat,
e aziizleti kornyezetet tiikkr6z06 tényezoket,

e a forgatékonyv elemzést (scenario analysis).

Kvantitativ komp onensek HunOR / ORX

Bels6 adatok Iparag: tapasztalat

P

Belsd adatok Hillsd adatok

Basel Il (AMA) kbvetelmények

Uzleti kimyezet
elemzés

Szcenaro elemzés

. \

/ ™~

Onértékelések Miikodési kornyezet

S

Kvalitativ kemponensek

1. abra: A belsé modell komponensei.
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4. Az intézményeknek legaldbb 5 éves iddsort kell figyelembe venniiik a
tékekovetelmény szamitashoz,” tovabba a hitelintézet belsd veszteségadatainak
atfogonak® kell lenniiik.

5. A hitelintézeteknek a veszteség adatokat lizletdgaknak és veszteség kategoéridknak
kell megfeleltetnie.

6. A belso adatok gylijtésének also hatarértékét az intézménynek meg kell hatdroznia.

7. A hitelintézet modelljébe beépithet és igy alkalmazhat a veszteségadatok kozott

korrelacios feltételezéseket .

A Basel Il-es keretrendszer®, melynek célja a nemzetkozi bankrendszer stabilitasanak az
elémozditasa szamos gyakorlati problémat vet fel, melyeket az intézmény belsd, masrészt a

kiils6 iparagi adataihoz kdthetlink (Basel Committee on Banking Supervision [2011]).

4. Basel Il keretrendszer - AMA

4.1. Belso adatok

Egy intézmény miikddési tokekdvetelményének meghatarozasa céljabol igen fontos szerepet
jatszanak annak belsd, szervezetbdl szarmazé adatai. Ezek az adatok, miikodési veszteségek a
szervezetben szétszortan vannak jelen, igy a miikodési kockéazatkezelés fontos feladata az
adatok gytjtésének megszervezése. A piaci kockazatkezeléssel ellentétben az elemzéshez /
tokeszamitashoz sziikséges adatok nem vasarolhatok meg valamely informaci6 szolgaltatotol
(Reuters, Bloomberg), hiszen masok altal nem ismert, a szervezet sajat belsé adatairdl,
veszteségeirdl van sz6. Az adatok gylijtése, rendszerezése igénybe veszi az egész szervezetet,
¢s értelemszeriien adodik, hogy nem éri meg minden apr6 veszteséget feltarni és adatbazisban

rogziteni. Ennek kovetkezménye, hogy a szervezet meghatarozza azt az alsé kiiszobértéket,

A fejlett mérési modszer bevezetésekor elegendd 3 évnyi adattal rendelkeznie a hitelintézetnek.
Atfogonak kell a belsé veszteségadatoknak lenniiik abban az értelemben, hogy azoknak meg kell
ragadniuk a vonatkoz6 alrendszerek és foldrajzi régiok Osszes fobb tevékenységét és a kitettségeit. A
hitelintézeteknek bizonyitaniuk kell, hogy a kizart tevékenységek vagy kitettségek sem egyénenként sem
egyuttesen nem befolyasoljak Iényegesen az atfogd kockazati becsléseket.

Amennyiben tudja igazolni, hogy a korrelacid mérésére alkalmazott modszerei megbizhatoak (azaz
mennyiségi ¢s mindségi modszerekkel ald vannak tdmasztva), tovabba azt, hogy figyelembe veszi a korrelacios
becslések ismert hianyossagaibdl adédo hibakat (200/2007 (VII. 30.) Korm. r.).
¥ A Basel II utan mélyebben érdeklédé olvasonak javasoljuk Ong [2006] konyvét.

6

17



ami folott veszteségeit gyljti. A késdbbiekben ezzel kapcsolatban még visszatériink arra a

kérdésre, hogy az adatgytijtési kiiszob megvalasztasa hogyan hat a miikodési kockazati tokére.

4.1.1. Datum valasztas

Az adatok gytijtéséhez kapcsolédd problémat jelent a modellezési datum kivalasztasa. A
szervezet szamos id6pontot - esemény bekovetkezésének datuma, esemény észlelésének
datuma, eseményhez tartozo veszteség konyvelésének a datuma, esemény adatbazisban
torténd rogzitésének a datuma feljegyezhet egy mitkddési kockézati eseménnyel kapcsolatban,
melyek haszndlata kiilonb6zé tékeszamokat eredményezhet, tehdt a szervezetnek
kortltekintéen kell valasztania koziilik. Egy miikodési kockazati esemény bekovetkezése
sokszor nem ismert, igy adott esetben az sem eldonthetd, hogy az eseményhez tartozo
veszteségnek bele kell-e tartoznia abba az idésorba, amibdl a toke meghatarozasa torténik. Az
¢észlelés datuma egy ujabb lehetdség a miikdodési kockazati esemény hatdsanak modellezésére,
hiszen akkor vessziik figyelembe az eseményt, amikor mar tudjuk, hogy viselniink kell annak
kovetkezményeit (legtobbszor a bekdvetkezett veszteséget detektaljuk), ugyanakkor
események melyek a (rég) multban kovetkeztek be, bekdvetkezésiik utan sokkal késobb is
okozhatnak gazdasagi hatdst. Ez utobbi esetén olyan események keriilnek be az idésorba és a
tokeképzésbe, melyek adott esetben mar nem is relevansak az intézmény szempontjabal (pl.
az lzletdg mar megszlnt, vagy azt a folyamatot mar szdmos kontroll funkci6 er6siti, ahol az
esemény bekodvetkezett).

A konyvelés és rogzités datuma minddssze technikai datumok, igy egy kockazat érzékeny

tokekovetelmény megallapitdsdra nem javasoltak.

4.1.2. Idotav valasztas

A szabalyozd 5 éves id6sort javasol a miikodési tOke meghatarozasdhoz, ugyanakkor az
idésor hosszdnak meghatarozdsa soran azt sziikséges mérlegelni és optimalizalni, hogy az
intézménynek legyen elégséges adata a kockazatok becsléséhez, tehat egyfeldl legyen minél
hosszabb az iddsor, masrészt nem szabad arrol sem megfeledkeznie, hogy egy allanddan
valtoz6 kornyezetben miikodik, tehat a valos kockdzati profiljat az idében legfrissebb

események jellemzik leginkabb. Ezt a képet arnyalja, hogy lehetnek olyan tipust események
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(pl. birosagi tigyek), ahol a veszteségek ¢és a kapcsolodd megtériilések idében tavol vannak

egymastol, igy egy rovidebb — akar 5 éves 1dotav valasztasa értelmét veszti.

4.1.3. Modellezett mennyiség megvalasztisa

A szabalyoz6 ugyan el6irja, hogy figyelembe kell venni a megtériiléseket a toke szamitasa
soran, ugyanakkor annak modjat csak részben szabja meg. A szereplok egy része a megtériilés

(kivéve biztositasok) utani, masok a megtériilés elotti 6sszeget tekinti a modellezés alapjanak.

4.1.4. Csoportos veszteségek

A hitelintézet koteles rendelkezni az egymassal Osszefiiggd, azonos okra visszavezethetd
veszteségekrdl. Ennek legegyszerlibb formajat az ugyanazon miikodési kockazati esemény
altal generalt veszteségek jelentik, mig ennél nehezebben megragadhatok az ugyanazon ok
miatt bekovetkezd események veszteségei. Ez utdbbiak kozé tartoznak azon Osszetett
veszteségek, melyek sorozatban kdvetkeznek egymas utdn ugyanazon esemény miatt, illetve
az un. makro események, melyeket a k6zds kivaltd ok kapcsol dssze. Csoportos veszteségek
esetén donteni kell a kapcsolodd veszteségek aggregalasarol vagy egyedi értékként

kezelésérol a modellben.

4.1.5. Adatgyiijtési kiiszob

A bels¢ adatokra vonatkozoan az intézménynek meg kell hatdrozni egy minimalis
veszteségkiiszobot, amely folott veszteségadatot gylijt. A 200/2007-es kormanyrendelet
alapjan az adatbazisbol csak azok a veszteségadatok hagyhatdk ki, melyek bizonyithatdéan

nem befolyésoljak jelentdsen sem egyedileg, sem pedig 6sszességében a teljes kockazatot.

4.2. Kiilso adatok

Az intézmény belsé adatai kozott extrémek — igen nagy veszteségek alig, vagy legalabbis

modellépités szempontjabdl tipikusan elégtelen mennyiségben fordulnak eld. Ugyanakkor
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kockazat és tokekovetelmény szempontjabol éppen ezek az események a relevansak (lasd Aue
et. al. [2006], Bocker et. al. [2005], Embrechts et. al. [2003]). Az intézmény kiilsé adatai két
forrasbol szarmazhatnak:

e publikus adatok,

e konzorcium adatok.

Mindkét adatforrds rendelkezik elényokkel és hatranyokkal, a kettd kozotti valasztast
els6dlegesen a felhasznalds célja donti el. A publikus adatok gyakran részletes leirdssal
rendelkeznek az eseményt illetden, ugyanakkor kozzétételiik meglehetdésen eseti. Ebbdl
adodoan hasznosak lehetnek a kockazati Onértékelések és szcenarid elemzések soran,
ugyanakkor eseti jellege miatt nem képezheti stabil inputjat a tOkeszamitasnak. A konzorcium
adatok rendszeres és folyamatos rendelkezésre alldsat a tagok azon vallalasa biztositja,
miszerint azok meghatarozott idokozonként kdzzéteszik miikodési kockazati veszteségeiket a
konzorcium tobbi tagjanak szamara. Ezen adatforras hatranyat éppen az jelenti, hogy a tagok
anonimak szeretnének maradni a veszteségek tekintetében, igy a kockazati eseményekrdl
tipikusan csak az adatkonzorcium 4altal eléirt minimalis informacidkat adjadk meg. A
felhasznalok igy sokszor kénytelenek megbizni a tobbi tag adatgyljtési, rogzitési,
kategorizalasi folyamataban, hiszen az esemény / veszteség leirasabol sokszor mar nem Ilehet
rekonstrudlni a teljes miikodési kockazati eseményt, igy a felhaszndld csak annak
helyességében bizhat.

A kiils6 adatok bevonasa a modellbe nem lehet minden megfontolas nélkiili. Az
adatkonzorcium tartalmazhat olyan adatokat, melyek egyaltalan nem relevansak az azt
felhasznald szamara (pl. nagyon eltérd miikodési kornyezet; lizletagi veszteségek, ahol az
adott lizletaggal az intézmény nem rendelkezik), igy azokat mell6zni praktikus a t6keszamitas
soran. A relevansnak tiin6 adatok bevonasa pedig azt eredményezheti, hogy a
tokekovetelmény az iparagi tokekdvetelmény iranyaba fog torzitani. A toke becslésének kiilsd
adatok miatti torzitasat annak stabilitdsa kompenzalhatja kiils6 adatok figyelembe vétele
esetén. A kérdés tehat egy intézmény szdmara, hogy az mennyire hasonlit, vagy kiilonbozik
az iparagtol, hiszen ennek fiiggvényében fogja hasznalni (stilyozni) a kiilsé adatokat. Szdmos
szerz0 (Isd pl. Dahen et. al. [2008]) javasolja a kiils6 adatok skalazasat (intézményre

szabasat), ami egy az iparagi tokekovetelmény felé kevésbé torzito tokeértékhez vezethet.

Az Dbankszektor tipikus megoldasait €s tapasztalatait fenti problémak kapcsan (Basel

Committee on Banking Supervision [2011] foglalja 6ssze.
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4.3. Stilizalt tények

A Basel IlI-es javaslatok kovetkeztében szamos intézmény kezdte el vizsgalni a
mukodési kockazatok kozos jellemzoit, és annak természetét stilizalt tényeknek nevezziik

(Embrechts et. al. [2003], Cope et. al. [2009]). Ezek koziil a legfontosabbak:

1. A miikodési veszteségek kozott extrém értékeket taldlunk, a veszteségek eloszlasa
vastag sz€lli. Ez azt jelenti, hogy a legnagyobb veszteségek nagysagrendje még
mérsékelt (néhany szdz) mintanagysag mellett is tobb ezer- tizezerszerese lehet a

minta medidnjanak. Ezen 4llitas tovabbi kdvetkezményei, hogy

a. az egy adott idészakra aggregalt veszteségeket a minta maximalis eleme,
esetleg elemei hatarozzak meg;

b. a paraméterbecslések instabilak. Egyetlen extrém veszteség nagymértékben
képes a minta varhato értékét, szorasat és egyéb jellemzoit modositani.

c. a heterogén folyamatok nagy veszteségei dominaljak a t6két. Amennyiben két
kiilonbozdé kockazati osztaly veszteségeit egy mintaként kezeljiik, akkor az
extrémeket tartalmazd osztaly kockazata fogja jellemezni az uj, Gsszevont

osztalyt is.

2. A veszteségek bekovetkezése semmilyen idébeli szabalyossagot nem mutat.

3. Azesemények gyakorisdga nem stacionarius folyamatot kdvet.

4. A minta mérete mindig elégtelen a tOke meghatarozasahoz. Ennek kifejtése késobb a

Single Loss Approximation keretei kozott torténik.
Mindezek az allitasok komoly hatassal birnak az intézmény tokebecslésére, és amint azt latni

fogjuk, a mikodési kockazati toke statisztikai alapon torténd megkozelitése nem kis kihivas

el¢ allitja a bankrendszert.
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4.4. Kockazati filozofia

A Basel II altal elinditott folyamatok, koztiik a mikddési kockdzatok megismerése,
feltérkepezése, elemzése nagymértékben hozzajarult a kockazati filozofia, gondolkodasmoéd
alakitasdhoz. A miikodési kockazatok kezelése nem 11 keletli egy intézmény szdmara, hiszen
a miikodés javitasa, folyamatok kontrollja, belsé ellendrzés magaval a szervezettel egyidds.
Ugyanakkor ezek kockazatszempontii megkozelitése, és az arra a kérdésre keresett valasza,
hogy mi is hatarozza meg a miikodési kockazati tokét (ami tulajdonképpen egy kockazati
mértek), 0 logikat alakitott ki. Az igy kialakult j logikat nevezziik el modern, mig az eléz6t
hagyomanyos miikodési kockazat menedzsmentnek (ORM) Society of Actuaries [2010]
alapjan. Nem célunk a kettd kozotti kiillonbség teljes korti felsoroldsa, itt csak a dolgozat
szempontjabol 1ényeges vonasat mutatjuk be.

Mindkét megkozelités egyetért abban, hogy a kockazat mérése soran figyelembe kell venni
egy esemény bekovetkezési valoszinliségét / gyakorisdgat és hatasat, ugyanakkor a
hagyomdnyos megkozelités (lasd pl. COSO) kockazati matrixa azon eseményeket tekintette
veszélyesnek a szervezet szempontjabol, ahol mind az esemény bekovetkezésének
valoszinlisége, mind pedig hatdsa magas (Patchin et. al. [2012]). A modern megkdzelités
alapjan ilyen események azonban nem léteznek (fiktiv kockézat, ldsd Samad-Khan [2005] és
Samad-Khan [2008]), hiszen tul nagy veszteségeket nem szenvedhet el tetszdleges
gyakorisaggal a szervezet, maskiilonben csédbe megy. A modern megkozelitésben a hangsuly
elsédlegesen azon eseményekre tevodik, melyek bekovetkezési gyakorisdga ugyan kicsi, de
hatasa a szervezetre magas (extrémek). A kovetkezd dbra matrixai a hagyomanyos és modern

kockéazatmenedzsment filozofiajat tiikrozik vissza.
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Hagyomanyos ORM Modern ORM

valdsziniiség gyakorisag

hatas hatas

2. ébra: Hagyomanyos és modern kockazatmenedzsment kockazati matrixai.

5. A tokekovetelmény-szamitas filozofiaja

5.1. A tokekovetelmény LDA esetén

A pénzintézetben az operdcids kockazat szadmitasdhoz eldszor részekre kell osztani a
operacidés kockazathoz tartozo tevékenységek ¢és folyamatok egészét. Ezen részeket
elsésorban a szabdlyoz¢ Aaltal ajanlott veszteségkategoridk szerint -7 Kkategdriat szokas
kialakitani’- és iizletdgak szerint -8 {izletagat szokas elkiiloniteni'’- érdemes kialakitani. Ezen
két szempont szerint tehat létrejon egy 7x8-as méretli matrix, nevezzik ezt operdcios
kockazatok matrixanak, mely a feltiintetett szempontok szerint egy csoportositasat adja a
mukodési  kockazati eseményeknek. Ennélfogva akdr 56 kiilonb6z0 csoportot is
kialakithatunk, de a valdsdgban nem feltétleniil tandcsos egy ilyen részletes bontas, mert
annak szamos hatranya van, amelyeket a késObbiekben targyalunk. Ezért azt javasoljuk Gall

et. al. [2007] alapjan, hogy célszerli 6sszevonni egyes elemeit ennek az 56 elemii matrixnak, s

? (a) belsd csalas, (b) kiils6 csalas, (c) munkaltatéi gyakorlat és munkabiztonsag, (d) tigyfél, iizleti

gyakorlat, marketing és termékpolitika, (e) targyi eszkdzokben bekdvetkezd karok, (f) tevékenységbeli zavar
vagy rendszerhiba, (g) végrehajtas, teljesités és folyamatkezelés.

10 (a) vallalati pénziigyek, (b) kereskedés ¢és értékesités, (c) lakossagi kozvetitéi tevékenység, (d)
kereskedelmi banki tevékenység, (¢) lakossagi banki tevékenység, (f) fizetési és elszamolasi tevékenység, (g) a
pénziigyi szolgaltatas kozvetitése (igyndki) tevékenység, (h) vagyonkezelési tevékenység.
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igy létrehozni néhany nagyobb csoportot. A tovabbiakban ezeket a csoportokat az operacios
kockézat osztalyainak fogjuk nevezni. Ezek, ahogy az 56 csoportja a miikddési kockazatok
matrixdnak, valoban egy osztalyozasat adjak a lehetséges eseményeknek (veszteségeknek):
azaz minden operacios kockazat szempontjabdl felmeriild esemény beletartozik valamelyik
osztalyba, ugyanakkor atfedések nincsenek az osztalyok kozott. Nem foglalkozunk viszont
ebben az irasban azzal a problémaval, hogy egy esemény tobb osztalyt is érinthet (pl. tobb
lizletag egylittes hibdjanak a kovetkezménye a veszteség), €és ennek kovetkeztében az
intézmény a veszteséget megosztan az érintett osztalyok kozott. A tovabbiakban jelolje M a
létrehozott osztalyok szamat. A dolgozatban még érintjiik, hogy milyen elvek szerint érdemes
az operacidés kockazat matrixanak elemeinél az Osszevonasokat elvégezve kialakitani az

osztalyokat.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy adott egy operacids
kockézati osztaly, s az operacios kockazatot (t6kekovetelményt) erre az osztalyra kivanjuk
meghatarozni. Tovabba feltételezziik, hogy rogzitett egy iddintervallum (tipikusan 1 év),

amelyre meghatarozzuk a tékekdvetelményt.

Az LDA modszertana szerint a kovetkezot feltételezziik az operacios veszteségekrol.

Jelolie Xi a vizsgalt idészakban az adott kockazati osztalyban bekdvetkezd -edik
eseményhez tartozd (egyedi) veszteség értékét (ahol ! pozitiv egész). Az egyszeriiség
kedvéért a késdbbiekben azonban azt feltételezziik, hogy egy eseményhez csak egy veszteség
tartozik. Ez nem jelent megszoritast, csupan lehetové teszi szamunkra, hogy az esemény és

veszteség szavakat szinonimaként hasznaljuk. Ezeket egyedi veszteségeknek is fogjuk a
késébbickben nevezni, hangsulyozva a teljes veszteségtdl vald kiilsnbséget. Ekkor X egy

nemnegativ értékli valoszintiségi valtozo. Feltételezziik, hogy X1>X2>X5.- fliggetlenek és
azonos eloszlastak. Ezek nem tulzottan szikito feltételezések, hiszen ezek értelmében a
vizsgalt idészakban bekdvetkezd veszteségek egymadstol fiiggetlenek és azok azonos
eloszlasat azért indokolt feltételeznilink, mert azok ugyanazon rogzitett veszteségkategoria és
iizletadg veszteségei, tehat azonos tipusuak. Az adatgyiijtéshez és a modellezéshez fontos a
veszteségek (események) pontos definidldsa és besoroldsa. Ez kiilondsen lényeges a tobb
veszteségkategoriat vagy lizletdgat is érintd eseményeknél, ahol a belsé szabalyozasnak

egyben hatasa lehet a tokekovetelményre, az aggregacios kérdésekre, melyekre késobb még
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utalunk. Jegyezziik meg azt is, hogy egyes események akar negativ veszteséggel is jarhatnak,

melynek figyelembe vételére jelen irasban nem tériink ki''.

Jelolje tovabba 7 az adott idészakban az adott kockazati osztalyban bekdvetkezd
veszteségek szamat. Ennélfogva 7 is egy valosziniiségi valtozé —hiszen nem ismerjiik elére a
veszteségek szamat-, mely nemnegativ egész értékeket vehet fel. A tovabbiakban 77-t

egyszerien gyakorisagnak fogjuk nevezni, 7 eloszlasit pedig gyakorisageloszlisnak.

Feltessziik, hogy az X; véltozok az 7 valtozotol is fiiggetlenek. Jeldlje végil S az adott
1d6szakban az adott kockazati osztalyban bekovetkezett dsszes (vagy teljes) veszteség értékét.

Nyilvanvaldan

szix,, (1)

Ahogy hangsulyoztuk, a fentiekben leirt modell nem a pénzintézet teljes operacios
kockazatara, hanem csak egy rogzitett (veszteségkategoriak és iizletagak alapjan kialakitott)

osztaly kockazatara ¢és ahhoz tartoz6 tokekovetelményének meghatarozasara vonatkozik.

A teljes veszteség itt ismertetett modellje a valdszinliségszamitasban és statisztikaban
jartas olvasok szamara egy kozismert modellt ¢s megkozelitést mutat. A kés6bbiekben

targyaljuk, hogy milyen eloszlascsalddokat szokas hasznalni a veszteségek és a gyakorisag

esetén. Ha specifikusan 77 eloszlasa Poisson, akkor S eloszlasa nem mas, mint az un.

osszetett Poisson eloszlds, melyet a pénziigyi €s a biztositadsi matematikaban is szamos helyen

alkalmaznak. Altalanosan pedig S eloszlasat a tovabbiakban dsszetett eloszldsnak fogjuk az
egyszerliség kedvéért nevezni. Hangsulyozni érdemes a fiiggetlenség feltételét a definicidban,
amely nem csak az egyedi veszteségekre vonatkozik, hanem azoknak a gyakorisagot leird

valtozo6tol valo viszonyara is.

H Am megjegyezziik, hogy ilyen médon is bévithetjiik a jelen irasban leirt modelleket (példaul alkalmas

feltevésekkel a feltételes veszteségeloszlasokrol). Itt emlithetd az a rokon probléma is, hogy a szabalyzo a bels6
adatokra vonatkozoan veszteségkiiszob hasznalatat is lehetévé teszi. Tovabba fontos, hogy az adatbazisbol csak
azok a veszteségadatok hagyhatok ki, amelyek bizonyithatéan nem befolyasoljak jelentdsen sem egyedileg, sem
pedig Gsszességében a teljes kockazatot (Validacios Kézikonyv, Pénziigyi Szervezetek Allami Feliigyelete
(20006)).
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A szakirodalomban (Emrechts et. al. [2003], Panjer [2006]) szamos tulajdonsag,
elméleti eredmény ismert az Osszetett (Poisson) eloszlasokrdl. Nem célunk ezen irasban az
elméleti eredmények Osszefoglaldsa, &m a késdbbi részekben megemlitjiik a szoban forgo

eloszlasok néhany szamunkra sziikséges fontosabb tulajdonsagat.

A tovabbiakban egy Y valdsziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét £y fogja jeldlni,

azaz Fs(x) =P(S <x) , ahol X € R tovabba R a valds szamok halmaza.

Az 0Osszes veszteséghez tartozd tokekovetelmény hozzdjarulas alatt annak egy adott
biztonsagi szinthez tartozd Value at Risk (VaR, Kockaztatott érték) értékét tekintjikk. Ezt a
tokekovetelmény hozzdjarulast a késObbiekben az egyszeriiség kedvéért tokekdvetelménynek

fogjuk nevezni.

Legyen 0<a <l ¢s tekintsik az 1—& biztonsagi szinthez tartozé Value at Risk
(VaR) értéket, amely megadja az LDA alapjan az adott kockazati osztalyhoz tartozo
tokekovetelményt. Itt eltekintlink attdl, hogy a szabalyozo lehetdséget ad arra, hogy bizonyos

esetekben tokekovetelmény alatt a varhato értékkel csokkentett kockaztatott értéket értsiik. A
VaR pedig nem més, mint egy kvantilis, egy 1 =@ rendii kvantilis: megmutatja azt az

sszeget, amelynél nagyobb teljes veszteség bekovetkezésének valdsziniisége &, azaz |-«
biztonsaggal mondhatjuk, hogy a vizsgélt idészakban a teljes veszteség nem fogja meghaladni

a VaR altal megadott értéket. A fentiek alapjan a kdvetkezd modon adhatjuk meg a VaR

crcr

VaR, ,(S)=sup{xeR|F;(x)=P(S<x)<l-a}

Ebben az esetben tehat az also kvantilis adja a VaR értékét, ezért VaR,_, -t az 1 — & rendi also
VaR-nak szokas nevezni. Természetesen hasonldéan definidlhato a felsd VaR fogalma is a

megfeleld felso kvantilis segitségével:

VaR"™(S)=inf{x e R| Fy(x)=P(S<x)>1-a}
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Az alsé és fels6 kvantilis nem sziikségképpen esik egybe'?. Abszolut folytonos eloszlasoknal

azonos értéket ad adott szint mellett, hiszen ekkor egyszeriien legyen ¢ az az érték, amelyre

Fig)=1-a

teljesiil, hiszen ekkor nyilvanvaléan

Var, ,(S)= VaR'"™ S)=gqg.

Kozismert, hogy a két értek kiillonbozhet, példaul diszkrét eloszlasok esetén bizonyos

szinteken. (A precizitas kedvéért jegyezziikk meg azt is, hogy bizonyos esetekben az sem

teljesiil, hogy pontosan & és 1= a VaR,_, -nal vagy a VaR'™“ -nal nagyobb illetve kisebb
veszteségek valdszinlisége.) A VaR ezen tulajdonségaival ebben az irdsban nem foglalkozunk
részletesen, hiszen a késObbiekben targyaland6 példak és problémak szempontjabol nem
Iényeges. (Az érdeklddd olvasonak ajanljuk Gall et. al. [2006] jegyzetét, vagy Szegd [2004]
konyvét, ahol az emlitett kérdések részletesen vannak vizsgalva.) Megjegyezziik, hogy az alsé
¢s fels6 VaR mellett mas VaR fogalmakat is szokasos definidlni (példaul a fenti VaR

fogalmak bizonyos atlagat véve), de ennek irasunk szempontjabdl nincs jelentdsége.

A tovabbiakban a fentiekben leirt modon meghatdrozott tdkekdvetelményt operaciods
kockézatnak fogjuk nevezni az egyszerliség kedvéért. Miikodési kockazatok esetén a szoban
forgd értékre a VaR elnevezés helyett szokasos a Capital at Risk (CaR) elnevezés is, amelyet

talan kockaztatott t6kének nevezhetnénk.

A bazeli ajanldsok szerint (Basel Committee on Banking Supervision [2001]) az
Osszes kialakitott osztaly t6kekovetelményének Osszegeként adodik a pénzintézet operaciods
kockéazatara vonatkozo teljes tékekovetelménye. Tehat ha adott M osztaly, melyek teljes
vesztesége az adott idészakban rendre S, ahol J =12...M &5 az ezekhez tartozo

tokekovetelmények értéke rendre

TW = VaRl—a (S(j)) ’

12 Mar egy egyszerli (akar kétértékll) diszkrét valosziniiségi valtozonal is eléfordulhat ilyen eset, hiszen

az closzlasfiiggvénye 1épcsds, am az Osszetett veszteségek esetén ennek jelent6sége nem igazan nagy egy
megfelelden *gazdag’ modell esetén. Ezen problémakért példakkal egyiitt targyalja Gall és Pap (2005).
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akkor az LDA alapjan a pénzintézet adott iddszakhoz tartozd operéacidos kockazatokra

meghatarozott teljes tékekovetelménye'
i )]
T=>)T"
=

Jegyezziikk meg azt is, hogy egyes esetekben a szabalyozé lehetdséget ad arra is
(bizonyos feltételek teljesiilése mellett'*), hogy a hitelintézet altal képzett téke csupan az un.
nem vart veszteségekre nyujtson fedezetet, ebben az esetben a kovetkezd 0Osszefliggés

érvényes:

TW = VaRl—a (S(j))—ES(j)’

ahol E a varhato értéket jeloli.

> szemlélteti a VaR, az elvart veszteség

Az 1. 4dbra egy lognormalis eloszlason'
(varhato veszteség) €s a nem vart veszteség viszonyat a stiriségfiiggvénye mellett. A 2. dbra
ugyanezen mennyiségek viszonyat mutatja egy Osszetett eloszlds, azaz a teljes veszteségek

esetén.

13 Frachot et. al. [2004] megmutattak, hogy valdjaban a tOkekovetelmények egy ilyen 6sszegzése akkor
indokolt elméletileg, ha a kiilonb6z6 kockazatokbodl szarmazo veszteségek egyfajta teljes fiiggdsége (Ctokéletes
korrelacioja’) fennall. Ez nem életszer(i helyzetet tiikroz, ugyanakkor az intézmények ettdl csak akkor térhetnek
el, ha a korrelacidé mérésére alkalmazott modszereit a feliigyeleti szerv jovahagyja. A veszteségek kozotti
fiigg6ségek kérdésével ezen tanulmany nem foglalkozik, az érdekl6dd olvasonak ajanljuk Frachot et. al. [2004]
irasat.

14 A vart (varhatd) veszteséget nem kell a tokeképzés soran figyelembe vennie az intézménynek,
amennyiben bizonyitja a feliigyelet felé, hogy szabalyzataban meghatarozta a varhato veszteségek mérséklésére
vonatkozo eljarasokat, azaz belsé tizletviteli eljarasaiban azokat mas modon (pl. céltartalék képzésben, termékei
arazasakor) mar figyelembe veszi.

13 A dolgozat soran gyakran dolgozunk lognormalis eloszlassal az egyes példak, problémak kapcsan.
Ennek oka, hogy Basel Committee on Banking Supervision [2011] szerint ez a leggyakrabban alkalmazott
eloszlas a miikddési kockazati toke modellezésére.
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3. abra: Varhato veszteség, kockaztatott érték és a nem vart veszteség, mint statisztikai jellemzdk illusztralasa a

lognormalis eloszlason (u=4,26 6=0,83).

Természetesen adodik az a kérdés, hogy milyen & érték mellett érdemes a VaR-t

szamolni, és igy a t6kekdvetelményt meghatdrozni. Az unids és magyar szabalyozas egyarant

a =0,001 mellett irja eld a VaR meghatdrozasat egyéves idészak soran bekovetkezd
mukodési kockazati veszteségekre vonatkozoan (200/2007. (VII. 30.) Korm. r.), azaz 99,9
szdzalékos biztonsag mellett kell majd meghatarozni a tékekovetelményt operacios
kockézatok esetén az AMA (igy az LDA) modszertant valasztoknak. Ez természetesen nem
jelenti azt, hogy ezt az egyetlen értéket tandcsos meghatdrozni. A VaR napjainkban a
leggyakrabban hasznalatos kockazati mérték a modern pénziigyben'®. Annak meghatarozasa
kilonbozé & értékek esetén fontos informaciot ad a vallalt kockazatokrdl, ezért érdemes
né¢hany VaR értéket meghatarozni kiilonb6z6 biztonsagi szinteken még akkor is, ha azokat a
késziilo szabalyozas nem koveteli meg, hiszen a veszteségek eloszlasanak tulajdonséagai,
kiilondsképpen a farok (szél) viselkedése (nagy veszteségek) jol tiikr6zddik a kiilonbdzé VaR
értekekben.

Fontos megjegyezniink azt is, hogy portfoliok, pénziigyi eszk6zok esetén nem a VaR

az egyetlen kockazati mérték (mutat), amelyet lehet, vagy ajanlatos hasznalni'’. Sét, a

1o A Riskmetrics modszertan és a Basel I-es kiegészités piaci kockazatok tekintetében nagymértékben

segitette a VaR, mint kockazati mérték elterjedését.

17 A 2008-as valsag kovetkeztében felgyorsult szabalyozoi folyamatok - Basel 2.5 és Basel 11 javasolja
az Expected Shortfall kockazati mérték bevezetését is, elsddlegesen piaci kockazatok mérésére. Az 1j
szabalyozo6i iranyelvek foglalkoznak a modellek fogyatékossagaival is, erre példa, hogy 1. pillérben a korabbi
VaR alapu kereskedési konyvi tokekovetelményt Stress VaR és Incremental Risk Charge egésziti ki.
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szakirodalomban szdmos publikaciot talalhatunk arrdl, hogy az egyes mutatoknak milyen
eldny0s ¢és hatranyos tulajdonsagaik vannak. A Value at Risk esetén a legfontosabb kritika az,
hogy nem teljesiti a szubadditivitas tulajdonsagat'® és nem ragadja meg kellen az eloszls
sz¢1én talalhato nagy veszteségeket. E16bbi miatt a VaR nem egy koherens kockazati mérték.
Jelen irasban nem célunk a kockéazati mértékek és a VaR tulajdonsdgainak részletes
targyalasa, az érdeklodod olvaso tobbet tudhat meg ezen kérdéskorrdl tobbek kozott Acerbi
[2004], Delbaen [2000] és GAll et. al. [2005] munkaiban, de itt emlithetnénk szamos mas

szakirodalmi forrast is.

5.2. Tokekévetelmeény szamitas egyéb modszerei

5.2.1. Kozeliteses modszer

Fontos megemliteni, hogy a mitkddési kockazati toke meghatarozasa sordn ugyan az AMA-t
alkalmazo6 hitelintézetek koziil 70% alkalmaz LDA alapti megkozelitést, mellette mas
modszertanok is léteznek. Ezek koziil az egyik legegyszeriibb az aggregalt eloszlas (S)
kozelitése. Ennél a moddszernél az aggregalt kareloszlast kozvetleniil kozelitjiik egy eldre
valasztott eloszldssal. A moddszer hasznilata esetén a gyakorisag és egyedi veszteség
eloszlasok néhany jellemzdjét kell csupan megbecsiilniink, melyeket az Osszetett eloszlas
varhat¢ értékének és variancidjdnak a meghatarozasahoz hasznalunk fel. Az aggregalt eloszlas
kozelitésére alkalmazott tipikus eloszlasok a normalis és a lognormalis eloszlas.

Jelolje tovabbra is S Osszetett eloszlast: S = X; + X, + ... + X, ahol X jeloli az egyedi
veszteségeket, ) pedig az események bekovetkezési gyakorisagat. Az S aggregalt veszteség
eloszlas centralis momentumai felirhatok az egyedi veszteségeloszlas és gyakorisageloszlas

momentumainak segitségével:

ES=EX -En. @)

D*S=En-D’X +D’n-(EX), 3)

ahol E és D* rendre varhato értéket és varianciat (szorasnégyzetet) jelol.

18 Szubadditivnak neveziink egy kockazati mértéket, ha két portfolid esetén a portfoliokra kiilon-kiilon

szamolt kockazati mértékek -azaz kockazatok- Osszegénél nem lehet nagyobb a két portfolido egyesitésével
1étrehozott portfolio kockazati mértéke, azaz kockazata.
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Miutéan a gyakorisag és a veszteségeloszlas sziikséges jellemzdit megbecsiiltiik, azokat a fenti
egyenletek jobb oldaldba behelyettesitettiik, mikozben az egyenletek bal oldalan az illeszteni
kivant kétparaméteres Osszetett eloszlas (esetiinkben normalis vagy lognormalis) elméleti
jellemz6i (varhato érték ¢és variancia) allnak, az egyenletrendszer megoldasaval mar
szamithatjuk is a valasztott eloszlas paramétereit (Klugman et. al. [2004]).

A centralis hatareloszlés tétele alapjan a gyakorisag eloszlas nagy varhato értékére az dsszkar
eloszlasdnak jo kozelitése a normadlis eloszlas. Panjer [2006] alapjan ez elsddlegesen a
Poisson, binomialis vagy negativ binomialis gyakorisdg eloszldsok esetén teljesiil. A
kargyakorisag kicsi varhato értéke esetén viszont az Gsszetett kareloszlasra az aszimmetrikus
eloszlasok adhatnak jo kozelitést, ilyenkor alkalmazhatjuk pl. a lognormalis eloszlast.

Természetesen az igy illesztett eloszlds VaR értéke fogja jelenti az adott kockazati osztalyra

crer

0.1 ' 0.01 '
normalis normalis
—lognormalis —legnormalis
0.08 r=1 0.008¢ =10
0.06
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0
0 20 40 80 80 100
3
25 x10 .
normalis
—lognormalis
2 | »=100
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4. dbra: A = [1, 10, 100] paraméter(i Poisson gyakorisagokbodl és a a=4,8 és =46 paraméter(i Pareto egyedi

veszteség eloszlasbol generalt aggregalt eloszlas kozelitése normalis és lognormalis eloszlasokkal.
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5.2.2. Single Loss Approximation

Az egyedi veszteségeloszlas modellezése szempontjabol gyakran vastag szélii (heavy tail),
vagy semi heavy tail eloszlasok jonnek szoba. Ezek egy része (pl. lognormalis, Weibull,
Pareto, log-gamma eloszldsok) a subexponencialis eloszlascsaladba tartozik. Ezen

eloszlascsalad tagjainak fontos tulajdonsaga a kovetkezo:

lim PX, +.+X,>Xx)
e P(max(X,,...,X, > X))

=1 , 122 egetén. 4

Ez azt jelenti, hogy az n darab veszteség Osszege valosziniileg nagy lesz, hiszen jo eséllyel
lesz kozottiik egy olyan hatalmas veszteség, ami domindlja a szummat. Tehat a veszteségek
Osszege nem a sok kicsi felhalmozott veszteség miatt ér el egy kritikus kiiszobot, hanem
egyetlen nagy veszteség (single loss) miatt.

Bocker et. al. [2005] megmutatta, hogy a miikodési kockazati t6kekdvetelmény, avagy az
aggregalt eloszlas megfeleld kvantilise szubexponencidlis eloszlasok esetén analitikusan is

meghatarozhatd. Szubexponencialis egyedi veszteségeloszlas (F) esetén

I-p
VaR =F7|1-—=(1+o(l -1
(p) ( o Lol ))J, po1. 5)
Ebbdl adédoan a Single Loss Approximation szerinti kvantilis érték:
_ _ I-p
VaR(p)=F; " (p) =~ F'(1-—L
(p)=Fs (p) (I-= " N)) , (6)

A fenti képlet direkt kapcsolatot teremt az aggregalt eloszlas (£'s) p konfidenciaszinthez
I-p

tartozo kvantilise és az F egyedi veszteségeloszlas 1‘% konfidenciaszinthez tartozo

kvantilise kozott. A téke meghatarozdsa csupan az egyedi veszteségeloszlasbol torténik a

gyakorisag varhat6 értékének felhasznalasaval. A Single Loss Approximation modszertanara

késObb még visszatériink, itt csupan a dolgozat soran felmeriil6 problémak megértéséhez

nyujtottunk eldzetes attekintést.
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6. Az operacios kockazat becslése, és kapcsolodo problémak

Az el6zoekben megismerkedtiink azzal, hogy LDA esetén miként érdemes az
operacios kockazatot jellemezni €s igy magat a tOkekovetelményt megadni. Amint lattuk,
annak megadasa feltételezi a veszteségeloszlds és a gyakorisdgeloszlas ismeretét. Azok
egylittesen mar meghatarozzdk az teljes veszteség eloszlasat, amely pedig nyilvanvaldan
meghatarozza a kérdéses VaR értékeket is. A gyakorlatban természetesen nem ismertek az
emlitett (elméleti) eloszlasok, igy a VaR értékeket becsiilni sziikséges valamilyen statisztikai
modszerrel. A VaR becslése egyszerli feladatnak tlinik, hiszen egy kvantilis becslésérél van
sz, am szamos statisztikai kérdés felvetddik a becslés modszerének megvélasztasa soran €s a

becslés soran. A dolgozat ezen részében ezeket a kérdéseket kivanjuk attekinteni.

Mivel egy kvantilis becslése a feladatunk, igy természetesen adddik egy kozvetlen
modszer, nevezetesen tekintsiik a statisztikdban jol ismert becslését a kvantilisnek, Ugy is
mondhatnank, hogy az empirikus kvantilist. (Itt most nem tériink ki arra, hogy mi a preciz
definicidja a szakirodalomban ismert becsléseknek, s melyek a becslések statisztikai
tulajdonsagai, kiilonds tekintettel a kiilonb6zd kvantilis fogalmak okozta aprébb
kiilonbségekre.) Ezt nevezhetjiikk egy nemparaméteres modszernek is, hiszen valdjaban az
nem feltételezné az eloszlasok és azok paramétereinek ismeretét, becslését. Ehhez mindossze
a teljes veszteségeket tartalmazo mintara lenne sziikség minél tobb megfigyelt idészakra, azaz

minél nagyobb mintaelemszdmmal.

Azonban ez nyilvdn nem jarhaté Gt miikodési kockdzatok esetén, hiszen a teljes
veszteségadatok szdma, azaz a megfigyelt idészakok szama nagyon kevés a magyar
pénzintézeteknél, tipikusan néhany év. Ehhez jegyezziik meg, hogy az operacios kockéazatok
szdmitasdhoz sziikséges adatbazisok kovetkezetes kialakitdsa a legtobb pénzintézetnél
néhany, esetenként koriilbeliil minddssze 10 évre nyulik vissza. De ha el is jatszunk egy
pillanatra a gondolattal, hogy mi lenne, ha egy sok megfigyelt évet (id6szakot) tartalmazé
mintank lenne, vagy esetleg tobb évtizednyi minta allna rendelkezésiinkre, akkor is
lathatnank, hogy ez a kozvetlen kvantilisbecslés statisztikailag nem igazan adna megbizhato
eredményt. Itt két fontos dologra hivjuk fel az olvasé figyelmét. Az egyik probléma, hogy

tobb év adatainak hasznélata soran egyaltalan nem lehetiink biztosak abban, hogy a teljes
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veszteséget leird eloszlasok nem modosultak, igy a minta azonos eloszlasusaga csorbul, ami
szamos problémat vetne fel. Masrészt jegyezziik meg, hogy tipikusan 99,9%-0s biztonsagi
szinthez, tehat igen magas szinthez akarunk VaR-t becsiilni, amelynél nem engedhetjiik meg
azt, hogy csak a teljes veszteségeloszlasokat tartalmazé mintat hasznaljuk, elveszitve ezzel
rengeteg informaciot az egyedi veszteségek ¢és a gyakorisdg eloszlasara vonatkozoan.
Masképpen ugy is megfogalmazhatjuk ezt a problémat, hogy az intézmény rendelkezésére
alloé minta (teljes veszteségadatok szama) iddszakonként (évente) csupan egy elemmel boviil,
igy tobb évtizednyi adatgyiijtés utdn is egy néhany tucatnyi elemet tartalmazé mintabol

kellene meghatarozni egy nagyon magas konfidenciaszinthez tartoz6 empirikus kvantilist.

A tékekdvetelmény becsléséhez igy a szakirodalom (és a tipikus banki gyakorlat)
elsddlegesen egy paraméteres, kozvetett utat (LDA) javasol. Ennek 1ényege az, hogy a teljes
veszteségeket felépitd egyedi veszteségek eloszlasat és a gyakorisag eloszlasat probaljuk meg
meghatarozni. Ez esetben adott eloszlascsaladok paramétereinek becslését kell elvégezniink,
majd abbdl kovetkeztetni a teljes veszteség eloszldsara és annak kvantiliseire. Megjegyezziik,
hogy az egyedi veszteségeloszlas mintaelemeit felhasznalva is limitaltak a lehetdségeink a
miikddési kockazati téke helyes meghatarozédsa soran, melyet a mar felvezetett Single Loss

Approximation keretein beliil fogunk megmutatni.

Itt most Osszefoglaljuk roviden, hogy milyen feladatokat kell végrehajtanunk, ha
koriiltekintden akarjuk elvégezni a tokekovetelmény kiszamitdsat a felvazolt paraméteres

megkozelités esetén. A sziikséges 1épések az alabbiak.

e Homogén minta létrehozésa a megfeleld sziirési feltételek meghatarozasaval (idOszak,
veszteség kategoriak és iizletagak alapjan az osztalyok rogzitése).

e Az egyedi veszteségek modellezésére alkalmas eloszlascsaladok kivalasztasa.

e A gyakorisaghoz hasznalt eloszlascsaladok rogzitése.

e A legjobban illeszked6 eloszlascsalad kivalasztasa a vizsgalt (veszteség)osztaly esetén
megfeleld statisztikai modszerekkel (modellszelekcid).

e A veszteségek és a gyakorisag eloszlasai esetén a sziikséges paraméterek becslése és a

kialakitott modell illeszkedésének vizsgalata.
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e A teljes veszteség eloszlasanak, jellemzdinek, mutatdinak (pl. momentumok)
meghatarozasa, illetve becslése, kiilonos tekintettel a sziikséges kvantilis (azaz VaR)
meghatarozasara vagy becslésére.

e Kiilsé adatbazisok hasznalatdinak megfontoladsa és a becslési modszerek korrekcidja

ilyen esetekre.

A felvazolt feladatok nem jelentenek sorrendet, s6t, egyes problémdkat —mint példaul a
paraméterek becslése és modellszelekcio- gyakorta egyszerre tudjuk kezelni. A fenti
felsorolas sokkal inkébb azt hivatott kiemelni, hogy melyek azok a fontos Iépések és
szempontok, amelyeket a munkdnk soran mérlegelniink kell, hogy egy megbizhatd, az
ellen6rzd szervek szamara is elfogadhatd belsd moddszertant dolgozzunk ki egy adott
pénzintézet milkodési kockazatainak modellezésére ¢és a sziikséges tokekdvetelmény

meghatarozasara.

A kovetkezd részben a felsorolt Iépések végrehajtdsdhoz sziikséges (javasolt)
modszereket, eljardsokat és kapcsolodod problémakat tekintjiik roviden at. Nem célunk az
egyes modszerek részletes elméleti bemutatdsa, hiszen azok kozismertek a statisztikai
irodalmaban. Célunk viszont egyrészt a szakirodalomban javasolt és alkalmazott mddszerek
attekintése ¢és azok alkalmazasi kérdéseinek tisztdzasa, mdsrészt pedig egyes kérdések
kiemelése, amelyek esetén Uigy gondoljuk, hogy a targyalt operacids kockéazati problémak

specifikumaib6l adédoan fontosabbak lehetnek, mint mas alkalmazasoknal.

6.1. A mintarol

Elészor roviden kitériink a mintanagysag problémadjara. Ezt a kérdést részben mar az
el6zéek soran érintettilk, hangstlyozva, hogy tipikusan néhany év adatai allnak egy
pénzintézet rendelkezésére (és esetenként azok sem teljes kortien). Egy adott
veszteségkategoridban pedig évente néhany tucat megfigyelés mar atlagon feliili egy magyar
pénzintézetnél (a pénzintézet mérete miatt), igy egy adott veszteségkategdrian beliil 1-1
iizletdgban pedig mar csak néhany adat van évente, sét, egyes esetekben akar eldfordulhat,

hogy egyetlen adat sincs.
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Ennélfogva kiillonosen megfontolandd, hogy milyen egységekre szamolunk kiilon
tokekovetelményt. Akar az operacios kockazat matrixdnak mind az 56 elemére -azaz iizletag-
veszteségkategoria kombinacidjara- szamolhatnank tékekovetelményt, majd azok dsszegeként
a teljes tokekovetelmény addédna. Azonban a mintdk rendkiviil alacsony mérete miatt
statisztikai szempontbdl ajanlott 0sszevondsokat alkalmazni és igy az 56-nal lényegesen
kevesebb kockazati osztalyt 1étrehozni. Példdul Osszevonhatunk iizletagak vagy
veszteségkategoriak mentén. Azt is meg kell azonban gondolnunk, hogy az 6sszevonasok utan
még realisnak tartjuk-e a teljes eloszlasra felirt Osszetett modellt, amelyben példaul
feltételeztilk az egyedi veszteségek eloszlasanak azonossagat egy adott osztalyon beliil. gy
talan ajanlatosabb a veszteségkategoriakat nem 0sszevonni, vagy csak bizonyos kategoridkat
Osszevonni, mig talan iizletiganként indokoltabb lehet az Osszevonas. A gyakorlatban is
tipikusan hasznalt, kézenfekvé megoldas az iizletagak Osszevondsa, azaz csak a

veszteségkategoriak szerinti bontas alkalmazésa.

Fontos megemliteniink, hogy itt nem adhatunk egy altalanos ajanlast. Csak az adott
pénzintézet sajat mintajat, korabbi évek tapasztalatat és az adatokon végzett statisztikai
vizsgélatokat figyelembe véve érdemes ¢és lehet kialakitani egy belsé rendszert az
Osszevonasokra. Hiszen példaul a termékkinalat, az tgyfélkor sajatossdgai lényegesen
befolyéasolhatjak az egyes kategoriakba esé adatok szamat és jellegét (eloszlasat). Tovabba
fontos azt is hangstlyozni, hogy a szabalyzonak is elfogadhaté kell, hogy legyen egy
kialakitott belsé modell.

6.1.1. Az optimalis mintaelemszamrol

Szamos szerzé foglakozik azzal a kérdéssel, hogy mekkora a VaR (t6ke) becslés
hibgja, illetve mi lenne az optimalis mintaclemszam, amely mellett a téke mar elfogadhat6
hibaval becsiilhetd. Szabalyozdi szemszogbdl a Var alulbecslése, mig tulajdonosi szemmel
nézve a toke tulbecslése jelenti a problémat. A becslés hibdjaval késébb foglalkozunk, arra
szdmos pontban visszatériink, itt csak izelitét adunk az optimalis mintaelemszam
nagysagrendjérdl. Az egyedi veszteségek éves gyakorisdga €s eloszlasanak tiikrében Frachot
et. al. [2004] szimulacios kisérletek segitségével ad valaszt a toke becslési hibajara és

optimalis mintaclemszdmra. Elemzésében, arra a kérdésre ad valaszt, hogy mekkora
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mintaelemszam sziikséges ahhoz, hogy a becsiilt toke (VaRgst) a tényleges toke (VaRtrug)

1-c szazalékanal o valdszintiséggel nagyobb legyen?

Eredményét az optimalis, vagy inkdbb az elfogadhaté mintanagysdg tekintetében A=100
paraméteri Poisson gyakorisadg eloszlas és lognormalis veszteség eloszlas kiillonbozé p, o

paraméterei mellett az alabbi tablazatok foglaljak 6ssze.

1. tablazat: optimalis mintaeclemszam A=100, p=9, 6=2 esetén. Az adatgyijtési kiiszob 0 euro.
Egy atlagosan évi 100 adatot gyiijtd bank esetében 6 260 elemii mintara lenne sziikség ahhoz, hogy 90%-os

valoszinliséggel ne becsiilje tobb mint 10 szazalékkal ala a miikodési kockazati tokét.

o 60% 70% 80% 90%

10% 400 1740 4500 10430

20% 100 430 1120 2600
30% 40 190 500 1150
40% 20 100 280 650
50% 10 60 180 410

2. tablazat: optimalis mintaclemszam A=100, u=9, 6=2 esetén. Az adatgy(ijtési kiiszob 5.000 eur6. Egy atlagosan
évi 100 adatot gy(ijtd6 bank esetében tobb mint 10 000 elemi mintara lenne sziikség ahhoz, hogy 90%-os

valoszintiséggel ne becsiiljiik tobb mint 10 szazalékkal ala a miikddési kockazati tokét.

o 60% 70% 80% 90%

10% 410 1760 4540 10530

20% 100 440 1130 2630
30% 40 190 500 1170
40% 20 110 280 650
50% 10 70 180 420
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3. tablazat: optimalis mintaelemszam A=100, u=7, 6=2.5 esetén. Az adatgylijtési kiiszob 0 euro.
Egy atlagosan évi 100 adatot gyiijté bank esetében 10 530 elemil mintara lenne sziikség ahhoz, hogy 90%-o0s

valoszinliséggel ne becsiilje tobb mint 10 szazalékkal ala a miikodési kockazati tokét.

o 60% 70% 80% 90%

10% 820 3530 9110 21120

20% 200 880 2270 5280
30% 90 390 1010 2340
40% 50 220 560 1320
50% 30 140 360 840

4. tablazat: optimalis mintaclemszam A=100, u=7, 6=2,5 esetén. Az adatgyiijtési kiiszob 5.000 euro.
Egy atlagosan évi 100 adatot gyiijt6 bank esetében 10 530 elemii mintara lenne sziikség ahhoz, hogy 90%-o0s

valoszintiséggel ne becsiilje tobb mint 10 szazalékkal ald a miikodési kockazati tokeét.

A fenti tablazatokbol lathatd, hogy tizezres nagysagrendli mintdra van sziikség ahhoz
(mikdzben a banknak varhatéan csak 500 van 5 év utan is a fenti paraméterek mellett!), hogy
a hitelintézet becsiilt tokéje 90 szazalékos valdsziniiséggel (o) ne legyen kevesebb az igaz

tokeérték 90 (1-c) szazalékanal.
Pareto eloszlasok (F(x)=1-x"",a@>0,x>1) esetén a sziikséges mintaclemszam

meghatarozasahoz a kvantilis sztenderd hibajara - © (4,) vonatkozo becslést (Kiefer [1967])

hasznalja fel (Cope et. al. [2009]), miszerint

. [pd=p)
a(q,) f(qp)‘/ T )

10 szazalékos relativ hiba' eléréséhez p=0,999-es valoszinliséghez tartozé kvantilis becslése

soran 0=1,2 paraméter mellett, 277 000 elemi{i mintanagysagot hataroztak meg.

20(q,)
A relativ hibaita = formaban definialtak.
p

19
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Lathatjuk, hogy a kiilonb6z6 szerzok mas és mas mintanagysagot javasolnak, vagy hataroznak
meg (természetesen nem teljesen ugyanabban a kontextusban — mas gyakorisag és egyedi
veszteség eloszlas feltételezése mellett), ugyanakkor a kozos vonds benniik, hogy a tdke
relative pontos meghatarozdsdhoz nagyszdmi mintara van sziikség, mikdzben a
hitelintézetnek ez nem 4all rendelkezésére. A sziikséges minta nagysagat részben a
veszteséggenerald folyamat hatdrozza meg, azaz milyen gyakorisdggal és mennyire vastag
sz€lii eloszlasbol szarmaznak az adatok, ugyanakkor nem szabad megfeledkezniink a
szabalyozé altal determinalt tékekovetelmény definiciorol sem (éves iddtdvon, 99,9%-os
valoszintiséggel kell a tokének fedezetet nyujtania a veszteségekre)! Ez utdbbi fontos
kovetkezménye, hogy a hitelintézet sosem rendelkezhet a megfeleld mintaclemszammal

tokéjének a becsléséhez!

Tegyiik fel, hogy évente atlagosan k darab veszteséget figyelink meg. Ahhoz, hogy a
szabalyoz¢ altal meghatarozott tokekovetelményt kdzvetleniil meg tudjuk hatarozni 1 000 év
aggregalt veszteségét kell megfigyelniink, ekkor tudjuk a tékét 99,9%-os biztonsaggal

kozvetleniil meghatarozni. Ez szamunkra azt jelenti, hogy az egyedi veszteség eloszlasbol
kx1000darab megfigyeléssel kell rendelkezniink, tehat az intézménynek 1 000 év adatara

van sziiksége. Ehhez képest az intézmény minddssze 5 évnyi kx5 darab veszteséggel
rendelkezik a tékeszamitashoz.

A miikodési kockazati veszteségek eloszlasa a szubexponencialis eloszlascsaladba tartozik,
ami azt jelenti, hogy az éves aggregalt veszteséget tipikusan 1 veszteség, a maximalis
veszteség hatdrozza meg. Ebbdl adodik, hogy az egyedi veszteségeloszlas viselkedése a sz¢Elsd
tartomanyban fogja meghatarozni az aggregalt eloszlas VaR-jat, a tokét.

A 99,9%-0s konfidenciaszint melletti VaR meghatarozasa 5 éves idésorbol a veszteségek
1000/5=200-szoros extrapolalasat, ¢és egyben parametrikus modell hasznalatat teszi
szlikségessé. Az eloszlas extrapoldldsa olyan tartomanyba (a becsiilni kivant kvantilis
tartomanyaba), ami nem megfigyelhetd és ezaltal visszamérhetd az intézmény szamadra, oriasi
bizonytalansagot rejt magaban. Ezt a problémat a késdbbiekben extrapolacids problémaként

hivatkozzuk (Cope et. al. [2009]).

6.1.2. Single Loss Approximation és mintanagysag

Amint kordbban megmutattuk az SLA keretében a toke az alabbi mdédon hatdrozhatd meg:
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I - l-p
VCZR—FS (p)~F 1(1—% . (8)

Ez direkt kapcsolatot teremt az aggregalt eloszlas (£s) p konfidenciaszinthez tartozd
I-p

kvantilise és az egyedi veszteségeloszlas (F) - E(n) konfidenciaszinthez tartoz6 kvantilise

kozott.

A kovetkez0 tdblazatban E(n) néhany értékére / nagysagrendjére 6sszefoglaljuk, hogy milyen

egyedi veszteségeloszlas konfidenciaszintet is jelentenek ezek szdmunkra.

Eves gyakorisag | Egyedi veszteség Direkt kvantilis Miikodési kockazati
varhato értéke — | eloszlas becsléshez sziikséges veszteségek varhatd
E(n) konfidenciaszintje - adatok minimalis szama | szama 5 év alatt
- 1E(n[;
0,1 0,99 100 0,5
1 0,999 1000 5
10 0,9999 10 000 50
100 0,99999 100 000 500
1.000 0,999999 1 000 000 5000

5. tablazat: Események éves szama, és az egyedi veszteségeloszlas konfidenciaszintje néhany kiemelt értékre.
Lathato, hogy minél nagyobb az események éves szama, annal tdvolabbi kvantilisét kell becsiilni az egyedi
veszteség eloszlasnak a toke meghatarozasahoz. Ezentul a tablazat azt is tartalmazza, hogy mi lenne az adatok

minimalis szama egy direkt kvantilis becsléshez.

A tablazat minden rekordja esetében jol lathatd, hogy 1ényegesen (egészen pontosan 200-szor)
tobb egyedi veszteség adatra lenne sziikség az extrapolacids probléma elkeriiléséhez, mint

amennyivel egy pénzintézet 5 év alatt rendelkezik.
A szabalyoz6 ugyan definidl két olyan modellkomponenst (kiils6 adatok és szcenarid

elemzés), amit a belsd modellnek tartalmaznia kell, és segithet a becslés javitasdban,

ugyanakkor azok hasznalata esetén is szamos probléma meriil fel. A kiilsé adatok kapcsan
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abban reménykedhetnénk, hogy az adatkonzorcium még masik 199 hasonld intézmény adatait
tartalmazza, és ezaltal megkeriilhetjilk az extrapolacidés problémat. Ez sajnos még a nagy
nemzetkozi adatkonzorciumok (pl. ORX) esetében sem teljesiil, illetve felmeriil a kérdés,
hogy az adatkonzorcium tagjainak veszteséggeneralo folyamata mennyiben hasonlit az adott
intézményéhez. Szcenaridelemzés keretében a jo szakért6k adhatnak reményt, akik a kis

gyakorisagu extrém veszteségeket tudjak jol megbecsiilni (Hajnal et. al. [2007]) .

6.2. A gyakorisag eloszlasrol

6.2.1. Tipikus gyakorisag eloszlasok

A gyakorisdg eloszlasok esetén mondhatjuk, hogy tekinthetiink tetszdleges
nemnegativ egészértékli eloszlast. Ezek koziil is elsdsorban a 6. tdblazatban szerepldé harom

eloszlas (Poisson, binomidlis és negativ binomidlis) a leginkdbb javasolt. Ezeket akéar
tekinthetjiik egy eloszlascsaladnak is, hiszen mindegyik un. (@.0,0) tipusu eloszlas, amely azt

jelenti, hogy léteznek olyan valos a,b paraméterek, hogy az 7 gyakorisag eloszlasara teljesiil

az alabbi rekurzio:

P(n:n):(a+%jP(77:n—1)’ 9)

minden pozitiv egész " esetén. Konnyen bizonyithatd, hogy egy (nemnegativ egészértékii)

diszkrét eloszlas pontosan akkor (a,b,0) tipusu, ha az Poisson, binomialis vagy negativ

binomialis.
Eloszlas Paraméterek P(n=k) E(m) D*(1) a,b értékek
) nyog nek a= -
. | n:pozitiv egész, p(1-p)" 1-p
Binomialis 0 | k np np(1-p)
<p< n+l1
P k=0,L1,..,n. p= e
I-p
Ae”
Poisson A>0 k! A A A - ;
k=0,,.. B
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I'(r+k)
, Y —~ "M -g)qg" a=
Negativ r:pozitiv, T (k! (1-9)"q , rq rq q
. g 2
binomidlis 0<q<l l-qg | (-9 b=(r—1)gq
k=0,L,.
6. tablazat: (a,b,0) tipusu eloszlasok.
Poisson eloszlas Binomialis eloszlas
»=10 n=25
p=04
0.15 | 0.15!
Po1 P o1
0.05/ ¥ { 0.05!
0-= . \ \ il R bt L A S |
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Események szama Események szama
Negativ binomialis eloszlas
0.2 T :
r=10
q=05
0.15f
P o1
0.05!
0 ° L L L I
0 5 10 15 20 25

Események szama
5. éabra: A Poisson (A=10), binomialis (n=25, p=0,4) ¢és negativ binomialis (r=10, q=0,5) eloszlasok

szemléltetése. Az eloszlasok varhato értéke egyarant 10. Az abrakon lathatd, hogy habar a varhato értékek

megegyeznek, az eloszlasok szorodasa kiillonbozo.

6.2.2. Gyakorisag eloszlas valasztas

Miikodési kockazatok esetén kiilonosen kicsi a gyakorisdgokhoz tartozd mintak

elemszama, hiszen egy-egy megfigyelt idészak csak egy ujabb mintaclemet ad. Ennélfogva -
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bar matematikailag konnyen kezelhet6 lenne mindharom emlitett eloszlés, s6t az azok kozotti
valasztas is egyértelmti®®, és ahogy kés6bb latni fogjuk, ezen eloszlasok esetén jol hasznalhato
rekurzidés képlet is ismert az egylittes eloszlas meghatarozasdra- azt javasolhatjuk
altalanossagban, hogy a minddssze egy paraméterrel rendelkezé Poisson eloszlast érdemes
csak hasznalni operacioés kockazatok esetén. (A dolgozatban ezért mi is csak Poisson
eloszlasu gyakorisagokkal végziink szimulacios vizsgalatokat.) A kis mintaméret miatt az is
szlikséges lehet, hogy a pénzintézet belsd szakértéi (szubjektiv) becslést hasznéljon

statisztikai moddszerek (pontbecslés) helyett / mellett, ha a statisztikai becslések hibdja

elfogadhatatlanul nagynak bizonyul.

A Basel Committee on Banking Supervision [2011] felmérése alapjan a hitelintézetek
tipikusan a Poisson eloszlast valasztottak a miikddési kockézatok modellezésére. Ennek okai a
kovetkezOk lehetnek:

e konnyl kezelhetdség;
e clméleti tAmogatottsag;
¢ kedvezd matematikai tulajdonsagok:

0 az adatok korlatozott mennyiségben dallnak rendelkezésre, emiatt
egyszerli modellt érdemes valasztani. Poisson eloszlds esetén csak 1
paramétert kell becsiilni, A=E(N).

O zart az Osszegképzésre P(a)+P(b)=P(atb), azaz fliggetlen Poisson
eloszlast valtozok 0sszege is Poisson eloszlasti marad, rdadasul az 1j
eloszlas paramétere a komponensek paraméterének az 6sszege. Ebbdl
adoddan kedvezd tulajdonsagokkal rendelkezik az iddtartomanyban,
azaz pl. a negyedévenkénti Poisson eloszlasu gyakorisagok kénnyen
konvertalhatok (aggregalhatok) éves gyakorisagga, elkeriilve az
esetleges éven belilli szezondlis jelenségeket (ami pl. a negativ

binomialis eloszlas varianciajat mar novelng).

20 Klugman [2004] , valamint Araté [1997] alapjan az alabbi hiivelykujj szabalyt fogalmazhatjuk meg a

gyakorisag eloszlasok kozotti valasztasra:
ha En < D277 , akkor negativ binomialis,
ha E77 = D277 , akkor Poisson,

ha En > D277 , akkor binomialis eloszlast valaszunk,

ahol E ¢és D? rendre varhato értéket és varianciat jelolnek.
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O zart a csonkolasra (kiiszob alatti veszteségek nem jelentése az

adatbazisba), lasd consistency theorem (Embrechts et. al. [1997]).

Nyxsa ®P(A) > Ny~ P( ), ahol F(a)=P(X <a) ahol

1-F(a)

N yixza egy adott kiiszobon tali veszteségek szédma, valamint X a

veszteséget, mig a egy tetszéleges valos szdmot jelent.
A vélasztott gyakorisag eloszlas korlatozott hatdst gyakorol a tékére, hiszen
bizonyos koriilmények (szubexponencidlis veszteség eloszlds) esetén a
tokekovetelmény szempontjabol csak a gyakorisag eloszlas varhatod értéke a
lényeges, variancidja ¢és tovabbi jellemz6i nem, lasd Single Loss
Approximation. Ezt az elvarast pedig az egy paraméteres Poisson eloszlés is
teljesiti, tehat nem érdemes bonyolultabb modellt valasztani (Bocker et. al.

[2005]).

A kovetkezd abraval azt illusztraljuk, hogy milyen esetekben szamit a gyakorisag eloszlas

alakja annak vérhato értékén tul. Az abrdk azonos varhato értékii Negativ Binomidlis és

Poisson eloszlasok felhasznalasaval eldallitott tdkekdvetelmények (VaR) hanyadosat mutatja

a gyakorisag eloszlasok varhatd értékének a fliggvényében.

Héarom veszteségeloszlast hasznalunk, mindegyik lognormalis, de az egyik vastagabb szél,

mint a masik (6={2; 2,2; 2,5}). Itt jegyezziik meg, hogy lognormalis eloszlas esetén a kurtozis

csak a o fliggvénye. Minél nagyobb az eloszlas kurtdzisa, annal vastagabb sz¢l jellemzo6 ra,

lasd Balanda et. al. [1988] és Ruppert [1987].
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6. abra: az a) — c) abrak azonos varhatd értékli Negativ Binomialis és Poisson eloszlasok felhasznalasaval
eléallitott tokekovetelmények (VaR) hanyadosat mutatja a gyakorisag eloszlasok varhato értékének a
fiiggvényében. A gyakorisag eloszlasokhoz tartoz6 lognormalis eloszlasok paraméterei rendre: p=10 és o={2;

2,2;2,5}).

Az abrakrol a kovetkezoket olvashatjuk le:

e A kiilonb6zd gyakorisagi eloszlasok hatdsa a kis varhat6 értékli gyakorisagok esetén

fontos, a varhat6 érték novekedésével a konkrét eloszlas fontossaga csokken.

e A nagyobb varianciaju Negativ Binomidlis eloszlas jelentdsége annal inkébb csokken,

minél vastagabb sz¢€ll a veszteség eloszlas.

Megjegyezziik, hogy ez a hiba alapvetden eltorpiill a veszteségeloszlas nem megfeleld
véalasztasabol, valamint annak paraméterbecslésébdl szdrmazd hibdhoz képest. Ez az
elsddleges oka annak, hogy a dolgozat és a szakirodalom sulypontjat is sokkal inkabb a

veszteségeloszlas becslésével kapcsolatos problémat jelentik.
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6.2.3. Single Loss Approximation és gyakorisag eloszlas valasztas

Korabban mar bemutattuk, hogy a miikddési kockazati tokekovetelmény, avagy az aggregalt
eloszlas megfeleld kvantilise szubexponencialis eloszlasok esetén analitikusan is

meghatarozhat6 és

) Lo -
VaR=F, " (p)~ F (1—?15 , (10)

Jol lathat6 a 10. egyenletbdl, hogy az aggregélt eloszlds VaR-ja csupan a gyakorisageloszlas
varhato értékétol — E(n) fiigg. Ez 6sszhangban van a szimulédcios eredményiinkkel (6. abra),
miszerint vastag sz¢€li eloszlas esetén (pl. lognormalis magas ¢ mellett) nem szadmit az
eloszlas alakja. Mindez el6térbe helyezi a Poisson eloszlast, mint népszerii, és kedvezd
tulajdonsagokkal rendelkezd gyakorisag eloszlast, hiszen a Single Loss Approximation is azt
tdmasztja ald, hogy elegendd csupan a gyakorisag eloszlas varhato értékével foglalkozni,
mivel a VaR meghatdrozdsa szempontjabol a fenti modell feltételek mellett az eloszlas

tovabbi jellemzdi €s alakja lényegtelenek.

6.3. A veszteségeloszlas

6.3.1. Gyakran alkalmazott veszteségeloszlasok és illesztésiik

Az egyedi veszteségekrdl mar megallapitottuk, hogy azokat nemnegativ értékii
valdszinliségi valtozoval irhatjuk le. Ennélfogva természetesen adodik, hogy nemnegativ
értekl eloszlascsaladokat hasznaljunk. Tovabbi korlatozast altalanosan ugyan nem tehetiink,
azonban kiemelhetjiilk azon nevezetes eloszlasok korét, melyeket a szakirodalomban is
gyakorta ajanlanak. Ezeket tartalmazza a 7. tablazat. A tablazatbeli eloszlasok hasznalatanak
egyik alapvetd oka -amellett, hogy ezek a valdszinliségszamitdsban szamos helyen hasznalt
nevezetes nemnegativ eloszlasok- az, hogy egy résziik kordbbi pénziigyi és biztositasi
teriileten szerzett tapasztalatok (statisztikai vizsgalatok) alapjan jol illeszkedtek egyes vizsgalt

veszteségtipusokra. Kiemelendd, hogy ezek az eloszlasok kevés paraméterrel rendelkeznek,
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amely a kis mintaméretek esetén fontos szempont a becslési megbizhatdsag miatt. Tovabbi

alkalmas eloszlasok talalhatok Panjer [2006] és Panjer et. al. [1986] miivekben.

Eloszlas Paraméterek Stirtiségfiiggvény Megjegyzés
ne Ae ™ x>0
Exponencialis A>0
0, egyébként.
al ¢ a+l Nagy
Pareto —| = X>c .
¢,ax c\x ) 7 veszteségek
(europai) ,
0, egyébként. modellezése
. L Hatéreloszlas
Altalanositott 1 x—pu\) ¢
EeR, 5>0 —|1+| & , x>0 egy adott u
Pareto (GPD) o o
kiiszob folott
Y
1 (nx-p) lognormalis,
. s e 20 , X > 0
Lognormdlis | e R,0°> ox~ 211 ha X=In(Y)
0, egyébként. normalis
eloszlasu
_ uraxY)
Lognormalis- Z=e ,
gamma HeER G, y> T 1 exp(— log(x) — ﬂ) expl ﬂ) pat ahol
(variance- 0 0 XA/27y o o I'(a) X=N(0,1) ¢és
gamma) V=T (a,l)
a
4
X
“[2)
1%
Burr a,y,v>0 —

7. tablazat: Leggyakoribb veszteségeloszlasok.
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----exponecialis eloszlas | 55\ S -—---exponecialis eloszlas
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0 100 200 300 400 500 ’900 1000 1500
veszteség veszleség

7. abra: Az exponencialis (A=0.01), lognormalis (u=4,26 ¢=0,83) és eurdpai Pareto (o= 2,41 ¢=59) eloszlasok

stirtiségfliggvénye. Az eloszlasok varhato értéke és szorasa egyarant 100.

Az eloszlasok paramétereinek becslése, a legjobb eloszlascsalad kivalasztasa, tovabba
az illeszkedés josaganak vizsgalata fontos feladat nagyobb mértékben a veszteségeloszlasok,
kisebb mértékben a gyakorisdg eloszldsok esetén. A 7. dbra jol mutatja, hogy lényegesen
kiilonb6z6 a néhany kiemelt veszteségeloszlas stirtiségfiiggvénye, kiilondsen kiemelendd a
farokeloszlasok 7. abra jobb oldalan lathato eltérd jellege. Ezért nagyon fontos megfeleld
eloszlascsaladot valasztanunk, hiszen annak a tékekovetelmény értékére is nagy a hatasa,
kiilonosen a farokeloszlasok eltérd jellege miatt. Ennek szemléltetése a 8. abra , ahol a VaR
értékeket a szoban forgd egyedi eloszlasokra mutatjuk be ugyanazon paraméterértékek
mellett, mint amit a 7. 4bra esetében hasznaltunk, igy jol lathatdo az eltérd jellegi
stirliségfiiggvény okozta kiilonbség. Természetesen ezeknek a hatdsat a teljes eloszlas VaR
értékeire is bemutatjuk a késébbi szimuldcios vizsgalatainkban, hiszen ezzel azt vizsgalhatjuk,
hogy a rosszul valasztott eloszlascsalad milyen hibat okozhat a tokekdvetelményben. A
paraméterbecsléshez, az eloszlasok szelekcidjahoz, az illeszkedés josdganak vizsgalatahoz

természetesen a statisztikabol jol ismert standard eljarasokat hasznalhatjuk, példaul:

hipotézisvizsgalatok illeszkedésre (pl. ¥ 2pr(')ba, Kolmogorov-Smirnov préba, Anderson-
Darling proba), grafikus eszk6zok (pl. hisztogram, PP-plot, QQ-plot), pontbecslési mddszerek
(pl. momentumok mddszere, maximum likelithood mddszer, kvantilis mddszer). Mivel ezen
eljarasok alkalmazasa soran nem vetddnek fel miikodési kockézatra jellemzd specifikus

problémak, igy ezeket jelen irdsban nem targyaljuk részletesen.
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8. abra: Az exponencialis (A=0.01), lognormalis (u=4,26 6=0,83) és eurdpai Pareto (0= 2,41 c¢=59) eloszlasok
kockéztatott értéke (VaR) a konfidenciaszint fliggvényében.”!

6.3.2. Single Loss Approximation és az egyedi veszteségeloszlas

Korabban ravilagitottunk, hogy az aggregalt eloszlas kvantilise és az egyedi veszteségeloszlas

kvantilise kozott kozvetlen Osszefliggés van. Az aggregalt eloszlas (Fs) p=0,999
konfidenciaszinthez tartozé kvantilise kozelitdleg megegyezik az egyedi veszteségeloszlas

1-p
E(n) konfidenciaszinthez tartozo kvantilisével.

A korabban bemutatott 5. tablazat jol mutatja, hogy bizonyos esetekben mennyire magas
konfidenciaszint mellett kell a VaR értéket meghatarozni az egyedi veszteségeloszlasbol.
Ezen a ponton jogosan meriil fel benniink a kérdés, hogy mennyire pontosan tudjuk
meghatarozni a miikddési kockazati tokekovetelményt? A tablazat 4. oszlopa az 5 év alatt
megfigyelt veszteségek varhatd szamat tartalmazza. Lathato, hogy a veszteségek szama
messze elmarad attdl, hogy az adatokbdl direkt kvantilis becsléssel meghatarozzuk a VaR-t.

Ez azt jelenti, hogy paraméteres modellt kell illeszteniink, azonban az illesztés josagat csak

21 Az eloszlasok varhato értéke és szorasa egyarant 100. Ez utobbi feltételezés igen szolidnak mondhato, hiszen
HUNOR adatbazis statisztikait tekintve a szoras tobb kategéridban is a varhato érték tizszeresét kozeliti™'.
Ugyanakkor még ezen naiv feltételezés mellett is nagy kiilonbségek lehetnek két eloszlas VaR értékei kozott,
mikozben a konfidenciaszint maximalis értéke az abran mindossze 0.999. A Single Loss Approximationbdl
tudjuk, hogy a t6kéhez sziikséges konfidenciaszint az éves gyakorisag varhatd értékétdl fiigg, és mar mérsékelt
(évi 1-nél nagyobb) gyakorisagl események esetén is 0.999-nél nagyobb konfidenciaszint mellett kell az egyedi
eloszlas VaR-jat vizsgalni.
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abban a tartomanyban tudjuk tesztelni, ahol megfigyelések allnak a rendelkezésiinkre, tehat a

korabban emlitett extrapolacios problémaval nézilink szembe!

A kovetkezd példaban két olyan eloszlasillesztést mutatunk meg, ahol a tesztelt eloszlasok
nagyon jol teljesitettek a megfigyelhetd tartomanyban az illeszkedés vizsgalat soran (l1asd 8.
tablazat), ugyanakkor a hozzajuk tartozd SLA tékekovetelmények mégis nagymértékben
kiilonboznek (lasd 9. tablazat).

A 200 (évi 40) elemi mintat p=5,3 0=2,5 lognormalis eloszlasbodl generaltuk, melyre Burr €s
lognormalis eloszlasokat illesztettiink Maximum Likelihood modszerrel.

Szamos hasonlo6 példa talalhaté a szakirodalomban, lasd pl. Mignola et. al. [2006] cikke.

Empirikus kumulalt eloszlas Empirikus kumulalt eloszlas - Burr illesztés
e B e
- o 80 ° = -
= @ = @
g o g o
= =
f=] f=]
f=2] f=2]
2 © 2 ©
& o & o
P P
° °
o < o <
= o = o
= =
= =
s s
g o g o
¢ empirikus eloszlas
o | & empirikus eloszlas o | — burr eloszlas
= T T T T = T T T T
0 20000 40000 60000 0 20000 40000 60000
veszteseég veszteseég
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Empirikus kumulalt eloszlas - lognormalis illesztés Eloszlasok illesztése

< <
— = —
= @ = @
3 ° 3 °
= =
j=2] j=2]
f=7] f=7]
2 @ | 2 @ |
&8 o =
™ ™
w w
o o
o o
= o = o
B B
= =
£~ g«
¥ o ¥ o - .
= = & empirikus eloszlas
¢ empirikus eloszlas — burr eloszlas
o | — lognormalis gloszlas o | = — lognormalis eloszulas
= T T T T = T T T
0 20000 40000 60000 1 100 10000
veszteség veszteség

9. 4bra: 200 elemii minta lognormalis mu=5.3 sigma=2.5 paraméterekkel. >

8. tablazat: Illesztés josaga (p-values) Kolmogorov-Smirnov (KS) és Anderson-Darling (AD) tesztek alapjan. A
dontés nem egyértelmi, hiszen a KS teszt alapjan a Burr, mig az Anderson-Darling teszt alapjan a lognormalis

eloszlas a preferalt!

*2 2) 4bra: Kumulalt empirikus eloszlas.

b) abra: Burr eloszlas illesztése a kumulalt empirikus eloszlasra.

¢) abra: Lognormalis eloszlas illesztése a kumulalt empirikus eloszlasra.

d) abra: Lognormalis eloszlas és Burr eloszlas illesztése a kumulalt empirikus eloszlasra. Az x tengely szerinti

értékek (veszteség) logaritmusat vettiik, mikozben az x tengely a logaritmus nélkiili értéket mutatja.
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Lognormalis és Burr eloszlasok
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10. abra: A 200 elemi lognormalis (mu=5,3, sigma=2,5) mintara illesztett Burr és lognormalis kumulalt

eloszlasok logaritmikus x tengelyen. Az a)-d) abrak egyre inkabb csak az eloszlas szélére fokuszalnak, mig a

fiiggdleges sziirke vonalak a Single Loss Approximation alapjan kalkulalt VaR értékeket jeldlik.

p igazi VaR Burr VaR Lognormalis VaR
0,9 4934 3310 3643
0,99 67 230 48 797 37202
0,999 453 877 599 296 203410
0,9999 2185907 7 159 036 823549
0,999975 5071 096 31789 076 1741037

9. tablazat: Az illesztett eloszlasok VaR értékei kiilonb6z6 konfidencia szintek mellett. A tablazat utolsd

rekordjabol jol lathato, hogy a két kivaloan illeszkedo eloszlas teljesen kiilonb6z6 tékekdvetelményekhez vezet,

mikozben mindkettd oriasi hibaval becsli a tényleges tékét.
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A két kiilonbozd eloszlas, mikdzben a megfigyelhetd tartomanyban mindkettd nagyon jol
illeszkedett, nagymértékben eltérd tokekovetelményt eredményezett. Nagyjabol 20-szoros a
kiilonbség a tokekovetelmény értékek kozott! Hangstlyozzuk, hogy ezen szimulalt
korilmények kozott nem kellett foglalkoznunk semmilyen egyéb mas becslést befolyasold

tényezovel, azok hatdsa tovabb rontana a helyzetet.

6.4. Adatgyrijtési kiiszob

6.4.1. Adatgynijtési kiisz6b hatasa a tokére

Fontos ismerniink az adott pénzintézet adatrégzitési gyakorlatat. Az intézetekben ugyanis
csak egy adott szint folotti veszteségek keriilnek be a miitkddési kockazatok adatbazisaba, igy
a felhasznalhaté mintaba is. Ez esetben tehat egy sziirt mintdnk van, a sziirési feltételt a
megadott limit jelenti. Ekkor, ha koriiltekintden akarunk eljarni, akkor az egyedi
veszteségeknél €s gyakorisagoknal ezen sziirési feltételt figyelembe véve kell elvégezni a
paraméterbecsléseket (akar momentumok moddszerének alkalmazasa esetén, akar maximum
likelihood becslés esetén). Ezt a korrekciot a maximum likelihood modszerre meg is

mutatjuk, az érdekl6do olvasdnak javasoljuk Klugman et. al. [2004] és Panjer [2006] miiveit.

A HUNOR adatkonzorcium tagjai az 50 000 forint feletti veszteségeket kotelesek tovabbitani
az HUNOR adatbazisba. Felmeriil a kérdés, hogy tékekovetelmény szempontjabol van-e
jelentésége az 50 000 forint alatti veszteségeknek? Itt most nem foglalkozunk azzal hogy
milyen kdvetkezménye van a becslésre nézve annak, hogy eldobjuk a minta egy részét, ezt a
kovetkezd pontban targyaljuk. A fenti kérdés kapcsan Mignola et. al. [2006] oOtlete alapjan a

kovetkezd Monte Carlo szimulacids kisérletet végeztiik el.

1. Poisson folyamatbol A éves gyakorisdggal lognormadlis egyedi veszteségeket
generaltunk.

2. Az eldre rogzitett K kiiszob folotti veszteségekbdl meghataroztuk az éves aggregalt
veszteséget.

3. Az 1-2 Iépéseket megismételtik 10 000-szer, €s meghataroztuk az aggregalt

veszteségek eloszlasanak p=0,999 konfidenciaszint melletti VaRg értékét.
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VaR
4. Megképeztiik a Va RK hanyadost, ahol VaRg a K=k, mig VaR, a K=0 értékhez tartozé
0

kockaztatott érték.

A szimulacios eredményeket a

11. 4bra tartalmazza.

Relativ téke (3.=10, u=10) Relativ téke (2=100, u=10)
1% ¥ ¥ S 1% ¥ 3
2+ ® =7 ¥
v A
8 o 8 o z
s 3 4+ =3
19 19
p p
=3 = 3 v
B s | B s |
v v
8 5 +
8 8
g &4 % 8-
(=] (=]
= + LN(10.2) = + LN(10,2)
—— LN(10,2.2) —— LN(10,2.2)
® | LN(10,2.5) ® | LN(10,2.5)
o T T T T T o T T T T T
3 4 5 6 7 3 4 5 6 7
Adatgyujtési kiszob - log10 skala Adatgyujtési kiszéb - log10 skala

11. 4bra: T6ke relativ alakulasa az adatgytijtési kiiszob fiiggvényében. »*

A fenti abrakbol két dolgot olvashatunk le:

e minél kevésbé vastag sz€Ili az eloszlds, annal inkédbb szdmit az adatgyjtési kiiszob
(mindkét abran egyarant lathatd, hogy kisebb ¢ mellett romlik a becslés);

e minél nagyobb az események éves gyakorisdga, anndl inkabb szamit az adatgytijtési
kiiszob (eloszlasok paronkénti Osszehasonlitisa mutatja, hogy ugyanazon kiiszob

mellett nagyobb gyakorisag esetén jobban aldbecsiiljiik a tokét).

» Az adatokat Poisson (A=[10; 100]) gyakorisig eloszlasbol és p=10 paraméterii lognormalis eloszlasbol
szimulaltuk. A lognormalis eloszlas o paraméterét valtoztattuk (o=[2; 2,2; 2,5]), lasd abra. Az y tengely az
adatgyijtési kiiszob folotti veszteségekbol és az Osszes veszteségbdl szamolt téke (VaR) aranyat mutatja. Az x
tengelyen az adatgytjtési kiiszob lathatd logaritmikus skalan. Az fiiggdleges szaggatott vonal a Magyarorszagon

tipikus 50 000 forintos adatgyiijtési kiiszobat jelenti.
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Lathatjuk, hogy onmagaban a kis veszteségek eldobdsa tipikusan nem jelent komoly veszélyt
a t6ke meghatarozasara nézve, habar erre szamitottunk a Single Loss Approximation és az
empirikus tanulmanyok pl. Aue et. al. [2006] alapjan is. A problémat inkdbb az jelenheti,
hogy romlik az egyedi veszteségeloszlas becslése a csokkend mintaelemszam miatt, ami a
toke novekvl instabilitdsahoz vezet. Ugyanakkor az tovabbra is kérdés az extrapolacios
probléma ismeretében, hogy mennyire kell az egyedi veszteség eloszlas becslésének josagaval
foglalkoznunk, hiszen a GoF tesztek igyis csak a megfigyelhetd tartomanyra korlatozodnak,
¢s a becsiilt toke egy jo illesztés esetén is instabil lehet, lasd pl. 8. tablazat és 9. tablazat

eredményei.

6.4.2. Adatgylijtési kiiszob és az egyedi veszteségeloszlas paramétereinek
Maximum Likelihood becslése

Az intézmények adatgytijtési kiiszobe ugyan kozvetlentiil kis hatassal van a tokére, am jelentOs
hatassal birhat az egyedi veszteségeloszlas paramétereinek a becslésére. A legnépszeriibb

paraméterbecslési modszerek a kovetkezok:

e momentumok modszere (moment matching),
e sulyozott momentumok mddszere (probability weighted moments),
e kvantilisek mddszere (quantile matching),

e maximum likelihood moddszer.

A maximum likelihood becslés népszeriisége az alabbi tulajdonsagokkal magyarazhato:

e konzisztens,
e hatasos,
e aszimptotikus normalitasa a paramétereknek,

e invarians.
A fentieken tul a maximum likelihood médszer lehetdvé teszi, hogy konfidencia intervallumot

adjunk meg a becslésre, a Hesse martix felhasznalasdval kovetkeztetést vonhatunk le a

paraméterek korrelaltsagarol.
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Ha a maximum likelihood becslés 1étezik, akkor a fenti tulajdonsagok garantéltak, és ez a
modszer legnagyobb eldnye! Az érdeklddd olvasod tobbet tudhat meg a maximum likelihood

becslésrdl Rychlik et. al. [2006] kdnyvébdl.

TetszOleges K>0 adatgyljtési kiiszob esetén a paraméterek korrekt becslése a feltételes
eloszlasbol (fx) végezhetd el, hiszen azt tudjuk megfigyelni, a K kiiszob feletti minta all

rendelkezésre. Az fx nem negativ eloszlas balrol csonkolt, és a kovetkezd osszefiiggésben all

a nem feltételes f eloszlassal:

JS(x)

fK(x)=f(XIK)=1_F(K) (11)

Az [ eloszlas log-lokelihood fiiggvénye legyen ., :zln(f (xi§®)), ahol ® az
i=1

f paramétereinek a vektora. Az fx feltételes eloszlas log-likelihood fiiggvénye pedig:
1 (©)=3 In(f(x;:0))-nxIn(1-F(K:0)). (12)
i=1

Lognormalis eloszlast feltételezve a log-likelihood fiiggvény a kdvetkezd alaku:

1¥(u,0)= —nxln(\/27z62 )—anln(xi)—lzn:w—nxln(l—F(K;,u,O')), (13)

i=1 23 o

Problémankat az —”XIU(I —F (K sH, O )) tag okozza. A maximum likelihood becslés ennyivel
tobb feltételes eloszlas becslése esetén a feltétel nélkiili esethez képest. Feltétel nélkiili

esetben a becsiilt paraméterek aszimptotikusan normalis eloszlastiak és korrelalatlanok, amit a

az MLE becslés informacios matrixanak inverze [[ ((9)]_1 ad meg szamunkra* (Lynch [2007]).

2 0
el = " s
n

24 Az informaciés matrixot a kovetkezéképpen definialjuk:

,ahol H (G)) a log-likelihood becslés Hesse matrixa.
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Ez, feltételes eloszlas esetében megvaltozik, és a Cramer Rao féle korlat lognormalis eloszlas

esetén a kiiszob fiiggvényében a kovetkezoképpen alakul (Roehr [2002]):

= 2+H(H—u)(u(H—u)—3) H(M(H—u)—l) I—H(H—u) (14)

G o’ |:2+Hu(u(H—u)—l) H(u(H—u)—l)]

| = H(u) = 2

aho m
Tovabba h(u)= ! e_Tu2 ¢s u(x)= M
o S

mig ® =1-®, ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfliggvénye.

Azonnal lathatd, hogy a hogy a vegyes tagok megjelennek az informéacids matrix inverzében,
tehat a becsiilt paraméterek korrelaltta valnak, illetve a Cramer Rao hatar a kiiszobnek (u-nak,
illetve kozvetve x-nek) a fiiggvénye. Az eldbbi kovetkezménye, hogy csonkolt (feltételes)
eloszlas hasznalata esetén a log-likelihood fliggvény iso feliilete eltorzul, megnyulik, keskeny
formajuva valik (lasd 12. abra), emiatt a becslés soran instabil helyzetet eredményez (Frachot
et. al. [2004]. Ennek kovetkezménye, hogy a konfidencia intervallumok kitdgulnak,
informacioértékiiket elveszitik. Ett6l kezdve kérdésessé valik, mennyire bizhatunk, vagy
bizhatunk-e egyaltalan a becsiilt paraméterekben? Léteznek javaslatok, robosztus becslések a
probléma bizonyos szintli kezelésére, ilyen pl. Cope [2011] munkdja, ugyanakkor itt nem
célunk ennek bemutatdsa, elsddlegesen a probléma természetére kivanjuk felhivni a

figyelmet.
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12. abra: Lognormalis eloszlasbol (u=10 és 6=2) generalt véletlen szamokra illesztett lognormalis és feltételes
lognormalis eloszlas log-likelihood fiiggvényének iso feliilete. Mindkét esetben 500 elemii mintat hasznaltunk

fel a becsléshez, ugyanakkor a 2. esetben a minta csak 200 000 forintnal nagyobb veszteségeket tartalmazott.

Az adatgy(jtési kiiszob negativ hatasat a becslésre Roehr [2002] is megallapitja, mikdzben
szamos relevans eloszlasra levezeti a Cramer-Rao hatar (Cramer rao bound) alakulasat az
adatgytjtési kiiszob fiiggvényében. A 13. ébra lognormalis eloszlds esetében mutatja a
feltételes és feltétel nélkiili eloszlas Cramer Rao féle hataranak hanyadosat a ,kiisz6b” — u
figgvényében. Ugyanezekre a kovetkeztetésre jut Douglas et. al. [2012] cikkében mikdzben

szamos eloszlasra vizsgélta a csonkoléas kdvetkezményeit.

13. abra: A feltételes és feltétel nélkiili lognormalis eloszlas Cramer Rao féle hataranak hanyadosa a ,,kiisz6b” —

u fiiggvényében p és o paraméterckre egyarant. Forras: Roehr [2002]
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6.5. Azonos mintaelemek

A miikodési kockazati veszteségek kozott szamos esetben taldlkozhatunk azonos értékekkel.
Ezek az egyes veszteséggenerald folyamatok technikai jellegébdl adddnak, melynek
legeklatansabb esetét a kartyaveszteségek jelentik. A hétkoznapi tigyfelek pl. tipikusan 50
000, 100 000 vagy 200 000 forintot allitanak be készpénzfelvételi limitnek, vagy sokszor a
bankok is ezek valamelyikét vagy hasonld értéket adnak meg kartyakibocsataskor, melyen az
ligyfél nem valtoztat. Ebbdl adoddan egy kartyavisszaélés esetén, ahol csak a kartya, vagy
napi készpénzfelvételi limit szab gatat az eltulajdonitott 6sszegnek ezek az értékek jelennek
miikodési veszteségként. Emiatt ebben és az ehhez hasonld kockazati osztalyokban egy
nevezetes eloszlas sem illeszkedik igazan jol a mintara. A becslés soran ezzel a problémaval
foglalkozni kell, a modellezd szamdra az eloszlasok (folytonos és diszkrét) keverése, az

azonos mintaelemek szétkenése a kornyezd intervallumban jelenthet megoldast.

7. Tokekovetelmeny-szamitds gyakorlati megvalositdsa

7.1. Az osszetett eloszlas (LDA) és a tokekovetelmeny

A veszteség- ¢és a gyakorisadgeloszlasok ismeretében kovetkezd feladatunk a teljes
eloszlas illetve a teljes eloszlas kvantiliseinek meghatarozasa vagy becslése. Habar eddig is
alkalmaztuk ezeket a modszereket, hiszen az elvégzett kisérletek eredményei (VaR — téke
értékei) ezt megkdvetelték, ugyanakkor annak szamitdsi modjat és az ahhoz kdzvetleniil
kapcsolodd szamitdsi problémakat nem részleteztik. A teljes / aggregalt eloszlas
meghatdrozasara tobb modszer is rendelkezésiinkre all a Loss Distribution Approach keretein
beliil, ezeket az aldbbiakban tételesen végigvesszilk. A tovabbiakban X egy olyan
valosziniiségi valtozot jelol, amelynek eloszldsa megegyezik az egyedi veszteségeloszlassal.
Emlékeztetéiil hangsulyozzuk, hogy az egyedi veszteségek azonos eloszlasuak a

feltételezésiink szerint egy adott veszteségosztalyban.

7.1.1. Monte Carlo szimuldcio
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A leginkabb kézenfekvo és leginkabb javasolt modszer a felmeriild matematikai nehézségek
miatt a Monte Carlo moddszer, melynek segitségével kozvetleniil adhatunk becslést adott
biztonsagi szint mellett a keresett kvantilisre, azaz a Value at Risk értékre.

Ehhez mindossze egy nagy méretli (azaz nagy szimuldciészamu) mintat kell generdlnunk a
teljes veszteségeloszlasra (nyilvanvaldoan gyakorisagok és veszteségadatok generalasaval),
melyhez elegendd ismerniink az egyedi veszteség- és gyakorisageloszlasokat. Majd a generalt
mintabol szamithatjuk ki a keresett kvantilist, amely a tdkekdvetelményiink becslése lesz.

Algoritmusa a kovetkezd:

1) Generaljunk egy véletlen szamot (n;) az eseményszam eloszlasbol;

2) Generaljunk n; db véletlen szdmot (Xi,...X,;) az egyedi veszteség eloszlasbol;

3) Képezziik az Si=X;+...+X,; Osszeget;

4) 1-3 Iépéseket hajtsuk végre R-szer, ahol R egy kelléen nagy pozitiv valds szam;

5) Az R elemii mintabdl (Si,...Sg) hatarozzuk meg az S eloszlas jellemzd6it, koztiik annak

VaR-jat;

« varhatd veszteség (M) [« VaR

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
veszteség

14. abra: A varhato veszteség és a kockaztatott érték, mint statisztikai jellemzok illusztralasa a Monte carlo

szimulacidval eldallitott Poisson (A=4) - lognormalis (u=4,26 6=0,83) (P-L) dsszetett eloszlason.

Az eljaras hasznélatakor kritikus a szimulaciészadm nagysaga. A 15. abra és a 10. tablazat jol
mutatja, hogy a kis szimuldcioszam (pl. néhany ezer) mar érezheté becslési hibat
eredményezhet. Lognormalis egyedi veszteségeloszlast feltételezve a 15. dbra mutatja, hogy
mennyire gyors (vagy €ppen lassu) a teljes veszteségeloszlas tapasztalati momentumainak a

konvergencidja, ahol a becsiilt értékeket a valodi értékkel vett hanyadosaban mutatjuk be. Ez
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természetesen akkor érdekes, ha a paramétereket a momentumokbdl becsiiljiik. A 10. tablazat
pedig mar a hanyadosok szorasat és a megfeleld VaR becslések atlagat és szorasat (standard
hibgjat) is mutatja. Kiilondsen kiemelendd, hogy a tablazatban a szimulacidk alacsony szama
esetén a VaR standard hibaja mar jelentds lesz, annal magasabb természetesen, minél
magasabb a biztonsagi szint. Kiemelendd a szabalyzo altal megkovetelt 99,9%
konfidenciaszint mellett nagymértéki a standard hiba (VaR999 SE), ugyanakkor ez a
szimulaciok szamaval ellensulyozhat6. A MC becslést minden szimulacidoszam mellett 100-

szor ismételtiik meg.

1. momentum konvergencidja 2. momentum konvergencidja
1.1 . : ‘ ;

N
=)
5

o
[{e]
%)

A momentum becsiilt és
valédi értékének hanyadosa

o
©
o

A momentum becslilt és
valddi értékének hanyadosa

0.9 4 5 0.9
Szimulaciok szama x10° Szimulaciék szama X 104

3. momentum konvergenciaja 4. momentum konvergenciaja

A momentum becs(lt és
valédi értékének hanyadosa
A momentum becsiilt és
valddi értékének hanyadosa

4 6 2 4 6 8 10
Szimulaciok szama X 104 Szimulaciok szama x10°

15. abra: Osszetett Poisson (A=4) eloszlas elsd négy momentumanak a konvergencidja a szimulacidszam

figgvényében. A veszteségeloszlas lognormalis eloszlast u=4,26 6=0,83 paraméterckkel.
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Osszetett eloszlas meghatarozasahoz

hasznalt szimulécok szama 1000 5000 10 000 50 000 100 000
M1 becsiilt/igazi atlag 1,0009 0,9999 0,9997 1,0001 1,0000
M2 becstilt/igazi atlag 1,0031 1,0001 0,9997 0,9999 0,9998
M3 becsiilt/igazi atlag 1,0096 1,0008 1,0002 0,9992 1,0000
M4 becsiilt/igazi atlag 1,0305 1,0000 0,9996 0,9971 1,0060
M1 becstlt/igazi SE 0,0217 0,0098 0,0071 0,0030 0,0025
M2 becsiilt/igazi SE 0,0504 0,0227 0,0168 0,0070 0,0058
M3 becsiilt/igazi SE 0,1170 0,0517 0,0363 0,0158 0,0139
M4 becstlt/igazi SE 0,3596 0,1359 0,0862 0,0522 0,0663
VaR95 atlag 937 932 932 932 932
VaR99 atlag 1313 1311 1310 1309 1309
VaR999 atlag 1978 1926 1914 1901 1902
VaR95 SE 35 15 10 5 4
VaR99 SE 74 36 27 11 8
VaR999 SE 342 133 95 38 29
VaR95 max - VaR95 min 177 77 52 21 20
VaR99 max - VaR99 min 382 158 129 52 36
VaR999 max - VaR 999 min 1854 584 510 185 151

10. tablazat: A momentumok és a VaR jellemzdinek alakulasa adott szimuldciészam mellett, Poisson (A=4) —

lognormalis (u=4,26 6=0,83) Osszetett eloszlas esetén. A VaR becslést 100-szor végeztiink el, M1 — M4 az

Osszetett eloszlas elsé négy momentumat jelolik.

Frachot et. al. [2001] &tlete alapjan egy Osszehasonlitést is végeztiink a konvergencia

sebességekben lognormalis és Pareto veszteségeloszlasok esetén, amelyeknek azonos az elsd

kett6 momentuma. Az eredményeket a 16. dbra valamint a 11. tablazat és 12. tdblazat adati

tartalmazzak. A konvergencia sebessége a két eloszlas esetében (az adott feltételek mellett)

kozel azonosnak bizonyult.
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1. momentum konvergenciaja (P-L)
1.1 \ ‘ ‘ ;
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A momentum becsiilt és
valddi értékének hanyadosa

0.9 a 6
Szimulaciok szama x10°

1. momentum konvergenciaja (P-P)
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©
5

A momentum becsiilt és
valddi értékének hanyadosa

% 2 4 6 8 10
Szimulaciok szama x 104
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2. momentum konvergenciaja (P-L)

A momentum becsiilt és
valédi értékének hanyadosa

2 _4 o 6’ 8 10
Szimulaciok szama X 104

2. momentum konvergenciaja (P-P)

A momentum becsiilt és
valédi értékének hanyadosa

4 6
Szimulaciok szama % 104

16. abra: Poisson (A=4) lognormalis (u=4,11 o=1) (P-L) és Poisson (A=4) amerikai Pareto (0=4,9 p=390) (P-P)

Osszetett eloszlasok elsé két momentumanak a konvergencidja. Mindkét veszteségeloszlas esetében a varhatod

érték 100, mig a szords 130. Az amerikai Pareto eloszlas eloszlasfiiggvénye: 1—

egyébként 0.

a

L+x

, ha x > 0,
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?f.iﬁiﬁflf loszlashoz hasznal 1000 5000 10 000 50000 | 100000
M1 becsitilt/igazi atlag 0,9962 0,9987 0,9994 0,9996 0,9998
M2 becsiilt/igazi atlag 0,9965 0,9949 0,9976 0,9995 1,0000
M1 becsiilt/igazi SE 0,0252 0,0109 0,0073 0,0039 0,0026
M2 becsiilt/igazi SE 0,0675 0,0302 0,0204 0,0103 0,0072
VaR95 atlag 1 006 1009 1009 1010 1010
VaR99 atlag 1538 1527 1530 1530 1531
VaR999 atlag 2680 2464 2490 2504 2 506
VaR95 SE 41 18 13 5 4
VaR99 SE 112 44 28 16 11
VaR999 SE 624 250 161 78 53
VaR95 max - VaR95 min 184 97 70 25 18
VaR99 max - VaR99 min 518 226 144 84 52
VaR999 max - VaR 999 min 2895 1361 920 435 280

11. tablazat: A momentumok és a VaR jellemzdinek alakuldsa adott szimulaciészam mellett, Poisson (A=4) —
lognormalis (u=4,11 c=1) &sszetett eloszlas esetén. A VaR becslést 100-szor végeztiink el, M1 — M4 az &sszetett

eloszlas els6 négy momentumat jelolik. A lognormalis eloszlas varhato értéke 100, szorasa 130.

S;i:ﬁ;ﬁ“s;';SUZI?Csérlz‘zggsqtsroz‘é‘sahoz 1000 5000 10 000 50 000 100 000
M1 becsiilt/igazi atlag 0,9955 0,9998 0,9995 1,0006 1,0004
M2 becsiilt/igazi atlag 0,9860 0,9986 0,9996 1,0013 1,0006
M1 becsiilt/igazi SE 0,0241 0,0125 0,0082 0,0038 0,0027
M2 becsiilt/igazi SE 0,0528 0,0312 0,0212 0,0089 0,0066
VaR95 atlag 1010 1021 1021 1021 1021
VaR99 atlag 1484 1499 1502 1504 1503
VaR999 atlag 2399 2318 2333 2331 2331
VaR95 SE 36 19 13 6 4
VaR99 SE 80 46 34 14 10
VaR999 SE 415 204 126 56 4
VaR95 max - VaR95 min 168 103 86 28 18
VaR99 max - VaR99 min 421 259 164 74 48
VaR999 max - VaR 999 min 2223 1224 645 279 207
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12. tablazat: A momentumok és a VaR jellemzdinek alakuldsa adott szimulacioszam mellett, Poisson (A=4) —
Pareto (a=4,9 p=390) Osszetett eloszlas esetén. A VaR becslést 100-szor végeztiink el, M1 — M4 az Osszetett

eloszlas els6 négy momentumat jelolik. A Pareto eloszlas varhato értéke 100, szorasa 130.

7.1.2. Panjer rekurzio

Egy masik lehetdség a teljes eloszlas egzakt meghatarozdsa (az ’Osszetevok’
ismeretében, s nem csak becslése), majd abbodl a kvantilis kiszamolasa. A teljes eloszlast

azonban nem egyszerli meghatarozni. Az egyik legismertebb eszkdz ehhez a Panjer rekurzio.
Ha a gyakorisadgeloszlasunk (a,b,0) tipusu és a veszteségeloszlasunk egészértékii, akkor

Panjer [1981] bizonyitotta, hogy az S teljes veszteség eloszlasara teljesiil a kovetkezd

rekurziv képlet:
n by

P(S=n)=) a+=" (X =y)P(S=n-y) ahol n=12,... (15)
y=1

és a rekurziot a P(S=0)=P(X =0) kezdélépéssel indithatjuk, ahol X egy egyedi
veszteséget jelol. Specidlisan, A paraméterii  Poisson gyakorisageloszlas esetén

P(S=0)=e" tovabba

n

P(S =n) =%ZyP(X = )P(S=1-3) ahol 7 =12, (16)

y=1

Mivel a teljes veszteség eloszlasat igy egzakt modon szamolhatjuk, ezért abbdl azonnal
adodik tetszdleges kvantilis (VaR) értéke. A moddszer alkalmazasanak veszélye, hogy
numerikus hibak 1éphetnek fel a rekurzi6 alkalmazasa sordn (részletesebben targyalja ezt a
kérdéskort Panjer ¢s Willmot (1986)). Tovabba szemben a korabban javasolt folytonos

veszteségeloszlasokkal, a rekurzid azt feltételezi, hogy a veszteségeloszlas is diszkrét. Ugyan
Panjer et. al. [1992] megmutatta, hogy egy fx folytonos egyedi veszteségeloszlashoz tartozé

striiségfiiggvény esetén a teljes eloszlas fs striiségfiiggvénye kielégiti az
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fx) =P =1, () + | [a +b7yjfx (9).f5 (= y)dy (17)

Volterra tipust integralegyenletet, azonban a gyakorlatban ez nem a legegyszeriibben
hasznalhato eszk6z. Hiszen ennek az eredménynek a hasznélata esetén meg kell oldani az
integralegyenletet, amely szamos Ujabb numerikus kérdést vet fel, komoly szakértelmet
igényel (szemben példaul a fent leirt egyszerti Monte Carlo kozelitéssel). Ezért, ha mégis meg
akarjuk hatarozni az teljes veszteségeloszlast, s nem csak a kvantilisre van sziikségiink, akkor
szerencsésebb a fenti integralegyenlet helyett a Panjer-féle rekurzids képletet hasznalni még
folytonos eloszlasok esetén is, azonban ehhez a folytonos veszteségeloszlas diszkretizalasa
szlikséges, hogy ennélfogva alkalmazhat6 legyen a szoban forg6 rekurziés képlet Klugman et.
al. [2004].

Esetiinkben itt is annak a vizsgéilata a legfontosabb, hogy a rekurziv moédszerrel kapott
tokekovetelmény érték mennyire pontos, illetve mekkora hiba adédhat a modszer hasznélata
soran. Rekurzios szamitasok soran a Kkerekitésb6l, szamabrazolasbol szarmazd hibak
felhalmozodhatnak, és jelentés mértékiivé valhatnak. A rekurzi6 soran minden Iépésben
valamennyire pontatlan eredményt kapunk, hiszen a végtelen tizedesjegyli szamokat is csak
végesként tudjuk kezelni. Igy azt a kérdést kell megvizsgélni, hogy a szamitasok sordn milyen
gyorsan novekednek ezek a hibdk az ilyen egymasra épiil6 eljardsoknal. Panjer et. al. [1993]
megmutattak, hogy Poisson €s negativ binomialis eloszlasok esetén a rekurziv formula stabil

marad, viszonylag lassan ndvekedd hibakkal.

7.1.2.1. Diszkretizalas

Amint azt felvezettilk a Panjer rekurzid a veszteségeloszlas hasznalatat koveteli meg. Nem
célunk, hogy a diszkretizalas 1épéseit részleteiben leirjuk, ugyanakkor annak érdekében, hogy
az ily modon eldallitott veszteségeloszlas egy érdekes tulajdonsagat megismerhessiik a
diszkretizalas Iényegét és modszereit gyorsan 0sszefoglaljuk.

A diszkretizalds soran a folytonos veszteségeloszlas értelmezési tartomanyan diszkrét
pontokat hatarozunk meg, és azokhoz valdsziniiségeket rendeliink. A diszkretizalas soran azt
a célt kell kielégiteniink, hogy a diszkrét eloszlas minél jobban reprezentdlhassa az eredeti

folytonos eloszlast. Természetesen nem mindegy, hogy milyen értelemben kell jol
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reprezentalni az eredeti eloszlast. Legyen a diszkrét eloszlas alakja a folytonoshoz hasonld,
vagy rendelkezzen ugyanazokkal a momentumokkal, kvantilisekkel? Onmagukban ezek mind
lényegtelenek lehetnek, hiszen esetiinkben a cél az, hogy az aggregalt eloszlds VaR-ja pontos
¢s stabil legyen. A kiilonboz6 diszkretizalasi (kerekitéses és momentum megdrzd) eljarasok
segitségével elodallitott diszkrét egyedi veszteség eloszldsok tehat nem tokéletesen
reprodukaljak az eredeti folytonos eloszlast, a kérdés csupan, hogy amennyiben egy
diszkretizalt veszteség eloszlast haszndlunk, mekkora hibat vétink a tékekdvetelmény

megallapitdsa soran.

Panjer et. al. [1983] megmutattdk, hogy a folytonos eloszlas megfeleld kozelitéséhez az
els6 két momentum illesztése altalaban elegendd. A diszkretizalasbol eredd hiba mar alig
csokken, ha a modellt tovabbi momentumok illesztésével bovitjiik. A kerekitéses, elso illetve
elsé két momentum illesztésének modszere kozotti valasztasnal néhany szempontot azonban
figyelembe kell venni. igy, mig a kerekitéses és az egy momentum illesztésénél kapott
valoszinliségek mindig pozitivak lesznek, addig a kettd vagy tobb momentum figyelembe
vételénél eléfordulhat, hogy negativ valdszinliségeket kapunk. Valamint azt is fontos
megjegyezni, hogy a kerekitéses és az egy momentum illesztésének modszerébdl hasonlod
nagysagrendii hibdk adodhatnak, azonban a masodik momentum illesztésénél ezek a hibak
jelentdsen csokkennek. Igy ezeket a szempontokat mérlegelni kell, amikor azt vizsgaljuk,

hogy melyik a leginkdbb megfeleld mddszer a folytonos eloszlas diszkretizalasahoz.

7.1.2.2. Panjer rekurzio és a toke stabilitdsa

Az aggregalt veszteségeloszlas VaR-janak viselkedését mind a kerekitéses mind a momentum
illesztéses modszerrel teszteltiik. Arra kerestliik a vélaszt, hogy van-e érdemi kiilonbség az
egyes modszerek kozott. Vizsgalatunk sordn lognormalis, Pareto és exponencidlis
eloszlasokat hasznaltunk.

A modszerek alkalmazasakor az intervallumok hosszat kezdetben egy egységnek valasztottuk.
Habar tudjuk Panjer [2006] alapjan, hogy az egyes diszkretizalasi modszerek kozotti
kiilonbség elsddlegesen akkor jelentds, ha a folytonos eloszlast néhany diszkrét pontbol allo
eloszlassal akarjuk kozeliteni, vizsgalataink kezdetén az ebbdl adodo eltérések
minimalizalasara torekedtiink. Ennek oka, hogy az ilyen tipusu hiba jol csokkenthetd a h

intervallum kelléen kicsi megvalasztasaval. Minél siirlibben helyezkednek el az eloszlas
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diszkretizalt pontjai, annal pontosabb eredményt kapunk, azaz annal jobban tudjuk a
diszkretizalt valoszinliségekkel kozeliteni az eredeti folytonos eloszlast. Ugyanakkor
megjegyezzilk, hogy a szamitogépek memoriakapacitdsa gatat szabhat az egyedi
veszteségeloszlas végtelenlil finom diszkretizalasanak. A kerekitéses modszerrel kapott
diszkretizalt eloszlas valosziniiségeit 0sszegezve az elvartaknak megfelelden egyet kaptunk
eredményiil ,és teljesiilt a kapott értékekre elvart pozitivitasi tulajdonsag. Ugyanez igaz, ha
csak az els6 momentum értékét kivanjuk megdrizni a diszkretizalas soran.

Az elsé két momentum illesztésének modszerét hasznédlva a diszkretizalt valosziniiségek
ugralnak, és akar negativak is lehetnek(!), de a kapott diszkrét eloszlas 6sszességében nagyon
jol viselkedett az aggregalt kareloszlas meghatarozasakor (Nagy et. al. [2009]). A két

momentum illesztésével kapott valoszinliségekre az elsd értéktdl eltekintve mindig pozitiv

értékeket kaptunk.
0'1 2 r~ ° T T T T
— Lognormalis eloszlas
: @ Kerekitéses modszer
Elsd momentum illesztése
01f °

© Elso két momentum illesztése

0.08

0.06|

0.04

0.02

3.4bra: Lognormalis eloszlds (u=2 ¢és ¢ = 1) diszkretizalasa kerekitéses és momentum illesztéses modszerekkel.

Az abrardl jol latszik, hogy a kerekitéses €és az els6 momentum illesztésének moddszerével
kapott értékek szinte teljesen egybeesnek. Az elsé két momentum illesztésének modszerénél
pedig az ugralo valdszintiségeket lehet jol megfigyelni.

Megnéztiik azt is, hogy a rekurzioval eldallitott aggregalt eloszlas (Poisson A=10 —
lognormalis p=2, c=1) varhat6 értéke és szoérdsa mennyiben kiilonbozik az elméleti, valamint

a Monte-Carlo szimulacioval kapott értekektl. A Monte-Carlo szimulacids esetben 100 000-
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es szimulacidoszam mellett 1000-szer hataroztuk az aggregalt eloszlast, és azokbol atlagoltuk

ki az eloszlés jellemzobit. A kapott eredményeket az alabbi tablazat foglalja 6ssze.

Elso Elso két
Kerekitéses
Elméleti Monte-Carlo momentum momentum
modszer
illesztése illesztése

Varhato érték | 121,8249 121,8306 121,8306 121,8262 121,8249

Szoras 63,5160 63,5226 63,5218 63,5283 63,5156

3. tablazat: A kiilonbozé modszerekkel meghatarozott aggregalt kareloszlasok els6 két momentumai.

A téblazatbol lathatd, hogy a kiilonbozé moédszerekkel végzett diszkretizdlasok soran az
eloszlasok mind varhato értékiiket, mind szorasukat rendkiviil pontosan megdrizték. Mar a
kerekitéses mddszer is nagyon jol kozelitette az elméleti varhatd értéket és szordst (itt Ujra
megjegyezziik, hogy a diszkrét pontok kellden stirin helyezkedtek el). Az elsé két momentum
megOrzésével kapott eredmények pedig mar szinte minden tizedesre megegyeznek a vart
értékekkel. Ezek utan megvaltoztattuk a lognormalis és Poisson eloszlasok paramétereit (H =
[0,5; 1; 2; 5]; o=[1; 2]; A =[0.05; 1; 10; 100] ). Az igy kapott eredményekre ugyanugy
teljesiiltek a fenti megallapitasok, azaz a kiilonbozd diszkretizalasi modszerek segitségével
meghatarozott aggregalt eloszlasok meglehetdésen pontosan visszaadjak az elméleti eloszlas
megfeleld momentumait. Ezek koziil is az elsd két momentum megdrzésével kapott
eredmények voltak legkdzelebb az elméleti értékekhez, de kiilonbség minden esetben
elhanyagolhato volt.

Az aggregalt eloszlasokbol meghatdroztuk a kockézatott értéket is  kiilonbozo

konfidenciaszintek mellett, ezeket a kdvetkezd tablazat foglalja dssze.
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Elso két
Kerekitéses Els6 momentum
Monte-Carlo momentum
modszer illesztése

illesztése
VaR 90 203.2 204 204 204
VaR 95 238.5 240 240 240
VaR 99 322.8 324 324 324
VaR 99.5 362.2 363 363 363
VaR 99.9 467.5 468 468 468

4. tablazat: A kiilonbozo diszkretizalasi modszerekkel meghatarozott aggregalt kareloszlasok VaR értékei.

Viszonyitasképpen a Monte Carlo szimuldcioval kapott értékeket is feltiintetjiik.

A tablazatbol lathatd, hogy a harom (kerekitéses, els6 momentum illesztése, els6 két

momentum illesztése) modszer egész szamra kerekitve azonos eredményre vezetett, a
kockaztatott értékek egymassal teljesen megegyeznek. A korabban leirt médon moédositott H |

o és A paraméterekkel meghatarozott aggregalt eloszlasoknal is teljesiilt a fenti allitds. Azaz a
kiilonboz6  diszkretizalasi modszerekkel kiszamitott VaR értékek nem kiilonboztek
lényegesen egymastol.

A fenti tesztet (diszkretizalas kozelitéssel és lokalis momentum illesztéssel, majd a rekurzid
alkalmazdsa ¢és VaR szamitds) megismételtiik Pareto ¢és exponencidlis egyedi
veszteségeloszlasokkal is, és a kordbban vézoltakkal megegyezd eredményre jutottunk.
Osszességében, a kockaztatott érték szempontjabol a harom diszkretizaldsi modszer ugyanarra
az eredményre vezetett, ugyanakkor nem szabad arrdl megfeledkezniink, hogy ez egy olyan
modellezési kornyezetben tortént, ahol a folytonos eloszlas diszkretizaldsa egy egységnyi
intervallumonként tortént. Természetesen a diszkretizalasi intervallum ndvelésével a
momentum illesztéses modszerek egyre jobb eredményt adnak.

A Panjer rekurzio gyors lehetdséget biztosit az aggregalt eloszlas és annak jellemzdinek a
meghatarozasara, ugyanakkor meg sem kozeliti a szimulaciés modszerek rugalmassagat. igy
nem nyilvanvalo hogyan lehetne pl. bevonni a biztositasok hatdsdt a modellbe, illetve

figyelembe venni az egyes veszteségek, vagy kockazati osztalyok kozotti korrelaciot.

7.1.3. Fourier transzformacio
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Az Osszetett eloszlas meghatarozasara egy tovabbi, szintén nem trividlis mod vezet az eloszlas
momentumgenerald ¢és karakterisztikus filiggvényének meghatarozasan keresztiill. Ehhez
tudnunk kell, hogy a teljes eloszlas momentumgenerald fliggvénye meghatarozhaté a
gyakorisdg generatorfiiggvénye és az egyedi veszteségek momentumgenerdld filiggvénye

segitségével (amennyiben 1éteznek):
Gy(»=g2,(G,(»), yeR,

ahol Gy ¢s G5 az egyedi illetve a teljes veszteség eloszldsainak momentumgeneralod

fiiggvényét jeloli, mig &, a gyakorisageloszlas generatorfiiggvénye. Ugyanilyen Osszefliggés
adodik karakterisztikus fiiggvények esetére is. Utobbi elénye, hogy mindig létezik, tovabba
mindig egyértelmii. Ha a fenti modon meghataroztuk a teljes veszteség karakterisztikus
fiiggvényét, akkor a gyors Fourier transzformécio (Fast Fourier Transform, FFT) modszerét
hasznalhatjuk annak érdekében, hogy a karakterisztikus fliggvénybdl megkapjuk (becsiiljiik) a

szoban forg6 eloszlast (stiriségfiiggvényt).
Az aggregalt veszteségeloszlas maghatdrozasanak Iépései:

1. A veszteség eloszlas diszkretizalasa.

2. A gyors Fourier-transzformdacio alkalmazasa a diszkrét veszteségeloszlasra.

3. Az Osszetett eloszlas karakterisztikus fiiggvényének meghatarozasa. A fenti képlet
alapjan alkalmazzuk a gyakorisageloszlds generatorfliggvényét a mar diszkrét
veszteségeloszlas karakterisztikus fliggvényére. Ez adja meg az aggregalt eloszlas

karakterisztikus  fiiggvényét, ami az Osszetett eloszlds diszkrét Fourier-

crer
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4. Az aggregalt eloszlas karakterisztikus fliggvényre az inverz gyors Fourier
transzformacidt alkalmazva megkapjuk a keresett sszetett eloszlast diszkrét alakban.
5. Az aggregalt eloszlasbol hatarozzuk meg a kiilonboz6é (de elsddlegesen a p-0,999)

konfidenciaszintekhez tartoz6 kockaztatott értékeket, és az eloszlas egyéb jellemzoit.

A Fourier transzformacios eljaras kritikus eleme az egyedi veszteségeloszlas diszkretizalasa
lehet. Ugyanakkor itt is igaz, hogy amennyiben a diszkretizalast kelléen finom
1épéskozonként végezziik, akkor még a kerekitéses modszer is megallja a helyét, és az eljaras
pontos eredményt ad. Természetesen ezt fokozhatjuk a momentum illesztéses modszerekkel.
A nagyon finom 1épéskoz hasznalatanak ebben az esetben is a memoria szabhat gétat, a koztes
pontok szama legyen kisebb mint 2**. Ebben az esetben ez egy kivalo eszkoz az aggregalt
eloszlas és annak jellemzdinek a meghatarozéasara. Tovabbi eldnye, hogy gyors, ugyanakkor
itt sem egyértelmii, hogyan lehetne bevonni a biztositdsok hatdsdt a modellbe. Mivel
egydimenziés eljarasrol van szo6, ezért a dimenziok ex-post aggregacidja is sziikséges

(Mignola et. al. [2006]).

7.2. Single Loss Approximation és tokeszamitas

A konnyebb attekinthet6ség kedvéért itt ijra vazoljuk, hogy szubexponencialis eloszlasok
esetén (pl. lognormalis, Weibull, Pareto, log-gamma eloszlasok) a tokekdvetelmény az aldbbi

moddon is meghatarozhato:

-1 4 1-p
VaR(p)=Fs (p)=F (l—m). (18)

Amint azt mar emlitettiik a fenti képlet direkt kapcsolatot teremt az az aggregalt eloszlas (F s)
I-p
p konfidenciaszinthez tartozo kvantilise és az F egyedi veszteségeloszlas - E(N)

konfidenciaszinthez tartozo kvantilise kozott.

Azt, hogy a Single Loss Approximation, mint tékebecslési modszer mennyire ad pontos

becslést, avagy az eredmények mennyire allnak kozel egy LDA-val szdmitott tokéhez az
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alabbi abraval szemléltetjiik. Mindkét modszer (LDA, SLA) esetében az igazi, becslési

hibatol mentes paraméterekkel szamoltuk a tokét.
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17. abra: A Single Loss Approximation mddszerrel, valamint Fourier transzformaciéval meghatarozott aggregalt
eloszlas 0,999-es valosziniiségéhez tartozo VaR értékek hanyadosa a varhato éves gyakorisag fliggvényében. Az

éves gyakorisag eloszlas Poisson eloszlasi az x tengelyen feltiintetett varhatd értékkel, mig az alkalmazott

veszteség eloszlas lognormalis H# = 10 rogzitett paraméterrel és O = 2,0=22, 0=2,5 ¢rtekekkel.

Jol lathato a 17. abra alapjan, hogy az éves gyakorisag novekedésével az SLA modszer egyre
kisebb hatékonysaggal becsli a tOkét. A masik amit leolvashatunk a fenti abrakrél, hogy
amennyiben a veszteség eloszlas kevésbé vastag szElli (esetiinkben ahol @ kicsi), ott az SLA
megbizhatdsaga szintén gyenge. Ennek oka a modell feltételekben keresendd, hiszen Bocker
et. al. [2005] megmutatta, hogy az Osszefliggés csak limeszben teljesiil (p=>1), azaz 1-hez
igen kozeli valdszinliség mellett kell a kvantilist meghatarozni. A t6kebecsléshez hasznalando
valésziniiséget viszont a szabalyozo6 irja eld, igy a modellalkotd err6l mar nem rendelkezhet.
A 18. dbra megmutatja, hogy p=0,9999-es valoszintiség mellett hogyan alakul a tOkebecslés a
valos tokéhez képest. Amint az vartuk, egy nagysagrenddel kozelebb keriilve a p=1-hez javul
az SLA becslés hatékonysdga, ami az 17. dbra és a 18. dbra Osszevetésébdl deriil ki. A két

abra kozotti kiilonbség mindossze a VaR szamitashoz alkalmazott valdsziniiség.
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18. abra: A Single Loss Approximation moddszerrel, valamint Fast Fourier transzformacioval meghatarozott
aggregalt eloszlas 0,9999-es valosziniiségéhez tartozd VaR értékek hanyadosa a varhatdo éves gyakorisag

fliggvényében. »*

Amint arra mar kordbban is utaltunk az intézménynek nincs rdhatdsa az alkalmazott
valoszinliségre a tokeképzés soran, igy az SLA-bol adodd pontosabb tokeképzés érdekében
nem haszndlhat p=0,999-t6] eltérd konfidencia szintet (legalabbis I1-es Pillérben). Az
empirikus vizsgalatok ramutattak (Iasd pl. Aue et. al. [2006]), hogy a gyakorlatban az SLA
eredményeitdl eltérden a téke szempontjabdl nem csak a legnagyobb veszteség szamit, hanem
a legnagyobb veszteségek szamitanak, azaz a top néhany veszteség hatarozza meg a tokét.
Ennek oka, hogy a gyakorlatban alkalmazott eloszldsok heavy tail jellege sem feltétlentil erds
(vagy extrém erds), igy nincs az az egyetlen hatalmas veszteség, ami egyértelmiien dominéalna

a tékét. Ez mindenképp megfontolast igényel a Single Loss Approximation hasznalata

¥ Az éves gyakorisag eloszlas Poisson eloszlast az x tengelyen feltiintetett varhato értékkel, mig az alkalmazott

veszteség eloszlas lognormalis M = 10 rogzitett paraméterrel és O = 2, 0=22; 0=25¢rtékekkel.
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szempontjabol, ugyanakkor Bocker et. al. [2006] a Single Loss Approximation egy finomitott

valtozatat publikalta. Eszerint
l-p
VaR(p)=F“|1-—=(l+0o(1)) |+ E(N -1)E(X -1
() ( EN( ())j (N-DEX) p—1, (19)

Ez alapjan a Single Loss Approximation véarhato értékkel korrigalt valtozata szerinti kvantilis

érték:

=Py BV -1ECY) , 20)

VaR(p)=F (p)=F (- EQV)

ahol E(X) a veszteség eloszlas varhat6 értékét jelenti.
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19. abra: A varhato értékkel korrigalt Single Loss Approximation, valamint Fast Fourier transzformacioval
meghatarozott aggregalt eloszlas 0,9999-es valosziniiségéhez tartozd6 VaR értékek hanyadosa a varhatd éves

gyakorisag fiiggvényében. *°

A 19. abra jol mutatja, hogy a varhatd értékkel korrigalt Single Loss Approximation
Iényegesen pontosabb becslést ad a tokére, mint a korrekcid nélkiili valtozata. Ugyanakkor ez
egy ,.heuriszikus” valasztason alapulé korrekcioja Bocker et. al. [2005] eredményének, Degen
[2010] azonban egy még precizebb korrekcidjat adja a Single Loss Approximationnek.
Eszerint a veszteségeloszlas heavy tail jellegétdl fiiggden harom esetet kiillonboztet meg:

1. heavy tail eloszlés, véges varhato értékkel;

2. heavy tail eloszlas, nem véges varhato értékkel;

3. semi heavy tail eloszlasok (pl. lognormalis).

Az (1)-es esetben Degen javaslata a kovetkezo:

VaR(p) = F“[I—Z—NPJ+E(N—1+d)E(X), @
_D*(N)
ahol d = E(N) .

Poisson gyakorisag eloszlas eloszlds esetén d=1. Felhivjuk a figyelmet, arra, hogy pl.

binomidlis gyakorisag eloszlas esetén d<l1, tehat a korrekcids tag negativ is lehet.

Degen [2010] ugyan preciz kozelitést ad olyan veszteségeloszlasokra / esetekre is (2), amikor
az eloszlas varhato értéke nem létezik, ugyanakkor ezek kozel sem tartoznak a main stream
eloszlasok kozé. A toke modellezése soran fontos a matematikai modell kozgazdasagi
interpretacidja, marpedig egy olyan allitds, hogy a varhatd veszteség végtelen, mikézben a

pénziigyi intézmény minden folyamata legfeljebb véges mértékli veszteséget generalhat

% Az éves gyakorisag eloszlas Poisson eloszlast az x tengelyen feltiintetett varhato értékkel, mig az alkalmazott

veszteség eloszlas lognormalis M = 10 rogzitett paraméterrel és O = 2, 0=22; 0=25¢rtékekkel.
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nehezen elfogadhat6. Az erre az esetre adott korrekcids javaslat megtekinthetd Degen [2010]

publikacidjaban.

Semi heavy tail eloszlasok (3) esetén Degen [2010] nem tud javaslatot adni, igy tovabbra is

(Bocker et. al. [2006]) javaslatat tartjuk irdnyadonak.

7.2.1. Single Loss Approximation és az extrapoldcios probléema
(kutatasi hipotézis)

Az SLA megkozelités segit szdmunkra megérteni, hogy miért is annyira problémas a
miikodési kockazati téke becslése, miért jellemzi azt nagy instabilitds. Az extrapolacids
probléma, azaz hogy fiiggetleniil az éves gyakorisag varhatd értékétél mindenkinek 200-szor
tobb adatra lenne sziiksége, felveti azt a kérdést, hogy pontosabban tudjdk-e azok a
pénzintézetek becsiilni a tokéjiiket, melyek tobb veszteség adattal rendelkeznek? Akinek
csupan évente 10 adata van, annak az egyedi veszteségeloszlas 0,9999-es kvantilise jelenti a
tokét, viszont aki atlagosan 1000 veszteségadatot gylijt évente, annak a 0,999999-es
valoszinliséghez tartozd kvantilisét kell meghatdroznia. Két ellentétes hatas all szemben
egymassal, melyek meghatarozzak a téke becslési hibdjat. Egyrészt a nagyobb minta kedvezd
a becslés szempontjabol, ugyanakkor az egyre tavolabbi (magasabb valdszinliséghez tartozo)
kvantilisek becslése novekvo bizonytalansagot hordoz.

Fentiek alapjan a két egymassal ellentétes hatas kovetkeztében nem nyilvanvalo, hogy a sok
adattal rendelkezd hitelintézetek valoban kisebb, vagy lényegesen kisebb hibaval becslik-e
tokéjiiket.

Hogy kozelebb keriiljiink ezen felvetés megvalaszolasahoz, bizonyos feltételek kozott
meghatarozzuk a toke eloszlasat és annak fobb jellemzdit, koztiik sztenderd hibajat. Mindez
egy praktikus modellezési kornyezetet teremt szdmunkra, melybdl szdmos kovetkeztetést

vonhatunk le a mikodési kockazatok természetérol.

7.2.2. A tokebecslés hibdja lognormdlis veszteségeloszlas esetén
(6nallo eredmény)

A lognormalis eloszlds és a normalis eloszlas kozott fiiggvényszerli kapcsolat van azaz

n :eé, ahol n lognormalis & pedig normadlis eloszlast valoszinliségi valtozd. Tetszdleges
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normalis eloszlasu valtozé tetszéleges q kvantilise eldallithatd az eloszlas varhatéd értékének
(M) és szorasanak (O ) a fiiggvényében, 4= H +tZ0 ahol Z a sztenderd normalis eloszlas

ugyanazon valosziniiséghez tartozd kvantilise. A fentiek tekintetében és a normalis eloszlas

. , . 2 ;1 . o , , ,
becsiilt paramétereinek ()l, 4 ) eloszlasabol limeszben analitikusan meghatarozhat6, mig
véges minta esetén kozelithetd a lognormalis eloszlasu valtozé kvantilisének eloszlasa.

Az n elemi mintabol Maximum Likelihood modszerrel becsilt normalis eloszlas

yri
paramétereinek varhato értéke: |:02:| ,

2
o

— 0

variancia-kovariancia matrixa: 4

20

0
n

Lasd pl. Lynch [2007].
Maximum Likelihood becslés esetén a becsiilt paraméterek korreldlatlanok és aszimptotikusan

20

).
n

2
o
normélis eloszlastak, igy ,2l ~N (ﬂ’7) és 3N (o2,

Véges kis (n) minta esetén 4 2,3’ eloszlasa nem normalis eloszldsu (Ahn et. al. [2003])

ugyanakkor a paraméterek korrelalatlansdga tovabbra is fennall. é becslésének standard

o 1
1oz — (140 = .. P r . . d— r1:
hibgja Br—1) -1 [ (njj . A kovetkezd levezetésben feltételezziik, hogy ¢ normalis

o
eloszlasu O varhato értékkel és Eszéréssal (Ahn et. al. [2003] mar n>10 esetén 1-nek

1
veszik (HO[;D értékét.)
_ _ptaoc

A lognormalis eloszlas kvantilisére teljesiil, hogyq, =€ =e , ahol #¢és O a normalis

eloszlasu valtozo paraméterei, és egyben a varhaté érték és szoras jellemz6i. # és O becslése

2
P O- . M4 14 ja r r r /4 r
soran tudjuk, hogy 4 varhato értéke: # —— varianciaval, mig & varhato értéke: O és
n

2
0 ° 4 M . y r ja /4 /4 r /4 (13 . r r
kozelitoleg 2-var1anc1aval, mikdzben H¢és 0 eloszlasardl feltételezziik a normalitast és a
n

korrelalatlansagot.
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Mivel # és & normalis eloszlast valtozok és korrellatlanok (feltételezésiink szerint), ezért

azok linearis kombinaciéja TA0 s normalis eloszlast lesz 9V varhato értékkel és

2 2 2 2
,0 o o(a"+2)
o —t—=—
2n n 2n varianciaval.

pt+aoc

N —
e = (1 o .
lognormalis eloszlast kdvet, hiszen az

A lognormalis eloszlas kvantilise tehat 9=

exponenciélis fiiggvény kitevéjébe egy normalis eloszlast valtozot tettiink. fgy mar konnyen

meghatarozhatjuk azt is, hogy ennek a 4L lognormalis eloszlasu valtozonak milyen

paraméterli az eloszlasa, mekkora a sztenderd hibéja a becslés soran?

SIGMA®
A lognormalis eloszlas (MU, SIGMA) varhaté értéke E:eMU+ 2, mig varianciaja

2 SIGMA 2MU+SIGMA*
D™ =(e —De Esetiinkben, él olyan lognormalis eloszlast, ahol

(@ +2)

_ 2
MU = u+aoc &s SIGMA” = >

Behelyettesitve kapjuk, hogy

2 2 2
. MU+S[GMA /1+a0'+0 (a”+2)
E(qL):e 2 =e 2n (22)
o2 (a’+2) 2(#+a0_)+02(a2+2)
A 2 2 —
Dz( . ) _ (eSIGMA _l)ezMU+S]GMA “le 22 _1le n ‘ 23)
Gyokvonas utan adodik:
1
, A a(a’+2) 2urao) Z@2) ) )2
o, = ((eSIGMA _ l)eZMU+S1GMA )2 “lle 22 —1le on ' (24)

A fenti képlet tehat megadja a lognormalis eloszlast valtozo tetszdleges kvantilisének
sztenderd hibajat (o). Természetesen a sztenderd hiban tdl a teljes eloszlast ismerjik, igy
annak szadmos tulajdonsdgit megismerhetjiik. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az igy
szamitott hiba, csak az egyedi veszteségeloszlas becslésébol szarmazo hibat foglalja magaban,
hiszen a gyakorisag varhato értékének becslésébdl szarmazo hibaval foglalkoztunk. Annak

hatdsa valdjaban o-n keresztiil érvényesiilne, hiszen az SLA keretein belill az eredeti
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I-p
szabalyozoi valdszinliséget (p=0,999) a gyakorisag varhat6 értékével kell skaldzni (1 _% ),

ami €pp az a stabilitasat befolyasolja.

A levezetés eredményét kombindlva a Single Loss Approximation-nel (SLA), miszerint

-1 _ 1 — p
VaR=F (p)= F (1 _%) valaszt kaphatunk arra, hogy kiilonb6z6 varhatoé gyakorisaga

miikddési kockazati események tokesziikségletét (feltéve, hogy maga a veszteség lognormalis
eloszlasu) mekkora hibaval tudjuk megadni, azaz a mintaelemszam ndvekedése hogyan hat a
szamitott toke stabilitdsara. Valoban fennall-e az a hipotézis, hogy az extrapolacids probléma
miatt (minden gyakorisdg mellett 200-szoros extrapolacid sziikséges) kis és nagy bankok,

azaz sok ¢és kevés adattal rendelkezd intézmények ugyanakkora hibaval becslik a tokéjiiket?

Mindenekeldtt azonban sziikségesnek tartjuk a fenti — toke eloszlasara vonatkozo eredmények
visszamérését, hiszen tobb ponton ¢éltlink kozelitéssel a levezetés soran. Ennek megfelelen a

kovetkez6 visszaméréseket végeztiik el:

1. Adott éves gyakorisaghoz és veszteségeloszlashoz tartozd aggregalt eloszlas VaR-janak
SLA-val torténd szamitasa R-szer, oly modon, hogy minden (1,2...R) alkalommal csak az
egyedi veszteségeloszlas paramétereit becsiiljiik (5 nagysagh mintdbol). Az igy kapott R
darab tokeértéket — VaR; felhasznalva sztenderd hibat — o, szdmolunk, amit 6sszevetiink

az analitikusan szamitott VaR, —hoz tartozd oy —val.

2. Adott éves gyakorisaghoz és veszteségeloszlashoz tartozd aggregalt eloszlas VaR-janak
SLA-val torténd szadmitasa R-szer, oly moédon, hogy minden (1,2...R) alkalommal a
gyakorisag eloszlas és az egyedi veszteségeloszlas paramétereit egyarant becsiiljiik (5
éves 1d6sorbol). Az igy kapott R darab tokeértéket — VaR, felhasznalva sztenderd hibat —

0> szamolunk, amit dsszevetiink az analitikusan szamitott oo —lal.

A kovetkezo tablazatok a levezetésbdl kapott fobb jellemzoket vetik 6ssze az (1) — ben

megfogalmazott szimulacids eredményekkel.

Eves VaR (SLA VaR varhatdo | VaR varhaté | VaR szdérasa | VaR szérasa | Varhato Szérasok

gyako- | alapjan igazi | értéke értcke szimulaciok- | levezetés értékek aranya -
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risag paraméterek- | szimulaciok | levezetés bol szamitva | alapjan aranya - | Lev/szim
kel) alapjan alapjan Lev/szim
10 37.431.867 | 46.352.647 51.374.610 | 45.312.087 | 48.295.145 1,11 1,07
20 52.755.773 58.969.464 | 62.617.217 38.501.637 | 40.035.576 1,06 1,04
50 81.405.981 84.769.387 87.788.833 34.097.758 35.439.196 1,04 1,04
100 111.527.481 | 114.774.311 | 116.122.959 | 33.736.684 | 33.677.183 1,01 1,00
500 223.018.375 | 224.623.713 | 225.103.457 31.007.660 | 30.853.267 1,00 1,00
1000 296.289.809 | 297.444.092 | 297.750.852 29.709.149 |  29.605.733 1,00 1,00

13. tablazat: Adott éves gyakorisagli (1. oszlop) mu=10 ¢és sigma=2 paraméter(i veszteségeloszlashoz tartozo

aggregalt eloszlas VaR-janak szamitdsa az igazi paraméterekkel, valamint az (1)-es pontban megfogalmazott

feltételek mellett szamolt VaR értékek varhato értéke és szorasa, valamint ezek paronkénti aranya.

Eves VaR (SLA VaR varhatd | VaR véarhat6 | VaR szordsa | VaR szorasa | Varhato | Szoérasok
gyako- | alapjanigazi | értéke értéke szimulaciok- | levezetés értékek aranya -
risag paraméterek- | szimulaciok | levezetés bol szamitva | alapjan aranya - | Lev/szim
kel) alapjan alapjan Lev/szim

10 78.753.735 100.992.319 | 115.519.337 | 108.475.102 | 123.968.306 | 1,14 1,14

20 114.868.913 | 132.950.607 | 141.336.804 | 100.017.153 | 101.322.719 | 1,06 1,01

50 185.108.971 | 198.332.188 | 202.812.561 | 88.556.072 90.796.686 1,02 1,03

100 261.713.185 | 272.177.459 | 274.817.510 | 88.664.644 88.048.797 1,01 0,99

500 560.893.271 | 566.328.717 | 567.244.725 | 85.443.070 85.606.739 1,00 1,00
1000 766.644.287 | 770.166.595 | 771.220.960 | 84.983.905 84.395.451 1,00 0,99

14. tablazat: Adott éves gyakorisagu (1. oszlop) mu=10 és sigma=2,2 paraméterii veszteségeloszlashoz tartozo

aggregalt eloszlas VaR-janak szamitasa az igazi paraméterekkel, valamint az (1)-es pontban megfogalmazott

feltételek mellett szamolt VaR értékek varhato értéke és szorasa, valamint ezek paronkénti aranya.

Eves VaR (SLA VaR varhatdo | VaR varhatdé | VaR szdérasa | VaR szérasa | Varhato Szérasok
gyako- | alapjan igazi | értéke értéke szimulaciok- | levezetés értékek aranya -

risag paraméterek- | szimulaciok | levezetés bol szamitva | alapjan aranya - | Lev/szim

kel) alapjan alapjan Lev/szim

10 240.334.248 341.907.655 394.158.069 453.983.430 512.365.335 1,15 1,13
20 369.063.663 449.183.767 482.379.031 384.240.057 405.984.312 1,07 1,06
50 634.722.934 693.941.769 714.179.806 361.329.294 368.365.907 1,03 1,02
100 940.786.687 979.466.284 | 1.002.054.798 362.861.851 367.482.140 1,02 1,01
500 2.237.121.665 | 2.262.891.174 | 2.269.888.244 389.625.155 389.919.247 1,00 1,00
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1000 ‘3.190.874.238 3.206.811.818 | 3.215.493.631 397.362,083‘ 400,205.058‘ 1,00 1,01

15. tablazat: Adott éves gyakorisagu (1. oszlop) mu=10 és sigma=2,5 paraméterii veszteségeloszlashoz tartozo

aggregalt eloszlas VaR-janak szamitasa az igazi paraméterekkel, valamint az (1)-es pontban megfogalmazott

feltételek mellett szamolt VaR értékek varhato értéke és szorasa, valamint ezek paronkénti aranya.

Eves VaR (SLA VaR varhat6 VaR varhat6 VaR szorasa VaR szoérasa Véarhatdo | Szoras
gyako | alapjan igazi értéke értéke levezetés | szimulaciok- levezetés értékek arany
-risdg | paraméterek- szimulaciok alapjan bol szamitva alapjan aranya - | Lev/szi
kel) alapjan Lev/szi | m
m

10 1.543.084.938 2.772.474.835 3.146.159.121 | 6.240.467.341 | 5.590.093.604 1,13 0,90
20 2.581.859.362 3.549.115.995 3.796.523.160 | 3.981.177.984 | 4.092.953.362 1,07 1,03
50 4.948.938.587 5.681.414.266 5.865.077.106 | 3.681.239.919 | 3.730.231.033 1,03 1,01
100 7.935.977.580 8.515.033.043 8.690.742.386 | 3.852.256.921 | 3.879.408.885 1,02 1,01
500 22.440.811.654 | 22.804.582.635 | 22.915.639.213 | 4.700.977.257 | 4.738.936.680 1,00 1,01
1000 34.363.917.002 | 34.634.342.625 | 34.746.361.403 | 5.231.156.964 | 5.198.309.654 1,00 0,99

16. tablazat: Adott éves gyakorisagl (1. oszlop) mu=10 ¢és sigma=3 paraméterli veszteségeloszlashoz tartozd
aggregalt eloszlas VaR-janak szamitdsa az igazi paraméterekkel, valamint az (1)-es pontban megfogalmazott

feltételek mellett szamolt VaR értékek varhato értéke és szorasa, valamint ezek paronkénti aranya.

A (2) — es pont feltételei melletti visszaméréseket nem tessziik teljes egészében kdzz¢, hiszen

annak eredményei alig kiilonboznek az (1) — es pontbeli eredményektol.

Eves | VaR (SLA VaR varhat6 VaR varhat6 VaR szorasa VaR szorasa Varhato | Szoras
gyako | alapjan igazi értéke érteke levezetés | szimulaciok- | levezetés értekek | arany
-risdg | paraméterek- szimulaciok alapjan bol szamitva alapjan aranya - | Lev/szi
kel) alapjan Lev/szi | m
m

10 37.431.867 45.339.507 51.374.610 | 44.591.900 | 48.295.145 1,13 1,08
20 52.755.773 59.188.803 62.617.217 | 37.932.624 | 40.035.576 1,06 1,06
50 81.405.981 86.042.449 87.788.833 | 34.994.247 | 35.439.196 1,02 1,01
100 111.527.481 | 114.792.075 | 116.122.959 | 33.129.299 | 33.677.183 1,01 1,02
500 223.018.375 | 224.424.785 | 225.103.457 | 30.861.128 | 30.853.267 1,00 1,00
1000 | 296.289.809 | 297.279.257 | 297.750.852 | 29.500.740 | 29.605.733 1,00 1,00
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17. tablazat: Adott éves gyakorisagu (1. oszlop) mu=10 és sigma=2 paraméter(i veszteségeloszlashoz tartozo

aggregalt eloszlas VaR-janak szamitasa az igazi paraméterekkel, valamint az (2)-es pontban megfogalmazott

feltételek mellett szamolt VaR értékek varhato értéke és szorasa, valamint ezek paronkénti aranya.

Eves VaR (SLA VaR varhato VaR varhato VaR szdrasa VaR szdrasa Varhaté | Szoras
gyako | alapjan igazi értéke értéke levezetés | szimulaciok- levezetés értékek | arany
-risag | paraméterek- szimulaciok alapjan bol szamitva alapjan aranya - | Lev/szi
kel) alapjan Lev/szi m
m

10 1543 084 938 2740 773 199 3146 159 121 | 5322079445 | 5590093 604 1,15 1,05
20 2581 859 362 3491992 449 3796523160 | 3726353169 | 4092953 362 1,09 1,10
50 4 948 938 587 5682266 574 5865077 106 | 3 682 856268 | 3730231033 1,03 1,01
100 7935977 580 8464 343 972 8690 742386 | 3779893074 | 3879408 885 1,03 1,03
500 22440 811654 | 22872440605 | 22915639213 | 4746 658 850 | 4738936 680 1,00 1,00
1000 34363917002 | 34649339435 | 34746361403 | 5194090279 | 5198309 654 1,00 1,00

18. tablazat: Adott éves gyakorisagu (1. oszlop) mu=10 és sigma=3 paraméter(i veszteségeloszlashoz tartozo

aggregalt eloszlas VaR-janak szamitasa az igazi paraméterekkel, valamint az (2)-es pontban megfogalmazott

feltételek mellett szamolt VaR értékek varhato értéke és szorasa, valamint ezek paronkénti aranya.

A visszamérés kapcsan megallapithatjuk, hogy kisebb gyakorisagok (A=[10, 20]) esetén akar

10 szézalékos varhato érték - és szorasbeli eltérés is adddhat a szimuldcids vizsgalathoz

képest,

ugyanakkor ez nem annyira durva,

hogy ne hasznalhatnank modelliinket

kovetkeztetések levonasara a tOkét illetden. Masrészt ez az eltérés szimulacidos hibat is

tartalmaz, hiszen minddssze csupan 10.000 kisérletbdl allapitottuk meg VaR; és VaR,

jellemzdit.
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VaR varhaté értékének hibaja (u=10) VaR széras ertékének a hibaja (u=10)
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20. abra VaR, varhato értékének és szorasanak a hibaja a gyakorisag fliggvényében. Az (1)-es pontban
megfogalmazott feltételek mellett szamolt VaR, értékek atlagdhoz és szoérasahoz viszonyitjuk VaR, varhato

értékét és szorasat. Az adatokat az eloszlasonkénti 13. tablazat - 16. tablazat utols6 két oszlopa tartalmazza.

VaR vérhaté értékének a hibaja (1=10) VaR széras értékének a hibaja (1=10)
3 8
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21. ébra VaR, varhaté értékének és szorasanak a hibdja a gyakorisdg fiiggvényében. A (2)-es pontban
megfogalmazott feltételek mellett szamolt VaR, értékek atlagdhoz és szordsdhoz viszonyitjuk VaR, varhato
értékét és szorasat. Az adatokat részben az eloszldsonkénti 17. tablazat - 18. tablazat utolso két oszlopa

tartalmazza.

Kovetkeztetések a modellbdl és a visszamérésbol
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A kovetkeztetéseket lognormalis veszteségeloszlas hasznélata és Single Loss Approximation
alkalmazasa mellett hoztuk meg. A kapott eredmények tekintetében az tovabbi vizsgalatot

igényel, hogy azok LDA kornyezetben és mas eloszlasok esetén is fennallnak-e?

1. A gyakorisdg becslési hibdja csak kismértékben befolydsolja a tokét. Ez
tulajdonképpen a szimuléacids eredményekbdl latszik, hiszen az igazi (1-es modell) és
a becsiilt (2-es modell) gyakorisdg paraméterek (A) melletti VaR szorasok alig
kiilonboznek. Ez 0Osszhangban van a nemzetkdzi eredményekkel, miszerint a
gyakorisag kevésbé fajstlyos kérdés a toke becslése soran. (Aue et. al. [2006], Basel

Committee on Banking Supervision [2008])

Gyakorisagnak a VaR standard hibgjara gyakorolt hatasa
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22. abra: Az (1) és (2) szimulaciés modellekbdl szamolt VaR, és VaR; értékekhez tartozd D, és D; szdrasok

aranya.

2. A becslés hibaja (VaR szorédsa), akar a szimulédcios, akar a levezetés eredményét
tekintjiik kevésbé vastag szélii (o kicsi) esetben monoton csokkend a gyakorisag
fliggvényében, mig ndvekvo o mellett a kezdeti csokkenés megtorpan és A magasabb

értékei mellett Ujra emelkedni kezd.
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VaR szérasa a gyakorisag flggvényében VaR szérasa a gyakorisag flggvényében
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23. abra: Poisson — Lognormalis veszteséggenerald folyamatbol szarmazé tékekovetelmény sztenderd hibaja a
varhatd gyakorisag fiiggvényében. A mintaclemszam (n) az éves gyakorisag Otszordse, azaz azt feltételezziik,

hogy a bank 5 éves idésorbol becsiil.

A jelenséget jobban atlathatjuk, ha a VaR szorasat az éves gyakorisag ¢és a becsléshez
hasznalt évek szdmanak fiiggvényében, valamint a rogzitett gyakorisaig mellett a
mintaelemszam fliggvényében vizsgaljuk. EI6bbi kapcsan a 24. 4bra és az ahhoz

kapcsolodo iso felszin nytjt segitséget.
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VaR szorasa Szoras iso felllet

6.0 6.0e+08
5.0e+08

5.5 55e+08

o
o
|

5.0e+08
4 5e+08

— 45e+08

selnzg

Evek szama
N
[4)]
|

e

ha
o
!

— 4.0e+08

////////////mmunnm\\\\\\\\\\\\\\\

ot
m
]

— 35e+08

3.5e+08 3.0 —— 3.0e+08
100 200 300 400 500

Eves gyakorisag Eves gyakorisag

24, abra: A bal oldali abra (a) az éves gyakorisag (x) és az évek szamanak (y) fliggvényében mutatja a VaR,

szOrasat (z), mig a jobb oldali abra (b) az (a) abra iso széras feliiletét mutatja. *’

A 23. abra érdekes helyzetet teremt a tOke becslése kapcsan. Nem csak az szamit, hogy
mennyi adattal rendelkezik egy intézmény, hanem az is, hogy mennyire vastag sz¢lii a
veszteséggeneraldo folyamat. A ketté Osszjatéka hatdrozza meg, hogy mennyire
pontosan tudja az intézmény megbecsiilni a miikddési kockazati tokekdvetelményét.

Mint azt mar korabban emlitettiik két hatas fesziil egymasnak. Egyrészt a ndvekvo
gyakorisag kedvez a becslésnek, hiszen nagyobb mintabodl a veszteség eloszlast kisebb
hibaval tudjuk becsiilni, masrészt viszont a nagyobb gyakorisdg egyre tavolabbi
kvantilis extrapolalasat teszi sziikségessé. Ugy tiinik, hogy egy kevésbé kockazatos
folyamat (kis o) esetén a mintanagysag nodvekedés ellenstlyozni tudja az
extrapolaciobol adodo bizonytalansagot, addig vastag széli folyamatok esetében ez
mar nem teljesiil. Ebbdl adéddan paradox modon a mintanagysag novekedése a toke

becslésének nagyobb bizonytalansdgaval parosul vastag sz¢élii folyamatok esetében!

7 Az egyedi veszteségeloszlas lognormalis u=10 és 6=2,5 paraméterekkel. Az (a) abrat potosan szembdl latjuk
(azaz az y tengely bentrdl kifelé mutat), az évek szama t6liink legtavolabb 1. A jobb oldali abra (b) az (a) abra
iso szoras feliilletét mutatja, azzal a kiilonbséggel, hogy az y tengely szerinti évek szdma toliink tavolodva
novekszik. Ez azonban nem valtoztat azon a jol lathatd jelenségen, hogy az éves gyakorisag fiiggvényében
vizsgalva VaR, szorasat az kezdetben csokken, majd emelkedni kezd. A 23. abra ugyanezen paraméter melletti
tagja éppen a 24(a) abra azon specialis metszetét mutatta be, amikor az évek szama megegyezik a szabalyozo
altal eldirt értékkel, azaz y=5. A 24 abrainak masik szembetlind és egyben vart jellemzdje, hogy egyedi

veszteségeloszlas paramétereit minél tobb év adatabol becsiiljiik, annak kisebb VaR, szorasa.
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relativ szoras

2.0

1.5

1.0

0.5

Megjegyezziik, hogy ez a jelenség LDA kdrnyezetben is fennall, igy nem tekinthetd

sem a modellezési kornyezet, sem az SLA sajatossagéanak!

Természetesen a kép ennél arnyaltabb, hiszen a ndvekvd szérds még mindig lehet
elhanyagolhato a tokéhez képest, igy érdemes a relativ szoérasra is egy pillantast vetni.
Relativ szoras alatt értsiik most a szorasnak a tokéhez (SLA-val szamolva) viszonyitott
aranyat, a megszokott varhatd értékkel szemben. Ezeket csak a ¢=2,5 és o=3
paraméterekre mutatjuk meg, hiszen lattuk, hogy a kisebb o-ju eloszlasok esetében

maga a szOras is monoton csokkend, igy ott a relativ szoérds monoton csokkend lesz.

VaR relativ szérasa VaR relativ szorasa
X o | *®
* LN(10,2.5) s * LN(10,3)
=
<
[Ie]
w oo
=
NS
% s o
T |
X g -
X (=
o - L ]
4 -
[Ie]
o | '\

T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Eves gyakorisag Eves gyakorisag

25. abra: Relativ szoras alakuldsa 0=2,5 és 6=3 esetekben. Korabban lathattuk (23. abra), hogy ezen esetekben a

VaR szorasa kis gyakorisag mellett csokken, majd ujbol néni kezd. Amint az az abrakon lathato a relativ szoras

mar monoton csokkend.

Megnyugtaté a 25. abra eredményei alapjan, hogy a relativ szérdas mar monoton
csokkend. Ez azt jelenti, hogy a tobb veszteség eseménnyel rendelkezd bankok relative
mégiscsak jobb helyzetben vannak - eloszlastol fiiggetleniil, hiszen a tdke
nagysagrendjéhez viszonyitott hiba monoton csékken. Tehat az extrapolaciobol adodo

hatranyokat kompenzélja a névekvé mintaclemszam!
VaR, vérhato értéke és szordsa egyarant fiigg a mintaclemszamtol (n). Végtelen nagy

minta esetén (limeszben) VaR, varhat6 értéke a becslési hibatol mentes Single Loss

Approximation eredményével egyezik meg. A mintaclemszdm annal nagyobb (fix A
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relativ hiba

mellett), minél hosszabb ideje gyljti a bank a veszteségadatokat. Ez persze nem
mindig tehetd meg, hiszen a minta nagysaga mellett a veszteség generald folyamat
idébeli stabilitasa is sziikséges. Igy a kettd 6sszjatékan mulik, hogy a hitelintézet hany
évnyi adatbol hatdrozza meg a tOkét. Emellett még egyéb tényezdk is szerepet
kaphatnak, mint pl. hogy fejlett modell bevezetésekor a szabalyoz6 3 évnyi iddsorral
is beérni, amit fokozatosan legalabb 5 évre kell ndvelni. A kovetkezd abrak
ravilagitanak arra, hogy lambda kis és nagy értéke mellett az évek muldsa mennyivel

jarul hozzé a pontosabb tdke meghatarozashoz.

VaR varhato értékének tulbecslése VVaR varhato ertékenek tulbecslése
— =10 — =100
© i
=] i
= i
= :
® :
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e i — = :
10 20 30 40 50
Becsléshez hasznalt évek szama Becsléshez hasznalt évek szama

26. abra: VaR, varhato értékének és az igazi paraméterekkel szamolt VaR (SLA) aranya a becsléshez hasznalt

mintaelemszam (avagy a felhasznalt évek) fiiggvényében. **

A 26. abra jol ravilagit arra, hogy a kevés veszteséggel rendelkezd intézmények
varhatoan sokkal drasztikusabban becslik til a mitkddési kockazati t6kéjiiket, mint a
sok veszteséggel rendelkezok. Ez is azt a logikat erdsiti meg, hogy az extrapolacids
probléma hatdsa nem egyforma az egyes intézmények esetében. Minél kevesebb
adattal rendelkezik egy intézmény, varhatéan anndl inkdbb tilbecsli a milkddési

kockazati tokéjét.

Amint azt mar korabban is lattuk, a becsléshez hasznalt évek szama természetesen a
VaR szérasara is hatdssal van, itt is hozunk egy példat, hogy lassuk a kis és nagy

gyakorisagu események kozotti kiilonbséget.

% Az egyedi veszteségeloszlas lognormalis p=10, 6=2,5 paraméterekkel. A vizszintes szaggatott vonalat y=1-nél
helyeztiik el, hiszen limeszben a két érték aranya 1. Feltételeztiik, hogy minden évben A —val béviilt a minta. A
fiiggdleges vonalat az 5. évnél huztuk meg, hiszen a bankok tipikusan 5 évnyi mintabol becslik az adataikat.
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Széras

VaR szérasa VaR szorasa
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27. abra: VaR, szorasanak és az 5 éves id6sorbol szamolt VaR, szorasanak aranya a becsléshez hasznalt

mintaelemszam (avagy a felhasznalt évek) fiiggvényében.

Szoras esetében az 5 évnyi adatbol szamitott szordshoz viszonyitunk (27. dbra), hiszen
a kiilonb6zo gyakorisagokhoz kapcsolodé VaR szoras értékek nagysagrendekkel
kiilonbozhetnek. Itt azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy rovid iddsor (pl. a fejlett
modell bevezetésekor lehetséges 3 év) esetén a VaR szorasa tobbszorose lehet az 5
éves idésorhoz tartozd szérasnak, amit a kis gyakorisag csak tovabb fokoz. Ezek utan
mar azt is latjuk, hogy miért lehet jelen a korabbi paradoxon, azaz hogy VaR szorasa
kezdetben csokkend, majd ndvekedni kezd a gyakorisag fliggvényében. Az becsléshez
hasznalt évek novekedése csokkenti a becslési hibat, ugyanakkor a becslés dinamikaja
eltérd. Lathattuk (27. dbra) pl. hogy minél kisebb az éves gyakorisdg, annal nagyobb a
néhany évbal becsiilt toke hibaja, ugyanakkor ez a hiba dinamikusan csokken az évek
mulasaval. Nagyobb gyakorisagu esemény becslési hibaja par évbdl torténd becslés
esetén sem annyira rossz, mint egy kis gyakorisdgu eseményé, ugyanakkor a becslés
hib4ja lassabban csokken az évek mulasaval. A kiilonb6z6 indulasi szintek (1 évbol
becsiilt VaR szorésa) €s az eltérd dinamika okozza a korabban véazolt paradoxont (lasd
lenti 28. abra). Megjegyezziik, hogy ha pl. 20 éves iddésor allna a bankok
rendelkezésére, akkor a szords monoton novekvé lenne a gyakorisag fliggvényében,

lasd 28. abra.

¥ Az egyedi veszteségeloszlas lognormalis p=10, 6=2,5 paraméterekkel. A vizszintes szaggatott vonalat y=1-nél
helyeztiik el viszonyitasképpen. Feltételeztiik, hogy minden évben A —val béviilt a minta. A fliggbleges vonalat
az 5. évnél huztuk meg, hiszen a bankok tipikusan 5 évnyi mintabol becslik az adataikat.
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28. abra: VaR szorasanak 10-es alapu logaritmusa kiilonb6z6 gyakorisagok mellett. A veszteség eloszlas

paraméterei: p=10, 0=2,5.

relativ hiba

4. A kevés adattal rendelkez6 bankokat egy madsik probléma is sujtja. A 13-18
tablazatokbdl jol lathatd, hogy a VaR varhato értéke kis gyakorisdg mellett (mind a
szimulacids, mind az analitikus kozelités szerint) feliilbecsli a tényleges, becslési

hibatol mentes VaR-t (29. abra).

VaR varhato értékének tulbecslése VaR varhato értékének tulbecslése
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relativ hiba

1.1 12 13 14 15 16

1.0

VaR varhato értékének tulbecslése VVaR varhato ertékenek tulbecslése
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29. abra: VaR, varhato értékének és a Single Loss Approximation keretei k6zott szamolt VaR érték hanyadosa.

A minta nagysagat 5 évnyinek feltételeztiik (n=51).

A 29. dbra alapjan azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le, hogy a kockéazatosabb folyamatok

esetében szignifikansabb a VaR tulbecslése.

VaR eloszlasa lognormalis, igy tehat az jobbra hosszan elnyuld, tehat a becslési hibak
a talzott tokeképzésnek kedveznek. Ez 0Osszhangban van az empirikus
megfigyelésekkel és a szimulacios kisérletekkel. (Baud et. al. [2002]). A 19. tablazat -
22. tablazat szamos A,u,c paraméterre tartalmazza a varhato tokét,valamint azt a
tartomdnyt, ami 98 szdzalékos valoszinliséggel tartalmazza azt, ahol Qg és Qoo
jelentik a tartomany hatarait. Emellett feltiintetjik még az Rgi= Qoi/E(VaRy) és
Rg9-Q9o/E(VaRy) hanyadosokat is, melyek a téke alulbecslésérdl, illetve tilbecslésérdl
adnak informaciot (1-1 szazalék annak a valdszintisége, hogy Qo-nél kevesebb és Qoo-

nél tobb tékét képezziink).
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30. adbra: A=10 gyakorisagu (tehat 5 év alatt atlagosan 50 elemii mintaval rendelkezd intézmény) és LN(10, 2)

paraméter(i egyedi veszteségeloszlashoz tartozo toke eloszlasa. *°

lambda mu sigma E(VaRy) Qo1 Qoo Ry Ryo
10 10 | 2 51.374.610 5.878.456 238.352.505 0,11 4,64
20 10 | 2 62.617.217 13.514.292 205.942.832 0,22 3,29
50 10 | 2 87.788.833 32.968.292 201.009.315 0,38 2,29
100 10 | 2 116.122.959 57.579.925 216.019.368 0,50 1,86
500 10 | 2 225.103.457 162.370.592 306.318.988 0,72 1,36
1000 10 | 2 297.750.852 235.237.374 373.187.514 0,79 1,25

19. tablazat: Varhato téke (E(VaRy)), és a tokét 98 szazalékos valdsziniiséggel tartalmazo tartalmazé intervallum

(Qo1-Qg9) a gyakorisag és a veszteségeloszlas paramétereinek a fliggvényében.

lambda mu sigma E(VaRy) Qo1 Qoo Ry Ry
10 10| 2,2 115.519.337 10.277.681 603.458.223 0,09 5,22
20 10| 2,2 141.336.804 25.679.003 513.838.766 0,18 3,64
50 10| 2,2 202.812.561 68.487.547 500.314.765 0,34 2,47
100 10| 2,2 274.817.510 126.474.719 541.561.122 0,46 1,97

30 A folytonos fiiggbleges vonal a téke varhato értéke, mig a pontozott és szaggatott vonalakkal hatarolt
tartomanyok 80 és 98 szazalékos valdsziniiséggel tartalmazzak a megképzett tokét. A varhato érték nagyjabol 50
millio forint, ugyanakkor 10% valdszintiséggel tobb mint 100 millio forint és 10% valosziniiséggel kevesebb
mint 13 millié forint to6két képez az intézmény. ezentul 1% valoszinlisége van annak, hogy a megképzett toke

meghaladja a 240 milli6 forintot.
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20. tablazat

: Véarhat6 toke (E(VaRy)), és a tokét 98 szazalékos valdsziniiséggel tartalmaz6 tartalmazé intervallum

(Q01-Qo99).
lambda mu sigma E(VaRy) Qo1 Qoo Ry Ry
10 10 | 2,5 394 158 069 23759806 | 2431019513 0,06 6,17
20 10 | 2,5 482 379 031 67259778 | 2025103130 0,14 4,20
50 10 | 2,5 714 179 806 205061 607 | 1964644713 0,29 2,75
100 10 | 2,5 1 002 054 798 411720666 | 2149708 929 0,41 2,15
500 10 | 2,5 2269888244 | 1504520168 | 3326451485 0,66 1,47
1000 10 | 2,5 3215493 631 | 2391369574 | 4257676652 0,74 1,32

21. tablazat: Varhato téke (E(VaRy)), és a tokét 98 szazalékos valdszinliséggel tartalmazo tartalmazo intervallum

(Q01-Qo).
lambda mu sigma E(VaRy) Qo1 Qoo Ry Ry
10 10| 3 3146 159 121 96 033 442 24 794 603 629 0,03 7,88
20 10 | 3 3796 523 160 334 747 663 19913 500 531 0,09 5,25
50 10 | 3 5865077 106 1275475 921 19 202 238 739 0,22 3,27
100 10 | 3 8 690 742 386 2943 975 800 21392 750 627 0,34 2,46
500 10 | 3 22915639 213 13 940 830 687 36 123 387 410 0,61 1,58
1000 10| 3 34 746 361 403 24310 118 478 48 575 608 250 0,70 1,40

22. tablazat: Varhat6 téke (E(VaRy)), és a tokét 98 szazalékos valosziniliséggel tartalmazo intervallum (Qg-Qyo).

A tablazatbol lathato,

hogy a gyakorisag novekedése mellett (veszteségeloszlastol

fiiggetlentil) szlikiilnek a konfidencia intervallumok, igy tehat a tOkebecslés stabilabba valik.

Masrészt minél inkabb vastag szEéli az egyedi veszteségeloszlas, annal inkabb taguld

konfidencia intervallumokra szamithatunk (tablazatok ugyanazon lambdaihoz tartozo Ry, - Ry

intervallumok 6sszevetése).

8. Kiilso adatok elemzése

(6nallo6 elemzés)

95




A kils6 adatok kotelezd elemét jelentik a miikodési kockazati modelleknek, mikdzben
hasznalatuk elonyt €s hatranyt egyarant jelent a hitelintézetek szamara. A kiilsé adatbazis
eldnyeit €s hatranyait korabban mar bemutattuk. Legnagyobb eldnye, hogy mérsékli azt az
extrapolacios problémat, mellyel a hitelintézet a toke becslése kapcsan szembesiil. Amint azt
korabban emlitettiik a hitelintézetek tipikusan (5 évbol torténd becslés esetén) 200-szoros
extrapolacioval kell szdmolniuk, ami csokkenthetd, ha hosszabb iddsort tud figyelembe venni.
Tegyiikk fel, hogy van 10 bank, melyek kockazati profilja pontosan megegyezik a
veszteségeloszlas tekintetében, és megosztjak egymassal a mitkddési kockazati eseményeiket.
Ez esetben 1-1 bank ugy érzékeli, mintha 50 évnyi minta allna a rendelkezésére (10 bank 5
évnyi adata) és igy az extrapolacids probléma méretét csokkenteni tudja. Az 0j helyzetben a
banknak mar csak egy 20-szoros extrapolacidval kell megbirk6znia. A gyakorlatban ez nem
feltétleniil igy valosul meg. A hitelintézet valosziniileg csak egy kiiszobon tul (ami nem
egyezik meg az 6 belsd adatgyiijtési kiiszobével) vonja be a kiilsé eseményeket az eloszlas
szélének a modellezéséhez. Osszességében tehat a becslési hiba csokkenése varhatd, de még

mindig lényeges hibazasi lehetdség mellett!

8.1. A HUNOR adatbazisrol

A Bankszoveteség ¢és a Nemzetkdzi Bankarképzé 2013-ban rendelkezésiinkre bocsatotta a
legfrissebb adatokat®', ezeket hasznaljuk fel a dolgozat soran az elemzésekhez, és a
kovetkeztetések levonasahoz. Az adatok a 2009.06.30-2012.06.30 haroméves idészakra allnak
rendelkezésiinkre. Ez az id6szak tobb szempontbol is praktikus szamunkra. Egyrészt nem
tartalmazza a HUNOR adatbéazis elsd 1-2 évét, amikor még szdmos koordinacios,
adatgytijtési, definiciés probléma nehezitette az adatok jO mindségének a biztositasat,
masrészt nem tartalmazza a legfrissebb idészakot sem, melybdl adatok hidnyozhatnak az

egyes szereplok késdi adatszolgéltatdsa miatt.

8.2. Adatok elokeszitése

3 Az adatokbol szarmazo eredményeket egy jelenleg még nem végleges kozos (Dedk Marianna, Gall

Jozsef, Nagy Gabor) publikacio tartalmazza.
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A HUNOR adatkonzorcium 50.000 forintt6]l tartalmaz veszteségeket, ahol alacsonyabb
veszteségek is bekeriiltek, azokat a kezdeti elokészités soran kisziirtiik. Szintén eldobtunk az
adatbazisbol minden olyan eseményt, ami nem tisztan a mitkddési kockazati esemény (pl.
boudary with credit, stratégia, reputacié ...), kivéve a boundary with market risk tipust
eseményeket. A piaci kockdzatok kezelésének modszertana és eszkoztara (ellentétben a
hitelkockézattal) egyaltalan nem alkalmas a vegyes tipusti események (egyszerre tartalmaz
piaci és mitkddési kockazati elemet) kockazati tartalmanak megragadésara, igy azokat a piaci
gyakorlatnak megfelelden mi is figyelembe vessziik az elemzés soran. Osszességében az
adatok j6 mindséglinek tliinnek koszonhetéen a Nemzetkozi Bankarképzd Zrt. rendszeres

adattisztitasi tevékenységének.

8.3. HUNOR statisztikak

A leird és feltaro statisztikdk készitése sordn nem toreksziink a teljességre, hanem
elsddlegesen azokra a szempontokra koncentralunk, melyek miikddési kockazatok
természetének a megértéséhez, és az eloszlas szélének vizsgalatdhoz fontosak. A statisztikakat
csak esemény tipusonként készitjik, a bazeli iizletdg dimenzio vizsgalatat melldzziik.*
Megjegyezziik, hogy Szabolcsné [2009] is foglalkozott a HUNOR adatbazis elemzésével,
melynek targya a bankrendszer sziikséges tokekovetelménye volt. Ezzel szemben mi arra
fokuszalunk, hogy a HUNOR (azaz valds) adatokon keresztiil jobban megismerjik a
mitkddési  kockazatok természetét, és a tokeképzéssel kapcsolatos problémakat.
Erdekl6désiink fokuszaban tovabbra is a t6ke stabilitisa all. Szamos banki tokeképzési
modszertan hasznélja fel a HUNOR adatokat oly mdédon, hogy az egyedi veszteségeloszlast
tobb részre osztja, és az alacsonyabb, mérsékeltebb tartomanyban a belsd, mig az eloszlas
sz€lén a HUNOR adatokbol becsiil. Ez utébbit természetes nem lehet minden
veszteségkategoria esetén megtenni (lasd pl. belsé csalas kategoria), hiszen még egy
adatkonzorcium esetében is eléfordulnak olyan veszteségkategoridk, ahol a mintaclemszam
elégtelen. A kovetkezd tablazat egy rovid attekintét nyjt néhdny esemény tipusonkénti leird

statisztikarol.

32 A Dbazeli lizletagak szazalékosan megosztva keriilnek be a HUNOR adatbazisba, igy ott azzal a

kérdéssel is kell foglalkozni, hogy mi szamit egy veszteségnek, azt érdemes-e egy osztalyba sorolni, vagy azokat
kiilon-kiilon kell kezelni?
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Esemény
tipus Darab | Atlag Szoras Medidn Maximum Ferdeség | Csucsossag
Belso csalas 27 83 546 145 249 704 836 3841978 | 1219692706 |4 13
Kiilso csalas
(kivéve
kartya) 287 4789 556 39 122 766 234 682 521200 093 12 141
Munkaltatoi
gyakorlat 133 3777092 13 141 218 300 000 92 330477 5 25
Ugyfelek,
termékek 413 5600 699 43 421 380 200 000 601 607 289 13 166
Targyi
eszkozok 1465 | 410115 1115079 210 625 24 612 000 16 315
Uzletmenet,
rendszerhiba 202 1533127 9 881 658 175 764 135850 710 13 166
Végrehajtas,
folyamatok | 2344 | 2089053 26 598 156 170 011 930 667 000 30 979
Kértya
csalas 2205 | 287331 952 580 131 000 27312 000 16 353

23. tablazat: HUNOR leiré statisztikak.

Az 23. tablazat alapjan lathatjuk, hogy az események szamossdga 27 és 2344 kozott van
kategorianként. Mivel az eloszlas szélét kivanjuk vizsgélni (és ott is sziikség van egy
elégséges mintaclemszamra), igy valosziniileg csak néhany kategoria lesz alkalmas erre. Az
egyes kategoridkban az események szoérdsa tobbszordse azok atlaganak, a kategoriankénti
minta ferdesége és cslicsossaga jelentds. A maximum és atlag ardny esetenként a tobb szazat
is meghaladja. Mindezek arra utalnak, hogy a kategdriankénti eloszlasok koziil tobb is erdsen
vastag sz¢€lu (lasd elsédlegesen a csticsossag).

Els6ként megnézziik, hogy az igen népszerl (€s hasonld problémaknal gyakran jol viselkedd)
lognormalis eloszlds mennyire illeszkedik jol az adatokra. Egyben azt is megvizsgaljuk a
Szabolcsné [2009] altal korabban publikalt (2007-2008 —as adatokbol becsiilt) paraméterektdl
mennyire térnek el a jelenlegi becslések. Az eloszlas illesztése sordn az eredeti mintat eltoljuk
0-ba, ¢és az igy kapott adatokra illesztjiik az eloszlast. Toébbek kozott Baud et. al. [2002],
Ergashev et. al. [2012] megmutattak, hogy tékeképzés szempontjabol nem mindegy (jelentds
kiilonbségek adodhatnak!) hogy feltételes eloszlast hasznalunk-e, vagy a 0-ba eltolt adatokra
illesztjiik-e a feltétel nélkiili eloszlast. Mivel korabban mar ravilagitottunk arra, hogy a

feltételes eloszlas illesztése soran milyen nehézségek adédnak (MLE becslés esetén), igy az
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eltoldsos modszert valasztottuk. Az illesztések sordn Maximum Likelihood becslést

hasznalunk, ¢és a KS és AD teszt statisztikak mellett helyenként grafikus moddon is

meggy6zddiink az illesztés josagarol.

Esemény KS AD
tipus v c statisztika | KS P érték | statisztika | AD P érték

Belsé csalas 15,1432 2,7453 0,0813 0,9877 0,1980 0,9911
Kiilso csalas

(kivéve kartya) 12,3283 2,2209 0,0458 0,5834 0,7400 0,5262
Munkaltatoi

gyakorlat 12,6497 2,2109 0,1011 0,1316 0,9495 0,3847
Ugyfelek,

termékek 12,0686 2,3828 0,0839 0,0060 3,3636 0,0180
Targyi eszkozok | 11,8641 1,4198 0,0453 0,0049 7,8950 0,0001
Uzletmenet,

rendszerhiba 11,7870 1,8272 0,0678 0,3102 1,4390 0,1917
Végrehajtas,

folyamatok 11,6593 2,0702 0,0573 0,0000 8,3307 0,0001
Kartya csalas 11,1041 1,6282 0,0876 0,0000 17,5457 0,0000

24. tablazat: HUNOR adatbazison becsiilt 1, o paraméterti lognormalis eloszlas a hozza tartozé Kolgomorow

Smirnov, valamint Anderson-Darling teszt statisztikdkkal és P értékekkel.

Esemény KS AD

tipus u c statisztika | KS P érték | statisztika | AD P érték
Belsd csalas 15,1432 2,7453 0,0813 0,9877 0,1980 0,9911
Kiils6 csalas
(kivéve kértya) 12,4202 2,1984 0,0499 0,5071 0,8060 0,4766
Munkaltatoi
gyakorlat 13,1017 2,1807 0,0823 0,4945 0,7514 0,5170
Ugyfelek,
termékek 12,3576 2,4231 0,0701 0,1391 1,2048 0,2657
Térgyi eszkozok | 11,9601 1,3373 0,0394 0,0279 4,6086 0,0044
Uzletmenet,
rendszerhiba 11,8526 1,9136 0,0610 0,5288 0,9749 0,3706
Végrehajtas,
folyamatok 11,9770 2,0380 0,0353 0,0309 2,3832 0,0571
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Kaértya csaléds 11,4556 1,4542 0,0404 0,0114 4,0563 0,0082

25. tablazat: Az azonos értékek kiszlirése utian a HUNOR adatbazison becsiilt p, ¢ paraméterti lognormalis

eloszlas a hozza tartozé Kolmogorow Smirnov, valamint Anderson-Darling teszt statisztikakkal és P értékekkel.

A 24. tablazat adatibol lathato, hogy megfeleld lognormalis MLE illesztés csak a belsd csalas
eseménykategoriaban érhetd el. Elvégeztiik momentumok modszerével és kvantilis illesztés
modszerével is a becslést, de a kiilonbségnek a tokére gyakorolt hatdsat nem értékeltiik ki,
hiszen a becslés josaga érdemben nem valtozott. Megjegyezziik, hogy nagyméretli mintak
esetében mar a minta kismértékii inhomogenitasa is tonkreteheti a becslést. Ezen talmenden
az azonos mintaelemek is rontjak a becslés josagat MLE becsldfiiggvény hasznalata esetén.
Ha megfigyeljiik, hogy hol sikeriiltek a ,legjobban” az illesztések, akkor éppen a legkisebb
mintaelemszamu kategoriak koszonnek vissza. A mintdk szdmos esetben tartalmaznak azonos
értekeket, ahol ennek koszonhetden ugrik az empirikus kumulalt eloszlasfiiggvény, ami
szintén negativ hatdssal van GoF tesztekre. Ezen jelenség miatt a becslést elvégeztiik oly
modon is, hogy kisziirtilk a mintabol az azonos értéket, feltételezve hogy azok egy masik —
diszkrét eloszlasbol szarmaznak, és csak a megmaradt ,,folytonos” részre végeztiikk el az
illesztést. Ilyen esetben az intézmény téke modellje egy diszkrét és folytonos eloszlas
keverésébdl allna eld. Az azonos elemek kisziirése utdn (25. tablazat) ugyan tobb

kategoriaban is javultak a GoF tesztek.

Esemény tipus 12007-2008 02007-2008 UMLE OMLE
Bels csalas 14,503 1,529 15,1432 2,7453
Kiils6 csalas (kivéve
kartya) 13,396 1,953 12,3283 2,2209
Munkaltatoéi gyakorlat 12,260 1,501 12,6497 2,2109
Ugyfelek, termékek 13,122 2,284 12,0686 2,3828
Targyi eszk6zok 12,077 1,326 11,8641 1,4198
Uzletmenet,
rendszerhiba 11,887 1,575 11,7870 1,8272
Végrehajtas,
folyamatok 12,334 2,285 11,6593 2,0702
Kartya csalas 10,905 1,176 11,1041 1,6282
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26. tablazat: Hunor adatokra illesztett lognormalis eloszlas paramétereinek az dsszehasonlitasa a 2007-2008-as
minta (Szabolcsné), és a Bankarképz6é Zrt. altal rendelkezésiinkre bocsajtott 2009.06.30-2012.06.30 idGszakra

vonatkozd minta felett.

Annak ellenére, hogy a becslés Osszességében (eloszlas teste és széle egylittesen) tobb
kategoriaban is megkérddjelezhetd, a HUNOR becslésnek tobb fontos mondanivaldja is van.
Nagysagrendileg leolvashatok azok a paraméterek, melyek mellett érdemes tovabbi
szimulaciokat, vizsgalatokat folytatni. Lathatdo példaul, hogy a dolgozat soran gyakran
hasznalt u=10 és o=[2 2,5 3] paraméterek kozel allnak a realitdshoz, egy-egy intézmény
kapcsan relevansak lehetnek. Ezentul a grafikus megjelenités megmutatja szamunkra, hogy az
eloszlas szélén a lognormalis eloszlds tipikusan aldbecsli a kockazatokat (lasd az
eseménytipusonkénti abrdk kinagyitott része), igy érdemes vastagabb szélii eloszlasok

iranyéaba elmozdulni.

ET 1 kategoria empirikus kumulalt eloszlasa ET 2 kategoria empirikus kumulalt eloszlasa
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31. abra: Lognormalis eloszlas illesztése az egyes kategoriak veszteségeire. >

Erdemes megemliteni, hogy az 1-es veszteségkategoria illesztése igen jonak mondhaté, igy
hajlamosak lehetiink azt gondolni, hogy legaldbb egy kategdridban egyértelmii, hogy mennyi
tokét kell egy adott hitelintézetnek képeznie. De mieldtt megfeledkeznénk az extrapolécios
probléma okozta instabilitasrdl (ami természetesen mar csokkent a kozos adatbéazis hasznalata
altal), ravilagitunk hogy egy ugyanolyan j6 illesztés, ugyanazon eloszlascsaladon beliil is akar
100%-o0s eltérést is okozhat a tOkében! Tegyiik fel, hogy az adatbazist hasznalé bank
elfogadja, hogy a HUNOR alapjan meghatarozott veszteségeloszlas megegyezik a sajat banki
veszteségeloszlasaval, ugyanakkor az események éves gyakorisaga eltérd: minddssze 4 évente
egyszer (A=0,25) kovetkezik be belsé csalds az intézményben. A 26. tablazat tartalmazza a
belsd csalds kategéria az MLE becslését, alabb megmutatjuk, hogy kvantilis-kvantilis
illesztéssel tobb olyan hasonldan jo becslés is adhato, melyek KS vagy AD értékei az MLE

becsléssel esetenként megegyeznek ( 3 tizedjegyig).

Becslés P P Toéke (SLA)
tipusa értek | érték

Valoszintiségl | Valoszinliség?2 u o KS AD
Maximum
Likelihood - - 15,1432 | 2,7453 | 0,9877 | 0,9911 | 5.477.569.095
Kvantilis-
kvantilis 0,3 0,84 15,0983 | 2,9008 | 0,9932 | 0,9912 | 7.910.241.101
Kvantilis-
kvantilis 0,27 0,78 15,0492 | 2,5755 | 0,9876 | 0,9666 | 3.178.279.311

27. tablazat: Egymassal azonosan jo becslések, melyek nagymértékben kiilonbozo tokét eredményeznek.

A fenti tablazat kiemelt példain tal még szdmos olyan jo becslést lehet adni csak a
lognormalis eloszlasra (tehat mas eloszlascsaladot nem is vizsgalva), amely a fentiektdl eltérd
tokét eredményez. Az altalunk vizsgalt esetek koziil (kvantilis-kvantilis becslés, ahol az els6
valoszinliiség a [0,1:0,3], mig a masodik valoszintiség a [0,7:0,9] intervallumban vehet fel

értéket) azokat kivalasztva, ,ahol mind a KS-hez, mind az AD-hez tartozd p érték a 0,9-et

3 Az 4bra logaritmikus skalan készilt, ugyanakkor az x tengelyen az eredeti veszteség értékek vannak
feltiintetve. Az abrak jobb also részén az eloszlas jobb széle van kinagyitva. (Az azonos mintaelemek nincsenek
kiszlirve — habar elkészitettiik, mivel az abrak 1ényegében — az eloszlas szEIét tekintve nem valtoztak a sziirés
utdn.)
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meghaladta a legkisebb becsiilt SLA téke 2.321.276.913 forint, mig a legnagyobb becsiilt
SLA téke 14.791.545.574 forint volt. Ez egy 6-7 - szeres kiilonbséget jelent a tokékben,
mikozben a becslés eredménye (p értékek 0,9 folott) tankonyvi példa lehetne!

8.4. Extrem értekek elmélete

Az extrémek vizsgalatinak egyik eszkoztara®® (Embrechts et. al. [2003]) a Peaks Over
Threshold (POT) modszer, ami szerint az eloszlas széle egy bizonyos u kiiszbon tal
(limeszben) az altalanositott Pareto eloszlashoz tart. Bar a név azt sugallja, hogy itt mindig
vastag sz¢lli eloszlasokrdl van szd, tudni kell, hogy az eloszlas szélének viselkedését egyetlen
paraméter irja le (S, shape parameter, tail index), ami bizonyos érték mellett pontosan az
exponencialis eloszlast adja vissza. A kétparaméteres GPD kumulalt eloszlasfiiggvénye a

kovetkezd:

-1

1-[1 1)% 0
GPD, ,(x)= (+§a hz :fjo (25)

l-e“
ahol X220 ha 620, _%szoha ¢<0,

A kétparaméterli GDP eloszlas paramétereit a kovetkezdképpen interpretalhatjuk:
e Sfoglalja magaban az eloszlds szélével kapesolatos informacidkat. A fenti képletbél
lathatd, hogy haé =0 | akkor éppen az exponenciélis eloszlast kapjuk vissza. Ha
¢ >0 akkor pedig a Pareto eloszlashoz jutunk, jelezve az adatok heavy tail

viselkedésének a jellegét. Abban az esetben ha ¢ <0, az eloszlas feliilré] korlatos, igy

o

£ -nél nagyobb eseményeknek 0 a valdszinlisége. Megjegyezzik, hogy az

exponencialis és Pareto eloszlasok csak egy-egy specidlis esetét jelentik azon
eloszlasoknak, illetve eloszlas sz¢l viselkedéseknek, amit a GPD eloszlas magaban
foglal. Az eloszlasok szélének alakja ezen két specidlis esetet meghaladdan egy

sz¢élesebb spektrumon mozog.

4 Lasd még GEV.
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e o az eloszlas ugynevezett scale paramétere. A scale paraméter hatarozza meg az
eloszlas skaldjat, hogy mennyire koncentralt, vagy éppen kiterjedt (szétteriild) az

eloszlas.

Legyen Fx(x) a miikodési kockazati események eloszlasa egy adott kockazati osztalyban,
valamint jelolje Fy(y) ugyanezen kockézati osztily eseményeinek az eloszldsit egy u

kiiszobon til.*® Ekkor Fy(y) az Fy(x) feltételes eloszlasa, és érvényesiil az alabbi osszefliggés:

Fu(y)ZP(X—uSyIXM):%E)(u), (26)

ahol y=x-u és x-u>0.

A Pikands Balkema-De Haan tétel allitdsa szerint (Embrechts et. al. [2003]) az eloszlasok egy

széles korére teljesiil, hogy £ (y ) az altalanositott Pareto eloszlashoz tart, amennyiben az u

kiiszobbel tartunk a végtelenbe.
lim sup | F, (y)-GPD, ,(»)=0

-1

0)- 1—(1+§lj§ha E£0
. P g0,

l—-e”

GPD, 27)

ahol Y =X~ U &= shape paraméter, és B = scale paraméter. GPD; 4 (y ) -t az angol nyelvi
szakirodalom excess GPD —nek nevezi, ezzel is utalva arra, hogy y az x veszteség u kiiszobot

meghalado részét (exceedances) jelenti.

8.5. Az eloszlds szélének a vizsgalta

Embrechts et. al. [2003] megmutatta, hogy a Mean Excess Function (MEF) alkalmas
diagnosztikai eszkdz az eloszlds szélének a vizsgalatdhoz. A Mean Excess Function
haromféle alakot Glthet:

o csokkend trend (negativ meredekség), ami rovid széli (short tailed) utal;

e nagyjabol vizszintes, ami exponencidlisan lecsengd eloszlasokra jellemzo;

3 Megjegyezziik, hogy u nem feltétleniil egyezik meg az adatgytijtési kiiszobbel.
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e emelkedd trend (pozitiv meredekség) heavy tail eloszlasok esetén.

MEF(u)=E(X —u| X >u)

Ezen talmenden a GPD eloszlas esetén a MEF linearis fliggvénye az u kiiszobnek. Ebbdl
adodoan ez egy diagnosztikai eszkozt is jelent, annak megéllapitasara, hogy milyen kiiszobot
érdemes feltételezni a GPD eloszlas becslése soran. Tipikusan ahol a MEF lineérissa kezd
valni u fiiggvényében, azt érdemes modellezési kiiszobnek valasztani. A MEF-en tul még
egyéb diagnosztikai eszkdzok is 1éteznek az u megvalasztasara, lasd pl. Danielson et. al.
[1997], Danielson et. al. [2001].

A Hunor adatbazis eseménytipusaira (kivéve belsé csalas) elvégezziik a MEF becslését. Nem
célunk az optimalis kiiszOb megvalasztasa, sokkal inkdbb csak a MEF trendje érdekel minket
az eloszlas szélének megismerése miatt. Az optimalis kiiszobbel azért nem foglalkozunk, mert
a dolgozat soran sokkal inkabb foglalkoztat az a kérdés minket, hogy mekkora pontossaggal
hatdrozhatoak meg egyaltaldn a GPD eloszlas paraméterei és azon tul a tOke? Természetesen
elvégezziik a paraméterek becslését a HUNOR adatok felett, hogy jobban értsiik a tékebecslés
problémajanak természetét, ugyanakkor a f6 kérdés az, hogy mennyit is ér a becslés,
mennyire timaszkodhatunk az eredményekre?

A SMEF (Sample MEF) 4brazolasa soran az utolsé 10 adatbol (a monoton névekvo rendezett
mintaban) szarmazo értéket mar nem jelenitettilk meg, mivel ott a kis mintaclemszam miatt

annak becslése mar igen instabil. A SMEF értékét az adatgytijtési kiiszobtdl szamitottuk.
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32. abra: Sample Mean Excess (SMEF) az ET1-ETS kategoriakra.

A 32. dbra alapjan lathatjuk, hogy a Sample Mean Excess Function minden kategériaban
pozitiv trendet mutat, tehat a tail index pozitiv értékére szdmitunk. Ez is megerdsit minket
abban, hogy a miikodési kockazati veszteségek vastag sz€lu eloszlasbol szarmaznak, igy ilyen
eloszlascsaladokat érdemes figyelembe venni. Az elsé kategoria (ET1) esetében a GPD
becslés nem kivitelezhetd a kis mintaeclemszadm miatt, a tobbi kategdridban kisérletet tesziink a
becslésre. ET1 kategoria kivételével a veszteségek szama mindenhol meghaladja a 100-at,
amit a szakirodalom (Embrechts et. al. [2003]) gyakran minimalis mintaclemszamként emlit
GPD becslések esetén. Ugyanakkor mi a GPD paraméter becslését (maximum likelihood és
stlyozott momentumok modszerével — PWM egyarant) mar egy 20 elem{i mintatol (top 20)
kezdve elvégezziik, hogy lassuk a paraméterek viselkedését abban a tartomanyban is. A PWM
becsléssel azért foglalkozunk, mert szamos szerz6 (Cruz [2002], Chernobai et. al. [2006])

javasolja mint robosztus becslést a miikodési kockazati toke meghatirozasa soran.
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ET 3 tail index becslés - mle

2.0
2 1.5 \/\#W
@D
=
£1.0 A
%
OO B T T T T T T
20 40 60 80 100 120
kiiszébdn tuli veszteségek szama
ET 4 tail index becslés - mle
2IO | w
= 1.5 7
@D
=
£1.0 A
%
OO B T T T T
100 200 300 400
kiiszébdn tuli veszteségek szama
ET 5 tail index becslés - mle
2.0
w 1.5
@D
=
£1.0
Bog | M
— 0.5 —
oo B T T T T
0 500 1000 1500
klszdébdn tuli veszteségek szama
ET 6 tail index becslés - mle
2.0
5197 J\*’W
@
=
£1.0
%
— 0.5 —

00 B T T T T
50 100 150 200
kiszdbdn tuli veszteségek szama

ET 7 tail index becslés - mle

2.0

= 1.5 7
@D
=
2., WVWM/—
%
OO B T T T T T
0 500 1000 1500 2000
kiiszébdn tuli veszteségek szama
ET 8 tail index becslés - mle
2.0
w 1.5 7
<4}
=
£1.0 1
%
0.0 -

T T T T
0 500 1000 1500 2000
kiszébén tuli veszteségek szama

ET 3 tail index becslés - pwm

2.0
x 1.5 1
@
=]
£1.0 1
= ——
00 B T T T T T T
20 40 60 80 100 120
kiiszdbon tuli veszteségek szama
ET 4 tail index becslés - pwm
2.0
x 1.5 1
@O
=
£1.0 1 —————————
%
— 0.5 —

oo B T T T T
100 200 300 400
kuszébon tuli veszteségek szama
ET 5 tail index becslés - pwm

2.0

s 1.5 1
€L
=
£1.0
® O
—— 05 —
00 B T T T T
0 500 1000 1500
kiiszébon tuli veszteségek szama
ET 6 tail index becslés - pwm
2.0
s 1.5 7
O
=]
£1.0 1
%
— 0.5 —

00 B T T T T
50 100 150 200
kiiszébon tuli veszteségek szama
ET 7 tail index becslés - pwm

2.0

x 1.5
@
=]
£1.0 1
= ‘e
00 B T T T T T
0 500 1000 1500 2000
kiiszdbon tuli veszteségek szama
ET 8 tail index becslés - pwm
2.0
= 1.5 1
[+4]
=
£1.0 1
%
3 OI5 a (-,V\JM7
0.0 -

T T T T
0 500 1000 1500 2000
kiszdébodn tuli veszteségek szama

108



33. abra: HUNOR adatbazisra MLE és PWM modszerekkel illesztett GPD eloszlas & paramétere.

A HUNOR adatok GPD becslésén altalanossagban latszik, hogy a PWM mddszer egy sokkal
simabb, a kiiszob fliggvényében stabil becslést eredményezett. Az MLE becslés esetében
szembetlind, hogy bizonyos esetben a becslés igen érzékeny a kiiszob a valtozasara, és a
paraméter értéke ugrasszerlien megvaltozik. Ez a jelenség figyelheté meg pl. a 33. dbra ET7
becslés flrészfogszertien valtozik. Ennek oka a mar kordbban, a lognormalis eloszlas
illesztése kapcsan is emlitett probléma. A minta bizonyos esetekben azonos értékeket
tartalmaz, igy az MLE becslés elromlik. Kérdés, hogy valdban arrol van-e szo, hogy elromlik
a becslés, vagy arr6l, hogy nem megfeleld eloszlast illesztettiink? Az empirikus mintaban
bizonyos értékek tobbszor eldfordulnak, igy a hozzdjuk tartozd relativ gyakorisdgok
megnovekednek, azaz a valoszinliségek bizonyos pontokra koncentralédnak. Ez a tulajdonsag
nem jellemzd a nevezetes eloszldsokra, igy ezt a helyzetet mindenképp kezelni kell.
Felmertilhet a koncentralt értékhez tartozo suly szétkenése az adott érték egy kornyezetében,
de eljarhatunk gy is, ahogy azt a lognormalis illesztés esetében tettiik. Az empirikus eloszlast
egy olyan kevert eloszlasként fogjuk fel, ahol az egyik eloszlas egy diszkrét eloszlés, és
pontosan azokat az értékeket tartalmazza, melyek tobbszor fordulnak el a mintaban, mig a
masik egy folytonos eloszlas. A diszkrét €és folytonos eloszldsok keverését pontosan az eredeti
mintaban hozzajuk tartozd realizaciok valdszinliségi 0ssztomege alapjan valdsitanank meg a
toke modellezése soran. Mivel a diszkrét eloszlas empirikusan adott, igy a hangstlyt a
folytonos komponensre helyezziik, és ujra elvégezziik a GPD eloszlas MLE becslését, miutan
kisziirtiik beldle a tobbszorosen eléfordulo értékeket, azaz pontosan fogalmazva, azokbol csak

egy realizaciot hagyunk a mintaban.
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ET 3 tail index becslés - mle
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34, abra: GPD ecloszlas & paramétere a kiiszob fliggvényében. Az abra bal paneljei a tobbszor elé6forduld értékek

kiszlirése elotti becslést mutatjak, mig a jobb oldali abrakon a szlirést kovetd MLE becslés lathato.

Lathato, hogy a tobbszorosen el6forduld értékek kisziirése egy stabilabb MLE becslést eredményezett a
fennmaradé mintan, a javulas leginkabb ET7-ben szembetlind. Miel6tt azonban kdvetkeztetések vonnank le a
fenti becslés eredményébdl, felvetjiik a kérdést, hogy mennyit is ér a stabilitas? A PWM modszer esetében
lathattuk, hogy egészen kis szamu kiiszobon tuli veszteség esetén is stabil becslést kaptunk. S6t nem kellett az
MLE esetén jelen 1évo, tobbszordsen eléforduld értékek probléméjaval sem foglalkoznunk. A kérdés
megvalaszolasahoz a kovetkezd szimulacios kisérletet végeztikk el. Adott paraméterek (pu=1.000.000;
=1.000.000; &=[0,3 0,5 0,7 0,9]) paraméterek mellett 1000 elemi véletlen mintat generaltunk haromparaméter
GPD eloszlasbol, és visszabecsiiltik a kétparaméteres GPD eloszlas scale paraméterét. Megjegyezziik, hogy a
minta generalasakor a p (location parameter) biztositotta, hogy a generalt minta ne legyen p-nél kisebb, mig a
visszabecslés soran azt feltételeztiik, hogy az adatok egy u= p kiiszob folott kovetnek GPD eloszlast, igy mar
csak a kétparaméteres GPD eloszlas paramétereit kellett becsiilni. Fontos tudni, hogy a két GPD eloszlas kozotti

atvaltas nincs hatassal a £ (scale) paraméterre (Moscadelli [2004]). A PWM szimulacids eredményeket a

35. abra illusztralja.
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35. abra: GPD eloszlasbol generalt mintdbol PWM modszerrel visszabecsiilt & paraméter a kiiszob tili minta

nagysaganak a fiiggvényében. *°

Jol lathato, hogy a PWM becslés stabilitisa nem parosul a becslés josagaval. Ha a becslés

rossz, azaz a becsiilt paraméter tdvol esik az igazi paramétertdl, akkor az gyakran

perzisztensen ott is maradt, a kiiszobon tuli veszteségek nagyobb szama egy adott szinten tal

(top 300-400 mintaclemet meghaladdan) tipikusan nem, vagy nem lényegesen javitja a

becslést a jelen szimulacids kornyezetben. Ennek fiiggvényében még az is erdsen

megkérddjelezhetd, hogy elegendd-e a szakirodalom alapjan javasolt minimalis 100 elem a

GDP paramétereinek a becsléséhez miikodési kockazatkezelési kornyezetben? Ugyanezt a

kisérletet elvégeztiik a MLE becslés keretében is, eredményét a 36. dbra illusztralja.

36 A piros folytonos vonal jeloli az igazi paramétert. Az egyes abrak 10-10 szimulacios eredményt tartalmaznak.
A paraméter becslését legalabb 100 elemen végeztiik el, tehat ennyi volt minimalisan a kiiszobon thli

veszteségek szama.

112



tail index becslés - mle tail index becslés - mle
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36. abra: GPD eloszlasbdl generalt mintabol MLE modszerrel visszabecsiilt & paraméter a kiiszobon tali minta

nagysaganak a fiiggvényében. *’

Az MLE becslés kapcsan is fellelhetd az a jelenség, hogy a becslés a kiiszobon tali
veszteségek szamatdl fliggetleniil rossz marad (konvergencia lelassul), ugyanakkor jol
latszodik a modszer kiiszobre vald érzékenysége. Ezt leginkdbb az mutatja, hogy a PWM
modszer esetében az egyes szimuldciokbol meghatidrozott paraméter utvonalak, foleg
magasabb & mellett gyakorlatilag nem 1is keresztezik egymast (mintha ,,parhuzamosan”

haladnanak), addig az MLE becslés esetében ezt nem allithatjuk.

37 A piros folytonos vonal jeloli az igazi paramétert. Az egyes abrak 10-10 szimulacios eredményt tartalmaznak.
A paraméter becslését legalabb 100 elemen végeztiik el, tehat ennyi volt minimalisan a kiiszobon thli
veszteségek szama.
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Az eddigiekbdl levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy a tail index stabilitasa nem feltétleniil
jelenti azt, hogy megtalaltuk az igazi paramétert a tOkeszamitashoz, s6t éppen ellenkezdleg a &
paraméter gyakran ,ragad be” egy olyan allapotban, ami tavol esik az igazi paramétertdl.
Ennek kovetkeztében erdsen megkérddjelezhetévé valnanak a HUNOR adatbézis adatain
becsiilt GPD jellemzdk, igy inkabb arra helyezziik a hangstlyt a HUNOR paraméterek
megallapitdsa helyett, hogy megismerjiilk a GPD eloszlas hasznalatdban rejld instabilitast.
Ugyanakkor még egy pillanatra visszatérve a HUNOR kategoridk tail index MLE becslésére,
szamos esetben tapasztaltuk, hogy a tail index helyenként, vagy tipikusan 1-nél nagyobb
értéket vesz fel (ET2, ET3, ET4, ET6, ET7), legalabbis MLE becslés esetén. A dolgozat
tovabbi részeiben még kitériink ezen jelenség magyarazatara. Ha ez igy van, akkor ez azt
jelenti, hogy a GPD eloszlas egyik momentuma sem véges, varhato értéke sem létezik.
Mindez megkérddjelezheti a GPD alkalmazhatdsagat, hiszen éles ellentmondasban all a
probléma kozgazdasagi természetével. Azzal nem kivanunk foglalkozni, hogy a gyakorlatban
milyen okai lehetnek annak, hogy a tail index becslése 1-nél nagyobb, ennek kapcsan az
olvaso figyelmébe ajanljuk Neslehova et. al. [2006] cikkét.

Esetlinkben az a kérdés, hogy a HUNOR keretei kozott (adott mintaelemszam) mellett, még
ha minden modellfeltevés teljesiilne is (pl. stacionaritds) meg lehetne-e érdemben becsiilni a
bank miikddési kockazati tokéjét GPD modszertant alkalmazva? Bizhatndnk-e egy csak
HUNOR adatokat felhasznald6 Bank LDA modelljében,illetve ha igen, akkor mennyire?
Ezental kérdés, hogy az egyes modell bemeneti paraméterek milyen irdnyba befolyasoljak

(javitjak, rontjak) a becslés eredményét?

8.6. GPD szimulacios kisérlet

A fentiek eldontésére ijabb szimulacios kisérletet végziink el, azzal céllal, hogy a modell
keretein belill megismerjiik az egyes paraméterek eloszlast, valamint hatdsat a milkodési
kockazati tokére. A kisérletben n=[200, 1000] elemili kiiszobon tali kiilsé adatbézisbeli
mintakat generalunk,. ami a HUNOR tekintetében nagyjabdl redlisnak nevezhetd. A HUNOR
statisztikakbol lathattuk, hogy a rogzitett veszteségek szama tobb esetben is csak par szaz, és
itt még csak nem is vettiik figyelembe azt a tényt, hogy az eloszlas széle csak egy adott
kiiszobon tul modellezhetd GPD eloszlassal, tehat a rendelkezésre all6 minta redlisan még
tovabb csokken. Bizonyos esetekben 1000-et meghaladd mintaelemszamrol beszElhetiink, de

mivel a GPD csak limeszben teljesiil, igy ott is a mintanagysag csokkenésével kell
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e az intézmény éves veszteségeinek az atlagos szama (N);
o kiils6 adatbazis mintaelemszama az adott veszteségkategoriaban;

e az intézmény kiiszobon tili (ahol a GPD mar feltételezhetd) veszteség szdmanak az

aranya a teljes mintan beliil (H);
e becslési modszer (MLE, PWM) hatdsa a paraméterekre és a tokére.

A szimulacids kisérlet kapcsan az SLA keretrendszert alkalmazzuk, mivel LDA kornyezetben
minden egyes VaR ¢értéket csak egy ujabb iddigényes szimulédcioval, vagy Fourier

transzformaciéval>®

tudnank eldallitani. A kisérletben az elére definidlt paraméterekkel,
jellemzokkel GPD eloszlasi mintat generdltunk, majd MLE ¢és PWM modszerekkel
visszabecsiiltik a GPD paramétereit, és azok felhasznaldsdval meghataroztuk a VaR értéket
az Singe Loss Approximation segitségével.

A kapcsolodod abrak mindegyike esetében a zold szin az MLE, mig a piros szin a PWM
becslésekhez tartozd eredményt jelenti. A paraméterek, vagy jellemzok igazi értékét minden
esetben fliggdleges fekete szaggatott vonal jelzi. A zdld és piros fliggbleges szaggatott
vonalak az igazi paraméter, vagy jellemzé MLE és PWM becslését jelenti rendre. Az dbrak

tartalmaznak még zold és piros fiiggdleges pontozott vonalakat, melyek 90 szédzalékos

biztonsaggal tartalmazzdk az adott paramétert, vagy jellemz6t az MLE és a PWM becslés

Egyéb modszereket 14sd korabban.
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vonatkozasdban. Az abrakon tal szamos tovabbi informacidt taroltunk el a paraméterekrol,
jellemzokrol, ilyen pl. azok szérésa, ferdesége, terjedelme stb... Ezeket altalanossdgban nem

tessziik kozz¢ a dolgozatban, a lényeges informéciokat azonban kozoljiik.

8.6.1. A tail index eloszlasarol

A tail index kivételével rogzitettiik a paramétereket, €s a 37. dbra mutatja annak eloszlasat.

Tail index (-"i\_) eloszlasa Tail index (%) eloszlasa
par.: £=0.3;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5 par.: £=0.5;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
. . w " "

08 09
Tail index (?:‘_) eloszlasa Tail index (Q) eloszlasa
par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5 par.: £=0.9;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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37. abra: Tail index eloszlasa.

A szimulacids eredményekbdl a kdvetkezoket olvastuk ki (illetve ismert):
e Az MLE becslés (aszimptotikusan) torzitatlansagat tiikr6zi vissza a szimulacid, mig a
PWM becslofiiggvény varhatéan alulbecsli az igazi paramétert. A torzitds mértéke

annal nagyobb (PWM esetén) minél kdzelebb van az igazi paraméter 1-hez.
e Az MLE becslés szimmetrikus, mig a PWM jobbra ferde.

e A PWM becslés feliilrdl korlatos, mig az MLE nem! Ez §sszhangban van azzal, amit a
HUNOR adatok esetében is lattunk, hogy a tail index mindig 1 alatt volt PWM becslés

esetén.
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e Minél kozelebb van & értéke az 1 —hez annal inkabb kiilonbdzik az MLE és a PWM

becslés.

e MLE becslés esetén nagyjabol 5% annak a valdsziniisége, hogy a becslés soran egy

nem véges varhatd értékii eloszlashoz jutunk (6=0,9 esetén).

8.6.2. A scale paraméter eloszlasarol

A scale paraméter vizsgalatanak eredményét 38. abra prezentalja.

f% eloszlasa ﬁ eloszlasa
par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5 par.: £=0.7;p=5e+06;u=5e+06; n=1000; N=500; H=5
=
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38. abra: Scale paraméter eloszlasa log10 skalan.

Megallapitasok a szimulacid alapjan:

e A scale paramétert a PWM becsléfiiggvény feliilbecsli, mig az MLE (aszimptotikusan)
torzitatlan becslést ad.

e A 90%-0s konfidencia sav a PWM esetében szélesebb.

o Mcdéréskelt a kiilonbség az egyes becslofiiggvényekhez tartozo eloszlasok kozott, ezt

erdsiti meg a paraméter becslési hibdjanak a tékére gyakorolt hatésa is (1asd késébb).

e A nagyobb B nagyobb szodrassal is jar, de a relativ szordsok mar megegyeznek.

8.6.3. A toke eloszlasarol
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Szamunkra a leginkabb izgalmas kérdés, hogy a becslési hiba kovetkeztében hogyan alakul a
toke? A korabban vazolt szempontok mindegyike befolyédsolja a tokét, igy itt sem tesziink
kozz¢é  minden  eredményt, csak a

Becsilt VaR eloszlasa legrelevansabbakat a dolgozat szempontjabol.
opar.. £=0.3;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5

Becsilt VaR eloszlasa

o .
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39. abra: VaR eloszlasa log10 skalan.

A VaR szimul4cidja soran az alabbi lényeges vonasok keriiltek felszinre:

e A PWM becsldfiiggvény a tokét varhatdan alulbecsli, mig az MLE becslés azt

aszimptotikusan torzitatlan médon becsli.

e A 90%-o0s biztonsaggal becsiilt tke alsd ¢és felsd értéke kozott megkdzelitdleg 1
nagysdgrendnyi eltérés van (az adatok loglO skdldn vannak feltlintetve), még

mérsékelt tail index mellett is!

e A 98%-os biztonsaggal becsiilt tdke minimuma és maximuma kozott 30-szoros eltérés
is eléfordult (lasd 29. tdblazat: PWM, &£=0,7 esetén)! A maximum ¢€s minimum
hanyadosa minden esetben kisebb az MLE becslés esetén, mint a PWM moddszer
hasznalataval. Szembetlind azonban az a jelenség, hogy &=0,9 esetén a PWM
becsléshez tartozd VaR eloszldsanak fels6 (0,99) kvantilise kisebb, mint az MLE
becsléshez tartoz6 VaR ugyanazon kvantilise. Ennek oka a & eloszlasanak
vizsgalatakor megfigyelt jelenség lehet, hogy a PWM becslés soran & maximalis
értéke 1 volt, tehat a PWM becslés sosem eredményezett olyan & értéket, ami mellett a

GPD eloszlas varhato értéke ne l1étezne.
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M esetében érdemes

megfigyelni, hogy a szoras a varhato érték tobbszordsére nd E=0,9 esetén!

A PWM-hez tartoz6é VaR eloszlasa jobbra ferde. A ferdeség annal inkébb jellemzdébb

vonassa valik min¢l kdzelebb van & az 1-hez.

Tail index | Varhato érték | Szoras Ferdeség | 1% -os 99% -o0s
kvantilis kvantilis

0,300 107.152.810 35.740.310 1,163 49.413.672 220.351.285

0,500 682.343.972 308.406.733 1,563 237.403.592 | 1.709.173.438

0,700 5.068.958.461 | 2.841.043.346 | 1,970 1.364.184.519 | 14.975.533.496

0,900 41.226.445.660 | 27.636.172.735 | 3,074 8.869.118.172 | 140.913.485.692

28. tablazat: VaR jellemzok MLE becslofiiggvénnyel. Az egyéb, tablazatban fel nem tiintetett paraméterek

megegyeznek a 39. abra paramétereivel.

Tail index Viarhato értek | Szoras Ferdeség | 1% -os 99% -o0s
kvantilis kvantilis

0,300 106.806.920 39.690.590 3,955 49.495.505 232.497.014

0,500 697.585.672 822.136.970 | 20,716 | 216.612.281 | 2.826.418.116

0,700 | 4.387.413.672 | 5.220.227.681 79,650 |  930.914.271 | 27.425.964.614

0,900 | 18.138.190.165 | 72.316.704.424 | 225,115 | 3.625.493.635 | 76.118.872.478

29. tablazat: VaR jellemzdk PWM becslofiiggvénnyel. Az egyéb, tabladzatban fel nem tiintetett paraméterek

megegyeznek a 39. abra paramétereivel.

A 39. abra VaR eloszlasa magéaban foglalja mind a § mind a B paraméter becslésének hibajat.

Ha parhuzamosan rapillantunk a 37. dbra és 39. 4bra eloszlésaira, az a benyomasunk tdmad,

hogy a két abra eloszlasai rendre nagyon hasonlok, és elsddlegesen & becslési hibaja hatarozza

meg a toke eloszlasat. Ennek aldtdmasztasara bemutatjuk a VaR eloszlasat elobb igazi &, majd

az igazi p paraméterek mellett.
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Becsllt VaR eloszlasa - p ismert
par.: £=0.3;p=1e+06;1=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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Becsiilt VaR eloszlasa - p ismert
obar.: £=0.5:p=1e+06;.=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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40. abra: VaR eloszlasa logl0 skalan, B igazi értéke mellett.

BecsUlt VaR eloszlasa - & ismert
par.: £=0.3;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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Becsllt VaR eloszlasa - £ ismert
par.: £=0.7;:p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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Becsllt VaR eloszlasa - &£ ismert
par.: £=0.5;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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41. ébra: VaR eloszlasa log10 skalan, & igazi értéke mellett.

A 40. ébra ¢és 41. abra Osszehasonlitasa alapjan jol latszodik, hogy & becslési hibgja
Iényegesen nagyobb hatassal van a t6kére, mint  becslési hib4ja. Ez megerdsit minket abban
a hitiinkben, hogy a Pareto eloszlas illesztése soran & becslésére kell nagyobb hangsulyt
fektetni, illetve a VaR becslésben elkovetett hiba elsddlegesen a & becslésében elkdvetett

hibara vezetheto vissza.

A kovetkezd bemeneti paraméter, melynek a tokére valo hatasat vizsgaltuk az intézmény éves

gyakorisag értéke. Mivel a kisérletek a Single Loss Approximation keretei kozott zajlottak,
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igy csupan az éves gyakorisag varhatd értékét hasznaltuk fel, és képezte a szimulaciok
inputjat. Két esetet vizsgaltunk, az N=[50 500] érté¢kekkel. Az N=500 nagynak tlinhet még az
n=1000-hez képest is, amennyiben Ugy gondolunk ra, hogy az intézmény a kiilsé adatokkal
egy az egyben boviti adatbazisat. Ez esetben ha mar 5 hasonlé méretli bank van a piacon
(amint az a HUNOR esetében is fennall), akkor legalabb n=2500 elemmel kellett volna
kisérletet elvégezni, még ha csak 1 évnyi minta all is a bank rendelkezésére. A felépitett
kisérlet azonban a H értéken keresztiill szabdlyozza a GPD-ként figyelembe vehetd
mintaelemszamot, ami H=50 esetén 2%, mig H=5 esetén 20%. Elobbi esetén az 5 hasonld
méretll intézmény évente, egyenként 10, mig a masodik esetben 100 GPD mintaelemet
szolgéaltat a k6zOs adatbazisba. Ennek fiiggvényében az N=500 mar nem aranytalanul nagy az
n=1000-hez képest. Mint azt mar korabban emlitettiik nem nyilvanval6, hogy az extrapolacios
probléma miatt a tobb, vagy kevesebb belsé adattal rendelkezd intézmények jarnak-e jobban?
Erre lognormalis eloszlasu veszteségek esetén ugyan adhatunk egyfajta valaszt, ugyanakkor
az intézmény itt egy vastag sz¢lii eloszlassal szembesiil a korabbi semi-heavy tail helyett,
illetve a belsé adatok szamossdga nincs kapcsolatban a kiilsd adatbazis méretével. Ennek

kovetkezményeként a kérdést a jelen kisérlet keretei kozott ismételten felvetettiik.

Becsilt VaR eloszlasa Becsllt VaR eloszlasa

par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=50; H=5 par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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42. abra: VaR eloszlasa logl10 skalan, az éves gyakorisag (N) kiilonb6z6 értékei mellett.

Amint azt az dbrdk mutatjdk az MLE és PWM VaR eloszldsok egymdashoz viszonyitott
helyzete igen hasonld kiilonb6zé gyakorisagok mellett. Az &sszehasonlitd tablazatokbol
kideriil, hogy a nagyobb gyakorisaggal rendelkezé intézmény nem feltétleniil van jobb
helyzetben. Az éves gyakorisag novelésével a VaR relativ szordsa (szoras / VaR hanyados)
n6tt mind az MLE, mind a PWM esetében, & minden értékére! Ugyanakkor a relativ szoras
mértéke az MLE becslés esetében a kisebb, nagy & esetén, csaknem egy nagysagrenddel. A
varhato értékkel normalt tartomanyok, melybe a VaR 98%-o0s valosziniiséggel esik, mind az
MLE mind a PWM becslés esetén noéttek! Felhivjuk a figyelmet, hogy az extrapolacios

probléméanak most egyértelmilen a negativ hatdsdval szembesiil egy sok belsd adattal
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rendelkezd adattal rendelkezohdz képest. A nagyobb bels6d

a VaR

intézmény egy kevés

mintaclemszam miatt tavolabbra kell extrapoldlnia az eloszlas szélére

megallapitdsdhoz, mint egy kevesebb belsd adattal rendelkezé intézménynek, mikdzben
mindkettdjiiknek ugyanakkora minta (kiilsé adatbézis) all rendelkezésre az eloszlas szélén! Ez

pedig rontja a becslés josagat.

Tail Eves Varhato érték Szoras

index | gyakorisag Qo1 Qoo Ry, Ry
0,300 50 51.514.350 12.418.379 29.584.524 88.095.944 | 0,574 1,710
0,300 500 107.152.810 35.740.310 49.413.672 220.351.285 | 0,461 2,056
0,500 50 207.163.988 67.863.082 96.596.593 417.271.056 | 0,466 2,014
0,500 500 682.343.972 308.406.733 237.403.592 1.709.173.438 | 0,348 2,505
0,700 50 962.220.506 398.276.581 365.034.651 2.258.012.617 | 0,379 2,347
0,700 500 | 5.068.958.461 | 2.841.043.346 | 1.364.184.519 | 14.975.533.496 | 0,269 2,954
0,900 50 | 4.847.168.669 | 2.377.139.947 | 1.522.753.546 | 12.885.649.931 | 0,314 2,658
0,900 500 | 41.226.445.660 | 27.636.172.735 | 8.869.118.172 | 140.913.485.692 | 0,215 3,418

30. tablazat: VaR jellemzok MLE becslofiiggvénnyel. Az egyéb, tablazatban fel nem tiintetett paraméterek

megegyeznek a 39. abra paramétereivel.

Tail | Eves Varhato érték Sz6rés

index | gyakorisag Qo1 Qoo Roi Roo
0,300 50 51.335.693 13.404.257 29.633.966 92.032.112 | 0,577 | 1,793
0,300 500 106.806.920 39.690.590 49.495.505 232.497.014 | 0,463 | 2,177
0,500 50 206.454.416 131.300.400 89.907.780 615.045.253 | 0,435 | 2,979
0,500 500 697.585.672 822.136.970 | 216.612.281 | 2.826.418.116 | 0,311 | 4,052
0,700 50 832.197.012 616.178.472 | 276.862.252 | 3.538.222.286 | 0,333 | 4,252
0,700 500 | 4.387.413.672 | 5.220.227.681 930.914.271 | 27.425.964.614 | 0,212 | 6,251
0,900 50| 2.539.641.308 | 1.793.744.629 | 785.956.266 | 8.067.591.458 | 0,309 | 3,177
0,900 500 | 18.138.190.165 | 72.316.704.424 | 3.625.493.635 | 76.118.872.478 | 0,200 | 4,197

31. tablazat: VaR jellemz6k PWM becslofiiggvénnyel. Az egyéb, tablazatban fel nem tiintetett paraméterck

megegyeznek a 39. abra paramétereivel.

Vizsgalatunk kovetkezd célpontja a kiils6 adatbazis mérete. Az el6bbiekben mar
ravilagitottunk arra, hogy a kiilsé adatbazis hasznélata kedvezébb egy kis intézmény szamara,

mint egy nagyobb szamdara. Ugyanakkor a kiilsé adatbazis veszteségeinek a gyarapodasa mind
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a kevés mind a sok veszteséggel rendelkezoket egyre kedvezobb helyzetbe hozza (feltéve,
hogy a veszteség generaldo folyamat idében nem valtozik). A 43. dbra jol mutatja, hogy

nagyobb kiilsé minta (n) esetén a VaR eloszlasa koncentraltabb, az kisebb tartomanyban

szorodik.
Becsilt VaR eloszlasa Becsillt VaR eloszlasa
o Par. £=0.7;p=1e+06;u=1e+08; n=200; N=50; H=5 par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=50; H=5
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43. abra: VaR eloszlasa log10 skalan, a kiils6 adatbazis kiilonbdz6 mérete (n=[200 1000]) mellett.

Az utolso, amit a kisérletek sordn vizsgaltunk, a H jellemzd. Ez jelenti az Osszes veszteség
szamanak és a kiiszobon tali veszteségek szamdnak az ardnyat. Ezt az adott pénziigyi
intézmény a bels6 adatai alapjan hatarozza meg, és ezaltal egyben azt is determinalja, hogy
mekkora stlyt kapnak a kiilsé adatok. Ha értéke nagy, akkor csak az eloszlas legszélét
feltételezi a bank GPD eloszlasnak, mig kisebb értékei esetén a bank mar az eloszlas
torzséhez kozeli részeket is Pareto eloszlastinak feltételezi. Az eredmények megismerése elott
azt gyanithatjuk, hogy H nagyobb értéke (ami egyuttal kevesebb extrém értéket is jelent a
belsd mintaban) a kedvezdbb a bank szamara. Ennek oka, hogy ez esetben az egész GPD
eloszlas kisebb sulyt kap a teljes eloszldsban, igy mar kevésbé kell a GPD eloszlasban

extrapolalni, hogy az SLA szerinti valoszinliséghez tartoz6 kvantilist meghatarozzuk.

Becsiilt VaR eloszlasa Becsiilt VaR eloszlasa
par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=50 par.: £=0.7;p=1e+06;u=1e+06; n=1000; N=500; H=5
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44. abra: VaR eloszlasa logl10 skalan, a H jellemz0 kiilonb6zo értékei mellett.

A részletezd tablazat nélkiil is jol lathatd, hogy H kisebb értéke nagyobb tokét eredményez a

pénzintézet szamara.
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Megjegyezziik, hogy ez a példa annyiban nem életszerli, hogy az u kiiszob véltozatlan a
szimulaciokban. Gyakorlatban, ha egyre tobb extrém veszteséget vonunk a GPD
vonzastartomanyaba, az azt jelenti, hogy u kiiszobot egyre inkdbb csokkentem, hogy a
veszteségek a GPD eloszlashoz tartozhassanak. A kisérletben azonban az u kiiszob valtozatlan
maradt, igy pusztan azt feltételeztiik, hogy az egyik intézménynek kevesebb, mig a masiknak
tobb eseménye van ugyanazon u kiiszob felett. Mivel a tokét elsddlegesen az extrém
veszteségek hatdrozzak meg, igy nem meglepd, hogy a tobb extrém veszteséggel rendelkezd

intézmény képez nagyobb tokét.

9. Konkluziok a miikédesi kockdzati tokekovetelmény instabilitdasarol

A dolgozat soran arra torekedtiink, hogy mélyebben megértsilk annak a miikodési
kockézatkezelési keretrendszernek a kihivasait, melyet a Basel 11 szabalyozas hozott €letre, és
ami lehetdvé tette a belsd modellek alkalmazasat a miikodési kockéazatkezelésben.

A dolgozat bevezetd fejezeteiben Osszefoglaltuk az AMA mddszertannal kapcsolatos
problémdk lényeges vonasait. Ennek kapcsan kitértiink szamos olyan problémara, ami
nehézséget jelent egy AMA modell bevezetésekor és alkalmazasakor. Felvezettiik a Loss
Distribution Approach és Single Loss Approximation mddszertananak elméleti alapjait és
részletesen targyaltuk azt, hogy a pénzintézeteknek milyen feladatokat kell elvégezni ezek

alkalmazas soran.

Szamos szerz6 felhivta a figyelmet az AMA modellekkel kapcsolatos problémakra, és
koztik elsédlegesen a tokekdvetelmény instabilitdsara, ugyanakkor az ezt magyarazé
elsddleges okot leginkabb a Single Loss Approximation elméletén keresztiil lehet megérteni.
Eszerint az intézmények sosem rendelkeznek elegendd informécioval a téke becsléséhez, 5
¢ves iddsor esetén 200-szoros extrapolacio sziikséges a toke meghatirozasahoz. Ez azonban
azt sugallja, hogy teljesen mindegy, hogy kis (kevés bels6 adattal rendelkezd) vagy nagy (sok
bels6 adattal rendelkez0) intézménnyel van-e dolgunk, a téke becslése egyarant bizonytalan.
Annak eldontésére, hogy az ilyen értelemben vett intézményméret szamit-e, egy modellt
¢épitettiink, ami kezelhetdbbé tette a problémat. A modellépités elsddleges hozadéka, hogy
analitikusan meghatarozhatova valik a toke eloszlasa, annak minden jellemzdjével egyiitt. Ez
lényegesen leegyszeriisiti azt a hagyomanyos utat, ami nagyméretli szimuldciokon,

diszkretizaldsi feladatokon, vagy komplex numerikus eljardsokon (FFT) keresztiil teszi
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megismerhetdvé a tokebecslésben rejld bizonytalansagot. Az adott modellfeltételek mellett az

alabbi lényeges kovetkeztetéseket vontuk le:

A toke eloszldsa nem szimmetrikus, hanem jobbra ferde.

Az egyedi lognormalis veszteségeloszlasi modellbdl becsiilt parametrikus VaR
eloszlasanak varhat6 értéke és szordsa egyarant fiigg a mintaclemszamtol (n). Varhato
értekben az intézmények tulbecslik a tokesziikségletiiket. Kis gyakorisdg mellett a
tulbecslés varhatdéan nagyobb.

A becslés hibaja (VaR szordsa) 5 éves iddsorbol, kevésbé heavy tail (o kicsi) esetben
monoton csokkend a gyakorisag fliggvényében, mig novekvd o mellett a kezdeti
csokkenés megtorpan €s A magasabb értékei mellett ujra emelkedni kezd. Vastag szEli
eloszlas esetén esetén a szords monoton ndvekvd a gyakorisdg fiiggvényében.
Ugyanakkor ez a jelenség mar nem all fenn a relativ szords esetében, az csdkkend
tendenciat mutat a gyakorisag fiiggvényében, azaz a nagyobb intézmény méret (tobb

adat) kisebb becslési hibaval jarul.

A fentieken tul elemeztik a HUNOR adatbazisban rejld lehetdségeket is. Itt

els6dlegesen az altalanositott Pareto eloszlasra koncentraltunk. A kiilsé adatok hasznalata

csokkenti az extrapolaciés problémat, igy arra voltunk kivancsiak, hogy a HUNOR adta

lehetdségek (gyakorisdg szam) mellett érdemben csokkenthetd-e a téke becsléséhez tarsuld

bizonytalansag, és ha igen, akkor az milyen nehézségekkel jar? Leird elemzésiink soran

megallapitottuk, hogy a HUNOR adatbazis veszteségei valoban vastag szélii eloszlasbol

szarmaznak, illetve hogy bizonyos kategoridk alig tartalmaznak néhany tiz, vagy szaz adatot.

Elvégeztiik az egyes kategoriadk MLE és PWM becslését, és az alabbi észrevételeket tettiik:

A mintaelemszdm fiiggvényében elvégzett tail index MLE becslés flirészfogszerii
képet mutat, melynek oka az egyes kategoriak azonos értékei. Ezek figyelembe vétele
mindenképp sziikséges egy tokemodell megalkotasakor.

A PWM becslés sima ¢€s stabil becslést eredményezett.

Az MLE becslés gyakran 1 folotti tail indexet eredményezett, ami a veszteséggeneralo

folyamat nem véges varhat6 értékére utal.
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Mivel a fenti pontok az elsd kivételével tovabbi vizsgalatot igényeltek, igy mesterséges,
szimulacios kornyezetben vizsgaltuk tovabb azokat. Itt megvizsgaltuk a GPD eloszlas
paramétereinek eloszlasat és tékére gyakorolt hatasat, valamint néhany olyan jellemzdt, mint
mintaelemszdm, becslési modszer, melyek szintén kritikusak lehetnek a tdke

meghatarozasakor. A fobb eredmények a kovetkezok:

A GPD paraméterek koziil a tail index hatdsa a tokére Iényegesen nagyobb, mint a
shape paraméteré.

e A szimulaci6é az MLE becslés aszimptotikus torzitatlansagat visszaigazolta a tail index
becslése soran, mig a PWM becslofliggvény varhatoan alulbecsli az igazi paramétert.
A torzitds mértéke annal nagyobb (PWM esetén) minal kozelebb van az igazi

paraméter 1-hez.
e Az MLE tail index becslés szimmetrikus, mig a PWM jobbra ferde.

e A PWM tail index becslés feliilrél korlatos, mig az MLE nem! Ez 0sszhangban van
azzal, amit a HUNOR adatok esetében is lattunk, hogy a tail index mindig 1 alatt volt
PWM becslés esetén.

e Minél kozelebb van & értéke az 1 —hez annal inkabb kiilonbdzik az MLE és a PWM

becslés.

e A 90%-o0s biztonsaggal becsiilt tdke alsd ¢és felsd értéke kozott megkdzelitdleg 1
nagysagrendnyi az eltérés még mérsékelt tail index mellett is! A 98%-0s biztonsaggal
becsiilt toke minimuma és maximuma kdzott 30-szoros eltérés is eléfordult (mikdzben
az intézmény 500 belsd adattal ¢és 1000 kiils6 adattal rendelkezett az adott
kategéridban)! A maximum ¢és minimum hanyadosa minden esetben kisebb az MLE

becslés esetén, mint a PWM modszer hasznalataval.

e A relativ szérds nd, ahogy &-vel 1-hez kozelitink. PWM esetében érdemes

megfigyelni, hogy a szoras a varhato érték tobbszordsére nd E=0,9 esetén!

e A PWM-hez tartoz6 VaR eloszlasa jobbra ferde. A ferdeség annal inkabb jellemz6bb

vonassa valik minél kdzelebb van & az 1-hez.

e A nagyobb gyakorisaggal rendelkez6 intézmény nem feltétleniil van jobb helyzetben a

kisebbekhez képest. Az éves gyakorisag novelésével a VaR relativ szérasa (szoras /
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VaR hanyados) nétt mind az MLE, mind a PWM esetében, £ minden értékére!
Ugyanakkor a relativ szoras mértéke az MLE becslés esetében a kisebb, nagy & esetén,
csaknem egy nagysagrenddel. A varhato értékkel normalt tartomanyok, melybe a VaR
98%-0s valoszintiséggel esik, mind az MLE mind a PWM becslés esetén ndttek
nagyobb gyakorisdg mellett! Felhivjuk a figyelmet, hogy az extrapolacios
probléménak most egyértelmiien a negativ hatdsaval szembesiil egy sok belsd adattal
rendelkezé intézmény egy kevés adattal rendelkez6hoz képest. A nagyobb belsd
mintaelemszam miatt tavolabbra kell extrapoldlnia az eloszlas szélére a VaR
megallapitdsdhoz, mint egy kevesebb belsd adattal rendelkezd intézménynek,
mikozben mindkettdjiiknek ugyanakkora minta (kiils6 adatbazis) all rendelkezésre az

eloszlas szélén! Ez pedig rontja a becslés josagat.

Osszességében lathatjuk, hogy AMA modell épitésekor az intézménynek igen
koriiltekintéen kell eljarnia, hiszen egy olyan szabalyozoi kornyezetben kell a tokét
meghataroznia, ahol a tokeérték messze a megfigyelhetd és visszamérhetd tartomanyon tual
helyezkedik el. Lathattuk, hogy a nagy intézmények sem ¢élveznek feltétleniil elényt a toke
stabilitast illetden, hiszen mig a nagyobb belsd adatbazissal 6k tudjak jobban csdkkenteni a
becslésben rejlo hibat, addig a kiils6é adatbazis fix mérete a kisebb intézményeknek kedvez,

ahol nem sziikséges annyira tdvolra extrapoldlni a toke meghatarozasahoz.

A konkluzidkat Richard Smith gondolataval zarjuk, miszerint ,,There is always going to

be an element of doubt, as one is extrapolating into areas one doesn’t know about.”
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10. Portfoliok zajérzékenysége

(Kutatési hipotézis)

Egy masik igen fontos kockazatkezelési probléma, melynek kapcsan szamos instabil jelenség
figyelhetd meg a portfolidoptimalizalashoz kotédik. Igy a korabbi miikodési kockazati
kontextustdl  elszakadva  roviden  bemutatjuk  Markowitz  portfolidoptimalizalasi
keretrendszerét, és alkalmazzuk azt napjaink kockdzati mértékeire. Ennek kapcsan latni
fogjuk, hogy az instabilitas egyrészt a portfolidsulyok nagyfoku valtozékonysagaban,
masrészt a portfolid optimalizalhatdsagaban tiikr6zddik vissza.

Habar a pénziigyek egyik koézponti kérdése a kockdzat, mely fontos szerepet jatszik a
befektetési dontéseknél, eszkozok allokacidjanal, a kockazatmenedzsmentnél ¢és a
szabalyozasoknal, alapvetd fontossaga ellenére nincs egyetemlegesen elfogadott mérték annak
kvantitativ jellemzésére. A kockazati mértékeket a gyakorld pénziigyesek kockazatkezelési
szoftverekben implementéljak, kiilonboz6 szabalyozasokban kezelik, és elméleteket gyartanak
a hiivelykujjszabalyon, vagy ad hoc recepteken keresztiil a kifinomult axiomatikus
konstrukciokig. A kockazati mértékeket a gazdasagelmélet szélesebb kontextusaba agyazva
szokas, (vagy legalabbis igy kellene) kezelni. Ez leginkébb a hasznossag fliggvényekkel valo
kapcsolatukat jelenti, ugyanakkor nem nyilvanval6, hogy a kockédzati mérték valasztasa
hogyan befolyasolja befektetOket €s piacok természetét. Ezen dolgozat sordn gyakorlati
szempontbol néziink meg néhany konkrét kockazati mértéket, melyek a gyakorlatban,
szakirodalomban, ¢és szabalyozasokban elterjedtek, és egyetlen dologra fokuszélunk,
mégpedig a becslésiik soran elkovetett hiba mértékére, azaz zajérzékenységiikre®. Latni
fogjuk, hogy minden kockéazati mérték jelentds zajérzékenységet mutat, és a kiilonbozo
kockazati mértékek ugyanazon zajra nagyon kiilonbozOképpen reagalnak. Azt is
megmutatjuk, hogy a kifinomultabb (ijabb) kockazati mértékek érzékenysége magasabb, mint
a konvencionalis kockéazati mértékeké.

A legtobb gyakorldo szakember a kockazatot egy adott szdmként, vagy néhiny szédm
egyiitteseként kezeli. Am ez egy leegyszertisitett nézpont. A kockazatkezelési informacidkat
a becslések eredménye jelenti, melyekhez piaci empirikus megfigyelésekbdl nyerjiik az
inputot. Mivel a vizsgalt mintdk mindig végesek, mintarol mintdra vald fluktudciojuk
elkeriilhetetlen. Barmely pénziigyi eszk6z vagy portfolido kockazati jellemzdi ezért sosem jol

definidlhato értékek, hanem valdszintiségi valtozok. Idedlis esetben ezek eloszlasa annyira

% A fogalom bevezetése a kozos publikaciok soran Kondor Imre és Pafka Szilard fizikusoktol szarmazik.
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csucsos lenne, hogy egyetlen minta a teljes eloszlast jol reprezentalnd. Tény azonban, hogy a
tipikus banki portféliok mérete, és az elérhetd iddsorok hosszlisdga olyan, hogy ez altalaban
sosem valdsul meg, és a becslési hiba problémaja pénziigyi szempontbdl soha nem hagyhaté
figyelmen kiviil. Az alapvetd probléma az informacidhidny. Az az adatmennyiség, mely
pontosan rekonstrualna az alapul szolgald sztochasztikus folyamatot, jelentdsen meghaladja a
tipikus esetben rendelkezésre allo6 adatmennyiséget. Ilyen koriilmények kozott sztochasztikus
modelliink elkeriilhetetleniil tartalmaz tobb-kevesebb mérési hibat, és a kockazat becslése
zajos lesz.

Hangsulyozzuk, hogy egy kockédzati mértéket két célra hasznalhatunk. Egyrészt mérhetjiik
vele egy adott portfolid kockazatat, masrészt dontéseket hozhatunk a mérték felhasznéalasaval
kapcsolatosan (portfolidoptimalizalads). A zaj hatasa sokkal komolyabb, amikor adott
feltételek mellett szeretnénk kivélasztani az optimalis portf6lidt, mint akkor, amikor csupan
egy meglévé portfolio kockazatat becsiiljik. Ugyanazon kockazati mérték kielégitonek
bizonyulhat diagnosztikus eszkozként, de gyengén teljesithet dontéstamogatd eszkozként.
Ezen dolgozat a dontéstdmogatd szerepre fokuszal. Nem a portfolio kockazatat becsiiljiik,
hanem a kockazati mértékek portfoliovalasztas sordn tanusitott zajérzékenységét.

Ez a problematika természetesen nem 1) keletli. Felfedezése Markowitz racionalis
portfolidovalasztasi elméletének legelejére tehetd (Markowitz [1952], Markowitz [1959]), és az
évtizedek alatt rengeteg cikk foglalkozott vele kiillonb6zd szemszogbdl. A szakirodalom nagy
része olyan portfoliokkal foglalkozik, amelyek Gauss statisztikat kovetnek, és a Gauss
portfolidkra vonatkozd természetes kockazati mértéknek, a variancidnak a zajérzékenységét
vizsgaljak (I1d. Frankfurter et. al. [1971]; Dickinson [1974]; Jobson et. al. [1980]; Elton et. al.
[1973]; Eun et. al. [1984]; Chan et. al. [1999]). A zajhatds tanulmanyozéasa mellett szdmos
zajcsokkentd rendszert is kifejlesztettek, hogy a portfoliovalasztds soran a becslési hiba
kisebb - nagyobb részét kiiktassdk. Ezen szliréeljarasok tobbek kozott egy, vagy tobbfaktora
modelleket (Elton et. al. [1995]), Bayesi becsléseket, vagy pl. a véletlen matrix elmélet
eszkozeit tartalmazzak.

Annak ellenére, hogy az irodalomban kiilonb6z0 kockazati mértékeken alapulod
portfolidoptimalizalasi modszerek keriiltek bemutatasra (Konno et. al. [1991]; Young [1998];
Rockafellar et. al. [2000]; Acerbi [2004]), és ezek koziil néhanyat széleskoriien alkalmaznak a
gyakorlatban (Dembo et. al. [2000]; Algorithmics [2002]), a variancian kiviili mas kockazati
mértékek zajhatdsaival foglalkozd szakirodalom sokkal sziikebb. A dolgozat célja, hogy a
variancian tul az alternativ kockédzati mértékek ilyetén tulajdonsagait feltarjuk.

Tanulmanyozzuk és Osszehasonlitjuk a kovetkezd kockéazati mértékeket: szorés, abszolut
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eltérés, Expected Shortfall és annak extrém verzidja a maximalis veszteség. Bar helyenként
utalunk a Value-at-Riskre, és néhany mas kockadzati mértékre, melyeket a jelenlegi
nemzetkozi  tOkeszabalyozasok alkalmaznak, nem fogjuk Oket szisztematikusan
Osszehasonlitani a tobbi mértékkel, mivel a VaR és néhany mds szabalyozé mérték nem felel
meg a konvexitds feltételének (Artzner et. al. [1997]; Kondor et. al. [2004]). Tovabba, a
szabalyoz6é mértékek nem interpretalhatok az alapul szolgalo eloszlas funkcionaljaként sem.
Végiil egy megvaldsithatésagi problémat targyalunk, miszerint a szakirodalomban erésen
javasolt kockazati mértékek (pl. Expected Shortfall) folotti optimum egy valdszinliségi
kérdés, amely a mintatél fiigg. Ennek a jelenségnek hasonld6 megvalosithatosagi
problémékhoz van koze a linedris programozas és a véletlen geometria teriiletén (Todd

[1991]; Schmidt et. al. [1977]).

A dolgozat tovabbi részének felépitése a kovetkezd. Elobb a klasszikus kockazati mérték, a
variancia zajérzékenységét vizsgaljuk. A variancia kockadzati mértékként vald hasznalata
feltételezi, hogy a portfolidban 1évo eszkdzok normal valoszinliségi eloszlast kovetnek. Amint
azt mar emlitettiik, a zaj hatdsa és sziirési 0sszefliggése a Gaussi portfoliokkal mar szamos
tanulmany témaja volt. Ezt szimuldciés megkozelités alapjan tessziik, melynél képesek
vagyunk a variancia zajérzékenységének tesztelésére (Pafka et. al. [2002]). Pafka et. al.
[2002] szimulaciés kornyezetben bevezette a becsiilt kovariancia matrixa és a becslési hibatol
mentes portfoliok szorasanak hanyadosat, és hasznalta a zaj mértékének megallapitasara.
Ezen felill megmutatta, hogy a zaj N/T (portfolidelemszam és a mintahossz hanyadosanak)
fliggvénye. Felépitett egy variancia-kovariancia matrix modellt, ami Osszefogja a valddi
piacon megfigyelt empirikus kovariancia matrixok lényeges tulajdonsagait. Ez a modell a
szakirodalomban jelenleg hasznalt faktor modellekkel is kapcsolatba hozhatd. Ehhez
kapcsolodoan vizsgélta a kovariancia matrix spektrumat, és a becslési hiba arra gyakorolt
hatasat.

Ezt kovetden tériink ki az alternativ kockazati mértékekre. Az abszolut eltérést, Expected
Shortfallt és ennek pesszimista verziojat, a Maximalis Veszteséget (Maximal Loss, ML)
vessziik itt szamba. Ezen kockazati mértékeknek az elterjedt szabalyozoi mértékekkel (itt nem
a VaR-ra, hanem a mesterségesen szabalyozoi stlyokon alapuld mértékekre gondolunk) k6zds
az a tulajdonsaga, hogy részben linedrisak, vagy, mashogy megfogalmazva iso-kockazati
felsziniik poliéder a portfoliosulyok fiiggvényében. Azt allitjuk, hogy ez a tulajdonsag a

magyarazata annak, hogy ezen kockazati mértékek nagyobb mértékben érzékenyek a zajra a
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szorashoz képest. Egy masik donté faktor, hogy a VaR, ES és ML egy adott kiiszob alatt az
Osszes adatot elveti, azaz csak az adatok egy részének jut szerep a becslés soran.

Végiil attérlink arra, hogy Expected Shortfall {616tti optimum egy valoszinliségi kérdés, amely
a mintatol fiigg.

Az eredményeket tovabbra is illusztralt formaban, szimulaciokkal alatdmasztva prezentaljuk,
¢s gyakran utalunk geometriai témakra, melyek a szakirodalomban ilyen kontextusban ritkan

fedezhetiik fel, ugyankkor a megértést nagymértékben segitik.
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11. A variancia kockazatérzékenysége

11.1. A Markowitz probléma

Az érak és hozamok fluktuacidi egy tobbvaltozds sztochasztikus folyamatot irnak le. Ez
utobbi  egyiittes eloszlasa legegyszeriibben tobbvaltozos normalis eloszlassal
modellezhetd. Ez a megfontolds igen régre vezet vissza (Bachelier [1900]), ugyanakkor
napjaink tipikus tankényvi modelljei is ezen alapulnak. A piaci tapasztalatok kiilonb6zo
mértékben felelnek meg ennek a feltételezésnek eszkoztdl, likviditastol, idotavtol stb.
fliggben. A dolgozat ezen részében mi is azt feltételezziik, hogy a hozamok egyiittes

eloszlasa tobbvaltozos Gauss.

A raciondlis portfolid valasztds problémdjat Markowitz [1952] fogalmazta meg,
kapcsolatot teremtve a hozam és a kockazat kozott. Gaussi portfolid esetén a
természetesen adodd kockéazati mérték a szoras, vagy variancia, minden mas ésszeri
kockazati mérték sziikségszeriien ardnyos vele. Raciondlis befektetdk adott szintli
hozam elvarasa mellett, minimalizalni akarjak a kockéazatukat.

Matematikai kifejezésekkel élve a feladat: minimalizalni kell az alabbi kvadratikus

formulat a stlyok fiiggvényében:

N
(;Pz — z w,o,W,; (28)

i,j=1

az alabbi feltételek mellett

2w =l (29)

i=1

és

N
S H (30)
i=1
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11.2.

ahol Op a portfolid szorasa, 9; a kovariancia matrix, W: az i. eszkoz stlya a
portfolioban, # a portfolié varhatdé hozama, mig #; az i. eszkdz hozamanak a véarhaté

értéke. A short selling megengedett, igy Wi tetszdleges eldjelil lehet.
Ez a klasszikus probléma analitikusan is megoldhat6, lasd (Merton [1972]). (A short
selling-et egy Ujabb linedris feltétel megadasaval zarhatjuk ki, és a feladat kvadratikus

programozasi feladatta valik.)

A vérhatdo hozamok megbizhaté becslése kozismerten nehéz feladat. Mivel célunk a
kockazati mértékek zajérzékenységének vizsgéalata, ezért a varhatdé hozamok
tekintetében nem ¢éliink korlatozo feltevéssel. Ez azt jelenti szamunkra, hogy a minimalis
kockazata portfoliot kell meghataroznunk.

Elsd pillantasra a hozamfeltételek elhagyasa értelmetlenné teszi a feladatot, de specidlis
esetekben (benchmarking, index tracking) éppen erre van sziikség. Az analitikus

megoldas tehat:

> " oy
. =170
o =S (31)

l
Zj,k=1o-ﬂf

Fontos megjegyezniink, hogy az optimalis sulyok a kovariancia matrix inverzébdl
adodnak. Mivel a kovariancia matrixnak szinte sziikségszeriien vannak kis sajatértékei, a
mérési hibak felerésddve jelentkeznek, és a kapott portfolio érzékennyé¢ valik a zajra. Ez
az alapvetd oka annak, hogy meg kell kiilonboztetniink a mérési és optimalizalasi
problémat egymastol, elébbi esetén ugyanis nincs sziikség a kovariancia matrix

inverzére.

A Markowitz probléma geometriai interpretdcioja

A Markowitz feladatnak egyértelmii geometria interpretacioja van, ami segit a probléma
intuitiv megértésében. A kovariancia matrix pozitiv definit. Ekkor Op egy adott

értekére az (28)-as egyenlet egy (hiper-) ellipszoid egyenlete. Més szavakkal O iso-
risk feliiletei ellipszoidok. Ezen iso-risk feliilet konvex volta azt a tényt tiikkrozi, hogy a

variancia egy konvex kockazati mérték.
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Az ellipszoidok fétengelyei a kovariancia matrixhoz tartoz6 sajatértékek gyokeinek a
reciprokaval aranyosak. A hosszu fotengelyek tehat a kis sajatértékekhez kotédnek. Ha a
kockéazatmentes eszkdzt is bevennénk portfolioba, akkor a megfeleld fotengely végtelen
hosszu lenne, ¢s az ellipszoid hengerré alakulna. A dolgozat sordn nem foglalkozunk

olyan portfoliokkal, melyek kockdzatmentes eszkozt is tartalmaznak.

A (29-30) egyenletek 1-1 hipersikot irnak le. Geometriailag a probléma megoldasanak
rajta kell lennie azon a hipersikon, amely a fenn emlitett hipersikok metszetébdl all eld.
Az ellipszoidot addig kell ,,felfijni”, amig az pontosan érinti a hipersikok metszetébol
eldallé hipersikot. Mivel a megoldast egy ellipszoid (konvex feliilet) és egy hipersik
érintkezése adja, igy az egyértelmii. A megoldast stabilnak nevezhetjiikk abbodl a
szempontbol, hogy amennyiben valamilyen ¢ hiba kdvetkeztében az ellipszoid alakja
megvaltozik, akkor a megoldas helyzete folytonosan valtozik. A megoldasban
bekovetkezett valtozas természetesen fiigg az ellipszoid gorbiiletétdl az érintési pont
kornyezetében, ez lehet kisebb vagy nagyobb, de folytonos fliggvénye lesz ¢ -nak

(aranyos annak négyzetgyokével). A geometriai interpretacid a 45. abradn lathato.
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45, abra: A Markowitz feladat geometriai interpretacidja N = 3 esetén. A megoldast az a pont
jelenti, ahol a felfjt ellipszoid feliilete érinti a korlatozd feltételek metszetébdl kialakult
hipersikot.

11.3. Empirikus kovariancia matrixok

A kovariancia matrixot a # idépontban megfigyelt *; hozamokbdl kell megbecsiilniink a

T 1d6tav felett. Ennek a maximum likelihood becslése:

T

D% X, (32)

1
O, =—
T =

)

(feltéve, hogy a hozamok varhato értéke 0).
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11.4.

Egy N elemii portfolié kovariancia matrixa O(N”) elemet tartalmaz. Az idésor hossza T,
az adatmatrix N x T elemet tartalmaz. Ahhoz, hogy becslésiink kelléen pontos lehessen
az N<<T feltételnek kell teljesiilnie, de a bankok portfolioja tobb szdz, vagy ezer
pénziigyi eszkozt is tartalmazhat, mig a rendelkezésre 4ll6 (stacionérius) idésor hossza
erosen fligg a gazdasagi kornyezettol.

Részvény portfoliok esetében aligha lehet €sszerii 4-5 évnél hosszabb iddsort valasztani
a gazdasagi és kormanyzati valtozasok miatt, ami T~ 1000-et jelent. Emiatt N/7<< 1
ritkan teljesiil a gyakorlatban (Pafka et. al. [2002]). Ennek pedig az a kdvetkezménye,
hogy becslésiink hibdja nagy lesz. Kelléen nagy N-re és T-re azt varjuk, hogy a hiba
nagysaga mindossze az N/T hanyadostol fliggjon.

A fent vazolt probléma csupan egyfajta megtestesiilése a "dimenziok atkanak".A
kozgazdaszok mar évek ota kiizdenek ezzel a problémaval (lasd pl. Gruber et. al.
[1995]). Mivel a probléma gydkere abban rejlik, hogy nincs elegendd informacionk, a
reményt egyfelél az jelentheti, hogy kiviilrdl visziink informdciot a becslésbe. Ez
szdmunkra annyit jelent, hogy hipotézisekkel éliink a piac strukturajat illetéen, ami
ugyan torzitja a becslést, de ugyanakkor bizunk benne, hogy a cserébe kapott
zajcsokkenés kompenzalja ezt. Az ilyen jelleglh sziirési modszereknek, bayesi
becsléseknek kiterjedt irodalma van a témaban.

Mivel célunk a kockazati mértékek zajérzékenységének a mérése, ezért a jelen

bekezdésben emlitettekhez kapcsoloddéan nem mutatunk be modszereket.

Egy érdekes megfigyelés

1999-ben két csoport egymastol fliggetleniil ugyanazt az érdekes felfedezést tette
(Laloux et. al. [1999]; Plerou et. al. [1999]). Arra lettek figyelmesek, hogy a zaj hatasa
annyira erds a kovariancia matrixokra, hogy a matrix sajatértékeinek a nagy tobbsége (a
publikalt példaban azok 94 szazaléka) a véletlen matrixokra jellemzd spektrum
tartomanyaba esik. A véletlen matrixok nagy érdeklédést valtottak ki elsOsorban a
fizikusok korében, ezért Laloux et. al. [2000] egy sziirési eljarast javasolt a véletlen
matrixok elméletére (RMT) alapozva. Ezt tobben tovabbfejlesztették, és finomitottak
abban bizva, hogy a véletlen spektrumra jellemzd tartomanybdl tovabbi informaciokat

lehet kisziirni (Plerou et. al. [2002]; Jurkiewicz [2004]; Papp et. al. [2005]).
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11.5. Wishart matrixok sajatérték eloszlasa

Hogy megérthessiik a javasolt szlirési eljaras 1ényegét, felvazolunk néhany egyszeri

tényt a véletlen matrixokkal kapcsolatban.

Legyen X egy N x T adatmatrix, melynek elemei X fliggetlen azonos eloszlasu (i.i.d.)

véletlen valtozok nulla varhato értékkel és véges masodik momentummal. Ekkor, ha N,

1
T —o, N/T<1 rogzitett értéke mellett, a & Z?XX " matrix (ahol X’ a transzpondltat

jeloli) sajatértékeinek az eloszlasa (# (}b )) a Wishart, vagy mas néven a Marchenko-

Pastur spektrumhoz konvergal (Marchenko et. al. [1967]):

payek 2D _ T JO =20 o = 2)

=N di 2N P ’ (33)

ahol
N
;i’max1nin: +.— 4
min =1t - (34)

Néhany megjegyzés a fentiekhez kapcsolédodan:

e Ha X N xT-s adatmatrix, akkor O = FX X’ pontosan a minta kovariancia

matrixa.

e Ha T'<N, akkor a 1-7/N stllyal nulla sajatértékek jelennek meg.

e Ha T = N, akkor Marchenko-Pasteur tétele Osszefiiggésben van a Wigner féle
félkor tétellel (Wigner [1958]), ami az elsd hatareloszlas tétel véletlen
(négyzetes) matrixokra.

e A konvergencia gyors, vélhetéen ~ 1/N (Bai [1993]).

Ez utébbi megjegyzés jelentdsége, hogy a véges Wishart matrixok sajatértékei is a

Marchenko-Pasteur tétel szerint viselkednek, és azok tobbsége mar N igen alacsony
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11.6. Egy sziirési eljaras a véletlen matrixok elméletére alapozva

Most pedig visszatériink arra a sziirési eljarasra, melyet Laloux et. al. [1999] javasolt.
Eszrevették, hogy a nagy empirikus kovariancia matrixok spektruma a kis
sajatértékeknek egy kvazi folytonos savjat tartalmazza, plusz néhany (~ 20) diszkrét
kozepes nagysagu sajatértéket, valamint egy darab nagy sajatértéket tavol a tobbitol.
Ezzel a nagy sajatértékkel jellemezték a piacot, a kozepes sajatértékeket a fobb ipari
szektorokkal hoztdk kapcsolatba, mig a kvazi folytonos sav struktirija
megkiilonboztethetetlen volt a véletlen matrixok kovariancia matrixdra jellemz6
spektrumtol. EbboOl azt a kovetkeztetést vontdk le, hogy ez a sd&v nem tartalmaz
informaciot a piac struktirajara vonatkozodan.

A javasolt szlirési eljards azon az oOtleten alapszik, hogy ezt a savot vegyik ki a
spektrumbol, és csupan a savon tuli sajatértékeket vegyiik figyelembe. Informaciot
ugyanis csak ezek a sajatértékek és a hozzajuk tartozd sajatvektorok adnak.
Gyakorlatban ez azt jelenti, hogy az optimalizaciot a nagy sajatértékekhez tartozo
sajatvektorok altéren kell végrehajtani, a kis sajatértékeket konstanssal kell
helyettesiteni, gy hogy a matrix nyomat (trace) megoérizziik. Ez az eljaras nagy
mértékben csokkenti a probléma dimenzionalitasat, és az optimalizalas jobb

portfoliokhoz vezet (Laloux et. al. [2000], Plerou et. al. [2002]).

A moédszer a fékomponens analizis egy fajtdjanak tekinthetd, ahol a véletlen sav felsd
értéke hatdrozza meg a figyelembe veendd sajatértékeket és sajatvektorokat, ezaltal

objektiv kritériumot szolgéltatva a figyelembe veend6 fékomponensek szamara.

Pafka et. al. [2004] elvégzett egy Osszehasonlitasi tesztet, s azt talalta, hogy ez a szlirési
eljaras valoban jol miikddik. Arra, hogy a véletlen savbol tovabbi informacidkat tudjunk

kisziirni Jurkiewicz [2004] és Papp et. al. [2005]) javasolt eljarasokat.

138



Habar a véletlen matrixok elméletén alapul6d sziirési eljaras versenyképesnek bizonyul,
¢és gyakran jobb portfolidhoz vezet, mint mas szlirési eljardsok, néhany kérdés igy is

felmeril.

e Ha az empirikus kovariancia matrix leginkdbb csak zajbol all, hogy lehet az,
hogy a pénziigyi intézmények mégis széleskortien hasznaljak?

e A nagy szamu, véletlen savba esO sajatértékek milyen mértékig jellemzik jol a
zaj hatasat a portf6lié mindségére? Tegyiik fol, hogy az optimalizalandé feladat
megoldésa a legnagyobb sajatértékekhez tartozé sajatvektorok alterében fekszik,
¢és ezek mintar6l mintdra viszonylagos stabilitdst mutatnak. Ez esetben sem
képzelhetd el, hogy a véletlen sajatértékek alterében még a Iényeges fluktuaciok
1s csak csekély hatast gyakorolnak az optimalis portfélidra?

e Raadasul Laloux et. al. [2000] a tobbiekhez hasonloan, akik a sziirési
problémaval foglalkoztak, valdés empirikus adatokat hasznaltak, ahol tovabbi
nem kivant hatdsok (mint példaul az idésor nem stacionarius jellege) lehettek
jelen, és tovabb novelhették a zaj forrdsat, egylittesen azzal az alapvetd

nehézséggel, amelyet az idsor véges hossza okozott.

Ezen kérdésektdl indittatva ugy dontottiink, hogy laboratériumi koriilmények kozott
vizsgaljuk meg a problémat. Ahelyett, hogy valds adatokat haszndlnank, mesterséges
iddsorokat generdltunk, melyben teljes kontrollal rendelkeztink a mogottes
sztochasztikus folyamatrdl. Ezt az motivalta, hogy képesek legyiink 6sszehasonlitani a
kiilonboz6é kockazati mértekek zajérzékenységét, és ehhez jobb, ha megszabadulunk a

bizonytalansdg mas forrasaitol.

Stratégiank az volt, hogy kiilonféle kovariancia matrix modelleket hasznaltunk, és
ezekbdl iddsorokat generaltunk. Ezt kovetden egy T hosszlisagli szakaszt kivettlink az
idésorbol, mintha azt a piacon figyeltiik volna meg, és megprobaltuk beldle
visszaallitani a kovariancia matrixot. Ezutan optimalizaltuk a portf6liét mind az igazi,
mind a megfigyelt kovariancia matrixbol adott kockézati mérték mellett, ¢és
meghataroztuk az iddsor véges voltabol adodo hiba nagysagat. Ezeket a modelleket tigy
valasztottuk meg, hogy valamilyen mértékben jellemezzék a valds piacot. Négy ilyen

kovariancia matrix struktirat mutatunk be, komplexitasuknak megfeleld sorrendben.
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11.7. Az optimdlis portfoliora gyakorolt zaj hatasanak mérése

A zaj hatasdnak a mérésére kiilonféle metrikdkat hasznalhatnank, a kovariancia
matrixok, vagy akar ezen matrixok sajatértékei kozott kiilonféle tavolsagokat vehetnénk.

Ezzel szemben azt gondoljuk, hogy egy portf6lié szuboptimalitasat azzal jellemezhetjiik

leginkabb, hogy a zaj hatdsara mennyivel novekedett meg (go-1) a portfolio kockazata,

ahol

wolw!
2 ij Y J (35)
qgo= 0% __(0), (0)* "

,-,-Wi o, W

Itt o' az igazi kovariancia matrix, a hozza tartozé portfolidsilyokat @ " jelsli.
jeloli az empirikus mintdbdl ado6dd kovariancia matrix folott végzett optimalizalas
eredményét, mig a hozza tartozd portfolid kockazatat a (35)-6s képlet szamlaloja
tartalmazza. Ezzel szemben az igaz portfolio kockdzata a (35)-0s képlet nevezdjében

talalhato.

Ezt a mértéket Pafka et. al. [2002] vezette be. Ez természetesen azt feltételezi, hogy

ismerjiik a valddi generald folyamatot.

A (8)-as egyenlet természetesen egy adott minta folott érvényes, azaz mas T

iddintervallumot véve annak értékére is mast kapunk. Mas szavakkal go maga is egy

valoszinliségi valtozo.

11.8. Modell épités és eredmények

11.8.1. 1. modell: A legegyszeriibb kovariancia matrix
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Tegyiik fel, hogy a hozamok egyiittes eloszlasa tobbvaltozos normalis, ennek is a
legegyszeriibb forméja, amikor az egység matrix a kovariancia matrix. Ez azt jelenti,
hogy a kovariancia matrixnak egy db N-szeresen degeneralt sajatértéke van, 4 = 1. Ha
most generalunk egy N x T-s adatmatrixot, ¢s megprobaljuk rekonstrudlni a kovariancia
matrixot az (32)-es egyenletnek megfelelden, akkor egy sokkal bonyolultabb struktarat
kapunk, mint az egység matrix. Ez a struktira mintar6l mintara valtozik, és konvergal az
egység matrixhoz, ha N rogzitett értékére 7'— co. N és T nagy értékeire N/T fixen tartdsa
mellett azt tapasztaljuk, hogy a zaj hatdsara a véges T kovetkeztében a A =1
sajatértékek felhasadnak, és a keletkezett spektrum a Marchenko Pastur spektrumhoz

konvergal (lasd (33)-as egyenlet).

Pafka et. al. [2003], Nowak et. al. [2003] és Papp et. al. [2005] megmutattak, hogy N, T

—00 esetén, és rogzitett N/T < 1 mellett fennall az alabbi 0sszefiiggés:

1
go= [ _N (36)
T

Jol ismert, hogy az empirikus kovariancia matrix maximalis rangja N és T koziil a
kisebbik lesz. T < N esetén a kovariancia matrixnak nulla sajatértékei lesznek, és a
portfolid optimalizalasi feladat értelmetlenné valik. A (36)-os egyenlet j6l mutatja, hogy

N/T —1 esetén a relativ kockazat divergal.

(36) csak N; T—oo esetén érvényes. Ha go eloszlasat szeretnénk tanulmanyozni,
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46. abra. q° eloszlasa novekvd N-re, N/T rogzitett értéke mellett (szimulacios eredmények).

akkor szimuldcids eljarasokhoz kell folyamodnunk. A 46. abra go hisztogrammjat

mutatja kiilonbozd N értékekre, N/T rogzitett értéke mellett. Jol lathatd, hogy N

novekedésével az eloszlas egyre élesebbé valik. Masrészt a 47. abra mutatja go atlagos
értekeit kiilonb6z6 N és T értékekre. A szimuldciobol nyert adatpontok szépen
illeszkednek az analitikus fliggvényre (ahol N, T—oo volt érvényben) mar mérsékeltebb

N és T értékek esetén is, illetve jol lathatd az N/T -t6l valo fliggés is.

11.8.2. 2. modell: Az egyfaktoros (piaci) modell

A 2. modell egy elmozdulas a valosag felé: azt feltételezziik, hogy a véletlen valtozdink
nem fiiggetlenek, hanem egyetlen faktoron keresztiil korreldlnak, ami a piac egészét
jelenti. A hozzd tartozd kovariancia matrixot a 48. abra dbra tartalmazza. (Az

egyszeriség kedvéért a szimmetria magas fokat feltételezziik, azaz minden diagonalis

elem értéke 1, és minden diagonalison kiviili elem (o).
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47. éabra: go atlagos értéke N/T fiiggvényében, N kiillonbozo értékei mellett (szimuldcids
eredmények). Az adatok szépen illeszkednek a Eq. (13)-as egyenlettel leirt fiiggvényre.

Ebben az esetben a kiilonbség a korrelaciéos €és a kovariancia matrixok kozott

megsziinik.)

Egy ilyen matrixnak egy darab (N-1)-szeres degeneralt kis sajatértéke van, melynek
értéke 1-Po, és 1 darab nagy (Frobenius-Perron) sajatértéke, melynek értéke 1 + (V-

1) Po. Az empirikus kovariancia matrixban a zaj nagysaga donti el a kis sajatértékek
degeneraltsagat, és bepasszirozza 6ket a Marchenko-Pastur spektrumba, mig a nagy

sajatértékre a hatasa mindossze O(1/N).

Mivel a legnagyobb sajatértek stlya a spektral eloszlasban 1, mig a kis sajatértékek

stlya N-1, ezért go O(1/N) hibaval hatarozhat6 meg, igy ugyanazt kapjuk, mint az 1-es
modellben, lasd (36)-os egyenlet.

Szimulaciok erre, és az ezt kovetd modellekre a kovetkezd standard eljarassal

készithetdk. Ha adott egy ©  kovariancia matrix, akkor az ehhez tartozo
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(a) (k)

48. abra: A 2-es, 3-as és 4-es modell korrelacios struktirai.

empirikus korrelaciés matrix a kovetkezéképpen éllithato eld: generaljunk az igazi o

korrelacios matrixbol véges hossz idésort, Yi = Z 7LiZ) ahol L az igazi korrelacios

matrix Cholesky-felbontasa ((¢ @ =LL") , €s z i fiiggetlen eloszlasu standard normalis

valtozd. Ekkor az empirikus korrelacidos matrix ((32)-es egyenlet) szokdsos becslése a

j r—
kovetkezo: 02?2,21 XX,

crer

nagy N-re és T-re a (36)-os egyenlet egy jo kozelitése g o-nak a 3-as modellben is.

11.8.3. 3. Modell: Szimmetrikus piac-plusz-szektorok modell

Itt azt feltételezziik, hogy az értékpapirok szektorokba csoportosithatok, melyek mérete

N1, és a korrelacido a szektoron beliil (£1), ami nagyobb, mint a szektorok kozotti

N
korrelacio (48. abra). A spektrum harom kiilonbozd sajatértéket tartalmaz, egy (N —V) -
1

N
szeres degeneralt kis sajatértéket, melynek értéke 1 - 21, egy darab [F‘l )-szeres
1

kozepes sajatértéket, melyek értéke 1 + (N1 —Dp, = Np, ¢s egyetlen nagy sajatértéket 1

+ (N1=Dpy + (N =Ny)py ¢értékkel. Ha N >> N1 >>1, akkor ezek tisztan elvalnak, lasd
49. abra, mig a zaj hatdsara ezek két elkiiloniilt blokkban jelennek meg, és ezeken tul

talalhato a legnagyobb sajatérték.
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2y doatla | 90szora
Mod. | N T N & Pk g ] 9o diff. | 9ohiba
1 100 | 200 1,4103 | 0,0690 | -0,0039 | 0,0022
2 100 | 200 | 0,2 1,4114 | 0,0700 | -0,0028 | 0,0022
2 100 | 200 | 0,5 1,4101 | 0,0701 | -0,0041 | 0,0022
3 100 | 200 | 0,2 20 0,4 1,4084 | 0,0719 | -0,0059 | 0,0023
4 100 | 200 | 0,3 | 25 0,4-0,8 11,4117 | 0,0724 | -0,0025 | 0,0023
4 100 | 200 | 0,2| 5-50 | 0,4-0,9 11,4092 | 0,0703 | -0,0050 | 0,0022
2 20 40 10,2 1,3894 | 0,1513 | -0,0247 | 0,0047
3 20 40 10,1 5 0,3 1,3844 | 0,1511 | -0,0298 | 0,0047
2 400 | 800 | 0,2 1,4125 | 0,0352 | -0,0016 | 0,0011
4 400 | 800 (03| 100 | 0,4-0,8, 1,4126 | 0,0360 | -0,0016 | 0,0011
50-
4 400 | 800 (0,2| 200 | 0,3-0,.9 1,4141 | 0,0354 | -0,0001 | 0,0011

32. tablazat: Szimulaciokbol szdrmazéd eredmények, adott paraméterek mellett. ,,qo atlag” és

,»00Szoras” jelentik o 1000 Monte Carlo szimulaciobol szamitott atlagat és szorasat. ,,q o diff”

jelenti a kiilonbséget ,,qo atlag” és (13) -mas egyenlet kozott, mig ,,go hiba” a”qo atlag”

becslési hibajat mutatja.

N1, Po, P paraméterektdl fiiggben a modell viselkedése bonyolultta valhat, de nagy N

és N1 értekekre go ismételten belesimul a (13)-mas egyenletbe (lasd az 32. tablazat

szimulacids eredményeit).

A véletlen matrix elméleten alapuld sziirési eljaras erds voltat Pafka et. al. [2004]
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49. abra. A sajatértékek szétvalasa a 3-as és a 4-es modellben.

vizsgélta, és megmutatta, hogy a modszer igen hatékonyan miikddik. Nem csupéan a
hibat csokkenti, ahogy N tart 7-hez, hanem Iehet6vé teszi, hogy 7-nél nagyobb

elemszamu portfélidkat optimalizaljunk, 1ényegében ugyanakkora hiba mellett.

11.8.4. 4. modell: Antiszimmetrikus piac-plusz-szektorok modell

Ujabb 1épésként a valods piaci struktura felé feloldjuk a szektorok kozotti szimmetriara
tett feltevésiinket. A szektoron kiviili korrelacié tovabbra is 2o >0, mig a szektoron

beliili korrelacié Pr(k=1..K) A szektorokon beliili korrelaciok a diagonalis

blokkokban kiilonb6zdek, de blokkonként ugyanazok (és nagyobbak, mint a blokkon

kiviilli korrelacio, Px > Po). A blokk méretére (Ne.k =1.K)  vonatkozoan is
megengedjiik, hogy azok kiilonb6z6 nagysaguak legyenek. A modell, amit most leirunk,
megegyezik azzal, amit Noh [2000] bevezetett. Az egyszerliség kedvéért tovabbra is
fenntartjuk azt a feltevésiinket, hogy a korrelacios €s a kovariancia matrix megegyezik,
azaz az egyes instrumentumok variancigjat 1-re allitottuk be. A korrelacids matrix

strukturdjat a 4 (c) dbra mutatja.
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Egy ilyen matrix, mely K szektort tartalmaz, K db kis sajatértékkel rendelkezik, melyek
érteke: 1 - Pr< 1, k = 1...K. A megfeleld sajatvektoroknak minddssze 2 nem nulla
eleme van, melyek abszolit értékben megegyeznek. Multiplicitdsuk N (—Lk=1..K

ahol N« a k. szektor mérete, azaz a teljes multiplicitasa a kis sajatértékeknek N - K.
Tovabba, K db nagyobb sajatérték létezik (4 > 1), tipikusan egyediil allnak és a modell

minden paraméterétél (Po»Pi>Ni) fiiggenek. Ez egy K szektoros matrix, 2K db
kiilonbozo sajatértékkel. A Frobenius-Perron tétel alapjan a legnagyobb sajatérték
sziikségszerlien elkiiloniil, és a hozza tartozd sajatvektor minden komponense pozitiv.
Ez az érték a teljes piaccal azonosithatd, mig a tobbi K - 1 sajatérték a szektorokhoz
kothetd, és megfelel az el6z6 modell kozepes sajatértékeinek. Ez alkalommal ezek
degeneraltsaga a szimmetria hidnyan (blokkok kiilonb6z6 voltan) mulik (49. édbra. A

sajatértékek szétvalasa a 3-as és a 4-es modellben.).

Az adott empirikus matrix sajatérték strukturajat a korabbiakhoz hasonlénak talaljuk, a
kis sajatértékek felhasadnak, és a mar jol ismert Marchenko-Pastur spektrum adodik. A
legnagyobb sajatérték alapvetden érzéketlen a zajra, mig annak hatdsa a kozepes
sajatértékekre a paraméterek fiiggvénye. Ha a paraméterek olyanok, hogy ezek a
sajatértékek jol elkiilonililnek és kiilonbozoek, tovabba N/T kelléen kicsi, akkor a

kozepes sajatértékek kiilonalldbak maradnak az empirikus spektrumban is.

Osszességében ez az egyszerti modell reprodukalja az empirikus kovariancia matrixok

fobb jellemvonasait a spektrumban (Laloux et. al. [1999]; Plerou [2002]).

Szimuléaciok (1asd 32. tablazat eredményei) azt mutatjak, hogy nagy N-re és T-re go jol

kozeliti a 13-mas egyenletet a 4-es modellben is.
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50. abra A becsilt korrelaciés matrixbol szarmazo ,,optimalis” o, (i=1..N) portfoliésulyok, mig a
szaggatott vonal az igazi sulyokat mutatja viszonyitasképpen N = 10,7 = 500 esetén.

1.9. A sulyok ingadozdasa és q0 eloszlasa

Lathattuk, hogy a zaj hatasa az atlagos relativ standard hibara esetenként igen jelentds,

kiilondsen nagy portfoliok és nem elégséges idésor esetén. Az atlagos go minddssze a
zaj nagysaganak egy globdlis mérdszama, részletesebb jellemzése az empirikus
kovariancia matrix optimalizéldsa soran adddd sulyok megfigyelésével adhaté meg.

Ahogy a matrix mintar6l mintara valtozik, a sulyok is ugy valtoznak.

A 50. abraan egy kis portfolio (N = 10) optimalis sulyai lathatok, mig a 51. abradn
ugyanezt egy nagyobb portfolié esetében (N = 100) lathatjuk.

Az eszkozok hozamai fiiggetlen standard normalis eloszldsuak. A szimulacid
eredményei egy 7 = 500 hosszi id6sorbol szarmaznak, azaz az N/T hanyados kellden
messze van a kritikus N/T = 1 kiiszobtol. Ebben a példaban az eszkozoket teljesen

ekvivalensnek tekintjiik, igy az igazi sulyok rendre 1/N nagysaguak, és egyenléek. Ezek
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az abran is lathatok dsszehasonlitasképpen. Az empirikus stlyoknak az igazi stulyoktol

valo tavolsaga azonban mar meglepd.
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51. abra: A becsiilt korrelacios matrixbol szarmazo ,,optimalis” ; (i=1...N) portfoliosulyok,
mig a szaggatott vonal az igazi sulyokat mutatja viszonyitasképpen N = 100, 7= 500 esetén.

Az 52. abra53. abra az empirikus sulyok ingadozasat mutatja idében, N = 100 és 7'= 500
esetre. A 8-as abran egy adott suly alakuldsat mutatjuk be, melyet 7 hosszusagu, ¢€s
egymast at nem feddé idésorokbol kaptunk, mig a 9-es abran ugyanez lathato azzal a
kiilonbséggel, hogy az idésort mindig 1 iddegységgel toltuk eldre. Az elsd esetben a
sulyok vad fluktuédcidja jellemz6, mig a méasodikban az egymast kovetd 7" hosszusagu
1désorok egymast atfeddk, igy az azokbodl szarmazd sulyok erdsen korrelaltak lesznek,
marad az igazi értékétdl. Nyilvanvaldan sem az egyik, sem a masik eset nem tal igéretes
a portfolio Osszedllitasa szempontjabol. Az elsd esetben a portfoliot teljesen at kell
rendezni minden T peridodusban, mig az utdbbi esetén a portfolio stabil marad egyik
napr6l a masikra, de az id0 nagy részében tavol marad a valdoban optimalis

Osszeallitastol.
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52. dbra: A @] suly alakulasa T = 500 hosszsagi egymast nem atfed6 idésorokbol N = 100

esetén (a szaggatott vonalak az ,,igazi stlyokat jelzik”)
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53. dbra: A O] suly alakulasa 7 = 500 hosszusagt egymast atfedo idésorokbdl N = 100 esetén
(a szaggatott vonalak az ,,igazi stlyokat jelzik™)

A sulyok nagyfoku instabilitdsdhoz viszonyitva a portfolio kockdzatanak az ingadozéasa

relative kicsi. Emlékezziink a 46. abradra, amely go eloszlasat mutatja, ahogy az mintarél
mintara valtozik. Nagy N-re és N/T kellOen kicsi értékére az eloszlas é€les, és barmely
mintan kapott érték megfeleldn reprezentédlja az atlagot. Ha N/T 1-hez kdzeli, akkor az

eloszlas értelmezési tartoménya ¢€s a sulyok variancidja divergal.

Minden eredmény, amely szimulaciés modelliink eredménye kétséget ébreszthet az
olvasoban az eredmények relevancidjanak a tekintetében. Ezek az eredmények idealis
koriilmények kozott keletkeztek, a generalt hozamok normalis eloszlastak, és az idésor
erésen staciondrius. Ezek egyike sem jellemzd a valos piacokra, de pontosan emiatt azt
gondoljuk, hogy a zaj hatdsa valos portfoliockon még erdsebb lenne, mint egy ilyen

idealizalt kornyezetben.

Figyelembe véve azt a tényt, hogy N/T sosem kicsi a gyakorlatban, sét gyakran a

kritikus N/T = 1 ala esik, szlikségszerii, hogy valamilyen szlirési eljarast alkalmazzunk a
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zaj csokkentése érdekében. Ezen technikdk nagy része megtalalhatd a szakirodalomban
(Gruber et. al. [1995]), és széles korben hasznalt. A szlirési modszerek ismertetése nem
célunk ebben a tanulmanyban. A kovetkezd fejezetben bemutatjuk néhdny alternativ
kockazati mértékek zajérzékenységét, melyekre mar nem léteznek szlirési technikak.
Hogy azok zajérzékenységét 0ssze tudjuk hasonlitani a variancidéval, ezért ez utobbinak

a szliretlen esetre vonatkozo eredményeit vessziik figyelembe.

12. Alternativ kockazati mertekek

12.1.

Mivel a normalis eloszlasnak két el nem tiind kumulansa van, a varhato érték és a
variancia, igy a fluktuacidk tipikus nagysaga egy szammal jellemezhetd, a varianciaval,
vagy a szorassal. Mas eloszldsok esetén a variancia nem elegendd. Vastag széli
eloszlasok esetén, melyek aszimptotikusan hatvanyfiiggvényszertien csokkennek, a
variancia egy félrevezetd kockazati mérték. A valos portfoliok gyakran rendelkeznek
ezzel a tulajdonsaggal, ezért nem tandcsos Oket variancia mellett minimalizalni. Ezt
felismerve az irodalom és a gyakorlat szamos alternativ kockazati mértéket kinal. Nem
kivanjuk ezek mindegyikét felsorolni, csupan néhany gyakorlati és elméleti jelentdségiit

vizsgélunk.

Value at Risk és a szabdlyozoi mértékek

A Value at Risk (VaR) és mas szabalyozoi mértékek nem targyai dolgozatunk ezen
részének. A VaR-t itt Gjra bemutatjuk, ugyanakkor a korabbiaktol eltéré aspektusban,

mivel fontosnak tartjuk tisztdzni, hogy miért nem illik ezen fejezet kereteibe.

A Value at Risk, mint a dolgozat korabbi fejezeteiben bemutattuk nem mas, mint egy
altalaban magas konfidenciaszinthez (95%, vagy 99%) tartozé kvantilis, egy kiiszob.
1994-ben vezette be a Riskmetrics, €s gyorsan elterjedt az egész bankszektorban, és
beépiilt a szabalyozasba is. Kétségkiviil vannak megkérddjelezhetetlen elényei a ,,mi
lenne ha” tipusu kockéazati mértékekkel szemben (példaul gérogok): univerzalis, ami azt

jelenti, hogy tetszéleges portfoliora alkalmazhatd, a siirliségfliggvény funkcionalja,
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valdszinliségi tartalommal bir és pénzben van kifejezve. Vannak azonban hatranyai is,
ezek kozil a legnyilvanvalobb, hogy nem mond semmit a veszteség atlagos, tipikus
nagysagarol. Masrészt mivel kvantilisrdl beszéliink, nem egy konvex kockazati mérték.
Ez kiilonOsen azért zavard, mert az elmult években kockazatmérd eszkozbol dontéshozo
eszk6zz¢ nétte ki magat, ami esetiinkben portfolié optimalizalast jelent, amit kiilondsen
nehéz elvégezni egy nem konvex kockazati mérték mellett. (A VaR elényeirdl és
hatranyairol tobbek kozott az alabbi szerz6knél olvashatunk: Shin et. al. [2001], Acerbi
et. al. [2002], McNeil [2002], Rockafellar et. al. [2002].

A legtobb szerzd szamara a konvexitds hidnya volt a f& motivacio, hogy Uj kockazati
mértéket keressen, és ez vezetett a koherens kockazati mértékek axiomainak a
lefektetéséhez. (Artzner et. al. [1997]; Heath et. al. [1999]). Az axidémarendszer
legfontosabb jellemzoit Gall et. al. [2005] alapjan foglaljuk 6ssze. Egy kockazati mérték
akkor koherens, ha az alabbi tulajdonsagokat teljesiti.

e Monoton: ha egy portfoli6 minden esetben nagyobb hozamot igér, mint egy
masik, akkor annak ne legyen nagyobb a kockazata.

e Pozitiv homogén: Megtobbszorézve a portfoliot, mikdzben annak Osszetételét
megtartjuk, a portfolié kockéazata is aranyosan novekedjen.

e Szubadditiv: Két portfoliot dsszetéve ne novekedhessen a kockazat abban az
értelemben, hogy az egyes portfoliok kockazatanak 0sszegét nem haladhatjuk
meg. Ebben a tulajdonsagban tiikr6zddik vissza a diverzifikacioé fogalma.

e Eltolas invaridns: Ha biztosan realizdlunk egy adott 6sszegli pénzaramlast, akkor

a portfolio kockazata épp ennek a pénzaramlasnak a mértékével csdkkenjen.

A fenti tulajdonsagok tiikrében, ha egy mérték pozitiv homogén €s szubadditiv, akkor az
konvex is, az allitds megforditva ugyanakkor nem igaz. A konvexitds elvardsa egy
gyengébb kovetelmény, mint kiilon-kiilon elvarni egy mértéktdl, hogy pozitiv homogén,
¢s szubadditiv is legyen. Ha azonban egy kockazati mérték a szubadditivitas
tulajdonsaganak nem tesz eleget, akkor az nem is konvex. Ez forditva is igaz, ha mérték
nem konvex, akkor nem is szubadditiv. Ebbdl addédoéan a dolgozat soran kvazi
szinonimaként hasznaljuk a konvexitas és szubadditivitds meglétét, vagy hianyat, holott

nem ugyanazon, de szorosan 6sszefiiggd fogalmakrol van szo.
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A konvexitds hidnyabol eredd hatranyok nagy portfoliok esetén vitathatok, jelen
tanulmanyunkban a VaR-t nem kivanjuk vizsgalni, a bonyolult, nem konvex viselkedése
miatt, ami alacsony N/T arany mellett is jelen van, s ezzel lehetetlenné teszi a kdzvetlen

Osszehasonlitast a varianciaval.

A VaR-t a nemzetkozi szabalyozas karolta fol, azaltal hogy a Basell-es tOkeegyezmény
az 1996-os kiegészitésében lehetdvé tette a bankok szamara, hogy kereskedési konyviik
tokekovetelményének meghatirozasara VaR alapu bels6 modelleket hasznaljanak. Azok
szamara, akik nem akartak bels0 modellt fejleszteni, a szabalyozo egyszeri
algoritmusokat kinalt a minimalis t6kesziikséglet meghatdrozdsara. A sztenderd modellt
az Egyesiilt Allamok nem fogadta el, de javasolja azon kisebb intézményei szamara,
melyek eurdpai piacokon vannak jelen. A sztenderd modell a tékét kiilonbozod
pozicidkhoz rendeli hozza, amint azt az Eurdpai Uniods direktiva megfogalmazza, hogy
fedezetet nyujtson ezen poziciok kockazatara, igy ez is egyfajta kockazati mértéknek
tekinthetd. Ezek nem rendelkeznek valoszinliségi tartalommal, illetve nem is
funkcionaljai a stirliségfiiggvénynek. Réadasul ezen kockazati mértékek némelyike
szintén megsérti a konvexitas kovetelményét (Kondor et al., [2004]). Ezen okok miatt
nem végezhetd el ezen mértékek és a variancia, illetve a tobbi kockazati mérték értelmes
Osszehasonlitdsa a zajérzékenység tekintetében. Ugyanakkor a szabalyozéi mértékek
rendelkeznek egy specidlis tulajdonsdggal, mely mind az Expected Shortfallt, mind a
tobbi késdbbiekben taglalt kockazati mértéket jellemzi: ezek szakaszonként linearis

mértékek, isorisk feliileteik poliéderek.

12.2. Abszolut eltérés

Az abszolut eltérés mint kockazati mérték (E(1X1), azaz az abszolut értékben vett
eltérések varhato értéke) egy kézen fekvd alternativdja a szoérdsnak. Néhany
kockézatmenedzsment modszertan (pl. Algorithmics [2002]) ténylegesen az abszolut
elényoket jelent, mivel ez esetben az optimum egy linedris programozasi feladat
megoldasakeént all eld. Ezzel szemben nehezen talalunk irodalmat (Simaan [1997]) arra

vonatkozoan, hogy milyen az atlagos eltérés zajérzékenysége .
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Véve egy T hosszsagi véges iddsort, a minimalizalandd célfiiggvény (Konno et. al.

[1991]) alapjan a kovetkezo:

1
T

S,
i

’ (37)

az Zi:w" = 1 feltételek mellett. (A hozamokra vonatkozo feltételektél ismét

eltekintiink.)

Ez ekvivalens a kdvetkez06 linedris programozasi feladattal:

min %Zu (38)
sturt 2> (39)
w m 2 (40)
Zwi =1 (41)

(ahola Wi ésu:, t=1...T segéd valtozokban optimalizalunk, mig az (39-40) egyenletek
2T db korlatoz6 egyenletet jelentenek.

Most alkalmazzuk ugyanazt a szimulacion alapuld stratégiat, mint a variancia esetén.
Generaljunk mesterséges adatokat egy ismert struktirabol, az egyszerliség kedvéért ezek

legyenek fiiggetlen standard normalis eloszlast valtozok. Mivel standard normalis

[2
eloszlas esetén: E(1*1) = /—0,q0 AD esetén is a kovetkez6képpen szamolhato:
V4

2
W
2 i

C]O’AD:W’ (42)
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ahol a szamlald a fenti optimalizacidbol szarmazo sulyokon alapuld portfolio szérésa,

mig a nevezd az igazi sulyokbol allo portfolio szorasa.

|
A szimmetria miatt az igazi sulyok mind egyenldek (Wi(O) =N ), a go hanyados pedig,

ami a megfigyelt portfolid szuboptimalitasat jellemzi, a kovetkezé formara

egyszertisodik:
2 *2
qO,AD=NZWi - (43)

A kiilonbozdé N/T értékekre elvégzett szimulacid eredményét az 54. dbra tartalmazza.

Lathato, hogy az adatok Ujra egy gorbére esnek, ami azt mutatja, hogy go .40 ismét N/T -

ben skalazodik. Az abra tartalmazza a variancia esetében megfigyelt eredményeket is.

Egyértelmiien kidertiil, hogy go .40 a varianciat jellemzd g, folott halad, ami azt jelenti,
hogy az atlagos eltérés mint kockdzati mérték érzékenyebb a zajra, mint a variancia. (Ez

konzisztens Simaan [1997] eredményével.)
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54. abra: qo,4p az N/T fliiggvényében (szimulacidés eredmények). go,4p pontjai is egy gorbére
esnek, mint azt a variancia esetében (szaggatott vonal) is tapasztalhattuk.

absolute deviation variance

55. abra: AD ¢és a variancia iso-risk feliilletei N = 2 és T = 4 esetén. Az emlitett kockazati
mértékek minimalizacios faladatainak a megoldasat mutatja az abra (vastag vonal jelzi az ,,igazi
sulyokat”, mig a normal és szaggatott vonalak 1-1 optimalizacié eredményét mutatjak).
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12.3.

A megnovekedett érzékenység okat Kondor et. al. [2006] megmutatta. Az isorisk
feliiletek az atlagos eltérés esetén poliéderek, mig a variancia esetén ellipszoidok. Az
optimalizaci6 megoldasa az a pont, ahol ez a poliéder, vagy ellipszoid eldszor érinti a
korlatozo hipersikot. Ez tipikusan a poliéder valamelyik extrémalis pontjaban torténik
meg. Ha véges iddsorbol allitjuk el ezt a poliédert, akkor az elkeriilhetetleniil
tartalmazni fog becslési hibakat. Kovetkezésképpen a poliéder alakja és/vagy a pozicidja
mintardl mintara valtozni fog. Ennek eredményeképpen a megoldas egyik extrémalis
pontrol a masikra fog ugralni (lasd 55. 4bra). Ez a diszkontinuitds az alapvetd oka a
megnott érzékenységnek. Amennyiben N/T tart a nulldhoz, a poliéder ellipszoidda
alakul, és a kiilonbség az abszolut eltérésben €s a variancidban optimalizalt portfolio
kozott eltlinik. A mérték szakaszonként lineéris jellege igen vonzé tulajdonsag, hiszen
gyors ¢és hatékony algoritmusok implementalasat teszi lehetdvé, ugyanakkor épp ez a

kedvezd jellemvonasa okozza a nagyobb zajérzékenységet.

Expected shortfall

(6nallo eredmény)

Az Expected Shortfall (1asd pl. Acerbi [2004]) egy valoszinliségben definialt kiiszobon
tuli varhatod érték. Abszolut folytonos eloszlasok esetén ez ugyanaz, mint a feltételes
VaR (Conditional VaR, CVaR), de diszkrét eloszlasok esetén a két kockazati mérték a
CVaR ¢s az ES mar nem ugyanaz. A kiilonbségek részletes vizsgalatat tobbek kozott
(Acerbi et. al. [2002]) mutatja be. Feltételes varhato értékként az ES ésszeriibb
jellemzését adja a nagy veszteségeknek, mint a VaR. Ezen kivill ez egy koherens
kockézati mérték (ebbdl adoddan konvex is), nem ugy, mint aVaR, bar megjegyezziik,
hogy azok koziil a legegyszerlibb ¢és a leginkabb intuitiv (Acerbi et. al. [2002]).
Valojaban a koherens kockézati mértékeknek egy specidlis halmazéaba tartozik, melyet
spektralis mértékeknek hivunk (Acerbi [2004]). Ezen vonz6 tulajdonsagok miatt az ES
erésen tamogatott azon személyek korében, akik aggodalmukat fejezik ki a VaR
inkonzisztencidja miatt. Rockafellar et. al. [2000] megmutattdk, hogy az ES
optimalizacidja linearis programozasi feladatra redukalhatd, mely igen hatékony

algoritmusokat kinal.
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Az ES célfiiggvénye (v-ben és Wi-ben minimalizalva) (Rockafellar et. al. [2000])

alapjan a kovetkezo:

1

1 -
oy 3] v T T i

Zi Wi =1 feltételek mellett. (A hozamokra vonatkozo feltételeket elhagytuk, mint ezt

az egész tanulmany soran tessziik.) Az [#]" jelentése a kovetkezd: ha & > 0, akkor

értéke & | egyébként 0, mig £ az ES-hez tartozo konfidencia szint.

A fenti optimalizacids feladat ekvivalens a kovetkezo linearis programozasi feladattal:

1
nnnKV+-—————§Zut) (45)

(1-p14
smm}wZM% (46)
ue>0 (47)
Zmzl (48)

(ahola Wi, vésu,t=1...T valtozokban minimalizalunk).

Az ES zajérzékenységének tesztelésére fliggetlen standard normalis eloszlast valtozokat
hasznaltunk teljes analogidban a kordbbi modellekkel. A véges T iddsor fol6tti

optimalizalasbol adodo szuboptimumot go,es-sel jeldljiik.

A szimulacio6 soran egy nem vart jelenséggel taldlkoztunk: azzal, hogy a megoldas nem
mindig 1étezik! Konkrétabban a megoldds létezése a mintatdl fligg, és ezaltal egy
valoszinliségszamitasi kérdéssé valik. A megoldas 1étezésének valoszintisége az N, T és
p paraméterek fiiggvénye. Mielott belevagnank az ES zajérzékenységének mérésébe,
szlikségesnek érezziik tisztazni ezt a problémat, és kivalasztani azokat a teriileteket,
melyeken azt varjuk, hogy a megoldas kozel 1 valoszinliséggel 1étezik. Mivel a feladat

igen bonyolult, valamint hogy eldzetes betekintést nyerhessiink a probléma
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B 1-hez kozel van. Ez

esetben (1- £ )T < 1, ami azt jelenti, hogy csak a legkisebb elem jarul hozza az ES-hez.
Ez a lesziikitett eset igy Onmagédban is egy koherens (spektralis) mértéket ad, a
maximalis veszteséget. A megoldhatdsagi probléma ML esetén is jelen van, és az ES-sel
ellentétben analitikusan konnyen kovethetd, azaz egyféle laboratoriumként szolgal a

jelenség modellezésére.

12.4. Maximalis veszteség

(6nallo eredmény)

A maximalis veszteség mint kockéazati mérték talan tul pesszimistanak tiinhet, 1ényege,
hogy egy adott 7 iddsor folott a maximalis veszteséget minimalizaljuk a sulyokban. A

minimalizalando célfiiggvény a kdvetkezo:

max t( Zwixit )’ (49)

a szokdsos sulyokra vonatkozé korlatozas mellett Z[ W =1.

A minimax probléma (Young [1998]) ekvivalens a kovetkezd linearis programozasi

feladattal:
min u (50)
S.t. u> - Zi:wix"f (51)
Z‘ Wi =] (52)

A portfolid szuboptimalitasat gomr-lel jeloljiik. Jelentése analdég a kordbban
definialtakkal. Mint azt mar emlitettiik, az optimum nem mindig 1étezik, ezért gomr -t

azon feltételezés mellett kell érteniink, hogy a feladat optimalizalhato.
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Ezt a megoldhatésadgi problémat a kovetkezd egyszeri példan keresztiil kivanjuk
megvilagitani: képzeljiik el a kdovetkezd egyszerii esetet, ahol N =2, és T = 2, ekkor két

linedris fiiggvénylink van a 26-os egyenletbdl adododan:

yi=-WiXn — (I=w)xy = (xy = X)W =Xy, (53)

yo=-WiXp, —(L=w)x,, = (X = X)W — Xy, (54)

ahol a W, sulyt a korlatozo egyenletbe torténd behelyettesitéssel mar eliminaltuk. Ha a
két fenti egyenesnek a meredeksége ellenkezd eldjelli, azaz X2 >X1 és X <X, vagy

Xy < Xp1és Xp>Xy, akkor létezni fog a megoldds, mas esetben azonban nem. Az 56.
abra mutatja a fent leirt eseteket. Konnyen lathatd, hogy fiiggetlen standard normalis

eloszlasu hozamok esetén a megoldas 1étezésének valdsziniisége 1/2.

Most mar értjlik a probléma gyokerét: az ML kialakitasanal fogva egy konvex kockazati
mérték, de a problémat az okozza, hogy alulrél nem mindig korlatos, és ez esetben nem
létezik az optimum. Ugyanakkor az is vilagos, hogy ha korlatokat vetiink ki a stlyokra,

azaz megtiltjuk, hogy negativak legyenek, ez megsziinteti a problémat (ez a short selling

megtiltasat jelenti).
solution no solution
y
% ¥, 2
a) b
( (b) y
W W

56. abra: y;(W1) és yo(Wi)-nek a szovegben leirt esetei. (a): az ML kockazati mérték alulrol
korlatos, és a megoldas 1étezik, (b): a mérték nem korlatos, igy a minimumhely nem létezik.
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Altalanos esetet vizsgalva T darab véletlen hipersikunk van egy N dimenzios térben, és a
megoldas létezésének feltétele, hogy ezek a hipersikok egy konvex politopot alkossanak.
N és T figyelembe vételével az optimum létezésének a valosziniiségére a kovetkezd

érvényes:

p

o T-1
S

k=N-1

) (55)

= (=D

A kordbbiakban fliggetlen standard normalis eloszlasti valtozokkal dolgoztunk, az
eredmények érvényesek tetszéleges tobbvaltozds normadlis eloszlasra, sét elliptikus
eloszlasokra is. A kockézati mérték optimalizalhatosdganak valoszinlisége nem fiigghet
a koordinata rendszer tengelyeinek az iranyatol, sem pedig skalazastol, ami pl. a

fiiggetlen normalis eloszlast elliptikusba viszi at.

Hasonlo6 probléma mar korabban is felmeriilt a sztochasztikus programozas és a véletlen

geometria terililetén (lasd Todd [1991]; Mattheiss et. al. [1977]).
Az 57. abra illusztrdlja az optimalizalhatosadg valoszintségét N/T fliggvényében, N

kiilonboz6 értékeire. N-et novelve az atmenet egyre élesebbé valik, mig a limeszben (N,

T —x) az atmenet megszakad, és p egy 1épcsOs fliggvénnyé valik.
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57. é4bra: Annak a valoszinlisége, hogy a minimax problémanak létezik megoldasa N/T

fliggvényében N kiilonboz6 értékei mellett. Ahogy N —oo, p [épcsOs fliggvénnyé valik.

N és T nagy értékeire a valoszinliség eloszlas jol kozelithetd a kovetkezd fliggvénnyel:

P =1-¢(z), ahol
15°

b(2)= J:O ﬁe_z ds,s

233 VT

T 2

Az 58. abradn a megoldhatésag valoszinliségét abrazoljuk 222(

(56)

(57)

(58)

N1y

T 2

fiiggvényében. Ha N és T egyarant nagyok, és N < T/2, akkor z nagy és negativ, és a

megoldas 1étezésének valosziniisége 1-hez nagyon kozel van. Amikor N > 772, akkor z

nagy ¢s pozitiv, €s p 0-hoz kozeli. Az atmenet egyre €élesebbé valik 7' novekedésével. Az

N/T = 1/2 specialis esetet képvisel, hasonldan az N/T = 1-hez a variancia esetében. Mivel
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a kovariancia matrix maximalis rangja N és T koziil a kisebbik, az optimalizacié a

varianciaban mindig

0.6 T

=
|
-
|
=]
| o= I

|
|
Ll

58. éabra: Annak a valoszinlisége, hogy a minimax feladatnak Iétezik megoldasa z =

N 1
2 (? - E )\/T fliggvényében.

lehetséges, ha N/T < 1, és mindig értelmetlen, ha N/T > 1. A megoldas létezésének
valoszinliségét bevezethetjlik tehat a variancia esetén is, ami egy lépcsds fiiggvény lesz,
és a fliggvény N/T = 1 esetén ugrik. A kiilonbség ML esetében az, hogy véges N/T -re az
atmenet folytonos, ami azt jelenti, hogy sosem lehetiink teljesen biztosak abban, hogy a

megoldas 1étezik. A konvergencia ugyanakkor az eloszlas mindkét végén nagyon gyors.

Feltéve, hogy elegend6 mennyiségii olyan adat all rendelkezésiinkre, melyeken a
megoldas 1étezik, futtathatjuk a korabban bevezetett szimuldcidkat, és megmérhetjiik
qo.mL-t, N/T fiiggvényében. Egyaltalan nem kell meglepddniink, ha azt tapasztaljuk,

hogy qo,mr sokkal nagyobb, mint g a variancia esetében, vagy go ap.
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ML isorisk feliiletei is poliéderek, mint azok AD esetében voltak, és a megoldas itt is

egyik extrémalis pontrol a masikra ugral zajos kornyezetben. Sokkal fontosabb azonban,

hogy ML-ben torténd optimalizalds esetén egy napi (iddegységnyi) adat kivételével az

Osszes tobbit eldobjuk. Ezek utdn nem csoda, hogy a becslés nagyon instabilla valik

ilyen koriilmények kozott.

4 . .

variance
abs. deviation

= max, loss

0.4

0.6
NT

0.8

59. abra: go.mL N/T fliggvényében (szimulacidval kapott eredmények). Az Gsszehasonlithatosag
kedvéért az abra a variancia és az AD korabban bemutatott g, értékeit is tartalmazza.

Az 59. abra ML zajérzékenységét mutatja, a variancidhoz ¢és az AD-hez viszonyitva.

Lathato, hogy a harom koziil ML a legérzékenyebb, és az N/T = 1/2 kritikus értéknél

q0,ML divergél.

(6nallo eredmény)

12.5. Az expected shortfall megoldhatosagi problémadja

Most mar képesek vagyunk az ES megoldhatosagi térképének a fOlrajzolasara.

Kisérleteink eredménye a

»fazisdiagram”,

melyet

a o60.

abra tartalmaz.

A
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megoldhatosagi térkép annak az esetnek felel meg, amikor N és T a végtelenbe tartanak,

mikdzben ardnyuk folyamatosan valtozik 0 és 1 kozott a fiiggéleges tengely mentén. A
konfidenciaszint (#£) valtozasat a vizszintes tengelyen tiintettiik fel. Az el6z6
alfejezetbél tudjuk, hogy # = 1 esetén (ami az ML) a megoldas létezésének a
valdszintisége 1-r6l O-ra esik le N/T = 1/2-nél, ahogy haladunk a B =1 egyenes mentén.

Ahogy eltavolodunk £ = 1-t81, N/T kritikus értéke (azaz ahol a megoldas valészintisége
ugrik) csokken. Ez azt jelenti, hogy rdgzitett N mellett egyre hosszabb és hosszabb
idosort kell figyelembe venniink ahhoz, hogy a feladat ugyanakkora eséllyel megoldhat6

legyen. Ez azt is jelenti, hogy ES egyre érzékenyebbé valik a zajra ahogy # csokken.

Mivel £ csokkenése azzal jar, hogy egyre tobb ¢€s tobb adatot vesziink figyelembe, ez az

eredmény igen meglepd.

A fazisatmenet hatardnak pontos alakjat bonyolult meghatarozni, kiilonésen N/T kis

értékeire, ahol a szimuldciok mar igen lasstikka valnak. Ezen ok miatt a fazisatmenet
fiiggvényt mar nem mértik ki £ = 0,3-nal kisebb értékekre, viszont kénnyii
megmutatni, hogy ennek az origoban kell végzddnie, mivel B >0 és NIT—0 esetén
minden informacionk rendelkezésre all, emiatt sziikségszertien # = 1, mig N/T > 0 és
B — 0 esetén a minimalizalando célfiiggvény linearissa valik, és emiatt sosem lesz

korlatos a sulyokban, kovetkezésképpen az optimalizalhatosag valoszintisége O. B kis

értekeinek nincs gyakorlati jelentdsége, mi csupdn azt szeretnénk kihangsulyozni, hogy

a fazisatmenet hatara lefelé kanyarodik, ahogy # értéke egytél a nullahoz tart.

Véges N, T esetén a fliggvény éles zuhandsa, ami a limeszben (N, T—o) volt
megfigyelhetd, folytonos atmenetté alakult, hasonléan az ML esetén megfigyeltekhez.
Ezt illusztralja a 61. abra, ahol az iso-p gorbek (p(ﬂ ,N/T)) lathatok N = 100 esetén, mig

a 62. dbra p valtozasat mutatja N/T fliggvényében, rogzitett B = 0,7 mellett. A short

selling megtiltadsaval a megoldhatdsagi probléma itt is megsziinik.

Ezek utin mér vizsgalhatjuk az ES zajra valo érzékenységét. Rogzitett £ mentén
haladva (feltéve, hogy a megoldas 1étezik) N/T ndvekedése mellett go,gs is gyorsan nd,

¢s divergalni kezd a kritikus N/T érték kozeledtével (1asd 63. 4bra).
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60. abra: A fazisdiagramm a p = 0 és p = 1 allapotokat, és a koztiik 1év6é hatarvonalat mutatja a
BNt térben, mikdzben (N, T— ).
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61. abra: p szintvonalai B ¢sNIT fliggvényében N = 100 esetén

Ezen tulmenden még egy érdekes ténnyel talalkozhatunk, ha rogzitett N/T esetén qo,gs

valtozasat vizsgaljuk B figgvényében. (Ez megfelel annak, hogy a
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62. abra: Annak a valoszinlisége (,0 ), hogy az ES feladat megoldhaté N/T fiiggvényében, B =
0:7 értéke mellett (N kiilonbdzé értékeire). N —oo esetén £ 1épesés fliggvénnyé valik.
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63. abra: qo,gs N/T fliggvényében B =07 rogzitett értéke mellett (kiilonboz6 N-ekre).
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64. abra: qo,gs B fliggvényében rogzitett N/T = 1/4 mellett (N kiillonb6zo értékeire).
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65. abra: qo(ﬂ ,N/T') szintvonalai

60. abraan a vizszintes tengely mentén haladunk.) Ahogy £ értéke csokken, kezdetben

qo,es 1s vele egyiitt csokken, de miutan elérte a minimumat, ujbol ndvekedni kezd, és a
fazisatmenet hataran divergal (lasd 64. abra). go,cs -nek ez a nem monoton valtozasa s

fiiggvényében a 65. abraan lathato, ahol go,es (B ;N/T ) szintvonalai taldlhatok meg.

171



4 T T | T T
© Vanance

-=:= ahs. deviation

- — max. loss ; i

—— exp. shortfall [ i

gl (B=0.7) o I

q0 5|

D 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.5 1 1.2

N/T

22. &bra. go N/T fiiggvényében az ismertetett kockazati mértékek esetén

Mind go,ks, mind pedig a fazisdtmenet hatarok viselkedését érdekesnek talaljuk, mivel

azt vartuk, hogy az ES egyre kevésbé és kevésbé lesz érzékeny a zajra B
csOkkenésével, ami azt jelenti, hogy egyre tobb és tobb adatot vesziink figyelembe.
Amikor a kiilonb6z6 kockazati mértékek zajérzékenységét vizsgaltuk, vilagos volt
szamunkra, hogy nem fair a variancidt egy magas konfidenciaszinti ES-sel

Osszehasonlitani, mivel ezaltal a megfigyelt adatok nagy részét eldobjuk. (Kdszonettel

tartozunk ezen észrevételért Carlo Acerbinek.) Ami meglepd, hogy £ csokkenésével a
megoldhatosag valoszinlisége csokken, gy pedig a kezdeti csokkenés utan novekedésnek
indul. Tekintettel ¢o,g.s €zen nem monoton viselkedésére, a legkedvezdbb
Osszehasonlitast akkor tudnank megtenni, ha B és NIT terében kijelolnénk azt a részt,
amely mentén ¢o,gs minimalis. Sajnalatos mdédon ez 6ridsi szamitdsi munkat igényelne,
emiatt erre nem keriilt sor. A rendelkezésre all6 eredmények alapjan azonban sejtheto,
hogy ES egy megndvekedett zajérzékenységet mutatna nem csak a varianciaval, hanem

AD-vel szemben is, még a legkedvezdbb koriilmények esetén is.

Az ebben a fejezetben leirt eredmények mind fliggetlen standard normalis eloszlasu

valtozok felhasznélasaval sziilettek. Konnyti belatni, hogy az allitasok korrelalt normalis
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12.6. A sulyok ingadozasa és qy eloszlasa

Vessilink még egy pillantast a portfolidk zaj okozta instabilitasara, és tanulmanyozzuk a
sulyok ingadozasat, illetve g, eloszlasat. A kordbbiakban vézolt szimulacidkat Ujra
végrehajtva a 66. abraés 67. abra eredményeihez jutottunk (mind a négy kockazati

mérték esetén korreldlatlan normalis eloszlasu valtozokat hasznalva.)

variance abs. deviation
0.06 + 006 ¢
0.04 } 004 ¢ |
W W
1 1
Wbl A
0 0 ] T
0.0z E 2 : l 0.02 | 3 i ; :
0 1040 200 300 400 [i] 100 200 300 400
I I
max. loss exp. shortfall ( f=0.7)
006 §
0.04 |
Ll
0.02 ‘
MR | e
-0.02 ¢
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
1 T

66. dbra: @ az idd fliggvényében mind a 4 kockazati mérték esetén, egymast nem atfedo
1d6sorokbol szamitva (N = 50, T = 500).
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67. abra: @ az id fliggvényében mind a 4 kockazati mérték esetén, egymast atfedo

idésorokbol szamitva, azaz az iddsort 1 egységgel folyamatosan 1éptetve (N = 50, T = 500).

Amint azt az dbran lathatjuk, még a variancia esetén is igen instabilak a sulyok, még

akkor is, amikor maga ¢ elfogadhat6 lenne. Nem atfedd iddsorok esetén a mintardl

mintara torténd valtozasok igen nagyok és korrelalatlanok, mig egymast atfedd (egy

id6ponttal csusztatott) idésorok esetén a stlyok erdsen korreldltak, és egy zajtol

perturbalt Utvonalat jarnak be, mig az igazi sulyok konstansok. Az is lathatd, hogy a

sulyok instabilitasa egyre inkabb nodvekszik, ahogy az egyik kockazati mértékrdl a

masikra valtunk, a kovetkez6 sorrendben: variancia, AD, ES, ML.

Ugyanezt a kovetkeztetést vonhatjuk le a 68. abradt szemlélve is, ami azt mutatja, hogy a

qo-ok eloszlasa egyre kiterjedtebbé valik, ahogy a varianciatol a maximalis veszteség

felé tartunk.
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68. abra: g, eloszlasa N = 200, N/T = 1=4 esetén a tanulmanyban kifejtett kockazati mértékekre
(szimulaciés eredmények).
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13. Konkluziok a portfoliooptimalizalasban hasznalt kockazati mértékek

instabilitasarol

A tipikus banki portfolio eszkdzok nagy szdma, és a limitadlt adatmennyiség
kovetkeztében a zaj a portfolidelméletben athaté nehézséget jelent. Az optimalizalés
soran fellépd hibaval foglalkozé tanulméanyok tobbsége a variancidra, mint kockézati
mértékre, valamint a valds kdrnyezetre, az empirikus adatokra fokuszal. A dolgozatban
a portfoliok zajérzékenységét kiilonféle kockazati mértékek alatt optimalizalva
vizsgaltuk, és hasonlitottuk Ossze. Kockazati mértékként kezeltiik a varianciat, de az
abszolut szorast (absolute deviation), az Expected Shortfallt és a Maximalis Veszteséget
(Maximal Loss) is. A portfolio érzékenységére globalis mérdszamot alkalmaztunk, és a
kiilonb6z6 kockazati mértékeket szimulalt portfoliokon teszteltiik, ahol portfoliok
méretét (N) és az idésorok hosszat (T) valtoztattuk.

Az eredmények azt mutatjak, hogy a zaj hatasa az 0sszes vizsgalt esetben jelentds volt,
¢s nagy mértékben a kockazati mértékenként kiilonb6zé N/T aranyon mult. Mind a fenti
négy kockéazati mértékre meghataroztuk ezt a kritikus értéket, az Expected Shortfall is
beleértve, ahol N és T minden hatdron til torténd novelése esetén egy egyértelmii hatar
alakult ki, elkiilonitve azt a részt, ahol a portfolidoptimalizalas 1 valoszinliséggel
kovetkezik be, attdl a résztdl, ahol a megoldas megtalalasanak valdszintisége nulla.

A zajérzékenységnek egy masik aspektusa a mintardl mintara fluktuald portfoliosulyok.
Nagy fluktuacidkat taldltunk mar variancia mellett optimalizalt portfolioknal is, de a
tobbi kockazati mérték esetén ezen fluktudciok még mindig jelentdsebbnek bizonyultak.
A sulyok instabilitasa lathato, ha egymast nem atfedé mintakat hasznalunk. Az egymast
atfed6 mintak autokorrelaciokat generalnak, itt az optimum lassan véltozik, ugyanakkor
valdjaban egy szuboptimalis helyzetben reked meg a portfolio.

Az elemzés egyik f6 mondanivaldja, hogy a variancian kiviili kockazati mértékek esetén
tobb informacio sziikséges: ugyanazon portfolioméretre, €s a hozamok ugyanazon
(normal) eloszlasa esetén tobb adatra, pl. hosszabb iddsorokra van sziikség, hogy a
variancidval versenyképesek legyenek. Nyilvanvalo, hogy normal eloszlasi hozam
esetén a variancia a legjobb kockazati mérték. Mivel az empirikus adatok azonban nem
normal, és idOben valtozé eloszlastiak, azt gondoljuk, hogy a becslési hiba hatasai a
valdsagbol vett portfoliok esetén csak rosszabbak lehetnek, mint a mesterséges adatok

esetén.
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Mig a variancia esetén szamos hatékony szlirési modszert fejlesztettek ki a zaj hatdsanak
kikiiszobolésére, az alternativ kockazati mértékek esetében alig van néhany sziird
modszer. A mas kockdzati mértékek szerint optimalizalt portfoliock megnovekedett
zajérzékenységének megfigyelésekor lathatjuk, hogy egyértelmiien sziiksége lenne
olyan szlir6 modszerekre, melyek az adott kockazati mértékre adaptaltak.

A dolgozatban hasznalt kockazati mértékek a variancia kivételével szakaszonként
linearisak. A linearitds nagy szamitdsi eldnyoket nyujt, de lattuk, hogy ugyanakkor
instabilitdshoz is vezet: a minta valtozdsa az eredmények ,,ugralasahoz” vezet, ami a
Az Expected Shortfall és annak extrém esetének, a maximalis veszteségnek az esetén
kiilondsen er6és a mintardl mintara torténd fluktudcid, és azzal a meglepd
megvalosithatosagi problémaval taldlkoztunk, hogy bar az ES egy konvex kockézati
mérték, bizonyos minta folott az optimalizacionak nincs megoldasa. Megjegyezziik,
hogy Kondor et. al. [2010] altalanossagban is megmutatta ezt a tulajdonsagot a koherens
kockéazati mértékekre. A megvaldsithatésagi problémat ki lehet kiiszobolni tovabbi
feltételek alkalmazasaval, példaul short selling kizarasaval. A megoldas valoszintisége a
probléma paraméterein mulik; maximalis veszteségnél ez analitikusan megmutathato,
mig az Expected Shortfall esetén kimértiik azt hatarvonalat, ahol, N, T tart a végtelenhez
esetén a megoldas 1 valoszintiséggel 1étezik. Meglepd eredményként értékelhetd az ES
esetében, hogy g0 nem monoton modon viselkedik B fiiggvényében.

Habar matematikai szempontbo6l szamos érdekes tulajdonsdgot mutattunk be, a befektetd
szemsz0Ogeébol nézve a legfontosabb iizenetiink, hogy a kiilonb6zd kockazati mértékek
nem egyforman érzékenyek az optimalizas sordn elkdvetett hibara, ami az idésorok
véges jellegébdl adodik. Napjainkban a kockazati mérték valasztasa soran igen divatos
szempont, hogy olyan mértéket valasszunk, melyek tipikusan a nagy veszteségekre
érzékenyek, azaz a kockazat fogalma a nagy veszteségekhez kotddik. Ugyanakkor ezen
mértékek (esetiinkben az ES és ML) mellett a portfolié optimalizalasa csak nagy hibaval
végezhetd el. Ennek kdvetkezménye, hogy mig a befektetd azt gondolja, hogy egy adott
hozamszint mellett a minimalis kock4zati portfoliot valasztotta, addig a valasztott
portfolié kockdzata tobbszordse lehet a befektetd altal véltnek. Az optimalis portf6lio
valasztasa soran alkalmazott modellek esetében kockazati mértéket tehat nem csupan
abbol a szempontbol kell valasztanunk, hogy ahhoz milyen kockazati fogalom tarsithato,
hanem a mérték ¢és portfoliosulyok becslése sordn fellépd hiba mértéke is dontd

szempont kell, hogy legyen. A konkluzidkat Paul Embrechts kérdésével zarjuk, amikor a
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40: ,,Nem lehet, hogy mégiscsak a szoras a legjobb

kockazati mérték?”

14. Sajat eredmények o6sszegzése

Az aldbbiakban Osszefoglald jelleggel felvazoljuk a dolgozat fébb kutatasi kérdéseit.
Mivel az azokra adott valaszokat a dolgozat konkluzid fejezeteiben mar dsszegeztiik, igy
itt elsddlegesen azon eredményekre tériink ki, melyek a szerzd 6nallé eredményének
tekinthetok.

Fontosnak tartjuk azonban megemliteni, hogy a dolgozat eredményei nem csupan a
problémafelvetésekre adott valaszokban tiikr6zddnek, hiszen szamos egyéb esetben is
(az elemzés melléktermékeként) adodtak uj, vagy ujszerii, illetve a nemzetkdzi
szakirodalommal Osszhangban 1évé eredmények. A kérdésfelvetéseket és az azokhoz

legszorosabban kapcsolodd eredményeket félkovérrel kiemelve kozoljiik.

A dolgozat harom f6 kutatasi kérdésfelvetés koré épiil:

I. A mikodési kockazatok tékekovetelményéhez kapcsolodé extrapolacios

probléma ugyanugy érinti-e a kis és nagy mintaval rendelkezo intézményeket?

Ezt a problémat harom megkdzelitésben vizsgalatuk.
1. Epitettiink egy modellt a fenti probléma minél egyszeriibb kezelésére.
Ebben a modellben vizsgalatuk a kis és nagy mintak tulajdonsagait.

1l Elemeztiik az empirikus adatokat a HUNOR miikodési kockazati
adatbdzis vizsgalatan keresztiil. Az adatbézis anonim, igy eredeti célunk az volt,
hogy a kiils6 adatok hatasat vizsgaljuk a kis és nagy intézményekre.

1. Mivel a HUNOR adatbazis szamos empirikus problémat tdmasztott, igy
mesterséges, szimulacios kdrnyezetben vizsgaltuk a kiils6 adatok jelentdségét a

kis és nagy mintaval rendelkezd intézmények tokeszamitasara.

A modellépités (i) konkluzioi az alabbiak szerint 6sszegezhetok.

4 Paul Embrechts egy budapesti latogatasa soran beszélgettiink az elézetes eredményekrdl a Collegium
Budapest épiiletében. A beszélgetésen még Kondor Imre és Pafka Szilard vettek részt.
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1. Tézis. Lognormalis egyedi veszteségeloszlas mellett a tokekévetelmény szintén
lognormalis eloszlasu (felételezve, hogy ismerjiik a gyakorisdag eloszlds varhato
ertékét, valamint az MLE becslés klasszikus tulajdonsdgai teljesiilnek -

részletesen lasd 79. oldal).

Ez megerdsiti azt az empirikus tényt, miszerint a tOkekovetelmény szamitasban
elkdvetett hiba nem szimmetrikus, hanem jobbra ferde. A levezetés jelentdsége az
empiria megerdsitésén tul abban rejlik, hogy a szimuldciés modszernél 1ényegesen

gyorsabb utat kinal az eloszlas megismerésére (az adott modellfeltételek mellett).

2. Tézis. Csupan belso adatokat figyelembe véve, az extrapolaciobol adodo
hatranyokat kompenzdlja a névekvé mintaelemszam (adott modellfeltételek

mellett).

A bemutatott modell kdrnyezetben ravilagitottunk, hogy a becslés hibgja (VaR
szorasa) kevésbé vastag szE€li (o kicsi) egyedi kareloszlds esetén monoton
csokkend a gyakorisag fliggvényében, mig névekvo o mellett a kezdeti csokkenés
megtorpan ¢és A (gyakorisdg varhato értéke) magasabb értékei mellett ujra
emelkedni kezd. Mindez érdekes helyzetet teremt a tOke becslése kapcsan. Nem
csak az szamit, hogy mennyi adattal rendelkezik egy intézmény, hanem az is,
hogy mennyire vastag sz¢€lii a veszteséggenerald folyamat. A kettd Osszjatéka
hatarozza meg, hogy mennyire pontosan tudja az intézmény megbecsiilni a
miikédési kockézati tokekdvetelményét.

Mint azt mar korabban emlitettiik két hatas fesziil egymasnak. Egyrészt a névekvo
gyakorisag kedvez a becslésnek, hiszen nagyobb mintabol a veszteség eloszlast
kisebb hibaval tudjuk becsiilni, masrészt viszont a nagyobb gyakorisdg egyre
tavolabbi kvantilis extrapolalasat teszi sziikségessé. Ugy tiinik, hogy mig egy
kevésbé kockéazatos folyamat (kis o) esetén a mintanagysag novekedés
ellensulyozni tudja az extrapolaciobdl adédd bizonytalansagot, addig heavy tail
folyamatok esetében ez mar nem teljesiil. Ebb6l adéddéan paradox modon a
mintanagysag novekedése a toke becslésének nagyobb bizonytalansagaval parosul
heavy tail folyamatok esetében!

Természetesen a kép ennél arnyaltabb, hiszen a névekvd szords még mindig lehet

elhanyagolhat6 a t6kéhez képest, igy érdemes a relativ szorasra is egy pillantast
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vetni. A relativ szoras vizsgalata kapcsan annak monoton csokkend jellegét
tapasztaltuk. Ez azt jelenti, hogy a tobb veszteség eseménnyel rendelkezd bankok
relative mégiscsak jobb helyzetben vannak - eloszlastol fiiggetleniil, hiszen a téke
nagysagrendjéhez viszonyitott hiba monoton csdkken. Tehat az extrapolaciobol
adodé hatranyokat kompenzadlja a nOvekvd mintaclemszam (az adott
modellfeltételek mellett)!

Lognormalis egyedi veszteségeloszlasu modelliinkben (bizonyos feltételezések
mellett) megmutattuk , hogy a VaR eloszlasa is lognormalis, és varhato értéke és
szordsa egyarant fligg a mintaclemszamtol (n). A kevés veszteséggel rendelkezd
intézmények varhatdan sokkal drasztikusabban becslik til a mitkddési kockazati
tokéjiiket, mint a sok veszteséggel rendelkezdk. Ez is azt a logikat erdsiti meg,
hogy az extrapolaciés probléma hatasa nem egyforma az egyes intézmények
esetében. Minél kevesebb adattal rendelkezik egy intézmény, véarhatéan annal

inkabb tulbecsli a miikddési kockazati tokéjét.

Elemzésnek vetettilk ala a HUNOR miukodési kockazatkezelési adatbazist (ii),
ahol a korabbi hazai elemzésektdl eltérd kontextusban vizsgaltuk azt. Az ebbdl
adodé eredmények elsddlegesen a nemzetkézi szakirodalommal mutattak

0sszhangot, kutatasi kérdésiink megvalaszolasadban nem vezetett elore.

Az elemzés ravilagit, hogy az egyes eseménykategdriak veszteségei vastag sz¢elii
eloszlast kovetnek. Ezen tilmenden a lognormalis eloszlas a széleken rosszul
illeszkedik, és tipikusan alulbecsli a kockazatokat. Ravilagitottunk, hogy az egyes
paraméter becslési modszerek ugyanazon eloszlas feltételezése mellett is akar egy
nagysagrenddel eltérd tékekovetelményeket adhatnak!

Az empirikus adatok vizsgalata (altalanositott Pareto eloszlas illesztése)
megmutatta, hogy az MLE becslofiiggvény igen érzékeny az azonos

mintaelemekre, azok kezelése mindenképp sziikséges.

Szimulaciés kornyezetben vizsgaltuk a kiilsé adatok jelentOségét a kis és nagy
intézmények tokeszadmitasara (iii), koztiik hogy az altalanositott Pareto eloszlas
(kiils6 adatok eloszlasa) paraméterei, az intézmény veszteségeinek atlagos szdma,
kiilsé adatbazis mérete, becslési modszerek (MLE, PWM) hogyan hatnak az

intézmény tékekdvetelményére. Ezzel kapcsolatban szamos, a nemzetkozi
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irodalommal (empirikus megfigyelésekkel, egyéb modellekkel) 6sszhangban 1évo
megallapitdsokat tettiik, valamint kutatasi kérdésiinkre egy ujabb aspektusbol
(belsé adatok kiegészitése kiilsé adatokkal) adunk valaszt.

3. Tézis. A kiilso adatok figyelembe vétele (feltéve, hogy mindegyik intézménynek
ugyanaz a kiilsé minta all rendelkezésére) nagyobb elonnyel jar (relative nagyobb
meértékben tudjik csokkenteni a tokekdvetelmény becslési hibdjat) a kisebb

intézmények szamara, mint a nagyobbak szamara.

A nagyobb gyakorisaggal rendelkezé intézmény nem feltétleniill van jobb
helyzetben a kisebbekhez képest. Az éves gyakorisdg novelésével a VaR relativ
szorasa (szords / VaR hanyados) nétt mind az MLE, mind a PWM esetében, &
minden értékére! Ugyanakkor a relativ szords mértéke az MLE becslés esetében
csaknem egy nagysagrenddel kisebb, nagy & esetén. A varhato értékkel normalt
tartomanyok, melybe a VaR 98%-o0s valdszinliséggel esik, mind az MLE mind a
PWM becslés esetén ndttek nagyobb gyakorisag mellett! Felhivjuk a figyelmet,
hogy az extrapolacids problémanak most egyértelmilen a negativ hatdsaval
szembesiil egy sok bels0 adattal rendelkezd intézmény egy kevés adattal
rendelkezOh6z képest. A nagyobb belsd mintaclemszam miatt tavolabbra kell
extrapoldlnia az eloszlas szélére a VaR megallapitasdhoz, mint egy kevesebb
belsd adattal rendelkezd intézménynek, mikdzben mindkettdjiikknek ugyanakkora
minta (kiilsé adatbazis) all rendelkezésre az eloszlas szélén! Ez pedig rontja a

becslés josagat.

Szimulécios vizsgalatunk szdmos olyan eredménnyel jart, melyek ugyan nem
jarulnak hozza kozvetleniil az elsd szamu kérdésfelvetés megvalaszolasahoz,
ugyanakkor szdmos, a nemzetkdzi  szakirodalommal  (empirikus
megfigyelésekkel, egyéb modellekkel) 0Osszhangban 1évé megallapitast

tartalmaznak. Ezeket az alabbiakban 0sszegezziik.

o Tapasztaltuk az MLE becslés (aszimptotikus) torzitatlansagat, mig a
PWM becslofiiggvény varhatdan alulbecsli az igazi tail index paramétert. A
torzitds mértéke annal nagyobb (PWM esetén) minél kézelebb van az igazi

paraméter (tail index) 1-hez.
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e A tail index MLE becslése szimmetrikus, mig a PWM jobbra ferde.
e A PWM tail index becslése feliilrél korlatos, mig az MLE nem.

e Minél kozelebb van & (tail index) értéke az 1 —hez anndl inkdbb

kilonbozik az MLE és a PWM becslés.

e A tail index MLE becslése esetén nagyjabol 5% annak a valoszinlisége,
hogy a becslés sordn egy nem véges varhatd értékli eloszlashoz jutunk

(&=0,9 esetén).

e A scale paramétert a PWM becsléfiiggvény feliilbecsli, mig az MLE

(aszimptotikusan) torzitatlan becslést ad.

e A scale paraméterre vonatkozd 90%-os konfidencia sdv a PWM

esetében szélesebb.

o  Meéréskelt a kiilonbség az egyes becsléfliggvényekhez tartozd scale
paraméter eloszlasok kozott, ezt erdsiti meg a paraméter becslési hibajanak

a tokére gyakorolt hatasa is.

e A nagyobb B (scale paraméter) nagyobb szordssal is jar, de a relativ

szorasok mar megegyeznek.

e A PWM becsldfiiggvény a tékét varhatéoan alulbecsli, mig az MLE

becslés aszimptotikusan torzitatlan.

e A 90%-os biztonsaggal becsiilt toke als6 és felsd értéke kozott
megkozelitéleg 1 nagysagrendnyi eltérés van, még mérsékelt tail index

mellett is!

e A 98%-o0s biztonsaggal becsiilt toke minimuma és maximuma kozott
30-szoros eltérés is eléfordult! A maximum és minimum hdnyadosa minden
esetben kisebb az MLE becslés esetén, mint a PWM modszer hasznalataval.
Szembetlind azonban az a jelenség, hogy £=0,9 esetén a PWM becsléshez
tartozd VaR eloszlasanak felsd (0,99) kvantilise kisebb, mint az MLE
becsléshez tartozd VaR ugyanazon kvantilise. Ennek oka a & eloszlasanak

vizsgalatakor megfigyelt jelenség lehet, hogy a PWM becslés soran
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e  Minél kozelebb van & értéke 1-hez, anndl inkabb kiilonboznek az egyes

becslofiiggvények altal adott VaR eloszlasok.

o A tékekodvetelmény relativ szordsa nd, ahogy &-vel 1-hez kozelitiink.
PWM esetében érdemes megfigyelni, hogy a szérds a varhatd érték

tobbszordsére né £=0,9 esetén!

Roviden, az aldbbiak szerint foglalhatjuk Ossze az elsd (I) kutatdsi kérdésre adott
valaszunkat. Egy altalunk épitett modellezési kornyezetben megmutattuk, hogy az
intézmény belsd mintdjat tekintve eldnyt élveznek a nagyobb mintaval rendelkezd
intézmények, hiszen a VaR relativ hib4ja csékken a minta elemszamanak novelésével.
Ezzel szemben a kiilsé adatbazis mérete fix (ugyanannyi kiilsé adat all minden szerepld
rendelkezésére), €s mivel a kevesebb adattal rendelkez6 intézmények esetében kisebb az
extrapolacidos hatds, igy annak negativ kovetkezményeit jobban tompitja egy
ugyanolyan méretli kiilsé minta, mint egy sok adattal rendelkezd intézményét, ahol még

a kiilso adatok jelentds szama is kevés lehet a stabil becsléshez.

Osszességében még az altalunk feldllitott, és kelléen leegyszerisitett modellezési
kornyezeten beliil sem tudunk egy nyilvanvald és egyértelmii valaszt adni a kutatasi
kérdésre. Mindez azt jelenti, hogy a gyakorlatban az egyes intézményeknek a
koriilményeket (kiils6-belsé mintanagysag, veszteséggenerald folyamat tulajdonsagai,
stb.) jol korbejarva, megértve és szamos egyedi dontést meghozva kell mikodési
kockazati t6kemodelljiiket felépiteniiik. A problémdra adott aktudriusi modszerek
(LDA) ugyan gyors ¢és kényelmes utat igértek, ugyanakkor egyre nyilvanvalobbnak

tlinik, hogy nincs egyértelmii valasz a fenti problémara.
II. A portfoliovalasztasi feladatok megoldasat mennyiben befolyasolja a

valasztott kockazati mérték? Avagy az egyes mértékek mennyire érzékenyek az

optimalizalas soran elkovetett becslési hibara?
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4. Tézis. Az egyes kockazati mértékek becslései kiilonbozoképpen érzékenyek a zajra.
A vizsgalt mértékek koziil az Expected Shortfall és annak specidlis esete, a Maximalis
Veszteség esetében a legnagyobb a becslési hiba, meghaladva az Absolute Deviation

és a variancia esetén tapasztaltakat.

Mivel a szorasra és abszolut eltérésre vonatkoz6 eredmények a szakirodalomban mar
rendelkezésre alltak, igy elsddlegesen az Expected Shortfallt és annak specialis esetét
a Maximalis Veszteséget vizsgaltuk. Lattuk, hogy a vizsgalt kockazati mértékek
kiilonbozoképpen érzékenyek a zajra. Azt tapasztaltuk, hogy az Expected Shortfall és
annak specialis esete, a Maximalis Veszteség esetében a legnagyobb a becslési hiba,
meghaladva az AD ¢és a variancia esetén tapasztaltakat. A portfoliosulyok nagy
vizsgalt kockazati mérték (AD, ES, ML) esetén ezen fluktuaciok még jelentésebbnek
bizonyultak.

A sulyok instabilitasa is jol lathatd, ha egymast nem atfed6 mintdkat hasznalunk. Az
egymast atfedo mintak autokorrelaltak, igy itt az optimum lassan valtozik, ugyanakkor
valdjaban egy szuboptimalis helyzetben reked meg a portfolio.

Az elemzés egyik f6 mondanivaldja, hogy a variancian kiviili kockazati mértékek
esetén tobb informacid sziikséges: ugyanazon portfoélioméretre, €s a hozamok
ugyanazon (normal) eloszlasa esetén tobb adatra, pl. hosszabb iddsorokra van sziikség,
hogy a variancidval versenyképesek legyenek. A nagyobb informacidigény egyik oka
a mértékek (AD, ES, ML) szakaszonként linedris volta. A linearitds nagy szadmitasi
elényoket nyujt, de lattuk, hogy ugyanakkor instabilitdshoz is vezet: a minta valtozasa
az eredmények ,ugralasdhoz” vezet, ami a portfoliosulyok megnovekedett
rendelkezésre allo6 iddsor csupan egy részét, az extrémeket hasznaljdk fel. Ebbdl
adodik, hogy a kisebb mintabdl nagyobb becslési hiba mellett lehet az optimalizalast
elvégezni.

Meglepd eredményként értékelhetd az ES esetében, hogy q0, ami az optimalizalas
soran elkovetett hibdt méri nem monoton moddon viselkedik B (valosziniiségben

definialt kiiszob) fliggvényében.

III. Létezik-e minden esetben optimalis portf6li6? Azaz a Kkiilonb6zo

portfoliooptimalizalasi feladatoknak létezik-e minden esetben megoldasa?
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5. Tézis. Az Expected Shortfall és a Maximalis Veszteség csupan adott valosziniiséggel

optimalizalhatok.

Az Expected Shortfall és annak extrém esetének, a Maximalis Veszteségnek az esetén
kiilondsen erdés a mintar6l mintdra torténd fluktudcid mellett azzal a meglepd
megvalosithatosagi problémaval talalkoztunk, hogy bar az ES egy konvex kockézati
mérték, bizonyos minta folott az optimalizacidnak nincs megoldasa. Ezt a
megvaldsithatésagi problémat ki lehet kiiszobolni tovabbi feltételek alkalmazaséaval,
példaul short selling kizarasaval, de ez mar az eredetitdl eltérd linearis programozasi
feladatot jelent.

A megoldas valdszinlisége a probléma paraméterein mulik; maximalis veszteség ez
analitikusan megmutathato, mig az Expected Shortfall esetén kimértik azt
hatarvonalat, ahol, N, T tart a végtelenhez esetén, a megoldas 1 valdszintiséggel

létezik.

15. Befejezés

A dolgozat soran azt a kérdést feszegettikk, hogy napjaink kockéazati mértékei a
portfolidoptimalizalds soran mennyire alljak meg a helytiket, illetve a miikodési kockazati
tokekovetelmény meghatarozasa milyen nehézségekbe iitkdzik? Ko6zos pont a két kérdésben,
hogy mindkét esetben nagyfoku instabilitast rejtenek a modellek, annak alkalmazoja kozel
sem lehet biztos a modell altal adott eredmények josagaban. Az instabilitas forrasa kiilonb6zo
a két esetben. Portfolidoptimalizalas esetén tudnunk kell, hogy a szakaszonként linearis
kockazati mértékek gyors optimalizalast tesznek lehetdvé, ugyanakkor az isorisk feliiletek
poligonok, ahol a megoldas az extremalis pontokban létezik. Ennek kovetkeztében az input
adatokban bekovetkezd, akar kismértékli valtozds a megoldas egyik extremalis pontbdl a
masik extremalis pontba torténd ugrasaval jarhat. Ez egyfajta zaj novekedést jelent a
szakaszonként linearis kockazati mértékek esetében. Az Expected Shortfall és a Maximalis
Veszteség esetében figyelembe kell venniink tovabba azt is, hogy az optimalizalas soran csak
az input adatok egy részét vessziik figyelembe, hiszen célunk épp egy extrém veszteségeket

minimalizalo portfolio Osszedllitdsa. Az informéciok nagy részének az eldobasa tovabbi
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zajnovekedéshez vezet. Ehhez jarul hozza az a jelenség, hogy ezen két kockazati mérték
optimalizalasa csak adott valdosziniiséggel végezhetd el, a portfoli6 méretének, az iddsor
hosszanak ¢és az alkalmazott mérték, vagy a mérték paramétereinek a fiiggvényében.
Mikodési kockdzatok tekintetében az instabilitds forrdasa maga az eredeti Basel Il-es
szabalyozoéi definicid, hiszen az extrapolaciés problémaval minden intézmény szembesiil,
mukodési adatbdzisanak méretétdl fiiggetleniil. A dolgozat soran vilagossa valt, hogy nincs
egyértelmii valasz arra a kérdésre, hogy a kis, vagy nagy mintamérettel rendelkezd
intézmények tudnak-e jobb becslést adni a tékekdvetelményiikre, mivel ez szamos tényezd
fliggvénye.

Osszességében arra szeretném felhivni az olvasé figyelmét, hogy a pénziigyi modellek naiv, a
probléma természetének megértése nélkiili alkalmazasa azt eredményezheti, hogy tévhitben
¢link a dolgok valos kockazatanak tekintetében, hiszen a valds kockazat akar tobbszorose is

lehet a modellek altal kimutatottnak.
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Summary

During the essay we have tried to find out how well today’s risk measures hold their grounds
during portfolio optimization, and what problems in the determination of operational risk
capital requirements must be overcome? In both cases models contain considerable instability,
their users cannot be sure at all about the quality of their results. The sources of the instability

are different in both cases.

During portfolio optimization we must be aware that piece-wise linearity risk measures
provide fast optimization, however the iso-risk surfaces are polygons where the solution exists
in the extremal points. As a result, even the slightest changes in the input data can cause a
jump from one extremal point to another. This can cause increased noise for piece-wise linear
risk measures. In case of Expected Shortfall and Maximum Loss we must also consider that
during optimization only small part of the input data is considered because our goal is to
create a portfolio that minimizes extreme losses. Discarding the majority of the data leads to
additional noise. This is further affected by the fact that optimization of these risk measures

can only be performed with a specific probability as a function of portfolio and sample size.

Considering operational risk, the source of instability is the original Basel II regulatory
definition because all institutions come face to face with the extrapolation problem regardless
of the size of their operational risk database. While writing the essay it has become clear that
there is no clear (and simple) answer to the question of whether institutions with small or
large sample size can give a better estimate about their capital requirements, because this
depends on several factors.

Overall 1 would like to call the attention of the reader to the fact that naive application of
financial models without understanding the nature of the problem can result in delusions

regarding real risk, which can be multiples of those indicated by the models.

The essay is built around three primary research questions:
1. Does the extrapolation problem relating to operational risk capital requirement
affect institutions with small and large samples similarly?

a) Accordingly, we have shown that using log-normal single loss distribution

(given the expected value of frequency distribution) capital requirement is

similarly log-normally distributed. This emphasizes the empirical fact that

errors made during capital requirement calculation are not symmetrical, but

skewed right. Besides the verification of empiricism, the importance of this

derivation is the significantly faster method of distribution cognizance

compared to the simulation based method (with the specific model conditions).
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b)

d)

We have shown in the introduced model environment that in case of less heavy
tail (low o) single loss distribution estimation error (VaR distribution)
decreases monotonously as a function of frequency, while in case of increasing
o the early decrease halts and starts to increase again with higher A (expected
frequency value) values. All this presents an interesting situation for capital
estimation. Not only the amount of data the institution has is important, but
also how heavy tail the loss-generating process. Their collaboration determines
how precisely the institution can estimate its operational risk capital
requirement.

As mentioned earlier, two forces face each other. On one hand, increasing
frequency favors estimation, since greater sample means we can estimate loss
distribution with lower error; on the other hand greater frequency requires
further quantile extrapolation. It seems that increasing sampling size in case of
a less risky process (low o) can balance the uncertainty caused by
extrapolation, while this does not hold for heavy tail processes. As a result,
paradoxically, in case of heavy tail processes increased sample size means
greater uncertainty for capital estimation!

Naturally the situation is a bit more complicated since increasing standard
deviation can still be negligible compared to the capital, so it is worth looking
at relative standard deviation as well. During the examination of relative
standard deviation we have experienced its monotonous decreasing
characteristic. This means that banks with more loss events are in relatively
better positions — regardless of distribution, because the error relative to the
order of magnitude of the capital decreases monotonously. So the increasing
sample size compensates for the disadvantages from the extrapolation (for the
specific model conditions)!

We have shown in our log-normal single loss distribution model (with certain
assumptions) that VaR distribution is log-normal and its expected value and
distribution both depend on the sample size (n). Institutions with a few number
of losses are expected to more drastically overestimate their operational risk
capital as those with large sample. This also supports the logic that the effect of
the extrapolation problem is not the same for all institutions. The less data an
institution has, the more they will overestimate their operational risk
requirement.

We have subjected the HUNOR operational risk management database to a
short analysis. The analysis has shown that the losses from specific event
categories follow a heavy tail distribution. Additionally, the log-normal

distribution does not properly fit at the tails and typically underestimates the
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risk. We have shown that even assuming the same distribution, specific
parameter estimation methods can result in capital requirements varying by
orders of magnitude!

Examination of the empirical data (generalized Pareto distribution fitting) has
shown that the MLE estimation function is very sensitive to identical sample
elements, and their management is essential.

We have examined the significance of external data in a simulated
environment on capital calculation, including how the generalized Pareto
distribution (distribution of external data) parameters, the average number of
losses of the institution, the size of the external database, and the estimation
methods (MLE, PWM) affect the institution’s capital requirements. In regards,
we have come to the following conclusions.

e We have experienced the (asymptotic) unbiasedness of the MLE
estimation, while the PWM estimation function likely underestimates
the real tail index parameter. The rate of bias is greater (for PWM) as it
approaches the real parameter (tail index) 1.

e The tail index MLE estimation is symmetrical, while the PWM is right-
skewed.

e The PWM tail index estimation is bounded from above, while the MLE
is not.

e The closer the § (tail index) value is to 1, the more MLE and PWM
estimates differ.

e In case of tail index MLE estimation there is a roughly 5% probability
that the estimation will yield an infinite expected value distribution (in
case of £&=0,9).

e The PWM estimation function overestimates the scale parameter, while
the MLE yields an (asymptotically) unbiased estimation.

e The 90% confidence interval for the scale parameter is wider for PWM.

e The difference is moderate between the scale parameter distributions
for the specific estimation functions, supported by the effect of the
parameter estimation error on the capital.

e The greater  (scale parameter) means greater standard deviation, but
relative standard deviations are similar.

e The PWM estimation function likely underestimates the capital
requirement, while the MLE estimation is asymptotically unbiased.

e The difference between the lower and upper value of the capital
requirement estimated at 90% confidence level is approximately 1

order of magnitude, even with moderate tail index!
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In case of capital requirement minimum and maximum estimated with
98% accuracy, there were thirty-fold differences! The quotient of the
maximum and the minimum is always less for MLE estimation than
with the PWM method. However, it is apparent that in case of £=0.9 the
upper (0.99) quantile of the PWM estimation VaR distribution is less
than the same VaR quantile for the MLE estimation. The reason for this
may be the phenomenon observed during the analysis of & — the
maximum value of £ using PWM estimation was 1, so PWM estimation
never resulted a § value with an infinite mean GPD distribution.

The closer the & value is to 1, the more varying the VaR distributions
resulting from specific estimation functions.

The relative standard deviation of the capital requirement increases as &
approaches 1. In case of PWM it is worth noting that for £&=0.9 standard
deviation increases to multiples of the expected value!

Institution with greater frequency is not necessarily in a better position
than ones with smaller frequency. By increasing annual frequency, VaR
relative standard deviation (standard deviation / VaR quotient)
increased for both MLE and PWM, for all  values! Simultaneously the
rate of relative standard deviation is less for MLE estimation, for high &
value, by almost an order of magnitude. Ranges normalized by the
expected value, which includes the VaR with 98% probability,
increased for both MLE and PWM estimation when frequency
increased! Please note that compared to an institution with less number
of data, an institution with a lot of internal data faces the clearly
negative effects of the extrapolation problem. Due to the greater
internal sample, in order to determine the VaR, it must extrapolate
farther to the tail of the distribution than the institution with less
internal data, while both have the same samples (external database)

available at the tail of the distribution! This corrupts estimation quality.

We have shown in a self-created model environment that from an institution’s internal

sample aspect, institutions with larger sample have an advantage, because the VaR

relative error decreases as sample size increases. Whereas the size of the external

database is fixed (all participants have similar quantity of external data) and since the

extrapolation effect is smaller for institutions with less data, its negative effects are

better dampened by the external sample of the same number than for institutions with

significant amounts of data where even the significant external sample is not enough

for stable estimation.
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Overall, even in our self-created and simplified model environment we cannot give a
clear-cut answer to the research question. This means that in reality specific
institutions must create their operational risk capital requirement model by carefully
examining and understanding the circumstances (external-internal sampling size, loss
generating process properties, etc.), and making a number of unique decisions. While
the actuarial methods (LDA) provided for the problem promised fast and comfortable
solutions, it has become more and more evident that there is no simple answer to the

above mentioned problem.

To what extent does the risk measure influence the solution of portfolio selection?
In other words, how sensitive are specific risk measures to the estimation errors
during optimization?

Since standard deviation and absolute deviation results are already available in
scientific literature, we primarily analyzed the Expected Shortfall and its special case —
maximum loss. We have seen that the analyzed risk measures have different
sensitivity levels to noise. We have observed that the Expected Shortfall and its
special case, maximum loss, experience the greatest estimation error, surpassing the
experiences from AD and variance. We have seen great portfolio weight fluctuation
even with variance optimized portfolios, but these fluctuations were even more
significant for the other observed risk measures (AD, ES, ML).

The weight instability is clear if we do not use overlapping samples. Overlapping
samples are autocorrelated, so in such cases the optimum changes slowly, while in
reality the portfolio get stuck in a suboptimal situation.

One of the primary messages of the analysis is that in case of alternative risk measures
more information is needed (longer time series) to make them more competitive with
the variance. One of the reasons for greater information demand is the piece-wise
linearity of the risk measures (AD, ES, ML). Linearity provides great calculation
advantages, but we have seen that it simultaneously leads to instability: sample change
leads to results “jumping”, which manifests in the increased fluctuation of portfolio
weights. In addition, the ES and ML risk measures only utilize only a section of the
available time series — the extremes. This means that optimization from a smaller
sample is possible with greater estimation error.

It is a surprise in case of ES that q0, which measures the error during optimization,

does not behave monotonously against 3 (threshold defined in probability).

Is there optimal portfolio for every case? Or, is there a solution for portfolio

optimization?
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In the case of Expected Shortfall and its extremal special case, maximal loss, we have
encountered particularly strong sample to sample fluctuations and a surprising
feasibility problem: although these are convex (in fact, coherent) risk measures, in
some samples they are not bounded, and then the optimization over the weights does
not have a solution. This feasibility problem may be solved by applying additional
conditions, such as excluding short selling, but this means a linear programming task
different from the original.

The probability of solution depends on the parameters: for maximum loss can be
derived analytically, while in case of Expected Shortfall we have measured the

boundary where the solution exists with a probability of 1.
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Roviditésjegyzék

AD: Absolute Deviation

AD: Anderson-Darling teszt / teszt statisztika
AMA: Advanced Measurement Approach
ASA: Alternative Standardised Approach
BIA: Basic Indicator Approach

CRD: Capital Requirement Directive

ES: Expected Shortfall

ET: Event Type

FFT: Fast Fourier Transform

GoF: Goodness of fit

GPD: Generalized Pareto distribution
HUNOR: HUNgarian Operational Risk database
KS: Kolmogorov—Smirnov teszt / teszt statisztika
LDA: Loss Distribution Approach

MC: Monte Carlo szimulacid

ML: Maximal Loss

MLE: Maximum-Likelihood Estimation

O: Nagy ord6

PWM: Probability Weighted Moments

SLA: Single Loss Approximation

SMEF: Sample Mean Excess Function

MEF: Mean Excess Function

TSA: The Standardised Approach
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VaR: Value at Risk
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