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1. Bevezetés

2009 nyaran volt az 50. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia (In-
ternational Mathematical Olympiad, réviden IMO). A kozépiskolasok-
nak rendezett nemzetkozi tanulményi versenyek koziil ez a legpatina-
sabb rendezvény. A részt vevs orszagok szama elérte a szazat. Ezen
kerek évfordulo alkalméabol igyekeziink attekinteni a magyarorszagi fel-
készité munkat. Az utobbi 14 évben a csapat felkészitGjeként, illetve
kisérgjeként szerzett tapasztalataimat szeretném Osszegezni. Ezt a
tobbéves munkat tekintem az igazi ,disszertacionak”, jelen értekezés
ennek keresztmetszetét adja.

A 2. és 3. fejezetben sorra vessziik a nem szorosan matematikai
jellegti dolgokat. Ehhez jo iranyt mutat REIMAN ISTVAN és a szerzd,
DOBOS SANDOR konyve [12|, amelynek 2. fejezete részletesen taglalja
a nemzetkozi versenyek helyét a matematikai nevelésben. Bemutatjuk
a verseny rovid torténetét, hogyan valtozott és alakult ki a jelenlegi
szerkezete. Az IMO, az arra valo felkésziilés szinte kiilon iskolat terem-
tett. Sokrétd hatasa van a matematikai tehetséggondozasra. Az 50 év
elég hosszi idG, hogy komolyabb kovetkeztetéseket vonhassunk le a
versenyz6k bemutatasanal. A felkészités munkajat piramisként kép-
zelhetjiik, a fiatalabb korosztélyokat szélesebb korben kell elérni. Ma-
gyarorszagon egyediilalléan sokszini a versenyek palettaja, az eredmé-
nyesen szerepld didkok jutnak el a sziikebb kérben folyo felkészitésre,
amely mar az olimpiai csapat szereplését segiti. A magyarorszagi fel-
készitést Osszevetjiik més orszagokban folydo munkaval.

A tovabbi harom fejezet a felkészités matematikai részét mutatja
be. A tehetséges diakok megtalalasahoz megfelel6 feladatok kellenek,
az iigyesebb didkok hamar atlépik a kozépiskolai példatarak hatarait.
A 4. fejezetben két szinten mutatunk be a szerzg altal osszeallitott, il-
letve kitalalt feladatsort. Az elsé a rendezés fogalménak elmélyitését,
annak sokoldalt megkozelitését célozza. A kisebb-nagyobb relaciobol
indulva a matematika kiilonb6z6 agait érintjiik. Ez a rész a szerzd



[2] cikkében keriilt publikdlasra. A méasodik a sziik olimpiai csapat
felkészit6 anyaga. Bemutatjuk, hogyan hasznélhato a kettGsviszony
versenyfeladatok megoldéasa soran. Az Erdgs Pal tehetséggondozo is-
kolaban tartott foglalkozasok és elGadas soran formélodott ez az anyag,
amely a szerzG [4| cikkében taldlhato, és részletes iskolai feldolgozasa
a [15] honlapon elérhetd.

Az 5. fejezetben olyan feladatokat mutatunk be, amelyek a szerzé
onallo 6tleteibdl sziilettek és hazai, illetve nemzetkozi versenyeken sze-
repeltek.

A 6. fejezet a 2001 és 2010 kozotti évek hazai olimpiai valogatover-
senyeinek attekintése. Az IMO rendszernek megfelelGen négy témakor
szerint csoportositva haladunk: algebra, geometria, kombinatorika és
szamelmélet. Az els§ 6t év anyaga teljes részletességgel megjelent a
|6] kiadvanyban. A disszertacio végén talalhato Fiiggelékben kozoljitk
tematikusan rendezve a tiz év Osszes feladatat.



2. A Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia
(IMO) bemutatasa

Az els6 didkolimpiat Romania szervezte 1959-ben. Eleinte szocia-
lista orszagok sziik kori versenye volt. A résztvevd orszagok sora évrél
évre béviilt, a 2009-es 50. olimpian lépte at a szazat. Ez a tekinté-
lyes szam mutatja, igazi vilagversenyrdl beszélhetiink. A kontinensek
koziil csak Afrika nem képviselteti magat lakosainak szaméhoz viszo-
nyitva ardnyosan, Ambar az utdébbi években egyre tobb afrikai orszag
is csatlakozik.

Maga a verseny két versenynapbol all, mindkét napon 3 3 feladatot
kell megoldani négy és fél 6ra alatt. A didkok anyanyelviikon irhatjak a
dolgozatokat. A csapatvezetd és helyettese, valamint a szervezd orszag
altal felkért koordinatorok egyiitt hatarozzak meg a dolgozatra adhato
pontszamot. Minden feladat 7 pontot ér. Masodik megoldasra, alta-
lanositasra nem lehet tovabbi plusz pontokat kapni. A verseny egyéni,
de a csapat tagjainak 6sszpontszamat tekintve az orszagok eredmény-
listadja is érdekes. A csapat létszdma kezdetben 8 {6 volt. 1982-ben
hazank rendezte az olimpiat Keszthelyen, erre csak 4 fGs csapatokat
hivtak meg. 1982 utén allandosult, hogy minden orszag legfeljebb 6
didkot indithat.

A versenyt koveté napokon a didkok szamara kirandulasokat szer-
veznek, majd kovetkezik az iinnepélyes eredményhirdetés, ahol a részt-
vevok legfeljebb fele kaphat érmet. Az érmesek kozt az arany, eziist
és bronz aranya megkozelitSleg 1:2:3. Ez a rendszer sok didknak ad
szép eredményt, nem ,célfotd” dont, és a sportban megszokott szazad-
méasodperces kiilonbségek itt nem teszik egyik versenyz6t a masik elé.
Aranyérmet nagyon nehéz szerezni, a tobbszoros aranyérmeseket pedig
vilagszerte ismerik. Hazank lélekszamahoz viszonyitva kiemelkedGen
szerepelt az olimpidkon.

Az IMO torténetében rengeteg érdekességet emlithetnénk, az ered-



mények elemzése, a kiilonb6z6 helyszinek bemutatasa tobb konyvet is
megtoltene. Mivel célunk a felkészités elemzése, ezért rovid beveze-
tésre szoritkoztunk.

2.1. Az IMO szerepe a tehetséggondozasban

A didkolimpia szerepe a tehetséggondozéasban sokréti. Nemzetkozi
viszonylatban tekintve sok orszag szamara a matematikaverseny min-
taja lett az olimpia, féleg ott, ahol a versenyeknek nem volt akkora
hagyoméanya. Hazankban 1894 6ta rendeznek matematika versenyt,
ennek kezdetben bard Eotvos Jozsef, majd kés6bb 1949-t61 Kiirschak
Jozsef lett névadoja. Ez a verseny bd fél évszazaddal megelzte a di-
akolimpiat, szinte mintaként szolgalt. A népszerti matematikai teszt-
versenyeknek igazi ellenpontja az olimpia altal meghatarozott stilus;
hossz id§ van kevés feladatra. Van id6 az elmélyedésre, és ez részletes
indoklasra, megoldéasra sarkallja a didkokat.

A nemzetkozi szerep masik oldala, hogy az orszagok tantervei ko-
zOtt bizony lényeges eltérések vannak. Erre jo példa, hogy elemi geo-
metriat kozépiskolaban pl. Anglidban, Franciaorszagban alig tanita-
nak. Romaéanidban a kozépiskoldban is tanitanak algebrai struktura-
kat, csoportokat, gytiriiket, mig ez példaul hazankban is egyetemi tan-
anyagnak szamit. Az olimpia altal érintett témakordk irdanyadok egy
nemzetkozi standard tantervi kerethez, még ha csak fratlan formaban
is.

Az IMO-n elért eredmény nemzetkozi szinti referencia. Egy si-
keres olimpiai szereplés nagyon komoly inditast adhat a jo értelemben
vett tudomanyos karrierhez. Kutatoi, tanulményi osztondijak palya-
zatanak elbirdlasanal egyik dont6 érv lehet egy szépen fényls olimpiai
érem.

Hazai viszonylatban nézve az olimpa motivacié és mérce. A te-
hetséggondoz6 mozgalmat sokan a versenyekkel azonositjak, és ennek
a versenyéletnek a cstucsaként tekinthetiink a didkolimpiara. Az or-



szag legjobbjai 6sszehasonlithatjak problémamegold6 képességiiket a
vilag legjobbjaival. Az IMO feladatok nehézsége olyan mérce, amely
nem engedi lankadni az orszag legjobbjait, akiknek hazai kérokben
kevesebb a rivélisa.

A motivacié talan a legfontosabb szerep. A didkolimpia hatésa az
orszagot képvisel6 6 tagi csapatnal sokkal szélesebb réteget serkent
komoly tanulasra. Ez a komoly tanulas és felkésziilés ad igazi értelmet
a versenynek. Nagyon nagy sziikség van szinvonalas szellemi miihe-
lyekre, ott dolgozo felkésziilt tanarokra és lelkes, érdekl6dé didkokra.

2.2. A magyar versenyzdk attekintése

Az IMO torténetét feldolgozo eddigi legatfogobb mi [12] tartal-
mazza a 2003-as évvel bezardlag a versenyzdket, eredményeiket. A
2004-2010 kozotti hianyzo6 idGszak csapatait bemutatjuk. Az év mel-
lett talaljuk a vendéglato vérost, illetve orszagot. A névsorban a név
utan kovetkezik a didk évfolyama, iskolaja és elért eredménye. REI-
MAN ISTVAN koréabbi [13] kényve t6bb oldalrol is vizsgélja a verseny-
z6ket, az altala megjel6lt szempontok alapjan kiegészitve feldolgozzuk
az els6 51 évet.

2004 Athén, Gorogorszag

Egri Attila, Hajdiszoboszlo, Hégyes E. Gimn. III. dij
Hubai Tamas, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij

Kocsis Albert Tihamér, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Pach Péter Pal, Budapest, Fazekas M. Gimn. 1. dij

Paulin Roland, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij

Réacz Béla Andras, Budapest, Fazekas M. Gimn. I. dij

Ot W=

2005 Merida, Mexiko6
1. Erdélyi Marton, Budapest, Fazekas M. Gimn. II.dij



Janko Zsuzsanna, Szeged, Radnoti M. Gimn, 1. dij
Manfay Maté, Budapest, Fazekas M. Gimn. III. dij
Paulin Roland, Budapest, Fazekas M. Gimn. 1. dij
Steller Gabor, Budapest, Radnoti M. Gimn. II. dij
Strenner Baladzs, Székesfehérvar, Teleki B. Gimn. 1. dij
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2006 Ljubljana, Szlovénia

Erdélyi Marton, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Janko Zsuzsanna, Szeged, Radn6ti M. Gimn, 1. dij
Kis Gergely, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Nagy Csaba, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Paulin Roland,Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Tomon Istvan, Budapest, Fazekas M. Gimn. III. dij

Ot W=

2007 Hanoi, Vietnidm

Gyenizse Gergely, Kiskunfélegyhaza, Szilagyi E. Gimn. II. dij
Hujter Balint, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij

Korandi Daniel, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij

Lovész Laszlo Miklos, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Nagy Csaba, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij

Sztics Gabor, Miskolc, Foldes F. Gimn. dicséret
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2008 Madrid, Spanyolorszag

Eisenberger Andras, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Kiss Viktor, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Korandi Daniel, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Kornis Kristof, Budapest, Fazekas M. Gimn. III. dij
Lovész Laszlo Miklos, Budapest, Fazekas M. Gimn. I. dij
Tomon Istvan, Budapest, Fazekas M. Gimn. I. dij

SARNAN -



2009 Bréma, Németorszag

Eles Andras, Debrecen, Fazekas M. Gimn. I1. dij
Kornis Kristof, Budapest, Fazekas M. Gimn. III. dij
Nagy Déniel, Budapest, Fazekas M. Gimn. III. dij
Nagy Janos, Budapest, Fazekas M. Gimn. II. dij
Sztics Gergely, Szeged, Radno6ti M. Gimn. III. dij
Tomon Istvan, Budapest, Fazekas M. Gimn. I. dij
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2010 Asztana, Kazahsztan

Bodor Bertalan, Budapest, Fazekas M. Gimn. III. dij
Dankovics Attila, Budapest, Veres Péter Gimn. II. dij
Eles Andras, Debrecen, Fazekas M. Gimn. II. dij
Mészaros Andras, Gyor, Révai M. Gimn. dicséret
Nagy Donat, Szeged, Radnoti M. Gimn. 1. dij

Nagy Janos, Budapest, Fazekas M. Gimn. 1. dij
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Magyarorszag az eddig megrendezésre keriilt 51 IMO koziil 50-
en vett részt. A 20. jubileumi olimpiat Bukarestben szervezték, ezen
politikai okokb6l nem vettiink részt. A tavolmaradas inditékat nem
itthon kell keresni, a Szovjetunio és az NDK csapata sem vett részt.

Eddig 336 magyar versenyzd volt, koziiliik 325 fit és 11 lany. Itt
azokat a versenyzdket, akik tOobbszor is indultak, annyiszor szamol-
tuk, ahany versenyen ott voltak. Koziiliik is meg kell emliteni Lovasz
Laszlot és Pelikan Jozsefet, akik 1963-ban elsGs gimnazistaként mar
a csapat tagjai voltak és mindketten négy olimpian vettek részt. A
megszerzett arany, eziist és bronzérmek szama 77, 143 és 80, dicsére-
tet kapott 5 versenyzs. A versenyzdk koziil a lanyokat név szerint is
bemutatjuk feltiintetve az olimpiajuk évszamat: Szendrei Agnes 1970;
Csékany Rita 1982; Ban Rita 1985; Csérnyei Marianna 1993 és 1994;
Gyarmati Katalin 1996; Gyd6ri Nikolett 2000; Kovacs Erika Renéata
2001 és 2002; Janko Zsuzsanna 2005 és 2006.



A vizsgalt idGszakban a versenyzdket ado iskoldk varosai a kovet-
kezGk, mindegyik mellett feltiintetve a versenyzék szama:

Budapest 258; Celldomolk 1; Debrecen 10; Gyér 11; Hajdaszobosz-
16 1; Kaposvar 2; Kiskunfélegyhéaza 1; Miskolc 9; Mosonmagyarovar 4;
Nagyatad 2; Papa 2; Pécs 1; Siofok 1; Sopron 2; Szeged 20; Székesfe-
hérvar 5; Szombathely 3; Tatabinya 3.

Ehhez a listdhoz feltétleniil hozza kell fizniink, hogy nem a tehet-
séges diakok orszagos eloszlasat tiikrozi. A budapesti kiugréan magas
szam f6leg annak koszonhets, hogy a vidéki kiemelkedGen jo didkok
kozépiskolas korukban mar vallaljak a kollégiumban valo lakast. Igy a
budapesti iskolak és koziiliik is kiemelten a Fazekas Mihaly Gyakorlois-
kola specialis mtematika tagozata a matematikai tehetségek kozpont-
java valt. Az orszagos eloszlast jobban tiikrézné a didkok sziiletési
helye szerinti feltérképezése, ilyen adatgytijtés eddig még nem tortént.

Az IMO hivatalos honlapjan [19| talalhaté ,HALL OF FAME”
részben Osszegytijtotték mindazon versenyzdket, akik aranyérmet sze-
reztek. Koziiliik azon magyar versenyzok, akiknek harom aranyérmet
sikeriilt elérni: Lovasz Laszo, Pelikan Jozsef, Racz Béla Andras, Terpai
Tamas. Két aranyérmes: Bollobas Béla, Burcsi Péter, Gyenes Zoltan,
Frenkel Péter, Kos Géza, Lakos Gyula, Lippner Gabor, Kollar Janos,
Pap Gyula, Ruzsa Imre, Tomon Istvéan.

Noha az IMO hivatalosan egyéni verseny, a csapatok 0sszpontsza-
ma alapjan az orszagok sorrendje is megallapithato. Az eddigi 51
versenyen a magyar csapat helyezéseit mutatjuk be az alabbiakban:

1. helyezés: 6 olimpian

2. helyezés: 9 olimpian

3. helyezés: 8 olimpian

4 10. helyezés: 18 olimpian

11 20. helyezés: 8 olimpian

21-30. helyezés: 1 olimpian

Mivel az els6 20 olimpian hiisz alatt volt a résztvevék szama, az
utobbi években pedig 90 felett, s6t a 100-at is eléri, ezért a csapat



eredményének értékelésekor ezt is feltétleniil figyelembe kell venni. Ki-
emelkedGen jo szereplés kell az utobbi években ahhoz, hogy a csapat
az elsé 10-be keriiljon.

A csapatok eredményét befolyasolja az adott orszag kozoktatasa-
nak altaldnos helyzete, illetve a tehetségekkel valo kiilon foglalkozas.
Kivanjuk, hogy mindkét téren Magyarorszagon torténjen elGrelépés,
vagy legaldbb az eddigi szintet sikeriiljon tartani.



3. Az IMO-ra valo felkészités

Magyarorszag 1élekszaméahoz viszonyitott teljesitménye az olimpia-
kon kiemelkedGen jo. Ennek sok oka van. A matematikaversenyeknek
régi hagyomanya van, az oktatasi rendszerben a matematika kiemelt
szerepet kap, meghatarozo tudos egyéniségek kivalo példat mutattak,
lelkiismeretes tandrok aldozatos munkat végeztek. Feltétleniil meg kell
emliteni a Kozépiskolai Matematikai Lapokat, amely orszagos mate-
matikai kozéletet teremt tobb mint 110 éve a kozépiskolas didkok ko-
zott. Ezek adjak a legszélesebb értelemben vett felkészitést. Egyre
sziikiil6 koronként haladunk. A tovabbiakban bemutatunk olyan te-
hetséggondozd miihelyeket, amelyek az érdekl6dé didkokkal foglalkoz-
nak. A tanulas egyik motivacioja a versenyen vald jo szereplés. A
versenyek segitenek kivalasztani a legjobbakat, akik az IMO-n képvi-
selik az orszagot. A versenyek bemutatasa utédn ratériink magara a
csapat felkészitésére. Legvégiil néhany kiilfoldi példat mutatunk be a
csapat felkészitésére a nemzetkozi 0sszehasonlitas érdekében.

A magyarorszagi matematikai tehetséggondozd mihelyek és verse-
nyek részletes bemutatasat taldlhatjuk a matematikatanarok 50. Ratz
Laszlo Vandorgyiilése alkalmabol kiadott ,Cserepek” cimii kdnyvben

13].

3.1. Tehetséggondoz6 miihelyek

Magyarorszagon a finanszirozasi nehézségek ellenére is még mii-
kodnek tehetséggondozd miihelyek. Ezek kiilonb6z6 életkoru diakokat
céloznak meg, és szintjiik is meglehetGsen valtozo. Itt azokat vessziik
sorra, amelyek az olimpikonok visszajelzései alapjan felkészitésiikben
szerepet jatszottak.

Posa Lajost szinte minden olimpikon megemliti tanarai kozott. A
tanar ur 12-13 éves koru didkoknak inditja taborait, melyek tobbnyire
hétvégi taborok. Ezekben a didkok kis csoportokban gondolkoznak a
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problémakon. A feladatok Gsszeallitdsa nagyon atgondolt, tudatos,
épitkezs. A Varga Tamas altal inditott felfedezteté matematikatani-
tas és a sok jaték teszi varazslatos matematikai élménnyé Posa tanar
ur taborait. Kiilon ki kell emelni, hogy ezek a taborok nem versenye-
16készit6k, a fokuszban elsGsorban maga a matematika, a gondolkozas,
a felfedezés all.

MaMu'T tabort rendeznek nyaranta augusztus elsé hetében a verse-
nyeken jol szerepld didkok 5 9. évfolyamai szaméra. A tabor helyszine
Matrafiired, de nevét nem a kozeli Gyongyos mizeumaban talalhato
mamut csontvazrol kapta, hanem a Matematikai Mulatsiagok Téabora
elnevezés ihlette. Az egy hetes tabor délelGttjein a didkok két da-
rab masfél 6ras matematikadran vesznek részt, melyet kivalo tanarok
tartanak. Az orszag legjobb didkjai itt ,egyiitt jarnak iskolaba”.

A balatonberényi tabort a Zalamat Alapitvany miikodteti. Nyéari
egy hetes tabor, melyben a nivos oktatashoz hozzajarul, hogy az or-
szagos olimpiai szakkorhaldzat tanarai is vezetnek foglalkozasokat.

A KoMalL ankét keretén beliil a didkok kiemelkedGen jo el6adasokat
hallgathatnak. Ezeket gyakran egyetemi oktatok, kutatok tartjak. A
kozépiskolas korosztaly matematika irant érdekl6dé csapatanak orsza-
gos seregszemléje az ankét. A KoMalL pontversenyébdl egymaés nevét
14t6, egymassal rivalizald diakok személyesen megismerkedhetnek.

Specialis matematika tagozatos iskoldk 1962 6ta miikédnek Ma-
gyvarorszagon. Manapsag vannak koztiik 6 és 4 évfolyamosak. Az
orakeretek is valtoznak iskolanként heti 6 8 ora kozt. A ,specmat”
tanterve joval gazdagabb, mint a Nemzeti Alaptanterv. Nem véletlen,
hogy az olimpiai csapatba szinte minden didk ezekbdl az osztalyokbol
érkezik.

A Veszprémben miikodé Pannon Egyetem komolyan felkarolta a
kozépiskolas tehetséggondozast. Erdds Iskola néven évente 0t hét-
végére hirdetnek foglalkozasokat, alkalmanként 7 darab masfél oras
matematika 6raval. Az Erdés Iskola eleinte Fonyodon indult, majd
Veszprémbe tette at székhelyét. Eleinte a dunantili iskolasok Ossze-
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gyijtése volt a cél, az utobbi években Szolnokon is beindult a munka.

3.2. Versenyek

Magyarorszagon rengeteg verseny van. Ezek koziil itt csak azokat
emlitjiik meg, amelyek orszigos szinttiek. Meggy6z&désem, hogy az
olimpiai felkészitésben komoly szerepe van mér az altalanos iskolai
versenyeknek. A Zrinyi llona tesztverseny példaul tizezrével mozgatja
meg a kisdiakokat, sikerélményhez juttat, felkelti a matematika iranti
érdeklddést, a matematikat népszertisiti. Ez egy széles bazist teremt
a komolyabb versenyek el6futaraként. A versenyek bemutatisinal a
kovetkez6 szempontokat emlitjiik: mely iskolai évfolyamokat érinti;
milyen a verseny jellege; a verseny szervezGje. Igyekeztiink a célzott
korosztéalyok szerinti sorrendet tartani a felsorolasban.

1. Zrinyi Ilona matematikai tesztverseny; 3-8; két fordulos teszt-
verseny; Mategye Alapitvany, Kecskemét

2. Kalmar verseny; két fordulds; TIT, Budapest

3. Varga Tamas verseny; 7 8; harom fordulos; Oktatasi Miniszté-
rium megbizasabol a Hétvezér Alt. Isk. Székesfehérvar

4. Bolyai csapatverseny; 5 8; két fordulos, 4 f6s csapatok vesznek
részt, tesztverseny; Nagy-Balo Andras és Tassy Gergely matematika-
tanarok

5. Kenguru verseny; 3 12; egy fordulos tesztverseny; Zalamat Ala-
pitvany, Nagykanizsa

6. Abacus; 3 8; levelezGs verseny 8 forduloban; Mategye Alapit-
vany és Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

7. Gordiusz verseny; 9-12; két fordulds tesztverseny; Mategye Ala-
pitvany, Kecskemét

8. Nemzetkoézi Magyar Matematika Verseny; 9 12; felvaltva ren-
dezi az anyaorszag és valamelyik hataron tuli régio; Magyarorszagon
beliil meghivasos rendszerti
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9. Arany Daéniel verseny; 9 10; harom forduld, harom kategoria;
Oktatéasi Minisztérium megbizasabol Bolyai Janos Matematikai Tar-
sulat

10. OKTV; 11-12; a szakkozépiskolas és gimnéziumi kategoria-
ban harom, a specidlis matematika tagozaton két fordulds; Oktatasi
Hivatal

11. Kiirschak Jozsef verseny; fels6 korhatar az elsé éves egyetemi
évfolyam; egy fordulo; Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

12. KéMali; 8-12; levelezGs verseny 9 forduloban, négy kategoria-
ban; Matfund Alapitvany és Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

13. Két olimpiai valogatoverseny, az elsG a Surdnyi Janos emlékver-
seny; 10 12; olimpiai rendszer (3 feladat négy és fél orara, semmilyen
segédeszkéz nem hasznalhato); Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

14. Gillis-Turan verseny; Magyarorszag és Izrael 6-6 f6s csapata-
inak egyéni és csapatversenye, melyet a két orszag allamkdzi egyez-
ménynek megfelelGen felvaltva rendez.

15. Kozép-Eurépai Matematikai Olimpia (MEMO); 11 12; egyéni
és csapatverseny, orszagonként 6 fGs csapat részvételével; Zalamat Ala-
pitvany és Bolyai Janos Matematikai Tarsulat

3.3. Az IMO csapat felkészitése

A magyarorszagi felkészité munkat tobb évtizeden at hiiségesen és
magas szinvonalon végezte Hodi Endre és Reiman Istvan. A csapat
vezetGje jelenleg Pelikan Jozsef, aki didkként négy olimpian vett részt,
20 éve a nemzetkozi zstri tagja, s6t 2002-2010 k6zott az olimpiat ira-
nyitd Advisory Board elndke volt. 1997 6ta helyettese és a felkészitést
végz6 tanar Dobos Sandor. A szervezési és hattérmunkak lelkiismere-
tes elvégzéséért koszonet illeti a Bolyai Tarsulat munkatarsait.

Egyre tobb orszag komoly aldozatokat hoz a felkészités érdekeé-
ben, igy nehezebb az élmezényben maradni. Hagyomanyaink dpolasa
mellett sziikségiink van nekiink is az alland6 megujulasra, a kovet-

13



kez$ nemzedékek felnevelésére és oktatasara. Az utobbi évtizedben
folyo felkészitési munkat igyekeziink a tovabbiakban bemutatni; sorra
vessziik a szakkoroket, az edzGtaborokat. Végiil szamba vessziik, mi-
lyen 10j utak, lehetGségek vannak a felkésziilésre.

Szakkorok. A szakkorokon a didkok versenyfeladatokat oldanak
meg, nehezebb probléméakkal talalkoznak. A szakkorvezets segitséget,
otleteket ad, alternativ megoldasokat mutat. Alkalmanként egyes fel-
adatok mélyebb matematikai hatterét bemutatja. Ez a munka az atla-
gos kozépiskolai gyakorlattol jelentGsen kiilonbozik. Nem rutinpéldak,
gyakorlo feladatok szerepelnek, nem villaimgyors, apr6 otletekre épiil
a munka. A szakkor a teljes tanév alatt miikodik altalaban kétheti
rendszerességgel. 2002 2010 kozott 13 olimpiai szakkor miksdott or-
szagszerte, tovabba egy kézponti szakkér Budapesten. 2010-t61 kezdve
Budapesten és Szegeden miikodik a szakkor. Egy foglalkozéas 2-3 oras,
egy tanévben 16-20 alkalommal. A didk és a tanir szemével a szak-
korok specialis oldalai:

Diak

személyes talalkozas a régio legjobb koponyaival korosztalyaban

— extra motivacio és példaadas (kitarto, szivos munka; leirasi sti-
lus; 1j otletek)

— nehezebb, nemzetkozi szinti példak

Tanar

kiilonleges felkésziiltség; idGigényes, minGségi munka
— nagy matematikai hattértudas
— tajékozottsag, kiilfoldi versenyek, szaklapok

A szakkorok szamara tobb segédanyag késziilt. Példaul: Olimpiai
feladatok [12], Valogatoversenyek [6], Feladatok a Nagyvilaghol [5], a
szakkorvezet6k tematikus Osszedllitasai.

Edz6taborok. A nyéri 3 hetes edzGtdbor kozéps6 hetében a ro-
manokkal egyiitt tréningeztiink 1998-2006 kozott. Ott délelGttonként
el6adés, délutan feladatmegoldas alkottak a programot. A hetet k6zos

14



kirandulés zarta. Ez az egyilittmiikodés az érettségi rendszer valtozéasa
és anyagi okok miatt megszakadt. A téli sziinetben egy hétig az an-
golokkal kozosen edz 20 magyar diak tiz éve. A tdborban minden fog-
lalkozas angol nyelvii. Egyéni feladatmegoldéas, el6adasok, csoportos
munka zajlik egy héten keresztiil. Az angol anyanyelvi kozegben ren-
geteget tanulnak a didkok. A tabor kezdetben Budapesten volt, majd
legtobbszor Tatan. Viszonzasként 2007-ben és 2009-ben 3 3 didk részt
vehetett a brit csapat 4 napos edz6taboraban Cambridge-ben, amelyet
a Trinity College szervezett.

Hagyoméanyosan az olimpia el6tt harom hetes edz&tabor van. Dél-
el6ttonként intenziv 4-5 o6ras foglalkozasokkal, ahol a csapat tagjai fel-
adatokat oldanak meg. Az utobbi években magyarorszagi edzGtabort
szerveztiink, amelyre a MEMO (Kozép-Europai Matematikai Olimpia)
csapat tagjai is eljottek. A nyari edzétabor munkajaba korabbi olim-
pikonok is bekapcsolodnak. Toébb alkalommal besegitett KOs GEzA,
aki a KoMalL. A pontversenyének gazdajaként, az egyetemistdk nem-
zetkozi versenyének (IMC) motorjaként és nem utolsésorban az IMO
problémakivalaszté bizottsaganak tagjaként igazi mestere a matema-
tikanak, szakembere a versenyeknek.

Uj utak. Az orszagos szakkorhalozat miikodtetése nagyon nagy
anyagi terhet jelentett. Sajnos az utobbi id6ben az utazasi koltségek
jelentds emelkedése miatt a szakkorokon valo részvétel is csokkent. A
Pannon Egyetem néhany éve elinditotta az Erdgs Pal Tehetséggondozo
Iskolat, amely egyediilallo lehetGséget teremt a matematikai tehetség-
gondozasra. Tanarai kozott ott talaljuk a korabbi olimpiai szakkorok
vezetSit. A tanév sordn 5 hétvégen igen intenziv, magas szinvonald
munka folyik hétvégenként 14 6rdban. Mivel a nehezen szervezhetd
rendszeres heti szakkoroknél hatékonyabb egy olimpiai csoport bein-
ditasa az Erdds Iskola keretein beliil, igy 2010 6szétél Veszprémben és
Szolnokon is megkezdGdott ez a felkészité munka. Az internet 4j lehe-
tGségeket nyit. Tobb olyan honlap van, amelyen nyomon kévethetGk
kiilonb6z6 nemzetkozi versenyek, ezek koziil is kiemelkedik a kovetkezd
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ketts: [21] és [18]. A kozponti szakkor feladatanyaga a vilaghalon is
elérhetd [16].

3.4. A csapat felkészitésének nemzetkozi 6sszeha-
sonlitasa

Az olimpian részt vevs Osszes orszag felkészité programjanak be-
mutatasara nem véllalkozunk. Néhany orszag kiilonb6z6 rendszerét
roviden vazoljuk. Igyekeztiink szomszédos orszagokat, més eurdpa-
iakat és kiilonboz6 foldrészekrsl valokat is valogatni. Koziiliik van
élmez6nybeli orszag: Kina, USA, és 0j résztvevd is, pl. Szaiad-Arébia.
Az orszagokat abécé sorrendben talaljuk.

Kanada: Egyhetes edzGtabort tartanak januarban, kéthetes edz6-
tabort pedig kozvetleniil az olimpia elGtt.

Kinaban és Eszak-Koreaban is kiilon matematikai iskolaba jarnak
az olimpiat megel6z6 évben a didkok, szinte egész évben csak erre
késziilve.

Nagy-Britannia: Osszel 4 napos edz6tabor van 20 meghivott diak
részére a Bath-i egyetemen. Télen a magyar csapattal tréningezik egy
héten &t 20 diak, aprilisban Cambridge-ben edzétaborozik 20 didk, ott
két olimpiai jellegii valogatoversenyt irnak. Ennek alapjan kivalaszta-
nak 8 didkot, akik tovabbi levelezGs versenyen vesznek részt.

Olaszorszag: Szeptemberben kb. 60 didknak tartanak egyhetes ta-
bort, melyen azok vehetnek részt, akik a ,beugrd” feladatok megolda-
sat levélben elkiildik. A januari egyhetes tabor ugyanilyen rendszerti,
de joval nehezebb feladatok megoldasaval lehet bekeriilni. A majusi
orszagos verseny alapjan valasztjak ki a legjobb didkokat, akik majus
végén tovabbi egy hetet tréningeznek. A tdborokban elhangzé elgada-
sok videofelvétele elérhets az interneten.

Romaénia: Majusban haromhetes edz6tabort tartanak, majd koz-
vetleniil az olimpia el6tt tovabbi egy hetet tréningeznek.
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Szaud-Arabia: Kéthetes edz6tabor juliusban, novemberben és feb-
ruarban 60 40 18 didk részvételével. A harom tavaszi honapban 12
didk egyiitt tréningezik, majd a legjobb 8 tovabbi harom hétig ké-
sziil az olimpiara jiniusban. A felkészitést a 2009-2010-es tanévben
Romaniabol érkezett tanirok irdnyitottak.

Szlovakia: Nincs kiilon felkészités, a tanulmanyi versenyeken leg-
jobban szereplé didkokat meghivjak és egy héten at mindennap olim-
piai jelleg valogatoversenyt irnak. Ennek eredménye alapjan allitjak
0ssze a csapatot.

USA: Haromhetes olimpiai edz6tabort tartanak kb. 60 didk sza-
méra, ahol az olimpiai csapat mellett a fiatalabb korosztalyok is részt
vesznek, igy évekre elére foglalkoznak a legjobbakkal.
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4. Problémamegoldast fejleszté feladatso-
rok

4.1. Feladatsor a tehetségek felismeréséhez, gondo-
zasdhoz

Ebben a szakaszban olyan feladatsor talalhato, amely a kisebb-
nagyobb relacié sokoldali megkozelitését mutatja be. A rendezés fo-
galméanak alapos megértését szolgélja, ha tobbfajta kornyezetben ta-
lalkozhatnak a didkok ugyanazzal a dologgal. A feladatsor elején &l-
talanos iskolasoknak vald problémakkal inditunk, amelyek a rendezési
relaci6 tranzitiv tulajdonsagara hivjak fel a figyelmet. Ezt kévetGen a
matematika kiilonb6z6 teriiletein vesziink sorra problémakat. A ma-
tematikatandrok 49. Ratz Laszlo Vandorgyiilésén tartott eladasom
atdolgozott valtozatat mutattam be a ProMath 2010-es konferencia-
jan. Az el6adasok kibGvitett anyaga a [2| cikk, ezen alapul az értekezés
kovetkezG része.

Mar egész kicsi gyermektsl megkérdezhetjiik, hogy két targy koziil
melyik nagyobb, két pohar koziil melyikben van tobb viz, majd ké-
s6bb, két szam koziil melyik nagyobb. Egy matematikai relacié meg-
ismerése és az azzal kapcsolatos fogalomalkotas kezdeti 1épései ezek.
Késgbb iskolaskorban 6sszehasonlitunk torteket, gimnaziumban kiilon-
bo6z6 fiiggvények értékeit. Az Gsszehasonlitasnak tjabb szintje, amikor
végtelen halmazokrol mondjuk, egyik nagyobb a masiknal. Az egye-
temi tanulmanyok része annak bizonyitasa, hogy a komplex szamok
teste nem rendezhetd.

Mint latjuk, egy hosszi folyamatrol van sz6, nem célunk ezen iv
mentén végigkovetni az oktatasi folyamatot. Feladatokat fliziink egy-
mas utan, amelyek egymasra épiilve, tobb oldalrol kozelitve a kérdést,
alkalmasak lehetnek a tehetséges didkokkal valo foglalkozasra, a tehet-
ségek felismerésére. A feladatokat kovets megjegyzésekben igyeksziink
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ramutatni a didaktikai vonatkozasokra. A problémamegoldo- készség
fejlesztése legjobban feladatok megoldaséaval érhets el, irja ARTHUR
ENGEL [8], aki a német olimpiai csapat felkészitGje volt hosszi éveken
keresztiil. A 11-20 év kozotti korosztaly tanitdsa soran szerzett ta-
pasztalatom, hogy a szisztematikus épitkezés a tanitasi folyamat egyik
legfontosabb eleme. A feladatsor tehat nem vegyes gytijtemény, hanem
tudatos didaktikai munka eredményeként, egymasra épiilé kérdésekbdl
felépiil6 problémék lancolata.

A bevezets feladatokat kovetGen elGszor kombinatorikai, majd al-
gebrai jellegti kérdések kovetkeznek. Ezen beliil a tortek ¢sszehason-
litasanak mutatjuk be egy lehetséges megkozelitését egyre nehezedd
feladatokkal. Az egyenlGtlenségek az algebrai rész 6nallo fejezetét al-
kothatnédk, ebbdl itt most csak a rendezési tételt érintjiik, annak egy
lehetséges bevezetésével. A grafok és a geometria teriiletéhez tartozo
kérdések koziil az utolsot PACH JANOS-t6l hallottam, és sikeriilt meg-
taldlnom a legkisebb, n = 5-hoz tartozo elrendezést.

Bemelegits feladatokkal kezdiink, amelyek béarki szamara elérhe-
tGek. Az els6 méar altalanos iskola also osztélyaiban is feladhato. A
feladat szépsége, hogy nem tankonyvszagi példa. Anélkiil, hogy nevén
neveznénk, felhivhatjuk vele a figyelmet a tranzitiv tulajdonséagra.

4.1.1. FELADAT. Sherlock Holmes a rendérség irodajaban dolgozik
egy tligyon. Felmeriilt a gyvanii, hogy az iroda egyik alkalmazottja is
belekeveredett a biinténybe. Holmes egymas utan dobja hata mogé a
feljegyzéseket tartalmazo lapokat, majd egy neszt hallva hatrafordul.
Az abra mutatja, hogy helyezkedtek el a papirok a foldén. Sherlock
Holmes kijelenti, hogy a teremben jelenlevék kézott valaki gyaniis.
Miért?

Jeloljiik a papirokat bettikkel. Az abra alapjan meghatarozhato,
melyik keriilt a padlora késébb. Vilagos, hogy az utolsé a D jeld. Ha
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ezt eltavolitjuk, akkor a sorrendben visszafelé haladva elveheté B és
E. A megmarado négy lap keltette fel Holmes gyanujat. Mivel A alatt
van C', ezért C' el6bb keriilt a padléra, mint A. Ugyanilyen érveléssel
C alatt van F, F alatt G, G alatt A. Ilyen kor nem keletkezhetett.

Megjegyzés: A megfelel§ terminolégia hasznalatat nem tartom
olyan fontosnak, sokkal inkabb azt, mit is jelent a tranzitivitas. Ep-
pen ezért sziikséges, hogy tovabbi példak hivjak fel a figyelmet erre
a tulajdonsagra. Igy késébb maguk a didkok igénylik, j6 lenne en-
nek nevet adni. Ekkor van értelme definidlni a tranzitivitast. Ennek
elokészitését szolgalja a kovetkezd két feladat.

4.1.2. FELADAT. Helyezziik el az 1,2,...,.9 szamokat a karikakba a
relacios jeleknek megfelel6 médon.

Az els6 abrat sokféleképpen kitolthetjiik, egy megoldast megadunk.
A masodikat nem lehet megoldani. Ezt igazolhatjuk gy, hogy a 9-et
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sehova nem tehetjiik, mivel mindenkinek van nala nagyobb ,szom-
szédja”. Masfajta érvelés a kovetkezG: az abraban taldlhatdo © < y <
z < v < x nem lehetséges.
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2.1. 2.2.

Megjegyzés: Noha a feladat két része els6 latasra hasonlo, az ava-
tott szem latja, jelentGsen kiillonboznek. Az elss kifejezetten konnyii,
az atlagos didknak is sikerélményt ado feladat. Természetes kérdésként
vetddik fel, hogy hany megoldas van, mivel ez joval nehezebb, ezért ké-
s6bbre tenném ennek targyalasét, helyette a 4.1.4. feladatban talaljuk
a kitoltések leszamolasanak egy egyszertibb, elérhet6bb valtozatat.

A masodik rész sem nehéz. Pusztan az a tény, hogy igazolnunk
kell, valami nem megoldhato, mégis a didkok nagy részének mar komo-
lyabb probléma. Tapasztalatom szerint a megadott kétfajta érvelést
egyarant megtalaljak a tanulok.

4.1.3. FELADAT. (a) Helyezziik el az 1,2,...,9 szamokat a karikikba
a megadott relacios jeleknek megfelelGen.
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(b) Az 4.1.2. feladatban lattunk két abrat, az egyik megoldhaté
volt, a masik nem. Az (a) részben megadott dbranak van megoldasa.
A kérok helyzetét megtartva elhelyezhetG-e a 8 relacios jel uigy, hogy
ne legyen megoldas?

O OLOLOLONOLOLOLE,

Az (a) rész talan az el6z6 feladatnal is egyszeriibb, egy lehetséges
megoldast megadunk.

ONOLOLONONOLOLOLO,

A (b) rész mar inkabb a tehetségesebb didkok megmozgatasat cé-
lozza. Bemutatunk négy kiilonb6z6 érvelést, miért van a relacios jelek
tetszGleges elhelyezése esetén megoldas.

(1) Indukciés tipus. Irjuk a 9 szAmot egy-egy kartyara és tegyiik
6ket egy dobozba. Tekintsiik a bal széls§ karikat. Ha mellette < jel
van, akkor tegyiik a karikdba a dobozban talalhato legkisebb kartyat,
ha > a legnagyobbat. Balrol jobbra haladva ismételjiik ezt az algo-
rimust, elegendé mindig csak a soron kovetkezd karikara és az utana
kovetkezs relacios jelre figyelniink. Az (a) rész mintamegoldasa ezzel
a modszerrel késziilt.

(41) Forditott részek. Irjuk fel szamainkat az 1,2,...,9 sorrend-
ben. Ekkor minden koztiik levs jel <. A relacios jelek egy adott
sorozatanal huazzuk ald azokat, ahol ehhez képest forditva all a jel,
azaz > talalhato. Azokat a koroket is alahtizzuk, amelyeknek legalabb
egyik oldalan alahtizott, azaz > jel van. Igy a sorban kialakulnak ala-

O<0<0O>0O<0<O>O-O>0O
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hiizott és nem aldhtzott részek. Tekintsiik az eredeti sorrendet, és az
alahtizott részeken beliil forditsuk meg a szamok sorrendjét.

(77) Domborzati térkép. Képzeljiik el a feladatot mint hegyeket
és volgyeket. Vegyiik az els6 karikat, ha utana < all, akkor a kdvetkezd
karikat rajzoljuk magasabbra. Ha >, akkor mélyebbre. Az &dbrankon
szaggatott vonalak jelzik a ,szintvonalakat”. Ezek utan az 1,2,...,9
szamokat irjuk be az also6 szinttel kezdve és mindig felfelé a soron
kovetkezo szint karikait feltoltve. KEgy szinten beliil a sorrend nem
szamit.

O<0<0O>O<0O<C-O-O>O

(iv) Barmekkora, csak kiilonb6zd legyen. Irjunk az els§ kari-
kidba egy tetszbleges szamot, majd vegyiik sorba a karikakat és irjunk
bele mindig olyan szdmot, hogy az el6tte allo relacios jelnek megfe-
leljen és az Gsszes eddigitél kiilonbozzon. Abrank bemutat egy ilyen

@<@<O>O<D<®>>O>©

"megoldéast". Most rendezziik szamainkat novekvd sorrendbe és irjuk
alajuk a sorszamukat. Minden szamot a sorszamaéaval helyettesitve egy
jo megoldast kapunk, az abra szerint.
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Megjegyzés: A feladatok egmaésra épiilése nagyon fontos, a szisz-
tematikus épitkezést igyekeztiink ebben a bevezetd részben bemutatni.
4.1.2. sokkal konnyebb volt, mint az altala el6készitett 4.1.3. Ez utob-
biban a (b) rész kérdését is természetesebben vethetjiik fel az elGtte
levs feladatra épitve. Feladatsorunkban a kérdés természetesen johe-
tett el6 és a bemutatott megoldasok  melyeket didkjaimtol tanultam
— nagyon szépek. Az indukcios gondolat csak egyfajta megoldast ad.
A domborzati térkép esetén a karikék elhelyezésénél a soron kovetkezd
lépésben ugorhatunk tobb szintet is, illetve szinteken beliil valtoztat-
hatjuk a sorrendet. A 4.1.2. feladatra visszatekintve a domborzati
térkép gondolat megmorzgathatja a fantaziankat! Az utols6 megoldast
BARASzZ MIHALY volt didkom talalta ki, aki a szamitogép vildgaban
otthonosan mozog.

L1 PING MA irja [10] konyvében, hogy a matematika egyik szép-
sége, ha egy feladatra kiilonb6z6 megoldasokat adunk. Ez a prob-
lémamegold6 képesség egyik indikatora lehet, ismereteink és feladat-
megoldo készségiink fejlesztésének egyik ttja.

Bevezetd feladataink utan a matematika kiilonb6z§ témakdoreit
érintjiik, ezek koziil két feladatot mutatunk be a kombinatorika te-
riiletérdl.

4.1.4. FELADAT. Hanyftéleképpen irhatjuk be az 1, 2, ...,6 szamokat
a karikiakba a relaciés jeleknek megtelelé modon?

A 6 csak a negyedik helyre keriilhet. A maradék 6t szam koziil
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harmat kivalasztva Gket novekvd sorrendbe kell irni az els6 harom
karikdba, a fennmarado6 ketté szamot csdkkend sorrendben a végére.

. 5
[gy a megoldasok szama (3 = 10.

Megjegyzés: A feladatot sokféleképpen folytathatjuk. Ha karika-
ink sorban vannak, az esetek konnyebben attekintheték. A 4.1.2. fel-
adatnal az esetek megszamolasa kiilonb6z6 esetek aprolékos végiggon-
dolasaval végezhetd el.

4.1.5. FELADAT. Hany pozitiv egész szam van, amelyben a szamje-
gyek balrol jobbra szigoriian monoton csékkennek?

Tiz szamjegy van, ezek tetszéleges részhalmazat tekintve, a benne
levé jegyek felhasznélasaval pontosan egyféle szam készithets. Ez alol
kivétel az iires halmaz és a 0-t tartalmaz6 egyelemii halmaz, mivel a
feladat a pozitiv egészek szamét kérdezte. Az Osszes részhalmaz szama
210 — 1024, a két kivételt levonva a feladat kérdésére a valasz 1022.

Megjegyzés: A probléma imént bemutatott megkozelitése gyors
valaszt ad. Tanitasi tapasztalatom alapjan a didkok megkdzelitése
altalaban a kovetkezs: szamoljuk meg elGszor az egyjegytieket, majd
a kétjegytieket és igy tovabb. Igy a kovetkez6t kapjuk:

9+1O+10_|_10_|__|_10_|_10
2 3 4 9 10/
Amennyiben dolgoztunk mar korabban a Pascal-haromszoggel, vagy
didkjaink ismerik a binomidlis tételt, akkor ez az Osszeg sem lesz
ijesztG, hanem inkabb egy jo barat. Ha a didkok ezen az titon kap-

jak meg az eredményt, érdemes ravezetni 6ket az elsének bemutatott
gondolatmenetre.
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Tekintsiink néhany algebrai jellegii feladatot. Amikor egy kisgyer-
mek ismerkedik a szamokkal, els6 fogalmai a pozitiv egészekrsl alakul-
nak ki. A rendezés konnyebb, mint a miiveletek, a didkok akar leirt,
akar hallott szamokrol altalaban helyesen eldontik, melyik nagyobb.
A negativ szdmoknal mar méas a helyzet, tobbszor megfigyeltem, hogy
szamos didkom elbizonytalanodik, ha azt kérdezem a -34 vagy a -5 a
nagyobb.

A torteknél a helyzet mar mas. Ezek 6sszehasonlitasa nem is olyan
konnyt. A kovetkez6 feladatban az Osszehasonlités kiilonb6z6 nehéz-
ségi fokait szeretném bemutatni egyre nehezedd valtozatok segitségé-
vel.

4.1.6. FELADAT. Melyik nagyobb a két szam kéziil?
1 1

(i) G vasy = ehhez elegendd a tortek elemi ismerete.
Ly 2 3 -
(ii) g vagy g; hozzunk k6zos nevezére.

. 1234 2341

(iii)

3156 vagy m; segithet a becslés, mindkettGt

osszehasonlitva %—del hamar célhoz ériink.

., 321 312 . AT AL L ns T4 s
(iv) — vagy —:; azonos nevezs, a szamlalok kozti relacio
654 654 _ .
megegyezik a tortekével.

321 321
(v) od V28 o azonos szamlalo, kisebb nevezd nagyobb
tortet ad.
21 22
(vi) % vagy %; érdemes a konkrét szamok helyett alta-
1
lanosabban megnézni, % vagy Zil a nagyobb.
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(vii) Tegyiik a négy tortet névekvs sorrendbe:

222 9292 (—22)2 222
333 343 358 (—36)°

Osszetett feladat, ahol a torteket, elGjeleket, hatvanyokat egyszerre
kell figyelniink.

4.1.7. FELADAT. (i) Moricka egyik zsebében 10 forintosok vannak, a
masikban 100 forintosok. Az egyik zsebébdl kivesz 3 érmét, a masikbol
7-et. Hogyvan tegye ezt, ha minél t6bb pénzt szeretne el6venni?

(ii) Tudjuk, hogy a < b < ¢ és * < y < z. Melyik nagyobb
ax + by + cz, vagy ay + bz + cx?

(iii) Adott két valés szam a és b, melyekre 0 < a < 1 és b < —1.
Helyezziik el az 1,b,b és b szamokat a pontokkal jelilt helyre tgy,
hogy a kitejezés értéke a lehetd legnagyobb legyen

low.+a-..4+ad* .. +a- ..

Tanul6im gyakran kikacagnak, ha ilyen konnyti kérdéssel inditok:
3-10+ 7100 nyilvan tobb, mint 7- 10+ 3-100. Az az érdekes, hogy
szinte semmi tobb nem kell a rendezési tétel bizonyitasahoz, mint ez
az egyszerii 1lépés. Tovabbi bevezetd, illetve gyakorlo kérdés lehet (ii)
és (iii) a rendezési tétel megértéséhez. Az (i)-ben latott lépést kétszer
alkalmazva ax + by + cz > ay + bz + cz > ay + bz + cx. Mivel
1>a>a2>a®és b >1>0b> 0 ezért a kifejezés maximumaét,
1-*+a-1+a% b+ a0 adja.

Megjegyzés: Amennyiben tanuldink magabiztosabban dolgoznak
konkrét szamokkal, mint valtozokkal, akkor az iménti feladatot betiik
helyett feladhatjuk szamokkal is.

Feladatsorunkat a grafok és geometria témakoreivel zarjuk. A
4.1.2. és 4.1.3. feladatokban latott abrainkat a kovetkez6 modon &l-
taldnosithatjuk. Legyenek a karikdk egy graf pontjai. Amely karikak
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kozt relacios jel van, oda helyezziink egy iranyitott élt, mely a kisebb-
t6l a nagyobb felé mutat. Igy a kdvetkezd kérdést vethetjiik fel.

4.1.8. FELADAT. Legyen GG egy n ponti iranyitott graf. Szamozzuk
meg a csicsokat az 1,2, ...,n szamokkal 1igy, hogy minden él kisebb
szambdl a nagyobb felé mutasson.

Ez a feladat sokkal komolyabban hangzik, mint a bevezetében la-
tott kistestvérei, de semmivel sem nehezebb. S&t észrevehetjiik, hogy
méar meg is oldottuk korabban. 4.1.2.-ben megtanultuk, hogy a feladat
nem oldhat6é meg, ha van iranyitott kor. 4.1.3. indukcids megoldésa
pedig minden més esetben megad egy megfelel6 szamozést. Az induk-
cios lépés kulcsmozzanata, hogy rairjuk az egyik nyel pontra (ebbdl
a pontbol nem indul ki él) a legnagyobb szamot.

Megjegyzés: A feladat orai feldolgozésa torténhet a kovetkezd,
szorakoztatd modon. Irjunk fel sokféle ruhadarabot a tablara és he-
lyezziink kozéjiik irdnyitott éleket, ha az egyiket elébb kell felvenni,
mint a mésikat. Példaul a zoknibol mutat él a cip6hoz. Noha a graf
els6 ranézésre bonyolultnak tiinhet, azért mégis fel tudunk 6ltozni.

4.1.9. FELADAT. Adott a sikon n egyenes. Irjunk kiilonb6z6 egész
szamokat a metszéspontjaikra 1igy, hogy minden egyenes mentén a
szamok szigorii monoton sorrendben legyenek.

Tekintsiink egy olyan e egyenest, amely nem parhuzamos egyetlen
olyan egyenessel sem, amely a megadott egyenesek metszéspontjai ko-
zil legalabb kett6t tartalmaz. Ezzel az e egyenessel soporjiik végig a
sikot, igy a metszéspontok egyesével keriilnek ra, ebben a sorrendben
meg is szamozhatjuk Gket.

Megjegyzés: A 4.1.3. utols6 megoldasaban ismertetett Otlet itt
is el6jon. Ha abrankat tigy helyezziik el egy koordinatarendszerben,
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hogy a metszéspontok = koordinataja paronként kiillonb6z6 legyen, ak-
kor a metszéspontok x koordinatainak névekvs sorrendjében a pontok
megszamozhatok.

A feladat egy lehetséges altalanositasa, ha egyenesek helyett psze-
udoegyeneseket, illetve azok szakaszait tekintjiik. Ezek egyszerd gor-
bék, magukat nem metszik, barmely kettének legfeljebb egy metszés-
pontja lehet. Nem érinthetik egymaést, mint a korok, hanem kozos pont
esetén elmetszik egymést, mint az egyenesek. Az els6 matematikus,
aki a pszeudoegyenesekkel foglalkozott F. W. LEVI [9].

Definici6: Tekintsiik egy pszeudoegyenes két pontjat, a pszeudo-

egyenes ezek kozé es zart részét nevezziik pszeudoszakasznak.

4.1.10. FELADAT. Adott a sikon n pszeudoszakasz. Megszamozha-
tok-e a metszéspontjaik kiilonbozd pozitiv egészekkel 1igy, hogy a sza-
mozas mindegyik mentén szigoriian monoton legyen?
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Abrank pszeudoszakaszok egy olyan elrendezését mutatja, ahol a
szamozas nem végezhets el. Tegyiik fel, sikeriilt a szamozas, ekkor
minden pszeudoszakaszra tehetiink egy nyilat a ndvekedés iranyanak
megfelelGen. Megmutatjuk, hogy a nyilak barmely irdnyitasa esetén az
abraban kialakul irdanyitott kor, amely a szamozast lehetetlenné teszi.

Az Altalanossag rovasa nélkiil feltehets, hogy a mentén a nyil balrol
jobbra mutat. Ha b fentrdl lefele mutat, akkor vizsgaljuk c, d, e-t, kii-
l6nben a maradék harmat. Ez a két eset szimmetrikus, ezért elegendd
az els6t megnézni.

Amennyiben a ¢, d, e barmelyike az dbratol eltérd iranyba mutatna,
akkor a-val és b-vel irdnyitott kort alkotna. Mas szavakkal: ha el
akarjuk keriilni az iranyitott kort, akkor a és b irdnya meghatérozza
¢, d, e irdnyat. Viszont ez utobbi harom pszeudoszakasz, tehét c,d és
e altal meghatarozott haromszog éppen egy irdnyitott kort ad.

Abrank mutatja, hogy a pszeudoszakaszok masként viselkednek,
mint az egyenesek. Felmeriil a kérdés, lehet-e 8-nal kevesebb pszeu-
doszakasszal ilyen elrendezést talalni. Az alabbi Abran bemutatok egy
elrendezést, melyen 5 pszeudoszakasz van és nem szidmozhat6. Ezt a
konstrukciot magam taladltam.
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Rogzitsiik a iranyat fentrdl lefele. Az els esetben b balrol jobbra
mutat. a és b meghatérozza c és d irAnyat. Ekkor b, c és d irdnyitott
kort ad. A mésodik esetben b jobbrol balra mutat. a és b meghatérozza
e irAnyat. a és e meghatarozza c és d irdnyat és c,d és e iranyitott
kort ad.

Megjegyzés: Négy pszeudoszakasz tetszileges elrendezése esetén
a nyilak elhelyezhetGk anélkiil, hogy irdnyitott kort kapnank. Ennek
bizonyitdsa nem olyan érdekes, mint a megleps eredmény, hogy 5-re
van szamozhatatlan 4bra.

Végezetiil szeretnénk ramutatni néhany pontra, amelyek alata-
masztjak, feladatsorunk valoban a tehetségek felismerését és gondo-
zasat szolgalja. Ahhoz, hogy tehetséges gyerekeket talaljunk, megle-
hetdsen sokukkal kell foglalkoznunk, ket megszolitanunk. A bevezetd
rész ezt a célt szolgalja, bevonni a didkokat a munkaba, felkelteni az
érdeklédést.

Sziikséges, hogy a matematika miiveléséhez alapvetd aritmetikai
és logikai készségek rendben legyenek. A tehetséges didk is tudjon
szamolni, rendszerezni, kivetkeztetni. A sziporkazo otletek kidolgoza-
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sdhoz ezekre is sziikség van. A rendezési relacioval kapcsolatos kom-
binatorikai és algebrai feladatok tdmogatjak az alapvetd készségek
fejlesztését.

A tehetséges didkok gondozasa soran a tanarra leselkedd egyik ve-
szély, hogy a didkok gyors felfogdsa miatt egyre tobbet akar megta-
nitani. A fogalmak megfelel§ kialakulasa el6tt til koran megtanitott
dolgok alapozas nélkiil épitett falak a tudas vardban. Feliiletességhez
és korai kiégéshez vezethet ez. A kivanatos ut inkabb nem a gyors ha-
ladas, hanem az életkornak és gondolkozasi szintnek megfelelg témék
sokoldalt megkdzelitése, feldolgozasa.

A feladatsorral igyekeztem ezt bemutatni, az egyszeriibb felada-
toknal el6fordulo otletek, gondolatok hogyan kozelithetGk meg mas
modon, Osszetettebb probléméknal. Talan varatlan, hogy grafok és
geometria keriiltek el. Az ilyen meglepetések erdsitik a didkokban
a matematika Oréme, szépsége iranti érzékenységet. Kivanom ta-
nar kollégaimnak — magamnak is — barcsak ezzel tudnank leginkabb
didkjainkat motivalni.

4.2. Feladatsor az olimpiai csapat felkészitéséhez

Ebben a szakaszban bemutatunk egy olyan anyagot, amely az olim-
piara késziil6 csapat felkészitését szolgalja. A kettGsviszony a kozépis-
kolai torzsanyagban nem szerepel, a specialis matematika tagozatosok
megismerkednek vele. Ahhoz, hogy egy versenyz6 ehhez az eszkdzhoz
nytljon, nem elég a fogalmak ismerése. Nagyon sokat segithet, ha a
didkok korabban latjak, hogyan hasznalhato feladatok megoldasanal a
kettGsviszony. Mik azok a tipikus helyzetek, amelyekben a projektiv
geometria ezen fegyvere bevethetd. A kett&sviszony segitségével nehéz
feladatok is meglepGen roviden megoldhatok. A feladatok nehézségi
foka ezért nem is latszik. Megemlitenék kiilon kett6t: a 4.2.9. szé-
miit magam javasoltam a Kozép-Europai Matematikai Didkolimpiara
és a 2008-as egyéni verseny legnehezebb feladatdnak bizonyult. Az
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5. fejezetben bemutatjuk projektiv geometria nélkiil a megoldasat. A
4.2.11. szamiat BOHNER GEZA, a Szent Istvin Gimnazium matemati-
katanara ttizte ki a KéMal. forumban [20], sokdig senki nem oldotta
meg. A kettGsviszonyos megoldas télem szarmazik, kittiztem olim-
piai valogatdversenyen is (2008.3). A 6. fejezetben ennek a feladatnak
részletesebb elemzését talaljuk.

A kettGsviszony orai feldolgozasara HRASKO ANDRAS kollégdmmal
egylitt készitettiink egy anyagot [15], ebben a téma részletes bevezetése
megtaldlhato. Itt egy rovid bevezetGben végigfutunk a sziikséges de-
finicion és tulajdonsidgokon, majd tételek bizonyitasaval és feladatok
megoldasaval szemléltetjiik a kettGsviszony sokoldalil felhasznélasat.
Ezen anyag alapja a [4] cikk.

1. Az euklideszi sikot kibgvitjiik az ideélis pontokkal és az idealis
egyenessel, igy barmely két egyenesnek pontosan egy kozos pontja lesz.

2. Legyen A, B, C és D egy egyenes négy kiilonb6z§ pontja.
Jelolje a pontnégyes kettGsviszonyat (ABCD), melyet a pontparok
elgjeles tavolsidga segitségével igy definialunk:

AC AD

CB DB’

A definiciobol azonnal adodik, hogy (ABCD) = (BADC) = (DCBA)
= (CDAB), tovabba ha (ABCD) adott és A, B és C ismert, akkor D
egyértelmiien meghatarozhato.

3. Legyen a, b, c és d négy egyenes, melyek egy ponton mennek at.
Jelolje a és b elGjeles szogét Zab, stb. A négy egyenes kettGsviszonya:

(ABCD) =

sin Zac  sin Zad
sin Zcb ~ sin Zdb’

4. Amennyiben A, B, C' és D egy egyenes négy pontja és P az
egyenesen kiviili pont, akkor (ABCD) megegyezik a P-b6l a pontok-
hoz hiizott egyenesek kettsviszonyéaval, amit (PA, PB, PC, PD) jelol.

(abed) =
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5. A 4-es pont alapjan a vetités kettGsviszonytarto transzformacio.
Ha a, b, ¢ és d egy ponton athalad6 négy egyenes és e egyenes ezeket
rendre A, B, C' és D, f pedig rendre A', B’, C' és D’ pontokban
metszi, akkor (ABCD) = (A'B'C'D’).

Ezt a tulajdonsagot a kovetkez6 modon is tekinthetjiik. A, B, C
és D az e, tovabba A’, B', C' és D" az [ egyenesen vannak, e # f és
(ABCD) = (A'B'C'D"). Ha AA’', BB', CC’ egy ponton mennek at,
akkor DD’ is athalad ezen a ponton.

Az elGkészitést a harmonikus négyes fogalmaval folytatjuk, tovabba
bemutatunk egy pompas segitétarsat, a kort.

6. A definici6é szerint (ABCD) = m. Mivel pontjaink kiilon-

bézok, ezért (ABCD) nem lehet 1. Igy (ABCD) = (ABDC) akkor
és csak akkor teljesiil, ha (ABCD) = —1. Ez egy kiilonleges elhelyez-
kedés, azt mondjuk C és D harmonikus tarsak A és B-re nézve.

7. Feladatoknél gyakori fordulat, hogy legyen C' az AB szakasz fe-
lez6pontja. Ez a kettGsviszony nyelvén azt jelenti, hogy az AB egyenes
idedlis pontja C' harmonikus tarsa A és B-re nézve.

Egyeneseknél a és b harmonikus tarsak a két szogfelezgjiikre nézve.
A szogfelezék merdlegesek, ezért megforditva a dolgot, ha (abed) = —1
és ¢ merGleges d-re, akkor ¢ és d éppen szogfelez6i a és b-nek.

8. Négy egyenes altal meghatarozott abran felfedezhetd harmoni-
kus négyes, esetiinkben X és Y harmonikus tarsak A és B-re nézve.
Ezt Papposz harmonikus négyes tételének is szoktak nevezni, vagy tel-
jes négyoldal tételének. Mi a bizonyitast is megadjuk, mégpedig meg-
lepGen roviden: 5. és 6. alapjan P-bél, majd QQ-bol vetitve

(ABXY) = (A'B'X'Y) = (BAXY).

34



[ o

A X B Y

9. Komplex szamok segitségével tetsz6leges pontnégyesre definial-
hato a komplex kettGsviszony, ennek értéke akkor és csak akkor valos,
ha a négy pont egy egyenesen vagy egy koron van. Mi itt komplex
szamok nélkiil hasznalhatjuk kori pontok kettdsviszonyat, pontosan a
2. pontban megadott definicié alapjan. A kor nagy segitGtarsunk lesz,
egyenesrGl korre vetithetiink és viszont, a kett&sviszony megmarad.
Jeloljiik a kor sugarat r-rel, a vetités centrumat P-vel, ekkor az abra
jeloléseit hasznalva

2rsin ZAPC  2rsin ZAPD
" 2rsinZCPB  2rsin ZDPB
AC AD
- C'B T D'B
Vetitésnél, ha PA érinti a kort, akkor A’ megegyezik P-vel.

(ABCD) = (abcd)

— (AB'C'D)).

35



10. A 8. pont mintajara a kor esetén is természetesen elGkeriil
a harmonikus pontnégyes. Legyen X a I' kor kiils6 pontja, a belGle
hiazhato érinték érintési pontjai P és (). Egy X-en athalado szel I'-t
A és B pontokban messe, legyen AB és P() metszéspontja Y. Ekkor
X és Y harmonikus tarsak A és B-re nézve, hiszen két vetitéssel

(ABXY) = (PA,PB,PX,PY) = (ABPQ) és
(ABPQ) = (QA,QB,QP,QX) = (ABY X).
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Kovetkezzenek a tételek, feladatok. Ha egy példaban egyenesek,
metszéspontok, felezGpontok szerepelnek, akkor érdemes megnézni pro-
jektiv geometriai eszkézokkel, hogyan banhatnank el vele. ElGszor erre
mutatunk példakat.

4.2.1. FELADAT. (Papposz Pascal-tétel) Adott a sikon két egyenes e
és f. Az e egyenes harom pontja A, C, E, az f egyenes harom pontja
B, D, . Az AB és DFE egyenesek metszéspontja K, a BC' és EF
egyenesek metszéspontja L, a C'D és F'A egyenesek metszéspontja M.
Bizonyitsuk be, hogy K, L, M egy egyenesen vannak.

Legyen DL és e metszéspontja X, AL és I metszéspontja Y, to-
vabba MK és AD metszéspontja Z. Vetitsiikk az A, C, ¥, X pontokat
L-en keresztiil f-re, igy azt kapjuk, hogy (ACEX) = (YBFD). Mivel
(YBFD) = (DFBY), ezért (ACEX) = (DFBY). A most kapott két
pontnégyes koziil az els6t D-bdl, a masodikat A-bol vetitve az MK
egyenesre ACE és DF B képe ZMK. Ezek szerint X és Y képe az
iménti két vetités utan az M K egyenes ugyanazon pontja, tehat DX
és AY metszéspontja  az L pont  rajta van az M K egyenesen.
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4.2.2. FELADAT. ABCD konvex négyszog. Az A csiicson at parhu-
zamost hiizunk BD-vel, ez lesz az e egyenes. A B csiicson at parhuza-
most hiizunk AC-vel, ez lesz az f egyenes. Legyen e és f metszéspontja
E. Igazoljuk, hogy EC ugyanolyan aranyban osztja BD-t, mint ED

AC-t.

Legyen AC idealis pontja B’, BD idealis pontja A’. Legyen to-
vabba EC és BD metszéspontja X, ED és AC metszéspontja Y.
A feladatban szerepld osztési aranyok egyenl@ségéhez elegends be-
latni, hogy (BDXA') = (ACY B’). Hasznaljuk ki, hogy (BDXA') =
(A’ XDB). Tekintsiik ez utobbi négy pontra illeszkedé E-bdl indulo
sugarsort, majd messiik el a sugarsort AC' egyenesével, igy éppen a
bizonyitando6 allitast kapjuk:

(AXDB) = (EA,EC,ED,EB) = (ACYB').
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4.2.3. FELADAT. Az ABC haromszégben AB = AC. A haromszig
oldalaira kifelé rajzoljuk az azonos koriiljarasi, egymashoz hasonlo
ABC', BCA', CAB' haromszégeket. AB : BC' : CA = AC' : BA :
CB = BC': CA": AB'. Bizonyitsuk be, hogy AA’, BC' és CB' egy

ponton mennek at.

Legyen AA’ és BC metszéspontja D. A feladat feltételei szerint
a kovetkez6 szogek egyenlok: A'BC/ = B'CAZ, CBAZ = ACB/Z,
ABC'/ = BCA'Z. Ezek szerint a kovetkezs B -re és C-re illeszkedd
sugarsorok kettGsviszonya megegyezik:

(A'B,CB, AB,C'B) = (B'C, AC, BC, A'C).
Hasznaljuk ki, hogy (B'C, AC, BC, A'C) = (A'C, BC, AC, B'C)), igy
(AB,CB,AB,C'B) = (A'C, BC, AC, B'C)).

Ezen két sugarsort messiik el az AA" egyenessel, ekkor az els¢ harom
egyenes esetén a metszéspontok rendre A, D és A. Mivel a kett&svi-
szonyok egyenlGk és adott kettGsviszony esetén harom pont helyzete
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egyértelmiien meghatarozza a negyediket, ezért C'B és B'C' is ugyan-
abban az M pontban metszik AA" egyenesét.

4.2.4. FELADAT. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD,
AC = BC. AB felezépontja F. Az F-en at hiizott egyenes AD-t P-
ben, a DB atlé B-n tiili meghosszabbitasat ()-ban metszi. Igazoljuk,
ACP/Z =QCB/Z.

Legyen AB idedlis pontja I, PQ és C'D metszéspontja E. Mivel
(ABFI) = —1, ezért ezt a pontnégyest D-bsl P(Q) egyenesére vetitve
kapjuk, hogy (PQFFE) = —1. Ez utébbi négy ponthoz tartozd C-bél
indul6 sugarsor is harmonikus négyest alkot, azaz (CP,CQ,CF,CD) =
—1. Mivel a feladat feltételei szerint C'F' és C' D egymasra merélegesek,
ezért bevezeténk 7. pontja alapjan a PCQZ szogfelezGje C'F. Mivel
CF a feladat szovegében szerepl6 AC' = BC' feltétel miatt ACB/
szogfelezGje is, igy valoban ACP/Z = QCBZ.
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4.2.5. FELADAT. Az ABC haromszég A-bol indulé szogtelezgje A'-
ben metszi a BC oldalt. Legyen az AA’ szakasz egy tetszéleges belsd
pontja X. BXNAC =B ,CXNAB=C",ABnNnCC'"=P,
A'C'N BB = (Q . Igazoljuk, hogy PAC/ = QAB/ .

A feladat allitasat ugy is fogalmazhatjuk, hogy be kéne latnunk, az
AQ) és AP egyenesek egymaés tiikorképei az A-bol indul6 szogfelezdre.
Mivel az AB és AC egyenesek tiikrosek a szogfelezére, ezért egyene-
sek kettGsviszonyaval megfogalmazva az allitas: (AB, AA’, AQ, AC) =
(AC, AA", AP, AB). Megmutatjuk, hogy mindkét kettsviszony értéke
-1. Mivel az illeszkedési viszonyokat tekintve az abra szimmetrikus,
ezért elegend6 az elsGt bizonyitani.

Legyen C'C’" és BC metszéspontja az AQ egyenessel rendre ()’ és
Q". Az A-ra illeszkedd sugéarsort elmetssziik CC'-vel és a metszéspon-
tokon atmend Q-ra illeszkedd sugarsort tekintjiik: (AB, AA’, AQ, AC)
= (C'XQ'C) = (QC",QX,QA,QC). Ezt a sugarsort metssziik BC-

vel, és tekintjiik a metszéspontokon atmend A-ra illeszkeds sugarsort:
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(QC",QX,QA,QC) = (ABQ"C) = (AX, AB, AQ, AC). Azt kaptuk,
hogy
(AB,AA, AQ, AC) = (AX, AB, AQ, AC) = —1.

A kovetkez§ tételek és feladatok bemutatjék, hogy a bevezetében
emlitett segitétars, a kor, milyen tipikus szitudciokban fordul elg. Az
elokészités 9. és 10. pontjai egyszertinek tiinhetnek, veliik nehezebb
feladatokkal is konnyedén elbdnhatunk.

4.2.6. FELADAT. (Pillango tétel) Egy kir AB hirjanak felez6pontja
F. Az egyik AB iven van két tovabbi pont, C' és D. A CF és DF
egyenesek masodik metszéspontja a korrel rendre E és G. DFE és
GC' hirok az AB hiirt rendre X és Y-ban metszik. Igazoljuk, hogy
XF=YF.

A bizonyitand6 X F=Y F' bizonyitasdhoz felhasznaljuk, hogy F-
re A és B tiikros, ezért elegendé megmutatni, hogy X és Y is tiik-
ros, azaz (AYFB) = (BXFA). Elgszor a C pontbol vetitiink a
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korre: (AYFB) = (AGEB). Most D-bdl vetitiink az AB egyenesre:
(AGEB) = (AFXB). Mivel (AFXB) = (BXFA), a bizonyitast
befejeztiik.

4.2.7. FELADAT. (Pascal-tétel) Egy kor hat pontja A, B, C, D, E,
F. Az AB és DE egyenesek metszéspontja K, a BC és E'F egyenesek
metszéspontja L, a C'D és F'A egyenesek metszéspontja M. Bizonyit-
suk be, hogy K, L, M egy egyenesen vannak.

Legyen AF és BC metszéspontja X, AB és EF metszéspontja
Y. A koron levG ABDF pontnégyest vetitsiik elGszor C-bél az AF
egyenesre, majd E-bdl az AB egyenesre:

(ABDF) = (AXMF) (ABDF) = (ABKY).

Mivel (AXMF) = (ABKY) és a két kettGsviszonyban az A pont
kozos, ezért X B és F'Y metszéspontjabol, azaz L-b6l egymasra vetit-
hetsk, igy L-en athalad az M K is.

43



4.2.8. FELADAT. Egy korhoz a kiilsé A pontbdl érintéket hiizunk, az
érintési pontok B és C. A B ponton keresztiil parhuzamost hiizunk
AC-vel, ez D-ben metszi a kort. DA a kort E-ben metszi. BE és AC
metszéspontja F'. Mutassuk meg, hogy F' felezi AC-t.

Legyen az AC egyenes idedlis pontja I, BC' és AD metszéspontja
T. F pontosan akkor lesz AC felez6pontja, ha (ACFI) = —1. Ve-
titsiik az A, C, F, I pontokat B-bdl a korre: (ACFI) = (BCED).
Most C-b6l az AD egyenesre vetitve (BCED) = (TAED) adodik. A
most kapott pontnégyest B-bél az AC' egyenesre vetitve (TAED) =
(CAFI). Az kaptuk, hogy (ACFI) = (CAFI), ami csak ugy lehetsé-
ges, ha a kettGsviszony értéke -1.
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4.2.9. FELADAT. (MEMO 2008. egyéni verseny) Az ABC héarom-
szogben AC' = CB. A beirt kiér az AB és BC' oldalakat rendre a D és
E pontokban érinti. Egy A-n athaladé, de AE-tél kiilénbdzo egyenes
a beirt kért F' és G pontokban metszi. AB az EF és EG egyeneseket
rendre K és L pontokban metszi. Igazoljuk, hogy KD = DL.

Legyen az AB egyenes idealis pontja I, a beirt kor és AC ko-
z0s pontja J, DJ és FG egyenesek metszéspontja T. KD = DL
pontosan akkor teljesiil, ha (K LDI) harmonikus négyes. Vetitsiink
a korre E-b6l: (KLDI) = (FGDJ). Ezt J-b6l FG-re vetitve azt
kapjuk, hogy (FGTA). Most D-bdl a korre vetitve kapjuk, hogy
(FGTA) = (FGJD). Mivel (FGDJ) = (FGJD), igy értéke -1, tehat
(KLDI) = —1, és a bizonyitéast befejeztiik.



4.2.10. FELADAT. Az ABC haromszog beirt kire a megfelels olda-
lakat rendre az A’, B', C' pontokban érinti. Az A’ pont merdleges
vetiilete a B'C" egyenesre T'. Igazoljuk, hogy

BTA'z =ATC/.

Legyen B'C’ és BC metszéspontja M. Ceva tételének egyszert
alkalmazasaval adodik, hogy az AA’, BB’ és C'C’ szakaszok egy pon-
ton mennek at, legyen ez a pont D, bevezeténk 8. pontja alapjan
(BCA'M) = —1.

Mivel (BCA'M) = (TB,TC,TA,TM) és T A mersleges T M-re,
a bevezetd 7. pontja alapjan e két egyenes a T'B és T'C' belsé és kiils6
szogfelezGje, azaz BTA'/ = A'TCZ.
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4.2.11. FELADAT. (K6MaL forum, geometria rovat, 20-as feladat)
Legyen az ABC' haromszdg beirt kérének BC'-n 1é6vé érintési pontja
D. Igazoljuk, hogy az AD-re D-ben allitott merdlegesnek a B ill. C
csticsnal 16vé belsé szogtelezo kozti szakaszat D felezi.

Legyen az ABC' beirt korének kozéppontja I, a beirt kor AB-n és
AC-n levs érintési pontjai rendre B’ és C'. Az AD-re D-ben emelt
meréleges egyenes idealis pontja legyen M, AD és a beirt kér D-t6l
kiilonboz8 kozos pontja M'. Az AD és B'C’ koz6s pontja legyen T
A feladat allitasat megfogalmazhatjuk kettGsviszonnyal, példaul az
I-n athaladé egyenesek segitségével: (IB,IC,I1D,IM) = —1 a bi-
zonyitand6. Az el6bbi egyenesek helyett tekintsiink mindegyikre egy
merélegest, és haladjanak at ezek D-n. Ezen egyenesek kettdsviszo-
nya is éppen ugyanakkora, a beirt korre vetitve a kovetkez&t kaptuk:
(IB,IC,ID,IM) = (B'C'DM’). Ekkor B’-b&l, majd C'-bél vetitve
(B'C'DM") = (ATDM') = (C"B'DM') = —1, a bizonyitast befejez-
tiik.
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5. Versenyfeladatok

Ebben a fejezetben olyan versenyfeladatokat ismertetiink, amelyek
sajat otletbdl sziilettek. Milyennek kell lennie egy versenyfeladatnak?
REIMAN ISTVAN ezt a kovetkezSképpen foglalja ossze [12]: A feladat
elsGsorban a versenyzék tudasanak a mélységét s ne a mennyiségét
tegye probara; lehetéleg érdekes legyen a mondanivaldja vagy az ered-
ménye vagy az eredményhez vezets utja; létezzék a feladatnak olyan
megoldasa, amely belefér a versenyen aranyosan raszabott idébe.” Fel-
hivjuk a figyelmet néhany tovabbi szempontra, amely a versenyeknél
fontos lehet. A dolgozatok egységes értékelését megkdnnyiti, ha van-
nak olyan vilagosan elkiilonithet6 részeredmények, amelyek onalloan
értékelhetGk. A mez6ny széthuzasat segiti, ha  az olimpiai pontozast
alapul véve — lehet 0-t6l 7-ig barmilyen pontszadmot szerezni.

A fejezetben targyalt feladatok szintje az altalanos iskola felsGseivel
indul, szerepel KéMalban kitizott feladat, OKTV példa. Alkalman-
ként bemutatjuk a probléma lehetséges tovabbgondolasat. A szerzé
egyik legnagyobb szakmai sikerének tartja, hogy az olimpian is szere-
pelt kittizott feladata. A nemzetkozi versenyeken megjelent feladatok
sorat ez a példa zarja.

5.1. Altalanos iskola

Ezeket a kisebbeknek szant feladatokat nagyon fontosnak tartom.
Egyrészt kitaldlasuk mindig 6rom volt, masrészt tobbszor tapassztal-
tam, hogy az egyszerti 6tletbdl indulva nehezebb problémakhoz jutha-
tunk.

5.1.1. FELADAT. (Fazekas Mihaly F6v. Gyak. Gimn. speciélis mate-
matika tagozatos felvételi feladat, 8. évfolyam, 1999) Szamronté Re-
zsonek két médszere van egy szam elrontasara. Vagy egy jegyet tetszo-
legesen megvaltoztat, vagy két jegyvet kicserél. Ugyanannak a 4 jegyii
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szamnak két elrontasa az 1323 és az 1213. Mi lehetett az eredeti szam,
amit elrontott Rezsd?

Az elrontas modszerét tekintve négy eset lehet. JelGlje a cserét c,
a valtoztatast v, ekkor a 4 eset: cc, cv, ve, vo.

cc: Ez az eset nem fordulhatott elg, mert akkor mindkét elrontott
szamban az eredeti jegyek lennének, most viszont az elsGben két 3-as
van, mig a masodikban csak 1.

cv: Az eredeti szam jegyei ezek szerint valamilyen sorrendben az
1, 2, 3, 3. A valtoztatott szdm ezek szerint az 1213-ban valamelyik
1-es, ezt 3-ra kell visszavaltoztatni. A 3213-bol nem érhets el két
szam cseréjével az 1323. Az 1233-bol viszont igen, a kozépsé két jegy
cseréjével.

ve: Az el6z6 gondolatmenet mintdjara a jegyek 1, 1, 2, 3, az els6
szamban egy 3-ast kell 1-re valtani. 1123 jo megoldés, az 1321 viszont
nem.

vv: Mivel mindkét szamban csak egyetlen szam valtozhatott, ezért
van két olyan szamjegy, mely mindkét szamban az eredeti. Ez az els6 1
és az utolsd 3. Ha az 1323-ban a szazasok helyén 4ll6 3 a valtoztatott,
akkor a tizesek helyén all6 2 az eredeti szam jegye, igy az 1213-bol
kideriil, a szédzasok helyén is kettes all, azaz a megoldéas az 1223. Ha
az 1323-ban a tizesek helyén 4ll6 2 a valtoztatott, akkor a szadzasok
helyén all6 3 az eredeti szam jegye, igy az 1213-bol kideriil, a tizesek
helyén 1 all, azaz a megoldés az 1313.

4 megoldas van, ezeket Osszefoglaljuk. El6re irjuk a lehetséges
eredeti szamot, utana a két elrontottat, amelyekben vastaggal jeloljiik
a rontast:

1233 ¢ 1323 v 1213
1123 v 1323 ¢ 1213
1223 v 1323 v 1213
1313 » 1323 v 1213
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Ez a feladatom felkeltette Szényi Tamés és Hrasko Andrés figyel-
mét, akik a [17]| portalon talalhato kodokkal foglalkozo tanitasi anya-
got készitették és oda beillesztették (5.1. feladat).

A feladatra kénnyt megoldast talalni, az Gsszes megoldas megta-
lalasa viszont fegyelmezett gondolkozast és valamilyen rendszerezést
kivan. Az esetvizsgélat elég rovid ahhoz, hogy ne rontsa el a feladat
bajossagat.

5.1.2. FELADAT. (Fazekas Mihaly F6v. Gyak. Gimn. specialis ma-
tematika tagozatos felvételi feladat, 8. évfolyam, 2003) Otté gondolt
egy egész szamra és felsorolta az osztéit nagysag szerint novekedve az
1-gyel kezdve. A sorrendben éppen a hatodik lett a 15. Keresd meg a
legkisebb pozitiv egész szamot, amire gondolhatott Otto.

Jelolje az osztokat di = 1 < dy < d3 < ... < dg =15 < ... . A
gondolt szamnak osztdja a 3 és az 5. Ha 2 is osztand, akkor a 6 és 10
is osztoja lenne, de akkor az 1, 2, 3, 5, 6, 10 mind osztd, a 15 nem
a hatodik lenne. Tehat a 2 nem osztd és igy nincs is tovabbi paros
oszt6. Ezek szerint dy = 3 és d3 = 5. A negyedik és 6todik oszto lehet
a 7,9, 11, 13 koziil kett6. Otto szama a legkisebb kozos tobbese lesz
a 15-nek, a negyedik és az 6todik osztonak. Ez akkor legkisebb, ha
dy =T és ds =9. A keresett szam tehat a [15;7;9] = 315.

A megoldas vilagosan oszthato lépésekre, a paros osztok kizarasa
a diakoknak jol ment. Ezutan a legkisebb kozos tobbes helyett sokan
a 3, 5, 7 és 9 szorzatat adtdk meg.

5.1.3. FELADAT. (Fazekas Mihaly F6v. Gyak. Gimn. speciélis mate-
matika tagozatos felvételi feladat, 8. évfolyam, 2007) Az ABC hirom-
sz0g BC' oldalanak felezépontja F, az AB oldal egy pontja T. C'T és
AF metszéspontja M. Az AMT haromszdg teriilete 1, az AMC' ha-
romszog teriilete 3 egységnyi. Mekkora az ABC haromszog teriilete?
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Mivel BF = FC, ezért ABF és ACF haromszogek teriilete ugyan-
akkora. Jelolje MCF teriiletét x, ekkor az MT BF négyszog teriilete
x+ 2. Mivel az MCF és M F' B haromszogek teriilete is ugyanakkora,
ezért Ty = x, Tyrp = 2. Az AT és BT szakaszok aranya ugyan-
akkora, mint az MT A és MT B haromszogek teriiletének aranya, azaz
1:2. Ugyanekkora az ACT és BC'T haromszogek teriiletének aranya
is, tehat 4 : (2x +2) = 1 : 2, amibsl 2 = 3. Az ABC haromszog
teriilete 12.

5.1.4. FELADAT. (Fazekas Mihaly F6v. Gyak. Gimn. specialis mate-
matika tagozatos hazi verseny, 7. évfolyam) A pozitiv egészeket he-
lyezziik el harom zsdakba A, B és C-be tigy, hogy ha valaki egy zsakbol
kihiiz harom kiilonb6z6 szamot és kozli veliink az dsszegiiket, mi ki
tudjuk talalni, mely zsakbél valasztott.

A budapesti Fazekas M. Gimnaziumban 1993-ban indult a hat évfo-
lyamos specialis matematika tagozatos képzés. Az elsg indulo osztalyt
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Orosz Gyula kollégammal tanitottuk. A halmazok tanitasanal tapasz-
taltam, hogy a feladatgyijtemények végtelen halmazokkal kapcsolatos
anyaga kicsi, a frissités érdekében igyekeztem tujakat kitalalni, ennek
eredménye a fenti példa.

ElsG észrevételiink, hogy a feladat nagyon konnyt, j6 megoldés
példaul, ha n < k esetén A ={1,2,....n}, B={n+1,n+2,...,k} és
C={k+1,k+2,..}. Ha ezt észreveszi a diak, akkor csavarintunk a
példan egyet, legyen mindharom halmazban végtelen sok szam!

A didkok két tipusi megoldést taldltak. Az egyikben legyen A a
paros szamok halmaza, B a 4k + 1 alaktak, C' a 4k 4+ 3 alakuak. A
masik konstrukciéban A-ban vannak a paratlan szamok, B a néggyel
oszthatok, C a 4k + 2 alaka szamok halmaza.

A megoldas megbeszélése utan tovabb léphetiink. Legyen 3 helyett
n végtelen halmaz és valasszunk ki valamelyikbdl & darabot. A kérdés
kapcsan a didkok egy miniatiir kutatast végezhetnek. Ennek egyre
nehezedd 1épései:

1. Ha (n; k) = 1, akkor az n szerinti maradékok alapjan késziilhet-
nek a halmazok.

2. Ha k péaratlan, akkor egy tetszGleges m pozitiv egész primté-
nyezds felbontasaban legyen a 2 kitevGje 7. Amennyiben halmazaink
a H; halmazok 7« = 1,2,...,n, akkor keriiljon m a H;,; halmazba, ha
7 <n — 1, kiilonben keriiljon m a H,, halmazba.

3. n =k = 2 esetén nem oldhato meg a feladat. Legyen a két
halmaz A és B. Ha mindkét halmaznak végtelen sok eleme van, akkor
végtelen sokszor fordul el§, hogy ¢ A-ban van, i+ 1 pedig B-ben, illetve
j B-ben van, j + 1 pedig A-ban. Ekkor i + j + 1 Gsszeget A-bol is
kaphatunk (7) 4+ (j + 1) és B-b6lis (i 4+ 1) + (j).

Tapasztalatom szerint ez az 6tlet, noha nagyon egyszertd, rajonni
elég nehéz. Az olimpiai valogatoversenyek feladatai kozt talaljuk a
2008.1.-es feladatot, amelynek egyik lehetséges megoldasa pontosan a
most bemutatott otleten milik.
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4. Posa Lajos hivta fel a figyelmemet arra, hogy a feladat soha nem
oldhaté meg, ha n = k és n paros. Ennek bizonyitasat téle hallottam,
tudomasom szerint még nincs publikalva.

5. Bemutatunk még egy tipust megoldast n = 9, k£ = 6 esetén.
El6szor készitiink 6t halmazt a szdmok 5-6s maradéka szerint. Majd az
o-tel oszthatd szamok halmazat tovabbi 5 részre vagjuk aszerint, hogy
mi a 25-6s maradék. Mivel az 5 és a 25 is 6-hoz relativ prim, ez a szét-
osztas megfeleld lesz. (A kiindulasi feladatban megadott konstrukcio
is ilyen szerkezetii.)

Ezt a gondolatot tovabb flizve rogzitett k esetén tovabbi n érté-
kekre kaphatunk megoldasokat, ha tekintjiik a k-hoz relativ prim d,
do, ..., ds szamokat. A pozitiv egészeket elGszor szétosztjuk a d; sze-
rinti maradék alapjan, ezutdn a kapott halmazok koziil néhanyat to-
vabb osztunk a dyds szerinti maradék alapjan. A keletkezett halmazok
koziil néhanyat tovabb osztunk a didsds szerinti maradék alapjan stb.

5.2. Magyarorszagi versenyek

5.2.1. FELADAT. (K6Mal. B.3676.) Bergengociaban a totén négy
mérkézésre lehet tippelni. Betli Bend — nevéhez mélté médon — sze-
retne baratai el6tt egy olyan szelvénnyel biiszkélkedni, amelyen egyet-
len talalat sincs. Hany szelvény iigyes kitéltésével mehet biztosra?

A feladatot a Varosok Viadalan [14] (Tournament of Towns, 1996
Gsz A fordulo, junior kategoria 6-os példa) szerepls egyik feladat inspi-
ralta, amelyik bizonyos feltételek mellett 1ényegében betli lottot jelent.
A toto jatékban n mérkGzés esetén a betlihez sziikséges szelvények mi-
nimalis szdmat jelolje b,. Nyilvin b; = 2. Két mérkszés esetén az 11,
22, xzx tippekkel kitoltott szelvények garantaljak a betlit, hiszen vala-
milyen eredménytipus biztosan nem lesz. Kevesebb, azaz két szelvény
pedig nem elég, hiszen el6fordulhat, hogy az elsé mérk6zés éppen az
elsG szelvény, a masodik pedig a masodik szelvény eredménye lesz.
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Ha i szelvényt téltiink ki, akkor legaldbb [£] szelvényen ugyanaz
a tipp szerepel. Ha éppen ez az els6 mérkszés eredménye, akkor ezen
szelvényeink egyike sem lehet betli szelvény. Emiatt a b, — [l”T*W >
b, feltételt kapjuk. Ebbél b3 > 5, by > 8, bs > 12, ... , b3 > 315,
ami mutatja, hogy a totén nem is annyira egyszeri betlizni, szemben
a lottoval, ahol ez a 90/5-6s valtozatban mar hat szelvénnyel konnyen
garantalhato.

Az iménti b;-re vonatkozo becslés ¢ = 3,4,5 esetén éles. Harom
mérkdzés esetén megfelel§ szelvények az 111, 122, 212, 221, és zxx.
Négy mérkdzés esetén egy lehetséges megoldast ad a kdvetkezG nyolc
szelvény: 1111, 11xx, 1222, 2212, 2221, 122, xx1l, xxxx. Az ellen-
Orzésre itt nem tériink ki, ez tobb eset vizsgalatat jelenti.

Nagyobb n értékek esetén b, meghatarozasa tovabbi feladat. A
bemutatott alsé becslés mellett fels6 becslés is adhatd. Azonnal adodo
felsé becslés a b, < 2", az x tippet nem hasznalva elkészitjiik az 6sszes
1 vagy 2 szamokat tartalmazo szelvényeket. Ezt a durva becslést egy
kicsit javithatjuk, ha az egyik szelvény a csupa x, a tébbin pedig
kitoltjiik az Gsszes olyan 1 vagy 2 szamokat tartalmazo tipposzlopot,
ami paros sok l-est tartalmaz. Ebbél b, < 27! + 1.

Masfajta felsG becslést is megadhatunk. A mérkézéseket osszuk
k darab négyes és [ darab harmas csoportba. Minden csoportban
tekintjiik a betlihez sziikséges minimalis szamu tippet és ezek Gsszes
lehetséges variaciojat kitoltjiik. Igy b, < 8% -5!. Ez a becslés akkor ad
minél jobb eredményt, ha a négyes csoportokbol a lehetd legtébb van,
azaz | értéke 0, 1, 2 vagy 3.

5.2.2. FELADAT. (OKTYV 2007-2008, II. kategoria, elsé fordulo, 2. fel-
adat) Az ABC haromszog BC' oldalédnak felez6pontja F', az AB oldal
egy belsé pontja T, az AF és C'T szakaszok metszéspontja M. Az
AT M haromszog teriilete 8, a CF'M haromszog teriilete 15 egység.
Mekkora lehet az ABC' haromsz6g teriilete?
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A Fazekas Gimnazium felvételijére készitett 5.1.3. szamu feladat
egy valtozata ez. Jol mutatja, hogy a feltételek apro valtoztatasaval
méas nehézségi szintd feladatot kapunk.

Jelolje az AMC' haromszog teriiletét . Mivel F' oldalfelez6 pont,
ezért igaz a kovetkez6 két dolog:

(1) az ACF és AF B haromszogek teriilete ugyanakkora, igy a
BT MF négyszog teriilete x + 7;

(2) az MCF és MFB haromszogek teriilete ugyanakkora, mind-
kett6 15 egység.

Ezen két észrevételbdl az kovetkezik, hogy az M BT haromszog
teriilete TMBT = TBTMF - TMFB = (ZL’ - 8) egység

B

C A

Mivel az AB egyeneshez tartoz6 magassaga az M BT és MT A, va-
lamint a C' BT és C'T'A haromszogeknek azonos, ezért teriileteik ardnya
éppen a BT és T'A szakaszok aranyaval egyezik meg, azaz:

Trpr _ Tesr _ BT
Tyra Tora TA
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Irjuk fel ezt az aranyt a korabbi észrevételeink alapjan:

8 8+

r—8 (z+7)+15

A nevezdkkel szorozva és 0-ra rendezve x? — 8z — 240 = 0 adodik,
amelynek megoldasai z; = 20 és o = —12, ez utobbi nem lehet egy
haromszog teriilete.

Az ABC haromszog teriilete Tape = 22 4+ 30 = 70 egység.

5.2.3. FELADAT. (OKTV 2000 2001, II. kategoria, dontd, 1. feladat)
Legven a H = {1,2,3,...,2000,2001} halmaz 77 elemii részhalmazai
kéziil azoknak a szdma, amelyekben az elemek dsszege paros S-sel
egvenld, és azoknak a szama, amelyekben az elemek Osszege paratlan,
N-nel egyenls. Melyik nagyobb: S vagy N? Es mennyivel?

A feladatra két 1ényegesen kiilonb6z6 megoldést mutatunk be.

1. megoldas: Rendezziik H elemeit parokba (1;2), (3;4), ..., egye-
diil maradt a 2001. Egy részhalmaz 0sszeallitasanal a kivalasztott sza-
mokat bekarikdzzuk. Nevezziik parosnak, illetve paratlannak a rész-
halmazt, ha benne az elemek Osszege paros, illetve paratlan. Egy
részhalmaz akkor paratlan, ha benne a péaratlan szdmok szama parat-
lan. A tovabbiakban két esetet vizsgalunk aszerint, hogy a 2001-et
bekarikaztuk-e vagy sem.

Tegyiik fel, hogy a 2001-et nem valasztottuk ki. Mivel a részhalmaz
elemeinek szdma 77, ami paratlan, ezért lesz olyan par, amiben csak
egy szamot karikdztunk be. Tekintsiik a legkisebb ilyen péart, és ebben
tegyiik a karikdt a masik szamra. Ezzel a miivelettel paros részhal-
mazbol paratlant, paratlanbol pedig parosat kapunk, tehat a 2001-et
nem tartalmazo paros és paratlan részhalmazok szdma egyenld.

Ha a 2001 be van karikazva, akkor is tekinthetjiik a paros és pa-
ratlan részhalmazok kozti el6bbi megfeleltetést minden olyan esetben,
ahol van olyan par, amelynek csupan egyetlen szdma karikas. Azok a
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részhalmazok maradtak ki, amelyekben a 2001 mellett éppen 38 par-
ban van mindkét szam bekarikazva. Ezekben a részhalmazokban ezek
szerint 39 paratlan szam van, tehat minden ilyen részhalmaz paratlan.
Azt kaptuk, hogy N > S, és N — § = (lggo), hiszen az 1000 parbol
ennyi moédon valaszthatunk ki 38-at.

2. megoldas: Szamoljuk meg hany részhalmaz tartozik N-be asze-
rint, hogy hany paratlan szam van a részhalmazban. A 2001 szam
koziil 1000 paros és 1001 paratlan, ezek koziil kell kivalasztani a 77
szamot gy, hogy paratlan sok paratlant valasztunk. Igy

N_% 1000\ / 1001
=\ 2 J\TT=21)

= /1001 /1000
S_;( 2i )(77—22')‘

Most tekintsiik az (1 + 2)1%9(1 — 2)1%! polinomot és ebben az 277
egyiitthatojat. Ha a binomidlis tétel szerint felirjuk (1 + x)10%-t és
(1 — 2)199%¢ és ezeket Osszeszorozzuk, akkor ez az egyiitthatd éppen
S —N.

Amennyiben a polinomot (1 — 2%)!%°(1 — z) alakban irjuk, akkor

viszont 277 egyiitthatoja — ("9 ), azaz N — S = ('02°).

Hasonlban

5.2.4. FELADAT. (OKTV 1998 1999, II. kategoria, méasodik fordulo,
3. feladat) Egy szabalyos négyoldalii gila beirt gémbjének a kézép-
pontja, valamint élérinté gémbjének a kdzéppontja egyenld tavol van
a gula alapsikjatol. Mekkora a gila térfogata, ha alapélének a hossza
27 (Az élérint6 gomb a giila minden élét az él bels6 pontjaban érinti,
a beirt gémb pedig minden lapot belsé pontban érint.)
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Legyen a beirt gomb kézéppontja K, az élérinté gombé O. A gula
szimmetriai miatt ezek rajta vannak a gila tengelyén, azaz a cstcsa-
bol az alaplapra allitott merdlegesen. Mivel az alapsiktol egyenld tavol
vannak, ezért vagy egybeesnek, vagy tiikrosek az alapsikra. Megmu-
tatjuk, hogy az els6 eset nem &llhat fenn. Mivelhogy K-t6] minden
lap sikja egyenl§ tavol van, ezért egybeesés esetén O-tol is, kdovetke-
zésképpen az élérint6 gombbdl minden lap ugyanakkora kért metszene
ki. Viszont a kimetszett korok a lapok beirt korei; ezek azonban nem
lehetnek egyenl6k, hiszen az alaplap beirt kérének atmérdje 2, az ol-
dallapoké 2-nél kisebb, mivel a haromszogbe irt kor atmérdje kisebb
minden haromszogoldalnal.
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M

Legyen a gila alaplapja az ABCD négyzet, csiucsa M, M-bdl az
alapra allitott merdleges talppontja (a négyzet kozéppontja) F. A
bevezetében mondottak szerint MK + MO = 2MF. Vezessiik be az
MF = m jelolést, ezek szerint:

(1) MK + MO =2m.

Fejezziik most ki az MK és MO téavolsagokat m segitségével. A gila
MGH szimmetriasikja a beirt gombbdél az MG H haromszog beirt ko-
rét metszi ki, ez az MGH egyenl6 szara haromszog M H szarat a P
pontban érinti. Mivel kiils6 ponthol a gombhoz (kérhoz) hazott érin-
toszakaszok egyenl6k, HF' = HP = 1; az M FH derékszogii harom-
sz6gb6l MH = v/m? 4+ 1. Az MPK és M F H derékszogi haromszogek
hasonlok, ezért

MK MH MP-MH (=1++vm2+1)vVm?+1

—— = —— azaz MK = = ,

MP MF MF m
—Vm2Z+1+m?+1

(2) MK — m=+14+m*+ '

m

Nézziik most a gila M BD atlometszetét, ez a gulabol az M B D egyenl§
szari haromszoget metszi ki, az élérinté gombbdl pedig olyan kort,
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amely az M B szarat E-ben érinti és kézéppontja az MF' szimmet-
riatengelyen van. Mivel az élérint6 gomb az alapnégyzet oldalait a
felezGpontokban érinti, BH és BE kozos pontbol indul6 érintGszaka-
szok, és ezért BH = BE = 1.

M

D NG F/ B
O

Az MF B derékszogt haromszogh6l MB = vm? + 2. Az MFB és
M FEO hasonl6 derékszogli haromszogek, ezért

MO MB MO_ME-MB_(\/m2+2—1) m2 + 2
ME MF’ - MF m ’

2409 - Vm2+2

(3) MO:m+ m* + .

m

Helyettesitsiik be a (2) és (3) alatti értékeket (1)-be, m-mel mindjart
megszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat:

—Vm?+1+m’+1+m”+2—Vm?+2=2m?%
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Atrendezve

Vm2+1+vVm2+2=3.

Mindkét oldalt négyzetre emeljiik és ismét atrendezziik:

V(m2 4+ 1)(m2 +2) =3 —m?

Végiil még egyszer négyzetre emelve mindkét oldalt, rendezés utan a
IM: =7, m:=—

eredményt kapjuk, ebbdl m egyetlen lehetséges értéke m = g A gila

térfogata:
2 .
po VT _WT e
3-3 9

5.2.5. FELADAT. (OKTYV 2009-2010, II. kategoria, dontd, 3. feladat)

Egy tarsas osszejovetelen n ember vett részt. A tarsasag tagjai koziil

idénként leiilt harom ember egy ultipartira. Hazamenetelkor megalla-

pitottak, hogy barmely harom ember legfeljebb egy partiban jatszott

egylitt és barmely két ember pontosan két partiban vett részt egyiitt.
Milyen n értékekre lehetséges ez, ha 3 < n < 9?7

A feladatot grafok segitségével oldjuk meg. Legyenek az emberek
a graf cstcsai. Ha harom ember lejatszik egy partit, akkor hizzuk be
a nekik megfelel6 pontok kozott futo éleket. Igy a feladat feltételei
szerint az n pontu teljes graf éleit éppen kétszeresen fedjiik haromszo-
gekkel tigy, hogy egy haromszog legfeljebb egyszer szerepelhet.

Az n pontu teljes grafnak éleit kétszer szamolva éppen n(n — 1)-et
kapunk, ennek 3-mal oszthatéonak kell lennie. Ebbdl kovetkezik, hogy
n nem lehet 5 és 8. Minden tovabbi szoba johets n értékre megadunk
egy konstrukciot.
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Jelolje a tovabbiakban a graf csicsait az 1, 2, ..., n. Egy élet a
két végpontjaval adunk meg, példaul (1;2). Egy haromszoget a ha-
rom cstcsaval, példaul (1;3;4). Legyen n = 4, ekkor az élek szamanak
kétszerese 12, igy 4 hadromszogre van sziikség. A négy lehetséges ha-
romszog éppen jo lesz, hiszen az 1,2,3,4 szamok tetszéleges ¢, 5, k, 1
permutécidja esetén az (i;7) él éppen két haromszogben lesz benne,
mégpedig az (i; j; k) és az (i; j;1) haromszogben.

Az n = 6 esetben 30 az élek szamanak kétszerese, tehat 10 harom-
sz0g kell. Egy lehetséges megoldas a kovetkezs:

(1;2;6) (2;3;6) (3;4;6) (4;5;6) (5;1;6)
(1,2;4) (235 (3;41) (452) (5;1;3)

A konstrukciot konnyen ellenérizhetjiik, ha az 1,2,3,4,5 szamokat egy
szabalyos 6tszog csticsainak feleltetjiik meg, az 6tszog kozéppontja pe-
dig a 6. A 6-bol indul6 élek a fenti tablazat els6 soraban éppen kétszer
szerepelnek. Az 6tszog két szomszédos csticsa kozt futd él egyszer sze-
repel a felsG, egyszer az als6 sorban, az 6tszog atloi pedig éppen kétszer
szerepelnek az als6 sorban. Ezt gy is gondolhatjuk, hogy az abran
lathato két tipust haromszoget forgattuk korbe.
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Az n =T esetben (7-6) : 3 = 14 haromszogre van sziikség. A graf
csucsai legyenek egy szabalyos hétszog cstcsai. A csicsok kozt futd
élek hossza haromféle lehet, és mindharom tipusboél éppen 7 van. Az
abran lathato két haromszog korbeforgatasa jo konstrukciot ad. Igy
ha i felveszi az 1,2,...,7 értékeket, akkor a haromszogeink (i;i41;i+3)
és (i;7+ 1;7+ 5), ahol mindig a szimok hetes maradékat tekintjiik.

5.3. Nemzetkozi versenyek

5.3.1. FELADAT. (MEMO 2008, egyéni verseny, 3. feladat) Az ABC
haromszégben AC' = CB. A beirt kér az AB és BC oldalakat rendre
D és E pontokban érinti. Egy A-n athalado6, de AE-tél kiilénbdozo
egyenes a beirt kort F és G pontokban metszi. AB az EF és EG
egyeneseket rendre K és L pontokban metszi. Igazoljuk, hogy KD =
DL.

A feladattal mar talalkoztunk a 4. fejezetben (4.2.9.). Itt bemuta-
tunk egy olyan megoldéast, ami nem hasznélja a kettGsviszonyt, ezzel
a megoldéssal javasoltam a versenyre. Noha a gondolatmenet teljesen
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elemi, kozépponti és keriileti szogeket hasznal és harnégyszogeket, ra-
jonni mégsem konnyti. Az abran nehéz észrevenni a megoldas kulcsat
jelents hurnégyszoget.

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor G a révidebb DFE iven van. Az
az eset, amikor az F'G egyenes nem valasztja el a D és E pontokat,
hasonl6an targyalhato.

Jelolje AC és a beirt kor kozos pontjat J. Ekkor CABZ = JDE/Z =
JFE/, igy AJF K hurnégyszég. Ebben a hurnégyszéghen AJK/ =
AFK/. AFK/ = EFG/Z, hiszen csucsszogek, EFG/ = GEBZ a
beirt kor GE ivéhez tartozd keriileti- és érintG szara keriileti szdgek.
Azt kaptuk, hogy AJK/ = GEBZ, amibdl kovetkezik, hogy AJK és
BEL egybevagd haromszogek, ezzel a bizonyitast befejeztiik.

5.3.2. FELADAT. (MEMO 2009, egyéni verseny, 3. feladat) Legyen
ABCD egy konvex négyszig, melyre AB és C'D nem parhuzamosak,
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valamint AB = CD. Az AC és BD atlok felez6pontjait E és I jeldli.
Az EF egyenes az AB és C'D szakaszokat rendre a G és H pontokban
metszi. Mutassuk meg, hogy AGH/ = DHGZ.

Az altalanos iskolas versenyeken jol szerepld didkok 2008-as nyéri
MaMuT taboraban tartott foglalkozasokon a teriilettel kapcsolatos fel-
adatokat oldottunk meg, az ebbdl készitett anyag |7|. Az ott szerepld
otletek felhasznalasaval készitettem a MEMO feladatot. A feladatnak
sok lehetséges megoldasa van. Itt egy teljesen elemit mutatunk be,
amit egy okos felsGs is megérthet, kitalalni azonban nem kénnyfi.

Elgszor egy altalanos konvex ABCD négyszog esetén vizsgaljuk
meg, mi azon P pontok mértani helye a négyszog belsejében, ame-
lyekre az ABP és C'DP haromszogek teriiletének 6sszege allando. Le-
gven az AB és C'D egyenesek metszéspontja M, az M-b6l indulo A-t
tartalmazo félegyenesen legyen B’ olyan pont, amelyre MB' = AB.
Hasonloan az M-bdl indulé D-t tartalmazo félegyenesen legyen C”,
MC" = CD. Ekkor

Tapp +Tcpp = Tupp +Tucr = Tuppcor-

Mivel az M B’ PC" négyszog harom csticsa adott, ennek teriilete akkor
lesz egy rogzitett allando, ha P egy B'C’-vel parhuzamos egyenesen
mozog, illetve ennek az ABC'D belsejébe esé szakaszan.

Most nézziik meg, hogy a feladat feltételeit hogyan hasznalhatjuk
fel. Tupp = Tarp, illetve Topp = Torpp miatt ' — és hasonloéan az
E pont — rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy az AFB és CFD
haromszogek teriileteinek 0sszege éppen az ABC' D teriiletének a fele.
Tehat a feladat szovegében szereplé F'E egyenes éppen azon () pontok
mértani helye, amelyekre TABQ -+ TCDQ = %TABCD-

Masrészt az AB = CD feltételbsl kovetkezik, hogy a P pontok
mértani helyeként adodo egyenes merdleges az AM D/ szogfelezGjére,
ezért ugyanakkora szoget zar be az AB és C'D egyenesekkel.

66



5.3.3. FELADAT. (IMO 2000.4. feladat) Egy biivésznek szaz kartyaja
van, amelyek 1-t6l 100-ig vannak szamozva. Mindegyiket beleteszi
harom — egy piros doboz, egy fehér doboz és egy kék doboz — va-
lamelyikébe, olymddon, hogy mindegyik dobozban van legalabb egy
kartya.

A kézonség egy tagja kivalaszt kett6t a harom doboz kéziil és mind-
egvikbdl kivesz egy kartyat, majd kihirdeti a kivett kartyakon 1évo két
szam Osszegét. Ennek az dsszegnek az ismeretében a biivész meg tudja
mondani, hogy melyik az a doboz, amibdl nem vettek ki kartyat.

Hanyféleképpen lehet a kartyakat a dobozokban tgy elhelyezni,
hogy ez a mutatvany mindig sikeriiljon? (Két elhelyezést kiilonbézo-
nek tekintiink, ha van legalabb egy kartya, ami masik dobozba keriil.)

A feladatnak azt a megoldasat mutatjuk itt be, amelyet az olim-
piai problémakivalasztd bizottsag kapott, igy gondoltam ki elGszor.
Megjegyezziik, hogy az olimpian a versenyz&k koziil sokan indukcios
gondolatmenettel oldottak meg.
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Megmutatjuk, hogy 12-féle jo elrendezés van. Egy adott elrende-
zésben legyen minden szam szine az 6t tartalmaz6 doboz szine: p, f
vagy k.

1. eset: Van olyan 7, hogy 7, 7 + 1 és ¢ + 2 harom kiilonb6z6 szint,
pl. pfk. Mivel i+ (i+3) = (i+ 1)+ (i +2), az i + 3 szine csak p lehet,
kiilonben ez az Osszeg két kiilonb6z6 szinti szinparral is megvaldsulna.
Ezek szerint harom szomszédos, kiillonb6z6 szinti szam meghatarozza
a kovetkez6t. Tehat a pfk utan p, aztan f, aztan k kovetkezik és igy
tovabb. Ervelésiink visszafelé is miikodik, a pfk el6tti szam k, az el6tt
f sth.

Elég tehat megadni 1, 2 és 3 szinét kiilonb6z6 modon, ez 6 lehetd-
ség. Minden ilyen elrendezés valoban jo, mivel a p+ f, f +k, k+ f
Osszegeknek mas a harmas maradéka.

2. eset: Nincs harom kiilonb6z§ szinti szomszédos szam. Legyen az
1 szine p. Legyen i a legkisebb nem piros szam, mondjuk f. Legyen a
legkisebb kék szam t. Mivel nincs pfk, ezért i +1 < t.

Tegyiik fel, hogy ¢t < 100. Mivel i +¢ = (i — 1) + (t + 1), ezért
(t+1) csak p lehet. Ekkor azonban i+ (t+1) = (i4+1)+¢ miatt (i+1)
csak £ lehet, ami ellentmond annak, hogy ¢ a legkisebb kék. Ezért ¢
csak 100 lehet.

Mivel (i — 1) + 100 = 7 + 99, a 99 csak f lehet. Megmutatjuk,
hogy az 1 p, a 100 k; az Gsszes tobbi f. Ha s > 1 p lenne, akkor
$+99 = (s — 1)+ 100 miatt (s — 1) csak k lehetne, de a legkisebb kék
a 100.

Ebben az esetben a pf f... f fk szinezést kaptuk, és ez valoban jo is.
Ha az 6sszeg 101-nél kisebb, a kimaradd doboz a k; ha az 6sszeg 101,
akkor f; ha 101-nél nagyobb, akkor a p maradt ki. Ennél az elren-
dezésnél az Osszeg ismeretében pontosan meg tudjuk mondani, mely
szamokat huztak ki. Most is 6 lehet&ségiink van a szinek sorrendjét
megadni.
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6. A magyar IMO csapat kivalasztasa

Magyarorszag csapatanak kivalasztasa, a hagyoméanyokat kovetve,
nem egyetlen verseny alapjan torténik. Az éves versenynaptért idé-
rendben tekintve sorra vessziik, mely versenyek eredményét veszik fi-
gyvelembe. Az elsG a Kiirschak Jozsef verseny oktober elején. Ezt
koveti az OKTV dontGje és az elsd valogatoverseny, amely Suranyi
Janos emlékverseny néven keriil megrendezésre. Mindketté méarcius
elsG felében szokott lenni. A tavaszi sziinet el6tt van a Gillis-Turén
verseny, amely a magyar és az izraeli csapat paros versenye. Apri-
lis végén, vagy majusban van a masodik valogatoverseny. Az eddig
emlitetteken kiviil az angol-magyar téli felkészit6 taborban mutatott
teljesitmény is szamit. A KéMal. pontverseny A és B kategériajaban
elért pontszam az utolso tényezS. Mindezeket Osszevetve altalaban jol
kérvonalazodik, mely didkok alkotjak a csapatot.

6.1. Valogatoversenyek attekintése

Az IMO mintajara zajlik a két valogatoverseny, ezeknek a feladat-
anyagat tekintjiik at ebben a fejezetben. A verseny koriilményei is az
IMO szerintiek: négy és fél 6ra alatt kell megoldani harom feladatot.
Az elsG fél oraban tehets fel kérdés a feladatok szovegével kapcso-
latban. A feladatokat az Osszeallitok igyekeznek nehézségi sorrendbe
allitani. Igy az 1. és a 4. a konnyebb, a 2. és az 5. a kozepes és a 3. és
6. a nehéz feladatok.

Az olimpiara a részt vevl orszagok kiildhetnek feladatjavaslatokat,
ezekbdl a problémakivalaszto bizottsag készit egy 25 30 feladatot tar-
talmaz6 javaslatot, tgynevezett shortlist-et. Ezekbdl valasztja ki a
nemzetkozi zsiiri, azaz a csapatvezetdk a verseny 6 feladatat. A tobbi
példat egy évig nem hozzak nyilvanossagra, hogy a kiilonb6z6 orsza-
gok ezeket a feladatokat felhasznalhassak sajat valogatoversenyeiken.
A magyar valogatoversenyeken is leggyakrabban a shortlistrél valasz-
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tott példak szerepelnek. Az olimpian a kiilonb6z6 orszagok kicserélik
versenypéldaikat. Ez a feladatkincs a méasik {6 forras a feladatokhoz.

Az utobbi években kialakult rendszer a kiévetkezs. A kozponti
szakkor vezetGje Osszedllit egy feladatsort, alkalmanként alternativ le-
hetGségekkel. Ezt a feladatsort elkiildi a csapat vezetGjének, Peli-
kan Jozsefnek (ELTE), illetve Kos Gézanak (ELTE). Géza tobb évben
tagja volt a problémakivalaszto bizottsagnak, ezen kiviil 6 a KoMal.-
ban az A jeli feladatok gazdaja. El6fordult mar, hogy valamelyikiik
maga javasolt a valogatdversenyre feladatot. A verseny elGtti hetek-
ben a tervezett feladatsort egy volt olimpikon segitségével teszteljiik.
Ez a kontroll nagyon fontos, segit megitélni a feladatsor nehézségét. A
t6liik kapott visszajelzések utan alakul ki a végleges valtozat. A feje-
zetben 10 év feladatanyagat vizsgaljuk, ez alatt a 10 év alatt Csikvari
Péter, Strenner Balazs, Nagy Csaba, Nagy Déniel és Lovéasz Lészlo
Miklos végezték az elGzetes kontrollt.

Az olimpiai shortlist a feladatokat négy témakor szerint csopor-
tositja. Az alabbi attekintésben mi is igyekeztiink e szerint a négy
témakor szerint haladni. Meg kell jegyezni, hogy tobb feladat is egy-
egy téma hataran mozog, példaul algebra és kombinatorika, vagy al-
gebra és szamelmélet jellegii. A feladatok szdvege utan megjeloltiik
a forrast, ahonnan a feladatot vélasztottuk. Ez nem feltétleniil jelzi
a feladat eredetét, a példak felbukkanhatnak tébb helyen, nehéz nyo-
mon kovetni az igazi forrasukat. Terjedelmi okokbol az Gsszes feladat
részletes megoldasat nem kozolhetjiik, minden fejezetben taldlunk hé-
rom kidolgozott feladatot, amelyek bemutatnak tobbféle megkozelitési
modot, az Osszes feladat pedig tematikusan rendezve szerepel a Fiig-
gelékben. Végiil megjegyzések kovetkeznek, amelyek a feladat kivé-
lasztasdnak didaktikai oldalat vilagitjak meg.

A valogatoversenyek feladatainak Gsszeallitdsa nehéz munka. Fi-
gyelni kell, hogy a feladatsor megfelel6 nehézségti, témakat tekintve
valtozatos legyen. Az okos, de kevéshé képzett didk is elérhessen jo
eredményt. A feladatok lehetGség szerint érdekesek legyenek. Tl
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konnyt, vagy nehéz feladat nem huzza szét a mezdényt, nincs értelme
ilyet kittizni. A tobblépcsés feladatok viszont kifejezetten jok, ahol
bizonyos részeredmények elérheték, a teljes megoldas egyre nehezeb-
ben meggondolhato 1épésekbdl tevodik Gssze. Hosszii mérlegelés és
nagyon sok feladat atnézése el6zi meg egy-egy feladatsor elkészitését,
ezért ezek Osszedllitasa is komoly matematikai és didaktikai feladat a
tanar szamara.

6.2. Algebra feladatok

Az algebrai feladatok kozott az olimpiai shortlisten mindig van
egyenlGtlenség, fliggvényegyenlet és polinomokkal kapcsolatos feladat.
gy ezekre a versenyzok kiilon késziilnek, egyre rafinaltabb otletek be-
vetésére van sziikség. A harom kiemelt, részletesen bemutatott feladat
a 2001.1-es, a 2005.5-0s és a 2004.6-0s. Az elsGben algebra és kom-
binatorika is megjelenik, polinomokkal kapcsolatos. A méasodik olyan
egyenlGtlenség, amelyet tobbféle modon is megkozelithetiink. A har-
madikban szerepel fiiggvény, egyenlet, szamolas. A feladatok a harom
nehézségi szintet kovetik.

6.2.1. FELADAT. (2001.1.) Hény olyan p(z) = az® + bz* + cx® +
dr? +ex+ f polinom van, amelynek egyiitthat6i 100-nal nem nagyobb
kiilonbéz6 pozitiv egészek és p(x) oszthaté x? + x + 1-gyel?

Forras: Indiai versenyfeladat [1], (58 59 oldal).
Megoldas: Osszuk el a p(z) polinomot x? + z + 1-gyel:

pla)=(z"+z+1)(az® + (b—a)z® + (c— bz +d—c+a)+

+e+b—d—a)x+(f+c—d—a).

Az oszthatosag akkor all fenn, ha a maradék polinom egyiitthatoi
0-k, azaz e+b=a+d és f+c=a+d. Ki kell tehat vilasztanunk az
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1,2,...,100 szamok koziil az a, b, ¢, d, e, f kiilonb6z6 szamokat ugy, hogy
ezek paronkénti Osszegei egyenl6k legyenek, a +d=b+e=c+ f =
M. Nézziik meg, egy adott M hanyféleképpen irhato fel két szam
Osszegeként: Ha 0 < M < 102, akkor a lehetséges parok (1;M — 1),
(2;M —2),...,(M — 1;1). Tehat M — 1 lehetséges par van. Paratlan M
esetén igy mindegyiket kétszer szamoltuk, tehat a rendezetlen parok
szama M — 1-nek éppen a fele. Paros M esetén mindegyiket kétszer
szamoltuk illetve felsoroltuk az (M /2; M /2) part is. Tehat a megfelels
rendezetlen parok szdma itt M — 2-nek a fele. Ezt foglaljuk Ossze:

M értéke 123 45 6 ... 99 100 101
rendezetlen parok szama 0 0 1 1 2 2 .. 49 49 50

Ha 200 > M > 101, akkor a megfelel6 parok szamat vizsgalva csokke-
nést tapasztalunk. M = 102 esetén az 1-et mar nem tudjuk hasznalni,
a maradék 99 szambol alkothato parok (2;100), (3;99), ..., (100;2), de
az (51;51) par nem jo, a tobbit meg kétszer szamoltuk. Hasonloképpen
tovabbhaladva a kovetkez6t kapjuk:

M értéke 102 103 104 105 106 ... 197 198 199
rendezetlen parok 49 49 48 48 47 ... 2 1 1

Egy adott M esetén a megfelelg parok koziil ki kell valasztanunk
harom kiilonb6z6t. Mivel a parokban az 6sszeg M, ezért ez valoban hat
kiilonb6z6 szamot is jelent egyben, azaz a parokban nem lehet azonos
szam. A hat szdm béarmelyike lehet a, ennek parja lesz d. A maradék
négy barmelyike lehet b, ennek parja lesz e. Végiil a megmaradt két
szam koziil kivalaszthatjuk, melyik legyen ¢ és a parja lesz f. Ez
harom rogzitett par esetén 6 - 4 - 2 = 48 lehetGséget jelent. Végezziik
el az Osszegzést a fenti tablazat alapjan. Igy megkapjuk a keresett
polinomok szamat.

s ({060 () () ()
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() 3)

Megjegyzések: 1. Az eredeti feladatban az 2% + z + 1-gyel valo
oszthatosagot masként is elintézhetjiik. Ennek a polinomnak a gyokei
—% + @i, az 1-t6l kiillonb6z6 harmadik egységgyokok. Akkor lesz p(x)
oszthato, ha ezek p(x)-nek is gyokei. Behelyettesitve a kovetkezot
kapjuk:

1 V3 1 3 .
p (—5 + §z> - —§(a+b—2c+d+e—2f)i\/7(—a+b—d+e)z —0.

A valds és a képzetes rész akkor valik egyarant 0-va, ha a+d = b+e =
c+ f.

2. A megoldésban leirt polinomosztast a kdvetkez6 ravasz 1épéssel
kikeriilhetjiik:

p(z) = az’® + ba* + cx® + da® + ex + f = ax® — azx® + bx' — bxr +
i —cx+(a+d)z?+ (b+e)x+ (c+ f) = (az? + bx 4+ ¢)(2® — 1) +
(a+d)z*+ (b+e)x + (c+ f), mivel (x® — 1)-et osztja z? + x + 1.

3. A kittzott példa az indiai versenyfeladat egyszertsitett val-
tozata. Az eredeti feladatban p(x) foka 2n — 1, az egyiitthatok az
{1,2,3,...,2m} halmaz kiilonboz6 elemei és p(x) osztdja az "' +
... +x + 1 polinom. A megoldast a fentihez hasonl6 gondolatmenettel
kapjuk, az eredmény itt:

o (1,10 (7))

4. Az altalanos esetben az oszthatosag vizsgalata polinomosztassal
is megy, de sokkal elegdnsabb az ™ —1 polinom 1-t6l kiilonb6z6 gyokei-
vel dolgozni, jeldlje ezeket w; (n-edik egységgyokok). Mivel ezek éppen
a gyokei "1 + ... + x + 1-nek, ezért mindannyian p(x)-nek is gyokei
lesznek. Ekkor a g(z) = (agn_1+ an_1)2" 1+ (agn_o+ap_2)z" 2 +...+
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(a, + ag) polinomnak is minden w; gyoke lesz, tehat g(z) oszthato lesz
2" '+ .+ 2+ 1-tel. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy a megfelels
egylitthatok paronkénti Gsszegei egyenldk.

5. A feladat megoldasa tobb 1épcsében torténik. Az elsé az oszt-
hatosagi feltételbsl adodo Osszefiiggés megtalalasa az egyiitthatokra
vonatkozoan. A mésodik a leszamlalas része. Az elsé algebrai, a ma-
sodik kombinatorikai jellegii gondolatmenetet igényel.

6.2.2. FELADAT. (2005.5.) a, b, ¢, d olyan nemnegativ valos sza-
mok, melyekre a®> — ab + b* = ¢® — cd + d?. Igazoljuk a kévetkezd
egyvenldtlenséget:

(a+0b)(c+d)>2(ab+ cd).

Forras: Balkan Olimpiara javasolt feladat.
1. megoldés: Legyen a? — ab+ b? = ¢® — cd + d* = x. Ekkor

(1) r=(a+0b)?—3ab= (a—0b)*+ab> ab.

Ugyanigy x > cd. A feladatban kitlizott egyenlGtlenség mindkét ol-
dala nemnegativ, ezért ezzel ekvivalens, ha mindkét oldalt négyzetre
emeljiik és tgy vizsgaljuk. A bal oldal:

(a+b)*(c+d)* = (z + 3ab)(z + 3cd) = 2* + 3z(ab + cd) + abed.
Mivel x > ab és x > cd, ezért:
(2) 3x(ab + cd) > 3a*b* + 3c*d>.
Feltehetd, hogy ab > cd, ezért:

(3) abed > Ad?

(4) 8abed + x* > Sabed + a*b?
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Az (2), (3), (4) egyenlttlenségek megfelels oldalait 6sszeadva éppen a
bizonyitando6 egyenlGtlenség négyzetét kapjuk:

2% + 3z (ab + cd) + 9abed > 4a*b* + 4c*d* + Sabed

Mivel a feladat feltétele szerint a valtozok nemnegativak, ez ekvivalens
a bizonyitandoval.

Vizsgéaljuk meg, mikor lehet egyenlGség. (1) és (4) alapjan a = b,
(3) miatt vagy ¢ = d, és ekkor a = b = ¢ = d, vagy a masik lehetGség,
hogy cd = 0, ebbdl 14j esetként adddik, ha harom valtozd egyenls és a
negyedik értéke 0.

2. megoldas: A feladat feltétele emlékeztet egy koszinusztételre:
a KLM és KLN haromszégekben az M és N pontoknal levs szog
3, KM = a, LM = b, KN = cé LN = d. Legyen a KLM és
K LN haromszogek koré irt kor sugara R, KLM/ = x, KLN/ = y.
Feltehets, hogy a < b és ¢ < d, azaz z és y Z-nil nem nagyobb
hegyesszogek.

N .........
M3
N d
3
a C b /’y
K L
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Ekkor a bizonyitando allitas a szinusztétel alapjan igy irhato:

. . 2T . . 2T
(smx + sin (? — x)) (smy + sin (? - y)) >

2 2
>2 (sinxsin (% —z)+ sinysin(?7T — y))

A kovetkez6 trigonometrikus atalakitasokat végezziik:

2
sin:v—l—sin(g7r —x) = \/gcos(% — )

2 2 2
2sinzsin(§—z)zcos(%—?z)—cos%z
T 1
—=9%¢cos? (= — )= =
cos (3 ) 5

Most egyenl6tlenségiink a kovetkez6 alakban irhato:

3cos(% —x)cos(g—y)le Z2cosz(g—x)+2cos2(g—y)

Mivel o és y Z-nil nem nagyobb hegyesszogek, ezért cos (3 — x) és
cos (5 —y) 5 6s 1 kozotti szamok. Legyen cos (3 —x) = 1 — u 6és

cos (3 —y) = 1 —v. Ezt felhasznalva és atalakitva a bizonyitando:
3uv +u + v > 2u® + 20°

Mivel u és v 0 és % kozotti szamok, ezért u > 2u? és v > 20? és ezzel
a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: A feladat tobb megkdzelitése mellett ramutatunk a
matematikai hattérre. Az altalanossiag rovasa nélkiil feltehetd, hogy
a?—ab+b? = c* —cd+d? = 1, tehat gondolhatunk az 22 —zy+y? = 1
masodrendi gorbe pontjaira. Egy ellipszisr6l van sz6, melynek tenge-
lyei az y = x és y = —x egyenesekre illeszkednek, ezért természetesen
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o . . . , 3(a—
adodik a kovetkezd transzformécio: u = ¥ és v = ‘/_(;E Y ahol

u? +v? = 1. Ezt a transzforméciét a bizonyitando egyenlStlenségbe
irva megkaphatjuk a 2. megoldas végjatékat.

6.2.3. FELADAT. (2004.6.) Az a, b, ¢ valos szamokat 1igy vdlasztot-
tuk, hogy pontosan egy olyan négyzet van, melynek minden csticsa
rajta van az f(x) = x® + ax® + bx + c fiiggvény grafikonjan. Igazoljuk,
hogy a négyzet oldala v/72.

Forras: Olimpiéra javasolt feladat |[11]

1. megoldas: El6szor kissé kényelmesebbé tessziik a szamolést. A
grafikont eltolhatjuk = irdnyban (2' = 2 + § helye’ttesitéssel), majd y
irdnyban egy megfelel6 konstans hozzdadasaval. Igy a vizsgalt fligg-
vényt elég

(1) y =1+ bx

alakban keresniink. (Persze az itt szerepl6 b mas lesz, mint az eredeti
alakban, lényeg, hogy egy konstans.) Ez paratlan fiiggvény, szimmet-
rikus az origora. A feladatban emlitett négyzet kozéppontja tehat
sziikségképpen az origd, hiszen kiilonben a négyzetet az origora tiik-
rozve minden csics tovabbra is a grafikonon lenne, igy egynél t6bb
négyzet is lenne. Forgassuk el a négyzetet 90°-kal az origo koriil, igy
onmagara keriilt, csiicsai pedig rajta vannak a grafikon elforgatottjan,
melynek egyenlete

(2) —x = y* + by.

Feladatunk a kovetkez6képpen modosult: keressiik azt a b szamot,
melyre az (1-2) egyenletrendszernek négy megoldasa van az origon
kiviil. Végezziink algebrai dtalakitasokat:
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y=a24+br = P=y—br = :Cﬁz(y—b:c)2

—r=y+by = Y=—-a-by = 3'=(x+by)?
A felsé sorbol kivonjuk az alsot. A bal oldal:
2’ =y’ = (2 + ") (@' — Py + oY),
A jobb oldal:
y? — 2bxy + 022 + 2 + 2bry + b7y = (22 + oy (1 +b?),
azaz
(2% +y*) (2" — 2®y? + ) = (2 +y*) (L + 7).
Mindkeét oldalon szerepel az 22 + 2, az x = y = 0 tehat megoldas.

Mivel minket a tobbi megoldas érdekel, egyszertsitiink és a bal oldalt
kicsit atalakitjuk:

(3) (2 +y*)* = 32%y* = 1+
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Most tekintsiik az (1) és (2) egyenletek megfelels oldalainak szorzatéat:
—zy = 2%y + bay(2® + y?) + b2xy.

Osztunk xy-nal:

(4) —1 = 2%y + b(2® + 3?) + b*.

A (4) egyenletbdl kifejezziik z%y*-et és a kapott eredményt beirjuk
(3)-ba:

(5) (22 +y*)? +3(1 4+ b(z® + %) + b?) = 1 + b°.

Ez egy méasodfokii egyenlet d = (x? + y?)-re, azaz a négyzet csi-
csanak az origotol valo tavolsagara, pontosabban annak négyzetére.
Mi azt szeretnénk, ha csak egy megoldas lenne. A megfelel6 diszkri-
mindns értéke 0, azaz (3b)2 — 8(1 + b%) = 0, amib6l b = ++/8. Ekkor
az (5)-ben kapott masodfokii egyenlet megoldasa d = 2% + y? = _T?’b,
mivel d csak pozitiv lehet, ezért b = —v/8. Mivel d = 3v/2, a négyzet
oldala v/72.

Amennyiben az (5)-nél kapott méasodfoku egyenlet diszkriminansa
pozitiv, akkor a gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggés miatt a
két gyok szorzata didy = 1+ b?, ez pozitiv, igy mindkét gyok azonos
elGjeli. Azaz ha van megoldéas, akkor azonnal ketts is van. Ezt a
feladat feltétele nem engedi meg.

2. megoldas: Az el6z6 megoldas gondolatmenetével inditunk, de
méasképpen nytlunk a kulcsszerepet képezs (1-2) egyenletrendszerhez.

Egyszeriien behelyettesitiink az (1)-ben kapott y-nal (2)-be:
—z = (2° 4+ bz)® + b(z® + br).

Rendezziink 0-ra és osszunk z-szel, hiszen az x = 0 megoldassal mar
nem kell foglalkoznunk:

(6) 28+ 3bx% + 3072 + b(b* + D)a® +b* +1=0.

79



Legyenek a keresett négyszog csucsai (u,v), (—v,u), (—u, —v), (v, —u).
Az (1) és (2) gorbéi a négyszog cstcsaiban érintik egymast, ezért a (6)-
ban kapott nyolcadfoku egyenletnek u, —u, v és —v mind kétszeres
gyokei lesznek, igy:

28+ 3bx% + 3072 + b(b* + Da® + % + 1 = (2 —u?)?(2® —vH)? = 0.

Hasonlitsuk dssze a megfelel§ egyiitthatokat, 2% és 2 esetében 3b =
—2u? — 207 illetve b2 + 1 = utvt. Mivel 22 egyiitthat6jabol b(b*+ 1) =
—2u?v?(u? + v?), az el6z6ek felhasznélasival

2,2
4 _?)FU v = —2uv*(u? + v?).

Ezek szerint u?v? = 3 és igy az 2° egyiitthatojabol b? = 8. Te-
kintve az 2% egyiitthatojabol adodo Gsszefiiggést csak b = —v/8 lehet
a megoldas és innen a befejezés az el6z6 megoldas alapjan torténik.
Mostani jeldlésiinkkel d = (u? + v?).

3. megoldas: (Kis Gergely megoldasa alapjan.) Az elsé megol-
déasbol kapott (1) és (2) egyenletektsl indulunk és meghatarozzuk b
értékét. Legyen g = y/x, ekkor kiindulasi egyenleteink igy alakulnak:

b(b? +1) = —2

gr=2>+br és ¢3a®+ bgr = —zx.

Az els6 egyenletet g3-nal szorozzuk, hozzaadjuk a méasodik megfe-
lel6 oldalait:

g*r + ¢*2® + bgr = ¢*2® + ¢3bx — x.
Osztunk z-szel és 0-ra rendeziink:
(7) gt —g’b+bg+1=0.

Ez egy tgynevezett reciprok tipusii egyenlet, ha leosztunk g2-tel, z =
% — g helyettesitéssel a kovetkez6 adodik:

(8) 22 +bz+2=0.
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Ennek az egyenletnek egyetlenegy megoldasa lehet, azaz b*> = 8. Ha
b > 0, akkor az (1)-ben szerepl§ fiiggvény szigortian monoton névekva,
a 90°-os elforgatottjaval ilyenkor csak az origoban metszhetik egymast.
A b= —/8 < 0 esethen (8) alapjan z = /2 és a megfelel§ g értékek

12 = %. A két g érték a megoldas elején abrazolt négyzet
atloinak meredekségét adja. Ezek kozill a pozitivat g1 = /2 — /3

alakban is irhatjuk.
Behelyettesitve g; és b értékét a gr = 23 + b egyenletbe a gyokok

T1o = j:\/\/Q — /34 V8. Behelyettesitve 22 + 32 = 22(1 + g?)-be
megkapjuk a négyzet atloja felének négyzetét, ebbdl pedig szamolhat-
juk a négyzet oldalat.

Megjegyzés: Kevés didk oldotta meg a feladatot, tanulsagos volta
ellenére érdemesebb tgy feladni, ha hosszabb gondolkodési id6 all ren-
delkezésre. A megoldashoz a szép Otletek mellett sziikséges megfelels
szamolasi, algebrai rutin.

6.3. Geometria feladatok

Az olimpian kialakult hagyoméany szerint a harom feladat kozott
mindig van egy geometria. Mivel tobb orszagban a tananyagban tér-
geometria egyaltalan nem szerepel, ezért ebbdl a témakorbdél az utdobbi
hiasz évben mar nem volt feladat. A feladatok kivalasztasanal tigyel-
nek arra, hogy egyszerii analitikus tton lehetéleg ne legyen kézenfekvé
a feladat megoldasa. A kitarté koordindtageometriai szamolas vagy a
vektorok, illetve komplex szamok virtu6z hasznalata is teljes megoldéa-
sokhoz vezethet. A 2004.2-es feladatban harom kiilénb6z6 megoldast
mutatunk be, ligyesen hasznalva a transzformaciok tulajdonsagait. A
2008.3-as feladattal mar talalkoztunk a 4. fejezetben (4.2.11.), itt be-
mutatunk két tovabbi megoldast. Az igazan nehéz feladatok kozé so-
rolhatjuk a 2010.6-os problémét.

6.3.1. FELADAT. (2004.2.) Az ABC haromszéghben AC = BC, a
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beirt kér kézéppontja K. Legven P az AK B haromszog koré irt kor
olyan pontja, mely az ABC' haromszég belsejében van. Parhuzamo-
sakat hizunk P-n at az AC és BC' szarakkal. Ezek AB-t rendre a D
és E pontokban metszik. Parhuzamost hizunk P-n at AB-vel is, ez
AC-t és BC-t rendre az F' és G pontokban metszi. Igazoljuk, hogy a
DF és EG egyenesek metszéspontja az ABC' kéré irt kérén van.

Forras: 2003-as IMO shortlist G.3. feladata.
1. megoldas: Legyen a DF és EG egyenesek metszéspontja T. A
beirt kor K kozéppontjara

ACBZ

AKBZ =90° + = 180° — a.

Mivel P rajta van az AK B koré irt koron, ezért APBZ = AKBZ =
180° — «v, igy APBZ = FPE/Z = DPGZ. Ez azt jelenti, hogy az
ADPF paralelogrammat egy P koriili 180° — «r sz6gt forgatva nyujtéas
viszi a BGPE paralelogrammaba. Igy az F'D egyenes a képével, GE
egyenessel ugyanekkora szoget zar be, tehat FTG/ = a.

(/v
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A DBGP hurtrapéz koré irt koron rajta van T, hiszen DG ugyan-
akkora szogben latszik B-bdl és T-b6l. Ezen hurdtszogben G B-hez
tartozo keriileti szogek GT'BZ = GPBZ. Ugyanilyen gondolatmenet-
tel az AFPET harotszog és FTAZ = FPAZ. Mivel

GPB/+ FPA/ =180° — APB/ =
180° — (180° — ) = v = GT B/ + FT A/,

ezért ATB/ = 2a, és igy AT BC hurnégyszog, T valéban az ABC
koré irt kor pontja.

2. megoldéas: Mivel a CGF és PED haromszogek oldalai parhuza-
mosak, ezért kozéppontosan hasonlok. Igy az FD, GE és CP egyene-
sek éppen a hasonlosagi pontban talalkoznak. Ezt fogjuk kihasznalni,
jelolje C'P egyenesének az ABC' koré irt korrel vett C-t6l kiilonbozé
metszéspontjat (). Megmutatjuk, hogy F', D és () egy egyenesen van-
nak. Még egy észrevétel eloljaréban: az AK B koreé irt kor kozéppontja
az ABC koré irt kor AB ivének felezGpontja, ami esetiinkben éppen a
C-vel atellenes H pont, tehat H A meréleges AC-re, és igy AC érintGje
a szaggatottal jelolt H kozépponti H A sugari kornek.

(/Y

N

\
[y
[y
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AQBC hurnégyszog, ezért AQC = «. Ebbdl kovetkezik, hogy
AQPF is hurnégyszog, hiszen PQA = o és AFP/Z = 180° — «a.
Ez utobbi hurnégyszéghen PQF/ = PAF /. Bebizonyitjuk, hogy
a PQD/ is ugyanekkora. Mivel QBA/ = QCAZ = QPD/Z/, ezért
QBPD hurnégyszog és PQD/ = PBD/. Viszont a PBD/ az AKB
haromszog koré irt korben a PA ivhez tartozo keriileti szog, a PAF/
pedig éppen ehhez az ivhez tartozo érinté szara keriileti szog. Ugyan-
igy G, E és @ is kollinearis, a bizonyitast befejeztiik.

3. megoldas: (Kocsis Albert Tihamér megoldasa alapjan.) Legyen
most is C'P metszéspontja az ABC koré irt korrel Q. A PDE, CAB és
CFG haromszogek oldalai parhuzamosak, ezért hasonlok. Messe a C'P
egyenes AB-t X-ben. Ekkor X-bél nagyitjuk PDE-t C AB-be, majd
C-bdl kicsinyitjik C AB-t CFG-be. A hasonlosagok aranya XC : X P,
majd CP : CX. A két nagyitis egymasutanja helyettesithets eggyel,
melynek ardnya C'P : X P és az ered§ nagyitas kozéppontja az XC
egyenesen kell legyen. Ha C'P : X P = 1 lenne, akkor a két nagyitas
eredménye egy eltolas lenne. Terviink a kdvetkezd: megmutatjuk,
hogy @ fixpont, tehat nem lehetett eltolas. Eszerint valoban nagyitas
viszi PDFE-t C'FG-be, ennek csak egyetlen fixpontja lehet, az eredd
nagyitas kozéppontja Q.
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Legyen a PC' egyenesnek az AK B koré irt korrel vett masik met-
széspontja R. Felirjuk X hatvinyat a két korre XR-XP = XA-XB =
XQ-XC. Tehat XR =X -§—g, igy ( az X kozéppontu nagyitasnal
R-be megy at. Teljesiilnie kell, hogy a C koézépponta C'P : CX kicsi-
nyités R-et Q-ba viszi. Azaz CQ-CX = CR-CP a bizonyitand6. Az
el6z6 megoldasbol felhasznaljuk, hogy C'A érintd, és igy C hatvanya
az AK B koré irt korre CA? = CP - CR. Elég lenne belatni, hogy
CA? = CQ - CX, azaz hogy CAQ és CX A hasonlo haromszogek. Ez
viszont teljesiil, mert C-nél ugyanakkora szogiik van és A-nal, illetve
(Q-nal mindkettGben éppen « szog van. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: P lehet az ABC haromszogon kiviil, akkor is igaz
marad az allitas.

6.3.2. FELADAT. (2008.3.) Legyven az ABC haromszdig beirt kérének
BC-n 16vé6 érintési pontja D. Igazoljuk, hogy az AD-re D-ben allitott
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merdlegesnek a B, illetve C' csiicsnal 16vé belsd szogtelezd kozti szaka-
szat D felezi.

Forrds: BOHNER GGEZA, a budapesti Szent Istvan Gimnazium ta-
nara tiizte ki a feladatot a KoMaL forum geometria rovatdnak 20-as
feladataként |20].

1. megoldas: Legyen a beirt kor kézéppontja O, érintési pontjai
AB és AC oldalon rendre E és F'. Parhuzamost huzunk A-n 4t BC-
vel, ez ED és F'D egyeneseket rendre G és H-ban metszi. Az AD-re
D-ben allitott mer6leges a B-bdl és C-bdl induld szogfelezSket rendre
P és (Q-ban metszi.

BED és AGE haromszogek hasonldak, hiszen oldalaik parhuzamo-
sak. Mivel BE = BD, ezért AG = AFE. Ugyanigy CFD és AHF is
hasonloak, ebb6l AH = AF. Mivel AE = AF, ezért AG = AH. ODP
és GAD haromszogek hasonlbak, hiszen oldalaik paronként merdlege-
sek. Megfelel6 oldalaik aranya egyenls, azaz AD : AG = DP : DO.
Ugyanigy ODQ és HAD is hasonloak, amib6l AD : AH = DQ : DO.
Mivel AG = AH, ezért az iménti Osszefiiggések bal oldala ugyanak-
kora, tehat a jobb oldala is, amib&l DP = D(@) kovetkezik és ezzel az
allitast belattuk.

Megjegyzés: Joggal vetddik fel a kérdés, mi motivalja E és F' be-
jelolését és az A-n at BC-vel hizott egyenes megrajzolasat. Legyen az
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O-n athalad6 AD-re mer6leges egyenes d. Az, hogy DP = D() a pro-
jektiv geometria nyelvén éppen azt jelenti, hogy (OB,O0C,0OD,d) =
(DE,DF,BC,DA) = —1. Azaz a BC-vel huzott parhuzamosok DE
és DF kozti szakaszat DA felezi. A fenti megoldas éppen ennek meg-
mutatasaval indult. A projektiv geometriai megoldast részletesen és
megfelelGen el6készitve a 4.2.11. feladatban lathattuk.

2. megoldas: Helyezziik el a hdromszoget a koordinata-rendszerben
a kovetkezGképpen: legyen az egyszeriibb kezelhetGség érdekében a
beirt kor sugara egységnyi, kdzéppontja az y tengelyen, és legyen a BC
oldal az = tengelyen. A D pont az origdbban van, a B cstucs tavolsaga
az origotol u, a C' cstcs tavolsaga az origdtol v, ahol uw > 0 és v > 0,
igy a cstcsok koordinatai B(—u;0), C(v;0). A B-bdl és C-bdl indulo
szogfelez6k meredeksége

)

p_1 7
2w 2 v

tg

A szogfelez6 tulajdonsaga miatt az oldalegyenesek meredeksége:

I} 2u vy 2v
tgB=tg(2-5 )= ——, tgy=t (2-—):— :
g0 g( 5 S Br=t8(2 5 21

A szogfelezGk egyenlete:

1 ) 1
e y_a(x+u) és fe: Z/——;@—U)-
Az oldalegyenesek egyenlete:

2u . 2v
uz_l(x+u) és AC: y:—v2_1(a:—v).

Az AB és AC oldalegyenesek metszéspontja az A csics, ami az
el6z6 egyenletrendszerbdl

A u—v; 2uv ‘
uwv—1 uww—1
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A D ponton athalad6 AD-re meréleges egyenes egyenlete
(u—v)x + 2uvy = 0.

Szamitsuk ki mindkét belsG szogfelezével a metszéspontjat, ezek

P(— 2uv ;u—v) s Q( 2uv ;_u—v)‘
u+v u+v u+v  u+v

A két metszéspont valoban az origora szimmetrikusan helyezkedik el.
Megjegyzés: A koordindtageometriai utat sokan nem tartjak olyan

elegansnak, a didkok kozott viszont meglehet&sen népszeri. Ha a fel-

adat egyaltalan kiszamolhato, akkor is érdemes iigyesen felvenni a

koordinata-rendszert, és a szamolasokat minél koriiltekintGbben vé-

gezni. Gyakori csapda, hogy a didk oldalakon at szamol, oriasi képle-

teket, formuldkat hoz létre, és belegabalyodik ezekbe. Az olimpian az

ehhez hasonl6 megoldasokat szigoriian értékelik, altalaban egyszertien

lenullazzak.

6.3.3. FELADAT. (2010.6.) Az ABCD érinténégyszig A csiicsan &t-
mend e egyenes a BC szakaszt az M, a CD egyenest az N pontban
metszi. Legyen az ABM, MNC és NDA haromszig beirt korének
kozéppontja rendre I, Iy, I3. Igazoljuk, hogy az II3I3 hdromszog
magassagpontja az e egyenesen van.

Forras: 2009-es IMO shortlist G.8. feladata.

Megoldas: Ismeretes, hogy egy haromszog sikjaban fekvé e egye-
nesnek a haromszog oldalegyeneseire vonatkozé tiikorképei akkor és
csak akkor mennek 4t egy ponton, ha az e egyenes athalad a harom-
sz0g magassagpontjan. Ezt hasznaljuk fel az I; I 15 hiromszogre és az
AN egyenesre. A haromszog I, 15 oldalara tiikrozve az AN egyenest a
BC egyenest kapjuk, hiszen [ 15 felezi AN és BC' szogét. A haromszog
1513 oldalara tiikrozve az AN egyenest a DC' egyenest kapjuk, hiszen
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L5135 felezi AN és DC' szogét. Ezen két tiikorkép kozos pontja C. Ele-
gendd azt megmutatnunk, hogy AN-nek [;I3-ra vonatkozo tiikorképe
atmegy C-n. Erre két kiilonb6éz6 gondolatmenetet is mutatunk.

(i) Mivel AN az I; és I3 kozéppontu korok egyik kozos belss érin-
t6je, ennek [ I3-ra vonatkozo tiikorképe a masik kozos belss érints. A
bizonyitasbol hidnyzo részt tgy latjuk be, hogy megmutatjuk, a C-bél
az I, kozéppontu korhoz huzott C'B-t6l kiilonboz6 érinté érinti az I3
kozéppontu kort. Legyen ennek az érintének és AN-nek a metszés-
pontja X. Alkalmazzuk az érinténégyszogek tételét az ABC X konkav
négyszogre:

(1) AB +CX = BC + X A.

Adjuk ennek megfelels oldalaihoz az ABC'D érinténégyszog oldalaira
fennallo AD + BC = AB + C'D megfelel6 oldalait. A mindkét oldalon
megjelené tagok elhagyasa utan kapjuk:

AD+CX =CD + XA.
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Ez viszont az érinténégyszogek tételének megforditasa miatt azt je-
lenti, hogy AXC'D érinténégyszog, azaz C'X érinti az I3 kézépponti
kort. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

(ii) Legyen C tiikérképe Bli-re Cy, DIs-ra Cy. Cy az AB, Cy az
AD egyenesen van, AC; = AB— BC = AD — DC = ACs,. Tiikrozziik
Ci-et Al -re, Cy-t Alz-ra, a tiikorkép AC; = AC, miatt ugyanaz a C’
pont lesz.

Most nézziik meg, tiikrozéseinkbdl mit kapunk. C-t tiikroztiik BI;-
re, majd tovabb Al;-re, ezek szorzata [, koriili forgatés, ezért I,C =
I,C'. Ugyanigy kapjuk, hogy I3C = I3C". Ezek szerint C’ tiikorképe
1,15 egyenesére C. Mivel C" az AM egyenes pontja, ezért, AM-nek az
I, I3-re vonatkozo tiikorképe atmegy C-n.

Megjegyzés: A feladat az olimpiai shortlist utolsé geometria fel-
adata volt, nagyon nehéz feladat. A valogatoversenyen teljes meg-
oldast egyetlen versenyzd adott ra, Frankl Nora. Tobben eljutottak
addig a felismerésig, hogy a bizonyitand6: AN-nek I;Is3-ra vonatkozd
tiikdrképe dtmegy C-n.
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A feladat szovege szerint ABC'D érinténégyszog. Ez az elnevezés a
kozépiskolai gyakorlat szerint arra vonatkozik, hogy létezik olyan kor,
amelyik a négyszog minden oldalat érinti. Ezért nem vizsgaltuk azt az
esetet, amikor ABC' D konkav és van olyan kor, ami minden oldalanak
egyenesét érinti.

HRASKO ANDRAS hivta fel a figyelmet a feladat egy masik meg-
oldasara. Ismeretes, hogy amennyiben egy ABC haromszog sikjaban
levé P pont esetén az AP, BP és CP egyeneseket tiikrozziik a megfe-
lel§ csiicsokbol indulo szogfelezkre, a tiikorképek is egy ponton men-
nek at, jelolje ezt P’. Az ABC haromszogre vonatkozoan P és P’
egymas izogondlis konjugéltjai. Az izogondlis konjugéltnak egy erd-
sebb valtozatat adja az alabbi tétel:

Tétel: (CASEY HART MALFATTI) Adott harom iranyitott kor:
ki, ko és k3. Az ez, f3 irdnyitott egyenesek ki-et érintik, ko-t anti-
érintik. Az es, fo egyenesek ks-at érintik, ki-et antiérintik, mig e; és
f1 érintik ko-t, k3-at antiérintik. Az e;, ey és e3 egyenesek pontosan
akkor mennek at egy kozos E ponton, ha fi, fo és f;3 dtmennek egy
k6z0s F' ponton.
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A feladatban szereplé korok és egyenesek szereposztasa a fenti té-
telnek megfelelen a kévetkezd. Legyen ky és ks az ABM és NDA
haromszogek beirt korei pozitiv koriiljarassal, ko az ABC'D beirt kore
negativ koriiljarassal. Legyen e3 = AB, f3 = BC, ezek érintik kq-et és
antiérintik ko-t. Legyen e; = AD, fi = DC, ezek érintik ko-t és antié-
rintik ks-at. A harmadik egyenespar e; = AM és fo, ezek érintik ks-at
és antiérintik ki-et. Mivel e; = AD, e = AM és e3 = AB egyenesek
az A ponton haladnak at, ezért az f; = DC, fy és f3 = BC is egy
ponton haladnak at, azaz f5 is athalad a méasik kett6 metszéspontjan,
C-n.

Ezt a gondolatmenetet még érdekesebbé teszi, hogy megmutat-
hato, az E és F' pontok egymés izogonalis konjugaltjai a harom kor
kozéppontjai altal alkotott haromszogre vonatkozoan, tehat a feladat-
ban szereplg A és C pontok egymas izogonalis konjugaltjai az I1151
haromszogre nézve, ahol I az ABCD négyszog beirt korének kozép-
pontja.

6.4. Kombinatorika feladatok

A kombinatorika feladatok valtozatos témakat érintenek. A bemu-
tatésra keriil6 konnyebb feladat a 2008.1-es halmazokkal kapcsolatos,
a kozepes nehézségii 2010.5-6s triikkos leszamlalos feladat. A nehéz
feladat a 2003.3-as iranyitott grafokkal leirhaté probléma. Az olimpian
a magyar versenyzdk a kombinatorika feladatoknal jol szerepelnek.

6.4.1. FELADAT. (2003.3.) Egy sakk kérmérkézésen k ember vett
részt és mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Miutan az dsszes mér-
kézés lezajlott, kideriilt, hogy barmely 4 versenyzd kozott van olyan,
aki a tobbi harom versenyzd kéziil egyet megvert, egytdl kikapott, a
harmadikkal dontetlenben egyezett meg. Legyen ilyen feltételek mel-
lett k a lehetd legnagyobb. Bizonyitsuk be, hogy 6 < k < 9.
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Megoldas: ElGszor mutatunk egy konstrukciot £ = 6-ra. Legyenek
az emberek egy szabélyos 6tsz0g csicsaiban (sorban A, B,C, D, E),
egy pedig a kozepén (F'). A kozéps6 mindenkit megvert. Az 6t-
sz0g cstcsaiban levsk a jobb oldali szomszédjukat megverték (pl. A
megverte B-t, B megverte C-t, sth.), a bal oldalitol kikaptak, a méa-
sodszomszédokkal pedig dontetleneket jatszottak. A forgasszimmetria
miatt haromféleképpen valaszthatunk ki 4 embert:

(I.) ABCD, ekkor B és C' is megfelel. Megfelel6nek nevezziik, aki
nyert, vesztett és remizett is.

(II.) ABCF, ekkor A megfelel.

(III.) ABDF, ekkor A megfelel.

Ezenkiviil még sok més konstrukcio 1étezik. Tobben megadtak egy
peldat, de elfelejtették bizonyitani, hogy az valoban jo is.

Most megmutatjuk, hogy méar k = 10-re sincs jo6 megoldas. Ebbdl
kovetkezik, hogy k nem lehet 10-nél t6bb sem, hiszen t6bb ember ese-
tén koziiliik barmely 10 elemt részben is teljesiilnie kellene a feladat
feltételeinek. A tovabbiakban a sakkozok legyenek egy graf pontjai,
a dontetlenek pedig legyenek az élek. A graf pontjait nagybetiikkel
jeloljiik. Tegyiik fel, hogy k = 10-re van jo graf. ElGszor megmutat-
juk, hogy ebben a grafban nem lehet haromszog. A feladat feltételei
szerint barmely négyesben van olyan pont, amelybdl csak egy él indul
a masik haromhoz. Tegyiik fel, van egy haromszog, legyen ez ABC.
Ekkor ABC-hez hozzavéve egy pontot, csak ez a negyedik pont lehet a
megfeleld, hiszen a tobbiekbdl mar indul két él. Az ABC-n kiviil van
7 pont, ezek mindegyikébdl egy él indul az ABC valamelyikéhez. Lesz
tehat 3 koztiik, akik ugyanazzal remiztek, pl. legyen ez A. Koziiliik
ketten (D és F) rdadasul ugyanigy jatszottak B és C' ellen, pl. B-
t6l kikaptak, C-t megverték. Ekkor BC'DFE négyesben csak tgy lesz
megfelel6 pont, ha DFE mérkézés dontetlen. De ekkor az ABDE né-
gyesben nincs megfelel ember. Azt kaptuk, hogy a grafban nem lehet
haromszog. Vegyiik azt a pontot, amelybdl a legtobb él indul, legyen
ez A. Ha négy, vagy tobb él indul, akkor ezen élek végpontjaibol
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valasszunk ki négyet B, C, D, E. Koztiikk nem futhat él, mert A-val
haromszoget alkotnanak, viszont ekkor BC'DFE kozt nincs megfelels
pont. Ezek szerint A-bol legfeljebb harom él indul, azaz van legalabb
6 pont, mely nincs Osszekotve A-val. Viszont ha legaldbb hat pont
kozott nincs haromszog, akkor van iires haromszog, legyen ez BC'D.
Ekkor ABC' D négyesben nem volt dontetlen, nincs megfelel§ pont.

Megjegyzés: A k = 6-ra adott konstrukciéra indoklassal 2 pontot
lehetett szerezni. A verseny sziik idGkerete miatt a legnagyob k& meg-
talalasa irrealis elvaras lett volna. Csak a dontetleneket figyelve azt
latjuk, hogy a grafban barmely négy pont kozott van olyan, amely-
b6l a masik harom koziil pontosan egyhez fut él. Ebben az esetben
nem lehet 7-nél tobb pont. Ez a feladat megtalalhato a ,Feladatok a
nagyvilagbol” c. konyv 79. oldalan 11-es feladatként.

6.4.2. FELADAT. (2008.1.) Legyen n adott pozitiv egész. A pozitiv
egészeket ki szeretnénk szinezni 2 szinnel, pirossal és kékkel gy, hogy
teljesiiljon a kovetkezd két feltétel: (i) mindkét szin végtelen sokszor
szerepel, (ii) barmely n kiilonbéz6 piros szam Osszege piros és barmely
n kiilénb6z6 kék Osszege kék. Van-e ilyen szinezés, ha (a) n = 2007;
(b) n = 20087

Forras: A 2007-es Cambridge Trinity Camp valogatoverseny elsé
feladata.

Megoldas: (a) Megadunk egy megfelel§ szinezést. Legyenek a pa-
ratlan szdmok pirosak, a parosak kékek. Ekkor 2007 darab paratlan
Osszege paratlan, 2007 paros Osszege paros. (b) Megmutatjuk, hogy
nincs megfelel§ szinezés. Tegyiik fel, 1étezik jo szinezés. Legyenek azok
a piros x szamok, amelyekre x+1 kék: x1, zo,... . Legyenek azok a
kék y szamok, amelyekre y + 1 piros: y1, ¥2,... Mivel mindkét szinb6l
végtelen sok van, ezért mindkét sorozat végtelen. Ekkor van 2008 kék
és 2008 piros szam, amelyeknek az 6sszege ugyanannyi, ami pedig nem
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lehet:
1+ 2o+ .o+ xwa+ (i + 1)+ (v + 1)+ o+ (Yioa + 1) =

=(r1+ 1)+ (@ + 1)+ ...+ (x100a + 1) +y1 + Y2 + ... + Y1004

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: Mindkét részre olyan megoldast adtunk, amely csak
2007 paratlan, illetve 2008 paros voltat hasznalta ki. Az (a) rész-
ben megadott konstrukcié minden péaratlan n-re megfelels. A (b) rész
alapjan pedig semmilyen paros n-re nincs megoldas (n = 2k), hiszen
talalhato ekkor k darab diszjunkt (piros z; ; kék z; + 1 ) és k darab
(kék y; ; piros y; + 1) par. Ez pontosan ugyanaz az Otlet, amit méar
lattunk az 5.1.4. feladatnal a 3. pontban n = k = 2 esetén.

Az (a) rész joval kénnyebb, arra 2 pontot lehetett kapni.

6.4.3. FELADAT. (2010.5.) Hatdrozzuk meg azon pozitiv egész n
szamokat, amelyekre az S = {1,2,...,n} halmaz elemei szinezhet6k
pirosra vagy kékre tiigy, hogy az S x S x S halmaz éppen 2007 olyan
(x;y; z) rendezett harmast tartalmaz, amelyre x, y, z azonos sziniiek
ésnlr+y+ z.

Forras: 2007-es IMO shortlist C.3. feladata.

Megoldas: Mivel tetszdlegesen vélasztott (z;y) mellé pontosan egy
z van, amire n|z + y + 2, ezért n? olyan rendezett harmas van, amire
n|r+y+ z. Eddig a szamok szinezését nem vettiik figyelembe. Legyen
a halmazban k darab kék és p darab piros szdm. Ha egy rendezett
harmas szamai nem azonos sziniiek, akkor az (z;y), (y;2) és (z;x)
rendezett parok koziil pontosan egy esetén lesz az els@ piros, a masodik
kék. Megforditva is igaz, minden ilyen piros-kék par egyértelmien
meghataroz egy ,kétszini” harmast. Vonjuk le az 6sszesbdl a kétszini
harmasok szaméat. Mindharom esetben a piros—kék part p-k féleképpen
valaszthatjuk, ezért a megfelels rendezett harmasok szama n? — 3pk =
(p+ k)?* — 3pk = p? — pk + k2.
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Mivel 2007 = (p + k)? — 3pk és 2007 oszthato 9-cel, ezért p + k is
oszthat6 3-mal, (p+ k)? oszthato 9-cel, pk oszthato 3-mal. pk és p+k
is oszthato 3-mal, ebbdl kovetkezik, hogy 3|p = 3¢ és 3|k = 3[. Ekkor
q® —ql +1? = 223.

Innentdl tobb lehetdség is kindlkozik a befejezésre, a didkok az
esetek szdmanak lesziikitése utan azokat végigprobalva jutottak célba.
Mi itt az olimpiai shortlist elegans befejezését mutatjuk be, amely a
szamolast meggyorsitja, az esetek szamat radikalisan lecsokkenti.

Legyen g > [. Mivel

892 = 4(¢* — ql + 1) = (2l — ¢)* + 3¢* > 3¢* 6s

3¢° > 3¢° — 3l(q — 1) = 3(¢* — ql + I*) = 669,

ezért 297 > ¢® > 223, azaz 17 > ¢ > 15.
Ha ¢ = 15, akkor

(15— =1(g—1)=q¢" — (¢* —ql +1*) = 15> — 223 = 2,

ami semmilyen egész [ esetén sem teljesiilhet. Ugyanilyen érveléssel
q = 16 esetén [(16 — ) = 33, ami szintén lehetetlen. Végiil ¢ = 17
esetén [(17—1) = 66, melynek az [ = 6 és [ = 11 a két megoldésa, ebbdl
kapjuk a megfelels (p; k) parokra az (51;18) és (51;33) szamparokat.
Igy n lehetséges értékei n = 51 + 18 = 69 és n = 51 + 33 = 84.

Megjegyzés: A 2007-es vietndmi olimpidra Hollandidbdl érke-
zett ez a javaslat, és a problémakivalasztd bizottsagban dolgozd Kos
Géza hivta fel ra4 a figyelmemet. Noha a zstiri tagjai koziil tobben
az egyik legszellemesebb feladatnak tartottdk, nem keriilt be az IMO
hat feladata kozé. A valogatoversenyen tobben eljutottak a 2007 =
(p + k)? — 3pk részig. Erre 4 pontot lehetett kapni. A megfelels n
érték meghatarozasaig viszont csak Dankovics Attila és Nagy Janos
jutottak el.
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6.5. Szamelmélet feladatok

A szamelméleti feladatok kozott talalunk oszthatosagi feladato-
kat, diofantikus problémakat, négyzetszamokkal, primekkel kapcsola-
tos kérdéseket. Az olimpiai feladatok megoldasahoz gyakran sziiksé-
ges az altalanos tantervi osztalyokban nem tanitott, de a specialis
matematika tagozatos osztilyok tantervében szerepld Euler Fermat-
tétel, Wilson-tétel. A részletesebben kidolgozott feladatok a 2001.2-
es, a 2003.6-o0s, utobbihoz harom kiilénb6z6 megoldast is bemuta-
tunk. Négyzetszamok szerepelnek a 2004.3-as és a 2007.3-as feladat-
ban. Megjegyezziik, hogy a problémakivalaszto bizottsaghoz altala-
ban a mésik harom témakorhoz viszonyitva kevesebb javaslat érkezik
szamelméletbol.

6.5.1. FELADAT. (2001.2.) Legyenek a, b olyan pozitiv egészek, hogy

b [2a—b
P=7 22 I primszam. Legfeljebb mekkora lehet p?

Forras: Irani versenyfeladat, [1] 63. oldal.

Megoldas: Megmutatjuk, hogy p legfeljebb 5 lehet. Ha b péaratlan,
akkor a kifejezés nem lesz egész. Legyen b = 2¢. Alakitsuk at ennek
segitségével a kiindulasi feltételiinket:

b [2a—b ¢ |a—c 40> a-—c
= — = — azaz - — .
P=aVouss " 2V are 2 a+c
Legyen
(1) — =

ahol (m,n) = 1. Ha (a—c,a+c) = k, akkor a—c = km? és a+c = kn?.
Ez utobbi két egyenletbél fejezziik ki 2c-t: 2¢ = k(n? —m?). Irjuk ezt
most vissza (1)-be és szorozzunk keresztbe:

(2) 4pn = km(n® — m?).
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Most két észrevételt tesziink abbol kiindulva, hogy (m,n) = 1.

(i) Amennyiben m és n is paratlan, akkor n? —m? oszthato 8-cal,
tehat (2) bal oldala oszthato 8-cal, tehat p oszthato 2-vel. Igy p = 2
adodik. A tovabbiakban m és n kiilonb6z6 paritasa lehet csak, hiszen
nem lehet mindketts paros.

(ii) Mivel (m,n) = 1, ezért (n,n* —m?) = (n,—m?) = 1. Ezeket
osszevetve (2)-vel azt kapjuk, hogy mivel n osztoja a bal oldalnak,
csak tgy lehet osztdja a méasik oldalnak, ha osztoja k-nak. Legyen
k = tn. Ekkor (2) a kiovetkez6képpen irhato:

(3) 4p =tm(n —m)(n +m).

A jobb oldalon (n—m) és (n+m) két kiilonb6z6 paratlan szam. Mivel
4p-nek Osszesen csak két paratlan osztoja van, az egyetlen lehetséges
szereposztas, hogy n —m =1 és n+m = p. Most (3)-bol azt kaptuk,
hogy 4 = tm, tehat m lehetséges értékei 1, 2, 4. Mivel n—m = 1, ezért
a lehetséges (n,m) parok: (2,1), (3,2), (5,4). Mivel n +m = p, ezért
csak az elsg két par felel meg, koziiliik is a nagyobb a p =3 4+ 2 = 5.
Ez valoban jois: n=3, m=2,t=2, k=06, c=15, a =39, b = 30.

Megjegyzés: A megoldas soran csak elemi oszthatdsagi vizsgéla-
tokra van sziikség, de ezek lancolata tobb lépést kivan egymas utan.
Az eredmény konkrét szam, ami nem sejtheté meg konnyen, noha elég
kicsi.

6.5.2. FELADAT. (2003.6.) Pozitiv egész szamok véges halmazait
vizsgaljuk. Egy ilyen halmaz osszegosztos, ha a halmaz minden eleme
osztoja az elemek Gsszegének.

(a) Adjunk meg egy olyan Osszegosztés halmazt, melynek eleme a
7ésalr.

(b) Igazoljuk, hogy pozitiv egészek egy tetszéleges véges H hal-
mazahoz létezik olyan Gsszegosztos G halmaz, hogy H részhalmaza

G-nek.
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Forras: Olimpiara javasolt feladat [11].

Megoldas: A feladat (a) részére sokféle megoldas adhato. A (b)
részben leirt modszerek nem takarékosak, meglehetGsen sok elemet
hasznalnak fel. Ezért itt egy olyan megoldast mutatunk, mely at-
tekinthetd: {2,7,17,42 51,238,357}, ezen halmaz elemeinek Gsszege
6-7-17 = 714. Hogy lehet erre rajonni? Mivel a halmaz eleme-
inek Osszege oszthato 7-tel és 17-tel, ezért [7,17]-119-cel is. A 119
tobbesei koziil olyat keresiink, amely nem tdl nagy, de sok osztoja
van. Ilyen a 714. A halmaz két legnagyobb elemét iigyesen valasztjuk:
714 =119-(3+2+41) = 357+ 238+ 119. Ekkor mar csak a 119-et kell
osztok Osszegeként elGallitani, de a 714-nek sok osztéja van, kényel-
mesen valogathatunk: 119—=2+4+7+174+42+51. Most tobb megoldast
mutatunk a (b) részre.

1. Olyan eljarast adunk, amelynek eredménye egy Osszegosztos
halmaz, amely tartalmazza az 1, 2,..., n szdmokat. Legyen 1 + 2 +
.+ n = 8. Irjuk fel az (n! — 1) szdmot kiilonbéz6 kettdhatvanyok
Osszegeként

nl—1=2" 4224 +2% (0=t <ty <..<ty)

Tekintsiik a kovetkez6 halmazt: Gy = {1,2,...,n,215,2"25 .. 2% S},
Ekkor a Gy elemeinek Gsszege n! - S. Ez oszthato az 1,2, ..., n szdmok
mindegyikével és S-sel is, tovabba G elemei mind kiilonb6z6k. Prob-
léméat csak az S-nek valamely 2-hatvanyszorosa jelenthet. Ezt most
tovabbi elemek hozzavételével megoldjuk. Legyen

G = Gy U {nlS,n12S,n4S, ..., n12"S}.

Csupa 1j szamot vettiink hozza, és igy G elemeinek osszege n!2t+ 15,
Ez valoban oszthato G minden elemével. Szemléltetésként bemutatjuk
a modszert n = 3 esetén. Ekkor

S=14+2+3=6, nl—1=3—1=1+4+4, Gy={1,2,3,6,24},
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most Gy elemeinek dsszege 36 = n! - S = 3!- 6. Es végiil

G =1{1,2,3,6,24,36,72,144}.

Itt G elemeinek Gsszege 288, ami valoban megfeleld.

2. Legyen a H halmaz elemeinek Osszege s, legkisebb kozos tob-
besiik pedig p. Legyen p = pips, ahol p; paratlan, p, pedig 2-hatvany.
Legyen n = ¢ - ¢(p1), ahol ¢ egész, n > 3 + py és ¢(x) az Euler féle
fiiggvény. Ekkor a G = H U H; U H, halmaz megfelelG lesz, ahol

Hy = {2"2(2" — 1)5,2"73(2" — 1)s,...,2(2" — 1)s, (2" — 1)s}

és
Hy = {2""'5,2" %5, ..., 2s}.
A G-beli elemek mind kiilonbozGek. A G-beli elemek Osszege:

s+ —1)s(2' =1 +s@2"—2)=2"""(2"-1)s.

Ezt jol lathatdan osztja G minden olyan eleme, amely H-ban nincs
benne. Viszont H elemei is osztjak, mivel az Euler-Fermat-tétel sze-
rint 2¢P1) = 1 (mod py), tehat 2¢¢P) = 1 (mod p,), igy pi|2" — 1.
Masrészt n > py miatt py|27. Igy p = pips os7toja lesz a G-beli elemek
Osszegének.

3. Jelolje kH azt a halmazt, mely H elemeinek k-szorosait tar-
talmazza. Legyen H elemeinek szorzata p, Osszege s. Legyen H; =
HU(p—1)H. Nyilvan feltehets p > 2, ekkor HN(p—1)H = (), azaz a
tovabbi esetekben nem lehet atfedés. A H; halmaz elemeinek Gsszege
ps. Képezziik most a kdvetkezd halmazsorozatot, mellette feltiintetve
elemeinek Osszegét:

Hy = HiU{(p—2)ps}, (p—1)ps
Hy = HyU{(p—3)(p—1)ps}, (»—2)(p—1)ps
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Hy=HsU{(p—4)(p—2)(p—Vps}, (—3)p—2)(p—1)ps

G=H, ,=H, ,U{1-3-4-...-(p—2)(p—1)ps}, plps

Az utols6é sorban kapott halmaz éppen megfelel6. Minden sorban
a H; halmaz elemeinek Osszegét a H; 1 minden eleme osztja, csak az
éppen hozzavett elemmel lehet baj. Viszont az utolsé sorban az éppen
hozzéavett elem is osztja az Osszeget. Szemléltetésként H = 1,4 esetén
az eljarassal keletkez6 halmaz G = Hs = {1,4,3,12,2-4-5,3-4 -5},
ahol az elemek 6sszege 6 - 20.

Megjegyzés: A kiilonb6z6 megoldasok egyik kozos alapgondola-
tdra mutatunk most ra. Bdvelkedének neveziink egy d szdmot, ha
osztoinak Osszege nagyobb, mint 2d. Ha a H halmaz elemeinek leg-
kisebb kozos tobbese p, akkor &ltalaban p-nek egy viszonylag kicsi
bévelkedd tobbese méar elérhet, mint G elemeinek Gsszege. A feladat
(a) részében sokan erre talaltak ra.

6.5.3. FELADAT. (2004.3.) Egy pozitiv egész szamot kozvetleniil
egymas utin kétszer leirva dupla szamot kapunk. (Pl dupla szam
a 357357, amit a 357-bél kaptunk.) Bizonyitsuk be, hogy a négyzet-
szamok kozott végtelen sok dupla szam van.

Forras: Olimpiéra javasolt feladat [11].

Megoldéas: Ha a k jegyti S szambol képezziik a dupla szamot akkor
a dupla szamunk éppen S(10*+1). Ha talalunk végtelen sok olyan k-t,
melyre a (10¥+1)-nek van négyzetszam osztoja, akkor készen vagyunk,
ilyen példaul a 121 (lasd késébb). Ha (10% +1) = 121d, akkor S = 49d
valasztassal a dupla négyzetszamunk S(10F + 1) = 72112d? lesz. Ez
biztosan jo, hiszen négyzetszam és az S valoban k jegyt. Ez utébbi
dolgot garantaltuk a 49-es szorzdval. Igazabol S lehetett volna d-nek
tetszblegesen valasztott négyzetszamszorosa is, amely k jegyd. Ezt
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kaphatjuk ugy is, hogy d-t addig szorozgatjuk 4-gyel, amig éppen k
jegytl nem lesz.

A 121 azért is nagyon kényelmes valasztas, mert a 11-gyel val6 oszt-
hatosagi szabalyt alkalmazhatjuk. Amennyiben k& pératlan,
(10 4 1) oszthato lesz 11-gyel:

(10% + 1) : 11 = 909090...909091,

ahol £ = 2n + 1 esetén a hanyadosban éppen n darab 9-es n — 1
darab 0 van felvaltva és a végén egy l-es. A hanyadosnak is 11-gyel
oszthatonak kell lennie, ez a 11-gyel vald oszthatosagi szabaly szerint
akkor teljesiil, ha n = 11r 4+ 5. Ezzel készen is vagyunk, tetszGleges
pozitiv egész r-t valasztva megkapjuk sorra n, k,d és S értékét.

Megjegyzés: Elemi oszthatosagi megfontolasok segitségével old-
hatoé meg a feladat, nincs sziikség nehezebb tételre. Maga az allitas
meghokkents, bajos. A dupla négyzetszamok elég nagyok ahhoz, hogy
probalgatva ratalaljunk.

6.5.4. FELADAT. (2007.3.) Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozi-
tiv egész n szam van, amire 2" + 3" oszthaté n? -tel.

Forras: Zautikas verseny, Kazahsztan, 2007.

Megoldas: n = 1 és n = 5 megfelels, 252° + 3% = 275. Tegyiik
fel, hogy n megfelel, ekkor 2" + 3™ = kn?. Mivel 2" + 3" > n?, ezért
k > 1 és mivel 2" + 3" paratlan, ezért k is paratlan. Bizonyitjuk, hogy
kn is megfeleld.

k—1

1=0

A jobb oldal els6 tényezdje éppen kn?. A mésodik tényezét jeldlje S.
Az kell, hogy (kn)?|kn®S, azaz k|S bizonyitasa hidnyzik. Mivel 2"+ 3"
oszthatod k-val, ezért

—3"=2" (mod k)
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gUk—1=in gin (_1)i = glk=1=in gin — olk=D)n (104 k)

Ezért S = k- 2+=U7 (mod k), tehat S oszthato k-val és igy kn is
megfelels. Ezzel az eljarassal minden megfelel6 n-hez tudunk talalni
nala nagyobbat, van megfelel6 szam pl. 1 és 5, tehat végtelen sok
megoldas létezik.

Megjegyzés: Ez a megoldas rovid, két 1épésbdl 4ll, de nem konnytd
rajonni.
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7. Osszegzés

Az értekezésben az olimpiai felkészité munka egy keresztmetszetét
mutattuk be. Ebben a felkészité munkaban a szerz6 14 éve vesz részt,
ez alatt az id6 alatt Gsszegytijtott kincseinek egy részet foglalta Gssze.
A témanak kiilonleges aktualitast ad, hogy éppen 2009-ben volt az
50. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia.

Az altalanos tehetséggondozas didaktikai oldalrol valo megkozelité-
sére nem vallalkozhattunk, ennek egy szeletét vizsgaltuk, azt viszont
alaposabban elemeztiik. Az olimpiaval és a felkészités rendszerével
torténd megismerkedést szolgalta a 2. és 3. fejezet. Ezeknek harom
didaktikai elemét emelném ki: a versenyrendszer attekintése, amely
a legjobb didkok megtalalasat segiti, a felkészitésben részt vett olim-
pikonok tobb szempontbol torténd feltérképezése és az eredmények
attekintése, valamint a kiillonb6z6 matematikai tréningek bemutatéasa.

A 4. fejezet els6 részében az érdeklgdést felkelts, fokozatosan nehe-
zedd, tehetséggondozasra szant feladatsort taldlunk. A mésodik rész
az olimpikonok matematikai fegyverzetének bovitését szolgalja, a ket-
tésviszony hasznalatdhoz egy rovid bevezets. Egyfajta tanari ars po-
etica szandékom szerint ez a fejezet.

Az 5. fejezetben a szerzg altal kitalalt és kiilonb6z6 versenyeken
el6fordult feladataibol valogattunk. A versenyfeladatok Osszeallitasa-
nak didaktikai szempontjair6l is szoltunk. Bepillantast nyerhetiink a
feladatok megoldasa mellett azok készitésébe. Tobb feladat szerepelt
nemzetkozi versenyek feladatsoraban, ezeket igazi tanari trofednak te-
kinthetjiik, koztiik egy a didkolimpia feladatsoraba is bekeriilt.

A 6. fejezet 10 év olimpiai valogatoversenyeit tekinti at. Az Osszes
feladat tematikusan rendezve szerepel a fiiggelékben. A fejezet ke-
retén beliil bemutatunk kiilonb6z6 nehézségii feladatokat, majd azok
megoldasait témakoronként csoportositva. A feladatsorok Gsszeallita-
saval, azok kozreadasaval talan sikeriilt hozzajarulni orszagos szinten a
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legjobb didkok képzéséhez, az olimpiai felkészitéshez. A problémakat
alaposan szemiigyre véve latszik, ez az anyag ,nem kozépiskolas fo-
kon” késziilt. Sokkal ink&dbb tekinthetd az egyetemeken oktatott elemi
matematika fels6fokanak.

Remélem, hogy az olimpiai felkészités sordan a didkok nem csupan
problémamegold6 rutint szereznek, 6tletek sokasigat tanulhatjak meg,
hanem racsodalkozhatnak a matematika sokoldalu szépségére, és ez el-
indithatja 6ket a komoly tudoményos oktato-, vagy kutatomunkaban.

7.1. Summary

The thesis gives a cross-sectional view of the preparatory work
for the International Mathematical Olympiad (IMO). The author has
been involved in this task since 1997 and has presented a summary of
his treasures collected throughout these years. This topic has an extra
timeliness, since the 50th olympiad was held in 2009.

How to work with the mathematically gifted is a huge topic, we
have chosen only a segment of it but we tried to analyse it thoroughly.
Chapters 2 and 3 are devoted to the introduction of the olympiad
and the preparatory work. We underline three components from a
didactical point of view: the presentation of the system of competi-
tions, which helps to find the best students; the presentation of the
members of the teams, their results; and the description of various
mathematical trainings.

In the first part of Chapter 4 there is a chain of problems which
arouses interest, gets harder step by step, and is appropriate for work-
ing with the talented. In the second part there is a material about
cross ratio. This tool does not belong to the most frequently used
ones of the mathematical technique so this introduction might help
students in preparing for the IMO. This chapter is intended to be an
»ars poetica” of my teaching.

In Chapter 5 we give a selection of problems invented by the author
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which occurred in different competitions. We gave some didactical
guidelines how to put together a good competition problem set. Beside
the problems and their solutions we may get some information also
about the birth, the origin of the problems. A nice contribution to the
world of mathematical competitions are those problems of the author
which were selected into the problem set of international competitions,
one of them as an IMO problem.

Chapter 6 gives an outline of the problems of the selection tests of
the past 10 years. The complete list of the problems can be found in
the appendix, here we present some problems and their solutions of
various difficulty from four topics. With these competitions, problem
sets and their solutions my aim was to help countrywide the education
of the best students, and their preparation. Getting a closer look at
the problems one might notice that their difficulty is far beyond the
secondary school level.

I hope that during the preparation for the IMO students learn
not only routine of problem solving, dozens of ideas and technics, but
also find the beauty of mathematics, the thousand faces of it. This
experience might encourage them to start serious scientific research or
to take part in mathematical education.
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8. Fiiggelék

A tovabbiakban tematikus Osszedllitdsban kozoljik a 2001-2010
kozotti évek valogatoversenyeinek feladatait, az egyes témakorokon be-
liil megtartva az idérendi sorrendet.

8.1. Algebra feladatok

8.1.1. FELADAT. (2001.1.) Hény olyan p(z) = az® + bz* + cx® +
dx?® +ex + f polinom van, amelynek egyiitthatéi 100-nal nem nagyobb
kiilénboz6 pozitiv egészek és p(x) oszthaté a2 + x + 1-gyel?

8.1.2. FELADAT. (2001.5.) Egy szamtani sorozat tagjai és differenci-
aja is pozitiv egészek. A sorozat elsé n tagjanak a tizes szamrendszer-
beli alakjaban sehol sem szerepel 9-es szamjegy. Legfeljebb mekkora
lehet n?

8.1.3. FELADAT. (2002.5.) Mutassuk meg, hogy tetszéleges valos
X1, X, ..., T, szamokra teljesiil, hogy
T1 X X2 NI Tn
1+2?2 1+22+22 7 1+22+23+.. +22

< v/n.

8.1.4. FELADAT. (2003.1.) Az s1, Sa, S3, ... , So003 nemnegativ valos
szamok oOsszege 2, tovabba tudjuk, hogy siSo + S9S3 + S354 + ... +
$200252003 + S200351 = 1. Legyen S = 8% + 8% + ...+ 8%003. Hatarozzuk
meg az adott feltételek mellett S lehetséges legkisebb és legnagyobb
értékét.

8.1.5. FELADAT. (2003.4.) Nemnegativ valos sziamok végtelen so-
rozatat jelolje ay, as, ... . Van olyan c szam, amelynél nincs a so-
rozatnak nagyobb eleme. A sorozatrol még a kovetkez6t is tudjuk:

1
la; — a;| > E minden i, j esetén, ha i # j. Igazoljuk, hogy ¢ > 1.
tTJ



8.1.6. FELADAT. (2004.1.) Egy hoébortos zoldséges csak haromfajta
gyiimdolesot arul, almat, kortét és narancsot. Egyszerre csak egyetlen
szem gyiimolcsot vehetiink, de hajlandé egy vasarlot napjaban t6bb
alkalommal is kiszolgalni. Az arak is furcsak: egy alma éppen annyi
tallér, ahany kérte van még a boltban. Egy korte kétszer annyi tallér,
mint ahany narancs van a boltban. Egy narancs éppen haromszor
annyi tallér, mint ahany alma van a boltban.

Furfangos Frigyes egy reggel kifigyelte, hogy a boltban az almak,
korték és narancsok szama éppen a=6, k=7, n=3. Szeretné megva-
sarolni mind a 16 darabot. Legkevesebb hany tallérra van sziiksége
Frigyesnek és milyen sorrendben vésarolja meg a gyiimdélesoket? (Fel-
tételezziik, hogy aznap mas vasarlo nem volt.) Hatarozzuk meg a
sziikséges Osszeget altalaban is a, k, n fiiggvényében!

8.1.7. FELADAT. (2004.6.) Az a, b, ¢ valés szamokat gy valasztot-
tuk, hogy pontosan egy olyan négyzet van, melynek minden csiicsa
rajta van az f(z) = 23 + ax® + bx + ¢ fiiggvény grafikonjan. Igazoljuk,
hogy a négyzet oldala v/72.

8.1.8. FELADAT. (2005.5.) a, b, ¢, d olyan nemnegativ valos sza-
mok, melyekre a®> — ab + b* = ¢ — cd + d*. Igazoljuk a kivetkezd
egyvenldtlenséget:

(a+0b)(c+d) > 2(ab+ cd).

8.1.9. FELADAT. (2006.3.) Jeldlje R a valos szamok halmazat. Ha-
tarozzuk
meg az Osszes olyan f : R — R fiiggvényt, amelyre

(1) flz+y)+ f(2)f(y) = flzy) + 22y + 1

teljesiil R minden x,y elemére.
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8.1.10. FELADAT. (2006.4.) Hatarozzuk meg az x és y valos szamo-
kat, hax > 1, y > 1, tovabba A és B nem szomszédos egész szamok,

ahol A=z —1+y—1ésB=+ax+1+y+1

8.1.11. FELADAT. (2007.4.) Valés szimok egy ag, a1, as, ... sorozatat
a kovetkezéképpen definialjuk:

n
Qp—f

k:0k+1

ag = —1, =0 ha n>1.

Igazoljuk, hogy a,, > 0, han > 1.
8.1.12. FELADAT. (2008.2.) Tekintsiik azon f : NT — N fiiggvé-
nyeket, amelyekre minden m,n € NT esetén teljesiil:
flm+mn) = f(m)+ f(f(n)) - 1.

Hatéarozzuk meg f(2007) lehetséges értékeit. (NT a pozitiv egészek
halmazat jeloli.)

8.1.13. FELADAT. (2008.6.) Legyen ¢ > 2. Az a(1),a(2),... nemne-
gativ valés szamok sorozatarol két dolgot tudunk:
(i) a(m + n) < 2a(m) + 2a(n) minden pozitiv egész m,n esetén;

(i) a(2%) < G minden nemnegativ egész k esetén. Bizonyit-
suk be, hogy az a(n) sorozat korlatos.

8.1.14. FELADAT. (2009.6.) A P(z) = az®+bz*+cx+d harmadfokt
polinom egyiitthatoéi egész szamok, a # 0. Tegyiik fel, hogy végtelen
sok x,y egész szamparra teljesiil, hogy xP(z) = yP(y), ahol x # y.
Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan k egész, amelyre P(k) = 0.

8.1.15. FELADAT. (2010.3.) A P(x) valds egyiitthatds polinomra lé-
tezik végtelen sok egészekbdl all6 (m; n) par, amelyekre P(m)+P(n) =
0. Igazoljuk, hogy a polinom altal meghatarozott y = P(z) fiiggvény
grafikonja kozéppontosan szimmetrikus.
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8.2. Geometria feladatok

8.2.1. FELADAT. (2001.3.) Bizonyitsuk be, hogy a t teriiletd harom-
szogben

« B 7 2
4t | tg= + tg= + tg= | < IR
(32 + g2 + g2) > )
ahol R a koriilirt kor sugara.

8.2.2. FELADAT. (2001.4.) (a) Az O kézéppontii r sugari K kirnek
P belsé pontja, OP = p. Az A és B pontok a K-nak olyan pontjai,
amelyekre AP és BP merélegesek egymasra. Mi az AB szakaszok
I felezépontjainak a mértani helye, ha A és B minden megengedett
helyzetet telvesz?

(b) Az O kézépponti r sugarii G gémbnek P belsé pontja, OP = p.
Az A, B, C pontok a G-nek olyan pontjai, amelyekre AP, BP, CP
szakaszok paronként merdlegesek egymasra. Mi az ABC' haromszogek
S silypontjainak a mértani helye, ha A, B, C' minden megengedett
helyzetet telvesz?

8.2.3. FELADAT. (2002.2.) A K keriiletdi haromszog csticsainak ta-
volsagosszege a sik tetszdoleges P pontjatol D, a haromszog oldalegye-
neseinek tavolsagosszege P-t6l M. Bizonyitsuk be, hogy

4D? > AM? + K2,

8.2.4. FELADAT. (2002.6.) Adott a sikon n olyan pont, hogy bar-
mely kettejiik tavolsaga egész szam (n > 4).

(a) Bizonyitsuk be, hogy n=4 esetén van két pont, amelyeknek
tavolsaga 3-mal oszthato.

(b) Bizonyitsuk be, hogy n > 4 esetén a pontok kiézott fellépd
tavolsagoknak legalabb az egyhatoda oszthato 3-mal.
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8.2.5. FELADAT. (2003.2.) A hegyesszigi ABC haromszog belsejé-
ben levé P pontra igaz, hogy APB/ = BPC/ = CPAZ. A BP és
CP egyenesek az AC' és AB oldalakat rendre D-ben és E-ben metszik.
Mutassuk meg, hogy AB + AC' > ADFE.

8.2.6. FELADAT. (2003.5.) A ky és ko kérék metszéspontjai P és Q.
Valasztunk ki-en két pontot, legyenek ezek Ay és By. (Ay, By, P és
@ négy kiilonb6z6 pont.) Az A1 P és By P egyenesek ko-vel valo, P-t6l
kiilonb6z6 metszéspontjai legyenek Ay és Bs. Legyen C az A1 By és
Ao By egyenesek metszéspontja.

Igazoljuk, hogy Ay és By kiilonb6z6 valasztasainal az Ay AsC' ha-
romszog koré irt kor kozéppontja mindig egy rogzitett kérén lesz.

8.2.7. FELADAT. (2004.2.) Az ABC haromszogben AC = BC, a
beirt kér kézéppontja K. Legyven P az AK B haromszog koré irt kor
olyan pontja, mely az ABC' haromszég belsejében van. Parhuzamo-
sakat hizunk P-n at az AC és BC szarakkal. Ezek AB-t rendre a D
és E pontokban metszik. Parhuzamost hizunk P-n at AB-vel is, ez
AC-t és BC-t rendre az F' és G pontokban metszi. Igazoljuk, hogy a
DF és EG egyenesek metszéspontja az ABC' kéré irt korén van.

8.2.8. FELADAT. (2004.5.) Az ABCD konvex négyszig megfelels
csticsainal meghiiztuk a kiilsé szogfelezdket, ezek a, b, ¢, d. Metszés-
pontjaikaNnb=K,bNc=L,cNd= M, dNa= N. Tudjuk, hogy a
K-bél AB-re, L-b6l BC-re, M-b6l C'D-re bocsatott merdlegesek egy
ponton mennek at. Bizonyitsuk be, hogy ABC D hiirnégyszog.

8.2.9. FELADAT. (2005.2.) A k kor és az | egyenes nem metszik
egymast. A kér AB atmérdje [-re meréleges, az atmérd végpontjai
kéziil B van kozelebb l-hez. A kor A-tél és B-t6l kiilénbézé pontja C.
Az AC egyenes és | metszéspontja D. D-bél érintét hiizunk a korhéz,
az érintési pont E. Tudjuk, hogy B és E az AC egyenesnek ugyanazon



oldalan vannak. A BE egyenes és | metszéspontja F'. Az AF egyenes
a kort G-ben metszi. Igazoljuk, hogy az AB egyenesre tiikrézve G-t a
CF egyenes egy pontjat kapjuk.

8.2.10. FELADAT. (2005.4.) A hegyesszigii ABC haromszogben 3 >
v . A koréirt kor kézéppontja O, az AO egyenes D-ben metszi BC-t.
Az ABD és ACD haromszigek kéré irt kéreinek kdzéppontjai rendre
E és F. A B és C kezdéponti BA és C'A télegyeneseken van rendre
G és H ugy, hogy AG = AC' és AH = AB. Igazoljuk, hogy EFGH
akkor és csak akkor téglalap, ha 3 —~v = 60°.

8.2.11. FELADAT. (2006.2.) Az ABC héaromszégben AB + BC =
3AC. A beirt kor az AB és BC' oldalakat rendre D és E pontokban
érinti, a beirt kor kézéppontja I. D-t és E-t az I pontra tiikrozve a G
és H pontokat kapjuk. Igazoljuk, hogy ACGH hiirnégyszig.

8.2.12. FELADAT. (2006.5.) Az ABCD paralelogramma A csticsa-
bol indulé f félegyenes a B-bdl indulé BC és a D-bél indulo DC
télegyeneseket rendre az X ésY pontokban metszi. Az ABX és ADY
haromszogek BX és DY oldalaihoz hozzairt korok kdzéppontjai rendre
K és L. Igazoljuk, hogy a KCL/ nem fiigg [ vilasztasatol.

8.2.13. FELADAT. (2007.1.) Az ABCD trapézban AB||CD, AB >
CD. Legyenek K és L rendre az AB és C'D szakaszokon tgy, hogy
AK : KB = DL : LC. A KL szakasz P és () pontjara teljesiil, hogy
APB/Z = BCD/ és CQD/ = ABCZ. Bizonyitsuk be, hogy PQBC
hiirnégyszog.

8.2.14. FELADAT. (2007.5.) Az ABC haromszogben
ACBZ < BACZ < 90°.

Az AC oldalon van D pont, amelyre BD = BA. Az ABC harom-
szogbe irt kor az AB és AC oldalakat rendre K és L pontokban érinti.
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Legyen a BC'D haromszégbe irt kor kézéppontja J. Igazoljuk, hogy a
KL egyenes athalad az AJ szakasz felezépontjan.

8.2.15. FELADAT. (2008.3.) Legyen az ABC' hdromszog beirt ki-
rének BC-n 1évé érintési pontja D. Igazoljuk, hogy az AD-re D-ben
allitott merdlegesnek a B, illetve C csiicsndl 16vG belsd szégtelezd kozti
szakaszat D felezi.

8.2.16. FELADAT. (2008.5.) Az ABCD trapéz atléinak metszés-
pontja P. A BC' és AD parhuzamos egyenesek kozti () pontra AQD/ =
CQBZ, a CD egyenes elvalasztja P-t és Q-t. Bizonyitsuk be, hogy
BQP/Z =DAQZ.

8.2.17. FELADAT. (2009.2.) Az ABC haromszog beirt kore az AB
és AC oldalakat rendre a D és E pontokban érinti. A beirt kornek
és az AEB haromszog koré irt kornek E-tél kiilonbézé kozos pontja
legyen F'; a D pont merdéleges vetiilete az EB egyenesen GG. Igazoljuk,
hogy 2ABE/ = BFGZ .

8.2.18. FELADAT. (2009.5.) Az ABCD konvex négyszig belsejében
adottak a P és (Q pontok iigy, hogy PQDA és QPBC hiirnégyszo-
gek. Tegyiik fel, hogy a P(Q) szakasznak egy E pontjara teljesiil, hogy
PAE/ =QDE/ és PBE/Z = QCFE/ . Mutassuk meg, hogy ABC D
hiirnégyszog.

8.2.19. FELADAT. (2010.2.) A k koron kiviil elhelyezked6 A pont-
bél két szel6t hiztunk a kérhéz, egyik k-t B és C, a masik D és E
pontokban metszi, AD < AE. Parhuzamost hizunk AC-vel D-n at,
ez k-t F-ben metszi. Legyen AF és k metszéspontja G, az EG és AC
egyenesek metszéspontja M. Igazoljuk az alabbi dsszefiiggést:

11 N 1
AM  AB  AC’
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8.2.20. FELADAT. (2010.6.) Az ABCD érinténégysz0g A csicsan
atmend e egyenes a BC' szakaszt az M, a C'D egyenest az N pontban
metszi. Legyen az ABM, MNC és NDA haromszég beirt kérének
kozéppontja rendre I, I, I3. Igazoljuk, hogy az II5I3 hdromszog
magassagpontja az e egyenesen van.

8.3. Kombinatorika feladatok

8.3.1. FELADAT. (2001.6.) Legyenek p és q rogzitett relativ prim
pozitiv egészek. A nemnegativ egészek egy S részhalmazat idedlis
részhalmaznak nevezziik, ha a kévetkezé két feltétel egyszerre teljesiil:

(i) S tartalmazza a nullat;

(ii) han € S, akkorn+pe€ S ésn+q€ S.

Hatarozzuk meg az S idealis részhalmazok szamat.

8.3.2. FELADAT. (2002.3.) Adott 101 darab kiilénb6zd silyi érme.
Koziiliik 50 darab eziist, melyek siily szerinti sorrendjét ismerjiik. A
tobbi 51 arany, ezek sorrendje is ismert. Van egy kétkari mérlegiink,
mely Ossze tud hasonlitani egy-egy érmét. Hogyan talalhatjuk meg 7
meéréssel a 101 érme koziil a kdzépsot?

8.3.3. FELADAT. (2002.4.) Keressiik meg mindazon véges

(%, L1, T2y +-ny %)

sorozatokat, melyekben minden i-re (i = 0,1,2,....,n) az z; értéke
éppen a sorozatban szerepld i szamok szamaval egyenld.

8.3.4. FELADAT. (2003.3.) Egy sakk kérmérkézésen k ember vett
részt és mindenki mindenkivel egyszer jatszott. Miutan az Gsszes mér-
kézés lezajlott kideriilt, hogy barmely 4 versenyzd kdézott van olyan,
aki a tobbi harom versenyzd koziil egyet megvert, egytdl kikapott, a
harmadikkal dontetlenben egyezett meg. Legyen ilyen feltételek mel-
lett k a lehetd legnagyobb. Bizonyitsuk be, hogy 6 < k < 9.
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8.3.5. FELADAT. (2004.4.) Az 1, 2, ..., N szamok mindegyike pi-
ros vagy zold. Egyszerre harom szam szinét megvaltoztathatjuk, ha
szamtani sorozatot alkotnak. Mely N-re érhetd el barmilyen szinezés-
rél indulva, hogy minden szam piros legyen?

8.3.6. FELADAT. (2005.1.) Bergengociaban 2005 varos van. Fejlet-
len a csépostahalozat, semelyik két varost nem koti Gssze kozvetlen
cs6. Az 1ij szabalyok értelmében kiépithetnek kozvetlen csékapcsola-
tot az A és B varos kozétt, ha létezik még két tovabbi varos C' és D
iigy, hogy nincs kozvetlen cséposta sem A és C', sem C' és D, sem D
és B kozott. Legfeljebb hany csdvet épithetnek ki?

8.3.7. FELADAT. (2005.6.) Egy 2005 x 2005-s tablazat elemei az
{1,2,...,n} halmazbdl valok. Az i-dik sor elemei alkotjik az X; hal-
mazt, a j-dik oszlop elemei alkotjik az Y; halmazt. Melyik az a legki-
sebb n érték, melyre lehetséges, hogy az X1, Xo, ..., Xooos, Y1, Y2, ...,
Y5005 halmazok paronként kiilonbozék?

8.3.8. FELADAT. (2006.1.) Legyen H = {1,2,3,...,100}. A H hal-
maz egy részhalmazat Osszefiiggének nevezziik, ha csak egyetlen sza-
mot, vagy néhany szomszédos szamot tartalmaz. Hatarozzuk meg a
legnagyobb k egész szamot, amelyre megadhaté H—nak k részhalmaza
gy, hogy koziiliik barmely két kiilénb6zének a metszete Gsszefiiggo.

8.3.9. FELADAT. (2007.2.) A P, P;...P, szabalyos n szig oldalaira és
atloira rairunk egy-egy pozitiv egész szamot, ezek koziil a legnagyobb
legyen r. A szdmozas soran az 1, 2, ..., r szamok mindegyikét legalabb
egyszer felhasznaltuk. Barmely P; P; P, haromszég oldalai kéziil ketton
ugyanaz a szam all, a harmadikon pedig egy kisebb. Hatarozzuk meg
r legkisebb és legnagyobb lehetséges értékét.

8.3.10. FELADAT. (2007.6.) Adott n pont a sikban, semelyik harom
nincs egy egyenesen, jelélje ezt a halmazt S. Legyen P olyan konvex
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sokszdg, melynek minden csicsa S beli pont, a(P) jeldlje P csiicsainak
szamat, b(P) jelolje az S halmazbél P-n kiviil es6 pontok szamaét.
Bizonyitsuk be, hogy minden valés x esetén

Zza(P)(l —z)!P) =1,
P

ahol az dsszeg végigfut az Osszes lehetséges P-n. A szakaszt, a pon-
tot és az iires halmazt is konvex sokszégnek tekintjiik, rendre 2, 1, ()
cstccesal.

8.3.11. FELADAT. (2008.1.) Legyen n adott pozitiv egész. A pozitiv
egészeket ki szeretnénk szinezni 2 szinnel, pirossal és kékkel tigy, hogy
teljesiiljon a kovetkezo két feltétel: (i) mindkét szin végtelen sokszor
szerepel, (ii) barmely n kiilonbéz6 piros szam Osszege piros és barmely
n kiilénb6z6 kék Osszege kék. Van-e ilyen szinezés, ha (a) n = 2007;
(b) n = 20087

8.3.12. FELADAT. (2009.1.) A derékszogi koordinatarendszerben
nevezziik doboznak az olyan téglalapokat, amelyeknek oldalai a tenge-
lyekkel parhuzamosak. Ha két doboznak van kozds belsd, vagy hatar-
pontja, akkor 6ket metsz6knek nevezziik. Legfeljebb mekkora lehet n,
ha megadhaté n doboz By, B, ..., By, gy, hogy B; és B; akkor és csak
akkor metszdk, ha n nem osztja sem i — (j + 1)-et, sem i — (j — 1)-et?

8.3.13. FELADAT. (2009.4.) Hatarozzuk meg minden pozitiv egész
n esetén az {1,2,...,n} halmaz elemeinek azon (ay,as, ..., a,) permu-
tacioinak szamat, amelyekre 2(a; +as + ...+ ay) oszthaté k-val minden
k=1,2,....,n esetén.

8.3.14. FELADAT. (2010.1.) Definialunk egy sorozatot, legyen ag =
0. Ha n legnagyobb paratlan osztéjanak 4-es maradéka 1, akkor a,, =

Gp_1+ 1, ha a maradék 3, akkor a, = a,,_1 — 1. A sorozat elsé néhany
eleme : 0,1,2,1,2,3,...



Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész végtelen sokszor szere-
pel a sorozatban.

8.3.15. FELADAT. (2010.5.) Hatdrozzuk meg azon pozitiv egész n
szamokat, amelyekre az S = {1,2,...,n} halmaz elemei szinezhet6k
pirosra vagy kékre tiigy, hogy az S x S x S halmaz éppen 2007 olyan
(x;y; z) rendezett harmast tartalmaz, amelyre x, y, z azonos sziniiek
ésnlr +y+ z.

8.4. Szamelmélet feladatok
8.4.1. FELADAT. (2001.2.) Legyenek a, b olyan pozitiv egészek, hogy

b [2a—b
P=7 22 I primszam. Legfeljebb mekkora lehet p?

8.4.2. FELADAT. (2002.1.) Keressiik meg mindazon pozitiv egész n
szamokat (n > 2), melyekre teljesiil a kovetkez6: Minden n-hez relativ

prim a és b szam esetén n akkor és csak akkor osztéja (a — b)-nek, ha
(ab — 1)-nek is.

8.4.3. FELADAT. (2003.6.) Pozitiv egész szamok véges halmazait
vizsgaljuk. Egy ilyen halmaz dsszegosztos, ha a halmaz minden eleme
osztéja az elemek Osszegének.

(a) Adjunk meg egy olyan Osszegosztos halmazt, melynek eleme a
7ésalr.

(b) Igazoljuk, hogy pozitiv egészek egy tetszbleges véges H hal-
mazahoz létezik olyan Gsszegosztos G halmaz, hogy H részhalmaza
G-nek.

8.4.4. FELADAT. (2004.3.) Egy pozitiv egész szamot kozvetleniil
egymas utdn kétszer leirva dupla szamot kapunk. (Pl dupla szdm
a 357357, amit a 357-bél kaptunk.) Bizonyitsuk be, hogy a négyzet-
szamok kozott végtelen sok dupla szam van.
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8.4.5. FELADAT. (2005.3.) Legyen p egy 2-nél nagyobb prim. A
pozitiv egészek ay, as, ..., ay,_o sorozatardl tudjuk, hogy p nem osztja
sem ay-t, sem (a¥ —1)-et (k =1,2,...,p—2). Igazoljuk, hogy a sorozat

néhany tagjanak szorzata 2 maradékot ad p-vel osztva.

8.4.6. FELADAT. (2006.6.) Hatdrozzuk meg mindazon n > 1 egésze-
ket, amelyekre egyértelmiien létezik olyan a egész, amelyre 0 < a < n!
és n! osztdja (a™ + 1)-nek.

8.4.7. FELADAT. (2007.3.) Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan pozi-
tiv egész m szam van, amire 2" + 3" oszthaté n? -tel.

8.4.8. FELADAT. (2008.4.) Legyenek b és n 1-nél nagyobb egészek.
Tegyiik fel, hogy minden k > 1 egész esetén van olyan aj egész,
amelyre b — a} oszthaté k-val. Igazoljuk, hogy b = A" , ahol A egész.

8.4.9. FELADAT. (2009.3.) Igazoljuk, hogy a
2" —1 2" —1 2" —1 2" —1
0 ’ 1 ’ 2 o\t -1
szamok csupa kiilonbdzo, paratlan maradékot adnak 2™ -nel osztva.

8.4.10. FELADAT. (2010.4.) Keressiik meg a legnagyobb valés m
értéket, amelyre az alabbi egyenletrendszer tetszéleges x, vy, z, u pozitiv
egész megoldasa esetén m < z/y, ha x > y:

r+y=z4+u és 2xy=zu.
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