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1. Bevezetd

A disszertacionk kiindulopontjat jelents Stirling-szamok alapvets fontossagiak a le-

k
szaméat adja meg, melyek k£ darab paronként idegen ciklus szorzataként allnak eld,

szamlalo kombinatorikdban. Az [ ] els6faji Stirling-szam azon Sp,-beli permutaciok
mig az {Z} masodfaju Stirling-szam egy n elemi halmaz k darab osztalyba valo
osztalyozasainak a szamaval egyezik meg (0 < k < n).

Ha a masodfaji Stirling-szamok problémajat modositjuk olyan modon, hogy az
osztalyokon beliil szadmitson az elemek sorrendje, azaz az osztilyok rendezettek
legyenek, akkor az idénként harmadfaja Stirling-szamoknak is nevezett LZJ Lah-
szamokhoz jutunk (0 < k < n).

Ezek a szamok egy szlovén matematikusrol, I. Lahrol [37, 38] kaptak a neviiket,
ugyanis § vezette be azokat az 1950-es évek kozepén. Elszor egy aktuarius mate-
matikai, majd egy statisztikai témaju cikkben keriilnek emlitésre. Lah a kés6bb réla
elnevezett szamokat az tn. emelked§ és siillyeds faktorialisok kozotti

xﬁzz \‘ZJmk (n>0)

k=0

kapcsolat megadasaval értelmezte, ahol 2™ az x n-edik emelkeds faktorialisa, vala-
mint 2% az z k-adik siillyeds faktorialisa.

A leszamlalé kombinatorikdban nagy jelentGséggel birnak a Bell-szamok, amelyek
egy adott elemszamu véges halmaz Osszes osztalyozdsainak a szamét adjik meg.
Ebbdl kévetkezik, hogy a Bell-szdmok a masodfaja Stirling-szdmok Osszegzésével

adodnak rogzitett fels§ paraméter esetén, azaz az n-edik Bell-szdm B, = ) {:}
k=0

(n > 0). Ha elkészitjiik azt a polinomot, melyben z* egyiitthatoja az {7} masodfaji
Stirling-szam, akkor az n-edik Bell-polinomot kapjuk.

Ha egy adott elemszami véges halmaz rendezett osztilyozasait szamoljuk Ossze,
azaz lényeges az osztalyok sorrendje, akkor a Fubini-szamokhoz jutunk, valamint
hozzajuk kapcsolédban értelmezhetSk a Fubini-polinomok is.

A Stirling-szamoknak sokféle altalanositasa és valtozata ismert. Ezek koziil sza-
munkra az dn. r-altalanositas a legérdekesebb, ahol a halmazunk tartalmaz r darab
kitiintetett elemet, melyeknek kiilonb6z6 ciklusokba, illetve osztalyokba kell keriil-
niiik. Az r-Stirling-szamokat L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] és R. Merris [42]
definialta, egymastol fiiggetleniil.



A Lah-szamok hasonlo altalanositasaval korabban nem igazan foglalkoztak. Az érte-
kezés 2. fejezetében, miutdn roviden &ttekintjik az els6fajia és a masodfaja
r-Stirling-szamok fogalmat és tulajdonsagait, bevezetjiik és részletesen tanulmanyoz-
zuk az r-Lah-szamokat. A fejezet az [55] publikaci6 alapjan késziilt.

A masodfaji r-Stirling-szamok Gsszegzésével értelmezhetsk az r-Bell-szamok, illetve
a kapcsolodo r-Bell-polinomok is. Ezek bevezetése L. Carlitz [12] és Mezd 1. [43, 45]
nevéhez fizédik.

A Bell-szamokkal és a Bell-polinomokkal mar sokan foglalkoztak, éppen ezért meg-

lep6, hogy a Lah-szamokbo6l hasonlé médon eléallithaté L, = > [7| (n > 0)

osszegzett Lah-szamokat csak nagyon érintélegesen, az Ln(z) = . |}]2" Lah-
k=0

polinomokat pedig még nem vizsgaltak. A 3. fejezetben ezt altalanosabb modon
tessziik meg: értelmezziik az 6sszegzett r-Lah-szamokat és az r-Lah-polinomokat. A
kombinatorikus tulajdonsagaik mellett az r-Lah-polinomok gyokeinek vizsgalataval
is foglalkozunk. Ez a fejezet az [57] és a [62] publikiciok eredményeit tartalmazza.

A dolgozat 4. fejezetében grafok parositasainak Osszeszamléalasaval fogunk foglal-
kozni. ElGszor olyan grafokat konstrualunk, melyekben a parositasok szama Lucas-
sorozatok segitségével kaphato meg. Ezt kévetGen az r-Lah-szamokra és a masodfa-
ju r-Stirling-szamokra grafelmeéleti interpretaciot adunk meg, bizonyos paros grafok
adott elemszamu parositasainak szamaval Gsszefiiggésben. A fejezet az [56] és az [58]
publikaciok alapjan irédott.

A Fubini-szamok r-altalanositasat Mez6 1. és Nyul G. [49] definidlta. Azzal az esettel
azonban, amikor az osztalyok sorrendje is és az osztalyokon beliil az elemek sorrend-
je is szamit, kordbban még nem foglalkoztak. Ezt fogjuk megtenni az 5. fejezetben,
értelmezziik az r-Fubini—Lah-szamokat és a kapcsolédd polinomokat, tovabba vizs-
galjuk ezek tulajdonsagait. A fejezet a [63] cikken alapul.

2. Az r-Lah-szamok

2.1. Az r-Stirling-szamok

L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] és R. Merris [42] definialtdk és vizsgaltak az
r-Stirling-szamokat. Ha 0 < k < mn és r > 0 egészek, n,r nem mindketts 0, ak-
kor az [Z]T els6fajia r-Stirling-szam azon Spr--beli permutaciok szamat adja meg,
amelyek k + r darab paronként idegen ciklus szorzataként allnak el6 ugy, hogy r da-



rab kitiintetett elem kiilonb6z6 ciklusban van. Az {Z}r maésodfaja r-Stirling-szam
pedig egy n + r elemd halmaz k 4 r darab osztalyba valé olyan osztalyozasainak
a szama, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z6 osztalyba keriil. Az értekezés 1-3. tab-
lazataban Osszefoglaljuk az r-Stirling-szamok legfontosabb tulajdonsagait, melyek
kozott taldlhatéak korabban nem ismert &sszefiiggések is.

Megemlitjiik, hogy az r-Stirling-szamok és a T. A. Dowling [18] altal bevezetett
Whitney-szamok kozos altalanositasat, az r-Whitney-szamokat Mez6 1. [44] értel-
mezte. Ezekre a szamokra Gyimesi E. és Nyul G. [27] adtak 4], kombinatorikus
interpretaciot.

2.2. Az r-Lah-szamok és tulajdonsagaik

Ebben az alfejezetben definialjuk az r-Lah-szamokat, és vizsgaljuk tulajdonsagaikat.
Megjegyezziik, hogy az r-Lah-szdmok néhany tulajdonsagat t6liink fiiggetleniil iga-
zolta H. Belbachir, A. Belkhir [2] és H. Belbachir, E. Bousbaa [3] is, valamint ezek
a szamok M. Mihoubi és M. Rahmani [52] munkajaban is megjelentek.

2.1. Definicié. Legyenek 0 < k < n ésr > 0 egész szamok. Ha n,r nem mindkettd
0, akkor jeldlje LZJT egy n + r elemd halmaz k + r darab rendezett osztdlyba valo
olyan osztdlyozdsainak a szamdt, ahol r kitintetett elem kilonbézd rendezett osztdly-
ba keril. Legyen tovdbbd LgJo =1. Az LZJT szamokat r-Lah-szamoknak nevezzik.

Ha 7;12 0 Valel, akkor a klasszikus Lah-szamokat kapjuk, pontosabban LZJO = LZJ
és 3], = |.k+1J'
Kicsi és nagy k értékekre az r-Lah-szamok értékei egyszertien meghatarozhatok.

2.2. Tétel. Legyen n,r > 0. Ekkor

13, =,
2. |1, =@ +1)"=(@2r)" (n>1),
3. |,0], =nn—1)+2nr (n>1),
4 lnl =1



Az r-Lah-szamok teljesitik a kovetkezs rekurziot.

2.3. Tétel. ([55, Theorem 3.1])
Legyen 1 < k <n ésr > 0. Ekkor

n+1 n n
S A R

Az r-Lah-szamokra érvényes egy maésik rekurzio is.

2.4. Tétel. ([58, Proposition 1.1])
Haon>2,1<k<n-—1¢ésr>0, akkor

n+1 n n n—1
S R A R e A R

A kovetkez$ azonossagot az r-Lah-szamokra vonatkozo fiiggsleges rekurziéonak ne-
vezziik.

2.5. Tétel. ([55, Theorem 3.3])
Legyen 0 < k <n ésr > 0. Ekkor

n

{ZI” :Z(n+k+2r+1)”juJ A

=k
Az eltolt emelkedd és siillyeds faktorialisok kozotti kapcsolat az r-Lah-szamok se-
gitségével irhato le.

2.6. Tétel. ([55, Theorem 3.2])
Legyen n,r > 0. Ekkor

1. (z+ 2r)ﬁ = i U;J Txﬁ,

2. (xz—2r)2 = kXZ:O(—l)"_k 1] Txk.

A kovetkezs két tételben az r-Lah-szamokat (r— s)-Lah-szamok segitségével fejezziik
ki, két lényegesen kiilonb6z6 modon.

2.7. Tétel. ([55, Theorem 3.4])
Legyen 0 < k <n és 0 < s <r. Ekkor

HRWI I



2.8. Tétel. ([55, Theorem 3.5])
Legyen 0 < k <n és 0<s <r. Ekkor

=Sl (e

Most az r-Lah-szamokra vonatkozo binomiélis konvolicios formulat ismertetjiik.

2.9. Tétel. ([55, Theorem 3.6])
Legyen n,k,l,r,s >0 és k+1 < n. Ekkor

n—I
k k +l r4+s j=k J k T l S
Az r-Lah-szamokra érvényes az alabbi explicit formula.

2.10. Tétel. ([55, Theorem 3.7])
Legyen 0 < k <n ésr >0. Ha k,r nem mindkettd 0, akkor

nl Z‘ n+2r—1
k| K \k+2r—1)"
I
Az explicit formula segitségével igazolhato, hogy rogzitett fels6 paraméter esetén az
r-Lah-szamok sorozata szigorian log-konkav és unimodalis.

2.11. Tétel. ([55, Theorem 3.8])
Legyen n > 1 és r > 0. Ekkor az (LZJ T)Z:O sorozat szigorian log-konkdv és igy
unimoddlis.

A szigorii log-konkavitasbol az is kovetkezik, hogy az (|} r)Z=o sorozatnak egy vagy

két maximumbhelye van. A kovetkezs tételben meg is hatarozzuk ezeket.

2.12. Tétel. (|55, Theorem 3.9])
Legyenn > 1 ésr > 0.

1. Han+1?+1 nem négyzetszdm, akkor az (UCLJT)Z:o sorozatnak egy mazimum-

helye van: { n+r2+ lJ —r.

2. Han+r1%+41 négyzetszdm, akkor az (|7| )" sorozatnak két mazimumhelye
klr/) k=0

van: Vn+r2+1—r—1év/n+r2+1—r.



A kovetkez6 tételben megadjuk az r-Lah-szamok sorozatanak exponencialis generé-
torfilggvényét rogzitett k esetén.

2.13. Tétel. ([55, Theorem 3.10])

Legyen k,r > 0. Ekkor az (|| )",

i n ﬁil T k 1 r
El nl K \1-—2z 1—=z ’
n==k r

Az alabbi tétel és kovetkezménye az r-Lah-szamok (4ltalanositott) dnortogonalitasat
irja le, valamint kapcsolatokat ad meg az r-Lah- és az r-Stirling-szamok kozott.

sorozat exponencidlis generdtorfiigguénye

2.14. Tétel. ([55, Theorem 3.11])
Legyen 0 < k <n ésr,s > 0. Ekkor

1.

) D778 L, = (%) (2r —28)"7F,

k r

n _

e

=

2' [Z] 2r—s =

(—1)7F L’;Jr[ﬂs, ha 2r > s,

i=

8 (arr = SV L, ha2s 2,

n
=k

<

o

e

4- LZJTT“ = [ﬂr{i}s, ha r + s pdros.

=
2.15. Kévetkezmény. ([55, Corollary 3.1])
Legyen 0 < k <n ésr > 0. Ekkor

L3 ("I LA, = b

<.
x



Végiil megmutatjuk, hogy sorozatok r-Lah-transzformaltjara és inverz r-Lah-transz-
formaltjara igaz a kdvetkezd megforditasi tétel.

2.16. Tétel. ([55, Theorem 3.12|)

n :‘o:o’ n
bn = > 1], ax (n > 0) akkor és csak akkor teljesiil, ha an = Y (—1)"* %], bx
k=0 k=0
(n>0).

Legyenek (an) (bn)y2 o komplex szémsorozatok, legyen tovdbbd r > 0. Ekkor

Megjegyezziik, hogy az elmilt években, az [55] cikk megjelenése utan, részben annak
hatasara tobben is vizsgaltak az r-Lah-szamok tovabbi altalanositasait és valtoza-
tait, lasd [7, 14, 19, 27, 50, 64, 68, 70, 71, 72, 73].

3. Az 0sszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok

3.1. Az r-Bell-szamok és az r-Bell-polinomok

L. Carlitz [12] és Mez6 L. [43, 45] értelmezték a Bell-szamok r-altalanositasat. Ha
n,r > 0 és n,r nem mindketté 0, akkor a By r n-edik r-Bell-szam egy n + 7 ele-
mid halmaz 0Osszes olyan osztalyozidsdnak a szamat adja meg, ahol r kitiintetett

elem kiilonb6z6 osztélyba keriil, azaz B, = > {}},. A masodfaji r-Stirling-
=0

szémokhoz kapcsolodéan értelmezheték a Bn,(z) = 3. {}} 2" r-Bell-polinomok
k=0

is, ezt Mez6 1. [43, 45] tette meg. A 4. tablazatban 6sszefoglaljuk az r-Bell-polinomok
legfontosabb tulajdonsagait, a tablazat tartalmaz 1j eredményeket is. Ezeknek egy-
szerd helyettesitéssel kaphatok az r-Bell-szamokra vonatkozd megfelelsi, ugyanis
Bp.r(1) = Bp,r.

A Mezg 1. altal bevezetett mésodfaji r-Whitney-szamok segitségével G.-S. Che-
on és J.-H. Jung [14] értelmezték az r-Dowling-polinomokat, amelyek az r-Bell-
polinomok altaldnositasai. Az r-Dowling-Lah-polinomokat, melyeknek egyiitthatoi
az r-Whitney-Lah-szamok, Gyimesi E. [24] definialta és vizsgalta.

3.2. Az o6sszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok
tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben az r-Lah-szamok Osszegzésével foglalkozunk, és ehhez kapcso-
l6doéan értelmezziik az r-Lah-polinomokat is.



3.1. Definicidé. Legyenek n,r > 0 egész szdmok, nem mindkettd 0. Jelolje Ly r
egy n + r elemd halmaz dsszes rendezett osztdlyokba valo olyan osztdlyozdsainak a
szdmdt, ahol v kitintetett elem kilonbozd rendezett osztdlyba keril. Legyen tovdbbd
Lo,o = 1. Ekkor Ly r-et az n-edik 6sszegzett r-Lah-szdmnak nevezzik.

Megjegyzés. A definiciobol azonnal adodik, hogy ha n,r > 0, akkor
" |n
Ln,r’ - Z \\ J .
i=o L1,
Az 6sszegzett r-Lah-szamokhoz kapcsoloddan értelmezziik az r-Lah-polinomokat.

3.2. Definicié. Legyen n,r > 0. Ekkor az

L (z) = f: m &
7=0 g

polinomot az n-edik r-Lah-polinomnak nevezziik.

Megjegyzés. Ha n,r > 0 nem mindkett§ 0 és ¢ > 1, akkor Ly (c) megadja egy
n + r elemd halmaz rendezett osztilyokba val6 olyan osztalyozasainak és a rende-
zett osztalyok c darab szinnel val6 szinezéseinek a szaméat, ahol r kitiintetett elem
kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, és a kitiintetett elemeket tartalmazo6 rendezett
osztalyok nem kapnak szint. Specialisan Ly »(1) = Ln .

Ha r = 0 vagy 1, akkor alapvet§en a kézonséges Gsszegzett Lah-szamokat és a Lah-
polinomokat kapjuk.

3.3. Tétel. Legyen n > 0. Ekkor
1. Lpo(z) = Ln(x) és Ln,o = Ln,
2. :an,l(x) = Ln+1(l’) €s Ln,1 = Lny1.

Az alabbi formula az r-Lah-polinomok egy olyan rekurzioja, melyben a polinom
derivaltja is szerepel.

3.4. Tétel. ([57, Theorem 3.8 bizonyitasal)
Legyen n,r > 0. Ekkor

Lpti,r(z) = (x+n+2r)Lnr(x)+ a:L;W(x).



Most egy masodrendd linearis rekurzidés formulat ismertetiink az r-Lah-polinomokra
és ezzel egyiitt az Gsszegzett r-Lah-szamokra is.

3.5. Tétel. ([57, Theorem 3.5])
Han>1ésr >0, akkor
Lpyi1,0(z) = (x+2n+2r)Ln,r(x) —n(n+2r — 1) Ln_1,(z),
Lptir=02n4+2r+1)Ln,r —n(n+2r —1)Ln_1,r.
Az r-Lah-polinomok, valamint az 0Osszegzett r-Lah-szamok kifejezheték az
(r — s)-Lah-polinomok, illetve az Osszegzett (r — s)-Lah-szamok segitségével.

3.6. Tétel. ([57, Theorem 3.1])
Legyen n,r,s > 0 és s < r. Ekkor

=0\

n n .

Lar =30 (1) Lomat2s™
j=0 J

A kovetkezd tételben Spivey-tipust formulat adunk meg az r-Lah-polinomokra és
az Osszegzett r-Lah-szamokra.

3.7. Tétel. ([57, Theorem 3.3])
Legyen m,n,r,s > 0 és s < r. Ekkor

Lm+n,r($) = \‘TJ <n> Lj,rfs(l’)(m + 7 —+ QS)EJ{L,
i—0j—0 AN
UL m n . n—a
Loinr =373 H (%) arstm s 4275
i=0 j=0 -

Az r-Lah-polinomokra és az 6sszegzett r-Lah-szamokra érvényes az alabbi Dobinski-
tipusi formula.

3.8. Tétel. ([57, Theorem 3.6])
Legyen n,r > 0. Ekkor
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Most megadjuk az r-Lah-polinomok és az Gsszegzett r-Lah-szamok sorozatanak ex-
ponencidlis generatorfiiggvényét.

3.9. Tétel. ([57, Theorem 3.7])
Legyen r > 0. Ekkor az (Ln »(x))re, sorozat exponencidlis generdtorfiggvénye
o0

> Ln#(x)y" = exp (ﬂ> o™ _1y)2r,

n=0 1_y

az (Ln,r)pe sorozat exponencidlis generdtorfiggvénye pedig
oo

el e

n=0 liy 17y

Végiil megmutatjuk, hogy az s-Bell-polinomok, illetve s-Bell-szamok sorozatanak el-

s6faji r-Stirling-transzformaltja az T'gs—Lah—polinomok, illetve az Osszegzett

%—Lah—szémok sorozata, ha r és s azonos paritisi.

3.10. Tétel. ([57, Theorem 3.11])
Han,r,s >0 és r—+ s pdros, akkor

" |n
L, rs(2) = [} Bjs(x),
j=0 J T

n
n
L, ris Z H Bjs.
j=0 r

3.3. Az r-Lah-polinomok gyokei

Ebben az alfejezetben az r-Lah-polinomok gyokeinek vizsgélataval foglalkozunk.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy az r-Lah-polinomok minden gyoke valds.

3.11. Tétel. ([57, Theorem 3.8])

Legyen n > 1. Ekkor Ly o(x) gyokei egyszeresek, valdsak, az egyik gyok O, a tobbi
negativ. Ha Ly o(x) gydkei o1 < ag < ... < an =0 és Lpt1,0(x) gydkei f1 < P2 <
coe < Bng1 =0, akkor f1 < a1 < B2 <az<...<fBn<ap=LPnt1 =0.

Legyen n,r > 1. Ekkor Ly »(x) gyikei eqyszeresek, valdsak és negativak. Ha Ly r(x)
gyokei a1 < ag < ... < an €s Lnt1,r(x) gyokei f1 < P2 < ... < Bnt1, akkor
bi<ar <fBa<ar<...<fBn<an<pBnti.
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Megjegyzés. Ez az eredmény Newton tételével egyiitt ijabb bizonyitasat adja a 2.11.
tételnek.

Most két egymast kovets Osszegzett r-Lah-szam hanyadosara adunk kozelitést.

3.12. Kévetkezmény. ([57, Corollary 3.10])
Han>1 ésr >0, akkor

M—(n—l—r—i—l)—b/ﬁ”<l~

Ln,r

Erdekes kérdés, hogy mekkora az r-Lah-polinomok legkisebb gydkének nagysagrend-
je. Vizsgalatainkat azonban nemcsak ezekre a polinomokra végezziik el, hanem a

Dymr(z) = Zernk)m
k=0

r-Dowling-polinomok [14, 26] és a

DLy mr(z) =Y WL (n,k)z"

k=0
r-Dowling-Lah-polinomok [24] esetére is, ahol Wi, (n, k) és W Ly, (n, k) rendre
a masodfaju r-Whitney-szamokat és az r-Whitney-Lah-szamokat jeloli. Megjegyez-
ziik, hogy az r-Dowling-polinomok, illetve az r-Dowling-Lah-polinomok rendre &l-
talanositjak az r-Bell-polinomokat és az r-Lah-polinomokat, ugyanis Dy 1.r(z) =
By, () és DLn,1,7(x) = Ln,r(x). Ezekre is igaz, hogy minden gy6kiik valos, egy-
szeres és nempozitiv (lasd [14, 16] és [24]).
A fent emlitett polinomok legkisebb gyokeinek becsléséhez E. Laguerre [36] és
P. A. Samuelson [67] egy allitasat hasznaljuk, ami a dolgozatban 3.13. lemmaként
szerepel. Megjegyezziik, hogy a Bell- és az r-Bell-polinomokra Mez6 I. és R. B. Cor-
cino [48] adott hasonlo becsléseket. A tételben a p(p(x)) jelolést hasznaljuk egy
nemnegativ egyiitthatds, csak valos gyokokkel rendelkezs p(z) polinom legkisebb
gyokének abszolit értékére.

3.14. Tétel. ([62, Theorem]|)
Legyenn > 2, r >0 és m > 1. Ekkor

1. p(Dnym,r(z)) < m(n Ly + 575 \/5m2n —7m? + 12mr;

2. p(Lnr(x)<n—142r+n—-1)vn—1+2r;
3. u(DLpmyr(z)) <mm—1)+42r+ (n—1)vm?n —m? + 2mr.
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Numerikus szamitasokat is végeztiink, hogy meghatarozzuk az r-Dowling- és az
r-Dowling-Lah-polinomok legkisebb gy6keinek pontos értékét. A szamitasokat szu-
perszamitogéppel végeztiik, a Maple 2015 szoftver hasznalataval.

Az értekezésbeli 5. tablazat p (Dn,m,r(x)), a 6. tablazat pedig p (DLn,m,r(z)) fel-
s6 egész részét tartalmazza az m = 25000,50000, 75000, az r = 0,1,2,3 és az
m = 1,2,3,4 esetekben. Itt csak az r-Lah-polinomokra vonatkoz6 értékeket tiin-
tetjiik fel.

r | n= 25000 | n = 50000 | n = 75000
0 99828 199783 299752
1 99832 199787 299756
2 99836 199791 299760
3 99840 199795 299764

A szamitasaink azt mutatjak, hogy u(Dyn,m,r(z)) és u(DLn,m,(x)) aszimptoti-
kusan lineéris a polinom fokszaméaban, és n szorzdja r-t6l fiiggetlen, pontosabban
1 (Dyymr(z)) ~ mep -n és w(DLn,m,r(z)) ~ mer -n, ahol cg = e és ¢, = 4. Erre
az észrevételre adunk néhény heurisztikus magyarazatot, a numerikus szamitésaink
eredményén til.

4. Kombinatorikus szamsorozatok grafelméleti
interpretaci6ja

4.1. Parositasok Osszeszamolasa

Egy graf éleinek egy halmazat parositasnak hivjuk, ha semelyik két halmazbeli élnek
nincs kozos végpontja. Egy graf 6sszes parositasainak a szamat (ahol a 0 elemd, iires
parositast is szamoljuk) a graf Hosoya-indexének szokéas hivni. Ha pedig elkészitjiik
azt a polinomot, amelyben z" egyiitthatoja egy graf k elemd parositasainak a szama,
akkor az adott graf parositasi generatorpolinomjat kapjuk. Ha ebbe a polinomba 1-et
helyettesitiink, akkor a graf Hosoya-indexéhez jutunk.

Ebben a fejezetben grafelméleti interpretaciot adunk meg az r-Lah-szamokra és a
maéasodfaju r-Stirling-szamokra, paros grafok parositasainak szamaval kapcsolatosan.
Emellett egy alfejezet erejéig a Lucas-sorozatokra is kitériink, hogy kiterjessziink egy
koézelmultbeli eredményt.
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4.2. Parositasok és a Lucas-sorozatok

Az n csicsi ttgraf Hosoya-indexe az (n + 1)-edik Fibonacci-szammal egyezik meg,
az n csucst korgraf Gsszes parositasainak a szamat pedig az n-edik Lucas-szam adja
meg. Ebben az alfejezetben altalanositjuk ezeket az allitasokat.

A tovabbiakban legyenek a,b > 1 egész szamok. Ekkor az (un(a, —b))o2q elstfaji
és a (vn(a, —b))nro masodfaji Lucas-sorozatokat az alabbi kezdeti értékekkel és
rekurziokkal definidljuk:

uo(a, —b) =0, ui(a,—b) =1,

un+2(a7 _b) = au"+1(a7 _b) + bu’ﬂ(aa _b) (n > 0);
és
’U()(a,, 7b) = 27 vl(aa 7b) =a,

Un+2(a, —b) = avnt1(a, —b) + bup(a, —b) (n > 0).

Ezek a sorozatok a = b = 1 esetén a Fibonacci-szamok, illetve a Lucas-szamok
sorozatat adjak vissza.

J. Alexander és P. Hearding [1] olyan grafokat konstrualtak, melyekben a fiiggetlen
csticshalmazok szama olyan Lucas-sorozatok segitségével irhato le, amelyekre a > b
teljesiil. Felmeriil a kérdés, hogy ezt a korlatozoé feltételt ki lehet-e kiisz6bdlni. Ez a
kérdés adta az Otletet a Lucas-sorozatok egy tjabb grafelméleti interpretaciéjanak
megadasahoz, a Hosoya-index segitségével.

Ehhez két grafcsaladot vezetiink be. Legyenek n,a,b > 1 egészek. A P, . graf
az alabbi modon all els: Tekintsiik n darab a cstcsi csillaggraf diszjunkt uniojat,
jeloljiik ezen csillaggrafok kozéppontjait w1, . . ., wn-nel. Majd w;-t és w;1-et kossiik
Ossze b darab parhuzamos éllel (i1 =1,...,n —1).

Jeloljiik Cy, 4,p-vel azt a grafot, amit 4gy kapunk meg az el6bb értelmezett P, 4.5
gratbol, hogy még w1 és wy kozé felvesziink b darab tovabbi parhuzamos élt.
Megjegyezziik, hogy ezek a grafok az tut-, illetve a korgrafok altalanositasai, ugyanis

Pp.1,1 az n csucst utgraf, mig Cp, 1,1 az n csicsa korgraf.

4.1. Tétel. ([56, Theorem 1])
Legyen n,a,b > 1. Ekkor a Py, o grdf Hosoya-indeze uni1(a, —b).

4.2. Tétel. ([56, Theorem 2])
Legyen n,a,b > 1. Ekkor a Cy, o grdf Hosoya-indeze vn(a, —b).
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Most az eredeti probléménkat oldjuk meg. Mivel a G graf egy péarositasa a graf
L(G) élgrafjaban fiiggetlen csicshalmaznak felel meg, igy a tételeinkbdl kovetkezik
az alabbi allitas.

4.3. Kévetkezmény. ([56, Corollary])

Legyen n,a,b > 1. Ekkor az L(Py, q,b) €s az L(Ch, o,b) grifok dsszes figgetlen csics-
halmazainak a szdma rendre un+1(a,—b) és vn(a, —b).

4.3. Az r-Lah- és a masodfaji r-Stirling-szamok kapcsolata
a parositasokkal

Ebben az alfejezetben grafelméleti interpretaciot adunk meg az r-Lah- és a masod-
faja r-Stirling-szamokra, paros grafok parositasainak osszeszamolasan keresztiil.

Ha n,r > 1 és 0 < k < n, akkor jeloljik ¢,(n,k)-val a Ky, nir—1 teljes paros graf
n — k elemi parositasainak a szamaét.

A definiciobdl konnyen adédnak az alabbi specialis értékek.

4.4. Tétel. Legyen n > 0 és r > 1. Ekkor

n

g
o

=
Il
=

Legyen n > 0 és r > 1 esetén
n
Acn,r = Z er(”» k):
k=0

ami tehat a Ky nyr—1 teljes paros graf Hosoya-indexét adja meg.

Az 0. (n, k) szamokat egyiitthatokként hasznalva, n > 0 és r > 1 esetén értelmezhets

az
n

Lop(z) =Y lr(n, k)"
k=0
polinom is, ami pedig a K, n4r—1 teljes paros graf parositasi generatorpolinomjanak
reciprok polinomja.
Az alabbi tétel adja meg a kapcsolatot a fent definialt szamok és polinomok, valamint
az r-Lah-szamok, az 6sszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok ko6zott.
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4.5. Tétel. ([58, Theorem 2.1])
Legyen 0 < k <n ésr > 1. Ekkor

621"(77/7 k) = \‘ZJ ) »Cn,27‘ = Ln,T; »Cn,2'r‘(m) = Ln,'r‘(m)«
r

Megjegyzés. A tétel azt mutatja, hogy ezzel a grafelméleti interpretacioval az r-Lah-
szamok, az Osszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok félegész r paraméterek
esetén is értelmezhetsk.

Erre a tételre 6t bizonyitast adunk. Az els§ négy bizonyitis az £r(n,k) szamok
tulajdonsagain (két kiilonb6z6 rekurzion, az eltolt emelkedd és siillyedd faktorialisok
kozotti polinomos azonossagon és egy explicit formulan) mulik. Az 6t6dik bizonyitas
egy érdekes bijektiv megfeleltetésen alapul.

A grafelméleti értelmezés segitségével tijabb bizonyitast tudunk adni a 2.8. tételre.

4.6. Tétel. ([58, Proposition 4.1])
Hao0<k<nés0<s<r, akkor

Lr(n, k) = jzj;fT_S(n’j) (‘2) si=k,

Most négy olyan rekurziot adunk meg, melyeknek az r-Lah-szamokra vonatkozoan
értelemszertien nincsenek megfelel6ik.

4.7. Tétel. (|58, Proposition 4.2])
1. Ha1<k<n ésr>1, akkor
br(n+1,k) =lry1(n bk — 1) + (n+ 1)l (n, k),
Lnt1,r=Lnrt1+m+7)Lnr,
Lnt1,r(x) = 2Lnrp1(z) + (0 +7) L, (2).
2. Ho1 <k<n ésr>1, akkor
be(n+1,k)=4lry1(n,k— 1)+ (k+7)lrs1(n, k),

Losir(x)=(x+7)Lhry1(z)+ xﬁln’r+1(m).
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8. Ho 0 <k <n ésr > 2, akkor
Lein+1,k)=Lr_1(n+1,k) + (n+ 1)l-(n, k),

£n+1,r = ['nJrl,rfl + (TL + l)ﬁn,h
Ln«l»l,r(m) = [«n+1,r71(1’) + (TL + l)ﬁn,r(w)

4. Ho0 <k <n ésr>2, akkor
Ln+1L,k)=Lri(n+ 1L,k)+ (k+1)lr—1(n+1,k+ 1),
En—‘,—l,'r(x) = »Cn—&-l,r—l(m) + £;+17r,1(1‘).

A 3.11. tétel legfontosabb allitasara a 4.5. tétel segitségével 0j bizonyitast tudunk
adni.

4.8. Tétel. ([58, Proposition 4.4])
Han,r > 1, akkor L, »(x) minden gydke negativ valés szdm.

Ismert, hogy bizonyos azonos elemszamu csticsosztalyokkal rendelkezd paros grafok-
ban a mésodfaju Stirling-szamok adjak meg a parositasok szaméat. Most a masodfaji
r-Stirling-szdmok egy grafelmeéleti interpretacidjat adjuk meg, amely altalanositja az
imént emlitett eredményt, valamint hasonlé az r-Lah-szamokra igazolt 4.5. tételhez,
bar a bijektiv megfeleltetés konstrukcidja itt egyszertibb.

Legyen a G, n4r—1 paros graf az a feszit6 részgrafja K, n4r—1-nek, melynek csics-
osztalyai A = {vr41,...,Vn4r} és B = {wr,...,Wpyr—1}, valamint v; és w; pon-
tosan akkor szomszédosak, hai>j (i=r+1,...,n+résj=1,...,n+r—1).

4.9. Tétel. ([58, Proposition 5.1])
HaO0<k<nésr>1, akkor a Gn ntr—1 grif n — k elemi pdrositdsainak szdma
{Z}r, Osszes pdrositdsainak szdma pedig By r.

5. Az r-Fubini—Lah-szamok és -polinomok

5.1. A Fubini-szamok

Egy n elemi halmaz rendezett osztalyozasainak a szamat az F’, n-edik Fubini-szam
n
adja meg, azaz F, = > k!l{}} (n > 0). Ezek a szamok el8szér A. Cayley [13]
k=0
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cikkében jelentek meg, késébbi munkakban kiilonb6z8, de ekvivalens interpretacioi-
val talalkozhatunk, lasd [22, 23, 31, 78]. Mindezeken tdl értelmezhetSk az F,(x) =

Z k{7 }:1: n > 0) Fubini-polinomok is. Megjegyezziik, hogy a Fubini-szamok és

Fublm polinomok r-altalanositasaval, valamint azok valtozataival a [7, 49] cikkek
foglalkoznak.

5.2. Az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben definialjuk és vizsgéljuk az r-Fubini-Lah-szamokat és -polino-
mokat, amik a Fubini-szamok és -polinomok olyan valtozatai, ahol nemcsak az oszta-
lyozas, hanem az osztalyok is rendezettek, és r kitiintetett elem kiilénb6z6 rendezett
osztalyba keriil.

5.1. Definicié. Legyenek n,r > 0 egész szamok, nem mindkettd 0. Jeldlje F Ly,
egy n+r elemd halmaz rendezett osztdlyokba vald olyan rendezett osztdlyozdsainak a
szamdt, ahol v kitintetett elem kilonbozd rendezett osztdlyba keril. Legyen tovdbbd
FLoo = 1. Ekkor F Ly, r-et az n-edik r-Fubini—Lah-szamnak nevezzik.

Megjegyzés. A definiciobol rogton lathato, hogy ha n,r > 0, akkor
L n
FLy,= Z(] +7)! \‘ J .
i=0 I
Ezekhez a szamokhoz kapcsoléddan bevezetjiik az r-Fubini-Lah-polinomokat is.
5.2. Definicidé. Legyen n,r > 0. Ekkor az

FLypr(x i]+r {Jm]

a

polinomot az n-edik r-Fubini—Lah-polinomnak nevezziik.

Megjegyzés. Ha n,r > 0 nem mindketté 0 és ¢ > 1, akkor F Ly, r(c) egy n + r
elemid halmaz rendezett osztalyokba val6 rendezett osztalyozasainak és a rendezett
osztalyok c szinnel valo szinezéseinek a szdma, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z6
rendezett osztalyba keriil, és a kitiintetett elemeket tartalmazé rendezett osztalyok
nem kapnak szint. Specialisan F Ly, (1) = FLp,,.
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Ha r = 0 vagy 1, akkor a kdvetkezd Osszefiiggések adodnak.
5.3. Tétel.

1. Han > 1, akkor FLyo(z) = nlz(z +1)""! és FLpo=nl2""".
2. Han >0, akkor tF Ly 1(z) = FLny1,0(z) és FLn1 = FLpy1,0.

Az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok teljesitik az alabbi formulékat, amelyek egy-
szerre rekurziok n-ben és r-ben.

5.4. Tétel. ([63, Theorem 1])
Legyen n >0 és r > 1. Ekkor

FLy.(z —rz< ) (n—j+1)FLj,—1( +$Z( ) INFL; - (z),
FLnrfrZ( )(n—g+ IFLj,— 1+TLZI(J> (n—NIFLj .

7=0

Az r-Fubini-Lah-polinomokra egy masik rekurziot is megadunk, ahol mar csak n a
fut6 index, viszont ebben a formuldban a polinom derivaltja is megjelenik.

5.5. Tétel. ([63, Theorem 2|)
Legyen n,r > 0. Ekkor

FLpg1,r(z) = ((r + 1)z +n+2r) FLn - (2) + (¢° + 2)FL;, .(2).
Az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok teljesitik a kovetkez§ Dobifiski-tipusi for-
mulakat.

5.6. Tétel. ([63, Theorem 3])
Legyen n,r > 0. Ekkor

FLypr(z)=

)

Most megadjuk az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok sorozatdnak exponenciélis
generatorfiiggvényeét.
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5.7. Tétel. ([63, Theorem 4])
Legyen v > 0. Ekkor az (FLnr(x)); sorozat ezponencidlis generdtorfiggvénye

o0

5 FLnr(z) n rl

N e

n=0
mig az (FLn,r)re, sorozat exponencidlis generdtorfiggvénye
oo

Z FLn,’F n ’f’!
S I e () e

n=0

Végiil megmutatjuk, hogy az r-Fubini-Lah-polinomok sorozata az r-Fubini-polino-
mok sorozatanak elséfaju r-Stirling-transzformaltja, és ugyanez a szamokra is telje-
siil.

5.8. Tétel. ([63, Theorem 5])
Legyen n,r > 0. Ekkor

- n
Flus(@) =) || Fir(),
0 ]
J T
FLn,r = Z n Fjﬁ'
0 J
1= T

Megjegyezziik, hogy az r-Fubini-Lah-szamok egyfajta megszoritott valtozata meg-
jelenik Bényi B., M. Méndez és J. L. Ramirez [7] egy djabb és t6liink fiiggetlen
cikkében.
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1 Introduction

Stirling numbers are of basic importance in enumerative combinatorics. The Stirling
number of the first kind [Z] is the number of those permutations in S,,, which are the
product of k pairwise disjoint cycles, while the Stirling number of the second kind
{Z} counts the number of partitions of an n-element set into k blocks (0 < k < n).

If we modify the problem of the Stirling numbers of the second kind such that the
order of the elements in the blocks matters, i.e., we have ordered blocks, then we
arrive at the Lah numbers LZJ (0 < k < n), which are sometimes called Stirling

numbers of the third kind.

These numbers are named after a Slovenian mathematician, I. Lah [37, 38], who
introduced them in the middle 1950s. They appeared first in an actuarial mathe-
matical, then in a statistical paper. Lah defined these numbers by the connection

xﬁzz {ZJ:}:’“ (n>0)

k=0

between rising and falling factorials, where ™ is the nth rising factorial of  and z®
is the kth falling factorial of z.

In enumerative combinatorics, Bell numbers are also fundamental objects. They
count the total number of partitions of a finite set with a given number of elements.
It follows that Bell numbers are sums of Stirling numbers of the second kind with

n
a fixed upper parameter, more precisely, the nth Bell number is B, = ) {Z}
k=0

(n > 0). If we construct the polynomial, where the coefficient of z* is the Stirling
number of the second kind {Z}, then we get the nth Bell polynomial.

If we count the ordered partitions of a finite set with a given cardinality, which
means that the order of the blocks matters, then we arrive at the Fubini numbers,
moreover, the related Fubini polynomials can be also introduced.

Stirling numbers have several generalizations and variants. Among them, the so-
called r-generalizations are the most important to us, where our set contains 7 distin-
guished elements, which have to belong to distinct cycles or blocks. The
r-Stirling numbers were independently defined by L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11]
and R. Merris [42].

Similar generalization of Lah numbers was not systematically investigated before.
In Section 2 of the thesis, after we give an overview of the definition and properties
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of r-Stirling numbers of the first and second kind, we introduce and study the r-Lah
numbers. This section is based on the paper [55].

The r-Bell numbers can be defined as the sums of r-Stirling numbers of the second
kind, and the related r-Bell polynomials, too. They were defined by L. Carlitz [12]
and I. Mez6 [43, 45].

Although Bell numbers and polynomials are widely investigated, it is surprising that

n
the so-called summed Lah numbers L, = Y |}| (n > 0) were studied only slightly,

while the Lah polynomials L, (z) = > [ijk were not treated before. We do this
k=0

at a more general level in Section 3,7we define the summed r-Lah numbers and
the r-Lah polynomials. Beside their combinatorial properties, we study the roots of
r-Lah polynomials. This section contains the results of the papers [57] and [62].

In Section 4, we enumerate the number of matchings in various graphs. First we
construct graphs, in which the number of matchings can be given by Lucas sequences.
Thereafter, we give graph theoretical interpretation for r-Lah numbers and r-Stirling
numbers of the second kind in connection with the number of matchings in certain
bipartite graphs. This section is based on the papers [56] and [58].

The r-generalization of Fubini numbers was defined by I. Mez6 and G. Nyul [49]. The
case, when both the blocks and the partition itself are ordered, was not investigated
before. We do this in Section 5, we introduce the r-Fubini-Lah numbers and the
related polynomials, and we study their properties. This section contains the results
of the paper [63].

2 The r-Lah numbers

2.1 The r-Stirling numbers

L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] and R. Merris [42] defined and studied the r-Stirling
numbers. If 0 < k < n and r > 0 are integers, n, not both 0, then the r-Stirling
number of the first kind [Z]T is the number of those permutations in Sy, 4., which
are the product of k + r pairwise disjoint cycles and r distinguished elements belong
to distinct cycles. The r-Stirling number of the second kind {Z}T counts the number
of those partitions of an (n+r)-element set into k+r subsets, where r distinguished
elements belong to distinct blocks. In Tables 1-3 of the thesis, we summarize the
most important properties of r-Stirling numbers, they include new formulas as well.
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We mention that the common generalization of r-Stirling numbers and Whitney
numbers (defined by T. A. Dowling [18]), the r-Whitney numbers were introduced
by I. Mez6 [44]. E. Gyimesi and G. Nyul [27] gave a new, combinatorial interpretation
for these numbers.

2.2 The r-Lah numbers and their properties

In this subsection, we define the r-Lah numbers and study their properties. We
remark that a few of their properties were derived by H. Belbachir, A. Belkhir [2]
and H. Belbachir, E. Bousbaa [3] independently of us, and these numbers appeared
also in a paper of M. Mihoubi and M. Rahmani [52].

Definition 2.1. Let 0 < k < n and r > 0 be integers. If n,r are not both 0, then
denote by LZJT the number of such partitions of an (n + r)-element set into k + r
ordered subsets, where r distinguished elements belong to distinct ordered blocks.

Moreover, let ng = 1. The numbers LZJT are called r-Lah numbers.

0

If » = 0 or 1, then they give back the classical Lah numbers, more precisely,
[t)o = L] and [7], = [i11)-

We can determine the values of r-Lah numbers for small and large k easily.

Theorem 2.1. Let n,r > 0. Then

The r-Lah numbers satisfy the following recurrence.

Theorem 2.2. ([55, Theorem 3.1])
Let 1<k <nandr >0. Then

n—+1 n n
2 ) el
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Another recurrence holds for r-Lah numbers.

Theorem 2.3. ([58, Proposition 1.1])
Ifn>2,1<k<n-—1andr >0, then

n+1 n n n—1
{ k Jr:{k_1Jr+(2n+2r)\‘kJr—n(n+2r—1)\‘ b Jr.

The following identity is called the vertical recurrence of r-Lah numbers.

Theorem 2.4. ([55, Theorem 3.3|)
Let 0 <k <nandr >0. Then

n+1 _ = n—j ]

\‘k-i-lJ —Z(n+k+2r+1){kJ .
r j=k T

The r-Lah numbers give the connection between shifted rising and falling factorials.

Theorem 2.5. (|55, Theorem 3.2|)
Let n,r > 0. Then

1. (x4 2r)" = Zn: 1] rwk,

2 (z—2r)%= 3 (~1)" k7] oF.

In the following two theorems, we express r-Lah numbers by (r — s)-Lah numbers,
in two completely different ways.

Theorem 2.6. ([55, Theorem 3.4])
Let 0<k<nand 0<s<r. Then

HLR O e

Theorem 2.7. ([55, Theorem 3.5])
Let 0 < k<nand 0<s<r. Then

ER IO
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Now we present the binomial convolutional identity for r-Lah numbers.

Theorem 2.8. ([55, Theorem 3.6])
Let n,k,l,r,s >0 and k+1 <n. Then

n—I
k k+1 s NI k . l .
The following explicit formula holds for r-Lah numbers.

Theorem 2.9. ([55, Theorem 3.7])
Let 0 <k <nandr >0. If k,r are not both 0, then

ni _nl/fn+2r—1
k| K \k+2r—1)°
I
Using the explicit formula, we can prove that the sequence of r-Lah numbers with
a fixed upper parameter is strictly log-concave and unimodal.

Theorem 2.10. (|55, Theorem 3.8])

Letn > 1 and r > 0. Then the sequence (LZJr)n

k=0 is strictly log-concave, therefore

it 15 unimodal.

n

From strictly log-concavity, it follows that the sequence (LZJr)k

—0 has one or two
maximum points. In the next theorem we describe them.

Theorem 2.11. (|55, Theorem 3.9])
Letn>1 and r > 0.

1. If n+ 72 + 1 is not a square number, then the sequence (LZJ T)Z:O has one
mazimum at {\/n +7r2+ lJ —r.

n

2. Ifn+7‘2 +1 is a square number, then the sequence (LZJT)k

atvVn+r24+1l—r—1and vn+r2+1—r.

In the following theorem, we derive the exponential generating function of the se-

o has two mazima

quence of r-Lah numbers with a fixed k.

Theorem 2.12. (|55, Theorem 3.10])
Let k,r > 0. Then the ezponential generating function of the sequence (U;J T)Zo:k 18

i n| z" 1 z \® 1 r
= El o K \1—-=z 1—2 ’
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The next theorem and its corollary describes the (generalized) self-orthogonality of
r-Lah numbers, and they give connections between r-Lah and r-Stirling numbers.

Theorem 2.13. ([55, Theorem 3.11])
Let 0 <k <nandr,s > 0. Then

1 P L = () er -0,
2. [&] 2r—s i (—1)7F L?L[ﬂs if 2r > s,

8 Mg, = 2 (-0} [, if2s >,

=k

[

3

4- LZJ% = Z [ﬂr{i}s if r+ s is even.

Jj=

x

Corollary 2.14. (|55, Corollary 3.1])
Let 0 <k <nandr >0. Then

13 0 = o

I

8. {1}, = > (0" {7 li),
4L = z ARG

Finally, we show that the r-Lah transform and inverse r-Lah transform of sequences
satisfy the following inversion theorem.

Theorem 2.15. ([55, Theorem 3.12])
Let (an)prg, (bn)nr be sequences of complex numbers, moreover let r > 0. Then

bn = i %), ar (n > 0) if and only if an = Zn: (—1)"* %), br (n>0).

We note that in the last few years, after the appearance of the paper [55], partly
influenced by that, several authors investigated further variants and generalizations
of r-Lah numbers, see [7, 14, 19, 27, 50, 64, 68, 70, 71, 72, 73].
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3 The summed r-Lah numbers and the r-Lah
polynomials

3.1 The r-Bell numbers and the r-Bell polynomials

L. Carlitz [12] and 1. Mez6 [43, 45] defined the r-generalization of Bell numbers. If
n,r > 0, n,r not both 0, then the nth r-Bell number B, , is the number of those
partitions of an (n-+r)-element set, where r distinguished elements belong to distinct

n
blocks, which means that Bn r» = ). {Z}r In connection with r-Stirling numbers of
k=0

the second kind, the r-Bell polynomials By r(z) = > {Z}Txk can be also defined,
k=0

this was done by I. Mezg [43, 45]. In Table 4, we summarize the most important
properties of r-Bell polynomials, this table contains again some new results. One
can obtain the corresponding formulas for r-Bell numbers by a simple substitution,
since By r(1) = Bn,r.

Using -Whitney numbers of the second kind (introduced by I. Mez6), G.-S. Cheon
and J.-H. Jung [14] defined the r-Dowling polynomials, which are generalizations of
r-Bell polynomials. The r-Dowling-Lah polynomials, whose coefficients are
r-Whitney—Lah numbers, were defined and studied by E. Gyimesi [24].

3.2 Properties of the summed r-Lah numbers and the r-Lah
polynomials

In this subsection, we study the sums of -Lah numbers and we introduce the r-Lah
polynomials as well.

Definition 3.1. Let n,r > 0 be integers, not both 0. Denote by Ly the total
number of those partitions of an (n + r)-element set into ordered subsets, where
r distinguished elements belong to distinct ordered blocks. Moreover, let Loo = 1.
Then we call Ly, the nth summed r-Lah number.

Remark. From the definition, it follows immediately that if n,r > 0, then

Ly = zn: H k

i=o L7
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In connection with the summed r-Lah numbers we can define the r-Lah polynomials.

Definition 3.2. Let n,r > 0. Then the polynomial

Lnr(z) = i m 2
7=0 g

1s called the nth r-Lah polynomsial.

Remark. If n,r > 0 are not both 0 and ¢ > 1, then Ly »(c) gives the number of
partitions of an (n+r)-element set into ordered subsets and colourings of the ordered
blocks with ¢ colours, where r distinguished elements belong to distinct ordered
blocks and their ordered blocks are not coloured. Especially, Ly (1) = Ly .

If » = 0 or 1, then we essentially obtain the ordinary summed Lah numbers and
Lah polynomials.

Theorem 3.1. Let n > 0. Then
1. Lpo(z) = Ln(z) and Lp,o = Ly,
2. xLy1(x) = Lypt1(x) and Ly,1 = Lpy1.

The following formula is a recurrence of the r-Lah polynomials, in which the deriva-
tive of the polynomial appears.

Theorem 3.2. ([57, proof of Theorem 3.8])
Let n,r > 0. Then

Ly1,0(%) = (x +n+2r) L (z) + xL;, . (2).

Now we give a second-order linear recurrence for r-Lah polynomials and also for
summed 7-Lah numbers.

Theorem 3.3. ([57, Theorem 3.5])
Ifn>1 andr > 0, then

Lpyi1,0(z) = (x+2n+42r)Lp,r(x) —n(n+2r — 1)Ln_1 (),

Lpy1ir,=02n+2r+1)Lpyr —n(n+2r —1)Lp_1,r.
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We can express r-Lah polynomials and summed r-Lah numbers by (r — s)-Lah
polynomials and summed (r — s)-Lah numbers.

Theorem 3.4. ([57, Theorem 3.1])
Let n,r,s >0 and s <r. Then

L) = ZO (1) st

~ n Pr—
Longs=Y_ (J) Ljr—s(25)" 7.

=0

In the next theorem, we give Spivey type formulas for r-Lah polynomials and
summed 7-Lah numbers.

Theorem 3.5. ([57, Theorem 3.3|)
Let m,n,r,s >0 and s < r. Then

Lnre) =33 m (1) Barstedn 42977

Lm+n,r = ii \\TJ (n> Lj,r—s(m+i+25)n—j.

J

The following Dobiiiski type formulas hold for r-Lah polynomials and summed r-Lah
numbers.

Theorem 3.6. ([57, Theorem 3.6])
Let n,r > 0. Then

I & (G+20)"
Ln,r X)) = B xja
(=) exp(z) Z_% J!
=
1 & (j—|—2r)ﬁ
Lnr =3 > 4!
j=0

Now we give the exponential generating function of the sequences of r-Lah polyno-
mials and summed r-Lah numbers.
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Theorem 3.7. ([57, Theorem 3.7])
Let r > 0. Then the exponential generating function of the sequence (Ln r(x))

[*S)
n=0

8
&S]

Ly (x Ty 1
> %()yn =P (f) o
n=0 - Y (1 - y)
while the ezponential generating function of the sequence (Ln,r)oe 18

$ lacy o () L

= TR

n=0 n! liy (lfy)r
Finally, we show that if » and s have the same parity, then the r-Stirling transform
of the first kind of the sequences of s-Bell polynomials and s-Bell numbers are the
r+s

2

sequences of -Lah polynomials and summed %—Lah numbers.

Theorem 3.8. ([57, Theorem 3.11])
If n,r,s > 0 and r + s is even, then

n
n
Ln rts (:C) = E |::| Bj,s(x)v

1y T 9 4 ]

j=0 T

~ n
L rys = E Bjs.

n, JQr = |:]:| Js

3.3 Roots of the r-Lah polynomials

In this subsection, we study the roots of r-Lah polynomials.

First, we show that all roots of r-Lah polynomials are real.

Theorem 3.9. ([57, Theorem 3.8])

Let n > 1. Then the roots of Ln,o(z) are simple, real, one of the roots is 0, the
others are negative. Moreover, if the roots of Lno(z) are a1 < a2 < ... < an =0
and the roots of Ln11,0(x) are f1 < B2 < ... < PBnt1 =0, then f1 < a1 < P2 <
a2 < ...< fn < an=Pnt1 =0.

Let n,r > 1. Then the roots of Ly (x) are simple, real and negative. If the roots of
Lpy(z) are a1 < a2 < ... < an and the roots of Lpy1,r(x) are f1 < P2 < ... <
Brn+1, then f1 < a1 < P2 < a2 <...< fn < an < Bnt1.

Remark. This result, together with a theorem of Newton, gives another proof of
Theorem 2.11.
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Now we give an approximation of the quotient of two consecutive summed r-Lah
numbers.

Corollary 3.10. ([57, Corollary 3.10])
If n>1 and r > 0, then

M—(n+r+l)—{MH<1~

Ln,r

It is an interesting problem to describe the magnitude of the smallest roots of r-Lah
polynomials. We do our investigations also for the r-Dowling polynomials [14, 26]

Dypmr(z) = Zernk)x
k=0

and for the r-Dowling—Lah polynomials [24]

DLnpmr(z) => WL, (n,k)x
k=0

where Wi, » (n, k) and W Ly, - (n, k) denote r~-Whitney numbers of the second kind
and r-Whitney-Lah numbers, respectively. We note that r-Dowling polynomials
and r-Dowling—Lah polynomials are generalizations of r-Bell polynomials and r-Lah
polynomials, respectively, since Dy 1,-(2) = Bn,r(z) and DLp 1,(x) = Ln,r(z).
These polynomials also have only real, simple and non-positive roots (see [14, 16]
and [24]).

To estimate the smallest roots of the above mentioned polynomials, we use a result
of E. Laguerre [36] and P. A. Samuelson [67], which can be found in the thesis as
Lemma 3.13. We note that I. Mez6 and R. B. Corcino [48] gave similar estimations in
case of Bell and r-Bell polynomials. In the theorem, we use the notation y (p(z)) for
the absolute value of the smallest root of a polynomial p(x) which has non-negative
coefficients and real roots only.

Theorem 3.14. ([62, Theorem])
Letn>2,r>0and m > 1. Then

11 (D (7)) < 72D g o 1= 22 /bm?n = Tm? + 12mr;

2. p(Lnr(@)<n—142r+n—-1)v/n—1+2r;
3. pu(DLpmyr(z)) <mm—1)42r+ (n—1)vm?n —m? + 2mr.
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We made numerical calculations to determine the exact values of the smallest roots
of m-Dowling and r-Dowling-Lah polynomials. These computations were carried out
with high performance computers using the software Maple 2015.

In the thesis, Table 5 and Table 6 contain the upper integer parts of 1 (Dn,m,r(z))
and p (DLn,m,r(x)), respectively, for n = 25000, 50000, 75000, r = 0,1,2,3 and
m =1,2,3,4. Here we show these values only for -Lah polynomials.

r | n = 25000 | n = 50000 | n = 75000
0 99828 199783 299752
1 99832 199787 299756
2 99836 199791 299760
3 99840 199795 299764

Our computations show that p (Dn,m,r(z)) and pu (DLn,m,~(z)) are asymptotically
linear in the degree of the polynomial, and the multiplier of n is independent of
r, more precisely, p(Dn,m,r(z)) ~ mcpg -n and p(DLnp,m,(x)) ~ mer - n, where
cp =~ e and ¢y, = 4. We give a few heuristic explanations for this observation beside
our numerical results.

4 Graph theoretical interpretation of combinatorial
number sequences

4.1 Enumeration of matchings

An edge set of a graph is called a matching if no two edges of the set have a
common endpoint. The total number of matchings in a graph (where we count the
empty matching as the only 0-element matching) is called the Hosoya index of the
graph. If we consider the polynomial where the coefficient of 2" is the number of
k-element matchings in a graph, then we get the matching generating polynomial
of the graph. If we substitute 1 into this polynomial, then we arrive at the Hosoya
index of the graph.

In this section, we give graph theoretical interpretation of r-Lah numbers and
r-Stirling numbers in connection with the number of matchings in bipartite graphs.
In addition, we deal with Lucas sequences in a short subsection, to extend a result
from the recent past.
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4.2 Matchings and the Lucas sequences

The Hosoya index of the n-vertex path graph is the (n + 1)th Fibonacci number,
while the total number of matchings in the n-vertex cycle graph is the nth Lucas
number. In this subsection, we generalize these statements.

Let a,b > 1 be integers. Then the Lucas sequence of the first kind (un(a, —b))neq
and the Lucas sequence of the second kind (vn(a, —b))p> are defined by the fol-
lowing initial values and recurrences:

uo(a, —b) =0, ui(a,—b) =1,

un+2(a7 _b) = au"+1(a7 _b) + bu’ﬂ(aa _b) (n > 0);

and
vo(a, —b) =2, vi(a,—b) = a,
Un+2(a, —b) = avnt1(a, —b) + bup(a, —b) (n > 0).
For a = b = 1, they give back the sequences of Fibonacci numbers and Lucas

numbers, respectively.

J. Alexander and P. Hearding [1] constructed graphs in which the number of inde-
pendent vertex sets can be described by Lucas sequences, where a > b holds. The
question, whether this restrictive condition is possible to eliminate, gave the idea to
give another graph theoretical interpretation of Lucas sequences in connection with
the Hosoya index.

To do this, we introduce two families of graphs. Let n,a,b > 1 be integers. The
graph P, 43 is constructed as follows: Consider the disjoint union of n a-vertex star
graphs with central vertices w1, ..., wy, then join w; and w;y1 by b parallel edges
i=1,...,n-1).

Denote by C', 4,5 the graph which can be obtained from the above graph P, 45 by
adding b parallel edges between w1 and wn,.

We note that these graphs are generalizations of path and cycle graphs, since Py, 1,1

is the n-vertex path graph, while C, 1,1 is the n-vertex cycle graph.

Theorem 4.1. ([56, Theorem 1])
Let n,a,b > 1. Then the Hosoya index of the graph Pp q.p is un+t1(a, —b).

Theorem 4.2. ([56, Theorem 2|)
Let n,a,b > 1. Then the Hosoya indez of the graph Cp, o1 is vn(a, —b).
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Now we solve our original problem. Since a matching in the graph G corresponds to
an independent vertex set in the line graph L(G), the following statement follows
from our theorems.

Corollary 4.3. ([56, Corollary])
Let n,a,b > 1. Then the total number of independent vertex sets of the graphs
L(Pp,a,p) and L(Cy qp) are Unt1(a, —b) and vn(a, —b), respectively.

4.3 Connection of the r-Lah and the r-Stirling numbers of
the second kind with matchings

In this subsection, we give a graph theoretical interpretation of r-Lah and r-Stirling
numbers of the second kind by counting matchings in bipartite graphs.

If n,r > 1 and 0 < k < n, then denote by ¢,(n, k) the number of (n — k)-element
matchings in the complete bipartite graph Ky nir—1.

From the definition, we can obtain the following special values easily.

Theorem 4.4. Letn >0 and r > 1. Then

1. e (n,0) =17
2. br(n,1) = (r+ 1) r (n>1),
t(n,n—1)=n(n+r—1) (n>1),
4- Lr(n,m) =
For n >0 and 7 > 1, let

Lo =3 (0, k),
k=0

which gives the Hosoya index of the complete bipartite graph Ky nir—1.

Using the numbers £,(n, k) as coefficients, for n > 0 and r > 1 one can define the

Lo (x Ze (n,k)z

which is the reciprocal polynomial of the matching generating polynomial of the

polynomial

complete bipartite graph Ky, n4r—1.

The following theorem describes the connection between the above defined numbers,
polynomials and r-Lah numbers, summed r-Lah numbers, r-Lah polynomials.
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Theorem 4.5. ([58, Theorem 2.1])
Let 0 < k<nandr >1. Then

€2r(n7 k) = \‘ZJ ) »Cn,Qr = Ln,T; En,QT(m) = Ln,r($)~

Remark. The theorem shows that this graph theoretical interpretation allows us to
extend the notions of r-Lah numbers, summed r-Lah numbers and r-Lah polynomi-
als for half-integer parameters r.

We present five proofs for this theorem. The first four proofs are based on the
properties of the numbers £, (n, k) (two different recurrences, the polynomial identity
between shifted rising and falling factorials and the explicit formula). In the fifth
proof, we give an interesting bijective assignment.

Using this graph theoretical interpretation, we can give another proof for Theorem
2.7.

Theorem 4.6. ([58, Proposition 4.1])
If0<k<nand 0 <s<r, then

bR =3t (1) 57
=k

Now we give four recurrences, which obviously do not have counterparts for r-Lah
numbers.

Theorem 4.7. ([58, Proposition 4.2])
1. If1<k<nandr >1, then
be(n+1,k) =bry1(n,k — 1) + (n+ 1r)lr(n, k),

£n+l,'r = Acn,'r+l + (n + r)ﬁnm:
Lnt1,r(x) =2Lnri1(x) + (0 + 1)L r(2).

2. If1<k<mnandr>1, then
br(n+1,k) = lry1(n,k — 1) + (k +r)lry1(n, k),

Los1r(x)=(x+7)Lhry1(z) + xﬁln’mq(m).
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8. If0<k<mnandr > 2, then
Le(n+ 1,k) =Lr_1(n+ 1,k) + (n+ 1)lr(n, k),

[«n+1,r’ == [«n+1,r71 + (TL + l)ﬁn,'m
Lni1,r(x) = Loy1,r—1(x) + (n+ 1)L r ().

4. If0<k<mnandr > 2, then
be(n+1,k)=br—1(n+ Lk)+ (k+1D)lr—1(n+1,k+ 1),
Lny1,r(z) = Lnt1r-1(2) + £;z+1,r—1(95)-

Using Theorem 4.5, we can prove the most important statement of Theorem 3.9 in
another way.

Theorem 4.8. ([58, Proposition 4.4])
If n,r > 1, then every root of Ln () a negative real number.

It is known that in certain bipartite graphs with partite sets of the same cardinality,
Stirling numbers of the second kind count the number of matchings. Now we give
a graph theoretical interpretation of r-Stirling numbers of the second kind, which
generalizes the above mentioned result and which is similar to Theorem 4.5 proved
for the r-Lah numbers, but here the construction of the bijection is easier.

Let the bipartite graph Gpn, n4+r—1 be the spanning subgraph of Ky n+r—1, which
has partite sets A = {vy41,...,Un4r} and B = {w1, ..., Wp4r—1}, moreover v; and
wj are adjacent if and only if ¢ > j (i =r+1,...,n+randj=1,...,n+7r—1).
Theorem 4.9. ([58, Proposition 5.1])

If0 <k <nandr > 1, then the number of (n — k)-element matchings in the graph
Gnntr—1 18 {Z}r, while the total number of matchings is Bn,r.

5 The r-Fubini—-Lah numbers and polynomials

5.1 The Fubini numbers

The number of ordered partitions of an m-element set is the nth Fubini number
n

F,, that is F, = Y k!{7} (n > 0). These numbers appeared first in a paper
k=0

of A. Cayley [13], in later works we can find other, but equivalent definitions, see
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[22, 23, 31, 78]. Additionally, the Fubini polynomials F}, (x) Z kT }x n > 0)

can be also defined. We remark that the r-generalization of F‘ublm numbers and
Fubini polynomials and further variants were investigated in the papers [7, 49].

5.2 Properties of the r-Fubini—-Lah numbers and polynomials

In this subsection, we define and study r-Fubini-Lah numbers and polynomials,
which are the variants of Fubini numbers and polynomials, where not only the
partition, but the blocks are also ordered, and r distinguished elements belong to
distinct ordered blocks.

Definition 5.1. Let n,r > 0 be integers, not both 0. Denote by F Ly, the number
of those ordered partitions of an (n + r)-element set into ordered subsets, where r
distinguished elements belong to distinct ordered blocks. Moreover, let F'Loo = 1.
Then F Ly, - is called the nth r-Fubini—Lah number.

Remark. From the definition, it follows that if n,r > 0, then
~ n
FLn,=>» (j+7) { J .
i=0 I,
In connection with these numbers, we introduce the r-Fubini-Lah polynomials.
Definition 5.2. Let n,r > 0. Then the polynomial

n
FLyr(x Z]—I—r H I

s

is called the nth r-Fubini—Lah polynomsial.

Remark. If n,r > 0, not both 0, and ¢ > 1, then F' Ly -(c) is the number of ordered
partitions of an (n+r)-element set into ordered blocks and colourings of the ordered
blocks with ¢ colours, where r distinguished elements belong to distinct ordered
blocks and their ordered blocks are not coloured. Especially, F' L, (1) = FLp,,.

If r =0 or 1, then we have the following identities.

Theorem 5.1.
1. If n>1, then FLpo(z) = nlz(z 4+ 1) and FL,o0 =n!2"" .

2. If n >0, then xF Ly 1(z) = FLpt1,0(z) and FLy 1 = FLnt1,0.
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The r-Fubini-Lah numbers and polynomials satisfy the following formulas, which
are recurrences simultaneously in n and r.

Theorem 5.2. (|63, Theorem 1])
Letn>0andr > 1. Then

FLn,r(as)zrzn:<?) (n—j+DIFL;,1( +xz< ) (n — FL;(x),
j=0

n—1

FLnT—TZ< )(n—3+ OIFL; 1+Z<]> (n— j)FLj .

We give another recurrence for r-Fubini-Lah polynomials, where n is the only run-
ning parameter, but here the derivative of the polynomial also appears.

Theorem 5.3. ([63, Theorem 2])
Let n,r > 0. Then

FLpti1,r(x) = ((r + )& +n+2r) FLy - (2) + (¢° + 2)FL}, .(2).

The following Dobiriski type formulas hold for r-Fubini-Lah numbers and polyno-
mials.

Theorem 5.4. ([63, Theorem 3])
Let n,r > 0. Then

1 > T T J
FLnr = j e )
@) (Hl)xrjgomr) (79)

Fln,r = Z 23+1

Now we derive the exponential generating function of the sequences of r-Fubini—Lah
numbers and polynomials.

Theorem 5.5. ([63, Theorem 4])
Let r > 0. Then the exponential generating function of the sequence (F Ly r(x)

(o)
n=0
18

nl T Ay i1y - ay)

i FLp,(z) 5 7!

n=0
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while the ezponential generating function of the sequence (FLn r)pe g is

oo

Z FLnJ‘ n ’f’!
n T Ay (- 2y

n=0

Finally, we show that the sequence of r-Fubini-Lah polynomials is the r-Stirling
transform of the first kind of the sequence of r-Fubini polynomials, and the same
holds for the numbers.

Theorem 5.6. ([63, Theorem 5])
Let n,r > 0. Then

- n
FLny(z)=) || Fir(w),
— |7
J T
~ n
FLn,r = . F',r

We note that a certain restricted variant of r-Fubini-Lah numbers appears in a
recent, independent paper of B. Bényi, M. Méndez and J. L. Ramirez [7].
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