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Bevezeto

A jegyzet célja a linedris algebra tdrgykorébe tartozé alapvetd algebrai és
geometriai ismeretek hallgaték szdméra konnyen kovethetd tdrgyaldsa.

A jegyzet anyaga azon sok éven 4t tartott el6addsok sordn forrott ki, melyeket a
szerzOk a Debreceni Egyetem matematikus és matematika tandr szakos hallgatéinak
tartottak. Néhédny, a tananyaghoz szorosan kapcsol6dé fejezetet ugyanakkor sokkal
részletesebben kifejtettiink, mint ahogyan az a szokédsos eléadasokon el szokott
hangzani. Ezéltal az érdekl6dé hallgatdk a tananyagon til is taldlnak benne 6néllé
feldolgozasra érdemes részeket.

A jegyzetet Fiiggelék egésziti ki, mely tomor form4ban tartalmazza mindazokat
az (els6ésorban algebrai jellegli) elSismereteket, melyek a jegyzet olvasdsdhoz
sziikségesek.

Ugyancsak a Fiiggelék része a MAPLE komputeralgebrai rendszer részleges
ismertetése. Ez egyrészt egy rovid bevezet6 dltaldban a MAPLE hasznélataba,
mésrészt tartalmazza a linedris algebrai programcsomag eljdrdsainak felsoroldsét.
Oktatdsi tapasztalataink szerint a hallgatdk ezt a segédeszkozt 6rommel fogadjak.

A jegyzet anyagdnak elsajititdsit nagyban segiti Kovdcs Zoltdn [7] fela-
datgylijteménye.

Debrecen, 2002. méajus 15. A Szerz6k
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1. Szabadvektorok és analitikus geometria

Ebben a fejezetben megismerkediink a szabadvektorok fogalméval, amely a
kozépiskolai vektorfogalom pontositdsa. ElGzetes ismeretként feltételezziik az
euklideszi geometria alapvetd fogalmait és Gsszefiiggéseit, mint pl. pont, egyenes,
sik, parhuzamosssig, mer6legesség, szog, stb. A geometriai térbdl kiindulva
értelmezziik a szabadvektor fogalmdt, a veliik végezhet6 miiveleteket és azok
Osszefliggéseit, majd végiil ezeket alkalmazzuk a térbeli egyenesek és sikok leirasara.

1.1. A szabadvektor fogalma

Jelolje £ az euklideszi geometriai teret. Ennek pontjait P, Q, ..., A, B, ... betiikkel
jeloljik. Az egyeneseket &ltaldban e, f,g,... betlikkel, mig a sikokat S, S,
stb. betlikkel jeloljiik.

Az £ tér pontjaibdl képzett rendezett pédrokat, az £ x & Descartes szorzat
elemeit irdnyitott szakasznak mondjuk. Az (A4, B) és (C, D) irdnyitott szakaszt
ekvivalensnek nevezziik, ha van a térnek olyan p: £ — &£ péarhuzamos eltoldsa,
amelyre p(A) = C és p(B) = D teljesiil, azaz a p parhuzamos eltolds
az els6 irdnyitott szakasz kezd6-, illetve végpontjat a maésik kezdd-, illetve
végpontjdba viszi 4t. Most megmutatjuk, hogy ez a relacié ekvivalenciareldcid.
A reflexivitéds nyilvdnval6, ugyanis barmely (A, B) irdnyitott szakaszt az identikus
transzformécid, azaz a nullvektorral t6rténé eltolds 6nmagdba viszi 4t. A reldcié
szimmetridja abbdl kovetkezik, hogy ha egy p eltolds (A4, B)-t (C, D)-be viszi at,
akkor az ellentett —p eltolds (C, D)-t az (A, B)-be. A tranzitivitdshoz elegend azt
ldtni, hogy eltoldsok kompozicidja tijra eltolds, vagyis ha p; az (4, B)-t (C, D)-be
viszi &t, po pedig (C,D)-t az (E, F)-be, akkor p, o p; is eltolds lesz és (A, B)-t
(E, F)-be viszi 8t. Tekintsiik most ezen ekvivalenciareldcichoz tartozé osztalyokat.

DEFINiC16. Az euklideszi tér irdnyitott szakaszainak halmazdn most bevezetett
ekvivalenciareldcié osztilyait szabadvektoroknak nevezziik. Egy szabadvektort
félkévér kis betiivel jeloliink, pl. a. Az Jsszes szabadvektor halmazat V (€)-vel
jeloljiik.

A tekintett reldcié alapjdn vildgos, hogy egy osztédlyba olyan irdnyitott szaka-
szok tartoznak, amelyek mind egymadsbdl parhuzamos eltoldssal megkaphaték. Egy
osztaly, azaz egy szabadvektor egy elemét a szabadvektor reprezentdnsanak
mondjuk, és ezt az Osszefiiggést az (A, B) € a jeloléssel illetjitkk. Vildgos, hogy
egy szabadvektornak a tér tetszbleges pontjabdl indul reprezentdnsa, s hogy egy
szabadvektor mar egy reprezentdns megaddsdval is egyértelmiien meghaﬁfozott.
Az (A, B) irdnyitott szakasz dltal meghatdrozott szabadvektort gyakran AB-vel is
jeloljik.

1.2. A szabadvektorok Osszeaddsa és skaldrral szorzdsa

DEFINICIO. Az a és b szabadvektorok dsszegén azt az a + b szabadvektort értjiik,
amelynek egy (A, C) reprezentdnsdhoz taldlhaté olyan B € £ pont, hogy (A, B) € a
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és (B, C) € b teljesiil.

a+b

AI a BI

Figyeljik meg, hogy az Gsszeg nem filigg a reprezentdnsok megvalasztasatol.
Ugyanis, ha mésik (A’, C’) reprezentdnsbdl indulunk ki, akkor B’ az a szabadvektor
A’-bé8l indulé reprezentdnsanak végpontja lesz, és (B’, C') éppen b-t reprezentélja.

Az Osszegvektor fenti meghatdrozdsidt Osszeflizési eljarasnak is mond-
jak. Nem pédrhuzamos vektorok esetén ezzel ekvivalens az tin. paralelogramma
mddszer, amikoris az a és b szabadvektokroknak kozos kezd6pontbol, mondjuk
O-bdl tekintjiikk (0,4), illetve (O, B) reprezentédnsait, s az OAB pontok &ltal
meghatdrozott paralelogramma negyedik csicsat C-vel jelolve, az (O, C) 4tl6 lesz
az Osszegvektor reprezentdnsa.

TETEL. A szabadvektorok Gsszeaddsa rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal:

1.VajbeV(): a+b=b+a. (kommutativitds)
2. Vab,ceV(E): (a+b)+c=a+(b+c). (asszociativitds)
3.30€V(): VaeV(€): a+0=a. (nullvektor létezése)
4. VaecV(€) F(-a)eV(E): a+(—a)=0. (inverz elem létezése)

Bizonyitds. 1. A kommutativitds nem péarhuzamos vektorok esetén a
paralelogramma mddszer alapjan, mig parhuzamos esetben az Gsszeflizési eljarasas
alapjan nyilvinvald.

2. Az asszociativitds igazoldsdhoz tekintsiik a kOvetkez$ reprezenténsokat:
(0,A) €a,(A,B) €b,(B,C) € c. Ekkor (O,B) € a+bés (A,C) € b+c. Emiatt
(0, C) az igazoland6 &llitas mindkét oldaldn 1évé szabadvektort reprezentélja, ezért
azok egyenl6k.

3. A nullvektort nyilvinvaléan az (A, A) tipusu irdny{tott szakaszok reprezentdl-
jak, s ez teljesiti a kivdnalmakat.

4. Ha (A, B) € a, akkor —a-val jelolve azt a szabadvektort, amelyet (B, A)
reprezentdl, az elvért reldcio teljesiil. |

A kovetkez6kben a valds szémokat skalarként emlitjiik. Ismertnek feltételezziik,
hogy tetszlleges pozitiv A skaldr (valés szam) és barmely O pont esetén van egy O
kozéppontd A ardnyi kozéppontos hasonlésig.
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DEFINiCIO. Legyen A € R ésa € V(£).

Ha X pozitiv skaldr, tekintsiik a-nak egy (O, A) reprezentdnsat, és alkalmazzuk
az O kbzéppontd )\ ardnyi hasonlésdgot. A’ jelolje A képét. Aa azt a szabadvektort
jelenti, amelyet (O, A’) reprezent4l.

Ha ) negativ, akkor || ardnyd kézéppontos hasonlésagot alkalmazunk, és O-ra
tiikréziink, igy kapjuk az A’ pontot.

Ha )\ = 0, akkor definicié szerint Aa = 0.

TETEL. A szabadvektorok skaldrral val6 szorzdsa rendelkezik a kévetkezd
tulajdonsdgokkal:

LYNpeR aeV(€E): (Aua=A(ua). (asszociativitds)
22VAeR, a,beV(€): A(a+b)=Xia+ Ab. (disztributivitds)
3VANpeR aeV(E): (A +p)a=Aa+ pa. (disztributivitds)

4 VaeV(€): l-a=a.

Bizonyitds. Az elsé Osszefiiggés a kozéppontos hasonlésdgok azon tulaj-
donsédgabdl kovetkezik, hogy két azonos kozéppontu hasonlésdg kompozicidjakor
a hasonldésagok aranya osszeszorzddik.

A mésodik részéllitas abbdl ad6dik, hogy a kézéppontos hasonldsdg paralelo-
grammat paralelogrammaéba képez.

A harmadikhoz esetszétvilasztist végziink. Ha X\ és p azonos elGjeliiek,
mondjuk pozitivak, akkor tekintsiikk az (O, A) € a reprezentdnst. Reprezentélja
(O, Ay) a Aa szabadvektort, illetve (O, A,) a pa szabadvektort, végiil (O, Ax;,)
a (A + p)a szabadvektort. Nyilvdnvaldan |OAx;,| = |OAx| + |OA,|, s ezért
|AxAxip| = |OA,|, ami dllitdsunkat jelenti.

Kiilonboz6 elbjelli skaldrok esetén legyen pl. A > 0,u < 0, és A > |u|. Ekkor
|OAx;,| = |OAN| — |OA,|, azaz megintcsak [AxAxyu| = |OAL|, s ez éllitdsunkat
adja. |

Amennyiben véges sok vektorbdl kiindulva, az eddig megismert Osszeaddst és
skaldrral val6 szorzast felhasznélva jabb vektort 4llitunk elS, akkor azt mondjuk,
hogy linearis kombinaciét képeztiink. Pl. az a;,...,a, szabadvektorok egy
linedris kombindcidja az aya; + - - - + axax vektor.

MEGJEGYZES. Ha egy halmazban definidlva van egy osszeaddsnak nevezett,
s az els6 allitdsban felsorolt tulajdonsdgokkal rendelkez6 miivelet, tovdbbd egy
skaldrokkal vald szorzds, amely a mdésodik illitdsban felsorolt 4 tulajdonsiggal
rendelkezik, akkor azt mondjuk, hogy egy (absztrakt) vektortér struktira van
megadva. Az ilyen struktirdkat kés6bb részletesen fogjuk vizsgalni, s majd akkor
ugy fogalmazhatunk, hogy a szabadvektorok halmaza egy valés vektorteret alkot.



8 1. Szabadvektorok és analitikus geometria

1.3. Linearis fligg6ség a szabadvektorok koérében

A linedris fligg6séget és fiiggetlenséget most geometriailag értelmezziik, majd
megadjuk algebrai jellemzésiiket is. Végiil megmutatjuk, hogy a szabadvektorok
korében 4 vektor méar mindig linedrisan fiiggd, s ez vezet a bézis, illetve a
koordinatdk fogalmanak bevezetéséhez.

DEFINiCIS. Egy vektort linedrisan fliggének mondunk, ha az a nullvektor.

Két vektort linedrisan fligg6nek akkor neveziink, ha egy egyenessel parhuza-
mosak, azaz kollinedrisak.

Hérom vektort akkor mondunk linedrisan fligg&nek, ha egy sikkal parhuzamo-
sak, azaz komplandrisak.

1, 2 vagy 3 tagu vektorrendszert linedrisan fliggetlennek neveziink, ha nem
linedrisan fiiggé.

A most kovetkez§ éllitdsok algebrai jellemzését adjdk a linedrisan fiiggd, illetve
linedrisan filiggetlen vektorrendszereknek.

TETEL. Két szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggs, ha egyik a mésiknak
skaldrszorosa.

Két szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha egyik sem skaldrszo-
rosa a mdsiknak.

Bizonyitds. Ha a és b linedrisan fiiggdk, akkor kozds pontbdl inditott (O, A) és
(O, B) reprezentédnsaikra igaz, hogy az O, A, B pontok egy egyenesen vannak. Ha
O # A, akkor van olyan A € R, hogy az O kozépponti hasonlésdg az A pontot
B-be képezi. Ekkor b = Aa. Ha viszont O = A, de O # B, akkor A és B szerepét
felcserélve adddik, hogy a = ub. Ha pedig O = A = B, akkor a = b = 0, s igy
a=0-a.

Forditva, ha pl. a = Ab, akkor nyilvdnvaléan k6z6s pontbdl induld (O, A) és
(O, B) reprezentansaikra O, A, B egy egyenesen van, ezért a, b kollinedrisak, tehdt
linedrisan fiigg6k.

A linedris fiiggetlenségre vonatkozd Osszefiliggés logikai tagadéssal keletkezik.

O

TETEL. Hdrom szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha koziiliik
valamelyik a mdsik kettének linedris kombindcidja.

Hérom szabadvektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha egyik sem fejezhetd
ki a masik kett6 linedris kombindcigjaként.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a,b,c linedrisan fiiggék. Ha a és b
linedrisan fiiggs, akkor egyikiik pl. a linedrisan kifejezhetd b-vel: a = Ab. Ezért a =
Ab+0-c. Ha viszont a és b linedrisan fiiggetlenek, akkor tekintsiik mindhdromnak
O-bél indulé reprezentdnsit: (O,A) € a, (0,B) € b, (0,C) € c. Most
hizzunk parhuzamost C-b6l OB-val, illetve OA-vel, ezek messék az OA, illetve
OB egyeneseket A'| illetve B’ pontokban. Az (0O, A’), illetve (O, B’) irdnyitott

— s
szakaszok 4ltal m@térﬂt szabadvektorokra nyilvdnvaléan OA’ = acaés OB’ =
Bb, tovébbd ¢ = OA’ + OB’ érvényes. Ezért ¢ = aa + (b teljesiil.
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Forditva, ha pl. ¢ = aa + (b teljesiil, akkor egy kozos kezd6pontbdl inditott
reprezentansokkal konnyen ldthatjuk, hogy végpontjaik a kezd6ponttal mind egy
sikba esnek, ezért komplandrisak.

A linedris fiiggetlenségre vonatkozo Osszefiiggés logikai tagadéssal keletkezik.

O

Tetszbleges vektorrendszer tagjaival a nullvektor mindig eléallithaté 0 = 0-a; +
-+-+0-a, alakban. Ezt trividlis eléallitdsnak mondjuk.

TETEL. A szabadvektorok egy vektorrendszere pontosan akkor linedrisan fiiggd,
ha bel6liik a nullvektor nem trividlis médon is el6éllithatd.

A szabadvektorok egy vektorrendszere pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha
beldliik a nullvektor csak trividlisan allithaté eld.

”_n

Bizonyitds. Ha pl. a, b, c linedrisan fiiggd, akkor eléz6 dllitds alapjan tudjuk,
hogy valamelyik, pl. ¢ kifejezhet6 a tobbivel: ¢ = aa + 3b. Ezért 0 = ca+ b +
(—1)c. Ez nem trividlis el64llitdsa a nullvektornak.

Hasonléd egyszerliséggel addédik az allitds 1 és 2 tagu vektorrendszerekre is.

Ha forditva, pl. ;a4 (b +~c = 0, és pl. v # 0, akkor a ¢ = —%a— ‘gb eloallitas

lehetséges, vagyis ismét az el6z6 4llit4s alapjn a, b, c linedrisan fiiggd.
A linedris fliggetlenségre vonatkozé kijelentés logikai tagaddssal keletkezik. O

A linedris fiiggetlenségnek egy 6nallé jellemzését is adjuk.

TETEL. Egy vektorrendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha beléliik egy
tetszGleges szabadvektor legfeljebb egyféleképpen allithatd eld.

Bizonyitds. A feltétel sziikséges: Pl. hdrom tagi a, b, c vektorrendszer esetén,
ha x = aa + b + v¢c = o’a + 8'b + ¢ teljesedik, akkor

(@ —a)a+ (B -Bb+ (7 -vec=0.

A linedris fiiggetlenség miatt @ = o', = B',7 = +/, tehdt x eldallitdsa csak
egyféleképpen lehetséges.

A feltétel elégséges: Ha minden szabadvektor legfeljebb egyféleképpen 4ll el6 a
megadott szabadvektorokkal, akkor a nullvektor is, ezért az el6z6 allitds miatt a
vektorrendszer linedrisan fiiggetlen. a

TETEL. Ha a,b,c linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, d tetszdleges, akkor d
mindig el8éllithatd linedris kombindciéként a megadott a, b, ¢ szabadvektorokkal.
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Bizonyitds. Egy geometriai konstrukciét adunk a linedris kombindcié meg-
keresésére: Tekintsiik mind a négy vektor kozos O pontbdl indulé reprezentinsait,
a végpontok legyenek A, B,C, D. Az a,b,c szabadvektorok linedris fiiggetlensége
miatt a az O, A, B, C pontok nincsenek egy sikban. Hizzunk parhuzamost D-b6l
OC-vel ez messe az OAB sikot a D’ pontban Mivel D' az OAB sikban n_van,

OD = ca + Bb. Mésrészt D'D || OC, ezért DD= yc. Ezért d = OD' +D'D =
aa + b+ ve. |

Tételiink azt fejezi ki, hogy a szabadvektorok kérében 4 szabadvektor méar
mindig linedrisan fiiggo.

Az el6z6 allitdsunkkal kombindlva tébbet is mondhatunk: 3 tagu linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer segitségével tetsz6leges szabadvektor pontosan egyfélekép-
pen allithatd eld. Ennek alapjén bevezetjiik a kovetkezd elnevezéseket:

DEFINiCIO. A szabadvektorok kérében egy linedrisan fiiggetlen 3 tagi vektorrend-
szert bazisnak neveziink. Ha d = aa + b + ~c, akkor az a, 3, szdmhdrmast a
d vektornak az (a,b,c) bdzisra vonatkozé koordinatainak mondjuk.

Konnyen lathatjuk, hogy ha lerGgzitiink egy bézist, akkor két tetszdleges
szabadvektor Osszegének koordindtdi gy addédnak az egyes szabadvektorok
koordindtdibdl, hogy a megfelel6 koordindtik Osszeadédnak. Skaldrral valé
szorzaskor pedig mindegyik koordindta megszorzddik az adott skaldrral.

1.4. Szabadvektorok skaldris szorzata

Most a szabadvektorok skaldris szorzataval foglalkozunk, amely a kozépiskolai
fogalom &tismétlését jelenti, csak most a térbeli szabadvektorok esetére. A
fogalom tdrgyaldsandl ismertnek feltételezziik a térbeli tavolsdg- és szogfogalmat.
Egy szabadvektor hosszdn tetszéleges reprezentdnsinak hosszat értjiik, s két
szabadvektor szogén pedig koz6s pontbdl induld reprezentdnsainak szogét.

A skaldris szorzatot gyakran nevezik bels6 szorzatnak is.

DEFINiC1O. Az a és b szabadvektorok skaldris szorzatin az
(a,b) =|a| - |b] - cos <(a, b)
szamot értjiik.

Speciélis esetként figyeljiikk meg, hogy ha a két szabadvektor mer6leges, akkor
skaldris szorzatuk nulla. Ez megfordithaté: ha két szabadvektor skalaris szorzata
nulla, akkor a vektorok merélegesek egymdsra, beleértve azt is, hogy lehetnek
nullvektorok is.

Midsrészt, ha egy szabadvektornak onmagsval képezziik a skaldris szorzatét,
akkor a szabadvektor hosszanak négyzetét kapjuk.

Egy szabadvektort egységvektornak neveziink, ha hossza 1. A skaldris

7o

szorzat szoros kapcsolatban van az egységvektorokra torténé merdleges vetitéssel.
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Nevezetesen, ha e egy egységvektor, a tetszdleges szabadvektor, akkor a-nak az e
irdnydra esé merdleges vetiilete éppen az

a' = (e,a)e

vektor lesz. Ezt konnyen ldthatjuk a meréleges vetiilet hosszdnak kiszdmitdsaval,
akdr hegyes-, akdr tompaszoget zar be a két szabadvektor.

A kovetkezo éllitds a skaldris szorzat alapvetd tulajdonsédgait fejezi ki.

TETEL. A szabadvektor skaldris szorzata rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:

1. (a,b)=(b,a) VabeV() (szimmetrikus)
2. (a+b,c)=(a,c)+(b,c) Vab,ceV() (additiv)
3. (Aa,b) = \(a,b) VabeV(E), eR (homogén)
4. (a,a)>0 VaeV()é=0«<=a=0 (pozitiv definit)

Bizonyitds. Az 1. és 4. allitds nyilvdnvald.
A 3. a ) skaldr el6jele szerinti esetszétvdlasztdssal konnyen igazolhaté. Példdul,
ha A < 0, akkor a

(Aa,b) = |A|- |a] - |b| - cos<t(Aa,b) = —\|a| - |b| - (— cos <(a, b)) = A(a, b).

A 2. tulajdonsdgot elegendd beldtni, akkor ha pl. ¢ = e egységvektor, az
1. és a 3. teljesiilése miatt. Most kihaszndljuk az adott e egységvektor irdnyara
es6 merdbleges vetités azon nyilvdnval6 tulajdonsigdt, hogy csatlakozé irdnyitott
szakaszok merGleges vetiilete is csatlakozé. Jeloljiik most az a szabadvektor e-re
es6 vetiiletét a’-vel. Az emlitett tulajdonsdg akkor igy fejezhetd ki:

(a+b) =a’+b
Ezt kihaszndlva kapjuk, hogy
(a+b,e)=(a+b) =a" +b = (a,c)+ (b,e).
O

A skaldris szorzat kiszdmitdsa koordindtdkbdl akkor valik egyszeriivé, ha
specidlis, in. ortonormalt bézisra vonatkozé koordindt4it tekintjiik a vektoroknak.
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Egy (e1, ez, es) bazist ortonormaltnak mondunk, ha mindegyik egységvektor, és
paronként merdlegesek. Ez tgy is kifejezhet6, hogy

1 hai=j
(e e5) = . ]
0 hai#j.

TETEL. Legyen (e1, ez, e3) egy ortonormdlt bézis. Az a és b vektorok e bézisra
vonatkozo koordinatait jelolje ay, ag, as, illetve (1, B2, B3. Ekkor

(a,b) = 0181 + a2f2 + a3fs.

Bizonyitds. Elészor azt figyeljitk meg, hogy az ortonormdlt bdzisra vonatkozd
koordinaték a skaldris szorzattal egyszeriien kiszdmithatdk:

(a,e;) = (a1e1 + azez + azes, e;) = aq(eq, €;) + az(e2, €;) + as(es, e;) = ;.
Ezt felhaszndlva szamitsuk ki most az (a,b) skaldris szorzatot:

(a,b) = Bi(a,e1) + B2(a,e2) + f3(a, e3) = a1 81 + azfe + a3fs.
O

Az éllitdsban megadott jobboldali formuldt a két koordindtahdrmas kom-
poziciés szorzatéanak is nevezik.

1.5. Szabadvektorok vektorialis szorzata

A vektoridlis szorzat definidldsdhoz sziikséglink van a tér irdnyitdsanak fogalmara.
Ezt a fogalmat teljes pontossiggal majd csak egy kés6bbi 1épésben, tobb eszkoz
birtokdban lehetne megtenni. Most csak egy vézlatos fogalomkiépitést, és egy még
szemléletesebb megkozelitést {runk le.

ElSszor is emlékeztetiink a térbeli egybevdgdsidgokra. Ezek olyan térbeli
tévolsdgtarté transzformdcick, amelyek megkaphaték az eltoldsok, a tengely
koriili elforgatdsok, és a sikra vonatkozé tiikrozések véges sokszori, egymds uténi
végrehajtdsaval. Azokat az egybevagdsdgokat, amelyeknek van olyan eldéllitésa,
amelyben sikra vonatkozé tiikrozés nem szerepel, mozgdsnak mondjuk.

Tekintsiink most két bazist a szabadvektorok korében, s mindezen vektoroknak
egyetlen kozos kezd6pontbdl indulé reprezentdsait. Ha van olyan mozgds, amely
az elsé bazis reprezentdnsait ugy képezi le, hogy a képreprezentdnsok koziil az elsé
a mdsodik bézis els6 vektordnak reprezentdnsival egy egyenesbe, és egy irdnyba
esik, tovdbbd a mésodik képreprezentdns a mdsodik bédzis masodik vektordnak
reprezentdnsdval azonos félsikba esik, s végiil a harmadik képreprezentdns a
masodik bézis harmadik vektordnak reprezentdnsdval azonos féltérbe esik, akkor
a két bazist ekvivalensnek (vagy azonos irdnyitdsinak) mondjuk. Konnyen
igazolhatd, hogy ez egy ekvivalenciareldcié a bdzisok halmazdn, s pontosan két
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osztdly van e reldcié szerint. Akkor mondjuk, hogy a tér irdnyitva van, ha
ki van jelolve az egyik osztdly. Az ebbe a kijelolt osztdlyba tartozé bazisokat
pozitiv irdnyitdsinak (vagy roviden pozitivnak) mondjuk, mig a masik osztdlyba
tartozékat negativ irdnyitdsinak.

Kés6bb majd be fogjuk latni azt is, hogy a bdzisban két vektor cseréje
megvaltoztatja az irdnyitast, a ciklikus permutdcié viszont nem.

Hétkoznapi térszemléletiinkre alapozva szokdsos a kovetkezd elnevezés és
fogalombevezetés is. Egy bézist jobbsodrési (vagy jobb-) rendszernek neveznek, ha
a "harmadik végpontja fel6l nézve az elsd vektor 180°-ndl kisebb szégben forgathatd
a masodik vektor irdnydba az dramutaté jardsdval ellentétes iranyban’. (Ezt a fajta
targyaldst részletesebben ldsd Hajés Gyorgy: Bevezetés a geometridba c. miivében
[51-)

A tovdbbiakban feltételezziik, hogy a tér irdnyitva van.

DEFINiC16. Két linedrisan fiiggetlen szabadvektor, a és b vektoridlis szorzatdn
azt az a x b-vel jelolt szabadvektort értjiik, amelyre

1. J]ax b|=a| - |b|-sin<(a,b),
2. a x b meréleges a-ra és b-re,
3. (a,b,a x b) pozitiv irdnyitdsu bazis.

Ha pedig a és b linedrisan fiiggék, akkor vektoridlis szorzatuk a nullvektor.

Megjegyezziik, hogy az els6 esetben, vagyis amikor a és b linedrisan fiiggetlenek,
akkor a vektoridlis szorzat sohasem nullvektor. M4srészt, ha a és b merSlegesek
egymasra, akkor a vektoridlis szorzat hossza éppen az egyes szabadvektorok
hosszdnak szorzata.

A kovetkez6 llitds a vektoridlis szorzéds alaptulajdonsdgait adja meg.

TETEL.
l.axb=—(bxa) VabeV() (antiszimmetrikus)
2. (Aa) x b= XA(axb) VabeV(E), eR (homogén)
3. (a+b)xc=axc+bxc Vab,ceV() (additiv)

4. Az a vektornak az e egységvektorra meréleges komponense

a, =(exa)xe.



14 1. Szabadvektorok és analitikus geometria

Bizonyitds. Az 1. §llitds abbdl kovetkezik, hogy egy vektorhdrmasban ha
felcseréljiik két vektor sorrendjét, akkor az irdnyitds megvaltozik, de a b x a els6
két jellemz6je ugyanaz, mint a a x b vektoridlis szorzaté.

A 2. §llitds pozitiv A esetén nyilvdnvald. Negativ A esetén az irdnyitasban
kétszer torténik valtds, ezért végiil azonos lesz a jobb- és baloldalon &ll6 vektoridlis
szorzas képzésénél adédé vektorhdrmasok irdnyitdsa.

Az additivitds beldtdsat megintcsak elegendé ellendrizni a ¢ = e egységvektor
esetben. Figyeljiik meg, hogy ha e rogzitett egységvektor, akkor tetszéleges a
szabadvektorral képzett vektoridlis szorzata két geometriai transzformécié egymas
utani végrehajtasaval megkaphato:

El8szor a-t merdlegesen levetitjiik az e-re merdleges sikra, majd ezt elforgatjuk 90°-
kal e kezd8pontja koriil abban a sikban. Ez a szabadvektor ugyanis éppen megfelelé
hossziisdgi, merdleges a-ra és e-re, és a megfelel6 irdnyitottsdg is teljesiil. Mint
minden geometriai transzformécio, ez is az illeszkedést megtartja, ezért teljesiil a

(a+b)xe=axe+bxe

Osszefiiggés.
A fenti gondolatmenet alapjdn nyilvdnvald, hogy e x (e x a) = —an,, amib6l
kovetkezik a 4. allités.
m}

Ha (e1,eq,e3) egy pozitiv irdnyitdsi ortonormilt bézis, akkor konnyen
lathatjuk, hogy
e; Xey =e3, ez X ez =ep, €3 X e; = ey.

Ezt is felhaszndlva kapjuk, hogy a vektoridlis szorzat a pozitiv irdnyitdsi bazisokra
vonatkozé koordindtdkbdl szamithaté ki, viszonylag konnyen.

TETEL. Legyen (e;,eq,e3) egy pozitiv irdnyitdsu ortonormdlt bézis. Az a ésb
vektorok e bézisra vonatkozé koordindtdit jelolje ay, aq, as, illetve (1, B2, 83. Ekkor

Qz Qa3 a3 Qi a1 Qa2
axb= es.
B B |8 B |28 B |
a. .
ahol | ! gj = a;f; — a;B:.
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Bizonyitds.
axb = (a1e1 + ageq + (1393) X (ﬂlel + ﬂgez + ﬂ383)
aifi(er x e1) + aif(e; x e3) + aifs(e; x e3)
+azfi(e2 x e1) + axfz(ez X e3) + azf3(e2 X €3)
+asfi(es x e1) + azfa(es x e2) + asfz(es x e3)
Qg Q3 a3 a1 ay Qa2
= e + ey + es.
Bo B |t Bs PBi |2 B B2 |°
A szédmitdsban kihaszndltuk az 4llitds eltt jelzett Osszefiiggéseket, s hogy
e; xe =0. O

TETEL. Kifejtési tétel
Tetszbleges a, b, ¢ szabadvektorokra

(axb)xc=(a,c)b—(b,c)a
ax (bxc)=(a,c)b—(a,b)c

” oz

Bizonyitds. Az el6z6 allitds jeloléseit haszndlva legyenek ¢ koordindtai 1, 2, v3-
A bizonyitds érdekében egyszeriien kiszdmitjuk a bal- és jobboldalon szerepld
vektorok koordindtdit. A baloldali vektor els6 koordinatéja:

a3 Q3 a1 Q2

Bz P B1 B2
2 73

= (a3f1 — a103)v3 — (12 — a2f1)72-

A jobboldal els6 koordindtéja:

(171 + o272 + a373)B1 — (Bim1 + P2z + B3v3)aa.

Léathatjuk, hogy itt az 1. és 4. tag kiesik, a tobbi tag viszont éppen a baloldal
els6 koordindtdjanak tagjait adja. Hasonléan ellendrizhetd a t&bbi koordindtdk
egyenlGsége is. O

TETEL. Jacobi azonossag
Tetszlleges a, b, c szabadvektorokra

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a kifejtési tételt mindhdrom tagra:

(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=
(a,c)b — (b,c)a+ (b,a)c — (c,a)b + (¢,b)a— (a,b)c =0.
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1.6. Szabadvektorok vegyes szorzata

Hérom szabadvektor vegyesszorzata a mir megismert két szorzas segitségével
addédik, ezért tulajdonsdgai azokébdl konnyen adédnak majd.

DEFINiCIO. (a,b,c) & (a x b,c).

TETEL. Hdrom szabadvektor vegyesszorzata pontosan akkor nulla, ha a vektorok
linedrisan fiiggé vektorrendszert alkotnak.

Bizonyitds. Tegyiik fel elszor, hogy a, b, ¢ linedrisan fligg6. Ekkor valamelyik,
pl. ¢ kifejezhet a mésik kettével: ¢ = aa + Sb. Behelyettesitve a vegyesszorzat
képletébe:

(a,b,c) =(ax b,c) = (axb,aa+ b)=a(axb,a)+ p(axb,b)=0.

Forditva, ha (a,b,c) = 0, akkor ¢ mer6leges a x b-re, de ilyen a és b is, ezért
egy stkkal parhuzamosak, tehat linedrisan fligg6k. m]

TETEL. Legyenek az a,b,c szabadvektorok linedrisan fiiggetlenek. Ekkor a
vegyesszorzatuk értéke megegyezik a kézés kezdSpontbdl inditott reprezentiansaik
altal meghatdrozott paralelepipedon térfogatdval, ha a,b,c pozitiv irdnyitdsd.
Negativ irdnyitdsi a,b,c vektorhdrmas esetén e térfogat (—1)-szerese lesz a
vegyesszorzat.

Bizonyitds. Csak pozitiv irdnyitottsdgi linedrisan fiiggetlen vektorhdrmas
esetén bizonyitunk. Ennek alapjin a mdsik eset is konnyen adddik.

Nevezziik az a,b §ltal kifeszitett lapot a paralelepipedon alaplapjanak. Ha
w jeloli a magassdgnak c-vel bezdrt szogét, akkor a paralelepipedon magassiga:
m = |c|cosw. Az alaplap teriilete: T = |a x b|. gy

V=T-m=|axb| |c/cosw=(axb,c)=(a,b,c).

Most megadjuk a vegyesszorzds miiveleti tulajdonsigait:

TETEL. A vegyesszorzat minden valtozéjgdban additiv és homogén, tovdbbd
antiszimmetrikus (médsszéval alterndlG), azaz barmely két valtozo felcserélése esetén
a vegyesszorzat értéke csak elGjelet valt.



1. Szabadvektorok és analitikus geometria 17

Bizonyitds. Az additivitds és a homogenitds a skaldris és a vektoridlis szorzds
ilyen tulajdonségaibdl kovetkezik. Példdul

(a1 +ag,b,c) = ((a; +az) x b,c) = ((a; x b) + (ag x b),c)

= (a3 x b,c) + (az x b,c) = (a1, b, ¢) + (az,b,c).

Az antiszimmetria igazoldsdhoz el6szor figyeljiik meg, hogy ha két szabadvektor
azonos, akkor a vegyesszorzat értéke 0.

(a,a,c) = (axa,c)=(0,c)=0.

(a,b,a) = (ax b,a) =0,

hiszen a x b mer6leges a-ra.
Az elsb két valtozéra vonatkozé antiszimmetria azonnal adddik a vektoridlis
szorzds antiszimmetridjabal:

(a7b7C) = (a X b,C) = _(b X a,c) == —(b,a,c)
A mésodik és harmadik vektor felcseréléséhez szamitsuk ki a kovetkezot:
0=(a,b+c,b+c)

= (a,b,b) + (a,b,c) + (a,c,b) + (a,c,c) = (a,b,c) + (a,c,b).

Innen kapjuk, hogy
(a,b,c) = —(a,c,b).

O

A vektoridlis szorzds és a skaldris szorzat kiszdmitdsi médjabdl azonnal adédik
az alabbi kiszamitasi lehetGség a vegyesszorzatra is:

TETEL. Ha az a, b, ¢ szabadvektorok koordinétéi egy pozitiv irdnyitdsi ortonormalt
béazisra vonatkozdan ay,as,as; 31, B2, B3, illetve v1, 2,73, akkor

as « a; a a1 a x a2 as

(a,bc)=| 22 ¥ im—| 5 m+l S Zilwe=| 6 B B
B2 PB3 B1 PBs Br Bo

M Y2 73

1.7. Egyenesek és sikok egyenletei
A térbeli egyenesek és sikok leirdsgdhoz a koordindtarendszer fogalmét értelmezziik.

DEeFINiC16. Az euklideszi geometriai tér egy rogzitett O pontjabdl és a
szabadvektorok egy bazisdbdl 4116 pérjit a tér koordinatarendszerének mondjuk.
O-t origénak nevezziik. -Amennyiben a bdzis ortonormdalt, akkor a Descartes-féle
koordindtarendszerrél beszéliink.
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A koordindtarendszerek hasznilatdt egyrészt az teszi hasznossd, hogy az origd
rogzitése altal bijektiv megfeleltetés alakul ki a tér pontjai és a szabadvektorok
halmaza kozott. Ugyanis, tetszéleges P € £ ponthoz az OP vektort rendeljiik,
és forditva egy a € V(&) szabadvektorhoz az O-bdl indulé reprezentdnsdnak
végpontja tartozik. Mdsrészt a bazisvektorok segitségével a tér pontjaira vonatkozé
Osszefiiggéseket algebrai Osszefiiggésekké lehet dtalakitani.

Tekintsiink most egy egyenest a térben, s annak egy rogzitett pontja legyen
Py, tovdbbd egy az egyenessel parhuzamos, de nem nullvektor legyen v. Ezt a
szabadvektort az egyenes irdnyvektordanak mondjuk.

TETEL. A tér egyeneseit, és csak azokat lehet el8éllitani r = ro + Av alakban
el64ll6 szabadvektorok origébdl indulé reprezentdnsainak végpontjaiként, ahol rg
az orig6bdl az egyenes egy rogzitett Py pontjaba mutatd vektor, v az egyenes egy
irdnyvektora, r pedig az origébdl az egyenes tetszbleges pontjaba mutaté vektor,
A € R tetszbleges.

Az egyenes ilyen el6éllitdsat paraméteres vektorel6allitasnak nevezik.

\vg

Bizonyitas. Ha egy egyenest tekintiink, s a jelzett adatokat, akkor az egyenes
‘@goleges P pontja eseten P_Parl%mos az egyenessel, ezért van olyan A, hogy
PyP = Av. Ezért r = OP OPy + PyP =rg + \v.

Forditva, ha egy el6allitds adott tetszbleges ro és v # 0 vektorokkal, akkor
megkonstrudlhatjuk a megfelel6 egyenest: ro-nak (O, Py) reprezentansa végpontjin
keresztiil 4&tmené v-vel parhuzamos egyenest tekintjiik. Ilyen egyenes egyértelmiien
létezik, s ennek éppen a megadott lesz a vektoros el8allit4sa. u]

Az (O, e, e3,e3) koordindtarendszerre vonatkozdan a pontokhoz koordinétadk

rendelhet6k, mégpedig a P pont koordinitdinak az OP vektor koordinétait
tekintjiik.
Ha koordindtdikkal adottak a pontok, és a szabadvektorok:

PO (370,1/0,20), P(.’II, Y, Z), V(Ul’v2vv3)’

akkor a fenti vektoregyenlet az aldbbi hdrom, koordindtdkkal kifejezett egyenlet
rendszerével lesz ekvivalens:

= 9+ Ay
Yo + Avg
z = Zzg+ Avs.

<
Il
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Ezt szoktdk nevezni az egyenes koordindtds egyenletrendszerének. Ha v
szabadvektor egyik koordindtdja sem nulla, azaz egyik koordindtasikkal sem
parhuzamos az egyenes, akkor ez az egyenletrendszer talakithaté a kovetkez6vé:

T—Zo Y—Y _ 2—20
(31 V2 vs

Megjegyezziik, hogy ha pl. v; = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

Y—%Y 2 =20
T = To, =
V2 U3

és ha v; =0, vy = 0, akkor pedig

T =2Zo, Y= Yo-

Most a sik paraméteres vektorel6éllitdsa kovetkezik.

TETEL. A tér sikjait, és csak azokat lehet elédllitani r = ro + Au + pv alakban
elédllé szabadvektorok origébdl indulé reprezentdnsainak végpontjaiként, ahol rg
az origébdl a sik egy rogzitett Py pontjdba mutaté vektor, u és v a stk két
egymdssal nem parhuzamos irdnyvektora, r pedig az origébdl a sik tetszdleges
pontjaba mutaté vektor, A\, u € R tetszdleges.

A bizonyitds az egyenes esetéhez hasonléan térténhet.

L 77/
7

o

A paraméteres koordindtds eldallités:

= o+ Aui + punr
Yo + Aug + pvg
z = 2o+ Aus + puvs.

A skaléris szorzat felhaszndldsdval lefrva a sikokat, kapjuk a sikok Hesse-féle
egyenletét. Altaldban egy alakzat egyenletén olyan egyenletet értiink, amelyet az
alakzat pontjainak koordindtai kielégitenek, de az alakzathoz nem tartozé pontok
koordinatdi nem.

Egy adott S sik esetében egy arra merOleges, nem nulla vektort a sik
normalvektoranak neveziink.
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TETEL. Ha rdgzitve van a térben az origd, akkor a tér sikjai, és csak azok
rendelkeznek
(n,r —rp) =0

alaki egyenlettel, ahol rq az origébdl a sik egy rogzitett Py pontjadba mutaté vektor,
n a sik egy normdlvektora, r pedig az origébdl a sik tetszéleges pontjaba mutato
vektor.

Bizonyitds. Ha adott egy S sik, tovdbbd egy-rogzitett Fp pontja és egy n
normalvektora, akkor a sik egy P pontja — és csak azok esetén — PoP =r —1g
parhuzamos a sikkal, azaz mer6leges az n normalvektorra:

(n,r —rg) =0.

Forditva, ha egy egyenlet adott tetszdleges ro és n # 0 vektorral, akkor
megkonstrudlhatjuk a megfelels sikot: ez az rg O-bdl induld reprezentdnsdnak
végpontjan dtmend n-re merdleges sik lesz. a

Ha a normélvektor koordindtdit (ni,nz,ns)-mal jeloljiik, akkor a Hesse-féle
egyenlet koordindtdkkal kifejezett alakja:
n1 (T — To) + n2(y — yo) + n3(z — 20) = 0.
Ezt gyakran atrendezziik az

Az +By+Cz=D

alakba, jelezve azt, hogy egy tetszlleges ilyen egyenlet megaddsaval, — ahol
(4, B,C) # (0,0,0) — minden esetben sikot kapunk.

Amennyiben a normélvektor egységvektor is, akkor a Hesse-féle egyenletet
normalegyenletnek nevezik.

Egyetlen alkalmazdsként egy pontnak egy siktol valé tdvolsdgdt fejezziik ki:
Ha P egy tetszbleges pont a térben, koordinitdi (z,y,z2), és az S siknak egy
—

normaélegyenlete adott, akkor a pont és sik tavolsdga a PoP = p — ro vektornak az
n (egységnyi hosszi) normélvektorra esd merdleges vetiiletének a hossza:

d(P, ) = [(n, p —ro)|.
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Koordindtakkal kifejezve:

d(P,S) = |n1(z — xo) + n2(y — yo) + n3(z — 20)|-

P
L/
d
P—Try,
n P
Py / /
3 ’
S \ /







2. Determinansok

2.1. A determindans értelmezése

A determindnsok a métrixok mellett a linedris algebrai szdmitdsok alapvetd se-
gédeszkozei. Mivel a matrixszamitds egyes részei felhasznéljdk a determindnsokat,
célszerli ezt a témakort minél hamarabb térgyalni.

Az aldbbiakban T egy tetsz6leges nullkarakterisztikéju testet jelol (1d. Fiiggelék).
A kovetkez6 fejezetekben, mindaddig, mig lehetséges, dllitdsainkat ezen tetszdleges
test felett fogalmazzuk meg. Az alkalmazdsokban T legtobbszor a valds vagy kom-
plex szémtestet jelenti.

DEFINICIO. Legyenek a;; (1<i<m,1<j<n)egyT test elemei. Akkor az

11 Q12 Uln

Q21 Q22 Qon
A=

am1 Om2 Amn

szamtabldzatot m x n tipusi mdatrixnak nevezziik. Az A matrix féatléja az
Q11,0Q92,033, ... atlé, mellékdtléja a1, QAm—1,2,¥m-23, - - - Az A métrix At
transzpondltjat az A-bdl a f64tléra vald tiikrozéssel kapjuk:

a110921... Om1
d12022. .. Am2

At =

A1n02n... Omn

JELOLESEK.

1. Az a;; elemekkel rendelkezé m x n tipusi A métrixot A = (Qij)mxn médon
is szoktdk jelolni. Az A métrix i-edik sor j-edik elemének jelolésére (A);; is
hasznélatos.

2. Az A métrix i-edik sora (1 <i <m)
A = (i1, @52, - - -, Qin)
j-edik oszlopa (1 < j <n)
Q15

A = | ¥

Umj

23
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Ennek megfeleléen az

és
A= (AD A@ Al
jelolés is szokasos.

A determindns egy szdm, mely egy n x n tipusi matrixhoz van rendelve.

DEFINICIO. Legyenek a;;(1 <1i,j <n) egy T test elemei. Az

a1 Q12 Ain

Q21 Q22 Q2n
A= .

Qp1 Qp2 ... Qpn

n X n tipust (négyzetes) matrix determindnsa

a1 Q12 A1n

@21 Qa2 Q2n
D=|Al=| | . » =

Qn1 Qn2 ... Qnun

= ) (DEEeRayan, ..o,
(i1,32,..1in)EPn
ahol P, jeloli az (1,2,...,n) Osszes permutdciéinak halmazdt. Ha az A métrix
n x n tipusd, akkor D-t n-edrendii determindnsnak nevezziik.

MEGJEGYZES.

1. Més szdval képezziik az A métrix elemeibdl az Osszes lehetséges n tényezds
szorzatot gy, hogy ezen szorzatokban minden sorbdl és minden oszlopbdl
pontosan egy elem szerepel, majd ezen szorzatokat megfelel6 el6jelekkel
elldtva Gsszeadjuk.

2. A determindns definicidja és tulajdonsdgainak bizonyitdsa feltételezik a
permutéciok alapvetd tulajdonsdgainak ismeretét. Ezek megtaldlhatdak a
12.2. részben.

LEMMA. Sarrus szabaly

11 Q12

= Q11022 — 21012
Qo1 Q22
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tovabba
Q11 12 13
Q21 Q22 Q23 | =
Q31 Q32 Q33

= Q11022033 + Q12023031 + Q13021 (32 — (31 Q22013 — Q3202311 — (1330021 (X112

Bizonyitds. A determindns definicidja alapjan lathatd. O

MEGJEGYZES. A Sarrus szabdly szerint mésod- és harmadrend(i determindnsok
értéke kiszadmithaté Ugy, hogy a fé4tléval parhuzamos szorzatokat pozitiv, a
mellékdtléval pdrhuzamos szorzatokat negativ el6jellel vesszitk. Fontos meg-
jegyezni, hogy az analég mddszer magasabb rendii determindnsok esetén téves
eredményre vezet.

2.2. A determinans elemi tulajdonsagai

Az aldbbiakban pontokba szedve felsoroljuk a determindns kiszdmitdsanak elemi
tulajdonsagait.

0. Ha az A mdtrix egy sordnak minden eleme nulla, akkor a matrix determindnsa
is nulla.

Bizonyitds. A determindns definicigjabol kozvetleniil ldthaté: a szerepld Osszeg
minden tagjaban egy szorzétényezdé nulla. O

1. Transzponglt métrix determindnsa megegyezik az eredeti matrix deter-
minansaval.

Bizonyitas. Tekintsiik a

a1 Q12 A1n

Q21 Q22 Q2n
D=|Al=| . . o | =

Qn1  Qn2 Qnn

— E I(i1,32,...,8
= (—1) (1,82, ”")aulagiz v Qg
(il»iﬁv-w’in)epn

és a
Q11 Q21 Qn1
, : Qi Qg2 Qan2
D=A=| " . | =
Q1n Q2p Qnn

I

E I(51,52,--»7
(_1) (J1,92 ]n)a]lla]22 . ajnn
(jl,j2,~~~,jn)€Pn
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determindnsokat. Mindkettében ugyanazon elemekbdl képzett n tényezds szorzatok
szerepelnek, a szorzatok mindkett6ben A minden sordbdl és minden oszlopdbdl
pontosan egy elemet tartalmaznak. Ilyen mddon tehdt a D-ben szereplé minden
n tényezds szorzatnak megfelel D’ egy n tényez0s szorzata, amely ugyanazon
tényezGket tartalmazza, csak mds sorrendben. Meg kell vizsgdlni, hogy ezen
egymasnak megfelel$ szorzatok azonos elGjellel vannak-e véve.

Tegyiik fel, hogy oni,a2i, ... ani, és aj105,2...0;5,» ugyanazon tényezoket

tartalmazza, csak mds sorrendben. Ez azt jelenti, hogy mikézben a (j1,72,- . -,jn)
sorindexeket &dtrendezziik dgy, hogy (1,2,...,n) sorrendben kovessék egymast,
kozben az (1,2,...,n) oszlopindexek (iq, i, -..,1,) sorrendbe keriilnek. Tehdt

jl j2 . jn _ 1 2 n

1 2 ... n - il 7;2 ’in
vagyis az (i1,i2,...,in) és (j1,J2,...,Jn) pPermutdciék egymds inverzei. Ekkor
azonban paritdsuk megegyezik (1d. 12.2. rész), tehdt D-ben és D’-ben az egymdsnak
megfelel6 szorzatok azonos el6jellel vannak véve. a

2. Ha a determindns egy sordban minden elem két mdsik Osszegére bomlik,
akkor a determindns két determindns Osszegére bonthatd, pontosabban

a1 a2 d1n
Bi1 + Vi1 Bi2 + Vi Bin + Yin | =
Qni an2 Qnn
a1l 02 Qin 11 Q12 din
s Bz B |+| m o Yin
Qn1 a;lz «e. Onn a;,l Anp2 ... Onpn

feltéve, hogy az i-edikt6l eltekintve minden mds sorban az eredeti elemek
szerepelnek.

Bizonyitas.

T(J1y-eeyJireensdn
> (—1)fGrmdirdmd s (Bige + Yige) - - - A
(jlv'"yjl'r":jn)epn

= E (—1) (RN ’")aljl ces ,Bij.- .« Qnj,
(F1se-esiye-esdn)EPn

§ : I(G1, 03500 .
+ (-1) Gitiecadtyerad )aljl o Yigi - - - Xnjn
(U1yesJise-sdn)EPn
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3. Ha egy nxn tipusd métrix két sordt felcseréljiik, akkor a métrix determindnsa
(—1)-szeresére véltozik.

Bizonyitds. Jelolje B azt a matrixot, melyet az A métrixbdl a k-adik és l-edik
sorok felcserélésével kapunk. A determindns definicidja szerint

Ay
Ak
=] : |=
A

A
T(31,eoeylhyeeasBlenyin .
= E (—1) (11 eareatlens? )ah‘l B0 2 TR 6 7 F TR € 107 SO
(21 yeeesbheyernsileeeyin)EPp

masrészt

A4,

A

Bl=| : |=

Ag

An
= E (-1) (it ’“)alil e Oy e Qg - Ol

(21, s805.- sk o eyin )EPn
Nyilvdnvaléan a két Osszegben szereplé szorzatok csak a tényez6k sorrendjében
térnek el egymdstél. Mivel elemcserénél a permutdcidk paritdsa ellenkezdjére

valtozik (Id. 12.2. rész), az (i1, .- ,01, -« sTky---sin) €8 (11y. vy lkyeverilyen-sin)
permutécick paritdsa ellenkez8, a megfeleld szorzatok ellentétes el6jellel szerepel-
nek. O

4. Ha egy négyzetes matrix két sora megegyezik, akkor a métrix determindnsa
nulla.

Bizonyitds. Ha a két azonos sort megcseréljiik, akkor egyrészt a determindns
elGjelet vélt, mésrészt (a sorok azonos volta miatt) nem véltozik. Igy D = —D,
tehdt D = 0. O
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5. Ha egy négyzetes mdtrix egy soranak minden elemébdl egy konstans szorzé
kiemelhetd, akkor az a métrix determindnsabdl is kiemelhet8, pontosabban

11 a12 A1n 11 Q12 Qin
Yo Y Qg2 Y Qin | =7 Qi1 Q2 Qin
Qn1 Qan2 Qnn Qn1 Q2 Qnn

feltéve, hogy a tobbi sorokban az eredeti elemek szerepelnek.

Bizonyitéds. A bal és jobb oldalon 4ll6 kifejezések értéke

(_I)I(jlr-wjiv"‘,]‘n)aljl . (’)’ o aiji) -, anj.-.

(J1y-3Jire-dn)EPR

I(5 seerJieerdn .
=" Z (—1) (CIRRY J )aljl <o Qg . Qg
(J1se-sJise-sdn)EPn

alapjdn egyenl6. ]

6. Ha egy mdtrixban egy sor elemei rendre egy mésik sor megfelelé elemeinek
konstansszorosai, akkor a matrix determindnsa nulla, vagyis

a1 Qi Uln
a1 yaj Vn
. . . -0
Qa;1 Qjo Qjn
Qn1  Qn2 Qnn
Bizonyitds. Kovetkezik az 4. és 5. tulajdonsdgokbdl. a

MEGIEGYZES. Hasonléan beldthaté, hogy a determindns értéke nulla, ha
valamelyik sora a t6bbi sorok linedris kombindcidjaként 4ll eld, vagyis a tobbi sorok
konstans szorzékkal silyozott 6sszegével egyenld.
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7. A determindns értéke nem véltozik, ha egy sorahoz hozzdadjuk egy masik
sordnak konstansszorosat, pontosabban

Q11 12 A1n 11 12 Qin
Qi1 + Va1 Qg2 + Y52 Qin + Yjn a;‘l 01;‘2 Qin
@j1 Q;2 Qjn ) 51 Q2 Qjn
Qn1 Qn2 QAnn Qn1  On2 Qnn

Bizonyitds. A 2.,6. tulajdonsdgok miatt a bal oldali determinéns értéke

Qi1 02 Qin 11 (2 Ain
Qi1 Qg2 Qin Q51 Qj2 Qjn
+7)
a1 @52 Ajn a1 Qj 2 Qjn
An1  Qn2 Qnn Qn1  Qn2 Qnn
ahol a mésodik tag 0. O

MEGJEGYZES. Ez a tulajdonsidg hasonlé mdédon tobb 6sszeadandédra is iga-
zolhaté: a determindns értéke nem véltozik, ha egy sordhoz hozzaddjuk tobbi
sordnak linedris kombindcidjat, vagyis tobbi sordnak konstans szorzokkal silyozott
Osszegét.

8. Az 0,2-7 tulajdonsdgok érvényesek oszlopokra is.

Bizonyitds. Kovetkezik az 1. tulajdonsdgbdl. Transzpondldskor a sorok és
oszlopok szerepe megcserélédik. m]

2.3. A determindns kifejtése

A definicié alapjdn magasabbrend{i determindnsokat nehezen lehet kiszdémitani.
A kovetkezSkben a determindns kiszdmitdsdra més, egyszer(ibb mddszereket
tdrgyalunk, melyek természetesen felhaszndljak a determindns kiszdmitdsdnak fenti
elemi tulajdonsdgait is.

DEFINIC16. Legyen A = (aij) egy n X n tipusd métrix (a;; € T). A D = |A
determindns a;; eleméhez tartozé D;; aldetermindns annak az (n—1)-edrendii
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métrixnak a determindnsa, mely A-bdl az i-edik sor és a j-edik oszlop térlésével
keletkezik:

Q11 a1,5-1 aq,5+1 A1n
Di: = Qi—11 .- Qi—15-1 Qi—1541 Qi—1,n
i =
T @i e Qig1-1 Qi Qit1n
Qn1 <o Qnj—1 Qn,j+1 Qnn

Az a;; elemhez tartozé algebrai aldetermindns

Ay = (-1)"*Dy;.

LEMMA. Ha az A métrix i-edik sordban az a;; elemet kivéve minden més elem
nuHa, akkor IAl = aiin,-.

MEGJEGYZES. Az 4llit4s természetesen oszlopokra is igaz.

Bizonyités.
I. ElGszor az i = j = 1 esetre bizonyitjuk az &llitdst.
11 0 0
Q21 Q22 Q2n (ityiz,oorin)
= Z (1)t @iy - Qi
(il,ig,...,in)GPn
Qn1 Q2 Qnn

§ : I(1,iq,....in
(—1) (Lyiz,..si )auagiz co o Qni,,
(1,i2,...,in)EPn

mivel iy # 1-re @y;, = 0. Ekkor azonban az 6sszegbdl a1, kiemelhetd, és (ia, . .., in)
az (n —1) elem{ (2,...,n) halmaz permutédcidit futja be. Tehdt a fenti Gsszeg
22 Q2n

I(izy.msin _
a1y Z (—1)fG2indqy s, = any
(i2,-.rin)€Pn1

Qp2 ... Qpp

alakba irhat6, ahol a szerepl6 determindns éppen Dy; = A;;.
IT. Most tekintsiik a tetszOleges i, j esetét. Induljunk ki az

a1 Q1,51 Qaij Qai,j+1 Qin
Qi—-1,1 Qi—1,5-1 Qi—15 Qi—1j+1 Qi—1,n
0 0 Q5 0 0
dip11 Qip1,5-1 Qg1 Q41,541 Qit1,n
Qn1 Qn,j—1 Qnj Qn,j+1 Onn
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”_n

determindnsbdl. A j edik oszlopot minden lépésben az €l6z8 oszloppal megcserélve
(j — 1) 1épésben elérhetjiik, hogy az elsd helyre keriiljon. Hasonl6an, az i-edik sort
minden lépésben az el6z8 sorral megeserélve (i — 1) lépésben elérhetjiik, hogy az
elsd helyre keriiljon. Mivel minden sor- ill. oszlopcsere alkalmdval a determindns

értéke (—1)-szeresére valtozik, az el6z6 determindns értéke

Qi 0 0 0 0
Qij an Q-1 Q1,5+1 Qin
j—14i—1
(=177 g @ie1n Qic1j-1 Q141 Qi1,n
Qit1,5  Qitl1,1 Qit1,5-1  Qitl,5+1 ®it1,n
Qnj Qni QAn,j—1 Qn 541 Qnn

Ezen determindns els6 sor els6 helyén 4ll6 a;; eleméhez tartozé aldetermindnsa
éppen az eredeti A métrix i-edik sor j-edik eleméhez tartozé D;; aldeterminéns.
Ezért a fenti kifejezés az I. pont szerint éppen (—1)"*7a;;D;j = a5 Asj- a

TETEL. Kifejtési tétel

Egy determinédns értékét kiszamithatjuk gy, hogy egy sordnak minden elemét
megszorzunk a hozz4 tartozé algebrai aldetermindnssal, és a keletkezett szorzatokat
Osszeadjuk.

MEGJEGYZES.
1. Az 4llitds hasonléképpen igaz oszlopokra is.

2. A kifejtési tétel képletben (1 <i < n)
|A| = ZaikAik = ZakiAki-
k=1 k=1

Bizonyitds. El6z6 Lemmadnk és a determindns additiv tulajdonsiga miatt

a1 Q12 Qin
Qi1 Q52 a;n =
Qn1  Qn2 Qnn
11 Q12 U1n a1 Qa2 Q1n
= a;l O O + 0 a;g 0 +

Qan1  Qn2 Qnn Qn1 Q2 Unn
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a;n 012 A1n
+...+| O 0 Qin | = @i1Ai1 + @iz + ...+ QinAin
Apn1 QGp2 ... OQOpn

TETEL. Ferde kifejtési tétel
Ha determinédns egy sordnak minden elemét megszorzunk egy mdsik sor megfelel6

eleméhez tartozé algebrai aldetermindnssal és a szorzatokat dsszeadjuk, akkor
nulldt kapunk.

MEGJEGYZES.
1. Az éllitds hasonlé médon érvényes oszlopokra is.

2. A ferde kifejtési tétel képletben: ha i # j, akkor
Z aikAjk = EakiAkj =0.
k=1 k=1

Bizonyitds. Tekintsiik a

ai; @12 ... Qip
Qi1 Q2 Qin
Oé.n Q;2 Qin
a‘;ll An2 ... QOnn

determindnst, ahol a j-edik sor megegyezik az i-edik sorral. Ezen determindns
értéke a determindns elemi tulajdonsigai szerint 0. M4srészt, a determindnst a
Jj-edik sora szerint kifejtve éppen a ) p_; aixAjx Osszeget kapjuk. ]

DEerFiNicié.  Felsé trianguldris madtrixnak neveziink egy olyan négyzetes

madtrixot, melyben a f64tl6 alatt minden elem nulla:

a1 12 Ulin
0 a2 Q2n

0 0 ... aun
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Alsé trianguldris matrixnak neveziink egy olyan négyzetes métrixot, melyben
a f6atlo f616tt minden elem nulla:

11 0 0
Q21 022 0
Qn1  Qn2 Onn

TETEL. Fels8 vagy alsé trianguldris métrix determindnsa megegyezik a f64tlébeli
elemek szorzatdval.

Bizonyitds. A fels6 trianguldris métrixot els6 oszlopa szerint kifejtve

11 Q12 13 Alin
0 Qo (23 Q2n
Qo2 023 Aon 0
0 0 « a F33 O3n
33 3n | =qq
: : : : 0 0 o
0 0 0 Qnn nn

Az eljarast ismételve kapjuk a bizonyitandé &llitdst. Alsé trianguldris matrix esetén
a kifejtést sorok szerint végezziik. O

2.4. Eliminaciés mddszer determinansok kiszamitdsara

A determinédns kiszamitdsdnak elemi tulajdondgait felhaszndlva a métrix felsé
trianguldris alakira hozhatd, ilyen métrixok determindnsa pedig a fentiek szerint
konnyen meghatdrozhat6. Innen ered a determindnsok kiszdmitdsdnak gyorsasiga
miatt gyakorlatban legtobbszor haszndlt mddszere.

Tekintsiik a determindns els6 oszlopdt. Ha abban minden elem nulla, akkor
a determindns értéke nulla. Ha van nem nulla elem, akkor sorok cseréjével
elérhet8, hogy az els6 sor els6 eleme ne legyen nulla (a sor cserénél fellépd
elGjelvéaltasra természetesen tekintettel kell lenni). Ezek utdn az els6 sor megfelelé
konstansszorosait a masodik, harmadik, stb., utolsé sorokhoz adva elérhetjiik, hogy
az elsd oszlop mdsodik, harmadik, stb., utolsé eleme nulldvd véljon. Tekintsiik
most a mdsodik oszlopot. Ha ebben a mdsodik, harmadik, stb., utolsé elemek
mindegyike nulla, akkor a determindns értéke nulla, ugyanis az els6 oszlop ardnyos
a mdsodik oszloppal. Ha van nem nulla elem, akkor esetleg sorcserével elérhetd,
hogy a mdsodik sor mdsodik eleme ne legyen nulla. Ezutdn a masodik sor megfelel6
konstansszorosait a harmadik, stb., utolsé sorokhoz adva elérhet8, hogy a méasodik
oszlop harmadik, stb., utolsé eleme nulldvd véljon. Hasonléképpen folytatjuk az
eljardst a harmadik, stb., utols6 oszlopokkal, végiil a mdtrixunk fels6 triangularis
alaku lesz.
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2.5. Laplace-féle kifejtési tétel

”w_n

A Laplace-féle kifejtési tétel az el6z6 részben szerepelt kifejtési tétel dltaldnositdsa.
Térgyaldsdhoz néhdny fogalom bevezetésére van sziikségiink.

DEFINiC1I&. Legyen D az n x n tipusi A métrix determindnsa. A D determindns
egy k-adrendi d aldetermindnsat gy kapjuk, hogy az A métrixban kijeloliink k
db sort és k db oszlopot, és vessziik a kijelolt sorok és oszlopok metszéspontjaiban
all6 elemek 4dltal alkotott k x k tipusi mdtrix determindnsét.

A D determindns d aldeterminansdhoz tartozé d*aldetermindns azon
(n — k) x (n — k) tipusi métrix determindnsa, melynek elemei nem szerepelnek
a kijel6lt sorokban, ill. oszlopokban.

Ha a kijelélt sorok indexei 11, . . ., a kijelolt oszlopok indexei ji, ..., jk, akkor
a d aldetermindnshoz tartoz6 algebrai aldetermindns

dt = (_1)i1+.~+ik+j1+u.+jkd*

MEGJEGYZES. Elsérendi aldetermindnshoz tartozé aldetermindns, ill. algebrai
aldetermindns éppen az illetd elemhez tartozé aldetermindms, ill.  algebrai
aldetermindns.

LEMMA. Legyen D determindns, d egy aldetermindnsa, d* pedig a d-hez tartozé
algebrai aldetermindns. Mindegyik determindns értékét tekintsiik a determindns
eredeti definiciéjanak megfelel6 Gsszeg alakban. Akkor a d-beli Gsszeg tetszlleges
tagjat a d*-beli osszeg egy tetszbleges tagjival megszorozva megkapjuk a D-beli
Osszeg egy tagjat.

Bizonyitas.

I. A bizonyitést elészor az iy = j; = 1,..., 1k = jx = k esetre végezziik el.

Legyen (l1,...,lk) az (1,...,k) egy tetszbleges permutédciéja. A d egy tagja
akkor

(—-1)1(11""’1")01[1 e Ol

alakban frhaté fel.
Legyen (lk41,-.-,ln) a (k+1,...,n) egy tetszleges permutécidja. A d* (mely
(1+...4+k)+ (1 +...+k) péros volta miatt megegyezik d*-gal) egy tagja akkor

(_1)](lk+1’-."ln)ak+1,lk+1 .0,

alakban irhaté fel.
Ezek szorzata éppen

I(ly,...,0 Il gl
(-1) (teensli) H (e ")aul e QL Ok 41y - - - Onl,

ami
I(ll,...,lk)+I(lk+1,...,ln)=I(ll,...,lk,lk+1,...,ln)
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miatt éppen a D egy tagja. Az inverzidk szédmadra vonatkozé utébbi egyenloség
abbdl kovetkezik, hogy (l1,...,lk) egyike sem lehet inverzidban az (lk41,...,0n)
valamelyikével.

II. Tekintsiik most az 4ltaldnos esetet, amikor a kivdlasztott sorok iy,..., 1k €s
a kivélasztott oszlopok ji, ..., jk indexei tetszOlegesek.

Az i;-edik sort minden lépésben az el6z6 sorral megeserélve (i; — 1) lépésben
elérhetjiik, hogy az i1-edik sor az elsd helyre keriiljon. Utdna az i-edik sort minden
lépésben az el6z6vel megeserélve (ia — 1) lépésben elérhetjiik, hogy az is-edik sor a
masodik helyre keriiljon. Hasonléképpen jarunk el a tobbi kivdlasztott sor esetén
is. A kivélasztott jq,. .., jx-adik oszlopokat hasonld oszlopcserékkel az eslé k helyre
hozhatjuk. fgy 0Osszesen

t=(1—D)+...+ 6=k +0Gr—D+...+ (G — k)

sor ill. oszlopcsere aran elérhetjiik, hogy a kivalasztott sorok és oszlopok az els6 k
helyen legyenek. Az eredeti D determindnsbdl ekézben egy olyan Doy determindns
alakul ki, melyben a kivdlasztott sorok és oszlopok az elsé k helyen vannak és

D= (_]-)tDO = (_1)i1+...+ik+‘jl+m+jkDO‘

Most hogyha « a d-nek egy tagja, 8 a d*-nak egy tagja, akkor I. miatt a3 tagja
Dy-nak és az el6z6 egyenl6ség miatt

(_1)i1+~-~+ik+j1+~~+jkaﬂ

tagja D-nek. m]

TETEL. Laplace—féle kifejtési tétel.

Legyen D egy determindns. Vilasszunk ki belSle tetszlegesen k db sort. Ezen
sorok segitségével képezziik az 3sszes lehetséges k-adrendii aldetermininsokat.
Ha minden ilyen aldetermindnst megszorzunk a hozzd tartozé algebrai aldeter-
mindnssal és a szorzatokat Osszeadjuk, akkor megkapjuk D értékét.

MEGJEGYZES.
1. Ha k =1, akkor a Laplace—féle kifejtési tételbdl a kifejtési tétel kovetkezik.

2. A Laplace—féle kifejtési tétel képletben

D:de+

ahol az Osszegzés kiterjed a kivdlasztott k sorral képezhetd Osszes aldeter-
mindnsra.

Bizonyitds. Legyen D rendje n. Az el6z8 Lemma szerint ha a d aldeterminéns
egy tetszbleges tagjit megszorozzuk a hozza tartozé d* algebrai aldetermindns egy
tetsz6leges tagjdval, akkor megkapjuk D egy tagjit. Mivel d egy k-adrenddi, d*
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pedig egy (n — k)-adrend{i aldetermindns, igy ilyen médon k!(n — k)! db tagjat
kapunk meg D-nek. Mivel a kivalasztott k sor segitségével

(%)=mmm

db k-adrendii aldetermindns képezhetd, igy a D-nek n! db tagjit kapjuk meg.
Konnyen l4thatd, hogy ezen tagok mind kiilonbdzéek, igy a D-ben szerepls n! tag

mindegyikét pontosan egyszer kapjuk meg. o
PELDA. Legyen
201 03
-12 1 2 3
D= 101 0 2
7 2 3 -2 1
201 01

Vilasszuk ki a méasodik és negyedik oszlopokat. A szerepld nulldk miatt ha ezekhez
a mésodik és negyedik soroktdl kiilonb6z6 sorokat vilasztunk, akkor a keletkezd
aldetermindns értéke nulla, mert tartalmaz egy nulldkbdl 4116 sort. Ezért

D= ‘ 22

‘ 2 1 3
11 2 ]=(-8)-(-2)=16.
2 2 2 1 1
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3.1. Alapmiveletek matrixokkal

A determindnsokhoz hasonléan a méatrixok is alapvetd szerepet jatszanak a linedris
algebrai szdmitdsokban. Ezen fejezet célja a métrixok halmazdn miiveleteket
értelmezni és megvizsgdlni, hogy ezen miiveletek milyen tulajdonsdgokkal ren-
delkeznek. Ennek megfogalmazdsshoz fel fogjuk haszndlni a 12.1. részben szerepld
algebrai alapfogalmakat is.

DEFINICIO. Az A = (ij) € Mumxn 68 B = (8ij) € Mmxn métrixok egyenléek,
ha (azonos tipusiiak és) elemenként megegyeznek:

a;;=F;, (1<i<m,1<j<n).

DEFINICIO. Azonos tipusi A = (@ij) € Mmxn és B = (8ij) € Mmxn métrixok
Osszege az a C = (7;;) € Mpyxn matrix, melyre

Yij =04+ B (1<i<m,1 <5< n).

TETEL. (Mpmxn,+) kommutativ csoport.

Bizonyitds. A miivelet asszociativ és kommutativ tulajdonsdga 6roklédik T-
bél. A nullelem az a métrix, melynek minden eleme nulla. Az A = (a,;) métrix
additiv inverze (—A) = (—ay;). ]

DEFINICIO. Ha A = (a;j) € Mmxn és A € T akkor a AA az az m x n tipusi
matrix, melyre
(/\A)ij = /\aij (1 <1 < m,l S] < TL)

TETEL. M,xn vektortér T fol6tt.
Bizonyitds. A mfiveleti tulajdonsdgok 6roklédnek T—bol. O

DEFINICIS. Ha A = (i) € Mmxn, B = (8ij) € Muxk akkor ezen két métrix
szorzata az a C = (7;;j) € Mmxk matrix, melyre

n
Vij = E aieBe;.
=1

MEGJEGYZES. Két matrix csak akkor szorozhaté 6ssze, ha az elsd oszlopainak a
szdma megegyezik a masodik sorainak a szdmdval. Az eredmény matrixnak annyi

37
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sora van, mint az elsé tényezének, és annyi oszlopa, mint a mdsodik tényez6nek. A
szorzatmétrix i—edik sor j—edik eleme az elsé mdtrix i—edik sordnak és a méasodik
matrix j—edik oszlopdnak a kompozicids szorzata.

TETEL. Ha A € Mpmxn, B € Muxk,C € My, akkor
A(BC) = (AB)C

Bizonyitds. Legyen A = (ay;), B = (8;;), C = (vi5), akkor

(A(BC) )13 = Zazg(BC Zazg (Z ﬂgh’Yhy)

g=1
n k k n
= Z aig,@gh')'hj = Z Z aigﬁgh'}/hj
g=1h=1 h=1g=1
k n k
Z (Z azgﬂgh) Yhj = Z(AB)ih’th v ((AB)C)I_‘)
h=1 h=1

O
Ezen allitasbdl a négyzetes matrixokra vonatkozdéan azonnal kovetkezik, hogy
TETEL. (Mpxn, ) félcsoport.

Ha a négyzetes matrixok halmazdn az Osszeadds és a szorzds miiveletét
egylittesen tekintjiik, akkor kapjuk, hogy

TETEL. (Mpxn,+, ) nem kommutativ, egységelemes gyfirii.

Bizonyitds. El6z0 tételeinkbdl kovetkezik, hogy (Mj,xn,+) kommutativ
csoport, és a szorzds asszociativ. Kénnyen lehet igazolni a kétoldali disztributivitas
fenndlldsat is: tetszéleges A = (ayj), B = (8i;),C = (7ij) € Mnxn esetén minden
1<i,5 <n-re

n n
( (B +C 1] Zazk(ﬂkj +7kg Zaikﬁkj + Zaik7kj =
k=1 k=1

k=1
= (4B)i; + (AC)y; = (AB + AC)s;.

A misik oldali disztributivitds bizonyitdsa hasonlé. Az egységelem a szorzésra
vonatkozéan az egységmatrix:

10 0

01 0
E= .

00 1
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Ha tekintetbe vessziik a skaldrral valé szorzds miiveletét is, akkor egy nevezetes
példat kapunk algebrara:

TETEL. Mpxn algebra a T test felett.

Bizonyitds. Mivel mér bizonyitottuk, hogy M, «. vektortér T felett, és hogy
gylri, csak azt kell ellendrizni, hogy tetsz6leges A € T valamint A, B € Mnuxn
esetén

A(AB) = (AA)B = A(AB),
ami konnyen igazolhaté. C

TETEL. Determindnsok szorzdstétele
Tetszbleges A, B € M« esetén

|AB| = |A] |B|.

Bizonyitds. Legyenek A = (ai;), B = (B:5) és tekintsiik az aldbbi (2n) x (2n)
tipusd tombos alaki matrix determindnsat, melynek bal felsésarkdban A, jobb felsé

sarkdban a nulla matrix, bal alsé sarkdban az egységmétrix (—1)—-szerese, jobb alsé
sarkdaban B helyezkedik el:

11 a1, 0 0
Qn1 Unn 0 0
o=\
el=1"2 0 i fum
0 -1 ,Bnl ﬁnn

Ha a Laplace—féle kifejtési tételt alkalmazzuk a C métrix elsd n sordra, akkor az elsd
n sorhoz csak az elsé n oszlopot vélaszthatjuk (kiilonben a keletkez6 aldetermindns
nulla volna). Mivel a kivélasztott sor és oszlopindexek Osszege péros, azért azt
kapjuk, hogy |C| = |A| |B|.

Most olyan dtalakitdsokat végziink C-n, melyek a determindnsit nem valtoz-
tatjdk meg. Adjuk hozzd az (n + 1)-edik sor ay;—szeresét, az (n + 2)—edik sor
a9-szeresét, stb., a (2n)—edik sor ai,—szeresét a C els6 sordhoz. Adjuk hozzi az
(n + 1)-edik sor aoq-szeresét, az (n + 2)—edik sor age—szeresét, stb., a (2n)—edik
SOT app—szeresét a C mdsodik sordhoz. Az eljarast folytatva, végiil adjuk hozzé az
(n + 1)—edik sor a,i—szeresét, az (n + 2)—edik sor a,p—szeresét, stb, a (2n)-edik
SOT (v, —szeresét a C n—edik sordhoz.
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Az igy keletkezd determindns

0 0 (AB)1x (AB)1n
o] 0 0 (AB)ai  (AB)mn
Gl = -1 0 P Bin

melynek bal fels6 sarka a nulla métrix, jobb fels6 sarka az AB madtrix, bal alsé és
jobb alsé sarka ugyanaz, mint C-ben.

Ha most a Laplace—féle kifejtési tételt a |C;| determindns elsé n sordra
alkalmazzuk, akkor hozzd csak az n + 1,...,2n oszlopokat lehet vélasztani
(kiilonben a keletkez6 aldeterminédns nulla lenne), igy azt kapjuk, hogy

ICll — |ABl(_l)n(_1)(n+1)+...+(2n)+1+...+n

ahol (—1)" a bal alsé sarokban elhelyezkedd métrix determindnsa. A (—1)

kitevSinek az Osszege paros szdm, ezért |C;| = |AB|. Mivel az &talakitdsok a
C determindnsdt nem véltoztattdk meg, azért |C| = |C;|, amibdl kovetkezik a
bizonyitandé 4llitas. o

3.2. Madtrixok inverze

DEFINiCI6. Az A € M,x, matrix invertalhatd, ha létezik olyan B € Myxn
matrix, hogy
AB=BA=F

ahol E € Myuxn az egységmédtrix. A B madtrixot az A inverz matrixdnak
nevezziik.

JELOLES. B= A~1.

MEGJEGYZES. Az A métrix invertdlhatésdga azt jelenti, hogy A-nak a métrixok
szorzas miiveletére nézve létezik inverz eleme. Az aldbbiakbdl nyilvanvald lesz,
hogy négyzetes métrixok esetén AB = E és BA = E egymdssal egyenértékd, s
hogy az inverz egyértelmiien 1étezik.

TETEL. Az A € My« métrix pontosan akkor invertslhaté, ha determindnsa nem
nulla.

MEGJEGYZES. A nem nulla determindnsti A € M, x, matrixot reguldrisnak, a
nulla determindnsit szingularisnak is szoktdk nevezni.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy van olyan B € M, x, mdtrix, melyre
AB = E. Akkor a determindnsok szorzéstétele alapjan

|Al|B| = |AB| = |E| =1
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tehat |A| # 0.
Forditva, tegyiik fel, hogy az A = (a;;) matrix determindnsa nem nulla. Legyen
B = (f;;) a kovetkez8 métrix:

Ajs ..
] = 1<, S'a
Bij Al (1<4,j<n)

ahol Aj; az A métrix j—edik sor i—edik eleméhez tartozé algebrai aldeterminéns.
Megmutatjuk, hogy ez a B métrix valéban inverz matrixa A-nak.

B)ij =) Pk = Zalk ] |A| ZazkA]k IA|(5zJ|Al)
k=1

ahol 6;; =1 ha i = jés §;; = 0 ha i # j a Kronecker-féle delta szimbSlum. Az
eredményt i = j-re a kifejtési tétel, i # j-re a ferde kifejtési tétel alkalmazdsdval
kapjuk. Mivel (6;;) éppen az egységmaétrix, kovetkezik, hogy AB=FE. A BA=E
egyenl6séget hasonléan kapjuk:

n A ’ n
(BA)ij; =Y Bixak; = Z |fl{| ki = Z kiQlkj = I(5zg|A|)

k=1 k=
O

MEGJEGYZES. Fontos megjegyezni, hogy a bizonyitdsban a B maétrix definicidja
egyben moédszert is ad az inverz maétrix kiszdmitdsira vonatkozéan. Ez a
modszer kiilonosen nagyobb méretii mdtrixok esetén tiilsdgosan miiveletigényes. Az
aldbbiakban egy gyorsabb eljardst mutatunk a mdtrix inverzének kiszamitdséra.

3.3. Inverz madtrix kiszdmitdsa eliminaciés mddszerrel

DEFINiCIé. A métrix soraival végzett elemi dtalakitdsok alatt a kdvetkezbeket
értjiik:

1. Sor szorzésa A # 0 szdmmal.

2. Egy sor A\-szorosanak hozzdadédsa egy mdsik sorhoz.

3. Sorok sorrendjénék felcserélése.

TETEL. Legyen A € My xn egy métrix és legyen E € My xn az egységmétrix. Ha
az n % (2n) tipusi (A|E) mdtrix sorokkal végzett elemi 4talakitdsok ttjan (E|B)
alakira hozhato, akkor A invertdlhatd és inverze B.

MEGJEGYZES. Az aldbbiakbdl konnyen ldthatd, hogy (A|E) kizdrolag reguldris A
mdtrixok esetén hozhaté (E|B) alakira. Ha A szinguldris, akkor az eljaras megakad
egy bizonyos ponton.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy a sorokkal végzett elemi atalakitdsokat
megfelel6 matrixokkal vald szorzédssal el lehet érni.
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Legyen C € My xn az a métrix, mely az egységmdtrixtol csak abban kiilonbozik,
hogy a f64tlé6 i—edik eleme A # 0. Ha ezen C matrixszal megszorzunk egy
D € Myxn métrixot, akkor az eredmény mdtrix D-t6l csak abban kiilonbozik,
hogy i—edik sordban a D-beli elemek A-szorosa 4ll.

Legyen most {i1,42,...,in} az {1,2,...,n} egy permutdciéja. Legyen tovabba
C € My xn olyan métrix, melynek minden eleme nulla, kivéve els6 soranak i;—edik
elemét, masodik sordnak io—edik elemét, stb. utolsd sordnak i,—edik elemét, amely
helyeken 1 4ll. Ha ezen C métrixszal megszorzunk egy D € M, x, méatrixot, akkor
a szorzat matrix elsé sora D i;—edik sorat, médsodik sora D is—edik sordt, stb.,
utolsé sora D i,-edik sordt fogja tartalmazni.

Végiil legyen C € M, «x, az a métrix, mely abban kiilonbozik az E € Muxn
egységmétrixtol, hogy i—edik sordnak j—edik eleme \. Ha ezzel a C matrixszal
megszorzunk egy D € M, «, matrixot, akkor a szorzatmétrix i—edik sora a D
i—edik sordnak és j—edik sora A-szorosidnak osszegét fogja tartalmazni (i # j), a
tObbi elemei megegyeznek D megfelel6 elemeivel.

A fenti tipusi C maétrixok mind reguldrisak. Sorokkal végzett elemi dtalakitasok
ilyen tipusi métrixokkal vald bal oldali szorozdsként interpretdlhatéak. Ha P, Q €
M xn és egy ilyen C métrixszal szorozzuk balrél az nx (2n) tipusi (P|Q) métrixot,
akkor C(P|Q) = (CP|CQ) miatt mindkét n x n tipusi blokkon ugyanaz az
atalakitds hajt6dik végre. Bonyolultabb dtalakitdsok tobb ilyen egyszerli métrix C
szorzatdval valé bal szorzdsként interpretdlhatéak. A determindnsok szorzastétele
miatt regularis métrixok szorzata is reguldris. Tegyiik fol tehat, hogy

C(A|E) = (E|B).

Akkor CA=F és C = CE = B miatt BA = F teh4t A inverze B. a

A gyakorlatban az inverz matrix kiszdmitdsa legtobbszor a fenti tétel alka-
Imazésaval, az (A|F) métrix (E|B) alakdra hozdsa dtjén, elimindciés mddszerrel
torténik. Ha az A métrix els6 oszlopdnak minden eleme nulla, akkor A szinguldris
métrix. Ha van nem nulla elem, akkor az (A|E) métrix sorainak cseréjével elérhet,
hogy az az elsé sorba keriiljon. Megfelel6 A # 0 konstanssal val6 szorzassal elérheté
az is, hogy az 1 legyen. Ezek utdn az elsd sor megfelelé konstansszorosait a masodik,
stb., n—edik sorokhoz adva elérhetjiik, hogy az elsé oszlop tobbi eleme nullava
véljon. Tekintsiik most a mésodik oszlopot. Ha abban a mésodik, stb., n—edik
helyek egyikén sincs nem nulla elem, akkor A szinguldris (mivel els6 két oszlopa
ardnyos). Ha van, akkor azt sorok cseréjével a masodik sorba hozzuk, majd A # 0
konstanssal szorozzuk, hogy 1 legyen. Ezen utdn a mésodik sor megfelelé kon-
stansszorosait az els6, harmadik, negyedik, stb., n—edik sorokhoz adva elérhetjiik,
hogy a mésodik oszlop t6bbi eleme nulldva véljon. Az eljardst hasonléképpen foly-
tatjuk tovdbb. Fontos megjegyezni, hogy miiveleteket mindig az egész (2n) hosszi
sorokkal végziink.
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3.4. Matrixmiiveletek néhdny tovabbi tulajdonsaga
TETEL. A reguldris n x n tipusi métrixok a szorzdsra nézve csoportot alkotnak.

MEGJEGYZES. A csoport nem kommutativ.

Bizonyitds. A determindnsok szorzéstétele szerint reguldris matrixok szorzata
is reguldris. El6z6 tételeink szerint reguldris méatrixok invertdlhatéak és inverziik
is reguldris. A csoport egységeleme az egységmatrix.

]

TETEL. Ha A, B € M,xn, A € T, akkor
(A+B)'= A"+ B!
(AA)" = \A".
Ha A € Myxn, B € My xx akkor

(AB)* = Bt A",

Bizonyitds. Az els6 két éllitds nyilvanvalé. A harmadik 4llitds bizonyitasdhoz
legyen A = (@ij)mxn, B = (0ij)nxk- Minden 1 <i < k,1 < j < m esetén

((AB)")ij = (AB)js =Y _aufu = Y _(BYu(A"); = (B'A)y
1=1

=1

z

TETEL. Ha A, B € M, x, reguldris matrixok, akkor At és AB is reguldris, és
(At)—l — (A_l)t,

(AB)"'=B71A"L

Bizonyitds. Ha |A| # 0 és |B| # 0, akkor |A*| # 0 és |AB| # 0. Az el6z6 tétel
felhasznalasaval
(A"NY'A' = (AA™)' = E'=E.
Tovébba
(BT'A™)YAB)=B Y (A"'A) B=B"'B=E.
A forditott sorrendii szorzdsok hasonléképpen az egységmaétrixot adjék eredményiil.
0






4. Vektorterek

4.1. Vektortér fogalma

Az el6z6 két fejezetben kiépitettiik a linedris algebrai szdmitdsok eszkoztarat.
Ebben a fejezetben rdtériink a linedris algebra alapvet6 targyét képez6 struktirak,
a vektorterek tanulményozdsdra. Felhaszndlunk a 12.1. részben szerepl6 néhany
fogalmat is.

DeFINicié. A V nem iires halmazt vektortérnek nevezziik a T test felett, ha
értelmezve van rajta egy + mivelet, melyre nézve (V,+) kommutativ csoport,
tovdabbd minden A € T és minden a € V esetén értelmezve van Aa € V, és
teljesiilnek az alabbi miiveleti tulajdonsagok:

Aa+b) = da+Ab

A+pa = da+pa
(Aw)a = Mupa) = p(ra)
la = a

minden A,p € T-és minden a,b € V esetén, ahol 1 a T test multiplikativ
egységelemét jeloli.

JELOLES. A vektorokat latin kisbetlik (a,b,c,...), a skaldrokat gorog kisbetiik
(a, B,7,...) jelolik. A nullvektort, azaz (V,+) neutrslis elemét 0 (vagy 0) jeloli,
minden vektortér esetén, ha ez nem okozhat félreértést.

MEGJEGYZES.

1. V elemeit vektoroknak, T elemeit skaldroknak szoktak nevezni.

2. Egyszertien lathatd, hogy tetszéleges A € T, a € V esetén

A0 =0
0-a = 0
Ara = 0= A=0 vagy a=0

(-a) = (-1)-a
ahol 0 a T nullelemét és 0 a V-beli nullvektort jeldli.
PELDAK.

1. Sikban vagy térben értelmezhetd a szabadvektorok vektortere (a valés szamok
teste felett). Erre vonatkozéan 1d. az 1. fejezetet.

2. A T-beli elemekbd] alkotott n—esek vektorteret alkotnak T felett. Ezt a
vektorteret T"-nel jeloljik. (aq,...,an)% (B1,--.,08.)" € T™ X € T esetén

o B oy + B
; + : = : )
an Bn Qn + Bn

45
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(03] /\CY]
an Aoy
3. A legfoljebb n—edfoki T-beli egyiitthatés polinomok vektorteret alkotnak T

felett a polinomok szokdsos Gsszeadds és konstanssal valé szorzds miveletére.
Ezt a vektorteret T,[z]-szel jeloljiik.

4. Az Gsszes T-beli egyiitthatds polinom vektorteret alkot T felett a polinomok
szokdsos Osszeadds és konstanssal vald szorzds miiveletére. Ezt a vektorteret
T[x]-szel jeloljiik.

5. A T-beli elemli m x n tipusi métrixok vektorteret alkotnak T felett a
matrixokndl szokdsos 0sszeadds és skaldrral vald szorzds miiveletére.

4.2. Alterek

DEFINICIO. A V vektortér nem iires L részhalmaza altér, ha L maga is vektortér
a V-beli miiveletekre.

MEGJEGYZES. Az egész V, valamint a nullvektorbdl 4116 egyelemi halmaz mindig
altér. Ezeket trividlis altereknek nevezziik.

Az alabbi egyszerti llitds egy jol alkalmazhaté kritériumot ad annak eldontésére,
hogy egy vektortér egy részhalmaza altér—e.

TETEL. Altérkritérium
Legyen L a 'V vektortér nem iires részhalmaza. L pontosan akkor altér V-ben, ha
az alabbi két tulajdonsdg teljesiil:

Va,beL: a-belL 0y
VA€T,VacL: Xel )

MEGJEGYZES. Az (1), (2) osszefiiggésekkel ekvivalens az a feltétel, hogy minden
M €T, a,be L esetén Aa + ub € L.

Bizonyitds. Ha L altér, akkor (1), (2) nyilvdnvaléan teljesiil. Tegyiik fel most,
hogy (1), (2) teljesiil. (1)-et b = a-ra alkalmazva kapjuk, hogy a —a =0 € L,
tehat a nulla vektor benne van L-ben. Ugyancsak (1) alapjan, ha a € L, akkor
0 —a = —a € L, tehat minden L-beli vektor additiv inverze is benne van L-ben.
Végiil, a,b € L esetén, mivel a,—b € L, azért, (1)-et a, —b-re alkalmazva kapjuk,
hogy a — (=b) = a + b € L, tehdt az Osszeadds nem vezet ki L-b6l. (2) szerint
a konstanssal val6 szorzdsra nézve is zart L. A miiveleti tulajdonsigok V-bol
oroklédnek. a
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PELDAK.

1. A térbeli szabadvektorok terében azon vektorok, melyek origébdl kiinduld
reprezentdnsai egy origén atmend egyenes pontjaiba mutatnak, alteret
alkotnak. Hasonléan, azon vektorok, melyek origébdl kiinduld reprezentdnsai
egy origén atmené sik pontjaiba mutatnak, ugyancsak alteret alkotnak.
Ezen éllitdsok origén nem &dtmend egyenesekre, ill. sikokra nem maradnak
érvényesek.

2. T*-ben alteret alkotnak a kovetkezd vektorhalmazok:
{(z1,0,22,0) | Z1,22 € T}
{(z1,z2,23,24) | 21,22, 23,24 € T, 21 — T2 + 323 = 0}.
3. Ts[z]-ben, ill. T[z]-ben altér Ts[z].

4. M3xo-ben alteret alkotnak azon A = (a;;) métrixok, amelyekre a1; = as; =
0.

5. Mpxn—ben alteret alkotnak a szimmetrikus maétrixok, vagyis amelyekre
At = A

TETEL. Legyen V vektortér, T' tetsz6leges indexhalmaz. L., (y € T') alterek V-
ben. Akkor
N

Yer
is altér V—ben.
Bizonyitds. Az el6z6 Tételt alkalmazva, megmutatjuk, hogy ha a, b tetszéleges

eleme a metszetnek és A € T, akkor a — b, Aa is eleme a metszetnek. Ekkor ugyanis
a,b € Ly minden v € T" esetén. De akkor a — b, Aa € L, is teljesiil, minden v € T’

esetén. Tehdt a — b, Aa € ﬂ L,. O
ver

DEFINiC16. Legyen V vektortér T f6l6tt, aq,...,a, € V valamint A1,..., A\, € T.
Akkor A1ay +...+Apan € V azas,...,a, vektorok A1,..., A\, egyiitthatékkal vett
linearis kombindcidja.

DEFINiCIO. Legyen V vektortér, H nem iires részhalmaz V-ben. A H 4ltal
generdlt L(H) altér V-nek az a legsziikebb altere, mely tartalmazza H-t.

MEGJEGYZES.
1. L(H)-t a H linedris lezdrtjénak is nevezik.

2. L(H) éppen az osszes V-beli H-t tartalmazé altér metszete.
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TETEL. L(H) éppen a H-beli vektorok ésszes linedris kombindcidinak a halmaza:

LH)={Ma1+...+Man | i€T,q;€V,1<i<nn=12,..}

Bizonyitds. ElGszor az Altérkritérium felhaszndldsdval beldtjuk, hogy a H-beli
vektorok linedris kombindciinak halmaza altér. Legyenek b, ¢ tetsz6leges linedris
kombindciéi H-beli vektoroknak. Tegyiik fel, hogy a linedris kombindciékban
szerepld H-beli vektorok unidja {ai,...,an}, azaz léteznek olyan A;,pu; € T
skaldrok, hogy

b=Xa1+...+Anan, c=pa;+...+ tnay.
Akkor
b—c= ()\1 —ul)al +...+(/\n—un)an,
és tetszOleges v € T skaldr esetén

b = (’7)\1)(11 +...+ (’7/\n)an,

tehdt b — ¢ és vb is H-beli vektorok linedris kombingcidja.

~ A H-beli vektorok linedris kombindciéinak halmaza egy olyan altér, mely
tartalmazza H-t. Tovabbd, ez a legszikkebb a H—t tartalmazd alterek kozott,
mert minden H-t tartalmazé altérben a H-beli vektorokkal egylitt azok linedris
kombindciéi is benne kell hogy legyenek. O

TETEL. Az {ai,...,a,} vektorrendszer §ltal generdlt altér nem véltozik, ha a
vektorrendszeren az alabbi dtalakitdsokat végezziik:

1. Egy vektor szorzdsa A # 0-val.

2. Egy vektorhoz hozzdadni egy mdsik vektor A-szorosat.

3. Elhagyni a vektorrendszerbél olyan vektort, mely el64ll a megmaradéak linedris
kombindciGjaként.

4. Vektorok sorrendjének felcserélése.

Bizonyitds. Konnyen lathaté, hogy a régi és az 10j vektorrendszer vektorai
linedris kombindcidinak halmaza megegyezik. a

DEFINICIS. A V vektortér H részhalmaza generatorrendszere V-nek, ha

LH)=V.

DEFINiCIO. Egy vektortér végesen generdlt, ha van véges sok elembdl 4116
generatorrendszere.

PELDAK.
1. T3-ban {(1,1,0)%, (1 —2,1)%,(1,3,-1)%,(3,1,7)!} generatorrendszer.
2. Toz]-ben {z? + z,2? — 2z + 1,22 + 3z — 1,322 + = + 7} generdtorrendszer.

3. T[z] nem végesen generslt vektortér.
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4.3. Linedris fligglség, fliggetlenség, bazis, dimenzié

DEFINICIO. A V vektortér ay,...,a, vektorai linearisan fiiggetlenek, ha
Aly. ..y An € T egyiitthatckkal vett linedris kombindciGjukra,

Aar+...+ A an=0

csak
/\1=...=)\n:0

esetén teljesiilhet. Ellenkez§ esetben aq,...,a, linedrisan fligg6ek.
Vektorok egy végtelen sok elemet tartalmazé halmaza akkor linedrisan
fiiggetlen, ha barmely véges részhalmaza linedrisan fiiggetlen.

MEGJEGYZES. Nullvektort tartalmazé vektorrendszer mindig linedrisan fiiggd.

DEFINiCIO. A V vektortér egy linedrisan fiiggetlen generdtorrendszerét a V egy
bézisdnak nevezziik.

MEGIJEGYZES. Beldthaté, hogy minden vektortérnek van bdzisa. Végesen
generalt vektortér esetén ez kovetkezik abbdl, hogy a generdtorrendszer vektorai
koziil elhagyhatjuk a megmaradéaktdl fiiggd vektorokat mindaddig, mig linedrisan
fiiggetlen generdtorrendszert nem kapunk.

DEFINiC1IO. A V vektortér H részhalmaza maximadlis linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer, ha

1. H linedrisan fiiggetlen vektorrendszer

2. tetszdleges a € V esetén {a} U H linedrisan fiiggs .

TETEL. Az (a1,...,a,) vektorrendszer pontosan akkor bdzis a V' vektortérben, ha
maximaélis linedrisan fiiggetlen vektorrendszer.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6sz6r, hogy (ai1,...,an) bdzis. Akkor linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer. Mivel generdtorrendszer is, tetszéleges a vektor esetén
vannak olyan Aq,..., A, skaldrok, hogy

a=MAai+...+Aan.

De akkor a — A\ja; — ... — Apan = 0 és itt nem minden egyiitthaté nulla,
azért {a,a1,...,a,} mér linedrisan fiiggs, tehdt {ay,...,a,} maximalis linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer.

Forditva, tegyiik fel, hogy {ai,...,a,} maximdlis linedrisan fiiggetlen vektor-
rendszer. Ekkor nyilvdn linedrisan fiiggetlen, csak azt kell megmutatni, hogy
generstorrendszer. Legyen a € V egy tetsz6leges vektor. Akkor {a,a1,...,a,}
linedrisan fliggd, tehdt vannak olyan A, A1, ..., A, € T skaldrok, hogy

Aa+Aar+ ...+ A\a, =0,
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és ezen skaldrok nem mindegyike nulla. Ha most A = 0 volna, és csak A1,...,
kozott volndnak 0-tél kiilonbozéek, akkor ellentmonddsra jutndnk azzal, hogy
{a1,...,a,} linedrisan fiiggetlen. Ha azonban X\ # 0, akkor

a=—(A1/Na; —... — (An/Nan
tehdt {a1,...,a,} generdtorrendszer. O

TETEL. Végesen generslt vektortérben minden bézis azonos sz4mossagu.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fol, hogy van két kiilonb6zs elemszdmu bazis,
(a1,--.,am) és (by,...,b,) melyekre m < n.
Mivel (a1, . . ., @m) bézis, azért generatorrendszer, tehét vannak olyan Ay, ..., Am
€ T skaldrok, hogy
bi =Ma1 +...+ Antm. (3)

Ha itt minden ); nulla volna, akkor b; is nullvektor lenne, ami ellentmond annak,
hogy b; bazisvektor. Ezért valamelyik A; nem nulla. Tegyiik fel, hogy A, # 0 (ez
a bazisvektorok sorrendjének atrendezésével elérhets). Akkor

1 A Am—
Hbl—ﬁal—...— Aml‘l’"‘l‘ 4)

Am =

Belétjuk, hogy akkor (b1,a1,...,am—1) is bézis.
Ha valamely v, v, ..., V-1 konstansokkal

vby +via1 ...+ Vp_1@mo1 = 0,
akkor (3) szerint
(I//\1 + Vl)al +...+ (V)\m—l + l/m_l)am_l + VvAmam = 0.

Felhaszndlva, hogy (ai,...,an) linedrisan fiiggetlen, adédik, hogy ebben az
egyenletben minden egyiitthaté nulla. A, # 0 miatt akkor v = 0, és ebbdl
Vi =...= VUm_1 =0 kovetkezik, tehdt (b1, a1,...,am—1) linedrisan fiiggetlen.

Midsrészt, (by,a1,...,am—1) nyilvdn generdtorrendszer, ugyanis, ha tetszéleges
vektor el6allithaté (aj,...,a,) linedris kombindcidjaként, akkor (4) szerint
el6éllithaté (b1, a1,...,am—1) linedris kombindcidjaként is.

Hasonl6képpen beldthatd, hogy (b, b2, a1, .. .,am—2), stb., (b1,...,bm_1,01),
(b1,...,bm) is béazis. (Az djonnan bevett b; vektorok esetén, amikor b;-t
el6allitjuk by,...,bj_1,a1,...,am—j+1 linedris kombindciéjaként, beldthatd, hogy
mindig valamelyik a; vektornak nullétél kiilonb6z6 az egyiitthatdja. A b; vektor
bevételekor éppen ezt az a; vektort hagyjuk el a bazisbdl.)

De akkor (by,...,b,) maximdlis linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, tehat
n > m miatt (by,...,bn,...,b,) linedrisan fiigg8, ami ellentmond bézis voltanak.
O

DEfFINICIO. Egy végesen generdlt vektortér bézisainak kozds szdmossdgdt a
vektortér dimenzidjdnak nevezziik.
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JELOLES. A V vektortér dimenzidjét dim V-vel jeldljiik.

MEGJEGYZES.

1. Ha a V vektortér dimenzi6ja n, akkor beldthaté, hogy minden n elemi
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer bézist alkot V-ben.

2. Ha a V vektortér dimenzidja n, akkor minden n-nél kisebb elemszdmu
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer bézissd egészithetd ki tovdbbi vektorok
hozzavételével.

Az 1. és 2. megjegyzés az el6bbi bizonyitds elvét alkalmazva ldthaté be.
Vegylink V—-ben egy tetszéleges bazist, és ezen bdzis megfelelé elemeit sorra
cseréljiik ki a szébanforgd vektorrendszer vektoraira.

3. Ha L altér V-ben, akkor 0 < dimL < dimV.

PELDAK.

1. A sikbeli szabadvektorok terében bazist alkot birmely két olyan nem nulla
vektor, melynek reprezentdnsai nem parhuzamosak egymadssal. A térbeli
szabadvektorok terében bdzist alkot barmely hdrom olyan vektor, melyek
reprezentdnsai nem parhuzamosak egyazon sikkal.

2. T"-ben az ((1,0,...,0)%(0,1,...,0)%(0,0,...,1)*) vektorrendszer bazist
alkot. Ezt természetes bazisnak nevezziik.

3. T3-ban bézis az ((1,2,1),(3, —1,2)%,(1,0,1)) vektorrendszer is.

4. T,[z]-ben bézis (1, x,22,...,z").

TETEL. Ha (ay,...,a,) bdzis V-ben, akkor minden a € V vektorhoz egyértelmiien
tartoznak olyan M, ..., A, skaldrok, hogy

a=MAai+...+ Aan.

Bizonyitds. Ilyen skaldrok az (ai,...,a,) generdtorrendszer volta miatt
léteznek. Ha valamely pa, .. ., pun skaldrokkal ugyancsak fenndllna

a=pa;+ ...+ UnQn

akkor

()‘1 - ,Ufl)al + ...+ ()\n - /—Ln)an =0
amibél az (ai,...,an) linedris fliggetlensége miatt A\; = u; (1 < i < n) adddik,
tehdt az el6allitds egyértelmi. o

DEFINICIO. Ha (ay,...,a,) bdzis V-ben, a € V, akkor azon Ay, . .., \p, skaldrokat,
melyekre
a=M\ay+...+A\ay,



52 4. Vektorterek

az a vektornak az (ai,...,a,) bdzisra vonatkozé koordindtainak nevezziik.

MEGJEGYZES. A koordindtdkat oszlopvektorként célszer(i kezelni. Ha az a vektor
koordindtdi (A1,..., )%, a b vektoré (u, ..., us)*, akkor

a+b=(0A1+m)a+...+ A+ tn)an

va = (vA)a; + ...+ (VAn)an

miatt az a + b vektor koordindtdi (A1 + m1,...,An + n)', a va vektoré
VA1, vt

4.4. Vektorterek linearis leképezései

DEFINiCIO. Legyenek Vi, V, vektorterek a T test felett. A ¢ : Vi — V5 leképezést
linedrisnak nevezziik, ha additiv és homogén, azaz

Va,beVi: pa+b)= o(a)+¢(b)
VaeV,VAeT: pla)= Ap(a)

JELOLES. A ¢ : Vi — V5 linedris leképezések halmazat L(V;, Va)-vel jeloljiik.
Az aldbbi tételek a linedris leképezések két alapvet6 tulajdonsdgét fogalmazzak
meg.

TETEL. Linedris leképezések 1. alaptétele
Legyen (ey, ... ,en) bdzis a Vy vektortérben. Ha p,v : V; — V lineéris leképezések,
és p(e;) = ¥(e;),1 < i < n, akkor bdrmely a € Vi-re p(a) = 9(a).

Bizonyitds. Legyen a = A1ey + ...+ Ane,. Akkor a o, 9 linearitésa miatt
pla) = Mip(e1) + ...+ Anplen) = Myp(er) + ... + Ant(en) = ¥(a).
]

TETEL. Linedris leképezések 2. alaptétele

Legyen (ei,...,en) bédzis a V; vektortérben, és legyenek ai,...,an tetszéleges
vektorok Va—ben. Akkor pontosan egy olyan ¢ : V; — V; linedris leképezés létezik,
melyre p(e;) = a;,1 <i <n.

Bizonyitds. Tetsz6leges a = A1e; + ... + A€, vektorra legyen
v(@) =181 + ... + Anan.

Ez a leképezés linedris. Legyen ugyanis a = ., Aie;,b = Sormiesv € T.
Akkor

w(a+b)=¢(2( + pa)e ) Z(/\ +11:)a; Z/\aﬁZuzaz— a)+¢(b),

i=1
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masrészt

p(va) =p (Z(l//\i)ei> = Z(uz\i)ai = I/Z Aia; = vp(a).
i=1 i=1 i=1

" _n

Az €l6z6 tétel alapjan csak egyetlen p(e;) = a; (1 < i < n) tulajdonsdgu linedris
leképezés 1étezik. a

DEFINic1O. Legyenek Vi, Vs, vektorterek a T test felett. A ¢ : Vi — Vs leképezést
izomorfnak nevezziik, ha linedris és bijektiv (injektiv és sziirjektiv). A Vi,V
vektortereket izomorfaknak nevezziik, ha létezik ¢ : Vi — V, izomorf leképezés
(izomorfizmus).

JELOLES. A V3, V, vektorterek izomorfidjét V; = V5 médon jeloljiik.

MEGJEGYZES. Két vektortér izomorfidja szemléletesen azt jelenti, hogy a két
vektortér pontosan azonos mdédon ,,miikodik”.

TETEL. Legyenek Vi,V végesen generdlt vektorterek a T test felett. Vi és Va
pontosan akkor izomorfak, ha dimV; = dim V5.

Bizonyités.

I. El6szor tegyiik fel, hogy Vi és V5 izomorfak, azaz létezik ¢ : Vi —
Vo izomorfizmus. Legyen (e1,...,e,) bdzis Vi-ben, beldtjuk, hogy akkor
(p(e1), ..., p(en)) bézis Vo—ben, tehdt a dimenzidik megegyeznek. Tegyiik fel, hogy
valamely A1, ..., A, skaldrokkal

/\1g0(61) +...4+ )\ngo(en) =0

Akkor ¢ linearitdsa miatt

<,0(/\1€1 + ...+ )\nen) =0

Minden linedris leképezés a homogenitds miatt a nulla vektort a nulla vektorba
viszi 4t (ul. ¢(0) = ¢(0-0) = 0-¢(0) = 0). Ezért a fenti egyenl6ségbdl ¢
kolesonosen egyértelmiisége miatt Adje; +...+Ape, = 0, amibél (eq, ..., e,) linedris
filggetlensége alapjén Ay = ... = A\, = 0 kovetkezik, tehdt (p(e1),...,¢(exn))
linedrisan fiiggetlen.

Maésrészt minden b € Vo—hoz a ¢ sziirjektivitdsa miatt 1étezik a € V7, melyre

p(a) =b. Haa = A1e; +...+ A\, e, az a vektor bazisel6allitdsa, akkor ¢ linearitdsa
miatt

b= 50((1) = )\180(61) +... .+ Anp(en),

tehdt (¢(e1),...,p(en)) generdtorrendszer is Vo—ben.

II. Forditva, tegyiik fel, hogy dimV; = dim V. Legyen (ey,...,e,) bazis Vi-
ben, (f1,...,fn) bdzis Vo-ben. A linedris leképezések 2. alaptétele szerint van
olyan ¢ : Vi — V; leképezés, melyre p(e;) = fi (i =1,...,n). Megmutatjuk, hogy
¢ izomorf mdédon képezi le Vi—et Va-re.
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Haa=Me1+...+ Anen,b=p1e1+...+ pnen € V1 esetén p(a) = o(b), akkor
MA+ ..+ Afa=pfi+ ...+ tnfn, tehdt az (f1,..., fr) linedris fliggetlensége
miatt A; = u; (1 <1< n), vagyis a = b, azaz ¢ injektiv.

Végiil, tetszbleges b= A1 f1 + ...+ Anfn € Vo vektor éppen az

a=MAe;+...+ e, € V] vektor p 4ltali képe, tehdt ¢ sziirjektiv. O
TETEL. Legyen V n dimenziés vektortér, (e1,...,e,) bdzis V-ben. Akkor
a vektorokhoz az (e, ...,e,) bdzisra vonatkozé koordindtaoszlop hozzdrendelése

izomorf leképezése V -nek T"—be.

Bizonyitds. Mint azt a 4.3. részben lattuk, a vektorokhoz a koordindtaoszlop
hozzarendelése kolesonosen egyértelmii és linedris. Mivel tetsz6leges koordindtaosz-
lophoz tartozik valamely vektor, azért a hozzdrendelés nyilvdn sziirjektiv is. O

KOVETKEZMENY. Ezen tételbsl kovetkezben minden T test feletti n dimenzids
vektortér izomorf T™-nel.

MEGJEGYZES. Az ay,...,ax vektorok pontosan akkor linedrisan fliggek, ha egy
rogzitett (eq, .. .,e,) bézisra vonatkozé koordindtaoszlopaik linedrisan fiiggéek T"—
ben. Igy minden linedris fiigg&séggel kapcsolatos kérdés vizsgalhaté T™-ben.

4.5. Bazis- és koordinadtatranszformacidé

DEFINICIO. Legyenek (e) = (e1,...,en) 6 (f) = (f1,..., fn) bdzisok V-ben. Az
(e) — (f) béazistranszformécié matrixa az az S = (a;;) € Manxn matrix,
melynek j—edik oszlopdban az f; vektor (e) bazisra vonatkozé koordindtaoszlopa
taldlhato (1 < j < n), azaz

n
fj N E Qi€
k=1

JELOLES. Ha S az (e) — (f) bézistranszformacié métrixa, azt roviden (e) 5 ()
mddon jeloljiik.

TETEL. Legyenek () = (e1,...,en) é (f) = (fi,...,fn) bézisok V-ben.
Jelolje S az (e) — (f) bézistranszformdcié métrixdt, T pedig az (f) — (e)
bzistranszformécié métrix4t. Akkor S, T reguldris matrixok és T = S~!.

Bizonyitds. Legyen S = (ai;), T = (B;;). Akkor tetszbleges j—te (1 <j < n)

fi= Zakjek = Zakj (Z ﬂzkfz) = ZZakjﬂlkfl
k=1 k=1 =1

k=11=1

n

= (Z ,Blkakj> fi=> (TS)y;f
=1 \k=1

=1

ahonnan a (T'S);; = &,;(1 < l,j < n) kovetkezik, tehdt TS = E. Ebbdl az is
addédik, hogy S, T nyilvdn reguldris. o
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TETEL. Legyenek (e) = (e1,...,en) és (f) = (f1,.-., fn) bdzisok a V vektortérben,
és legyen S az (e) — (f) bdzistranszformécié métrixa. Legyen a = zi1e1 + ... +
ZTnen = Y1f1 + ... + Ynfn az a € V vektor elbdllitdsa az (e) illetve (f) bazisban.
Jelolje
Z1 hn
x=|: |, v=
Tn Yn

az a vektor koordindtaoszlopait az (e) illetve (f) bédzisra vonatkozéan. Akkor

Yy =S5"1X.

MEGJEGYZES. Ezen 0sszefiiggés alapjan az S—! métrixot az (e) — (f)
bézistranszformécidhoz tartozé koordindtatranszformdacié matrixanak nevezziik.

Bizonyitds. Folhaszndlva a bézisok k6zotti Osszefiiggést

n n n n
domker=a=Y yifi= v (Z akjek) =
k=1 j=1 j=1 k=1

7j=1k=1 k=1 \j=1
ahonnan
n
Zakjyj =Tk (1 <k< n)
j=1
kovetkezik, azaz X = SY. O

4.6. Vektorrendszer rangja, matrix rangja

DEriNicié. Haay,...,a, aV vektortér elemei, akkor az {a1, ..., a,} vektorrend-
szer rangja alatt az 4ltala generdlt altér dimenzidjat értjiik: dimL(ai,...,an).
JELOLES. Az {ay,...,a,} vektorrendszer rangjit p(ai,...,a,) jeloli.

TETEL. Adott vektorrendszer rangjival azonos rangt vektorrendszert kapunk, ha
a vektorrendszeren az aldbbi dtalakitdsokat végezziik el:

1. Egy vektor szorzdsa A # 0-val.

2. Egy vektorhoz hozzdadni egy masik vektor A—szorosat.

3. Elhagyni a rendszerbdl olyan vektort, mely el64ll a megmaraddak linedris
kombinécidjaként.

4. Vektorok sorrendjének felcserélése.
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Bizonyitds. Lésd a 4.1. rész megfeleld tételét. a

DEFINic16. Egy métrix rangjdn a sorvektorrendszere rangjét értjiik.

JELOLES. Az A mitrix rangjst p(A) jeloli.

MEGJEGYZES. Mint kordbban, az A = (aij) € Mmxn (@i; € T) métrix
sorvektorait Ay, ..., Am, oszlopvektorait AW A™M jelsli. A sorvektorok a T™,
az oszlopvektorok a T™ tér elemei. Igy

ahol a szerepl§ altér T™ altere.

TETEL. Legyen D az A métrix maxim4lis rendii el nem tiing (vagyis nem nulla
determindnsi) aldetermindnsa. Akkor A azon sorai, melyek D-ben szerepelnek,
az A maétrix sorvektorrendszerében maximalis linedrisan fiiggetlen vektorrendszert
alkotnak.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy D az A métrix bal felsé sarkdban helyezkedik el,
ugyanis a vektorok vagy komponenseik sorrendjének felcserélése nem valtoztatja
meg a linedris Gsszefiiggéseket. Jelolje r a D determindns rendjét.

Megmutatjuk, hogy
I. Ay,..., A, linedrisan fiiggetlenek T"-ben
II. Ag = \MA;1 +...+ XA, minden 7 + 1 < s < m esetén valamely (s-t0l fiiggd)
A1, ..., Ar skaldrokkal.

I. Ha A,,..., A, linedrisan fligg6ek volndnak T"-ben, akkor hasonld linedris
fiiggés éllna fenn elsé r komponensiikre is, azaz a D determindns sorai linedrisan
fiiggbek volndnak, ami ellentmond D # 0-nak.

II. Legyenek az A maétrix elemei A = (a;;) és legyen 7 +1 < s < m. Az
As = MA1+. . .+ A, egyenl6ség komponensekre nézve az aldbbi egyenletrendszert
jelenti:

Ak + .o FArarr =ag (1 <k <n). (5)

ahol a \q,..., \, skaldrok minden k esetén ugyanazok. Be kell bizonyitanunk, hogy
ilyen skaldrok léteznek. Ebb6l a célbdl tekintsiik .az r + 1-edrend (i

11 ... Qap Ok
D(S, k) = : :

Qri1 ... Qrr Qrk

As1 ... Qgp Ok

determindnst, melynek bal fels6 r x r tipusi témbjében D sorai helyezkednek el.
1 < k < r esetén D(s,k)-nak van két azonos oszlopa, r + 1 < k < n esetén
pedig D(s, k) az A-nak (r 4+ 1)—edrend{i aldetermindnsa, tehdt D(s, k) = 0 minden
1 < k < n esetén. Fejtsiik ki most D(s, k)t az utolsé oszlopa szerint:

0=aggt1 + ...+ ariptc + @sk D
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ahol az egyiitthaték nem fiiggenek k—t6l. Igy megkapjuk az (5) egyenletrendszer
keresett egyiitthatéit A; = —p;/D (1 <i <r) vilasztdssal. O

Ezen tételbdl a matrixok rangjdra vonatkozdan az alébbi fontos kovetkezményeket
vonhatjuk le:

TETEL. Rangszamtétel

Matrix rangja egyenl§ a maximélis rendii el nem tiing aldetermindnsai kozbs
rendjével.

KOVETKEZMENY. M4trix rangja egyenl$ transzponéltja rangjéval.

Bizonyitds. A transzponalt métrix aldetermindnsai az eredeti mdtrix aldeter-
mindnsainak transzponaltjai. Transzpondldskor az aldetermindnsok értéke nem
valtozik. O

KOVETKEZMENY. M4trix rangja egyenls oszlopvektorrendszerének rangjaval.
Bizonyitds. A transzpondlt mdtrix rangja egyenld az eredeti matrix rangjéval,
sorvektorai viszont az eredeti métrix oszlopvektorai. O

4.7. Matrix rangjdnak kiszamitdsa elimindciés mddszerrel

Folhasznélva a vektorrendszer ranginvaridns dtalakitdsait, a kordbbiakhoz hasonld
egyszer(i elimindciés médszerrel szémithatjuk ki a matrix rangjat.

Tekintsiik a matrix els§ oszlopdt. Ha abban minden elem nulla, akkor
elhagyhatjuk. Ha van benne nem nulla elem, akkor esetleg sorcserével elérhetjiik,
hogy az els§ sor els6 eleme nulldtdl kiilonboz6 legyen. Ezutdn az els6 sor megfeleld
konstansszorosait a mésodik, stb. utolsé sorokhoz adva kinulldzhatjuk az elsé
oszlop mésodik, stb., utolsé elemeit. Tekintsiik most a mésodik oszlopot. Ha a
mésodik, stb., utols6 elemek mind nulldk, akkor elhagyhatjuk, mert linedrisan
fiigg az elsé oszloptol. Ha van koztik nem nulla, akkor esetleg sorcserével
elérhetjiik, hogy a mdsodik sor médsodik eleme ne legyen nulla. Ezutdn a
mésodik sor megfelel konstansszorosait a tovdbbi sorokhoz adva kinulldzzuk a
masodik oszlop harmadik, stb., utolsé elemét. Az eljérdst hasonléan folytatjuk.
Azon sorokat vagy oszlopokat, melyek csak nulla elemet tartalmaznak, vagy
ardnyosak egy mdsikhoz (linedris fiiggenek a tobbitdl), el lehet hagyni. Az
eljards végén un. trapéz alakd mdtrixot kapunk (1d. 5.2. rész), amelyben a
sorok szdma kisebb vagy egyenld az oszlopok szdméndl, a f64tloban nem nulla
elemek dllnak, a f64tl6 alatt pedig nulldk. Ezen métrixnak a f6atléra illeszkedd
aldetermindnsa rangmeghatdrozé aldeterminéns, ezért rangja megegyezik sorai
szdmdval. Mivel mindvégig ranginvaridns dtalakitdsokat végzetiink, az eredeti
matrix rangja megegyezik a legvégiil kapott métrix sorai szdmadval.

4.8. Alterek 0sszege és direkt Osszege

Ebben a részben egy vektortér altereinek értelmezziik az Osszegét és a direkt
Osszegét. Ezen miiveletek fontos szerepet fognak jatszani a kés6bbiekben, amikor
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a vektorterek struktirdjinak a pontosabb leirdsa azaltal vdlik majd lehet6vé, hogy
egyszeriibb szerkezeti alterei direkt Gsszegére bontjuk fol.

DEFINICIO. Legyenek Ly, Lo alterek a T test feletti V vektortérben. Az Ly és Lo
alterek Osszegén az

Li+Ly={lh+b|l; €Lyl € Ly}

halmazt értjiik.

TETEL. A V vektortér két alterének dsszege tjra altér V—ben.

Bizonyitds. Legyenek l; + 2,11 +15(11,11 € Ly; 1o, 15 € La) tetszoleges vektorok
Ly + Lo-ben, X\ € T tetszoleges. Akkor

(i +0) = +18) = 1) + (I — 1) € Ly + La,

Al +12) = (M) + (Al2) € Ly + Lo,
tehdt az Altérkritérium szerint L, + Lo altér. a

TETEL. Ha Ly, L, alterek V—ben, akkor Ly + Lo éppen az L, U Lo dltal generdlt
altere V-nek.

Bizonyitds. Nyilvan Ly C Ly + Ly és Ly C Ly + Lo, tehdt Ly ULy C Ly + Lo.
Tovabbé, mivel L + Lo altér, azért biztosan tartalmazza az L, U Lo dltal generalt
alteret.

Forditva, tetszbleges l; € Ly,ls € Ly esetén [y + 2 nyilvdn benne van az LU Ly
altal generdlt altérben. Ezért L; + Lo is részhalmaza az L; U Ly altal generdlt
altérnek. O

MEGJEGYZES. Ha Lq,..., Ly alterek V-ben, akkor Osszegiik az l; + ...+l alakd
vektorok halmaza, ahol I; € L;,1 < i < k. A fentiekhez hasonléan lathatd, hogy
Li+...+ Ly is altér.

Két altér Osszegét akkor nevezziik direkt Osszegnek, ha a lehetd legkisebb
mértékben fedik 4t egymadst, vagyis ha a metszetiik csak a nullvektort tartalmazza:

DEFINiCIO. Legyenek Ly, Lo alterek a V vektortérben. Az Ly + Lo Osszeg direkt
Osszeg, ha L; N Ly = {0}.
JELOLES. A direkt Osszeget Ly @ Lo—vel jeloljiik.

MEGIEGYZES. Legyenek L, ..., Li alterek V-ben. Ezen alterek Gsszege akkor
direkt Gsszeg, ha minden 1 <i < k esetén

k
L > Lyl = {0}

ji=1
J#
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vagyis ha bdrmelyiknek a tobbi Osszegével vett metszete a trividlis, csak a
nullvektorbdl 4ll6 altér. A direkt osszeg aldbbi ekvivalens megfogalmazésait is
természetes médon 4t lehet vinni tobb altér esetére.

TETEL. Legyenek L1, Lo alterek V-ben. Az aldbbi tulajdonsdgok egyméssal
ekvivalensek:

1. Ly + Lo direkt Osszeg.

2. Az Ly + Lo altér minden a vektora egyértelmiien dllithaté el6 a = l1 +l2 alakban,
ahol l; € Ly,ly € Lo.

Bizonyitds. Bebizonyitjuk, hogy 1—2, 2—3, 3—1.

1—2. Ha az a € L, + Lo vektor két kiilonbozé a = I; + 1l =1} + 15 (1,1} €
Ly; 12,15 € Lo) alakban volna elédllithat, akkor a nem nulla Iy — 1] = 15 —lp vektor
benne van Ly N Ly-ben. De Ly N Ly = {0}, tehdt I; = 1f,lp = 15, azaz az eléllitds
egyértelmii.

2—3. Legyen (ey,...,ex) bdzis Li-ben, (fi,...,fi) bdzis La-ben. Megmu-
tatjuk, hogy akkor (ei,...,ex, f1,...,f1) bézis L; + Lo-ben vagyis fenndll 3,
kiilsnben ellentmond4sra jutndnk 2-vel. Mivel L; + Ly minden vektora l;+1l2 (I €
Ly;lp € Ly) alakd, azért (eq, ..., ek, fi1,..., fi) nyilvdn generdtorrendszer Ly + Lo—
ben. Ha ezen vektorok linedrisan fiiggbek volndnak, akkor valamely A;, p; konstan-
sokkal, melyek nem mindegyike nulla,

Mer+ ...+ ek +umfi+...+wfi=0

teljesiilne. Ez csak dgy lehet, ha az I; = Aje; + ... + Mrex € Ly és [y =
pi1fi + ... + mfi € Lo vektorok egyike sem nulla. (Ha nulldk volndnak ugyanis,
akkor abbdl az kovetkezne, hogy minden A;, u; egyiitthaté nulla.) Ezekre [ +1p =0
teljesiil. Ha most a = 1§ + 15 € Ly + Lo (I} € Ly;l5 € Ls) az a vektor el6éllitdsa,
akkor a = (I; + 1)) + (l2 + l) egy mésik el4llit4s, ami ellentmond 2-nek.

3—1. Tegyiik fol, hogy az L; N L, altér dimenzidja k& > 0. Megmutatjuk,
hogy 3 alapjén k = 0 kovetkezik, azaz fenndll 1. Legyen (ei,...,ex) bazisa
L; N Ly—nek (kK = 0 esetén a nullvektorbdl 4ll6 trividlis altér). Ezt egészitsiik
ki L illetve Ly bézisdvd: legyen (es,..., ek, f1,...,fi) bazisa Li-nek (I > 0),
(e15---5€ksG1,---+gm) bdzisa Lo—nek (m > 0). Akkor dimL; = k +[,dim Ly =
k+m és mivel (eq, ..., ek, f1,---, f1,91,-- -, gm) Nyilvdn generdtorrendszere L1+ Lo~
nek, azért dim (L1 + Lz) < k + ! +m. 3 szerint igy a dimenzidkra

2k+1l+m=dimL; +dim Ly =dim (L; + L) < k+ 1+ m
adédik, ami csak k = 0 mellett lehetséges. |

4.9. Vektorterek faktorterei

DEFINiC1O. Legyen V vektortér, L altere V-nek, a € V egy vektor. Akkor az

a+L={a+l|leL}
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halmazt linedris sokasagnak nevezziik. Az a vektort az a + L linedris sokasig
reprezentins elemének nevezziik.

PELDAK.

1. Egy inhomogén linedris egyenletrendszer megolddshalmaza linedris sokasdg
(Id. 5. fejezet).

2. A szabadvektorok hdrom dimenzids terében azon vektorok, melyek orig6bdl
kiindul reprezentdnsai egy origén 4t nem mend sik (vagy egyenes) pontjaiba
mutatnak, linedris sokasdgot alkotnak.

TETEL. Legyen L altere a V vektortérnek, a,b € V. Az a + L és b+ L linedris
sokasdgok (mint halmazok) pontosan akkor egyeznek meg, haa —b € L.

Bizonyitdas. Ha a — b € L, akkor van olyan [ € L, hogy a — b = L
Ha most z tetszbleges eleme a + L-nek, akkor z = a + 1, (1 € L). Akkor
r=a+!li=b+1+1; € b+ L. Forditva, ha y a b + L tetsz6leges eleme, akkor
y=b+la(l€L). Akkory=b+ly=a—1l+Ilx€a+ L. Tehdta+ L =b+L.

Mésrészt, ha a + L = b + L, akkor vannak olyan l1,lo € L vektorok, hogy
a+li=b+1y,deakkora—b=1y—1; € L. 0O

A linedris sokasdgok, és a felhaszndldsukkal aldbb definidlandé faktorterek
tovabbi vizsgdlatainkban fontos szerepet kapnak majd. A faktorterek definicigjahoz
legelszor (egy nagyon természetes mddon) miiveleteket értelmeziink linedris
sokasdgok kozott.

TETEL. Legyen V vektortér, L altér V-ben. Akkor az {a + L|a € V'} linedris
sokasdgok vektorteret alkotnak az aldbbi miiveletekre vonatkozdan:

(a+L)+(b+1L)
Aa+1L)

(a+b)+L
(Aa)+ L

ahol a,b € VA € T tetszllegesek.

MEGJEGYZES.

1. A miiveletek definiciéiban a jobb és bal oldalon 4ll6 halmazok egyméssal
megegyeznek. Ez indokolja a definiciét.

2. Konnyen beldthatd, hogy a linedris sokasdgok kozotti miiveletek eredménye
fiiggetlen a reprezentdns vektorok vdlasztdsatol.

Bizonyitds. A vektortér nulleleme 0 + L, az a + L additiv inverze (—a) + L.
A miiveleti tulajdonsdgok mind levezethet6ek a V-beli miiveleti tulajdonsdgok
felhasznéldsdval, pl. A\, u € T,a € V esetén

A+p)a+L)=((A+pa)+L=(Aa+pa)+L =
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=Aa+L)+(pa+L)=XAa+L)+ula+1L).
O

DErFIN{CIO. Ha L altere a V vektortérnek, akkor az {a + Lla € V} linedris
sokasagok alkotta fenti tételben szerepls vektorteret a V' vektortér L altere szerinti
faktortérnek nevezziik.

JELOLES. A V vektortér L altere szerinti faktorteret V/L-lel jel6ljiik.

TETEL. Legyen L altér a V' vektortérben. Akkor a V//L linedris sokaségai a V -nek
osztalyozasat alkotjak, mely kompatibilis a miiveletekkel.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy a linedris sokasdgok osztdlyozését alkotjat V-nek,
a € a + L miatt csak azt kell megmutatni, hogy ha a + L és b + L-nek van
kozos eleme, akkor egybeesnek. Valéban, ha a +1; = b+ Iy (l1,l2 € L), akkor
a—b=1y—1; € L, tehdt az el6z6 tétel miatt a + L = b+ L.

Mésrészt tetszéleges ¢ € a+ L,y € b+ L,A € Tesetén z +y € (a+b) + L és

Az € (Aa) + L, tehdt az osztdlyozds kompatibilis a miiveletekkel. |

TETEL. Legyen L altér a végesen generalt V vektortérben. Akkor

dim (V/L) = dimV — dim L.

Bizonyitds. Legyen (ej,...,ex) bdzis L-ben. FEgészitsiik ezt ki V-nek egy
(€1y---y€ky€kt1,-- -, €n) bazisdvd. Megmutatjuk, hogy (ex+1+L, ..., en + L) bazis
V/L-ben.

Ha ezek egy linedris kombindcidja a nulla elem, azaz 0 + L volna, akkor

0+L=MXsi(exy1+ L)+ ...+ An(en + L) = (Ay1€k41+ .-+ Anen) + L

tehdt Agt1€k+1+- ..+ Anen € L teljesiilne. Akkor vannak olyan Aq, ..., Ax skaldrok,

hogy
)\k+16k+1 + ...+ Aen = Aie1 + ..+ ek

Ebbdl ey, ..., ek, ext1,-- -, €, linedris fiiggetlensége miatt kovetkezik, hogy minden
szerepld egyiitthaté nulla, azaz A\g41 = ... = A\, =0, tehdt {ex4y1 +L,...,en+ L}
linedrisan fiiggetlenek V/L-ben.

Legyen a = Aje1+...+ Akex + Aksr1€ks1 + - . . + Ane, tetszbleges vektor V-ben.
Akkor

a+L= ()\k+16k+1 +... +)\nen) + L= /\k+1(ek+1 +L) “+ ... +)‘n(en +L)

mivel a — (Ak1€k41 + --- + Anen) = Aier + ... + Agex € L. Ezek alapjn
(exk+1 + L, ...,e, + L) generdtorrendszer is V/L-ben. o






5. Linearis egyenletrendszerek
5.1. Altaldnos tulajdonsigok

DEFINICIO. Legyen A = (a;;) € Mumxn T-beli elemii métrix, b= (B, ..., 0m)t € T™
oszlopvektor. Az

o11Ty+ ...+ 0Ty = B

Am1T1 + ...+ nZn = Om

egyenletrendszert linedris egyenletrendszernek nevezziik. Az A mdtrixot az
egyenletrendszer alapmatrixdnak, a b vektort a szabad tagok vektoranak, az

a11 ain B
(Alb) = :

Qm1 Omn ,Bm

mx (n+1) tipusd mdtrixot az egyenletrendszer kib6vitett matrixdnak nevezziik.
Az alapmdtrix oszlopait

Qaiq
a; = .
QAm;
jeloli(1<i<n). X =(x1,...,2,)" az ismeretlenek oszlop vektora.
A linedris egyenletrendszer partikuldris megoldésa a (71, . .,V,)" € T" szdm
n—es, ha 1 = v1,...,2n = 7, helyettesitéssel az egyenletrendszerben minden

egyenlbség fenndll.

A linedris egyenletrendszer megoldhatd, ha létezik partikuldris megoldésa,
ellentmonddsos, ha nincs partikuldris megold4sa.

Egy megoldhaté linedris egyenletrendszert hatarozottnak nevezziink, ha csak
egy partikuldris megolddsa van, hatarozatlannak, ha tobb is.

A linedris egyenletrendszer &ltaldnos megolddsa az Osszes partikuldris
megolddsainak halmaza.

MEGJEGYZES.

1. A kovetkezGekben nyilvanvaléva valik, hogy ha a linedris egyenletrendszernek
egynél t6bb megolddsa van, akkor végtelen sok megolddsa van.

2. Ha {ai,...,a,} linedrisan fliggetlen akkor az egyenletrendszer vagy ellent-
mondasos, vagy hatarozott.

3. Ha m < n, vagyis kevesebb egyenlet van, mint ismeretlen, akkor az
{a1,...,an} vektorrendszer linesrisan fiiggé. Ekkor az egyenletrendszer vagy
ellentmondésos, vagy hatdrozatlan.
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DEFINICIO. A linedris egyenletrendszer matrixos alakja
AX =b,

vektoros alakja
101+ ... +Zpap=0>

ahol a; jeloli az A métrix i-edik oszlopat (1 <1i < n).
Az aldbbi tétel Kronecker—Capelli tétel néven ismeretes.

TETEL. 1. Rangkritérium
A linedris egyenletrendszer pontosan akkor megoldhatd, ha az alapmdtrix rangja
megegyezik a kib6vitett matrix rangjaval:

p(A) = p(Alb).

MEGJEGYZES. Vektoros alakban a rangszdmtétel szerint a feltétel:

play,...,an) = p(ai,...,an,b).

Bizonyitds. Ha az egyenletrendszer megoldhatd, akkor b kikombindlhaté az
ai,...,a, vektorokbdl, azaz L(ay,...,a,) = L(a1,--.,an,b), tehdt p(ai,...,a,) =
play,...,an,b).

Tegyiik fel forditva, hogy teljesiil p(ai,...,an) = p(a1,...,an,b). Legyen
(a1,...,a,) bazis az L(ay, ... ,a,) altérben. Mivel L(ay,...,a,) C L(a1,...,0n,b),
és ezen alterek dimenzidja megegyezik, azért maguk az alterek is megegyeznek.
Tehdt (ai,...,ar) bézis az L(ai,...,an,b) altérben is. Ezért vannak olyan
A1, ..., Ar skaldrok, hogy

b=Xai+...+ Xa,.

Ebbdl kovetkezden (A1, ...,Ar,0,...,0)* € T® megolddsa az egyenletrendszernek.
O

TETEL. 2. Rangkritérium
Egy megoldhat6 linedris egyenletrendszer pontosan akkor hatdrozott, ha az
alapmétrix rangja megegyezik az ismeretlenek szamaval:

p(A) = n.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer megoldhatd, hatdrozott, és
bizonyitsuk be, hogy akkor.p(A) = n. Tegyiik fel indirekt, hogy p(4) < n,
azaz hogy ay,...,a, linedrisan fiiggbek volndnak. Akkor vannak olyan pi,..., tn
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skaldrok, melyek nem mindegyike nulla, hogy uia; + ... + pnan = 0. Ha most

”_ "

(715 --,7n)t megoldés, azaz v1a1 +. .. +Ynan = b, akkor el6z6 egyenletiink szerint

(Mm+p)ar+...+ (Y +pn)an =05

is fenndll, azaz (y1 + p1,..., Y + tn)? egy masik, (71,...,7n)"-t6l kiilonbozd
megoldds, ami ellentmond a hatdrozottsagnak.
Forditva, tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer megoldhaté és p(A) = n. Akkor

b € L(ai,...,an). Miésrészt p(aj,...,a,) = n miatt (ai,...,an) linedrisan
figgetlenek, azaz bézist alkotnak az L(ay,...,a,) altérben. A bazisvektorokbdl
az altér b vektora nyilvdn csak egyféleképpen kombindlhaté ki, tehdt a megoldés
egyértelmi. m]
DEFINiCIO. A linedris egyenletrendszer homogén, ha 1 = ... = (m = 0,
inhomogén, ha f, ..., B, kozott van nulldtél kiilonboz6.

TETEL. Homogén linedris egyenletrendszer Osszes partikuldris megolddsainak
halmaza alteret alkot T"—-ben. Ezen altér dimenzidja n — p(A).

MEGJEGYZES.

1. Ezt az alteret megoldastérnek nevezziik. Homogén egyenletrendszernek a
nullvektor mindig megoldésa, ez a trividlis megoldés.

2. A tétel alapjdn l4thatd, hogy ha homogén linesris egyenletrendszernek van
nemtrividlis megoldésa, akkor végtelen sok megolddsa van.

Bizonyitds. Az Altérkritérium alkalmazédsdhoz csak azt kell megmutatni, hogy
ha ¢,d € T™ megoldds, akkor c—d és A € T esetén Ac is megoldds. Valdban, ha c,d
megoldds, akkor Ac = 0, Ad = 0, de ebbdl azonnal kivetkezik A(c—d) = Ac—Ad =
0-0=0¢és A(Ac) = AAc=X0=0is.

A megolddstér dimenzidjadnak vizsgilatdhoz tegyiik fel, hogy p(A) = r és
(@1,...,a,) bézisat alkotja az L(as,...,an) altérnek.

Vegyiik észre, hogy akkor tetszéleges Ari1,..., A, skaldrokhoz egyértelmiien
léteznek olyan Aq,..., A, skaldrok, hogy (A1,...,Ar,Arg1,---,An)%, megoldés.

Val6ban, ezen altér (—A,;116r41 — ... — Anan) vektordnak egyértelmiien léteznek
(A1,-..,Ar) koordindtdi az (aq,...,a,) bazisra vonatkozéan, ami azt jelenti, hogy
a1+ ...+ Aar + )\r+1ar+1 +...4+ Apan =0.
Hasonléan, 7 + 1 < i < n-re egyértelmiien léteznek olyan a;i,...,a; € T
szadmok, hogy
a; = —0;101 — ... — QirQrp.

Ez azt jelenti, hogy az

fr+l = (ar+l,1)'"7ar+1,’r71»0>07"*:0)t

f'r+2 = (ar+2,1) vy Qprg 2 ry O’ 1»0» oo 70)t

f'r+3 = (ar+3,1) ceey Qrg 3 p,y O) 0) 1, vo 70)t

fn (@niy-- -5 Anr, 0,0,0,...,1)
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vektorok megolddsai az egyenletrendszernek. Allitjuk, hogy ezek a megoldastér
bézisat alkotjdk.
Legyenek ugyanis Ar41,. .., A, tetszéleges skaldrok. Akkor

A‘r+1fr+1 + /\r+2fr+2 +...+ Anfn = ('Yla sy Yry /\'r+la Ar+27 ) )‘n)t

valamely 71, ...,7, skaldrokkal. Ez a vektor csak gy lehet nulla, ha minden A;
egyiithaté nulla, tehdt az fry1,...,fn vektorok linedrisan fiiggetlenek. Legyen
most (A1,..-, Ary Ari1,- -5 An)t tetszoleges megoldds. Mivel a megoldésok alteret
alkotnak, Ari1fry1 + Arp2fri2 + ... + Anfn is megoldds, melynek utolsé n —r
koordindtédja megegyezik a (A1, ..., Ary Ary1s- .-, An)t utolsé n —r koordinatéjaval.
Fenti megjegyzésiink szerint azonban rogzitett utolsé n — r koordindtaval csak egy
megoldasvektor létezhet, tehét az elsd r koordindta is megegyezik, azaz fry1,..., fn
generatorrendszere is a megoldastérnek. O

TETEL. Ha az Az = b inhomogén linedris egyenletrendszer megoldhaté, akkor
Osszes partikuldris megolddsainak halmaza

c+H={c+h | heH}

alakd linedris sokasdga T™-nek, ahol H az Ax = 0 homogén rész megoldéstere,
¢ € T" pedig az inhomogén rendszer tetszéleges partikuldris megoldésa.

MEGJEGYZES.
1. Az inhomogén linedris egyenletrendszer lehet ellentmondésos is.

2. A tétel alapjdn ldthato, hogy ha az inhomogén linedris egyenletrendszer nem
hatarozott, akkor végtelen sok megolddsa van.

Bizonyitéds. El6szor megmutatjuk, hogy ¢+ H minden eleme megoldas. Legyen
h € H, akkor A(c+h) = Ac+ Ah = b+ 0 = b, mivel ¢ az inhomogén, h a homogén
egyenletrendszer megolddsa.

Mutassuk most meg, hogy az inhomogén egyenletrendszer minden megoldasa
benne van a ¢+ H halmazban. Ha d az inhomogén rendszer tetsz6leges megoldésa,
tehdt Ad = b, akkor A(d — ¢) = Ad — Ac = b — b = 0 miatt d — ¢ megoldasa a
homogén rendszernek. Ezért van olyan h € H, hogy d — ¢ = h, de ekkor nyilvan
d=c+hec+H. O

A kovetkezd tétel explicit formuldt ad a megolddsra abban a speciélis esetben,
amikor az alapmétrix négyzetes és nem nulla determindnsi. Ezt a tételt fdleg
elméleti szamitdsokban gyakran alkalmazzuk.

TETEL. Cramer szabdly

Tegyiik fol, hogy az Ax = b linedris egyenletrendszerben

1. az A alapmdtrix négyzetes, azaz m = n,

2. az A alapmaétrix reguldris, azaz |A| # 0.

Akkor a linedris egyenletrendszer megoldhatd, hatdrozott, és egyetlen megolddsa

Ag

:m (k=1,...,n)

Tk
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ahol Ay annak a mdtrixnak a determindnsa, mely A-bdl tigy keletkezik, hogy k-
adik oszlopa helyére a b vektort irjuk:

o1 ark-1 P11 Qg4 O1n
Ak: . . . . .

Qnl Qn k-1 ﬂ'n On,k+1 Qnn

Bizonyitds. Mivel |A| # 0, azért p(A) = n. Tehdt az (A|b) kibdvitett
métrix rangja sem lehet n-nél kisebb (az oszlopvektorrendszerben benne vannak
A oszlopai), de nem lehet n-nél nagyobb sem, mert csak n sora van. Ezért
p(A) = p(A]b) = n, tehdt az egyenletrendszer megoldhaté és hatdrozott. Legyen
¢ = (,.--,7) € T" a megoldés, vagyis Ac = b, tehdt ¢ = A7'b. Ez
komponensekre kiirva azt jelenti, hogy

n

Tk = (A—lb)k = Z kzﬁz Z [Al |A| ZAzk/@z = |A|

i=1

mivel az utolsé Osszeg éppen a Ay determindns kifejtése a k—adik oszlopa szerint.
O

5.2. Gauss—féle eliminaciés mddszer

Ebben a részben a linedris egyenletrendszerek megolddsira egy gyors, praktikus
moédszert targyalunk. A Gauss—t6l szdrmazé mddszer jelentésége abban is
megmutatkozik, hogy a mddszer kiilonbozé véltozatai a linedris algebra Osszes
alapfeladatdnak megolddsét lehet6vé teszik (Id. a determindns, inverz métrix,
matrix rangja kiszdmitasanak elimindciés médszereit).

DEFIN{CIO. Két n ismeretlenes linedris egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink,
ha éltaldanos megolddsuk (Gsszes megolddsaik halmaza) megegyezik.

TETEL. Az aldbbi 4talakitdsok a linedris egyenletrendszert vele ekvivalens linedris
egyenletrendszerbe viszik &t:

1. Egyenlet szorzdsa \ # 0 szammal.

2. Egy egyenlethez hozzdadni egy mdsik egyenlet A—szorosat.

3. Olyan egyenlet elhagydsa, mely a megmaraddak linedris kombindcidja.

4. Egyenletek sorrendjének felcserélése.

5. Az ismeretlenek sorrendjének felcserélése egyiitthatéikkal egyiitt minden
egyenletben.

MEGJEGYZES. Minden &talakitds \igy értendd, hogy az egyenlet bal oldaldval
ugyanazt az dtalakitdst végezziik, mint a jobb oldalon 4llé6 konstansokkal.

Bizonyitds. Az eredeti és dtalakitott egyenletrendszerek megoldashalmazainak
azonossagardl minden esetben egyszeriien meg lehet gyéz6dni. O
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DEFINiCIO. Egy A = (@i;) € Mgxn mdtrixot trapéz alakdnak neveziink, ha
k <n, o # 0 minden i-re és a;; = 0 minden i > j esetén, vagyis a f64tléban
nem nulla, f64tl6 alatt nulla elemek &llnak.

PELDA. Példédk trapéz alakt mdtrixokra:

12 31 -1 4 7 78 17 2
0 22 4 -5 0 |, 0 34 21
0 0 271 2 2 0 0 67

TETEL. Ha az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhatd, akkor a fenti 1.-5.
ekvivalens dtalakitdsok véges sokszori alkalmazdsdval alapmétrixa az alabbi trapéz
alakira hozhaté:

1121 + @12T2 + ... + Q1kTk + XL k4+1Tkt1 T oo F XU = 51
@22T2 + ...+ QTk + Q2 k+1Tky1 + ... + Q2T = B2
QkkTk + Qk k+1Zk41 + oo - + WnZn = LBk

aholk <mn,a; #0,1 <i<k.

Tovébbd az Tiy1,...,%, ismeretlenek tetszéleges Tk+1 = Yk+1y---rTn = Tn
rogzitése esetén egyértelmiien létezik az egyenletrendszernek
(M- Vhs Yh+1y- -+, Yn)t alakd partikuldris megolddsa, és minden megoldds
megkaphaté ilyen médon.

MEGJEGYZES.

1. Mivel az zgy1,...,T, ismeretlenek értéke szabadon vélaszthatd, ezeket
szabad ismeretleneknek nevezziik.

2. Ha k = n, akkor az egyenletrendszer hatdrozott, ha k < n akkor hatdrozatlan.
3. A linedris egyenletrendszer ekvivalens dtalakitdsai az alapmdtrixra nézve
ranginvaridns atalakitdsok. Ezért, mivel a fenti trapéz alaki mdtrixban

szerepl6 alapmaétrix rangja nyilvén k, az eredeti mdatrix rangja is k.

4. Mint az az aldbbi bizonyitdsbdl ldthatd, ellentmondésos linedris egyen-
letrendszer esetén az elimindciés médszer hasznilata

0 =p

alakd egyenletre vezet, ahol az ismeretlenek mindegyikének egyiitthatdja
nulla, de a jobb oldalon 4llé konstans tag nem nulla.



5. Linedris egyenletrendszerek 69

Bizonyitds. ElOszor vézoljuk, hogy az egyenletrendszer alapmétrixa hogyan
hozhaté trapéz alakira. Az egyenletek sorrendjének, vagy az ismeretlenek
(egyiitthatbikkal egyiitti) sorrendjének felcserélése titjan elérhetd, hogy az alapmat-
rix bal fels6 sarkdban nem nulla elem dlljon. Ezutdn az els6 egyenlet megfelelé kons-
tansszorosait a kovetkezd egyenletekhez hozzdadva elérhetjiik, hogy az alapmatrix
els6 oszlopdnak tovdbbi elemei nulldk legyenek. Tekintsiik most a médsodik oszlopot.
Sziikség esetén a mdsodik, harmadik, stb., utolsé egyenletek sorrendjének, vagy
a masodik, harmadik, stb., utolsé ismeretlenek sorrendjének felcserélése itjan
elérhetd, hogy a mdsodik sor mdsodik eleme nulldtél kiilonbozé legyen. Most
a mésodik egyenlet megfelel konstansszorosait a tovdbbi egyenletekhez adva
elérhetjiik, hogy a mésodik oszlop tovdbbi elemei mind nulldvd véljanak. Az
eljérdst hasonléképpen folytatjuk, amig rendelkezésre 4llnak a fentieknek megfeleld
nem nulla elemek.

Az eljdrds végén lehetséges, hogy 0 = 0 alaki egyenleteket (ahol mind az
ismeretlenek egyiitthatdi, mind a jobb oldali konstans tag nulla), vagy 0 = 3 alaku
egyenleteket (ahol az ismeretlenek egyiitthatéi nulldk, de a jobb oldali konstans tag
nem nulla) kapunk. A 0 = 0 alaki egyenleteket elhagyhatjuk.

Ha az elimindcids eljdrds kozben nem kapunk 0 = 3 alaki egyenletet, akkor
az egyenletrendszer alapmétrixa trapéz alakot vesz fel, tehdt, mint azt aldbb
beldtjuk, megoldhaté. Ebbol kovetkezden, ellentmonddsos egyenletrendszer esetén
az elimindciés moédszer sziikségképpen 0 = [ alaki egyenletre vezet, melybdl
azonnal nyilvanvald, hogy nincs megoldés.

Ha az egyenletrendszer alapmétrixa a tételben szerepld trapéz alaki, akkor
AZ Tyl = Yhals---,Tn = Yo tetszOleges rogzitése esetén ay; # 0 (1 < i < k)
miatt egyértelmiien meghatdrozhaté rendre zx,zx_1,...,2; értéke. Tovabb4, ha
(Y1s- s Vs V41, - - -, Yn)? €8y tetszOleges megolddsa az egyenletrendszernek, akkor
ezt a szabad ismeretlenek Tx11 = Y41, -- ., Tn = 7o vélasztdsival kaphatjuk meg,
mivel a megolddsvektorok utolsé n — k koordindtdja egyértelmiien meghatdrozza
az els6é k koordindtét. O






6. Linearis leképezések és transzformaciok

6.1. Vektorterek linearis leképezései

Korédbban mér definidltuk vektorterek linedris leképezéseit (1d. a 4.4. részt). Most
célunk a linedris leképezések struktirdjdnak a részletesebb tanulményozasa.

DEeFINICIO. Legyenek Vi,V vektorterek ugyanazon T test felett, ¢ : Vi — V3
linedris leképezés. A ¢ képtere

p(V1) = {p(a) |a € N1}

nulltere
Kerp = {a € V1 | p(a) = 0}.

MEGJIEGYZES. Nyilvénvaldan ¢(V;) C V3 és Kerp C V).

TETEL. Ha Vi, Vs vektorterek, p : Vi — V, linedris leképezés, akkor ¢ képtere
altér Vo—ben, nulltere altér Vi—ben.

Bizonyitas. Allitdsunkat az Altérkritérium felhasznaldssval bizonyitjuk.

Ha z,y € ¢(V1), akkor van olyan a, b € Vi, hogy = = p(a),y = ¢(b). De akkor
z—y=p(a—>b)és A €T esetén Az = p(Aa) tehdt z — y, Az € p(V1).

Hasonl6an, ha a,b € Kerp, azaz ¢(a) = ¢(b) = 0, akkor p(a —b) =0és A €T
esetén p(Aa) = 0, tehdt a — b, Aa € Kerp. o

TETEL. Homomorfia tétel
Legyenek Vi, V, vektorterek ugyanazon T test felett, o : Vi — V5 linedris leképezés.
Akkor

Vi/Kerp = p(V1).

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy az in. természetes homomorfizmus,
F(a +Keryp) = p(a)

izomorf leképezése V;/Kerp-nek p(V;)-re. El6szor azt mutatjuk meg, hogy F
linedris. Legyenek a,b € V3, € T. Akkor

F((a + Kerp) + (b+ Kergp)) = F((a + b) + Kerp) = p(a + b) = ¢(a) + ©(b)
= F(a + Keryp) + F(b+ Kery),
mésrészt
F(Aa + Kerp)) = F(Aa + Kerp) = p(Aa) = Ap(a) = AF(a + Kerp).

Ha F(a + Kerp) = F(b + Keryp), azaz ¢(a) = ¢(b), akkor p(a — b) = 0, azaz
a—b € Keryp, de akkor a linedris sokasdgokrdl tanultak szerint a +Keryp = b+Kerp,
tehdt F' injektiv.

71
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Végiil, p(V;) tetszbleges eleme ¢(a) alaki (a € V1), és F(a+ Kerp) = ¢(a),
tehdt F' sziirjektiv is. ]

MEGIEGYZES. Nyilvdnvaléan ¢ pontosan akkor sziirjektiv, ha ¢(Vi) = V2. Ehhez
hasonlé, egyszer(i kritériumot ad az injektivitdsra a kovetkezd tétel.

TETEL. Legyenek Vi, Vs vektorterek, o : Vi — V, linedris leképezés. ¢ pontosan
akkor injektiv, ha Kerp = {0}.

Bizonyitds. Mivel p(0) = 0, azért ha ¢ injektiv, akkor Kerp = {0}. Forditva,
tegyiik fel, hogy Kerp = {0}. Ha most a,b € Vi—re p(a) = ¢(b), akkor p(a—b) =0,
tehdt a — b € Kerp, de akkor a — b = 0. Teh4at ¢ injektiv. ]

DEFINiC1O. Egy linedris leképezés képterének dimenzidjét a leképezés rangjanak,
nullterének dimenzidjit a leképezés defektusdnak nevezziik.

JELOLES. Ha Vi, V; vektorterek, ¢ : Vi — V3 linedris leképezés, ¢ rangja

p(p) = dimp(V1).

Hasonlban, ¢ defektusa dim Kergp.
A homomorfia tétel és a faktortér dimenzidjdra vonatkozé Gsszefiiggés alapjén
kapjuk az alabbi fontos Osszefiiggést:

KOVETKEZMENY. Nullitis-rang tétel.
Ha V1, V, végesen generdlt vektorterek, p : Vi — Vo linedris leképezés, akkor

dimV; = dimKerp + dim p(V7). (6)

6.2. Linedris transzformdcidk

A kovetkezdkben linedris transzformécidkat vagyis egy vektorteret 6nmagiba
képezd linedris leképezéseket vizsgdlunk. Ezek sok olyan specidlis tulajdonsiggal
rendelkeznek, melyekkel dltaldban a linedris leképezések nem.

DEFINICIO. Legyen V' vektortér, ¢ : V — V linedris leképezés. Akkor p—t V-n
haté linedris transzformaciénak nevezziik.
MEGJEGYZES. A lineéris transzformicidkat linedris operdatoroknak is nevezik.

JELOLES. Legyen V vektortér. A V-n haté Osszes linedris transzformécidk
halmazét 1y —vel jeloljiik.

PELDAK.

1. Az identikus leképezés, az azonosan nulla leképezés, valamint az Un. M-
nyijtis (¢(a) = Aa) nyilvdnvaléan linedris transzforméciok.

2. A sikbeli szabadvektorok terében a vektorok adott szoggel valé elforgatdsa
linedris transzforma4cio.
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3. A térbeli szabadvektorok koérében egy rogzitett sikra vonatkozé merdleges
vetités linedris transzformécio.

4. Tetsz6leges T-beli elemfi, n x n tipusi métrix esetén a ¢(z) = Az leképezés
linearis leképezése T™-nek.
TETEL. Legyen V véges dimenzids vektortér, ¢ € Tv.  pontosan akkor injektiv,

ha sziirjektiv.

Bizonyitds. Az el6bbi tételiink szerint ¢ pontosan akkor injektiv, ha Kerp =
{0}. Mésrészt az (6) egyenldség linedris transzformécidk esetén

dim V = dim Keryp + dim ¢(V)

alakba irhaté. Ebb6l kovetkez6en a nulltér pontosan akkor nulla dimenzids, ha a

képtér dimenzidja dim V', azaz (V) =V, vagyis ¢ sziirjektiv. =
DErIN{c16. Legyen (e) = (e1,...,en) bézis a T test feletti V' vektortérben, és

legyen ¢ € 7v. A ¢ linedris transzformacié (e) bazisra vonatkozé maétrixa
alatt azt az A = (@i;) € Mpxn métrixot értjiik, melynek i—edik oszlopaban a p(e;)
vektor (e) bdzisra vonatkozé koordindtaoszlopa &ll (1 < i < n), vagyis

<p(ei) = Z ;€5
7j=1

TETEL. Legyen V vektortér (€) = (e1,...,en) bdzissal, és legyen ¢ € Tv, melynek
a mdtrixa az (e) bdzisra vonatkozéan A. Legyen a = xie1 + ...+ Znen € V,
v(a) =y1e1 + ...+ Ynen, és

L1 Y1

a megfelel§ koordinataoszlopok. Akkor

Y = AX.

Bizonyitds. A lineéris transzformécié A = (o;;) matrixa definiciéjat
felhasznélva

Zyjej =pla)=¢ <Z -Z'iei) = in@(ei) = Z Z; Zajiej
j=1 i=1 ' ; j
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= Zzajixiej Z (Z aﬂx,) e; = Z(AX)]ej.

i=1 j=1 7j=1 \i=1 Jj=1
O
TETEL. Legyen V vektortér, legyenek (e) = (e1,...,en) és (f) = (f1,---, fa)
bézisok V-ben, és jelolje S az (e¢) — (f) bézistranszformdcié matrixat. Legyen
© € Tv és jeldlie a ¢ métrixdt az (e) bdzisra vonatkozdan A, az (f) bazisra
vonatkozdan pedig B. Akkor
B=S"1485.

Bizonyitds. Legyen A = (ay;),B = (8i;),S = (7). Tetszbleges j-—re
(1<j<n)

e(f;) = (Z’Y@zez) = Z’Yij‘ﬂ(ei) = Z%‘j (Z akiek)
=1 i=1 k=1

n

= Z Z'Yijakiek = E (Z akz'Yz]) €k = Z(As)kjek
i=1 k=1

k=1 k=1
Maésrészt,
i) = Zﬂijfi = Zﬁij (Z 'Ykiek> = BijVriek
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
= Z (z ’Ykzﬁzg) ex = Z(SB)kjek-
=1 k=1
A két eredményt Gsszehasonlitva AS = SB, tehdt B = S~1AS. a

A kovetkez6kben sziikségiink lesz az aldbbi segédtételre.

LeEMMA. Legyenek Vi, Vs, vektorterek, ¢ : Vi — V, izomorf leképezés. Akkor
tetszbleges {ai,...,ar} C V1 vektorrendszer esetén

p(ai, .. '7ak) = p((p(al)’ EEEE) (p(ak))'

Bizonyitds. Konnyti ellenérizni, hogy ha ¢ izomorf, akkor inverze, p~! : Vo — V
is izomorf. Ebbol kovetkezben valamely Ay, ..., \x skaldr egyiitthatokkal

Aap+...+Xar =0
pontosan akkor 4ll fenn, ha

/\180((11) + e + /\k(P(ak) =
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Teh4t o a linedris Osszefiiggéseket nem véltoztatja meg. Ennek alapjan nyilvanvalo,

hogy {ai,...,ax} egy részrendszere pontosan akkor maximadlis linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer L(ay,...,ax)-ban, ha a benne szereplé vektorok ¢ &ltali képei
maxim4lis linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak L(p(a1), ..., ¢(ak))-ban.
Tehat ezen alterek dimenziéi megegyeznek. o
TETEL. Legyen V vektortér, (€) = (e1,...,e,) bdzis V-ben, p € 1v, és jelolje a
@ matrixat az (e) bdzisra vonatkozéan A. Akkor

p(p) = p(A).

MEGJIEGYZES. Mivel p(p) a bézistdl fiiggetlen, azért a tétel kovetkezményeként
egy linedris transzformécié matrixdnak a rangja barmely bédzisban ugyanannyi.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy

p(p) = dim (V) = dim L(p(e1), - - -, p(ex)) = ple(e1), - -, p(ek))-

Tovabbé, p(A) = p(AD, ..., AM), ahol A® jeloli az A métrix oszlopait. Mivel az
A métrix oszlopai éppen a megfeleld bézisvektorok képeinek koordindtdit tartal-
mazzdk, és a képvektorokhoz a koordindtaoszlopok hozzdrendelése izomorfizmus,
azért tételiink allitdsa az el6bbi lemmé&bdl kdvetkezik. o

DEFINic16. Legyen V vektortér, p,1) € v, A € T. A @ és1) Osszegén, szorzatdn,
és p-nek a A—szorosadn azon p + 1, p o, Ap : V — V leképezéseket értjiik,
melyekre tetszbleges a € V esetén

(p+¥)(a) = ¢(a)+9(a)

(pov)(a) o(¥(a))
(Ap)(a) Ap(a).

TETEL. Linedris transzformdciék Osszege, szorzata, skaldrszorosa is linedris
transzformacio.

Bizonyitds. Legyenek p,¢ € v, A € T. A ¢ + 9, o9, Ap additivitdsa és
homogenitdsa direkt médon igazolhaté. Példdul a,b € V' esetén

(pod)(a+b) =p((a+b)) =w(a) +¥(b) =
= p(¥(a)) +¢(@(b)) = (p o ¥)(a) + (v o ¥)(b)-
O

TETEL. Legyen V vektortér a T test felett. Akkor a linedris transzformécidkon
fent értelmezett Osszeadds, szorzds és skaldrral valé szorzds miiveleteire nézve Ty
algebra T felett.
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Bizonyitds. A vektortér struktirdban a nullvektor szerepét az azonosan nulla
transzformdcié jétssza, a ¢ additiv inverze (—yp), melyre (—p)(a) = —p(a),a € V.
A miiveleti tulajdonsdgok teljesiilése kozvetleniil ellendrizhetd, pl. ¢, ¥, p € Tv,a €
V esetén

(o (¥ op))(a) =e((¥op)a) =e¥(p(a)) = (po)(p(a)) = ((po¥) o p)(a)
tehdt a szorzds asszociativ. m]

TETEL. Legyen V vektortér (e) = (e, ...,en) bdzissal, legyen ¢ € 1y mdtrixa
(e)-re vonatkozdan A, 1 € Ty métrixa (e)-re vonatkozéan B. Akkor p+1 métrixa
A+ B, p ot métrixa AB, és X € T esetén Ap mdtrixa AA.

Bizonyitas. Legyen A = (as;), B = (8;;). Kiszdmitjuk ¢ + 1, o9, Ap hatdsét a
béazisvektorokon.

(¢ +¥)(e:) = p(e:) + ¥(es) Za,,e, + Zﬂazea = Z(O‘ji + Bji)e; =

=

= (A+ B)je;,
=i

(poy)(e) =p@(e)) =0 Y Bie; | =) Bivles) =Y B (Z akjek>
j=1 j=1 j=1 k=1

n

=Y "> (Bjiakjer) =Y akgﬂgz) ex = Z(AB)kiek,

j=1k=1 k=1 \j=1 k=1

k k
(’\W)(el) /\((P 61 ’\Zagzeg E )\ajiej = E(AA)J','GJ',
=1 =1

tehdt az i—edik bazisvektor képének koordindtdi rendre éppen az A + B, AB,\A
matrix i—edik oszlopdban helyezkednek el. o

Az elébbi tétel szerint ha a ¢ linedris transzformaciéhoz hozzéarendeljiik egy
rogzitett bazisra vonatkozé matrixat, akkor ez a leképezés megtartja a miiveleteket.
Megmutatjuk azt is, hogy ez a hozzédrendelés bijektiv is, azaz a Tv és Mnupxn
algebrak izomorfak az aldbbi értelemben.

DEFINiC1O. Legyenek A, A algebrdk egy T test felett. Az A; izomorf As-vel, ha
létezik olyan F : A) — Ay leképezés, mely linedris (additiv, homogén), megtartja
a szorzast, azaz

Va,b € A; : F(ab) = F(a)F(b)

és bijektiv. Az ilyen F leképezést algebra izomorfizmusnak nevezziik.
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TETEL. Legyen V vektortér a T test felett, (e) = (e1,...,en) bdzissal. Jellje
F : 7y — Myuxn azt a leképezést, mely tetszbleges ¢ linedris transzformaciéhoz
hozzdrendeli az (e) bdzisra vonatkozé métrixdt. Ez az F leképezés izomorfizmus a
Ty és Muxn algebrak kozétt.

KOVETKEZMENY.

dimmy = n?.

” "

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint F miivelettarts. F kolesondsen egyértelmi,
ugyanis ha két linedris transzformdcié mdtrixa megegyezik akkor a hatdsuk a
bézisvektorokon ugyanaz, tehit minden vektoron azonosan hatnak (ld. Linedris
leképezések 1. alaptétele). Végiil, tetsz6leges métrix egy linedris transzformécié
métrixa, mert a bédzisvektorokon a linedris transzformdcié hatdsat tetszolegesen
eléirhatjuk (Id. Linedris leképezések 2. alaptétele). o

6.3. Hasonlé matrixok

DEFINiCIO. Az A, B € M,x, matrixok hasonléak, ha van olyan S € My xn
reguldris matrix, hogy
B=S"1AS.

MEGJEGYZES. Mint azt az eléz6ekben lattuk, egy linedris transzformécié
kiilonb6z6 bazisokra vonatkozé métrixai hasonléak.

TETEL. M4trixok hasonléséga ekvivalenciareldcid.

Bizonyitds. TetszOleges A € My, xn esetén az E € M, x, egységmatrixszal
fenndll A = E-1AE, tehat a relaci6 reflexiv. Ha A,B € M, x, métrixokra az
S € My, reguldris matrixszal fenndll B = S~1AS, akkor A = (S~!)"!B(S71)
és S™! is nyilvan reguldris, tehat a reldcié szimmetrikus. Végiil, ha az A, B,C €
M, métrixokra az S,T € M, x, reguldris matrixokkal fennill B = S~1AS és
C = T7'BT, akkor C = (ST)"'A(ST) és a determinansok szorzéstétele szerint
ST is reguldris, tehdt a reldcié tranzitiv. O

TETEL. Hasonlé métrixoknak megegyezik a rangja és a determindnsa.

MEGJEGYZES. A késSbbiekben latni fogjuk, hogy hasonlé métrixok karakter-
isztikus polinomja is ugyanaz.

Bizonyitds. Ha S € My, reguldris métrix, a € T" tetszlleges szdm n—
es, akkor kénnyen ldthatd, hogy az a — Sa leképezés automorfizmusa T"-nek.
Ezért, az el6z6 részbeli Lemma felhaszndldsdval kapjuk, hogy ha A € Mpxn
tetszbleges matrix, S € M, reguldris métrix, akkor p(SA) = p(A), mivel ha
A-nak az oszlopai A, ...  A™ akkor az SA oszlopai SAD, ..., SAM™, és egyik
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vektorrendszert a mésikba egy izomorfizmus viszi, ami a rangot nem véltoztatja
meg.

Legyenek most A, B € Myxn hasonlé métrixok, azaz B = S~'AS valamely
S reguldris métrixszal. Akkor az iménti dllitdsunkat kétszer is alkalmazva kapjuk,
hogy

p(B) = p(S7'AS) = p(S(STAS)) = p(AS) = p((AS)") = p(S*A")
= p((S")71(8*A")) = p(A") = p(A).
A determinénsok szorzdstételébdl adéddan

Bl =|S71AS| =S| |A] |S| =|S|7" |A] |S] = |A].

6.4. Automorfizmusok

DEFINicid. Ha V vektortér és a ¢ € Ty linedris transzformécié bijektiv, akkor o—t
automorf leképezésnek (automorfizmusnak) nevezziik.

TETEL. Legyen V vektortér, ¢ € 1v. Akkor

1. ¢ pontosan akkor automorfizmus, ha métrixa tetszéleges bazisra vonatkozdan
reguldris.

2. Ha ¢ automorf, akkor ¢~ is automorf, és ha egy (e) = (e1,...,en) bdzisra
vonatkozdan p métrixa A, akkor ¢! mdtrixa A=1.

1

Bizonyitas.
1. Mint azt kordbban mér bizonyitottuk, a ¢ linedris transzformécié pontosan
akkor injektiv, ha sziirjektiv. Tehdt ¢ pontosan akkor automorf, ha p(p) =
dim (V) = n. Mivel p rangja megegyezik a métrixdnak a rangjival, ez ekvivalens
azzal, hogy ¢ tetszbleges (e, ...,e,) bézisra vonatkozé A mdtrixdra p(4) = n,
azaz A reguldris.

2. Ha ¢ automorf, akkor konnyen ellendrizhets, hogy ¢! is automorf. A két
linedris transzformdcio szorzata az identikus transzformacid, melynek a métrixa az
egységmatrix, tehdt o és ¢~ métrixdnak szorzata az egységmatrix. ]

TETEL. Legyen V n dimenzids vektortér, p € 1v. A kovetkez$ allitdsok
ekvivalensek:

. @ automorfizmus

. @ injektiv

- Ker(p) = {0}

.  sziirjektiv

p(V)=V

plp) =n

. (o mdtrixa barmely bdzisra vonatkozdéan reguldris.

NS TR W

Bizonyitds. Alkalmazzuk korabbi tételeinket. o
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6.5. Linearis transzformdcié invaridns alterei

DEFINiCIO. Legyen L altér a V vektortérben, és legyen ¢ € 1v. Az L alteret
p-invaridns alterének nevezziik, ha

Va € L:p(a)€L.

MEGJIEGYZES. Nyilvédnvaléan V, {0}, ¢(V'),Ker(p) mindig invaridns alterek.
PELDAK.
1. A A-nyijtés esetén minden altér p-invaridns.

2. A sikbeli szabadvektorok terében egy vektor képe legyen az a vektor, melynek
egy reprezentansa az eredeti vektor egy reprezentdnsdnak egy adott egyenesre
vonatkozé merbleges vetiilete. Ekkor azon vektorok, melyek reprezentdnsai
parhuzamosak az adott egyenessel, invaridns alteret alkotnak.

3. A sikbeli szabadvektorok terében a forgatdsra vonatkozdéan nincs trividlistol
kiilénbozé invaridns altér, ha a forgatds szoge nem 7 egész szamu tGbbszordse.

TETEL. Legyen V vektortér, ¢ € Ty. Pontosan akkor invaridns V-nek minden
altere p-re nézve, ha ¢ A-nyujtés, azaz van olyan A € T, hogy

Ya eV :p(a) = Aa.

Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy ha ¢ A-nyujtés, akkor minden altér ¢ invaridns.

Tegyiik most fel, hogy V minden altere ¢ invaridns. Vilasszunk egy tetszéleges,
nem nulla a € V' vektort, és tekintsiik az éltala generélt £(a) alteret. Mivel ez -
invarians, azért p(a) € L(a), de mivel £(a) csak egy dimenzids, azért kell lenni
olyan A € T-nek, hogy ¢(a) = Aa. Megmutatjuk, hogy ¢ minden més vektoron is
ugyanilyen A-val valé nyujtdsként hat.

Vélasszunk egy tetszéleges, nulldtél kiilonbozd b € V vektort. Ha b € L(a),
akkor valamely p € T—vel b = pa, és akkor p(b) = p(ua) = pp(a) = pra =
A(ua) = Ab, azaz b—n ugyanolyan A-nyijtdsként hat ¢. Ha b nem eleme £(a)-nak,
azaz b linedrian fiiggetlen a-tdl, akkor az L£(b) invaridns alteret tekintve adédik,
hogy van olyan p € T, hogy ¢(b) = ub. Hasonléan, az L(a + b) invaridns alteret
tekintve adédik, hogy van olyan v € T, hogy ¢(a+b) = v(a+b). Most félhaszndlva
© linearitasat adédik, hogy

v(a+b) = pla+b) =p(a) + ¢(b) = Aa + ub
azaz (v—A)a+(v—p)b = 0, amibdl a és b linedris fliggetlensége alapjdn v = A,v =

azaz A = u kovetkezik, tehdt ¢ ugyanolyan A-nyuijtdsként hat b—n is, mint a-n.
O
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DEFINICIO. Legyen L altér a V vektortérben, ¢ € 7y. Tegyiik fel, hogy L ¢-
invaridns altér. A ¢ L-re valé megszoritasa (lesziikitése) alatt azt a ¢/L : L — L
linedris transzforméciét értjiik, melyre

VaeL: (p/L)(a)=¢(a)

Az invaridns alterekre lesziikitett linedris transzformdcidk nagy segitséget
fognak nyudjtani abban, hogy bonyolultabb linedris transzformdciok szerkezetét
egyszeriibb transzformécidk felhasznaldsaval le tudjuk irni.

TETEL. Legyen V vektortér, p € Tv. Legyenek L, M p—invaridns alterek, melyekre
L& M = V. Legyen (e1,...,ex) bdzis L-ben, jelolje A a ¢/L métrixat erre a
bézisra vonatkozéan. Legyen (fi,..., fi) bdzis M—ben, jelélje B a ¢/M métrixat
erre a bazisra vonatkozéan. Akkor a p métrixa a'V vektortér (eq,. .., €k, f1,..., ft)
bazisdra vonatkozéan témbdés alaku:

A0
0 B
Forditva, ha a V vektortér valamely bdzisdban p matrixa ilyen tombds alakd, akkor

V felbomlik p—-invaridns alterek direkt dsszegére.

Bizonyitds. Az &llitds nyilvdnvald a linedris transzformdcié métrixdnak és a
direkt Osszegnek az értelmezése alapjan. O
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Ezen fejezet célja a linedris transzformdcick struktirdjanak kozelebbi vizsgélata.
A linedris transzformdciék sajdtvektorai azon vektorok, melyeken a linedris
transzformécié a lehetd legegyszeriibb médon, nytjtdsként hat. A sajétvektorhoz
tartozé sajitérték a nyijtas egyiitthatdja.

Pontosan jellemezni fogjuk azon linedris transzformécidkat, melyek esetén a
transzformécié tere felbomlik olyan alterek direkt Osszegére, melyeken a transz-
formdcié A—nyuijtdsként hat. Ezen esetekben lehetséges olyan bdzis konstrudldsa,
melyben a transzformdcié métrixa diagondlis. Ez nagyban megkonnyiti a szdmoldst
is a transzformacié matrixdval.

Nem létezik azonban minden linedris transzform4cié esetén olyan bazis, melyben
a transzformdcié matrixa diagonalis alakd. Altalaban, (legalabbis komplex vek-
torterek esetén) konstrudlhaté olyan bézis, mely esetén a transzformdacié matrixa
csak a f6atléban és alatta tartalmazhat nem nulla elemeket (a sajatértékeket, ill. 1-
eseket). Az ilyen métrixot a transzformécié métrixa Jordan—féle normélalakjdnak
nevezziik.

7.1. Sajatérték, sajatvektor

DeFINic1é. Legyen V vektortér a T test felett, és legyen ¢ € Tv. Ha valamely
X € T skaldrral és nullatdl kiilonb6zé a € V' vektorral

o(a) = Aa

teljesiil, akkor A\-t a ¢ sajatértékének, a—t a ¢ transzformdcio A sajdtértékhez
tartozé sajatvektordnak nevezziik.

TETEL. Legyen V vektortér, ¢ € Ty, és legyen \ sajitértéke p-nek. Azon a
vektorok, melyekre (a) = Aa, alteret alkotnak V-ben.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az Altérkritériumot. Legyenek a,b € V, melyekre
p(a) = Aa, p(b) = Ab és legyen pu € T. Akkor p(a —b) = p(a) — ¢(b) = Aa — Ab =
A(a —b), méstészt p(ua) = pp(a) = u(\a) = M(ua), tehdt a — b, ua is benne van a
halmazban. O

DEFINiCIO. Ha ) sajitértéke p—nek, akkor az

Ly ={a]p(a) = ra}

alteret a A sajatértékhez tartozo sajataltérnek nevezziik.

MEGJEGYZES.

1. Az L) sajétaltér tartalmazza az Osszes A\-hoz tartozé sajatvektort és a
nullvektort.

81
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2. Az el6bbi tétel szerint adott sajétértékhez tobb sajdtvektor is tartozik. Ezzel
szemben egy sajatvektor nyilvdnvalGan csak egy sajatértékhez tartozhat.

3. Legyen A a ¢ maétrixa a V egy tetsz6leges bdzisdra vonatkozéan. Jelolje
Xo € T™ az a € V vektor ezen bdzisra vonatkozé koordindtaoszlopat.
©(a) = Aa azzal ekvivalens, hogy AXo = A\Xo, azaz (A — AE)Xo = 0. Tehdt
a sajataltér vektorainak koordinétdi éppen az

(A-AE)X =0
homogén linedris egyenletrendszer megolddsterének elemei.

4. A sajataltér invaridns altere p—nek.

TETEL. Legyen V vektortér, ¢ € 7v. A ¢ pdronként kiilénboz8 sajatértékeihez
tartozé sajdtvektorok linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak V —ben.

Bizonyitds. Legyenek Aq,..., A\x paronként kiilonbozd sajtértékek, ai,...,ax
a hozzdjuk tartozé sajitvektorok. Az §llitdst teljes indukciéval bizonyitjuk.
k = 1-re nyilvdn igaz, mert a; nem nulla vektor. Most tegyiik fel, hogy mér

belattuk, hogy a,,...,ax—; linedrisan fliggetlenek, és vizsgdljuk meg, hogy lehet-e
az ai,...,ak—1,ar vektorok egy linedris kombindcidja nulla:
prar + ...+ pg-1ak-1 + prak =0 (7)

ahol p; € T, 1 <i < k. Alkalmazva a (7) egyenletre a ¢ linedris transzformdciot,
kapjuk, hogy
Apar + ..+ A1 ftk—10k—1 + Axpikax =0,

mdsrészt a (7) egyenletet A\x—val beszorozva adédik, hogy
Akp1@1 + ..o+ Agpik—10k—1 + Axpikar = 0.
Az ut6bbi két egyenléséget egymasbdl kivonva kapjuk, hogy
(A1 = A)mrar + ..o+ (Ak—1 — M) ptk—10k—1 = 0.

Az indukcids feltétel alapjdn ez a linedris kombinécié csak gy lehet nulla, ha
minden kombindl6 egyiitthaté nulla. Ez a sajdtértékek kiilonbozOsége miatt csak

p1 =...= pr—1 = 0 esetben lehetséges. Ekkor azonban a (7) egyenl6ség prar =0
alakot kap, tehdt py is nulla kell hogy legyen. Teh4t aq,. .., ax linedrisan fiiggetlen.
0O

TETEL. Legyen V vektortér, ¢ € 1v. A ¢ kiilénb6z8 sajatértékeihez tartozé
sajatalterek Osszege direkt dsszeg.

Bizonyitds.  Legyenek Aq1,...,Ax a ¢ kiilonboz6 sajitértékei.  Legyen
a € Ly, +...+ Ly, egy tetszbleges vektor. Megmutatjuk, hogy csak egyféleképpen
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allhat €l6 @ = l; + ... + [ alakban, ahol I; € Ly,,1 < i < k. Tegyiik 1, hogy
a=1l{+...+1,l; € Ly,,1 <i <k egy mésik el6dllitds. Akkor

=V +...+—1U)=0

ahol a zédrdjelben kiilonbo6z6 sajatértékekhez tartozé sajatalterek vektorai allnak.
Mivel eléz6 tételiink szerint ezek koziil a nulldtdl kiilonbozok linedrisan fiiggetlenek,
és ez egy nem trividlis linedris kombin4cid, ezért I; = I/,1 < i < k, tehat az a vektor
eléallitdsa egyértelm. o

7.2. Karakterisztikus polinom

Ebben a részben megmutatjuk, hogy egy linedris transzformadcié sajatértékei éppen
a transzformécidhoz tartozé un. karakterisztikus polinom skaldrtartomanyba
tartozo gyokei. El6szor métrixok karakterisztikus polinomjit értelmezziik.

DErFINiciO. Egy A € My,xn T-beli elemekkel rendelkezé métrix karakter-
isztikus polinomja
f(@) = A= 2B

ahol E € M, «, az egységmatrix.

MEGJEGYZES. Ha A = (a;;), akkor az

a1 — T 12 Q1n
Q21 Qo —T Q2n
f(z)=|A-zE|=
(67°%1 Qn2 Qnppn — X

determindns z—nek n—edfokid polinomja, az ™ egyiitthatéja (—1)™, a konstans tag
|Al.

TETEL. Cayley—Hamilton tétel
Minden négyzetes matrix gyoke sajat karakterisztikus polinomjanak.

MEGIEGYZES. Ezt a tételt nem bizonyitjuk, mivel nem fogjuk alkalmazni. Ha az
A métrix karakterisztikus polinomja

f(@) = anz™ + O‘n—lmn_l +...+t 1T+ o
(ahol @; € T,0 < i < n), akkor a tétel azt jelenti, hogy métrixokra fennéll az
f(A) = anAn +an_1An—1 + ...+ a1A+ aoE =0

egyenl6ség, ahol E az egységmaétrix, 0 a nullamétrix.

TETEL. Hasonlé métrixok karakterisztikus polinomja ugyanaz.
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MEGIEGYZES. Tehdt hasonlé métrixoknak kozés a rangja, determindnsa és
karakterisztikus polinomja.

Bizonyitds. Legyenek A, B,S € Mnpxn, legyen S reguldris, és tegyiik fel, hogy
B = S"1AS. Akkor

|B—zE|=|S"'AS — zE| = |S"'AS —2zS7'ES| = |S"}(A - zE)S|

=|S7|A - 2E||S| = |A - zE).

O
Ez a tétel teszi lehet6vé a kovetkezd definiciét:

DEFINICIO. Legyen a ¢ € 7v linedris transzformédcié matrixa a V' vektortér egy
(e1,...,e,) bdzisdra vonatkozéan A. Akkor ¢ karakterisztikus polinomja

f(z) = |A - zE|.

MEGIEGYZES. Kiilonboz6 bazisokra vonatkozéan o métrixai egymdshoz hasonléak,
ezért eldbbi tételiink szerint ¢ karakterisztikus polinomja nem fiigg a kivalasztott
béazistol.

DEFINICIO. Legyen V' vektortér a T test felett. A ¢ € Ty linedris transzformécié
karakterisztikus gyoke alatt a ¢ karakterisztikus polinomjinak T—beli gyokét
értjiik.

MEGJEGYZES. Ha T = C, akkor az algebra alaptétele szerint a karakterisztikus
polinom minden gyoke C-beli, tehat karakterisztikus gyok. Azonban T = R esetén
altaldban a karakterisztikus polinomnak vannak valés és (nem valds) komplex
gyokei is, ezek koziil csak a valdsak a karakterisztikus gyokok.

TETEL. X € T pontosan akkor sajitértéke p € Ty—nek, ha ) karakterisztikus gydke
p-nek.

Bizonyitds. Legyen (e1,...,e,) bazis V-ben és jelolje A a ¢ matrixit erre a
bazisra vonatkozdan. Ha A € T sajdtérték, akkor van olyan 0 # a € V vektor, hogy

o(a) = Aa.

Ha a = z1e1 + ... + znen és Xo jeloli az (z3,...,z,)" € T™ oszlopvektort, akkor
ez azt jelenti, hogy AXo = AXo, azaz (A — AE) X, = 0, tehdt 1étezik nem trividlis
megoldésa az

(A—AEYX =0

homogén linedris egyenletrendszernek. Ez csak gy lehet, ha az egyenletrendszer
alapmdétrixa szinguldris, vagyis A karakterisztikus gyok. A forditott dllitast a
gondolatmenetet 1épésenként visszafelé kovetve kapjuk. ad
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DEFINiC1O. Legyen )\ € T sajatértéke p—nek.

A ) algebrai multiplicitdsa (mult)) alatt azt értjiik, hogy A hdnyszoros gyoke
a @ karakterisztikus polinomjédnak (azaz (x — A)-nak melyik az a legmagasabb
hatvanya, amely még osztja a karakterisztikus polinomot T[z]-ben).

A ) geometriai multiplicitasa alatt a hozz4 tartozd sajdtaltér dimenzigjét értjiik:
dim L)\.

TETEL. Legyen ) sajatértéke ¢ € Ty -nek. Akkor

dim Ly < mult).

Bizonyitds. Legyen (ei,...,ex) bézisa az L) sajitaltérnek, és egészitsiik ezt
ki V egy (e1,...,€k,€k+1,---,€n) bdzisdvd. Ebben a bézisban ¢ mdtrixa olyan
felépitésii, hogy bal felsé k x k tipusd témbje a k x k-as egységmadtrix A—szorosa,
bal als6 (n — k) x k tipusi témbjében pedig minden elem nulla:

A 0 aiks1 Q1n
0 A Qg1 Qkn
0 0 Ak41,k+1 Ak+1,n
0 0 On k+1 Qnn

Ennek a métrixnak a karakterisztikus polinomja biztosan oszthaté (A — x)*-nal.
Tehdt mult\A > k =dim L,. a

7.3. Linearis transzformaciok spektruma

DEFINICIO. ¢ € 7y spektruma a ¢ sajdtértékeinek a rendszere, mindegyiket
annyiszor véve, ahdnyszoros gyéke p karakterisztikus polinomjanak. ¢ spektruma
teljes, ha dimV = n elembdl 4ll.

JELOLES. ¢ spektrumét Spy-vel jeloljiik.

MEGJIEGYZES. T = C esetén Spy mindig teljes, T = R esetén nem mindig.

A linedris transzforméciok szerkezetének, miikodésének dttekintése, valamint a
képvektorok koordindtdinak kiszémitdsa akkor a legegyszeriibb, ha létezik olyan
bazis, melyben a linedris transzformdcié médtrixa diagondlis alakd. Ilyen bézis
létezése azt jelenti, hogy a transzformécié tere félbonthatd olyan invaridns alterek
direkt Osszegére, melyeken a transzformdcié nyujtdasként hat. Az aldbbiakban
megvizsgaljuk, milyen feltételek mellett lehetséges ilyen bézis konstrudldsa.

TETEL. A V vektortérnek pontosan akkor létezik ¢ € Ty sajdtvektoraibdl 4ll6
bézisa, ha a kiévetkezs két feltétel teljesiil:
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1. Spy teljes
2.  minden X sajatértéke esetén multA = dim L.

Bizonyit4s.
I. Tegyiik fel, hogy 1,2 teljesiil. Jel6lje Ay, ..., s a ¢ kiilonboz6 sajétértékeit.
1 szerint ezek algebrai multiplicitdsainak Osszege dimV = n, 2 szerint a

geometriai multiplicitdsok megegyeznek az algebrai multiplicitdsokkal, tehdt a
sajdtalterek dimenzidinak Gsszege is n. Mivel kordbbi tételiink alapjan a kiilonboz6
sajatértékekhez tartozd sajatalterek Osszege direkt Osszeg, ez azt jelenti, hogy
Ly, @...® Ly, = V. Igy a sajétalterek bazisainak egyesitése V-nek bézisat adja.
Ez a bézis nyilvan ¢ sajatvektoraibdl 4ll.

II. Forditva, tegyiik fel, hogy létezik V-nek ¢ sajatvektoraibdl 8ll6 bdzisa.
Legyenek A1,...,As azok a sajdtértékek, amelyekhez a bédzisvektorok mint
sajatvektorok tartoznak. Tegyiik fel, hogy Ai-hez ki db, ..., A;-hez ks db
bazisvektor tartozik. Akkor k; + ...+ ks = n. Mivel a bazisvektorok linedrisan
fiiggetlenek, azért k; < dim L;,, tovabba eléz6 tételiink szerint dim Ly, <
multd;(1 < j < s). Azonban a karakterisztikus polinomnak nem lehet n-nél t6bb
gyoke, azaz multA; + ...+ multA; < n amibdl kévetkezéen mindenhol < helyett
csakis egyenl6ség allhat, t6bbek kézott multA; = dim Ly; és multA; +. . .+multAs =
n, azaz Spy teljes. m]

TETEL. Valds vagy komplex vektortér feletti linedris transzforméciénak mindig
van egy— vagy kétdimenzids invaridns altere.

Bizonyitds. Komplex vektortér esetén mindig van sajdtérték, és ekkor egy
tetszOleges sajatvektor egy egydimenzids invaridns alteret generdl.

Legyen most V valds vektortér, ¢ € 7v. Ha van p-nek sajatértéke, akkor az
elébbiekhez hasonléan egy sajatvektora egy egydimenzids invaridns alteret generél.
Tegyiik f6l, hogy ¢ karakterisztikus polinomjdnak minden gyoke komplex. Legyen
A = a + i3 egy komplex gyok (a, 3 € R), azaz

|A=(a+if)E| =0,
ahol A jeloli a ¢ métrixdt a V egy (e, ...,e,) bdzisdban. Tekintsiik most az
(A= (a+iB)E)X =0
homogén linedris egyenletrendszer megoldésait C"-ben. Mivel az egyenletrendszer
alapmaétrixa szinguléris, azért van nem trividlis (vq,...,7,)? € C™ megoldésa.
Legyen v; = pj + ivj; puj,v; € R,1 < j < n, tovdbbd Xo = (u1,...,4a)% Yo =
(V1y...,vn)t € R™. Ez azt jelenti, hogy
0= (A ~ (a + ’Lﬂ))(Xo + ZYo) = (AXO —aXo + ﬂYo) + ’L(AYO —aYy — ﬁXo)
A valds és a képzetes részeket szétvilasztva
AXo = aXo— fBYs, AYy=aYy+pXo
adddik. Ha most a = p1e1 + ... + pnen,b = v1e1 + ... + vnen, akkor ezek szerint
¢(a) =aa—pb, p(b)=ab+pfa
teljesiil. Tehdt L(a,b) invaridns altér, melynek dimenzidja legfeljebb kettd. O
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7.4. Nilpotens operatorok

Az el6z6 részben lattuk, hogy nem minden linedris transzformécié esetén
lehetséges a transzformécié maétrixdt diagonalizdlni. Mostani vizsgalatunk célja
megmutatni, hogy legaldbbis a komplex szdmtest (vagy algebrailag zart test) feletti
vektorterek esetén mindig lehetséges olyan bdzis konstrudldsa, melyben a linedris
transzformécié métrixa egy egyszer(i kanonikus alakot vesz fel. Ezt Jordan—féle
normélforméanak fogjuk nevezni. Hogy ehhez eljuthassunk, elszor az un. nilpotens
transzfomécick vizsgdlata sziikséges. Ezen és a kovetkez6 részben Halmos (6]
konyve ide vonatkozé részének a gondolatmenetét kovetjiik.

DEFINICIO. Legyen V vektortér, ¢ € Ty. A ¢ linedris transzformiciét
nilpotensnek nevezziik, ha van olyan r pozitiv egész, hogy ¢" = O, az azonosan
nulla operdtor. A legkisebb ilyen r—et a  nilpotencia indexének nevezziik.

TETEL. Legyen V vektortér, ¢ € Tv pedig r nilpotencia indexti nilpotens operator
és tegylik fel, hogy e € V olyan vektor, hogy ¢"!(e) # 0. Akkor

L (e,p(e),...,0""(e)) linedrisan fiiggetlen vektorok

I M = L(e,p(€),...,p""1(e)) p—invaridns altér és létezik hozzd olyan N -
invaridns altér, hogy M @ N =V.

Bizonyités.
I. Indirekt tegyiik fel, hogy a vektorrendszer linedrisan fiiggs, azaz vannak olyan
o, Qa1,...,a,-1 € T skaldrok, melyek nem mindegyike nulla és

ape +arp(e) +...+ar—19" 1(e) = 0.

Jelolje j azt a minimélis indexet, melyre a; # 0. Mivel "~ (e) # 0, azért j < r—1.
Az
ajp’(e)+...+ar_19" " 1(e) =0

egyenl6ségbol a; # 0 miatt @7 (e) = ¢/ *+(u) adddik, ahol
u=—(ajt1/a;)e— ... — (@r—1/a;)p"772%(e) . Akkor

e He) =" Y (e)) = "I (T (u) = " (u) =0

mivel 7 a ¢ nilpotencia indexe. Ez viszont ellentmond e vélasztdsanak.

II. Legyen M = L(e, p(e),...,p""1(e)). Mivel a generdtor vektorok képei is
M-ben vannak, azért M @-invaridns. Az N altér létezését az r nilpotencia index
szerinti teljes indukciéval fogjuk bizonyitani. Ha r = 1, akkor ¢ az azonosan nulla
operétor, ha (e, ...,e,) bdzisa V-nek, akkor lehet M = L(e1), N = L(ez,...,en)-
et vélasztani. Tegyiik most fel, hogy az 4llitds igaz (r — 1) nilpotencia indexi
operatorokra, és ennek felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy r nilpotencia index
esetén is igaz.

A ¢(V) képtér invaridns altere p-nek. A p/p(V) leszlikitett operator nyilvan
(r — 1) nilpotencia indexti. Legyen u = ¢(e), akkor u € (V) és ¢""2(u) # 0 az
e vélasztdsa miatt. Az I. pontot alkalmazva kapjuk, hogy (u,p(u),...,¢""%(u))
linedrisan fiiggetlenek. Az My = L(u,p(u),...,9""2(u)) altér invaridns altere
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©(V)-nek. Akkor az indukciés feltevés szerint van olyan Ny invaridns altere ¢(V)-
nek, hogy
Mo ® No = p(V) (8)

1. Legyen
Ny ={z eV |p(x) € No}.

Ha z,y € N1, azaz ¢(z),¢(y) € No, akkor o(z — y) = p(z) — ¢(y) és tetszbleges
A € T-vel p(Az) = Ap(z) is elemei Np—nak (mert Ny altér), tehdt = — y, Az € Ny,
tehdt N; altér (1d. Altérkritérium). Tovdbbd, nyilvdnvaléan

2. Most megmutatjuk, hogy
V=M-+N;. (10)

Legyen a € V tetsz6leges vektor. Akkor p(a) € (V) = My ® No, tehdt vannak
olyan mgo € Mo, ng € Ny vektorok, hogy ¢(a) = mo + ng. Az My altér definicidja
szerint vannak olyan 9,71, - ..,7-—2 € T skaldrok, hogy mo = you +y1p(u) +...+
Yr—20" "%(u), azaz mo = @(m1) ahol m; = Yoe + 110(€) + ...+ Yr—20""%(e) € M.
Most p(a) = @(m;)+no—bol kovetkezden p(a—m;) = ng € Ny tehat Ny definicidja
szerint a—m; € N;. Vagyisa = my+(a—my),m; € M,a—m; € N; ami bizonyitja
(10)—et.
3. Megmutatjuk, hogy
M N Ny = {0}. (11)

Ha z € M N Ny akkor egyrészt x € M, azaz ¢(z) € Mo, mésrészt © € Ny azaz
w(z) € Ny (Np invaridns altér). De akkor p(z) € My N Ny tehdt o(z) = 0,
mivel My és Ny Osszege direkt Osszeg. Mivel x € M, azért vannak olyan
ag,aq,...,a,—1 € T skaldrok, hogy T = age + ayp(e) + ... + ar—19""1(e), tehdt
o(x) = a0p(e) +a1pP(e) +- .+ 2™ (e) = 0. Mivel (p(e), p%(e), - .-, 9" (¢))
linedrisan fiiggetlen vektorok, azért innen oy = ... = ar—2 = 0. Ezért
T = ar—19" !(e), de ez a vektor benne van My N Np-ban, tehdt z = 0, mivel
MyN Ny = {0}

4. Beldtjuk, hogy Ny és M N N alterei N;j-nek, melyek metszete csak a nulla
vektorbdl &ll. Valéban, ha a € Ny, akkor Ny op-invaridns volta miatt ¢(a) € No,
de akkor az Ny definicidja miatt a € N;. Tehdt Ng € N;. Maésrészt M N Ny
nyilvan altere Nj—nek. Végiil, (11) felhasznéldsdval adédik, hogy (M NNy) NNy C
M N Ny = {0}

5. Az el6z6 pont szerint Ny és M N N; Osszege direkt Osszeg, és ez a direkt
sszeg altere Ni-nek. Akkor létezik olyan N;' altere Ni-nek, hogy

Nt @ No® (M N Ny) = Ny. (12)
Azt allitjuk, hogy akkor a keresett altér

N =N{ & N,.
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5a. Mivel Ny = N @ (M N Ny), tehdt N N (M N N;) = {0}, valamint N C Ny,
azért
MNNCNN(MnNN;)={0}.

tehdt M és N Osszege direkt Gsszeg.
5b. Mivel M C M @ N, tovdbbd Ny = N& (M NN;) C M & N, azért (10)
felhaszndldsaval V=M + Ny C M ® N, tehst M PN =V.
5c. Felhasznilva, hogy N C Nj, valamint N7 és N definicidjdnak figyelembe
vételével
@(N) C p(N1) € No C N,

tehdt N p—invaridns altér. m]
TETEL. Ha ¢ € 7y nilpotens, nilpotencia indexe r, akkor léteznek olyan r1,...,7%
természetes szamok, ey, . . ., ex vektorok, hogy

I.ry>...21%
2. (e1,0(e1)y---, 0" " e1), ..., ex,p(ek),---, 0 *"1(ex)) bdzis V-ben
3. ¢ (e1)=...=¢"*(ex) = 0.

Bizonyitds. Legyen ry = r, vélasszuk az e; vektort gy, hogy ©™~1(e;) # 0.
Akkor el6z8 tételiink szerint (e1,p(e1),.-.,9™ " !(e1)) linedrisan fiiggetlenek és
az My = L(e1,p(e1),...,9¢" " (e1)) altér p-invaridns. Tovabbd, van hozzs
olyan N; o-invaridns altér hogy M; ® N; = V. A ¢/N; operétor is nyilvan
nilpotens, nilpotencia indexe 7 < r;. Legyen e; € N; olyan vektor, hogy
o7 l(e3) # 0. Akkor (eq,p(e2),...,9™2 !(e2)) linedrisan fiiggetlenek és az
My = L(ea, p(e2),...,9 2 (ez)) altér p-invaridns. Hozz4 taldlhaté olyan Ny -
invaridns altere Ny—nek, hogy Ny = My @ N,. Tehdt V = M; & My & N,. Tovabb
folytatva az eljarast az véges sok lépésben véget ér, mert az M; alterek dimenzidinak
Gsszege dim V. Végiil azt kapjuk, hogy vannak olyan fenti tulajdonsagi M, ..., Mg
p—invaridns alterek, hogy V = M1 ®...® Mj. Az M; alterek bazisainak egyesitése

bézist alkot V-ben. o
MEGJEGYZES. Az M; altér (e, ¢(e;), ..., " (e;)) bazisdban /M; métrixa

0 00O 0 0

100 0 0

010 00

0 01 0 0

0 0O 10

” 2

vagyis a f64tl6 alatt 1-ek vannak, mindeniitt mdsutt nulldk. A tétel altal leirt
bdzisban ¢ matrixa a f64tléra felftizott ilyen tipusi t6mbokbdl &ll, mindeniitt
maésutt nulldk vannak a métrixban.

7.5. Jordan—féle normadlforma

Ebben a részben feltételezziik, hogy Spyp teljes. Ez a feltevés helyettesithetd
azzal, hogy a skaldrtartomény algebrailag zédrt, azaz minden felette vett nem
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konstans polinomnak a gyokei is a test elemei. Ismeretes, hogy a komplex szamtest
algebrailag zart.
A tovabbiakban sziikségiink lesz az aldbbi segédtételre:

LEMMA. Legyen ¢ € v tetszéleges linedris transzformdcié. Tegyiik fel, hogy
V =R& N, ahol R, N p—invaridns alterek, ¢/ R automorf, ¢ /N nilpotens. Ha L
tetsz6leges olyan p—invaridns altér, hogy /L automorf, akkor L C R.

Bizonyitds. Tetszéleges x € V vektor felithaté z = r + n alakban, ahol
7 € R,n € N. Legyen q a ¢/N nilpotencia indexe, akkor p?4(z) = ¢(r) + ¢¥(n) =
@i(r) tehdt (V) C p?(R) C R, mivel R p-invaridns. Ha /L automorf, akkor
o(L) =L, tehdt L = p?(L) C p?(V) C R. O

TETEL. Legyen ¢ € 1v. Akkor léteznek olyan R, N p-invaridns alterek, hogy ¢ /N
nilpotens, ¢/ R automorfésV = R@® N.

Bizonyités.

1. A ¢ novekvS hatvdnyainak nullterei egymdsba vannak dgyazva: Keryp C
Keryp? C .. .. Valéban, ha z € Kerp*, azaz o*(x) = 0, akkor p*t1(z) = p(p*(z)) =
©(0) = 0, tehat x € Kerpkt1,

2. Ha valamely k-ra Kerp* = Kerp**!, akkor innentSl a linc stagnil:
Kerp* = Kery*t/ minden j > 0O-ra. Ha ugyanis z € Kerp*t/, akkor 0 =
O*ti(x) = k(i 1(x)) azaz w1 (z) € Kerp*t!. De akkor a feltevés szerint
¢~ 1(z) € Kerp*, tehdt p*(p~!(z)) = 0, azaz = € Kerp*t7~1. Az eljarast
folytatva beldthaté, hogy z € Kerp*. Ez az 1 ponttal egyiitt a bizonyitandé
allitast jelenti.

3. Mivel V' dimenziéjanak végessége miatt az 1 pontban szereplé lanc nem
néhet korlatlanul, azért egy id6 utdn elkezd stagndlni. Legyen g az a legkisebb
index, melyre Kerp? = Kerp?*!. Legyen

N =Kerp? é R= (V).

Megmutatjuk, hogy ezek megfelel$ alterek. Ha x € N, akkor ¢?(x) = 0, ahonnan
©9t1(z) =0, azaz p(z) € Kerp? = N, tehdt N p-invaridns. Hasonldan, ha z € R,
azaz r = ¢(u), akkor p(z) = ¢?(p(u)), tehdt p(z) € ¢I(V) = R, azaz R is
p—-invaridns.
4. Megmutatjuk, hogy
V=R&®N.

Ha z € RN N, akkor egyrészt x = ¢7(u), mésrészt 99(x) = 0. Tehdt p?9(u) = 0,
azaz u € Kerp?. A g értelmezése és a 2 pont szerint akkor u € Kery?, azaz
x = ¢(u) = 0. Ezek alapjén az N + R 6sszeg direkt 6sszeg. A homomorfia tételbdl
kovetkezéen dimenzidik Osszege dim V—vel egyezik meg, tehdt valéban RGN = V.

5. Belatjuk, hogy ¢/N nilpotens. Valéban, ha z € N, akkor ?(z) = 0, tehdt
a nilpotencia indexe < gq.

6. Megmutatjuk, hogy ¢ = ¢/R automorf. Ennek bizonyitdsdhoz tegyiik fel,
hogy z € Ker¢, azaz ¢(z) = p(z) = 0. Mivel z € R, azért van olyan u € V, hogy
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z = ¢7(u). De akkor p9*1(u) = 0, azaz u € Kerp?*! = Kery?, azaz z = ¢?(u) = 0.
0O

TETEL. Legyenek Aq,..., A, a ¢ € Ty kiilonb6z6 sajitértékei, rendre my,...,my
(algebrai) multiplicitdsokkal. Akkor vannak olyan M, ..., M, alterek V—ben, hogy
LV=M®...0M,

2. dimM; =m;(1 <j<p)

3. M; p—invaridns altere V-nek (1 < j < p)

4. ¢ — \je nilpotens M;-n (1 < j < p), ahol € az identikus transzformécié.

MEGJEGYZES. Ezen tételben hasznaljuk ki, hogy Spy teljes.

Bizonyités.

1. Minden egyes j-te (1 < j < p) legyen ¢; = ¢ — Aje. Az el6z6 tétel
szerint vannak olyan R;, M; p;—invaridns alterek V-ben, hogy ¢;/R; automorf,
;/M; nilpotens, és V = M; ® R;. Konnyfi ellenérizni, hogy ezen R;, M; alterek
invaridnsak ¢-re, s6t més pr—ra nézve is (1 < k < p).

2. Mivel V = R; & Mj, azért ha V-nek olyan bazisit vélasztunk, mely R; és
M; bézisainak egyesitése, akkor abban a béazisban ¢ métrixa t6mbos alaky lesz:

( ¢/R; 0 )

0 o/M; )
Ennek alapjdn konnyen beldthatd, hogy ¢ karakterisztikus polinomja egyenld
¢/R; karakterisztikus polinomjanak és ¢/M; karakterisztikus polinomjénak a
szorzatdval.

3. A ¢/M; karakterisztikus polinomjénak csak \; gyoke. Tegyiik fel ugyanis,
hogy a 0 # z € M, vektorra és valamely A skaldrra fenndll p(z) = Az. Akkor
pi(x) = (p — Aje)(x) = (A — Aj)z. Legyen k a ¢; nilpotencia indexe. Akkor
0= ok(z) = (A — \j)*z. Ez csak tgy lehet, ha A = \;.

4. ¢/R; karakterisztikus polinomjénak A; nem gyoke. Ennek beldtdsdhoz
legyen /R, maétrixa az R; egy rogzitett baziséban A;. Akkor ¢;/R; matrixa
ugyanebben a bézisban A; — A\;E. Mivel ¢;/R; automorf, azért matrixa reguldris,
|A; — M\E| # 0, azaz ¢/ R;—nek \; nem sajatértéke, ezért nem is karakterisztikus
gyoke.

A 2,3,4 pontok kovetkezményeként dim M; = multd; = m; adddik.

5. Megmutatjuk, hogy ha i # j, akkor M; C R;. Legyen ugyanis /M; métrixa
az M; valamely bézisira vonatkozéan A;. Akkor a ¢;/M; métrixa ugyanebben a
bazisban A; — \;E. Mivel p/M;—nek a 3 pont szerint \; az egyetlen sajatértéke,
azért A\; nem sajitértéke, |A; — A\;E| # 0, vagyis p; reguldris M;—n. A legutébbi
Lemmaénk szerint ebbdl M; C R; kévetkezik.

6. Az 5 pont szerint

i=1
i#J
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Mivel M; N R; = {0}, azért

(Z M;)) 0 M; = {0}

i
Tehdt az Mi,..., M, alterek Osszege direkt Gsszeg. Végill dimM; = m;, és
mi+...+mp =dimV alapjan kapjuk, hogy V=M, ®... & M,. O

MEGJEGYZES. Mivel ¢;/M; nilpotens, azért a nilpotens operdtorokra vonatkozé
tételiink szerint lehet M;-nek olyan bézisit konstruélni, melyben ¢;/M; métrixa

0 00 00
1 00 0 0
010 00
0 01 00
000 10

alaki tombokbél &ll. Mivel ¢ = ¢; + \je, azért ugyanebben a béazisban ¢/M;
matrixa '

A 0 0 0 0
1 ) 0 0 0
0 1 X 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 ... 1 )

alaky, in. Jordan—féle t6mbdkbdl 4ll, ahol a féatloban ), alatta 1, mashol 0 4ll
a métrixban. Ha minden egyes M; altérnek ilyen tipusi bézisit konstrudlunk, és
V bézisit ezen bazisok egyesitéseként rogzitjiik, akkor o métrixa ebben a bazisban
olyan lesz, hogy a féatléra a fenti tipusi Jordan—féle tombok lesznek felfiizve,
mashol 0 4ll. Ugyanazon sajtértékhez a fentiekb8l kovetkezden tobb, kiilonbozo
méreti Jordan—féle témb is tartozhat. Ezt az alakot a ¢ métrixa Jordan—féle
normalalakjanak nevezziik.
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8.1. Linedris formdk

Ebben a szakaszban értelmezziik a linedris formék fogalmdt, mint a vektortéren
értelmezett skaldrértéki linedris leképezéseket, megmutatjuk, hogy véges dimenzids
terek esetén a linedris formdk a kiinduld vektortérrel izomorf teret alkotnak, de
mégis mds természetiiek: a linedris formdk megfeleld, in. dudlis bazisra vonatkozd
koordinatdi masként transzformalédnak.

DEeFINICIO. Legyen V egy vektortér a T test felett. Az £: V — T linedris
leképezéseket linedris formaknak nevezziik.

MEGJEGYZES. Amennyiben V fliggvénytér, szokdsos elnevezés a linedris funkciondl
is.

A V vektortér linedris formdinak halmazat V*-gal jeloljiik, elnevezése kon-
jugdlt tér vagy dudlis tér. V* a leképezések szokdsos miiveleteire nézve vek-
torteret alkot.

TETEL. Ha (b1,...,b,) bdzis V-ben és £ a V vektortéren értelmezett linedris
forma, akkor tetszbleges x € V vektorra az ¢ linedris forma hatdsa

L) =a1z1+...anTn

ahol (zy,...,z,) az x vektornak a bdzisra vonatkozd koordindtdi, a1, ..., a, pedig
a = vektortd! fiiggetlen, csak €-t6l és a bazistdl fiiggs dllandék. Az utobbiakat a
linedris forma megadott bdzisra vonatkozé egyiutthatéinak nevezziik.

Bizonyitds. A linedris forma linearitdsat kihasznélva, s bevezetve az a; = £(b;)
jelolést, azt kapjuk, hogy

U(x) = L(z1b1 + - - + Tpby) = (x1b1) + -+ - + £(xnby) = a121 + -+ - + AnTp.

O

TETEL. A V vektortér tetszbleges (b1,...,b,) bédzisdhoz egyértelmiien létezik
V*-nak olyan (¢1,...,¢,) bdzisa, melyre

Zi(bj)zdij 1SZ,]STL

Bizonyitds. A linedris leképezések alaptétele alapjin egyértelmiien léteznek
olyan ¢4, ..., ¢, linedris formdk melyekre teljesiil

Ei(bj) =5ij 1<i,5<n.
E linedris formék linedrisan fiiggetlenek, hiszen ha A1y + - -- + A€, = O, akkor

minden j =1,...,n esetén (A1f1 + -+ Anfn)(b;) =0, s igy A\j = A li(bj) +---+
Anln(b;) = 0.

93
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Az ¢y, ...,£, linedris formdk generdtorrendszert alkotnak, mivel ha ¢ € V*
tetsz6leges linedris forma, akkor

E=L0(b1) +...+£(bn)ln
érvényes, ugyanis barmely 1 < i < n esetén
((b1)lr + ... +£(bp)n)(b;) =
2(b1)L1(b:) + ...+ £(bn)ln(b;) = £(b;).

O
A tétel kovetkezményeképpen adédik, hogy dim V = dim V*. Ennek alapjén a
kovetkezd elnevezéssel éliink:

DEFINiCIO. A V vektortér egy (b1,...,bn) bézist és a konjugdlt V* tér egy
(£1,...,£,) bdzisat dudlis bazisparnak nevezziik, ha
bi(b;) =65 1<ij<n.
Szokasos elnevezés a biortogondlis bazispar is.
A forditott irdnyu egzisztencia a most kovetkez6 tétel kévetkezménye.

TETEL. Tekintsiik a véges dimenziés V' vektortér mdsodik konjugdlt terét: V** =
(V*)*. Ekkor a
TV oV

T — Ty

leképezés, melyre 1,(¢) = £(x) minden £ € V* esetén, izmorfizmust ad meg V és
V** kozdtt. Ezt az izomorfizmust természetes megfeleltetésnek nevezziik.

Bizonyitds. ElGsz0r belatjuk, hogy 7 linedris leképezés. Ugyanis, barmely
£ € V* esetén

Tae+uy(£) = €Az + py) = M(z) + pl(y) = Ao (€) + pry(€) = (A= + p7y)(€)
ezért
Taz4uy = (ATz + U7y).
T injektivitdsdhoz figyeljiikk meg, hogy adott 0 # z € V-hez mindig van olyan

¢ € V*, hogy £(z) # 0. Ezért 7, = O, azaz minden £ € V* esetén 7,(¢) = £(z) =0
csak akkor lehetséges, ha z = 0. Mivel V és V** azonos dimenzidjiak, a nullitas-

rangtétel alapjdn 7 sziirjektiv is, tehdt 7 valéban izomorfizmus. o
KOVETKEZMENY. Bdrmely (¢1,...,£,) V*-beli bdzishoz van V-ben dudlis bézis.

Bizonyitds. A megadott (¢3,...,%,) V*-beli bazishoz el6bbi llitdsunk alapjén
van egy dudlis (11,...,7,) bdzis V**-ban. A természetes megfeleltetés alapjin
T; = Tp;. Ekkor (by,...,b,) dudlis bazisa (£y,...,~4,)-nek, mivel

£i(bj) = 1, (&) = 75(L:) = ds5.
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O
Megfigyelhetjiik, hogy ha egy dudlis bazispar adott, akkor egy tetszéleges x € V
vektor (z1,...,2zn) koordindtéira z; = ¢;(x) teljesiil. Ugyanis, a jobboldalon az

T = Z?Zl z;b; Osszefiiggést helyettesitve

n n n
IE) = &- ZZCjbj = ijfl(bj) = ijdij = T;
j=1 j=1 j=1
ad6dik. Mdsrészt egy linedris forma (by,...,b,) bézisra vonatkozé egyiitthatoéi
megegyeznek a linedris formdnak az (¢1,...,¢,) dudlis bdzisra vonatkozdé ko-
ordindtaival:

€= 0(b))ty -+ £(bn)y

TETEL. Legyenek (by,...,bn) és (f1,-..,fn) bdzis a V vektortérben, tovabbd
(41,...,4), iletve (mq,...,my) hozzdjuk dudlis bdzis V*-ban. Ha a V
vektortérben a (b) — (f) bézistranszformdcié métrixa S, akkor a V*-beli dudlis
bézisok kézott a az (£) — (m) bazistranszformécié métrixa (S~1)%.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a dudlis bézisok kozotti d&tmenet métrixa R =

(rsj):
n
mi =Y Tkilk.
k=1

Legyen S = (si;). A dualitdst kétszer kihasznélva adédik, hogy

bij = mi(fj) = Zrkiek (Z S[jb[) = erkzsbek(b[
k=1 =1 k=1

=1

n

n
E E TkiS1j0kl = TkiSkj

k=11=1
Ez azt jelenti, hogy R!S = E, azaz R = (S~!)%. =

KOVETKEZMENY. A linedris formédk egyiitthatéi az S* métrixszal transz-
formalédnak.

8.2. Bilinearis formdk

A bilinedris formak skaldrértékii két vektorvaltozds leképezések. A szimmetrikus
bilinedris formék kvadratikus formdkat szolgdltatnak és viszont. Métrixel6allitasuk

akkor konnyen &ttekinthet6, ha mdtrixuk diagondlis. Az ilyen matrixd el64llitast
kanonikus alaknak mondjuk ezek megkeresése kozponti kérdés e témakdrben.

DErINiC16. Legyen V egy T test feletti vektortér. Az L: V x V' — T leképezést
bilinearis formadnak neveziink, ha mindkét véltozdjéban linedris, azaz

L(M\z1 + Aoxa,y) = A1L(z1,y) + Ao L(x2,y)
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L(z, My1 + A2y2) = M L(z,y1) + A2 L(z, y2)
teljesiil minden x,x1,%2,Y,Y1,Y2 € V és A1, A2 € T esetén.

Bilinedris formék Gsszegét, skaldrral valé szorzatat a fiiggvényeknél szokésos
médon értelmezziik. igy szintén egy T test feletti vektorteret kapunk, melynek
dimenziéja n?, ha V dimenziéja n. Ez konnyen kovetkezik a bilinedris formak
métrixokkal valé el6allitdsi lehet8ségébdl:

Ha (b1,...,b,) bdzis V-ben, akkor a L bilinedris forma métrixdnak nevezziik
az a;; = L(b;,b;) szdmokbdl 4ll6 n x n-tipusi métrixot. A métrix elemeit a
3 j

bilinedris forma megadott bézisra vonatkozé egyiitthatéinak is mondjuk. Ha az
z,y € V vektorok (by,...,b,) bdzisra vonatkozé koordindtaoszlopai X,Y € T
akkor a bilinedris forma értékét a kovetkez6képpen lehet kiszamitani :

L(z,y) = X' AY,
ugyanis

Y wibi, Yy oy | =Y miy;L(bi,bj) =
i=1 j=1

i=1 j=1

= i zn: TY;05 = XtAY.

i=1 j=1

MEGJEGYZES.  Adott bdzis esetén a bilinedris forma egyiitthatérendszere
egyértelmii.

A bézis megvaltoztatdsa esetén természetesen megvaltozik egy bilinedris forma
egyiitthatémaétrixa is a kovetkez8k szerint:

TETEL. Legyen (by,...,bn) és(f1,..., fn) két bdzis a V vektortérben, a (b) — (f)
bézistranszformécié métrixa S. Ha az L bilinedris forma mdtrixa e bdzisokra
vonatkozélag A, illetve B, akkor érvényes kozottiik az

B =5'AS
Osszefiiggés.

Bizonyitds. Legyen S = (s;;), A = (ai;), B = (3;;). Akkor

fi= Z Skjbk-
k=1

Ezt megfelelden behelyettesitve, kihaszndlva a bilinedris forma mindkét viltozéban
valé linearitdsat, azt kapjuk, hogy

fBzJ = L fnf] <Zsk1bk,Zlebl) =



8. Véges dimenzids terek formdi 97

n n n n
= Z Z Skisi; L(bk, b)) = SkiQk1Sl;-
k=11=1 k=11=1
Ez a bizonyitandét jelenti. i
A kapott formuldbdl kovetkezik, hogy egy adott bilinedris forma barmely
bézisra vonatkozé métrixdnak a rangja mindig ugyanannyi, ezt a bilineéris forma
rangjanak is mondjuk.

DEFINiC1I6. Egy L: V x V — T bilinedris formét szimmetrikusnak mondunk, ha
L(z,y) = L(y,x) teljesiil minden z,y € V esetén. Antiszimmetrikusnak (vagy
ferdeszimmetrikusnak) nevezziik akkor, ha minden z,y € V vektorra L(y,z) =

—L(:IZ, y)'

Szimmetrikus bilinedris forma egyiitthatématrixa barmely bézisra vonatkozdan
szimmetrikus, és hasonléan antiszimmetrikusé antiszimmetrikus matrix.

Konnyen beldthaté az is, hogy a szimmetrikus bilinedris formék S(V') halmaza
altér a bilinearis formdk B(V') vektorterében, hasonléképpen az antiszimmetrikus
formék A(V) halmaza is altér B(V)-ben, s6t S(V') és A(V) direkt Osszeadanddk
B(V)-ben. Dimenzidjukra dimS(V) = @, illetve dim A(V) = "("T_l) érvényes.

A szimmetrizdlds operétora tetszdleges bilinedris formdhoz egy szimmetrikusat
rendel a kovetkez&képpen

LeB(V)— Ly e S(V)

Ly(z,9) = 5(L(z,9) + Ly, 2)),

mig az antiszimmetrizdlds operdtorat igy értelmezziik:

LeBV)— L, € A(V)

Lo@.y) = 5(L(,3) - Ly, 2)).

Lathaté, hogy tulajdonképpen a szimmetrizdlds, illetve az antiszimmetrizalds
operatora projekcié a szimmetrikus, illetve az antiszimmetrikus formdk alterére.

DEeFINiCI6. Legyen L: V x V — T szimmetrikus bilinedris forma. A beldle
szarmaztatott Q(z) = L(z,z), Q:V — T fiiggvényt kvadratikus formdnak
nevezziik.

A kvadratikus forma mindig egyértelmiien meghatdrozza azt a szimmetrikus
bilinedris format, amelybél szdrmaztathaté. Ugyanis, barmely x,y € V-re

Qz+y)=Lxz+y,z+y) = L(z,z)+2L(z,y) + L(y,y)
Q(x) +2L(z,y) + Q(y)
s ebbél

L(z,y) = 5 (Q(z +y) — Q(z) — Q(y))

N =
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adddik.
TETEL. Ha (by,...,b,) bdzis V-ben, akkor tetszéleges kvadratikus forma

el6éllithaté Q(z) = Z a;;x;x; alakban egy szimmetrikus A = (ou;) métrixszal,
ij=1

ahol (z1,...,z,) az x vektor (by,...,b,) bézisra vonatkozé koordindtait jeloli.
Maésrészt minden ilyen el6allitds kvadratikus formdt ad meg.

Bizonyitds. Az 8llitds els§ része azonnal kovetkezik a bilinedris formdk
el6allithatosdgdbdl z-et helyettesitve mindkét véltozéba.

A mésodik beldtdsshoz tekintsiik azt a bilinesris form4t, amelynek egyiitthato-
métrixa az adott bazisra vonatkozéan B. Ilyen egyértelmiien létezik, s a beldle
szarmazé kvadratikus forma a megadott @ kvadratikus formdval egyezik meg. O

MEGJEGYZES. A bdzis rogzitése utdn a kvadratikus forma egyiitthatérendszere
egyértelmi.

8.3. Kanonikus alak

Egy véges dimenziés vektortéren értelmezett L bilinedris forma esetén L kano-
nikus bazisanak neveziink egy olyan (by,...,b,) bézist, amelyre vonatkozéan L
métrixa diagondlis, azaz el6éllitdsa

L(z,y) = Mz1y1 + - + AnZn¥n

alakd. Az ilyen bézist az L-bOl szdrmaztathaté @ kvadratikus forma kanonikus
bdzisdénak is mondjuk. A kvadratikus forma el6éllitdsa kanonikus bézisra
vonatkozdan

Q(x1, .+, Tn) = M} + -+ + A3
alaki. Az ilyen el6allitdst kanonikus alakként is emlitjiik.

TETEL. Lagrange tétel. Véges dimenzids vektortéren értelmezett barmely L
szimmetrikus bilinedris formanak van kanonikus bdzisa.

Bizonyitds. A bizonyitds a vektortér dimenzidja szerinti teljes indukciéval
torténik.

Az éllitds n = dimV = 1 esetén nyilvdnvaléan igaz. Tegyiik fel, hogy n — 1
dimenzids vektorterek esetén az allitds teljesiil. L = 0 esetén az allitds trividlisan
teljesiil. Ha viszont L # 0, akkor mivel a szimmetrikus bilinedris formdt
teljesen meghatédrozzak az 4tlén felvett értékei — valaszthatunk egy olyan b, # 0
vektort, amelyre L(b,,b,) # 0 (ami azért teljesiil, mert L értékei el6éllithatdak
Q(y) = L(y, y) értékeivel). Tekintsiik most azt az £: V — T linedris formét, melyet
L-bél kapunk: £(z) = L(b,,x). Ez a linedris forma b,, vélasztdsa miatt nem nulla,
ezért rangja 1, nullterének dimenzidja n — 1. Szoritsuk meg L-et a nulltérre, s erre
alkalmazzuk az indukcids feltevést: van olyan (by, . ..b,—1) bazis a Ker £ nulltérben,
melyre L(b;,b;) =0 minden 1 < 4,5, < n—1,i # j esetén. Ezt kiegészitve b,-nel,
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V-nek kapjuk meg egy bézisit, amely kanonikus lesz az L bilinedris formdnak,
hiszen 1 <i <n —1 esetén b; € Ker ¢, ezért L(b,,b;) = £(b;) = 0. O

MEGJEGYZES.

1. Ha r = rang L, akkor a bazistagok cseréjével elérhet6, hogy
L(J:,y)=2)\ixiyi, /\i;éO,iZI,...,T
i=1

alakot kapjunk.

2. Egy szimmetrikus bilinedris forma mindegyik kanonikus alakjiban a nulldtél
kiilonb6z6 tagok szdma ugyanannyi, nevezetesen r.

A valds vagy a komplex esetben a kanonikus alak még tovabb egyszertsitheto.

Ugyanis a valds esetben a kanonikus (b1, ..., b,) bdzisrél a \/_It\—_l’ N ﬁ bézisra
1 n

attérve a kanonikus alak:

L(z,y) = Zé‘ﬂ?iyi, ahol g; = 1.

i=1

A komplex esetben pedig a (b1,...,b,) kanonikus bazisrdl a \}’—%—, e % bézisra
attérve a kanonikus alak:

L(z,y) = Y z:yi-
=1

Ez utébbi két el6dllitdst normalalaknak nevezziik.

Hamarosan t6bb gyakorlati médszert is bemutatunk a bilinedris és kvadratikus
formdk kanonikus bdzisdnak megkeresésére. De mar most beldtjuk, hogy a
kanonikus alakban szerepl6 pozitiv, illetve negativ egyiitthatéji tagok szdma
nem fiigg a kanonikus alakra hozds mddjétél. Ezt nevezik Sylvester—féle
tehetetlenségi torvénynek.

TETEL. Legyen L az n dimenziés valés V vektortéren értelmezett bilinedris forma.
Ekkor L valamennyi kanonikus elfallitdséban a pozitiv (negativ) egyiitthatdék
szama mindig ugyanaz.

Bizonyitds. Legyen (by,...,bn) és (bi,...,b)) két kanonikus bdzisa az L
bilinedris formdnak, melyekre k; = L(b;,b;) > 0 minden ¢ = 1,...,p esetén, és
ki = L(bi,b;) < 0 minden i =p +1,...,n esetén, illetve k! = L(b;,b;) > 0 minden
i=1,...,s esetén, és k] = L(b},b;) <0 minden i =s+1,...,n esetén.

Megmutatjuk, hogy a by, ..., by, b1, ..., b}, vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.

Ugyanis, ha

Atby + -+ 4 Apbp + psq1blq + - + pnby, =0,
akkor legyen

@ =Aby 4+ Apbp = —fraq1blyq — -+ — bl



100 8. Véges dimenzids terek formai

"z

Az a vektor kétféle el6allitdsa miatt egyrészt

L(a,a) = A3ky + -+ + A2k, > 0,

masrészt
L(a,a) = p3 1kiqy + - + pnky, < 0.
Ez csak gy lehetséges, hogy L(a,a) =0, s ezért A\; = --- = A, = 0, tehdt a = 0.
Kihaszndlva b, ,, ..., b, linearis fiiggetlenségét po41 = -+ = pn = 0 is adddik.
E vektorrendszer linedris fiiggetlenségéb6l p + (n — s) < n adddik, azaz p < s.
Felcserélve a két bdzis szerepét ugyanigy kapjuk, hogy s < p. Tehdt p = s. a

Gyakorlati médszerek kvadratikus formak kanonikus alakjanak
meghatdrozasara

1. Lagrange—féle teljes négyzetté kiegészités moédszere

Legyen adott a valés R™ vektortéren értelmezett Q(z) = Q(z1,...,Zn) =
n

Z a;;x;x; kvadratikus forma. Ha n = 1, akkor a kvadratikus forma bdrmely
i,j=1

bazisban kanonikus alaki. Ha viszont m > 1, akkor megmutatjuk, hogy
mindig visszevezethetd R™~1-en értelmezett kvadratikus forma kanonikus alakjénak
keresésére. Igy 1épésrdl lépésre, egyre tobb valtozé fog csupéan tisztdn négyzetes
tagban szerepelni.

A) Els8 esetben tegylik fel, hogy a kvadratikus forma el6éllitdsdban nincs
négyzetes tag: a; = 0 minden ¢ = 1,...,n esetén, de pl. aj2 # 0. Ekkor
egy olyan koordindtatranszformdciét hajtunk végre, hogy az 1ij koordindtakkal
megadott el6éllitas tartalmazzon négyzetes tagot. Ilyen pl. az

1
T, = 5(::1 + 2)
1
7y = (@1 -2)
T, = ha i=3,...,n

koordindtatranszformdcié. Ezt megfeleléen behelyettesitve, a kvadratikus forma
elééllitésa tartalmazni fog 22 alaki négyzetes tagot.

B) Tegyiik fel, hogy a kvadratikus forma el64llitdséban van négyzetes tag, s ez
ai1z3. Végezziik el a kovetkezd talakitdsokat:

n n
2 (075
Q(r1,...,zn) = an (131 +2 E ‘a—'xlzi) + E Q;5TiT5
11 ;
1

i=2 =2
n 2 n 2
_ Qi1 Qi1 2
= oan |z + E Ti| —oan E o2 Z;
i—g 1 im2 11
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Bevezetve a

n
[0 751
!/ 1
Ty = .’L’1+E o X;
i—p 11
T, = ha i=2,...,n

koordindtatranszformdciét, a kovetkezé alakra jutunk:
Q(xla ) xn) = 0111',12 + Q(‘T’JZ’ ) 1‘;)

Ezéltal a kanonikus alakra hozds problémijit visszavezettiik eggyel kevesebb
véltozét, azaz koordindtdt tartalmazé, R™ l-en értelmezett kvadratikus forma
kanonikus alakra hozédsdra.

Megjegyezziik, hogy mind az A) mind a B) lépésben alkalmazott atalakitdsok
valéban koordindtatranszfomdciét jelentenek. Errél a transzformdcidhoz tartozé
métrix felirdsdval gy6z6dhetiink meg: azok invertdlhatok. Az dj koordindtdknak
megfelelé bazisvektorokat gy kaphatjuk meg, hogy a koordindtatranszformdacidk
métrixait invertdljuk, s a megkapott bézistranszformdcié matrixdnak oszlopvek-
torai jelentik tulajdonképpen a kanonikus bdzis vektorait.

Egy korldtozottan alkalmazhaté maésik gyakorlati médszert ad meg az aldbbi
tétel:

TETEL. Jacobi tétele.

Legyen adott az R™ valds vektortéren az L(z,y) = .., _; @i;Z:y; szimmetrikus

i!j’
a1 Qi1
bilinedris forma. Ha a A; = | : : in. sarokminorok egyike sem nulla,
(6751 N (6773
akkor van olyan (by,...,b,) bdzis, melyben L kanonikus alaku, és el6éllitdsa
Ao AV

L@MZE%M+“+A TnYn,
n

ahol (z1,...,25) és (Y1,...,Yn) az x és y vektorok (by,...,b,) bdzisra vonatkozo
koordinatéit jeloli, és Ag = 1.

Bizonyitds. A (b1,...,b,) kanonikus b&zis megkonstrudldsa indukciéval
torténik. Jelolje (e, .. .,e,) az R™ tér természetes bazisst, s legyen by = 338117761'
Itt a nevez6ben nem nulla 4ll, hiszen A; = L(e;, e1). Tegyiik fel, hogy méar ismertek
a by, ...,bx—1 vektorok, és a kovetkezd by vektort by = fBre1 + ... Brk—1€x—1 + Brek
alakban keressiik azzal a feltétellel, hogy

L(ej,by) = 0, j=1,....,k—1
L(ek, bk) = 1.
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Behelyettesitve by keresett el6allitdsat, kihaszndlva L linearitdsdt a mésodik
véltozéban, a kovetkez8 inhomogén linedris egyenletrendszerhez jutunk:

BiL(er,e1) + -+ PrL(er,ex) = 0

BiL(ex—1,€e1) +---+ BxL(ex—1,ex) = O
B1L(ek,e1) +--- + BrL(ex,ex) = 1

A fenti egyenletrendszerben L(e;, ej) = aj, ezért a Ay # 0 feltétel miatt a Cramer

tétel szerint egyértelmii megoldds létezik, s az utolsé ismeretlen Gx = AA" !

Az indukciés 1épéseket egész b, megkeresésig folytatjuk. LathatJuk hogy a

kapott (by,...,b,) vektorok valdban bézist alkotnak, hiszen az (ej,...,e,) —
(b1,...,bs) dtmenet métrixa felsétrianguldris. Tovabbd a kapott bézis kanonikus,

hiszen minden i < k esetén

L(bi,bi) = Zﬁ]e,,bk =" B;L(e;,bk) =0
j=1

i > k esetén a szimmetria miatt teljesiil ugyanez. Az igért el6éllitds is fonnéll,
hiszen

i
L(bi, b;) Zﬁaej, :ZlﬁjL(e,-,bi)=ﬂi= AK,.I'
’ O
KOVETKEZMENY. Jacobi tétele.
Legyen adott az R™ valds vektortéren a Q(z1,...,2n) = Z ai;jriz; kvadratikus
a1 Qi1 v
forma. Haa A; = | : : tin. sarokminorok egyike sem nulla, akkor van
@iy ... @
olyan (bi,...,b,) bdzis, melyben Q kanonikus alakd, és el6éllitdsa
Q15+ Yn) =i—?y?+'~+ AA" ~Ya,
ahol (y1,...,Yn) a (b1,...,b,) bdzisra vonatkozé koordindtskat jeloli, és Ao = 1.

A kvadratikus formdk igen fontos osztélyai a definit, azaz el8jelben nem véltozo
kvadratikus formdk. Tobbek kozott ilyenek segitségével definidlhaték majd az
euklideszi terek.

DEFINICIO. A Q kvadratikus forma pozitiv definit, ha Q(z) > 0 minden z # 0-
ra, illetve pozitiv szemidefinit, ha Q(z) > 0 minden z € R™-re. Q negativ
(szemi)definit, ha —Q pozitiv (szemi)definit.
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A definitség felismerését rendkiviil megkonnyiti az, ha a kvadratikus formédnak
kanonikus alakja ismert. A

Q(zl,,..,xn)=)\1xf+-~+/\nxfl

kanonikus alak alapjidn nyilvdnvaléan, pl. @ pontosan akkor pozitiv definit, ha
A1 >0,..., )\, >0, mig akkor pozitiv szemidefinit, ha A\; > 0,..., A, > 0.

A kanonikus alak kiszdmitdsa a Lagrange mddszerrel minden esetben egyszert
médon lehetséges. Inkdbb elméleti szempontbdl érdekes a kvadratikus formsk
definitségének a sarokminorokkal valé jellemzése:

TETEL. Egy R™-en értelmezett kvadratikus forma pontosan akkor pozitiv definit,
ha minden sarokminora pozitiv.

Bizonyitds. A feltétel elégségessége Jacobi tételébdl egyszeriien adédik.
Ugyanis, ilyenkor alkalmazhatjuk Jacobi tételét, s az ott ad6dé kanonikus alakban
minden egyiitthaté pozitiv lesz.

A feltétel sziikségességének beldtdsdhoz el6szor azt mutatjuk meg, hogy a Jacobi
tétel feltételei teljesiilnek, azaz a sarokminorok nem nulldk.

Legyen L az a szimmetrikus bilinedris forma, melyb8l @ szdrmazik. A
bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy valamilyen k-re Ap = 0. Ekkor a megfeleld
sarokmdtrix oszlopai linedrisan fiiggék, tehdt vannak olyan nem csupa nulla
ai1,..., 0k egylitthatdk, hogy

L(es, e1) L(e1, ex) 0
a1 : +-+og : =1 :
L(ek, e1) L(ek, ex) 0
Ez azt jelenti, hogy minden i-re (1 <i < k)

k

ZajL(ei, e;) =0.
7j=1
L linearitdsat kihasznilva .
Lie;, Zajej) =0.
j=1

Szorozzuk meg mindegyik egyenletet a;-vel, majd Osszeadva, tjra a linearitdst

kihasznéslva
k k
L E Q;€;, E Qj€j =0
i=1 j=1

adédik. Ez azt jelenti, hogy van olyan z = Z§=1 aje; # 0, hogy L(z,z) =0, de ez
ellentmond @ pozitiv definitségének.

Mostmaér alkalmazhatjuk a Jacobi tételt: a kanonikus alakban a pozitiv
definitség miatt mindegyik egyiitthaté pozitiv, ezért az els6 egyiitthatébdl A; > 0,
a masodikbdl Ay > 0, és igy tovabb az utolsébdl A, > 0.
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a

A kés6bbiekben megismerkediink majd még egy mddszerrel a kvadratikus

formdk kanonikus alakjidnak megkeresésére. Az csak euklideszi terek esetén

alkalmazhatd, viszont ott jobb eredményt, nevezetesen ortonormadlt kanonikus
bézist szolgaltat.



9. Euklideszi és unitér terek
9.1. Az euklideszi tér fogalma

DEFINICIO. Egy véges dimenzids valés E vektorteret euklideszi vektortérnek
neveziink, ha meg van adva egy olyan szimmetrikus bilinedris forma, amelybdl
szdrmaz6 kvadratikus forma pozitiv definit. E bilinedris formdt ilyenkor bels6
szorzatnak, vagy skaldris szorzatnak is mondjuk. Két x,y € E vektor belsé
szorzatdt (x,y)-nal jeloljiik. Az x € E vektor hossza (normaéja)

lzll = v/ (z,z)

Léthatjuk, hogy tetszéleges vektor normdja értelmezhetd igy, mivel az (x,z)
bels6 szorzat nemnegativ valés szam.

PELDAK.
1. R™ standard bels6 szorzatdn a kovetkez6 szimmetrikus bilinedris format
értjik:
(,9) =21y1+ -+ Tn¥Yn
tetszéleges © = (21,...,Zn), Y = (Y1,-.-,Yn) € R™ esetén.
2. A szabadvektorok tere esetében a szokdsos bels§ szorzat megaddsa a szog és
a vektorok hossza fogalménak felhasznaldsaval torténik (ldsd 1.4):

(z,y) = |z| - ly| cos <(z, y).

3. Fliggvényterek esetén altalaban integrallal definidlunk bels6 szorzatot: Pl. az
[a, b]-n folytonos valds fiiggvények C|a, b] vektorterén a szokdsos belsé szorzat:

b
(f.9) = / f(@)g(z) da

4. Véges dimenzids valds vektorterek esetén sokféleképpen adhatunk meg
bels6 szorzatot, példaul egy tetszblegesen rogzitett bazisra vonatkozd
koordinatdkkal az 1. példdban emlitett képlet szerint.

TETEL. Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség.
Barmely z,y € E esetén

|z, 9] < ]| - [ly]l
Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha x és y linedrisan fiiggé.

Bizonyitds. A pozitiv definit tulajdonsdg miatt barmely A € R esetén

(x+Ay,z+Ay) >0

105



106 9. Euklideszi és unitér terek

azaz
(z,z) + 2A(z,y) + A%(y,y) > 0

Tehat e mdsodfoki polinom diszkrimindnsa D < 0 :

A(z,y)* — 4(z,2)(y,y) < 0.

ami ekvivalens a bizonyitandéval. Ha a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyen-
l6tlenségben az egyenlGség &ll, akkor a diszkrimindns nulla, tehdt van gyoke a
polinomnak, azaz van olyan A, hogy = + Ay = 0. m]

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlStlenség kévetkeztében euklideszi vek-
torterekben értelmezhetjiik a vektorok szogét:

DEFINiC1O. A nullvektortdl kiilénbézé z,y vektorok szbge az az o szdm, melyre

(z,y)

COS Q¥ = 7.
[l - flyll

Ez az Osszefiiggés egyértelmiien hatdroz meg egy 0 < a < w szoget, hiszen
a koszinusz fiiggvény e tartomanyon kolesonosen egyértelmi, s a fenti hanyados
a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség miatt minden esetben a [—1,1]
intervallumba esik.

PELDAK.

1. R™ standard belsé szorzata esetén a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyen-
16tlenség alakja a kovetkez6:

(@11 + -+ o) S @+ 2R) W]+ +27)

2. A Cla,b] fiiggvénytér esetén a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség
a kovetkez6t jelenti (valds esetben):

b 2 b b
/ fatd| < / Pyt / P ()t

TETEL. Minkowski egyenl8tlenség. Bdrmely x,y € E vektor esetén
llz +yll < llz]l +{ly!]

Egyenlbség pontosan akkor teljesiil, ha az egyik vektor a mdsik nemnegativ
5z4mszorosa.

Bizonyitds. A norma definiciéjit és a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6t-
lenséget alkalmazzuk:

llz + 9l = (z +y,2 +y) = (2,2) +2(z,9) + (%) < ||z|* +2/(z, 9)| + [lyl]>
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< Ml + 2llz] - [yll + [y 11* = (lel] + [ly1)?

ahonnan gyokvonassal adédik a Minkowski egyenl6tlenség. Az egyenlStlenségsorozat
elsé és utolsé tagja pontosan akkor egyenld, ha mindkét becslésnél egyenlbség all
fenn. A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség miatt a masodik becslésnél
az egyenléség azt jelenti, hogy x és y linedrisan fiiggbek. Az elsé becslénél vis-
zont pontosan akkor nem torténik névelés, ha (z,y) > 0, azaz — a fiigg6ségiiket
figyelembe véve — x és y egymdsnak nemnegativ skaldrszorosa.

O

MEGJEGYZES.

1. Az egyvenl6tlenség azt fejezi ki, hogy a normdnak ugyanolyan tulajdonsiga
van, mint az abszolutérték fogalmanak a valds szdmok és a komplex szamok
esetében.

2. Ezt az éllitast szoktdk hdromszog-egyenl6tlenségként is emliteni. Az el-
nevezést az sugallja, hogy ha bevezetjiik a vektorok tdvolsdganak fogalmat:

d(z,y) = ||z - yl|
akkor az egyenlétlenség igy is kifejezhet6:
d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)

A fentiek alapjén (F,d) metrikus tér.

9.2. Ortogonalitas

DEFINiC1S. Az euklideszi vektortér két x és y vektordt ortogondlisnak mondjuk,
ha (z,y) = 0. Jelee 2z 1 y. Az z € E vektor egységvektor, ha
||z|| = 1. Egy vektorrendszer ortogondlis, ha pdronként ortogondlis vektorokbdl
all. Egy ej,ea,...,exr vektorrendszer ortonormadlt, ha pdronként ortogondlis és
egységvektorokbdl all.

Az ortonorméltsagot kifejezhetjiik a kovetkezd formuldval:
(eire5) =di; (1<i,j<n)

Az ortogonalitds fogalma a merdlegesség altaldnositdsa; a szabadvektorok skald-
ris szorzata esetén ugyanazt jelenti. Ez a fogalom fontos szemléleti médot ad
az altaldnos euklideszi vektorterek vizsgalatdban. Legegyszeriibb példdja ennek a
Pitagorasz tétel altaldnositdsa:

LEMMA. Az z ésy vektorok pontosan akkor ortogonalis, ha ||z+y||? = ||z||?+]|y||?.

Bizonyitds. Az

lz+yl?=(z+y,z+y) = (z,2) +2(z,y) + (v, %) = l|z]* + ||yl * + 2(z, p)
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alapjan nyilvdnvald. m]

A szédm n-esek R™ euklideszi vektorterében a természetes bdzis nyilvdnvaléan
ortonormalt bazist ad meg. A szabadvektorok kérében pedig pl. egy kocka egy
cstcsabdl indulé élvektorai hatdroznak meg ortonormélt bazist.

TETEL. Egy nullvektort nem tartalmazé ortogondlis vektorrendszer mindig
linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitds. Ha aje; + - -- + ager = 0, akkor minden i = 1,...,k esetén
0=1(0,¢e;) = (ayey + -+ + axek, €;) =

=aj(er,e) + -+ arlek, €;) = aie;, €;)

s igy (e, e;) # 0 miatt a; = 0 adddik minden i = 1,2, ..., k-ra. O
Most megmutatjuk, hogy minden véges dimenzids euklideszi vektortérben van
ortonormalt bazis.

TETEL. Gram—Schmidt ortogonalizilasi eljards

Az E euklideszi vektortér barmely (by,ba,...,b,) bédzisdhoz konstrudlhaté olyan
(e1,€2,...,6e,) ortonormalt bdzis, melyre L(ei,...,ex) = L(b1,...,bx) teljesiil
minden k =1,2,...,n-re. E bazis tagjai elGjeltd! eltekintve egyértelmiiek.

Bizony/ités.
b1 l’71bk+l
/ | /
L= E(bl,. ,bk) = L(el,...,ek)
A bizonyitds konstruktiv: legyen e; = ”—zm Haey, ..., ex mar ismert és rendelkezik

a generdlt alterekre megkivant tulajdonsdggal, akkor ejy;-hez a kovetkez6képp
jutunk. El6bb legyen

€ry1 = bit1 — (brs1,€1)er — -+ — (bry1, €x)ex,
majd )
€k+1
€k+1 =
ll€f41l1

Itt az osztds lehetséges, hiszen e),; nem lehet nullvektor. Ugyanis, ha az
volna, akkor bxy1 = (bky1,e1)e1r + - -+ + (bk+1, €k )ex miatt, figyelembe véve, hogy
L(er,...,ex) = L(b1,...,bk), a by,...,bk,bky1 vektorrendszer linedrisan fiiggd
lenne.
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Megmutatjuk, hogy az indukcids 1épés sordn a tételben megkivant tulaj-
donsdgok megmaradnak. Egyrészt az ortogonalitds: Ha 1 < i < k, akkor

(€hy1r€i) = (bks1 — (Bry1,e1)er — - — (Brt1, €k)ek, &) =

= (bk+1,€i) — (bky1,e1)(e1, €) — -+ — (bkt1,ex) (e, €) = 0.

Miésrészt a generdlt alterekre mondott tulajdonsdg tovabbra is fonnéll:
E(el, ey ek,ek_H) = E(el, eeeyChy bk+1) = ﬁ(bl, ooy bk, bk+1)
O

MEGJEGYZES. Ortonormalt bdzisok alkalmazdsa azért hasznos, mert ilyenkor
a koordindtdkkal ugyanigy lehet szdmolni, mint R™-ben a komponensekkel.
Specidlisan, az ortonormdlt  bdzisokra vonatkozd koordindtdk kiszdmolhatdk
a bels6 szorzat segitségével: Ha (e1,...,en) ortonormdlt bdzis E-ben és z =
z1€1 + -+ + Tnen, akkor z; = (z,e;) minden i = 1,...,n-re. Ugyanis

(z,€i) = (T1€1 + - + Tnen, &) = z1(€1,€;) + - - + Tn(en, &) = Ti(ei, €;) = ;.
Tovébbd, ha z = z1e; + - + e, és Yy = y1€1 + - - - + Ynen, akkor

(z,y) = (z,y1e1+ -+ ynen) =y1(z,€1) + - + yn(T,€n) = T191 + - - + TnYn,

illetve
lof[* = 2%+ + a7
Lathatjuk tehdt, hogy két vektor belsé szorzatdnak, illetve egy vektor

norméjinak a kiszdmitdsa egy ortonormdlt  bdzisra vonatkozé koordindtdkkal
ugyanigy torténhet, mint R™ standard belsd szorzata esetén.

DEFINICIO. Az E; és E; euklideszi tereket izomorfnak mondjuk, ha van olyan
p: By — Ey leképezés, mely egyrészt vektorterek kézotti izomorfia, mdsrészt a
belsé szorzatot is megérzi:

((p(.'l)), 90(3/)) = (x,y) (l’,y € El)'

TETEL. Két azonos véges dimenzidjii euklideszi vektortér mindig izomorf
egymassal.

Bizonyitds. Mindkett6ben ortonormdlt bazist véve, tekintsiik azt a linedris
leképezést, amely rendre megfelelteti egymésnak a bézisvektorokat. A belsé szorzat
megOrzése abbdl kovetkezik, hogy a belsé szorzatot mindkét térben a megadott
bézisokra vonatkozé koordindtdkbdl ugyanigy szamolhatjuk ki. m|

DEerINiCIO. Az E euklideszi vektortér egy L alterének ortogondlis komple-
menterén azon vektorok dsszességét értjiik, melyek ortogondlisak L minden vek-
tordra. Jelben:

L*={z€E|xly VyelL}
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MEGJEGYZES. Az ortogondlis komplementumot magyarul nevezhetnénk merdle-
gesen kiegészitd altérnek is. Konnyen lathaté, hogy L+ is altér, ui. az
Altérkritérium alapjan ha z1,z5 € L, A\;, A2 € R, akkor A\jz; + Aozo € Lt is
teljesiil, hiszen

(A1z1 + Aaz2,y) = A1 (1,9) + A2(z2,9) = 0.

TETEL. Tetszbleges véges dimenzids euklideszi vektortér barmely L altere esetén
LeL*=E,

tovabbé
(LYHt =1L

Bizonyitds. Ha x € L N L+, akkor (z,z) = 0, s ezért z = 0. Tehdt L és L+
direkt Gsszeadandok.

Tekintsiik E-nek olyan (bi,...,b,) bazist, amelynek els6 [ vektora L-
nek bézisa. A Gram-Schmidt ortogonalizdldsi eljérds utdn adédé (es,...,en)
ortonormalt bazisra is érvényes, hogy koziiliik az elsé [ darab L-nek adja bazisét.
Nyilvdn az (ej41,--.,en) vektorok mind L*-ben vannak, hiszen L egy bézisinak
minden vektordra merdlegesek. Mdsrészt linedrisan fiiggetlenek, mivel bazis részét
alkotjdk. Emiatt L' dimenziéja legaldbb n — . Az Lt altér dimenziéja viszont
nem lehet t6bb (n — [)-nél, mivel L és L1 direkt dsszeadanddk, és ezért

n = dim (E) > dim (L ® L') = dim L + dim L* = + dim L*.
Tehdt dim L+ = n — [, ahonnan az utolsé egyenlétlenségsor alapjan
LoLt =E.

A mésodik Osszefiiggés beldtdsdhoz elészor figyeljiik meg, hogy L C (L*)*.
Ugyanis, ha z € L, akkor birmely y € Lt esetén (z,y) = 0, azaz z € (L1)*.
Alkalmazzuk az elsé 6sszefiiggésiinket L -re:

‘oY)t =E

Ezért dim L + dim (L*)* = dim E, amibél dim L+ = dim (L+)* és L C (L1)+
alapjan L = (L4)*. i

MEGJEGYZES.

1. A tétel alapjan adott L altér esetén tetsz6leges z € E vektorhoz egyértelmiien
taldlhaté olyan 2’ € L és " € L', hogy = = 2’ + z”. Ekkor z'-t az z
vektor L altérre es6 merdleges vetiiletének mondjuk, a py,: £ — E,z — 1’
leképezést merdleges vetitésnek, vagy ortogondlis projekciénak nevezziik.
Ez a leképezés nyilvdnvaléan linedris és teljesiti a p2 = pr tulajdonsdgot
(idempotens).
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LL
zI/ ﬂ
/ d

x

!

| L
2. A merdleges vetlilet kiszdmitdsdt illet8en: ha (e, ..., ek, €k+1,.-.,€n) olyan
ortonormélt bézis E-ben, hogy (e, ...,ex) L-nek bézisa, akkor

' = (z,e1)e1 +--- + (x,ex)ex € L

2" = (z,ext1)ekt1 + -+ (T,en)en € LT

A meré6leges vetiilet meghatarozdsa bomyolultabb nem ortonormélt bézis
ismerete esetén. Tegyiik fel, hogy L = L(by,ba,...,b), és 2/-t 2/ =
B1b1 + - - - + Brbx alakban keressiik. Ekkor z — ' € L, ezért (b, z —z') = 0-
nak kell teljesiilni minden i = 1,...,k esetén. Részletesebben

Bi(b1,b1) + -+ Br(by,bx) = (b1,7)

B1(bk,b1) + - + Br(br,bx) = (bk,x)

Ezen inhomogén linedris egyenletrendszer megolddsa ttjan kapjuk meg a
B, ..., Bk egyiitthatdkat, s veliik az 2’ merdleges vetiiletvektort.

TETEL. Bessel egyenlétlenség.

Ha (e1,...,ex) ortonormdlt vektorrendszer az E euklideszi térben, akkor barmely
x € E vektor esetén :
(z,€1)” + - + (z,ex)” < |2

teljesiil. Ebben az egyenlGtlenségben minden x € E-re egyenlbség pontosan akkor
4ll fenn, ha (es,...,ex) bazis E-ben.

Bizonyités. Jelolje ' az x vektornak az L = L(ey, ..., ex) altérre esé merbleges
vetiiletét. Fenti megjegyzésiink szerint

' = (z,e1)er + ...+ (z, ex)ek.

A pitagoraszi Osszefiiggés alapjan a merdleges vetiilet hossza nem lehet nagyobb az
eredeti vektor hosszanal:
llz']] < flll.
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Figyelembe véve a norma koordindtdkkal val6 kiszdmitdsdt ebbdl kovetkezben
(z,e1)? + ...+ (z,e6)? = |2/ < ]2

Ha minden z € E esetén ||2'|| = ||z||, akkor 2’ — z = 0, azaz 2’ = z, vagyis
x € L(e1,...,er). Tehat ha minden 2 € E esetén egyenléség all fenn a Bessel
egyenl6tlenségben, akkor
E=‘C(ely~-',ek)’

azaz (ei,...,ex) generdtorrendszere E-nek. Az ortonorméltsigot figyelembe véve
az (ey,...,ex) vektorok linedrisan fiiggetlenek, tehdt bazist alkotnak E-ben. O
MEGIEGYZES.

1. A Bessel egyenl6tlenség teljesiiléséhez nem sziikséges, hogy F véges dimenzids
legyen, csak az, hogy az altér véges dimenzids legyen.

2. A k = dim E esetben az 4llitas szerint minden z vektorra egyenldség teljesiil.
Ezt Parseval egyenl6ségnek nevezziik.

DEFIN{CIO. Az x vektornak az L altértél mért tavolsdgdn a _
d(z,L) = ||z — 2’|
értéket értjiik.
MEGJEGYZES. Ez a tdvolsdgfogalom is rendelkezik a minimumtulajdonsdggal, azaz
d(z, L) = min{[|z —y|| |y € L}
ugyanis

lle = ylP? =@z — &) + (@ = )II” = llz = '|* + ||l2" = y|* 2 [lo — 2| |*.

9.3. Unitér terek

Miel6tt az unitér tér fogalmdt ismertetnénk, djabb formatipusokat vezetiink be
komplex vektorterek esetén.

DEeFINiC1IO. Az U komplex vektortéren értelmezett £: U — C leképezést
konjugélt-linedris formanak mondjuk, ha barmely A, € C és x,y € U esetén

¢\ + py) = M(z) + kly)
teljesiil.

MEGJEGYZES. Ha (b1,...,b,) bézis az U térben, akkor egyértelmiien léteznek
olyan ay,...,a, € C skaldrok, hogy minden z = 21b; + ... 4+ zpb, € U esetén

E(JI) =Ty + ...+ 0pTh.
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DEFINiCIO. Az U komplex vektortéren értelmezett L: U x U — C leképezés
Hermite-bilinearis forma, ha els§ viltozgjaban linedris, mig mdsodik valtozdjaban
konjugalt-linedris. Egy L Hermite-bilinedris forma Hermite-szimmetrikus, ha
minden x,y € U esetén

L(ya I) = L(z, y)

MEGJEGYZES.

1. Komplex vektortéren adott Hermite—bilinedris formék — hasonléan a bilinedris
formakhoz — egy bézis rogzitése utdn elbdllithatéak koordindtdkkal. Ha
(b1,...,bn) bdzis U-ban, és X = (z1,...,2,)' €C"ésY = (y1,...,yn)t € C"
az x és y vektor ezen bazisra vonatkozé koordindtdi, akkor

n n

L(z,y) = Zzajkmjyk = X'AY

j=1k=1

ahol A = (a;ix) az Hermite bilinedris forma egyiitthatémétrixa, azaz o =
L(bj, br).

2. A valés esethez hasonléan Hermite-bilinedris formdk esetén a (bi,...,b,)
bézist akkor mondjuk kanonikusnak, ha ajx = L(b;,bx) = 0 minden j # k
esetén. Ilyenkor az egyiitthatométrix diagondlis. Ha a (b1,...,b,) bézis
kanonikus, az z,y vektorok egyiitthat6i ebben a bézisban (z1,...,z,)" és
(Y1, - .., yn)t, valamint A; = L(b;,b;), akkor

L(z,y) = Y \z;7;
j=1

vagyis a kanonikus alakban a mdsodik véltozé koordindtdinak konjugdltjai
szerepelnek.

DEeFINic16. Ha L Hermite-szimmetrikus Hermite-bilinedris forma az U komplex
vektortéren, akkor a QQ: U — C leképezést, melyre

Q(z) = L(z,z) (z€U)
kvadratikus formdnak nevezziik U-n.

MEGJEGYZES. Ha (b1, ...,b,) bazis U-ban, és X = (z1,...,2,)* € C" az x vektor
ezen béazisra vonatkozé koordindtdi, akkor

Q(I) = Z Zajkxjfk = X'AX

j=1k=1
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ahol A = (o i) a kvadratikus forma egyiitthatématrixa, azaz ajx = L(bj,bk).
Beldthatd, hogy a bézis rogzitése utdn az egyiitthatérendszer egyértelmiien létezik.
A kvadratikus forma kanonikus alakd, ha egyiitthatérendszere diagondlis matrix,
azaz valamely (by,...,b,) bdzisra vonatkozéan minden z = z1b; + ... + Zpbn
vektorra

Q) = Ajla;l*
j=1

DErFINicié.  Unitér téren olyan komplex vektorteret értiink, amelyen meg
van adva egy Hermite-szimmetrikus Hermite-bilinedris forma, amelyb6l pozitiv
definit kvadratikus forma szarmazik. E bilinedris format most is belsé szorzatnak
mondjuk, és (x,y)-nal jeloljiik.

MEGJEGYZES. A komplex esetben a Hermite-szimmetria biztositja azt, hogy a
kapott kvadratikus forma valds értékii:

(z,2) = (z,2) = (z,2) €R

Az Hermite-féle bilinearitds pedig azért sziikséges, hogy az (z, z) kvadratikus forma
pozitiv definit lehessen. Ha csak bilinearitdst kovetelnénk meg, akkor

(ZZL’,'LZL‘) = i2(x,x) N —(.'L', 'T)

teljesedne, ami megakadélyoznd a pozitiv definitséget. A pozitiv definitség viszont
a norma értelmezéséhez elengedhetetlen (ldsd a norma definici6jdt).

PELDAK.
1. Unitér térre a tipikus példa C™, elldtva a kovetkez6 belsé szorzattal
(z,y) =191 + - + ZnTn
tetszoleges = (21,...,Zn)% ¥ = (Y1, -.,Yn)" € C™ esetén.

2. Komplex érték fliggvényterek esetén az integrélos definicié a kovetkez6képpen
médosul:

b
(19)= [ 1)@ ds
fg,y unitér teret kapunk.

MEGJEGYZES. Az euklideszi vektorterekben bevezetett fogalmak és igazolt
Osszefiiggések jo része szinte pontosan ugyanigy torténhet unitér terek esetén is.
Most f6ként csak a kiilonbségekre utalunk.

e A bels§ szorzatnak és a norménak a kiszdmitdsa ortonormalt bézisra
vonatkozé koordindtdkbdl a komplex szdm n-esek standard bels6 szorzatanak
képletére alakul 4t:

(xay) = 331171+"'+33n:l7n~
lzlI> = |z12+--- +|zal®
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e Unitér tér esetén az euklideszi térben szokdsos definicié nem alkalmas szog
definidlasara, mivel a bels6 szorzat értéke ott nem valds szdm.

e Az ortogonalitds fogalma pontosan ugyanigy definidlhatd, és pontosan
ugyanazokkal a tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint euklideszi terekben.
Pontosan ugyanigy miikédik a Gram-Schmidt—féle ortogonalizédldsi eljards
is.

e A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenlé6tlenség valtozatlanul igaz, de bi-
zonyitdsa méasképpen lehetséges. Példdul: Ha z-et mer6legesen vetitjiik az
)

, y , Sy

rasz tétel alapjdn ha egy vektort merélegesen vetitiink egy masik irdnydra, a

meréleges vetiilet normdja nem lehet hosszabb, mint az eredetié:

y # 0 vektor irdnydra, a meréleges vetiilet £ = (z,y) lesz. A Pitago-

v
() @.9) <zl

Innen atalakitdssal adédik a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség.






10. Transzformacidk belso szorzatos tereken

Ezen fejezetben ahol lehetséges, parhuzamosan targyaljuk az euklideszi és unitér
terek transzforméciéit, rdémutatva a kozos és eltérd tulajdonsigokra.

10.1. Formak elsdllitasa belso szorzattal

Bevezetésképpen megmutatjuk, hogy véges dimenzids euklideszi (unitér) tér linedris
(konjugdlt linedris) formai a belsd szorzat segitségével hogyan allithatdk els. Eazt
kovetben beldtjuk, hogy a bilinedris (Hermite bilinedris) forméakhoz kétféleképpen
is hozzdrendelhet6 egy-egy linedris transzformécié a bels6 szorzaton keresztiil. Ez
teszi majd lehetévé a kovetkez6 szakaszban a transzformaécidk adjungdlasat.

TETEL. A véges dimenzids W euklideszi (unitér) vektortér tetszéleges £ € W*
linearis formédjahoz egyértelmiien van olyan a € W, hogy

Lz) = (z,a) (xeW).

A W unitér tér minden ¢ konjugélt-linedris forméjahoz egyértelmiien létezik olyan
a € W, hogy
Lz) = (a,z) (xze€W).

Bizonyitds. Legyen el6szor £ linedris forma. Legyen (by,...,b,) ortonormalt
bdzis W-ben és legyenek (aj,...,an) az £ linedris forma ezen bézisra vonatkozé
egylitthatéi. Legyen tovdbbd a = @by + ... + @nb,. Akkor minden z =
r1b1 + ... + x,b, € W vektorra

£{(z) = 1Ty + ... + anTp = (z,0).

Tehat 1étezik megfelel6 a vektor. Ezen vektor egyértelmii, ugyanis ha az a,b € W
vektorokkal minden z € W-re

(z,a) = £(z) = (2,b),

akkor (z,a — b) = 0 minden z-re, azaz (a — b,a — b) = 0, tehdt a = b.

Legyen most £ konjugalt linedris forma a W unitér téren. Legyen (bq,...,b,)
ortonormalt bézis W-ben és legyenek (ay,...,a,) az £ linedris forma ezen bézisra
vonatkozd egyiitthatdi. Legyen tovdbba a = ai1b; + ... + apb,. Akkor minden
r=2x1b1 + ...+ z,b, € W vektorra

£z) = 1Ty + ... + @,Ty = (a, 7).

Az a vektor egyértelmiisége a fentiekhez hasonléan lathatd.
O

TETEL. A W euklideszi (unitér) tér minden L bilinedris (Hermite-bilinedris)
formédjéhoz egyértelmiien léteznek olyan @, € Tw linedris transzformécick, hogy
minden x,y € W esetén

L(J;» y) = (So(x),y) = (:v,q/z(y))

117
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Bizonyitds. Az els6 el6éllitdsra igazolunk mindent, a md&sodik hasonléan
torténhet, felcserélve a két valtozé szerepét.
El6szor az unicitast latjuk be. Ha barmely z,y € W esetén

(p1(z),y) = (p2(2),y)

akkor
(o1 — p2)(x),9) =0,
illetve specidlisan
(1 = 92)(2), (91 — 2)(2)) = 0,
ami csak a (p; — p2)(z) = 0 esetben lehetséges. Ezért ¢ = @s.

Az egzisztencia igazoldsdhoz az L bilinedris (Hermite-bilinedris) formdban
rogzitsiik az elsé valtozét. Az igy adédé L,(y) = L(z,y) (konjugdlt) linedris
forma el6z6 allitdsunk miatt elédllithaté valamely o(z)-szel jelolt vektorral a
L;(y) = (¢(z),y) alakban. Megmutatjuk, hogy az x € W — ¢(z) € W leképezés
linedris. Kihaszndljuk a bilinedris formdk (Hermite bilinedris formék) és a bels§
szorzat alapvetd tulajdonsdgait:

(p(Miz1 + X2z2),y) = L(A1z1 + A2z2,y) = A1 L(x1,y) + Ao L(x2,y) =

= M(2(z1),9) + Aa((22), ¥) = (Mo(z1) + A2(22), y)-
Ez tetszbleges y € E esetén teljesedik, emiatt

P(A1z1 + Xaz2) = A1) + Aop(z2).

10.2. Transzformaciék adjungalasa

A bilinedris formak bels6 szorzattal torténé eléallitdsdanak kétféle moédja teszi
lehetévé az adjungdlds fogalmanak kialakitdsdt. Ugyanis, tetszOleges ¢ linedris
transzformacié esetén a (¢(z), y) képlettel egy bilinedris (Hermite bilinedris) formét
értelmezhetiink, amelyet el6éllithatunk (z,(y)) alakban is az el6z6 szakasz utolsé
allitasa alapjén.

DEeFINic16. Ha egy W euklideszi (unitér) vektortér o és 1 linedris transz-
forméciéjara (o(x),y) = (z,v¢(y)) teljesiil minden z,y € W esetén, akkor -t a
v linedris transzformdacié adjungaltjanak mondjuk. Az adjungdlt jelélése: p*.

Az adjungilés a kovetkez6 egyszerii tulajdonsdgokkal rendelkezik.

TETEL. Legyen W euklideszi (unitér) tér, ¢ és i két tetszbleges linedris
transzformdcié W-n, és legyen A € R (A € C). Ekkor

(p+9)" =" +9*
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(Ap)* = Ap”
(poyp)* =9* o *
(’0** — (p.

Bdrmely ortonormalt bazis esetén ¢* madtrixa ¢ matrixanak konjugdlt transz-
ponéltjval egyezik meg.

Bizonyitds. TetszOleges x,y € W esetén érvényes a kovetkezs dtalakitds.
Kozben kihaszndljuk az adjungdlds definiciéjdt, s a bels6 szorzds alaptulaj-
donségait:

(z,(p+ ) (¥) = (¢ +¥)(2),y) =
= (p(z) +¥(2),y) = (p(2),y) + (P(z),y) =
= (2,0*(¥) + (z,9* () = (z, (" +¥")(¥))

Ez minden z € W-re teljesiil, emiatt
(e +9)(y) = (¢" +¥%) )
tetszOleges y € W-re, azaz
(('0+1l))*280* +,¢)*.

Hasonléan a kovetkez6 levezetésekb6l ad6dik a méasodik, harmadik és negyedik
bizonyitandé Osszefiiggés:

(z, (Ap)*(¥) = ((A )(-’L’),y) Alp(z),y) =
)=

= Mz, 9" (1) = (2, A¢* (1)) = (z, A¢*)(®)),
(z, (o) (y ))=((90° ¥)(z),y) = (p(¥(2)),y) =
= (¥(2), 9" (¥) = (@,9" (¥*(¥))) = (z, ®" 0 ") (¥)),
(@, 0" (¥) = (¥*(2),9) = (¥, 9" (2)) = (p(¥), ) = (z,90(¥))-

Tekintsiink egy (e1,...,e,) ortonormalt bdzist W-ben. Jelolje ¢ matrixét
e bdzisra vonatkozéan A = (ay;), illetve ¢* matrixdt B = (f8;;). Ilyenkor
o*(ex) = Z;;l Bjke;. Szamitsuk ki (p(ex), er)-et kétféleképpen:

Il

n n n
(‘,0(6]9), e) = (Z Qjk€j, el) = Zajk(ej, e) = Zajkéﬂ = Qk,
Jj=1 Jj=1

j=1

masrészt
n n
(plex), 1) = (ex, 9" (e1)) ek,Zﬂﬂey = Bjilexses) =D Bjidk; = B
j=1 j=1

Innen B = A’ kévetkezik. ]
Az aldbbiakban definidljuk a transzformécick azon specidlis osztalyait, melyekkel
részletesen fogunk foglalkozni.
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DEFINiCIO. A W euklideszi (unitér) tér ¢ linedris transzformacidja

e Onadjungilt, ha p* =

e ortogondlis (unitér), ha o* = !

e normadlis, hapoyp* =p*oyp

Elébbi tételink (a ¢ és ¢* ortonormdlt bdzisra vonatkozé métrixainak
Osszefiliggése alkalmat ad rd, hogy métrixok adjungaltjat is értelmezziik:
DEFINICIO. A valés (komplex) elemii n x n tipusi A métrix adjungéltja

—t

A*=A4A".

Ha a matrixok szoros kapcsolatban vannak az adjungédlds miiveletével, akkor a
transzformaciokhoz hasonlé elnevezésekkel illetjiik Gket:

DEFINICIO. A valés (komplex) elemii n x n tipusi matrix
e Onadjungilt, ha A*=A
e ortogondlis (unitér), ha A* = 47!

e normadlis, ha AA*=A*A

KOVETKEZMENY. Bdrmely ¢ transzformécié és adjungéltjinak rangja, illetve
defektusa megegyezik, tovabba ¢ és ¢* sajatértékei egymads konjugdltjai.

Bizonyitas. Egy transzformdcié rangja megegyezik matrixdnak rangjdval,
tovabbd transzponaldskor és konjugdldskor egy matrix rangja nem valtozik. Ezért
egy ortonormalt bdzisra vonatkozé matrixat tekintve ¢-nek és p*-nek, az teljesiil,
hogy

p(p) = p(A) = p(A") = p(p*).

A defektus a rangot kiegésziti a tér dimenzidjdra, emiatt ¢ és * defektusa is
megegyezik.

Mivel a sajatértékek a karakterisztikus polinom gyokei, elég azt beldtni, hogy
© és p* karakterisztikus polinomjai egymas konjugaltjai:

po(A) =det (A — AE) = det (A — AE)! =

= det (A' — AE) = det (A’ — AE) = py- (V).

Tehat A pontosan akkor gyoke a ¢ karakterisztikus polinomjsnak, ha X gyoke ¢*
karakterisztikus polinomjénak. o
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TETEL. A W euklideszi vagy unitér tér tetszéleges ¢ linedris transzformécidja és
adjungaltjanak nullterei, illetve képterei kozott fenndll a kGvetkez6 dsszefiiggés:

Kerp* = (p(W))*

Kerp = (9" (W))*.

Bizonyitds. y € Kerp* <= Vz € E (z,0*(y)) =0<=Vz € E (p(2),y) =
0=y L pW)<yce (p(W))"L. A mésodik 4llitds hasonléan igazolhaté. O

10.3. Onadjungalt transzformacidk

Az oOnadjungaltsdg tulajdonsdga azt jelenti, hogy minden z,y vektor esetén

teljesedik
(p(2),y) = (z, 0(y))-

Ez a ¢ ortonormdlt bdzisra vonatkozé A métrixa esetén azt jelenti, hogy A = 2’
PELDAK.

1. Legyen W euklideszi (unitér) tér, A € R. A A-val valé px: W — W, z — Az
szorzas onadjungalt linedris transzformacio.

2. Tekintsiik a sikban a szabadvektoroknak egy tengelyre vonatkozé tiikrozését.
A belsé szorzatot most a vektorok hosszdval és szogével szamolhatjuk ki,
amely értékek a tengelyes tiikrozés soran nem valtoznak, ezért

((,0(113), y) = (ZE, ©(y))-

3. Az L C W altérre torténé merbleges vetités (ortogondlis projekcio)
onadjungélt: Az W = L @ L' folbontdshoz tartozéan z = 2’ + z”, illetve
y=y +y" (ahol 2’,y' € L,2",y" € L), s igy

(pr(@),y) = @y +9") = (@,y) + (&) =

=(z",y) + (",9") = (@' +2",9) = (z,pL(v))

+ ('
mivel (2/,y") = (z”,y') =0.

4. Ha egy ortonormalt bazisban a transzformécié matrixa valds elemi diagonalis
matrix, akkor a transzformacié 6nadjungalt. Az aldbbiakban meg fogjuk mu-
tatni, hogy minden 6nadjungélt transzformécidéhoz létezik ilyen ortonormalt
béazis.

TETEL. A W euklideszi (unitér) tér tetszbleges énadjungdlt transzformécidja
esetén a karakterisztikus polinom gyékei valés szdmok.
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KOVETKEZMENY. Euklideszi (unitér) tér onadjungdlt transzformdciéinak spekt-
ruma teljes.

Bizonyitds. Legyen (ey,...,e,) ortonormélt bazis W-ben és legyen A a ¢
onadjungdlt transzformacié métrixa erre a bazisra vonatkozéan. Nyilvdn A = .
Legyen A (esetleg komplex) gyoke az A karakterisztikus polinomjdnak. Legyen
(z1,...,2n) € C" az (A — AE)X = 0 homogén linedris egyenletrendszer egy
nemtrividlis megolddsa. Tekintsiik most a W tér W' komplexifikdltjit, azaz az
L(e1,...,en) generdtumot C folott. Ezen a téren jelolje ¢’ azt a transzforméciét,
melynek métrixa az (ey,...,e,) bézisban A. A ¢’ ugyancsak oénadjungslt W'-n.
Az z =1z1€1 + ...+ zne, # 0 vektor eleme a W'-nek, melyre ¢'(z) = Az. Nyilvdn

Az, 2) = (¢'(2),2) = (z,(¢')" (2)) = (z,Az) = A(z, )
ahonnan (z,z) # 0 miatt A = X kovetkezik, azaz A valés szam. O

TETEL. A W euklideszi (unitér) tér tetszbleges 6nadjungdlt transzformdcidja
esetén kiilonboz6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok ortogonalisak.

Bizonyitds. Legyen z és y a ¢ Onadjungdlt transzformdcié két kiilonbozé
sajatértékéhez tartozd sajatvektora:

p(z)=Az,  oy)=py, A#p

Az, y) = (Az,9) = (p(2),9) = (z,0(¥)) = (2, wy) = (=, y) = u(z,y)
mert az el6z6 tétel alapjan p valds szdm. Mivel A # u, ez csak egy dgy lehetséges,
hogy (z,y) = 0. ]
Az oOnadjungdlt transzformdacick fétételéhez a kovetkezd lemmadn keresztiil
jutunk el.

LEMMA. Ha H C W invaridns altere a W euklideszi (unitér) tér a ¢ onadjungélt
linedris transzforméciénak, akkor H* is invaridns altere p-nek.

Bizonyitds. Legyen xz € H', azaz minden h € H-ra (z,h) = 0. Ekkor

(p(z),h) = (z,0(h)) =0
hiszen ¢(h) € H. Ezért o(z) € H*. .

TETEL. Struktiratétel.

Véges dimenzids euklideszi vagy unitér vektortéren adott tetszéleges 6nadjungélt
transzformécié esetén van a térnek a transzformacié sajatvektoraibdl 8116 ortonor-
malt bazisa.

Bizonyitds. A bizonyitds a tér dimenzidja szerinti indukeciéval torténik. Ha
dim W = 1, akkor az allitds trividlisan teljesiil.

Most feltessziik, hogy dimW = n-nél kisebb dimenzi6ji terek esetén igaz
az allitds. Vegyiink egy n-dimenzids téren adott 6nadjungilt transzforméciot.
Fenti tételiink szerint létezik a transzformécionak sajatértéke, s hozzatartozd
sajatvektora. Tekintsiink egy sajdtvektor altal generdlt alteret: H = L(a).
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Természetesen H invaridns altere p-nek, s a lemma szerint H' is az. Tekintsiik
most ¢ megszoritdsit a HL altérre. Igy egy (n — 1)-dimenzids vektortéren
értelmezett Onadjungdlt transzformdciét kapunk. Erre alkalmazva az indukcids

feltevést, megadhatunk egy e1,...,e,—1 € H* ortonormalt bdzist a H' altérben,
amely ¢ sajatvektoraibdl all. Ezt kiegészitve e, = a-val, megkapjuk a kivant bézist.
O

Az 6nadjungélt transzformdcick ezen alaptételének egyik fontos alkalmazésa a
kvadratikus formakrél sz6l, melyet f6tengelytranszformadcié tételének neveznek.
Az elnevezés a masodrendii gorbék és feliiletek elméletébdl szarmazik.

TETEL. Egy véges dimenzids euklideszi vagy unitér vektortéren adott tetszéleges
kvadratikus forméanak van ortonormalt kanonikus bdzisa. Tovabba a kanonikus
alakban szerepl$ egyiitthatok éppen a kvadratikus forma valamely ortonormalt
bézisra vonatkozé métrixdnak sajatértékei.

Bizonyitds. A @ kvadratikus forma egy (Hermite) szimmetrikus bilinedris
formabdl szdrmazik, amelyet viszont egy ¢ 6nadjungélt transzforméciéval dllithatunk
el6 bels6 szorzat alakban:

Q(z) = (v(2), 2).

A ¢ 6nadjungilt transzformécichoz teklntsunk egy, az el6zé tétellink szerint 1étezd
© sajatvektoraibol 4116 ortonormalt bazist. Ez lesz a kanonikus bazis is @) szdmara,
ugyanis

Q(z) = (p(z), ) ngey y T ij e] ,T) =

=D Nzile;z) =Y Ajlzsl*
j=1 Jj=1

Tételiink masodik részéhez figyeljilkk meg, hogy a @ kvadratikus forma és a
hozzétartozé ¢ linedris transzformacié métrixa ortonormalt bézisra vonatkozéan
megegyeznek. |

A kovetkez8kben a f6tétel dtfogalmazdsait adjuk meg. Els6ként a 6nadjungalt
matrixokra vonatkozé kovetkezményt.

TETEL. Bérmely valés (komplex) elemii 6nadjungdlt métrix hasonlé valamely
valés elemi diagondlis métrixhoz, mégpedig ortogondlis (unitér) hasonlésagi
matrixszal.

Bizonyitds. Legyen A nxn tipusi 6nadjungalt matrix. A skaldr-n-esek R™ (C™)
euklideszi (unitér) vektorterén A egy linedris transzformdciét ad meg. Ez a transz-
formécié 6nadjungdlt, mivel métrixa a természetes bézisra vonatkozéan éppen A,
s az Onadjungdlt. Alkalmazva a f6tételt, ezen 6nadjungilt transzformaciénak van
sajatvektorokbdl 4ll6 ortonormdlt bézisa, jeloljiink egy ilyet ef,..., el -nel. Erre
az Uj bdzisra vonatkozé métrixa a transzformdciénak diagonilis, s hasonlé A-
hoz. Azon bézistranszformdciés matrixok, melyek ortonormadlt bazist ortonormalt
bézisba visznek, ortogonalisak (unitérek). (Lasd 10.4. szakaszt.) O
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Az n. spektriltétel megfogalmazédsa a tovdbbi alkalmazédsok szempontjabdl
lényeges, nevezetesen az 6nadjungdlt (és késébb unitér téren a normalis) transz-
formécidk fiiggvényeinek értelmezésénél hasznos.

TETEL. Spektraltétel.

Véges dimenziés euklideszi (unitér) tér egy linedris transzformdcidja akkor és csak
akkor onadjungélt, ha elb4allithaté vele felcserélhetd w1, ..., nulldtdl kiilonbozd
ortogonalis projekcickkal és A1, . .., A kiilonb6z6 valds szamokkal A1y + -« -+ AxTk
alakban, ahol m;om; =0, hai # j, ésm +--- + m, = id. Ez az elGéllitds a tagok
sorrendjétol eltekintve egyértelmii.

Bizonyitds. Ha ¢ rendelkezik a tételben mondott elééllitdssal, akkor az
ortogondlis projekcidk onadjungsltsdga miatt ¢ is 6nadjungdlt, ezért a feltétel
elégséges.

Ha ¢ 6nadjungélt transzformacid, akkor alkalmazva a struktiratételt, tekintsiik

a kiilonboz6 A1,..., A\r sajatértékekhez tartozé Li,...,Lx sajitaltereket. Ezek
egyrészt paronként ortogondlis alterek, mésrészt direkt 6sszegben az egész E teret

adjak ki:

E=L;®---& L.
Az ezen alterekre torténé mer6leges vetitéseket jeloljitk my,. .., mg-val. Ezekkel
teljestil a tételben mondott el6éllités. O

10.4. Ortogondlis és unitér transzformacidék

TETEL. Ha L invaridns altere egy véges dimenzids euklideszi (unitér) téren
értelmezett o ortogondlis (unitér) transzforméciénak, akkor annak Lt ortogondlis
komplementere is invaridns altér.

Bizonyitds. Legyen z’ az ortogondlis komplementer egy tetszOleges eleme.
Ekkor barmely | € L esetén

(@), ) = (@' o' W) = (2", ¢7'(1) =0
hiszen ¢ megszorithaté L-re, s ott bijektiv, ezért ¢~1(l) is L-ben van. m]

TETEL. Legyen p: W — W egy linedris transzformécié a véges dimenziés W
euklideszi (unitér) téren. Ekkor a kbvetkezd kijelentések ekvivalensek:

1. o ortogondlis (unitér)
2. ¢ belsé szorzat tartd, azaz minden x,y € W esetén (o(z), o(y)) = (z,y).
3. ¢ normatartd, azaz minden z € W esetén ||p(x)|| = |||

4. ¢ bdrmely ortonormalt bazist ortonormalt bdzisba képez le.
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Bizonyitds. 1. = 2. :

(o(@), o(¥)) = (2, 9*((¥)) = (z, 07 () = (2,9)-

2.=>1.:
(,y) = (p(x), p(¥)) = (z, 9" (v(¥)))

alapjdn ¢* o ¢ = id, azaz @* = @~ 1.

2.=>3.:
le@)l = V(e(@), o)) = V(z,y) = ||z|.

3. = 2. : El6szor tekintsiik a valds esetet. Felhasznéljuk, hogy két vektor belsé
szorzata kiszamithaté a normakbdl:

(@) = 3 12+l = 12l = Iy

(p(2),0(y)) = % (le@@) + @I = le@I? = le@)?) =

1
=5 (le+yl* = ll=1* = 1v)*) = (z,9).
A komplex esetben a bizonyitds hasonld, felhaszndlva, hogy akkor
1 ) ) . )
(@) = (lz+yll* — llz = yl* + illz + iy||* — ille — iy||*)
2. = 4. : Legyen (ey, ..., en) ortonormélt bazis. Akkor ezen vektorok képeire

((p(ei)v‘p(ej)) N (ei’ej) = b;j (1 <i4,j< n)’

tehdt (p(e1),...,p(en)) is ortonormélt bézis.
4. = 2.: Ha z és y el6éllitdsa az ey, ..., e, ortonormdlt b&azisban

T=1zi1€1+ -+ ZTnln, Y=Y1€1+ -+ Yntn,

akkor (z) és (y) ugyanazokkal a koordingtdkkal rendelkezik a
p(e1),...,p(en) ortonormdlt bézisban:

p(x) = z10(€1) + -+ Tnp(en), ©(y) =y1p(e1) +- -+ ynp(en)-
fgy
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MEGJEGYZES.

1. Ha ¢ ortogonalis (unitér) transzformécid, akkor barmely ortonorm4lt b4zisra
vonatkozé matrixa ortogondlis (unitér). Ez egyszerlien kovetkezik abbdl,
hogy az ¢* o ¢ = id Osszefiiggés matrixaikkal kifejezve az A4 =E
Osszefiiggéssel ekvivalens. Forditva, ugyanebbdl adédik, hogy ha egy transz-
formdciénak valamely ortonormdlt bdazisra vonatkozé matrixa ortogondlis
(unitér), akkor maga a transzforméacié is ortogondlis (unitér).

2. Egy ortogondlis transzformdciénak +1 és —1-en kiviil mds sajdtértéke nem
lehet. Unitér transzformdcié sajatértékei 1 abszolit értékiiek. Ugyanis, ha
¢(a) = Aa, akkor a normatartds miatt

lall = llp(a)ll = l|Aall = IA[lall,
s ez csak gy lehetséges, ha |A| = 1.

3. Ha egy euklideszi (unitér) térben ortonormdlt bazisok cseréjét hajtjuk végre,
akkor a bazistranszformécié matrixa ortogonalis (unitér) métrix. Ugyanis, ha
S = (sq;) jeloli az (e1,...,en) — (fi,..., fn) bazistranszformécié matrixdt, s
mindkét bézis ortonormalt, akkor

z] = fnf] (Zskzekazslgel> =

n n n
=Y skiSij(ex, €1) Zzskzsl] Ski=Y_ SkiSkj

k=1

k=11=1 k=11=1
miatt S'S = E, ahonnan konjugéldssal S*S = E.

Forditva, ha az (ey, . . ., e, ) ortonormélt bézist egy ortogondlis (unitér) métrix
az (f1,..., fn) bézisba viszi, akkor (f1,..., fn) ortonormalt.

TETEL. Egy n x n tipusi médtrix pontosan akkor ortogondlis (unitér), ha
oszlopvektorai ortonormdlt bazist alkotnak R™-ben (C™-ben), azaz R™ (C%)
standard bels6 szorzata szerint paronként ortogonalis egységvektorok.

Az ortogondlis métrixok determindnsinak értéke +1.  Unitér mdtrixok
determindnsa 1 abszolit értékii.

Bizonyftds. Jelolje az A = (a;;) métrix oszlopvektorait A, ..., A™ . Az R"
standard bels6é szorzata alapjan

(A(i),A(J')) — Zakiakj~

A kapott Osszeg éppen az A*A = A*A szorzatmétrix (i, j)-edik eleme. Ennek
alapjén (A®), AW)) = §,; pontosan akkor teljesiil, ha A*A = E.
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A miésodik allitas igazoldsdhoz a determindnsok szorzastételét alkalmazzuk:
1 = det (E) = det (A" A) = det (A)det (4) = det (A)det (A) = |det (4)|2

(ahol a félreértés elkeriilése végett det(.) jeloli a determindnst és |.| az abszolit
értéket) tehdt |det (A)| = 1. O

10.5. Euklideszi terek ortogonalis transzformaciéi

Az aldbbiakban részletesen foglalkozunk valds euklideszi terek ortogonalis transz-
formécidival, melyek egyes alkalmazdsok szempontjabdl fontos szerepet jatszanak.

A normatartds teljesiilése alapjan lathatjuk, hogy a sikbeli szabadvektorok
korében a tengelyes tiikrozés, a kozéppontos tiikrozés és a pont koriili forgatds mind

ortogonalis transzformadcié. Kovetkez6 allitasunk azt fejezi ki, hogy kétdimenzids
euklideszi vektortéren lényegében mds ortogondlis transzforméacié nincs is.

TETEL. Kétdimenziés euklideszi vektortéren adott tetszéleges ortogonélis transz-
formdcié vagy az identikus transzformécio, vagy kozéppontos tiikr6zés, vagy tenge-
lyes tiikrozés vagy az origé koriili forgatas.

Bizonyitds. a) Tegyiik fel el@szor, hogy egyetlen sajatértéke van a transz-
forméaciénak. Ez vagy 1 vagy —1. Ha 1 az egyetlen sajatérték, akkor tekintve
egy a sajatvektort, az &ltala generdlt altérnek az ortogonilis komplementere is
invaridns altér, de mivel egy dimenzids, egy b sajatvektor altal generdlt. Ez a
b sajatvektor is az 1 sajatértékhez tartozik, s igy ilyenkor az identikus transz-
formaciét kapjuk. Ha viszont —1 az egyetlen sajatérték, ugyanezzel az érveléssel a
kozéppontos tiikrozéshez jutunk.

b) Tegyiik fel most, hogy két kiilonb6zd sajatérték van. Az 1 sajitértékhez
tartozo sajatvektor legyen a. Az a 4ltal generalt altér ortogonalis komplementere
is invaridns altér, azt egy b sajatvektor generdlja, ez a —1 sajatértékhez tartozik.
Ez a tengelyes tiikrozést jelenti.

c¢) Ha egyetlen sajatérték sincs, akkor vélasszunk egy tetszbleges eq,e2
ortonormalt bdzist. Az e; vektor p(e;) képvektora a normatartds miatt
egységvektor, s valamilyen a # 0°,180° szbget zar be az e; vektorral:

p(e1) = cosae; +sinae.

p(e2) a szogtartds miatt a p(e;)-re merSleges, emiatt vagy
s
o(e2) = cos(a — 5) e1 + sin(a — g) es

vagy
p(e2) = cos(a + g) e1 + sin(a + g) €s.

Az els6 esetben a transzformdcié matrixat felirva, s kiszdmolva a karakterisztikus
polinomot, p,(A) = A2 — 1 adédik, ami azt jelenti, hogy mégiscsak 2 sajatérték
lenne, ellentmondva kiindulasi feltételezésiinknek. A mésodik esetben viszont a
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karakterisztikus polinom p,(\) = A2 — 2cosa) + 1, tehdt a # kr, k € Z esetén
valéban nincs sajatérték. Ekkor a transzformacié métrixa:

cosa —sina
M, = . .
sina cos

Ez jelenti az « szogli elforgatast. o
Az ortogonalis transzformaciok struktiratétele:

TETEL. Ha ¢ egy E véges dimenzids euklideszi vektortéren adott ortogonalis
transzformadcio, akkor létezik a térnek olyan

E=L® - &L

ortogonalis f6lbontdsa, ahol az L; alterek a ¢ transzformdciénak 1 vagy 2 dimenzids
invaridns alterei.

Bizonyitds. A bizonyitds a tér dimenziéja szerinti teljes indukciéval torténik.
Ha E dimenziéja 1 vagy 2, az éllitds nyilvanvaléan teljesiil.

Tegyiik fel, hogy n dimenzids euklideszi terek ortogonalis transzformécidira az
allités teljesiil, s legyen E egy n + 1 dimenzids euklideszi vektortér és ¢ azon egy
ortogondlis transzformacié. Tudjuk, hogy minden transzforméciénak van 1 vagy
2 dimenzids altere, jeloljon egy ilyet L;. Ennek Li ortogonslis komplementere
invaridns altér. Erre megszoritva a transzformadcidt, alkalmazhatjuk az indukcids
feltevést, azaz vannak olyan @-re nézve invaridns Lo, ..., Ly egymdsra ortogondlis
1 vagy 2 dimenziés alterek, hogy

=Ly & Ly.

Ezt Lq-gyel kiegészitve kapjuk ¢-re vonatkozo allitasunkat. O

MEGJEGYZES. Az 1 dimenziés altereken az ortogondlis transzformdicié vagy
identitdsként vagy origdra valé tiikrozésként hat, mig a kétdimenzids (tovabb nem
bonthatd) altereken origé koriili forgatasként. Ezért ha a folbontdsban szerepld
mindegyik altérben vélasztunk egy-egy ortonormaélt bazist, ezekbdl egyiittesen E-
nek olyan ortonormadlt bazisat kapjuk, melyben a transzformacié matrixa

cosar —sinag
sin a1 cos a1
0

0

cosas —sinas
sin as CcOS (s ,

A1

: 0
0 /\n—Qs

ahol A\; = £1. Az ilyen métrixokat kvazidiagonalisnak nevezziik.

TETEL. Ha A egy ortogondlis mdtrix, akkor létezik olyan S szintén ortogonalis
métrix, hogy S*AS kvézidiagon4lis.
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Bizonyitds. Az A métrix egy ortogondlis transzformdciét ad meg R™-en,
melynek a természetes bazisra vonatkozé mdtrixa éppen A. Ha S jeloli egy az
el6bbi megjegyzésiinkben szerepld ortonormalt bazisra valé attérés matrixét, akkor
S is ortogondlis: S* = S~!. A kiilénb6z8 bézisokra vonatkozé métrixok kozotti
kapcsolat alapjan kovetkezik dllitdsunk. m|

10.6. Unitér terek normalis transzformacidi

Unitér terek linedris transzformdciéinak minden esetben van sajatértéke, hiszen
a komplex szdmtest algebrailag zart, ezért tetszéleges linedris transzformécié
a karakterisztikus polinomjénak van komplex gyoke. Igy pl. az onadjungslt
transzformdciok spektralfelbontdsa ugyanigy érvényes, mint a valés esetben.
Azonban 14tni fogjuk, hogy a spektréltétel, azaz a transzformacié sajatvektoraibol
all6 ortonormalt bdzis létezése, most a transzformdciok egy joval szélesebb
osztdlydra az in. normélis transzformdacidk esetén is érvényes.

TETEL. Egy véges dimenzids unitér tér bdrmely linedris transzformécidja
egyértelmiien &llithaté el6 ¢ = 1 + ipe alakban @i1,p2 Onadjungdlt transz-
formédcickkal. p akkor és csak akkor normaélis, ha p; és @o felcserélhetd.

Bizonyitds. Legyen ¢, = %((pﬂ—(p*) és oy = %(cp—cp*). Lathatjuk, hogy ezekkel
teljesiil a kivént el6allitas és 1, illetve po 6nadjungalt. Ugyanis pl. @2 esetén:

Py = (2%) (0" —p) = —2%.(30* —p) =2
Az egyértelmiiség beldatdsdhoz képezziik az elbéllitds adjungdltjat:
P =] +ip; = 1 — iy
Ezt az eredetivel Gsszeadva, illetve kivonva adddik, hogy

¢+ =20 Q — " = 2ipy,
ahonnan lathato, hogy csak a megadott eléallitds lehetséges.
A normalitéds vizsgdlatdra a fenti eléallitdst hasznéljuk:
pop’ —p*op=(p1+ip2)o(p1+ip2)" — (p1 +ip2)" o (1 +ip2) =
=2i(p2 091 — P10 92).
Innen kovetkezik, hogy ¢ pontosan akkor normadlis, ha ¢; és @2 felcserélhets. O

TETEL. Ha ¢ és o egy véges dimenziés unitér (vagy euklideszi) tér felcserélhetd
onadjungélt linedris transzformécioi, akkor van a térnek olyan ortonormalt bézisa,
amelynek minden tagja kozos sajatvektora pi-nek és po-nek.

Bizonyitds. Legyen A sajatértéke ¢;-nek és Hy a A-hoz tartozé sajdtaltere ¢1-
nek. Ekkor ¢;(z) = Az minden = € H) esetén.
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Megmutatjuk, hogy H) invaridns altere pz-nek is. Ugyanis, ha x A-hoz tartozé
sajatvektora ¢i-nek, akkor

P1(p2(x)) = p2(p1(2)) = w2(Az) = Apa(T)

miatt 2(z) is az, ezért pa(z) € Ha.

Igy @o-t megszorithatjuk a H) altérre, s akkor egy ¢a2|m, Onadjungslt
transzformdciét kapunk.  Tekinthetjiik ennek sajdtvektorait, illetve azokbdl
kivélasztott ortonormadlt bdzist a H) altérben. Ezek a vektorok természetesen
sajatvektorai lesznek a ¢q transzformacionak is. Ez azt eljardst elvégezhetjiik o;
minden egyes sajatértékéhez tartozé sajdtaltere esetében. A (; transzformaci6

A1,- .., Ak sajatértékekhez tartozé Hy,,..., H), sajdtalterek direkt Gsszegben az
egész teret adjdk, ezért az egyes alterekben kivdlasztott bédzisok egyiittvéve a tér
kivént bazisat adjik. O

TETEL. Strukturatétel.
Egy véges dimenziés U unitér tér ¢ linedris transzformacidja esetén pontosan
akkor létezik sajatvektoraibdl 4ll6 ortonormalt bdzis, ha ¢ normalis.

Bizonyitds. Ha ¢ normélis, akkor eléallithaté egymdssal felcserélhetd o1, po
onadjungdlt linedris transzformdcidkkal p = ;1 + iy, alakban. Az el6z6 éllitdsunk
szerint taldlhaté olyan (ei,...,e,) ortonormdlt bézis, amelynek tagjai mindkét
transzformdciénak sajatvektorai:

p1(e;) = Aje;
pa(e5) = pje;

Ez lesz a megfelel6 bazis a normélis transzformécié szdmaéra is, mivel

o(ej) = p1(e;) +iva(e;) = (A +iny)e;.

Forditva, ha létezik a transzformécichoz sajatvektoraibdl 4llé ortonormalt
bazis, akkor mdtrixa e bazisban diagondlis, az 4tléban a sajatértékek dllnak. ¢*-
nak a mdtrixa konjugalt-transzpondldssal adédik. Ezért mind ¢ o ¢*, mind p* o
métrixa diagonélis és a f64tléban a A;\; értékek dllnak. Emiatt @ o ¢* és ¢* 0 @
egyenld, tehdt ¢ normalis. 0

E tétel alapjan megadhatjuk az 6nadjungalt, illetve az unitér transzforméciok
jellemzését a normaélis transzformaciok kozott.

TETEL. Az unitér tér egy normdlis transzformécidja pontosan akkor énadjun-
galt, ha sajatértékei valés szdmok. Az unitér tér egy normaélis transzformicidja
pontosan akkor unitér, ha sajdtértékei egységnyi abszolitértékiiek.

Bizonyitds. Ha a ¢ normalis transzformacié esetén tekintjiik egy sajatvektoraibol
4ll6 bazisit, akkor métrixdban a f64tléban a Aq,..., A, € C sajdtértékek allnak,
az adjungélt transzformécié métrixaban pedig a Ay,...,\, € C értékek. ¢ = p*
pontosan akkor teljesiil, ha A; = X;, azaz mindegyik A; valés szdm.

@ o p* matrixdban a f6tléban a \;); értékek llnak, ezért o * = id pontosan
akkor teljesiil, ha A\;\; = |\;|? = 1, azaz a sajétértékek egységnyi abszolitértékiiek.

a
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10.7. Transzformacidk polarfelbontasa

DEFIN{C1O. Az W euklideszi vagy unitér tér egy o linedris transzformdciéjat
pozitiv definitnek nevezziik, ha énadjungdlt és barmely 0 # z € W esetén
(¢(z),2) > 0.

TETEL. A véges dimenziés W euklideszi vagy unitér tér egy énadjungalt o linedris
transzformdciGja pontosan akkor pozitiv definit, ha minden sajatértéke pozitiv.

Bizonyitds. Jelolje (e1,...,en) a ¢ sajdtvektoraibdl 4ll6 ortonormélt bazisat.
Ha z =Y"" , 2;e;, akkor

(p(z),z) = w(zxiez-)zxjej =38 7;(p(e) ¢5) =

i=1 j=1 i=1j=1

:ZZ z;Tj(Nies, €5) szzxj (e, €5) —Z/\ |z4]?

i=1 j=1 -

Innen vildgos, hogy A; > 0 esetén (p(z),z) > 0. Forditva, ¢ pozitivitdsabol
(p(ei), e;) = Ai > 0 kovetkezik. O

TETEL. Ha ¢ egy véges dimenziés W euklideszi vagy unitér tér pozitiv definit
transzformécidja, akkor egyértelmiien létezik olyan 1 pozitiv definit transzformacid,
hogy ¢?* = ¢.

Bizonyitds. A ¢ 6nadjungdlt transzformdécié spektralelallitdsat hasznéljuk:
@ = M7+ + M7k Legyen ¥ = V1w + -+ + Ve, A 9% = @ Ssszefiiggés
nyilvédnvaldan teljesiil, hiszen m; o m; = 0 barmely i # J esetén.

Az egyértelmiiség beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy P is egy olyan pozitiv definit
transzformamo, amelyre 1/12 = cp Teklntsuk 1) spektralel6allitasat: ¥ = uim +

-+ prfr. Ekkor 9% = piwty + -+ + 27k A spektrileléallitds egyértelmi, ezért
csak a tagok sorrendjében kiilonbozhetnek. fgy atindexelés utan w; = m;, ,u? = A,
azaz t; = /. i

Minden nem nulla komplex szam felirhaté egy pozitiv valds szdm és egy
egységnyi abszolitértékli szam szorzataként. Ez az el6allitds egyértelmi. Most
megmutatjuk, hogy analég tulajdonsdg érvényesiil az unitér terek korében,
s itt a pozitiv definit transzformaciok jdtsszdk a valés szdmok szerepét, az
unitér (ortogondlis) transzforméciok pedig az egységnyi abszolit értékii komplex
szamokét.

TETEL. Polarfelbontési tétel.

Egy véges dimenziés euklideszi (unitér) tér barmely invertdlhaté ¢ linedris
transzformécidja el6éllithaté ¢ = 1 o T alakban, ahol 1 invertdlhaté pozitiv definit
transzformé&cié és T (ortogondlis) unitér transzform4cio.
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Bizonyitds. Az adjungéléds alapvetd tulajdonségait kihaszndlva lathatjuk, hogy
© o p* O6nadjungdlt transzformacié. Ugyanis

(po@™) =(p*) op® =poy
Sé6t pozitiv definit transzformécio is, hiszen x # 0 esetén
((po@®)(x),z) = (p(p"(2)), 2) = (¢*(2), ¢*(x)) > 0.
Legyen 1 most a ¢ o ¢* transzformdcié négyzetgyoke: 12 = ¢ o p*. 1 invertdlhaté
transzformécid, hiszen ¢ is és * is az. Megmutatjuk, hogy a 7 = ¥ 1o
transzformdcié ortogonalis (unitér):
Tor = op)o(Tlop) =y o(popT) o) =¢p ooyl =id.

Innen &tszorozva kapjuk a kivant ¢ = 1) o 7 el64llitast. (]



11. Masodrendi gorbék és feliiletek

A kovetkez6 két fejezetben az R™ euklideszi térben dolgozunk, a kanonikus skaldris
szorzattal. Mint az szokdsos, R™ vektorait gyakran pontoknak mondjuk.

A fejezet célja, hogy a mdsodrendii alakzatok &ltaldnos elméletéhez motivaciot
adjon, a legegyszeri{ibb eset 6ndllé6 tanulményozdsdval. Az itt szerepl6 alakzatok
tobbsége a kozépiskoldbdl ismerds (pl.  ellipszis, parabola, hiperbola; ezek
geometriai szdrmaztatdsit megtaldljuk Hajés Gyorgy [5] miivének 41. §-dban).

11.1. Masodrendi gorbék a valés sikon

DEFINiCIO. Legyen A : R? — R? nem zéré énadjungalt linedris operator, b € R?
rogzitett vektor, ¢ € R rogzitett szim. Masodrendili gorbén az aldbbi halmazt
értjiik:

g = {z € R*|(A(x),z) + 2(b,2) + ¢ = 0}.
Az (A(z),z) + 2(b,z) + ¢ = 0 egyenletet a mdsodrendii gérbe el6allitasdnak
nevezziik. A mdsodrendii gérbéhez tartozd vektorokat gyakran a mdsodrendii gérbe
pontjainak mondjuk.

MEGJEGYzES.  Euklideszi térben az 6nadjungdlt linedris operitorok és a
kvadratikus formak kozt, valamint a linedris formak és a vektorok kozt kolecsonosen
egyértelmii megfeleltetés van, ennek megfeleléen a mdsodrendli gorbe el6allitasat
a kovetkezOképpen is megadhatjuk:

q = {z € R?|Q(z) + 2¢(z) + c = 0},

ahol @ egy nem trividlis kvadratikus forma, ¢ pedig linedris forma. Val6ban, a
definiciébél kiindulva Q(z) = (A(z),z) (z € R?) egy kvadratikus forma, £(z) =
(b,z) egy linedris forma; illetve megforditva, tetsz6leges kvadratikus formabdl és
linedris formabdl kiindulva az elébbi formuldk egyértelmiien meghatdrozzak A-
t és b-t. A késébbiekben néha ezt az eldéllitast is haszndljuk. @ rangjat, ill.
szignatirjit a masodrendii gorbe rangjanak, ill. szignatirdjanak nevezziik.

Megadjuk a mésodrend{i gorbék koordindtds el6allitdsat is. Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy szokdsos mdédon a vektorok, (pontok) koordindtdit 2
dimenziéban nem indexeljiik, hanem (z,y)-nal jeloljik. Ez kis figyelmet
kivdn, mert az x gyakran vektort jelol (azaz R? elemét), méskor pedig egy
bédzisra vonatkozé elsé koordindtdt. A kvadratikus formék és a linedris formdk
bézisel6allitasdbol kozvetleniil kovetkezik az aldbbi tétel:

TETEL. Mésodrendii gérbe egyenlete.
Legyen
q = {z € R?|(A(x),z) + 2(b,z) + c = 0}
egy mdsodrendii gérbe. Rogzitsiink R%-ben egy bédzist, a Q(z) = (A(z),z)
kvadratikus forma erre vonatkozé matrixa

( ail a2 ) (0,12 =(121)

az1 Qa22

133
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az £(z) = (b, z) linedris forma egyiitthatérendszere (b1, b2). R? egy vektora akkor
és csakis akkor eleme a ¢ mdsodrendii gérbének, ha (z,y) koordindtdira

a112% + 2a122y + a2y’ + 2012 + 2boy + ¢ =0

teljesiil. A fenti Gsszefiiggést a ¢ masodrendii gérbe egyenletének is nevezziik.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy egy masodrendii gorbe egy kétvaltozés masodfoki
polinom zérushelyeinek halmaza R?-ben. Megjegyezziik, hogy egy méasodrendii
gorbének nemcsak madsodfoki egyenlete lehet, de ha egy mdsodrendl gorbe
egyenletérol beszéliink, akkor mindig az el6z6 tétel szerint hozza tartozo kétvaltozos
masodfoki egyenletre gondolunk. (Egyébként még ez a masodfokd egyenlet sem
egyértelmiien tartozik a gérbéhez, 1d. késébb.)

PELDA. Az alsbbi elé4llitidsok masodrendfi gorbéket hatdroznak meg R2-ben:

{(z,9) € R?*|F(z,y) = 0},
ahol
e F(z,y) =2%+y?—1: kér.

e F(z,y)=12%+y?+1: iires halmaz.

z,y) =22 —y? = (z + y)(z — y) : metszd egyenespar.

z,y) = 22+ y2 : egyetlen pont.

) =y — 22 : parabola.

) = 2% — 1 : psrhuzamos egyenespar.

) =22 : az T = 0 egyenes.

) =22 +1: ez a masodrendii gérbe ismét az iires halmaz.

Megjegyezziik, hogy a definicié szerint egy egyenes (R2-ben) mindig tekinthet
mésodrend{i gorbének. Legyen ugyanis az egyenes normélegyenlete F(z,y) =0 —
ahol F a véltozok elséfoki polinomja. Az [F(z,y)]?> = 0 egyenlet nyilvdnvaléan
ugyanannak a ponthalmaznak az egyenlete, de a véltozdknak mar mésodfokid
polinomja. Az iires halmaz is mindig tekinthet6 mésodrend{i gérbének.

Madr az el6z6 példak is ramutatnak egy nagyon fontos problémara, tudniillik egy
madsodrendii gérbéhez nem egyértelmiien tartozik el6allitds. Egyrészrol ez trividlis
észrevétel, mert ha

(A(z),z) +2(b,z) +¢c=0

egy masodrendii gorbe elédllitdsa, akkor

((A)(z),z) +2(Mb,z) + Ac=0
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(A # 0) szintén ugyanennek a mdsodrendii gorbének az elddllitdsa. Az el6bb
azonban ett6l eltéré példat is ldttunk: az iires halmazt, mint masodrendii gorbét
kétféleképpen is elééllitottuk, és ezek az el6allitasok egymdsnak nem skaldrszorosai
voltak. Bévithetjiltk a példdk sordt a ponttal is, pl. a 3z2 4+ y? = 0 egyenlet az
origénak olyan egyenlete, mely nem skaldrszorosa az x2 + y? = 0 egyenletnek.
Kiilonbozik azonban az 22 + y? = —1 egyenlet és az 22 = -1 egyenlet
megolddshalmaza C?-ben, hasonléan a2z? + b%y? = (azx + iby)(az —iby) = O is
més ponthalmazt hatdroz meg C2-ben kiilonbozé egyiitthatékra. R? tehst sok
tekintetben nem tul j6 szintér a mésodrend(i goérbék tanulményozdsira. C2-ben
viszont teljesiil az el6allitds egyértelmiisége.
A kovetkez6ekben a mésodrendii gorbe egyenletének egyszeriisitése a cél.

TETEL. Euklideszi normaélegyenletek.
Létezik az A Onadjungalt operator sajatvektoraibdl 4ll6 ortonormélt bazis ugy,
hogy a

g = {z € R?*|(A(z),z) + 2(b, z) + ¢ = 0}

madsodrendii gérbe egyenlete az aldbbiak kéziil valamelyik:

a(z—u)?+azy—v)2 =0 I
a1(z —u)? +az(y—v)? =1 II
a1(z — u)? =2(y — v), IIT

ahol aq,as,u,v konstansok; I-nél és II-nél a; és ay koziil legalabb az egyik nem 0,
IIT-nél a; # 0.

Bizonyitds. Legyenek az A sajatértékei A\; és Xo. A sajdtvektoraibdl &llé
ortonormélt bazisban a ¢ egyenlete ekkor

Mz? 4+ Aoy? + 2612 + 2boy + ¢ =0,

hiszen ortonorma4lt bazisban az A métrixa és a Q(z) = (A(z), ) kvadratikus forma
matrixa megegyezik. Legyen el6szor mindkét sajatérték zérustdl kiilonb6z6. Ekkor

a q egyenlete
b\’ by \ 2 b2 b2
A — A =) =—c+—+ =
I(HAI) + 2<y+)‘2> ettt 2

Ha v = —c + + —1 = 0 akkor rogton megkaptuk az I. egyenletet: a; = Ay,

ag = Xp. Hav = —c+ —L + —1 # 0, akkor ezzel mindkét oldalt osztva a II.

egyenletet kapjuk: a3 = ’\ , Q2 = ’\

Legyen most az egyik saJatertek zéréd, ekkor a masik biztosan nulldtdl kiilonbozé,
mert feltettiik, hogy A nem zéré operdtor. A sajdtvektorokbdl 4llé6 ortonormalt
bazisban a béazisvektorok sorrendje most legyen olyan, hogy az elsd béazisvektor
tartozzon a nemzéro sajatértékhez: Ay # 0, A2 = 0. q egyenlete ebben a béazisban:

b\ 2 b2
A (:z:+)\—1) ——2b2y—c+)\—l.
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Ha b, =0és % — ¢ =0, akkor az I. egyenletet kapjuk a; = A\ és az = O-val. Ha

b =0,de p = %& —c # 0, akkor % —c-vel osztva a Il. egyenletet kapjuk: a; = A#L,
1
az = 0. Végiil, ha by # 0, akkor

bi\? c b
n(ern) = (5 - mm)

s ezt az egyenletet —by-vel osztva a III. egyenletet kapjuk. O

TETEL. A mésodrendii gérbék R2-ben pontosan az aldbbiak: ellipszis/kér,
parabola, hiperbola, egyenespdr, pont, lires halmaz. Az egyenespdr lehet metsz6
egyenespar, parhuzamos de nem egybees$ egyenespér, egybeess egyenespar.!

Bizonyitds. Az euklideszi normélegyenletek alapjan egy mésodrendii gérbe az
aldbbi 8 alakzat valamelyike, azok koziil pontosan az egyik:

1. Ures halmaz: II. egyenlet a; < 0, ag < 0, (de a? + a3 > 0).
2. Pont: I. egyenlet, a; >0, az > 0.

3. Parhuzamos egyenespdr (beleértve az egybees6 egyenespirt, vagyis az
egyenest is): II. egyenlet, a két egyiitthaté koziil az egyik pozitiv, a mésik 0,
vagy L. egyenlet, a két egyiitthaté koziil az egyik pozitiv, a mésik 0.

. Metsz6 egyenespar: 1. egyenlet, a két egyiitthatd ellentétes eléjelii.
Ellipszis (vagy kor): IL. egyenlet, mindkét egyiitthat6 pozitiv.
Parabola: III. egyenlet.

N e ;e

Hiperbola: II. egyenlet, a; és a; ellentétes elGjeld.

Az el6fordulé aj,as egylitthatok minden lehetséges szignatirdjat megvizs-
géltuk, tehdt a felsoroltakon kiviil mds tipusi egyenlethez nem juthatunk.
Nyilvanval6, hogy egy mésodrendii gérbe nem tartozhat két csoportba is, hiszen
a csoportok kozott geometriai jellegli kiilonbség van. (Pl. egy ellipszis sohasem
hiperbola, mert més tulajdonsidgi pontok halmaza az ellipszis, ill. a hiperbola,
stb.) O

A mésodrendli gorbérél bizonyos informéciét euklideszi normaélegyenletiik
nélkiil is kaphatunk. Az el6z6 bizonyitést figyelmesen tanulmanyozva észrevehetjiik,
hogy det A = A - A2 el6jele megegyezik a, - as el6jelével (a III. egyenletben legyen
a1 = 1, ap = 0), tehdt sgn(det A) = sgn(a; - az). Ez azt jelenti, hogy sgnajas
meghatdrozasdhoz nem kell a gérbét normalalakra hozni.

DerINici6. A
g = {z € R*|(A(z),x) +2(b,x) + c = 0}
IMint az a linedris algebrdban szokésos, két egyenest parhuzamosnak neveziink, ha egysikiak

és nincs kozos pontjuk, vagy egybeesnek. Az egybeest egyenespdrra a kett6s egyenes elnevezést
is hasznéljuk.
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mdsodrendii gérbét elliptikusnak nevezziik, ha det A > 0, parabolikusnak, ha
det A = 0, hiperbolikusnak, ha det A < 0.

KOVETKEZMENY. Az elliptikus mdsodrendii gérbék az ellipszis a pont és az lires
halmaz, a parabolikus médsodrendii gorbék a parabola, a parhuzamos egyenespar
(beleértve a kettls egyenest is) és az iires halmaz, a hiperbolikus mdsodrendi
gorbék a hiperbola és a metsz6 egyenespar. (Mint lattuk, az iires halmazra
— mint valés mésodrendii gérbére — a definici6 az el64llitdstdl fiigg, van elliptikus
és parabolikus el8éllitdsa is az iires halmaznak.)

Az euklideszi normadlegyenletben szereplé u, v konstansok ,.eltiintetésével”
az egyenleteket tovdbb egyszeriisithetjiik, ehhez azonban madar affin koordina-
tarendszert kell haszndlni. Ha az origét az (u,v) koordindtaji pontban rogzitjiik
(az euklideszi normélegyenlethez tartozé bézist haszndlva), akkor az

I. a1z + a0y’ =0
II. a17% + a2y’ =1
II1. a;z? =y,

egyenletekhez jutunk, de az itt szerepl6 koordindtdk médr nem egy bézisra, hanem
egy olyan Descartes—féle koordindta—rendszerre vonatkoznak, mely az A operdtor
sajatvektoraibdl 4ll6 ortonormélt bézisbdl, s az elébb megadott origébdl all.
Ezekben az egyenletekben a konstansokat 4tjelolve, az ortonormalt bézis vektorait
esetleg felcserélve kapjuk az in. kanonikus egyenleteket.

TETEL. Méasodrendii gorbék kanonikus egyenlete.
Tetszbleges mdsodrendii gorbéhez létezik olyan Descartes—féle koordindta-rendszer,
melyben a gérbe egyenlete az az aldbbiak valamelyike:

. . T 22 42
hiperbolikus = g(/,_z =0 i z_z - 1
x? 1
lik 2 _ o Ll
parabolikus 22 =0 = 2pz y
2
a
2 2 2 2
. . T Yy T Yy
elliptikus o + 7= 0 = + = 1
2 2
|
a b2
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11.2. Valés masodrendi hiperfeliiletek

DEFINiCIO. Legyen A : R® — R™ nem zéré énadjungélt linedris operdtor, b € R™
rogzitett vektor, ¢ € R rogzitett szim. Mdasodrendii hiperfeliileten az aldbbi
halmazt értjiik:

¢ = {z € R*|(A(x), ) +2(b,3) + ¢ = O}.

R? mdsodrendii hiperfeliileteit mésodrendti gdérbéknek, R® mdsodrendii hiper-
feliileteit masodrendii feliilleteknek nevezziik. A mdsodrendii hiperfeliilethez
tartozé vektorokat gyakran a masodrendii hiperfeliilet pontjainak nevezziik.

MEGJEGYZES.  Euklideszi térben az o6nadjungdlt linedris operdtorok és a
kvadratikus formék kozt, valamint a linedris formak és a vektorok kozt kolesondsen
egyértelmii megfeleltetés van, ennek megfeleléen a méasodrendii hiperfeliilet
el6allitasat a kovetkezOképpen is megadhatjuk:

g={z € R™"Q(z) +2¢(z) + c =0},

ahol @ egy nem trividlis kvadratikus forma, ¢ pedig linedris forma. Valdban, a
definiciébdl kiindulva Q(z) = (A(z),z) (z € R") egy kvadratikus forma, ¢(z) =
(b,x) egy linedris forma; illetve megforditva tetszéleges kvadratikus formabdl és
linedris formdbdl kiindulva az el6bbi formuldk egyértelmiien meghatdrozzék A-
t és b-t. @ rangjat, ill. szignatirdjat a maésodrendli hiperfeliilet rangjanak, ill.
szignaturdjanak nevezziik.

TETEL. Mésodrendii hiperfeliilet baziseldallitasa.
Legyen
g ={z e R*|(A(z),z) + 2(b,z) + ¢ = 0}

egy mdsodrendi hiperfeliilet. Rogzitsiink R™-ben egy bdzist, a Q(z) = (A(z),z)
kvadratikus forma erre vonatkozé métrixat jelolje szintén A = (ai;), az £(z) = (b, x)
linedris forma egyiitthatérendszere a B = (b;) oszlopvektor. Egy x© € R™ vektor
akkor és csakis akkor eleme a q mdsodrendii hiperfeliiletnek, ha a koordinatdibdl
képezett X = (z1,...,Z,)" oszlopvektorra

X'AX +2X'-B+c=0,

azaz
n n
Z ai;T;T; + 2 inbi +c=0.
ij=1 i=1
A fenti Osszefiiggést a ¢ mésodrendii hiperfeliilet egyenletének is nevezziik.
Bizonyitds. A kvadratikus formdk és a linedris formdk b&zisel6allitasabdl
kozvetleniil kovetkezik. a

A kovetkezéekben a mdsodrendl hiperfeliilet egyenletének egyszerisitése a
célunk.
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TETEL. Euklideszi normalegyenletek.
Létezik az A operdtor sajatvektoraibol 4ll6 ortonormalt bazis R™-ben, hogy a q
val6s médsodrendii hiperfeliilet egyenlete az aldbbiak koziil valamelyik:

Yoiai(zi—c)? =0 I.
Yz —a)? =1 II.
Z?z_ll ai(zi —ci)? =2(zn —cn) IIT.
Bizonyitds. Az A operétor nullatdl kiilonbozé sajatértékei legyenek Aq, ..., Ay,

a sajatvektorokbol 4ll6 ortonormélt bézis legyen olyan, hogy az els6 r bazisvektor
rendre ezekhez a sajatértékekhez tartozzon. Ebben a bdzisban g egyenlete:

r n
Z)\’T’Q + ZZbiiL’i +c=0.
i=1 i=1

Ezt az egyenletet a kovetkez6képpen alakithatjuk:

n

T 2
Z Ai (l’i + %) + Z 2b;z; = ¢,
i=1 ¢

i=r+1

ahol a mésodik szummds tag értelemszertien nem szerepel, ha r = n, azaz nincs
nulla sajatérték. Ha b.41 = ... = b, = 0 és ¢ = 0, akkor az I. egyenletet kapjuk.
Ha by41 =...=b, =0, de ¢ # 0, akkor ¢-vel osztva a II. egyenletet kapjuk.

Ha b2, + -+ + b2 > 0, akkor a kivetkez8képpen jarunk el. El8szor osszuk el

az egyenletet /b2, +--- + b2-el:
T b 2 n _
Zai (IEi + )‘—l> + Z 2b;x; = C.
i=1 i

i=r+1

A (bry1,...,b,)t € R" T egységvektort egészitsiik ki R®~" ortonormélt bazisava.
A kapott ortonormélt bézist jeldljiik a kovetkez6képpen:

C11 Ci,n—r—1 b-r+1
C21 C2n—r—1
gy . R
Cn—r1 Cn—rn—r—1 bn
A
0 0 0
1 yores | Cln—r—1 | bry1 | ER™ (%)

Cn—r,1 Cn—rn—r—1 bn
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koordindtdji vektorok az A operdtor 0 sajatértékhez tartozd sajitvektorai.
(A koordindtdk a bizonyitds elején rogzitett sajitvektorokbodl alkotott bézisra
vonatkoznak.) Ebben a bézisban ugyanis A métrixa az aldbbi diagondlis méatrix:

A 0
0 X 0
0 Ar )
0
0

s a (*) vektorokat balrdl beszorozva ezzel a méatrixszal 0-t kapunk.

Most megéllapitjuk a mdsodrendii hiperfeliilet egyenletét abban a bézisban,
mely els6 r vektora ugyanaz, mint a bizonyitds elején, a tovdabbi vektorok pedig a
(*) vektorok. Az dj bazis egyrészt ortonormélt, mert a bazistranszformécié matrixa
a konstrukcié miatt ortogondlis, masrészt az A sajatvektoraibdl 4ll, mint arra mar
utaltunk. A bézistranszformacié métrixa

1

C11 br+1

\ Cn—r,1 5n

ahol az els6 r oszlop utén a (*) vektorait irtuk be. A jobb fels6 és a bal alsé sarokban
minden métrixelem zéré. A megfelel6 koordindtatranszformécié matrixa az inverz
matrix, azaz a bézistranszformacié (ortogondlis) matrixdnak transzpondltja. Az ij
koordindtak tehat:

rT = Ih
Tr = XZr
Zpn = bry1Zry1+ o+ bpZn.

(r + 1-t8l n — 1-ig nincs sziikségiink a képletekre.) Ezt beirva a mésodfoki
hiperfeliilet egyenletébe, az ij bazisban az egyenlet:

T b 2
Eai (:T:i + /\—) + 2%, =é.
=1

(2
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Ez egyszerii rendezés utdn a harmadik tipus. ]

2 dimenziéban természetesen visszakapjuk a méar megkapott egyenleteket.
Hirom dimenzidban pedig az aldbbi kanonikus egyenleteket kapjuk (a ko-
ordindtdkat z,y, 2-vel jelolve).

KOVETKEZMENY. Madésodrendii feliiletek kanonikus egyenlete. Minden
valés masodrendti feliilethez létezik olyan Descartes—féle koordindta—rendszer, hogy
egyenlete az aldbbiak valamelyike:

I II III
2,2 L2 2 L2 L2 2 2
2y N _ T _
2tpta=ligteta= llatp=%
U A [ A [ G
2 e 2 |l erte- 2 2
U [ A 2 _,
a2 ' p2 a2 b2 2 a2 z
TV _o|Z v 2
a2 b? a2 b2 2
2 2
2 _ NP LIS
" =0 E§+b—2— 1
2 2
-
a? b2
2 2
S
a2 b
2
a
2
T
z-
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Maésodrendii gorbék és feliiletek

Elnevezések az el6bbi tabldzatnak megfeleléen az aldbbiak.

vonatkozésokat Id. pl. Hajés Gyorgy [5] konyvében):

metsz6 sikpar
(kettés) sik

kétkopenyi hiperboloid
elliptikus henger

iires halmaz
hiperbolikus henger
parhuzamos sikpar
iires halmaz

I 11 III
pont ellipszoid /g6mb elliptikus paraboloid
masodrendii kip iires halmaz | hiperbolikus paraboloid
egyenes | egykopenyl hiperboloid parabolikus henger

2

maésodrendi kip

ellipszoid

N

&7

egykopeny(i hiperboloid

A

AN

kétkopenyti paraboloid

(A geometriai
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. I

elliptikus henger hiperbolikus henger parabolikus henger

elliptikus paraboloid

hiperbolikus paraboloid






12. Figgelék

12.1. Algebrai alapfogalmak

Ebben a fejezetben felsoroljuk azokat az algebrai alapfogalmakat, melyeket a
jegyzetben felhaszndlunk. Minden esetben adunk példdkat, egy kdzismert egyszeri
példat és egy linedris algebrai jellegtit.

DEFINiCi6. A H nem iires halmazon * miivelet, ha bdrmely a,b € H-hoz
egyértelmiien létezik egy c € H, melyre

c=axb.

Ha a H halmazon a * miivelet értelmezve van, akkor (H,x*)-ot algebrai
struktiranak nevezziik.

MEGJEGYZES. A miivelet H-n tulajdonképpen egy H x H — H leképezés.
DEFINICIO. Az (F, ) algebrai struktira félcsoport, ha a miivelet asszociativ:

Va,b,c€ F: ax(bxc)=(axb)*c.

PELDAK.
1. Félcsoportot alkot a természetes szamok halmaza a szorzdsra nézve.

2. Félcsoportot alkotnak a valds elemii 2 x 2 tipusi métrixok a szorzdsra nézve.
DEFINICIO. A (G, %) algebrai struktira csoport, ha

e (G, x) félcsoport

o létezik neutrdlis elem, azaz olyan e € G, melyre

VaeG: axe=exa=a

e és minden elemnek van inverze, azaz

YVaeG ' €G: axa' =d xa=e.

PELDAK.
1. Csoportot alkotnak az egész szdmok az Osszeaddsra nézve.
2. Csoportot alkotnak a 2 x 2 tipusi valds elemii reguldris matrixok a szorzasra

nézve.

145
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MEGJEGYZES.

1. A (G, ) csoport kommutativ csoport, vagy Abel-féle csoport, ha (G, %)
olyan csoport, melyen a miivelet kommutativ:

Va,be G: axb=bxa

Az el6z6 példak koziil az els6 kommutativ, a mdsodik nem kommutativ
csoport.

2. Ha a miivelet Osszeadds, akkor a neutralis elemet nullelemnek, ha a miivelet
szorzas, akkor a neutralis elemet egységelemnek nevezziik.

DEFINiCIO. Az (R, +,*) algebrai struktira gytir, ha
e (R,+) kommutativ csoport
o (R,x) félcsoport
e érvényes a disztributivitas, azaz

Va,b,ce R: . ax(b+c)=(axb)+ (axc)
(@a+b)xc=(axc)+ (bxc).

PELDAK.

1. Az egész szamok halmaza gylirli az Gsszeadds és szorzds miiveletére nézve.

"

2. A valds elemi 3 x 3 tipusi matrixok gytiriit alkotnak a métrixokon szokédsos
Osszeadds és szorzds miiveletére nézve.
DEeFINic16. A (T, +, %) algebrai struktiira test, ha

e (T,+) kommutativ csoport

e (T'\{0},*) kommutativ csoport, ahol 0 jeléli a neutrélis elemet a + mfiveletre
nézve

o teljesiil a disztributivitds.

PELDA. A raciondlis szdmok testet alkotnak a szokdsos Osszeadds és szorzds
miiveletére nézve.

DEeFINiCI6. A (T, +,*) test karakterisztikdja nulla, ha nem Ilétezik olyan n
természetes szam, hogy mindent € T-ren-t =0, aholn-t azn tagit+ ...+t
Osszeget jeloli.

PELDA. A raciondlis, valds, komplex szdmok teste nullkarakterisztik4ja.

DEFINiC16. A V nem iires halmaz vektortér a T test felett, ha
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o (V,+) kommutativ csoport

e bdrmely a,b € V vektorok és A\, u € T skaldrok esetén fenndllnak az aldbbi
azonossagok:

Aa+b) = Xa+b

A+wma = Ada+pa
(Awa = Apa) = p(Aa)
la = a

ahol 1 a T test multiplikativ egységeleme.

PELDAK.
1. A valds szdmok halmaza vektortér a raciondlis szamok teste felett.

2. A valés elemil szamhérmasok vektorteret alkotnak a valés szamok teste felett
az aldbbi miiveletekre nézve: _

(z1,22,23) + (Y1,Y2,¥3) = (1 +Y1,%2 + Y2, %3 + Y3)
)\(.’El,.’lfg,ilfgg) = ()\$1,)\$2,)\$3)

DEFINIC16. Az A nem iires halmaz algebra a T test felett, ha
o A vektortér T felett
o (A, +,*) gytirt
e Birmely a,b € A és \ € T esetén fenngll

Aa*b) = (Aa) x b= a* (\b).

MEGJEGYZES. Természetesen a vektortéren és a gytriiben értelmezett 6sszeadds
ugyanaz a mivelet.

PELDAK.
1. A komplex szdmok halmaza algebra a racionalis szamok teste felett.

2. A valés elemii, 3 x 3 tipusd matrixok algebrat alkotnak a valds szdmok teste
felett.
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12.2. Alapvets tudnivalék permutacidkroél

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk a permutdcidk azon tulajdonsigait, melyeket a
determindnsokrdl sz6l6 fejezetben felhaszndlunk.

DEerFINiC16. Az (1,2,...,n) szdmok egy sorrendjét ezen szdmok egy per-

© 2oz

JELOLESEK.
1. Az (1,2,...,n) Osszes permutdcidinak halmazdt P,—nel jeloljiik.
2. Ha 7 = (i1,12,...,in) az (1,2,...,n) egy permutéciéja, akkor azt a jelolést

is szokds alkalmazni, hogy

( 1 2 n )
= . )
i i in

A fels6 sorban a szdmoknak nem feltétleniill nagysdg szerint novekvo
sorrendben kell kovetkezniiik.

MEGJEGYZES.

1. A permutéci6 tekinthet6 az (1, 2,. .., n) halmaz 6nmagéra torténé kolcs6nosen
egyértelmii leképezésének is.

2. Az (1,2,...,n) szamok Osszes permutdcidinak szdma n!.

DEFINICIO. Az (1,2,...,n) szdmok (i1, 42, ..., in) permutdcidjdban iy inverziéban
all iy-lel, hak <ldeir >4 (1<k<l<n).

JELOLES. Az (iy,io,...,in) Osszes inverzidinak a szdmdt I(iy,i2,...,%,)-nel
jeloljiik.

PELDA. Az (5,1,4,2,3) permutécié inverzidinak szdma 6.

DEFINICIO.  Egy permuticié paros, ha Osszes inverzidinak szdma péros,
egyébként paratlan.

LEMMA. Bdrmely (i1,12,...,in) permutdcié létrehozhaté az (1,2,...,n)-bél
kiindulva, csak elemparok egymasutani cseréjével.

Bizonyftds. Az ii—et az els6 szimmal megcserélve elérhetjiik, hogy az els helyre
keriiljon. Hasonlé médon hozzuk az ip—t a méasodik helyre, stb. o

LEMMA. Két elem cseréjénel az inverziok szamadnak paritdsa ellenkezbjére valtozik.

Bizonyitds.  Tekintsiik az (i1,...,%k,--.,%,--.,in) permutdciét és benne
cseréljiik fel az iy és i; szdmokat, igy az (i1,...,%,..-,%k,.-.,0in) DErmutacict
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kapjuk. A cserekor ix—nak ellenkezdjére valtozik az inverzidja az iy €s 1; k6z6tt 16vo6
s db szdmmal. (Ha nem voltak inverziéban, akkor inverziéban lesznek a csere utén,
és ha eddig inverzidéban voltak, akkor a csere utdn nem lesznek.) Ugyancsak, i;—nek
ellenkez@jére véltozik az inverzidja az iy és i; k6zott 16vé s db szdmmal. Végiil, ik
és i; egymas kozotti inverzidja is megvaltozik. Més elemek k6zo6tti inverzioban nem
torténik véltozds. Igy osszesen 2s + 1 véltozds torténik az inverzidk szdméban.

0O

DEFINiCIO. A
( 1 2 n ) , ( 1 2 n )
r=1{ . X és p=1{ . .
11 19 in Jr o J2 .- Jn

permutéaciék szorzata
ﬂ-p—( 1 2 n )
Jir  Jia Jin )’

1 2 3 45 1 2 3 45\ (123
2 415 3 4 352 1) \3 24

MEGJEGYZES.

o
ot
N——

1. A permutédcidk szorzdsa nem kommutativ.

2. A permutécidk ezen miiveletre nézve csoportot alkotnak, melynek egységeleme
az (1,2,...,n) identikus permutécid.

3. Egy m permutdcié inverzén azt a p permutdciét értjiik, melyre mp az
identikus permutécid.

LEMMA.  Azonos paritdsi permutdcick szorzata pdros, ellenkez$ paritdsi
permutdcick szorzata paratlan.

Bizonyitds. A mp szorzat elvégzésekor a m permutdciéban szereplé sorrendet
rendezziik tovdbb a p permutdciénak megfeleléen. Ha a m permutédciét az
(1,2,...,n) permutédcidbdl k db elempdrcserével lehet 1étrehozni, a p permutéciot [
db elempdr cserével, akkor a 7p permutécid létrehozhaté k+1 db elempér cseréjével.
Ha k,[ paritasa azonos, akkor k + [ paros, egyébként k + [ pdratlan. m]

MEGJEGYZES. Koénnyen ellendrizhetd, hogy a
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-1 __ il i2 in
m _<1 2 n)

LEMMA. A permutdcidnak a paritdsa megegyezik inverzének paritdsdval.

permutécié inverze

”_n

Bizonyitds. A szorzatuk az egységpermutdcid, ami paros, tehét az eléz6 Lemma
értelmében vagy mindkettd paros, vagy mindkett6 paratlan. O
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12.3. MAPLE: linedris algebrai programcsomag

Ezen fejezet célja a MAPLE komputeralgebra programcsomag linedris algebrdval
kapcsolatos eljardsainak dttekintése. Ezen eljardsok igen hatékony eszkozt adnak
felhaszndléik kezébe a linedris algebrai feladatok numerikus megoldaséra.

12.3.1 A Maple altalanos hasznalata

El6szor megismerkediink a MAPLE programcsomag hasznélatdnak néhdny altaldnos
vondsdval. Tudnivald, hogy a MAPLE-t lehet interaktiv médon hasznalni és lehet
programot is irni MAPLE utasitdsok felhasznéldsdval. Mi itt csakis a MAPLE
interaktiv haszndlatdnak bemutatdsdra szoritkozunk. Leirdsunk kordntsem teljes,
csak izelit6t ad a lehetséges felhaszndldsi teriiletekbol.

A MAPLE programcsomagot konkrét installdcidjatol fliggen legtobbszor a

maple

paranccsal lehet betolteni. Ezutdn a képerny6n megjelenik a MAPLE cég
emblémadja, és egy > prompt a sor elején, mely utdn lehet a parancsokat beirni. A
parancs altaldban egy ; jellel zdrédik. A parancs beirdsa utan az Enter billentytit
nyomjuk meg, melyre az adott parancs végrehajtédik, és az eredmény a képernyén
megjelenik. Amennyiben a parancsot a : jellel zarjuk, a parancs végrehajtddik, de
az eredmény nem jelenik meg a képernyon.

Kilépés:

> quit;

MEGJEGYZES.

1. HELP funkcié aktivdldsa. A DOS-os verzidban Fl-gyel a Windows-0s
verzioban a megfelel ikonra val6 kattintdssal torténik. A help mendiben
magatdl értet6d6 mdédon lehet keresni a kivdnt informdciét.  Célszert
mindenképpen kiprébédlni. A help funkciét lehet konkrét eljardsok nevével
is hivni, ekkor a konkrét eljards haszndlatdrdl ad informéciét. Pl. a help
hivdsa a det eljarasra vonatkozéan:

> help(det);

2. Visszalapozds a képernyén. A DOS-os verziéban F5-tel, a Windows-os
verzidban a szokdsos moédon torténik. Akkor haszndljuk, ha az eredmény
til hosszi, vagy kordbbi eredményre vagyunk kivdncsiak.

3. Parancsok megismétlése, modositdsa A DOS-os verzidban a folfelé és lefelé
mutaté kurzor nyilak segitségével, a Windows-os verziéban az egérrel lehet
a mdr beadott parancsok kozott keresni. Ha a parancs, melyet haszndlni
akarunk nem sokban tér el egy korabbitdl, akkor azt el6keresve és mddositva
gyorsabban célhoz ériink, mint djra a teljes parancsot begépelve.
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4. A7 jel a legutoljdra kiszamitott eredményre utal, ”” az azelSttire, stb.

Szimbdlikus véltozéknak betiivel kezd6d6, betiikbsl, szdmokbdl és egyéb (nem
miiveleti) jelekbol 4ll6 Osszefiiggd jelsorozatokat haszndlunk. A kis és nagy betiik
kozott kiilonbség tevédik. A mér értéket kapott szimbdlumok értékeit (ha azok nem
vektorok vagy matrixok) kiirathatjuk gy, hogy a parancs sorba a szimbdlum neve
mogé ;-t tesziink. Métrixok vagy vektorok értékeit a print utasitdssal frathatjuk
ki. Az értékado utasitast := —val jeloljiik.

> a:=1/2+3/7+2/11;
171

154
> 154%*a;

171

A MAPLE a szdmokat pontos kozonséges tort alakban térolja, amig a tizedes tort
alak kiszdmitdsat az evalf paranccsal el6 nem irjuk:

> evalf(a);
1.110389610

A tizedes tortek 10 jegy pontossigiak, ami azonban a Digits valtozé megfeleld
besllitdsaval valtoztathato:

> Digits:=40;

Digits := 40
> evalf(a);

1.110389610389610389610389610389610389610

> Digits:=10;

Digits := 10
> h:=tan(3/7*Pi);

h := tan(3/7 Pi)

> evalf(h);

4.381286277

A Pi E,Irendre a m,e,+/—1 szimbdlumokat jelolik.
Az alapmiiveletek jele a szokdsos +, *, /, a hatvdnyozds jele a "héztets ”.
> p:=27(276)+1;
p := 18446744073709551617

Egész szdmokat az ifactor, egész egyiitthatés polinomokat a factor eljirdssal
bonthatunk szorzatra.

> ifactor(p);
(67280421310721) (274177)
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> f:=x"4-1;

> factor(f);

x-1) x+1) (x + 1

A normal eljéras torteket hoz egyszeriisitett alakra.

> g:=(x"2-y"2)/(x-y)"3;

2 2
x -y
g = ~TTTTT7C
3
x -y
> g:=normal(g);
x+y
B T .-
2
x -y

Algebrai kifejezések egyszeriisitésére hasznédlhatjuk a simplify eljardst is, ennek
elénye, hogy megadhatdak azon Gsszefiiggések, melyeket az egyszeriisitésnél fel lehet
haszndlni. Péld4ul, ha z, az 2+ + 1 polinom gyéke, akkor az z° + 22 +1 polinom
egyszerisitése:

> simplify(x~5+x"3+1,{x"2+x+1=0});

1 -x
A szorzat alakok kiszdmitdsa, a szorzas elvégzése az expand eljirdssal lehetséges.

> expand ((x-y)*(x+y));

2 2
X -y
A subs eljards alkalmas algebrai kifejezések helyettesitési értékeinek kiszdmitdsdra.

> f:= xxy;

f:=xy
> f1:=subs(x=4,y=5,f);

£1:=20
> £2:=subs(x=3,y=7,f);

£2:=21
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Komplex szamok haszndlata esetén az imagindrius egységet az I jeloli.

> a:=3+2%I;b:=1+5%I;
> c:=a/b;

> rc:=Re(c);

> ic:=Im(c);

Bonyolultabb komplex értékii kifejezéseket az evalc eljarassal lehet kiértékeltetni.

Polinomok valés gyokeit az fsolve eljards szdmitja ki, mely a complex
paraméterrel kiegészitve a komplex gyokoket is kiszdmitja. Minden esetben az
eljards elsé paramétere a polinom, mdsodik pedig a véltozé szimbdéluma. A
gyokoket eltarolhatjuk egy véltozéba is, ekkor ez a valtozé egy vektor lesz, melynek
komponensei a megfelel6 sorszdmi gyokoket tartalmazzdk.

> £:=3*%x"5-2%x"2+1;

> fsolve(f,x);

> g:=fsolve(f,x,complex);
> glil;

A MAPLE-ben egyszerli médon lehet fliggvényeket megadni. Példdul azt a
kétvaltozds fiiggvényt, melynek értéke az (i, j) helyen (—1)‘t7 igy lehet definidlni:

> £:=(1,j)->(-1)"(1+j);
Ezek utédn a fiiggvény hivésa:

> £(2,3);

12.3.2 Alapvetd utasitidselemek

Az if utasitds a szokasos kétféle alakban haszndlatos (else dggal vagy anélkiil).
Lezdrédsa fi-vel torténik. Az if, then, else, fi szavak kozotti esetleg tobb utasitds
egy blokkot alkot.

> if a<12 then b:=3 fi;
> if a<12 then b:=3 else b:=4 fi;

A ciklikus utésitdsok legegyszeriibb formdja a for ciklus, melyet od zér le. Ha
nem adjuk meg a kezd6indexet (from) és a lépéskozt (by), akkor a szdmlélds 1-t6l
1-esével torténik. A do és od szavak kozitti esetleg tobb utasitds alkotja a ciklus
magjat, ezek minden lépésben végrehajtédnak.

> for i from -1 by 2 to 14 do

...........

> k:=1;
> for j to 6 do k:=k*j od;
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12.3.3 Lineéris algebra programcsomag

A MAPLE programcsomag tartalmaz szdmos olyan eljardst, melyek linedris
algebrai jellegli szamitdsok elvégzését teszik lehetévé. Szemben az eddig targyalt
eljdrdsokkal, ezek a MAPLE behivdsakor nem keriilnek betoltésre. Haszndlatuk
csak akkor lehetséges, ha a

> with(linalg);

parancesal kiilon betoltjiik Gket.
Adatstruktirdk

A linedris algebrdban leggyakrabban vektorokkal és métrixokkal szdmolunk.
Ezeket lehet definidlni vagy a méreteik megaddsdval és az elemek értékének
megaddsdval, vagy kozvetlenill az elemek megadédsdval.  Matrix elemeinek
felsoroldsakor az értékadds sorfolytonosan torténik. A vektorok ill. madtrixok
elemeire a megfelel6 sor és oszlopindexek szogletes zardjelbeni megadésdval
hivatkozhatunk. Vektorokat vagy madtrixokat a print eljaras {r ki a képernyére.
Ennek megfelel6en az aldbbi vektor illetve matrix definicidk egyenértékiiek.

> v:=vector(3);v[1]:=-1;v[2]:=7;v[3]:=5;
> v:=vector([-1,7,51);

K:=matrix(2,3);
K[1,1]:=1;K[1,2]:=-1;K[1,3]:=2;K[2,1]:=5;K[2,2]:=6;K[2,3]:=7;
K:=matrix(2,3,[1,-1,2,5,6,71);

K:=matrix([[1,-1,2],[5,6,711);

vV V.V V

Alapmiiveletek

Additiv miiveleteket egymassal egyez6 tipusi vektorokon vagy matrixokon lehet
végezni, és az eredmény is ugyanolyan tipust lesz. Méatrixok szorzasakor az ismert
szabdlyok érvényesiilnek a szorzandé és a szorzat méretére vonatkozdan.

Azonos tipusi vektorok vagy maétrixok Gsszeadésa:

> C:=add(A,B);

Azonos tipusi A,B vektorok vagy maétrixok linedris kombindcidja cl,c2
egylitthatokkal:

> C:=matadd(4,B,cl,c2);

Az A vektor vagy méatrix elemeinek szorzasa z-szel:
> scalarmul(A,x);

Az A métrix i—edik sordnak szorzdsa z—szel:

> mulrow(A,i,x);
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Az A métrix i—edik oszlopdnak szorzdsa z-szel:
> mulcol(A,i,x);
Egy A métrix i—edik sordnak z—szeresét hozzdadni a j—edik sordhoz:
> addrow(A,i,j,x);
Egy A matrix i—edik oszlopanak z—szeresét hozzdadni a j—edik oszlopdhoz:
> addcol(A,i,j,x);
Az n x n tipusu egységmaétrix c-szeresének eldéllitdsa:
> band([c],n);

7 2

Olyan n x n tipusi matrix el64llitdsa, melyben a f64t16 alatt cl, a f64tléban ¢2,
a f64atlé folott ¢3 all:

> band([c1,c2,c3],n);

A B midtrixba az A métrix bemdsoldsa gy, hogy az A bal fels6 sarka a B
(m,n)—edik elemén lesz:

> copyinto(A,B,m,n);
Az A métrixban az r,...,s sorok torlése:
> delrows(A,r..s);
Az A métrixban az r,...,s oszlopok torlése:
> delcols(A,r..s);
Az A métrix b6vitése m sorral és n oszloppal, az tij helyeket z—szel feltoltve:
> extend(A,m,n,x);
Az A métrixban az r—edik sor és az s—edik oszlop elhagydsa:
> minor(A,r,s);
Az A métrix i—edik sora:
> row(A,i);
Az A métrix i—edik oszlopa:
> col(A,i);
A B maétrix osszedllitdsa a vl,. .., vk vektorokbdl:
> B:=concat(vil,...,vk);

A v vektor dimenzidja:
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> vectdim(v);
Az A matrix sorainak szdma:
> rowdim(A);
Az A métrix oszlopainak szdma:
> coldim(A);
Az A métrix transzponéltja:
> transpose(A);
Az A métrix nyoma (azaz f64tlébeli elemeinek Gsszege):
> trace(A);

Maétrixok vagy vektorok szorzdsa. A miivelet csak megfelel6 méretli matrixok
vagy vektorok esetén haszndlhaté. TObb Gsszeszorzandé mdtrix vagy vektor is
megadhaté paraméterként.

> multiply(4,B);
> multiply(A,B,C);

Az A métrix rangja:
> rank(A);

Az A négyzetes métrix adjungdltja. Az adjungdlt métrix (i, j)-edik eleme az
aji~hez tartozé algebrai aldetermindns (A x adj(A) = det(A) x E).

> adj(4);

Az A négyzetes métrix determindnsa:
> det(A);

Az A négyzetes métrix inverze:
> inverse(A);

Az A vektor vagy mdtrix norméja. Médsodik paraméterként megadhaté a norma
tipusa. Ez métrixokndl 1,2, frobenius, infinity lehet, vektorokndl pozitiv egész
szdm, frobenius,infinity lehet. Kiilon specializdcié nélkiil a végtelen norma keriil
kiszadmitdsra.

> norm(A);

> norm(A,infinity);
> norm(A,1);

> norm(A,2);

Az iy,..., 1 szamokhoz tartozé Vandermonde—féle matrix:
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> vandermonde([il,...,ik]);

Maitrixokkal vagy vektorokkal végzett alapmiiveletek kiértékelése. Az evalm
eljaras alkalmazdsaval az Osszeadds, skaldrral valé szorzds és szorzds miiveleteinek
kiszdmitdsdt nagyban egyszerlisithetjiik. Példdul, ha A és B azonos tipusi
négyzetes matrixok, akkor A2+ A x B —2* A+ 5% B egy utasitdssal kiszdmithato.
Jegyezziik meg, hogy a szorzds miiveletét ekkor &* jeloli:

> evalm(A~2+A&*B-2%A+5%B) ;

Vektorterek

A vektorterek és alterek bdzisait halmazba lehet foglalni, és az eljardsok
paramétereként a béazisvektorok felsoroldsa helyett az 6ket tartalmazé halmazokat
is meg lehet adni. Az eljdrdsok egy részénél az eredmény is egy vektorhalmaz,
melynek adott sorszdmu elemére mint komponensére lehet hivatkozni:

a:=vector([1,4,2]);
b:=vector([-1,2,-71);
alter:={a,b};

alter[1];
alter[2];
A vq,..., v, (azonos dimenzi6ji) vektorok &ltal generélt altér bazisa:

> basis({vl,...,vk});

vagy

> wi:={vl,...,vk};
> t:=basis(w);

a bézis els6 eleme:
> t[1];

A {vy,...,vx} ésa {wy,..., w} bézissal rendelkezd alterek Gsszegének a bazisa:
> sumbasis({vl,...,vk},{wl,...,wl});

vagy

> s:={v1,...,vk};
> r:={wl,...,wl};
> t:=sumbasis(s,r);

a béazis els6 eleme:
> t[1];

A {v1,...,v} és a {wi,...,w} bdzissal rendelkez§ alterek metszetének a
béazisa:
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> intbasis({vl,...,vk},{wl,...,wl});

vagy

> s:={vl,...,vk};
> r:={wi,...,wl};
> t:=intbasis(s,r);

a bézis elsd eleme:
> t[1]1;

Az A métrix sorai altal generdlt altér bézisa. Ha mésodik paraméterként
aposztréfok kozott megadunk még egy valtozdt, akkor abban az altér dimenzidja
tarolddik:

> rowspace(A);
> rowspace(A,’dim’);

a bdzis tdroldsa, az els6 baziselem és a dimenzi6 kifratdsa:

> s:=rowspace(A,’dim’);
> s[1];
> dim;

Az A métrix oszlopai dltal generdlt altér bazisa. Ha mdsodik paraméterként
aposztréfok kozott megadunk még egy valtozdt, akkor abban az altér dimenzidja
tarolodik:

> colspace(4);

> colspace(A,’dim’);

> s:=colspace(A,’dim’);
> s[1];

> dim;

Linedaris egyenletrendszerek

Az A négyzetes matrix fels6 hdromszog alakra hozdsa sorokkal végzett elemi
atalakitdsokkal. Ha aposztréfok kozott méasodik és harmadik paramétereket is
megadunk, akkor az ott szerepl6 valtozokba a métrix rangja illetve determindnsa
tarolodik:

> gausselim(A, ’rang’, ’determinans’);
> rang;
> determinans;

Az Ax = b linedris egyenletrendszer (paraméteres megoldésa):

> linsolve(A,b);
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Linearis transzformaciék

Az A négyzetes matrix nulltere. A nulltér egy bazisa egy vektorhalmazban kertil
tdroldsra. Ha aposztréfok kozott még egy paramétert megadunk, abban a nulltér
dimenzidja tarolodik:
> kernel(A);

vagy

> s:=kernel(A,’dim’);
> s[1];
> dim;

Az A (komplex) matrix Jordan-féle normdl alakja. Ha aposztréfok kozott egy
mésodik paramétet is megadunk, abban a bdzistranszformdcié P métrixa keriil
t4roldsra, melyre fenndll P~1JP = A.

> jordan(A);
> J:=jordan(A,’P’);

n X n tipusi x sajitértéket tartalmazdé Jordan blokk el6éllitdsa, melyben a
féatléban z, felette 1, mashol 0 van:

> JordanBlock(x,n);

MEGJEGYZES. A mi targyaldsunktdl eltéréen a MAPLE 4ltal hasznélt Jordan—féle
blokkok nem a f64tl6 alatt, hanem f6lotte tartalmaznak 1-eseket, és a Jordan—féle
normélalak is ilyen tipusi blokkokbdl épiil fel. Beldthatd, hogy ez elvi eltérést
nem jelent, a bdzisvektorok megfelelé sorbarendezésével egyik alakbdl megkaphatd

a masik.
Karakterisztikus polinom, sajatérték, sajatvektor

Az A négyzetes matrix karakterisztikus matrixa, z véltozdval, az tF — A métrix,
ahol E az egységmatrix:

> charmat(A,x);
MEGJEGYZES. Mint 14thaté, a MAPLE az altalunk hasznalt A —zE métrix helyett
az ¢E — A maétrixot hasznalja. Ez azt eredményezi, az A métrix karakterisztikus

polinomja esetleg eléjelben eltérhet az altalunk haszndlt polinomtdl, de més (elvi)
eltérés nincs.

Az A négyzetes métrix karakterisztikus polinomja (det(z » E — A)). Ehhez
természetesen eljuthatunk gy is, hogy a karakterisztikus matrixnak képezziik a
determindnsat.

> charpoly(A,x);

vagy masképpen
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> B:=charmat(A,x);
> d:=det(B);

vagy

> d:=det(charmat(A,x));

Az A négyzetes matrix minimélpolinomja, az a legkisebb foki polinom, melynek
a mdtrix gyoke (ez mindig a karakterisztikus polinom osztéja):

> minpoly(A,x);

Az A négyzetes matrix sajatértékeinek kiszdmitdsa. A sajatértékek egy
vektorban keriilnek tdroldsra. Ehhez el lehet jutni a karakterisztikus polinom
megoldésa ttjan is:

eigenvals(A);
lambda:=eigenvals(A);
lambdal[1];
evalc(lambda[1]);
evalf (lambda[2]);

vV V. V V V

vagy masképpen

> f:=charpoly(A,x);
> fsolve(f,x);
> fsolve(f,x,complex) ;

Az A négyzetes métrix sajdtvektorainak kiszdmitdsa. Az eredmény blokkok
forméjaban jelenik meg, minden blokk tartalmazza a sajatértéket, annak multi-
plicitdsat, és a hozza tartozé sajataltér egy béazisdt. Ehhez a karakterisztikus matrix
nullterének kiszamitdsa dtjan is el lehet jutni.

> eigenvects(4);
vagy masképpen
> nullspace(charmat(A,ei));

ahol ei egy sajatértéke az A mdtrixnak.

Euklideszi terek

Annak eldontése, hogy az A métrix ortogondlis—e (eredmény logikai tipusd, true
vagy false):

> orthog(A);
3 dimenzids vektorok kiils6 szorzatanak kiszdmitdsa:

> crossprod(a,b);
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Azonos dimenziéjui a, b vektorok belsé (kompozicids) szorzata:

> dotprod(a,b);
> innerprod(a,b);

Az z,y vektorok belsd szorzata az A métrixra vonatkozdan (3., Z;;l Aijziy;):
> innerprod(x,A,y);

A wvy,...,vx linedrisan fiiggetlen vektorrendszer ortogonalizdldsa, normélds
nélkiil a Gram—Schmidt—féle eljardssal. A vektorok szeletei dltal generélt alterekre
szokdsos feltételt a kiszamitott vektorok dltaldban més sorrendben elégitik ki.

> GramSchmidt({vi,...,vk});

vagy

> s:={vl,...,vk};
> u:=GramSchmidt(s);
> ulll;

MEGJEGYZES. Mint ldthaté, a fenti eljards csak ortogonalizdlja a vektorokat,

de nem normadlja. Ortonormalt bdzis kiszamitdsdhoz a vektorokat el kell osztani
hosszukkal.
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inhomogén, 65
Kronecker—Capelli tétel, 64
megoldastér, 65
megoldhatd, 63
partikuldris megolddsa, 63
rangkritérium, 64
szabad ismeretlenek, 68
linedris fiiggéség, 8, 49
linedris fiiggetlenség, 8, 49
linedris forma, 93, 117
linearis funkciondl, 93
linedris kombindcio, 47, 48
linedris leképezés, 52, 71
alaptétel, 52
defektusa, 72
képtere, 71
nullitds-rang tétel, 72
nulltere, 71
rangja, 72
linedris operator, 72
linedris sokasdg, 60
linedris transzformécid, 72, 118
onadjungdlt, 120, 121, 130
spektraltétel, 124
struktiratétel, 122
adjungaltja, 118
invaridns altere, 86
Jordan—féle normaélalak, 92
karakterisztikus gyoke, 84
karakterisztikus polinomja, 84
matrixa, 73-76
miiveletek, 75
megszoritdsa, 80
nilpotens, 87
normadlis, 120, 129
strukturatétel, 130
ortogonadlis, 120, 124, 127
strukturatétel, 128
poléarfelbontési tétel, 131
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pozitiv definit, 131
rangja, 75
sajatértéke, 81
sajataltere, 81
sajatvektora, 81
spektruma, 85
unitér, 120, 124, 130

masodrendii gorbe, 133
egyenlete, 134
elliptikus, 137
hiperbolikus, 137
kanonikus egyenlete, 137
parabolikus, 137
szignaturaja, 133
matrix, 23, 37
6nadjungilt, 120, 123
osszeg, 37
adjungélt, 120
alsé trianguldris, 33
bézistranszformdcié matrixa, 74
egységmatrix, 38
fels6 trianguldris, 32
hasonlé, 77, 83
inverze, 40, 41
karakterisztikus polinom, 83
kvazidiagonalis, 128
linedris transzformécié matrixa,
73, 76
normalis, 120
ortogonalis, 120
rangja, 56
reguldris, 40, 43
szinguldris, 40
szorzas, 37
szorzas skaldrral, 37
trapéz alaki, 68
unitér, 120
maésodrendii feliilet, 138
kanonikus egyenlete, 141
MAPLE, 151
maximélis linedrisan fiiggetlen vek-
torrendszer, 49
megoldastér, 65
Minkowski egyenl6tlenség, 106

nilpotens linedris transzformécid, 87
nilpotencia indexe, 87

normalis
linedris transzformécio, 120, 129
matrix, 120

norma, 105

nullitds-rang tétel, 72

nullkarakterisztikdjui test, 146

nulltér, 71

ortogondlis, 107

két vektor, 107

linedris transzformacio, 120, 124,

127

matrix, 120

vektorrendszer, 107
ortogonalis projekcid, 110
ortogondlis komplementer, 109

Parseval egyenl6ség, 112
permutdcio, 148

inverze, 150

inverzid, 148

péaratlan, 148

paros, 148

szorzat, 149
polérfelbontési tétel, 131
pozitiv definit

linedris transzformacid, 131
pozitiv definit kvadratius forma, 102

rang
linedris leképezés rangja, 72
matrix rangja, 56
vektorrendszer rangja, 55
rangkritérium linedris egyenletrend-
szerekre, 64
rangszamtétel, 57

sik, 19
Hesse féle egyenlete, 19
normélegyenlete, 20
normdlvektora, 19
paraméteres egyenletrendszere, 19
sajatérték, 81
algebrai multiplicitdsa, 85
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geometriai multiplicitdsa, 85
sajataltér, 81
sajatvektor, 81
Sarrus szabdly, 24
skaldris szorzat, 10, 105
spektrum, 85
szabadvektorok, 5
Osszege, 5
skaldris szorzata, 10
skaldrral val6 szorzdsa, 7
vegyesszorzata, 16
vektoridlis szorzata, 13
szabadvektorok tere, 45
szimmetrikus bilinedris forma, 97

természetes bazis, 51
természetes homomorfizmus, 71
test, 146

nullkarakterisztikdji, 146

unitér
linedris transzformécio, 120, 124,
130
matrix, 120
unitér tér, 114
bels6 szorzata, 114

vegyesszorzat, 16
vektor normadja, 105
vektorialis szorzat, 13
vektorrendszer
linedrisan fiiggs, 8, 49
linedrisan fiiggetlen, 8, 49
maximélis linedrisan fiiggetlen,
49
ortogonalis, 107
ortonormalt, 107
rangja, 55
vektortér, 37, 45, 146
altere, 46
bézisa, 49
dimenzidja, 50
faktortere, 61
generatorrendszere, 48
izomorf vektorterek, 53
végesen generalt vektortér, 48












