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1. Matematikai bevezetés

1. feladat

Adott harom vektor koordinataival:

a=25-1+427-3k

b=-351+57+6-k

c=321+2-7—48k

a) Szamitsuk ki a (@ —b) « ¢ vektort.

b) Szamitsuk ki a @ x b és b x a vektorokat.

c) Szamitsuk ki azon e, és &, egységvektorokat, amelyek merdlegesek az a és
b vektorok sikjara.

d) Szamitsuk ki az e, és ¢ vektorok altal bezart szoget.

2,5 —-3,5 3,2
a=<4,2>, _=< 5 ), E=< 2 )
-3 6 —4.8
2,5 -3,5 3,2 6 3,2
(@—b)ec= (4,2)—( 5 ) ( 2 >=<—0,8>-< 2 )
-3 6 —4,8 -9 -4,38

=6-32+(—-08) -2+ (=9)-(—4,8) = 60,8

b)
/25 -3,5 T ]k
axb:<4,2>x< 5 ): 25 42 -3
3 6 35 5 6
142 —3|_ |25 3|, |25 42
=r % 7 —35 6|+k|—3,5 5|

=1-(42-6-(-3-5)—j(25-6-(-3--35)) +k
(2,5-5—(42--35)) =40,2-1—45-7+272k

c)
40,2 40,2
—45 —4.5
_ o axb (272) (272) 0,825
é — = . = 2 = —0,092
|axb| [(40,2)2+ (=457 + (27,2)2 4873 0,558

—-0,825
52 = —6_1 = ( 0,092 )

—0,558



d)

e, e¢ 0825-32+(—0,092-2) + (0,558 - —4,8)
COS A, ¢ = = =

—— = =—0,0367 = a,.=921°
le] - el 1-/(3,2)% + (2)2 + (—4,8)2

2. feladat

Két pont adott koordinataival:

A=(-2;4;8), B=(4;-8;4).

a) Szamitsuk ki az A és B pontok tavolsagat!

b) Szamitsuk ki az 7, és 7,5 vektorok altal bezart szoget!

c) Szamitsuk ki azt az egységvektort, amely merdleges az 0AFB sikra!

Megoldas:
Javasoljuk, hogy készitsen abrat a megoldas elétt.
a)
-2 4
Toa = ( 4 )/ Top = <—8>
8 4
4 -2 6
dap = |Tapl = |Top — Toal = <—8> _< 4 ) = ‘<—1Z> =J(6)?2+ (-12)2 + (-4)?2 = 14
4 8 —4
b) B B
T, 7,
cosQupp = —2—98 = _0089 = a5 =95,1°
|70l - 1708
c)
= = 0,894
T X7 ’
g =—2 2% =0447
[Toa X 7ol 0
—0,894
&, = —¢ = | —0,447
0
3. feladat

Harom pont adott koordinataival:
A=(3;50), B=(0;,-2;3), C=(-40;2)
Szamitsuk ki az ABC haromszog teriletét!

Megoldas:
Készitstink abrat a megoldas el6tt.

3 0 —4
Toa = <5>/ Top = <—2>/ Toc = ( 0 )
0 3 2
-3 -7
Tap = Top —Toa = <—7>/ Tac = Toc — Toa = <_5>
3 2

|Tag| - |Tacl - sina [7ap X Tucl
T, = AB ACZ BAC _ ABZ acl _ 1859




2. Geometriai optika

2.1 Fényvisszaverodés és fénytorés

1. feladat

Egy vastag Uveglapot viz ala helyeziink, amelyre egy fénysugar érkezik a vizbdl
40 fokos beesési szdggel.

Adatok: n,;, = 1,33, Nypey = 1,63

N4

a) Mekkora a fénysugar visszaverbédési szoge?
b) Mekkora az Gveglapba bejutd fénysugar térési szoge?

Megoldas:
a) A visszaverddési szog egyenl6 a beesési szoggel, tehat:
a = a =40

b) Az (veg vizre vonatkoz6 relativ torésmutatdja az abszol(t térésmutatdk
hanyadosa, azaz:

 Maveg 1,63
ni‘weg,viz - Nyiz - m - 1,226
A Snellius-Descartes térvény alapjan:
sina . sina  sin40° .
W = Nipegviz = B = arcsin R = arcsin 1226 = 31,62
2. feladat

Egy d vastagsagu Uveglapot vizbe helyeziink. A vizbdl érkez6 fénysugar «
beesési szoggel érkezik.

o

Adatok: n,;, = 1,33, nyyeq = 1,63, d = 20 [mm], a = 65



s

\,

a) Mekkora a fénysugar térési szége az Uveg tulso oldalan?
b) Mekkora az eltolédas a két fénysugar kozott?

Megoldas:
a) Az lveg vizre vonatkozd relativ térésmutatéja:

Tli’weg,viz - nrl::;g = % = 1,226
A Snellius-Descartes torvény alapjan:
sina . sina  sin65°
W = Niyegpiz = B = arcsin R = arcsin 1226
Az Uiveg tulsé oldaldhoz a fénysugar g beesési szoggel érkezik.
A viz Uivegre vonatkozd relativ térésmutatoéja:

n,, 1,33
Nyiziveg = Miveg = m
A Snellius-Descartes térvény alapjan:
sin ~ sinp  sin47,66°
siny = Nyiziveg = ¥ = aresin S = aTCSan,8—16 =65
Azaz a y torési sz6g megegyezik a korabbi a beesési sz6ggel, ebbs6l addddan az
Uveglapra beérkez6 és onnan tavozd fénysugarak parhuzamosak egymassal.

= 47,66’

= 0,816

o

b) ABC derékszog(i haromszdgben:

d AB 20
—_— = = = =
AB cosp cosB  cos47,66

ABD derékszogli haromszdgben az A cslicsnal 1év6 szog egyenlé a — g -val, igy:

= 29,69 [mm]

A o o
T sinfle —B) = A= AB -sin(a — B) = 29,69 - sin(65 — 47,66 ) = 8,85 [mm]



2.2 Képalkotas tiikrokkel és lencsékkel

1. feladat

Egy méterrudat elhelyeziink egy konvex gémbtikor optikai tengelyében. A tikor
fokusztavolsaga 40 [cm]. A méterrid tikdrhoz kdzelebbi vége 60 [cm] tavolsagra
van a tukor felszinétdl. A méterrdd két végére egy-egy 10 [cm] magas sakkfigurat
helyeziink, az optikai tengelyre merdlegesen allé helyzetben.

« 100 [cm] »la 60 [cm] »| 40 [cm]

l—

a) Milyen hosszu lesz a méterrud tukor altal 1étrehozott virtudlis képe?
b) Milyen magasak a sakkfigurak a virtualis képen és hogyan helyezkednek el?

Megoldas:

a) A leképezési torvénybol:

11,1 ,-tf
f t k t—f
f = —40 [cm]
t; = 60 [cm]

t,-f _ 60-(—40)  —2400

M= T s0=(=a0) - 100~ 2Alem]
f = —40 [cm]

t, = 160 [cm]

o LS 160-(-40) _ —6k00

t,—f 160—(—40) 200
A méterrid képének hossza:
lky — k| = |—32 — (—24)| = 8 [cm]

b) A tukor nagyitasa:

K k
N = — = — —

T t
A kozelebbi figura:
T, = 10 [cm]



t; = 60 [cm]

ki = =24 [cm]
Ty 60

K,=T,-N,=10-0,4 = 4 [cm]
A tavolabbi figura:

T, = 10 [cm]
t, = 160 [cm]
k, = =32 [cm]
k, -32
N, = _EZ T 0,2

K,=T, N, =10-02 = 2 [cm]

2. feladat
Egy homord gémbtiikor fokusztavolsaga 20 [cm]. Milyen tavol helyeztik el a
targyat a tukortdl, ha a targy virtualis képe 10 [cm]-re jelenik meg?

Megoldas:

f =20[cm]

k = —10[cm] (negativ, mivel virtudlis a kép)
A leképezési torvény:

1 1.1
fot k

1111 ! —005+o1—o15[1]
t f k 20 -10 T lem
t=0’—15= 6,66[cm]

Vagyis a ttkortdl a targyat 6,66 [cm]-re helyeztik el.

3. feladat

Egy mindkét oldalan dombora vékony gylijtélencsét nagyitoként hasznalunk. A
lencse eliils6 és hatsd fellletének gorblleti sugara 10 és 18 [cm]. A lencse
anyaganak abszol(t térésmutatdja nj.,.. = 1,52. (A lencse abszollt és levegbre
vonatkozd torésmutatdja kozotti kiilonbséget elhanyagoljuk.)

a) Mennyi a lencse fokusztavolsaga leveg6ben?

b) Mennyi a lencse fokusztavolsaga vizben? (n,;, = 1,33)

c) Fugg-e a fokusztavolsag attdl, hogy a lencse melyik oldalat forditjuk a fény
felé?

Megoldas:
a) f — 1 . 1

(nlencse_l)'(%*'g) - (1,52 —1)-(%+%)

= 12,36 [cm]



b) A lencse vizre vonatkozé térésmutatoja:

Niencse 1r52

N encseviz = n,;, = 1’33 = 1,14
1 1
f= T 1y T~ = 4592 [cm]
(n lencse,viz — 1) : (Z + Z) (1,14 -1)- (E + E)
c)
1 1
f= T, 1y —~ = 12,36 [cm]
(n lencse,viz — 1) : (; + g) 1,52-1)- (E + E)
1 1
f= 1 — = 12,36 [cm]

(n lencse,viz — 1) ) (% + ;) (1:52 - 1) ' (i + 1_0)
Azaz nincs kilonbség.

4. feladat

Egy 15 [cm] fdékusztavolsagu vékony gy(jté- és egy szintén 15 [cm]
fokusztavolsagu vékony szoérdlencsébdl allé optikai eszkéz képalkotasat
vizsgaljuk. A két lencse egymastdél mért tavolsdga 60 [cm]. A gy(jtdlencsétdl 25
[cm] tdvolsagra elhelyeziink egy 1,5 [cm] magassagu targyat.

%25 [em] 4»%7 60 [cm]———————— >

f,=15 [cm] f,=15 [cm]
N
1,5 [cm] R
v

L, L,
a) Hol jelenik meg az eszkoz altal alkotott éles kép?

b) Valés vagy virtualis a kép?

c) Mekkora lesz a mérete?

d) Normal vagy forditott allasa?

Megoldas:
a) L, lencse: f, = 15[cm], t; = 25 [cm]

a képtavolsag:

1 1 1 t, - 25-15
e p ok = 1f1:

i ik tp—fi 25-15

= 37,5 [cm]

L, lencse: f, = —15[cm], t, = 60 — 37,5 = 22,5 [cm]



a képtavolsag:

1 1 1 t, f, 225-(—15)
et — =k, = = =-9[cm
fa tz k 2T t,—f, 225-(-15) [em]

Tehat a kép a két lencse kozott lesz, a masodik lencsétdl 9 [cm]-re.

b) Mivel a képtavolsag negativ, ezért a kép virtualis lesz.
c) L, lencse nagyitasa:

ky —375
5" - -1,5
K, kép mérete:
K, =N, T, = —1,5-1,5 = —2,25 [cm]
L, lencse nagyitasa:

ky -9
T 225
K, kép mérete:

K, =N, T, = —0,4- (—2,25) = —0,9 [cm]

N1=

N2=

d) Tehat a kép nagysaga 0,9 [cm], kicsinyitett és mivel K, negativ ezért forditott
allasu.

3. A klasszikus mechanika alapjai

3.1 Anyagi pont kinematikaja
3.1.1 Egyenletes és egyenletesen valtozé egyenes vonalil mozgas

1. feladat

Egy gépkocsi a 0-as kilométerkotdl allo helyzetbdl indulva, allandé a gyorsulassal
halad At ideig.

Adatok: s(0) = 0 [m], v(0) = 0[%], a=3[3], At =61s]

a) Hol lesz a gépkocsi, és mekkora lesz a sebessége At id6 elteltével?

b) Mennyi id6 alatt tesz meg 15 métert?

Megoldas:
a) A gépkocsi egyenletesen valtozé mozgast végez, mivel gyorsuldsa allandoé. A
gépkocsi palyakoordinataja az id6 fliggvényében:

S(A8) = 5(0) + v(0) - At + 5 - (A1) = 0+0-6+;62 = 54 [m]
Palyamenti sebessége az id6 fliggvényében:
v(At) = v(0) +a- At =0+3-6= 18[?]
b) Ismét felirjuk a gépkocsi palyakoordinatajat az id6é fliggvényében:
S(48) = 5(0) + v(0) - At + - (41)?
10



behelyettesitve:

152

15=0+0-At+§-(m)2 > At = = At = 3,16 [s]

2. feladat

Egy auto a 10-es kildméterkénél all, amikor egy mozdony allandé v sebességgel
elhalad mellette. Az elhaladas pillanatdban az autdé elindul, és &llando a
gyorsulassal ldozni kezdi a mozdonyt. Mindkét jarm(ivet anyagi ponttal

modellezzik.
P
da
e ,

0 1o k]

Adatok: s(0) = 10 [km], v =72 2] =20 [%], a = 4 [3]
a) Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt éri utol az auté a mozdonyt! Adjuk meg

a jarmUvek helyét az utolérés pillanataban!
b) Szamitsuk ki az autd palyamenti sebességét, amikor az utoléri a mozdonyt!

Megoldas:

a) Jeldlje az utolérés idejét t. Az autd sebessége a 10-es kildméterkénél: v(0)=0.
Smozdony (t) = s(0) + v -t = 10000 + 20 - t [m]

Saues(®) = $(0) +v(0) -t + 52 = 10000+ 0 - ¢ +=- 2 [m]

Amikor az auto utoléri a mozdonyt:

Smozdony ®) = Sauté(t)

10000 + 20+t =10000+2-t2 = 2:-t2—-20-t=0 = t=10[s]

A jarmdvek helye ekkor:

Smozdony (£) = Sauts(t) = 10000 + 20 - 10 = 10200 [m]

b) Az autd sebessége, amikor utoléri a mozdonyt:
Vaurs(t) = v(0) +a-t = 0+ 4-10 = 40 [2]

3. feladat
Egy allandé 15 [?] sebességgel haladd autébusz éppen akkor el6z meg egy 5[?]

sebességgel halad6 autoét, amikor annak sof6rje ralép a gazra és az auto 2 [522]
gyorsulassal halad tovabb.
Adatok: vy, = 15 [?], Vauts = 5 [?], Agues = 2 [22]

S

11
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a) Mennyi id6vel az indulas utan el6zi meg az autd a buszt?

b) Mennyi lesz az el6zés pillanataban az aut6 sebessége?

c) Mennyi utat tesz meg az auté az el6zésig?

Megoldas:

a) Keressiik azt az idOpillanatot, amikor az autd és a busz palyakoordinataja
azonos lesz. Legyen az el6zés pillanatdaban mindkét jarm( esetében s(0) = 0 [m].
A busz egyenletes mozgast végez, gyorsuldasa 0. Palyakoordinataja az ido
figgvényében:

Spusz(At) = s(0) + v(0) - At =0+ 15 - At

Az autd egyenletesen valtoz6 mozgast végez, gyorsulasa allandd.
Palyakoordinataja az id6 figgvényében:

a 2
Saqurs(At) = s(0) + v(0) - At + 5" (A)>=0+5-At + 5 (4t)?

A két egyenletet egymassal egyenlové téve, egyszerlisitve, majd atrendezve
kapjuk, hogy:

15- At = 5- At + (4t)?

0 =—10" At + (4t)?

0 = At - (At — 10)

Az egyenlet akkor nulla, ha 4t = 0, vagy At — 10 = 0. Tehat:

0=4t—10 = At=10][s]

b) A gépkocsi egyenletesen valtozd mozgast végez, gyorsulasa allando.
Sebessége az id6 fuggvényében:

m
v(At)=v(0)+a-At=5+2-15=35[?]

c) Az autd palyakoordinata-id6 fliggvényébe visszairva At-t megkapjuk a
megtett tavolsagot:

a 2
Sauts(4t) = s(0) + v(0) - At +5 (At)2=0+5-10+ 3 102 = 150 [m]

4. feladat

Egy motoros allé helyzetbdl indulva 8 masodpercig allandé gyorsulassal 144
[km/h] sebességre gyorsul fel. Ezt a sebességét tartva 20 masodpercig halad
tovabb, majd 5 masodperc alatt allandd lassulassal megall.

Milyen tavol allt meg a kiindulas helyétdl, ha végig egyenes vonalban haladt?

12



Megoldas:

1. szakasz: egyenletesen gyorsulé mozgas
Aty =8 [s], v(0) = 0 [Z], v(t,) = 144 [*] = 20 [

(t))-v(0) _ 40
v(t) = v(0) +ap Aty = ap=TEED =0 = 5%

Az 1. szakasz végén a palyakoordinata értéke:
s(t) = 5(0) +v(0) - Atg + 2 (Atg)2 = 0 +0 - 8 + - 82 = 160 [m]

2. szakasz: egyenletes mozgas

At, = 20 [s]

A 2. szakasz végén a palyakoordinata értéke:
s(ty) = s(ty) + v(ty) - Aty = 160 + 40 - 20 = 960 [m]

3. szakasz: egyenletesen lassulé mozgas)
Aty = 5 [s], v(t2) = v(ty) = 40 |7, w(ts) = 0[7]

_ v(tz)-v(t) _ —40 _ [ﬂ]
a2 = Aty ~ 5 8 52

A 3. szakasz végén a palyakoordinata értéke:
5(ts) = 5(t;) +v(t;) - Aty + 2+ (At;)? = 960 + 40 - 5 — 7 52 = 1060 [m]
Tehat végul a motor 1060 méterre allt meg a kiindulasi helyétol.

5. feladat

A metroban két szemben haladd mozgdlépcsén alld egy-egy utas
masodpercenként 90 cm-rel kerill kdzelebb egymashoz. Az egyik mozgdlépcss
kétszer akkora sebességgel mozog, mint a masik.

Mennyi id6 elteltével érnek egymas mellé az utasok, ha az indulas pillanataban
45 m tavolsagra voltak egymastoél?

Megoldas:

A mozgdblépcsd egyenletes mozgast végez. Mivel az egyik mozgdlépcsd kétszer
gyorsabban mozog, mint a masik, és a két utas kozti tadvolsdg masodpercenként
0sszesen 90 cm-rel csokken, igy a lassabb Iépcsé 30 cm-t, a gyorsabb pedig 60
cm-t tesz meg masodpercenként. Tehat a sebességik:

06 m
Vgyors = = 0,6 [s]

0,3
Viassa = R 0,3 [?]
A kezdeti tavolsag az utasok kozott 45 méter volt, tehat:
45 = AS = Vgyors * At + Vjggeq * AL = 0,6+ At + 0,3+ At = At = 50 [s]

13



6. feladat
Egy motoros és egy autds versenyeznek. Mindkét jarmd allé helyzetbdl indul,

egymas mell6él. A motoros &llandd 10 Lﬂz] gyorsulassal haladva 20 [s] alatt ér

célba. Az autd szintén allandd gyorsulassal halad, igy 30 [s] alatt ér célba.
Mekkora a gyorsulasa?

Megoldas:

ElGsz6r szamitsuk ki a versenytav hosszat:

s(t) = s(0) + v(0) - At +% “At? = As=s(t) —s(0)=0-20+ 12—0- 202 = 2000 [m]
Ezt a tavot teszi meg a személyautd is. A gyorsulasa:

As = v(0)-At+%-At2

2000 = 030 + - 302

2000-2 m
auss = 557 = 444 ]

7. feladat
A Fold felszinétdl h(0) = 300 [m] magassagbdl leejtlink (v(O) =0 [?]) egy kovet. A
kozegellenallastdél eltekintlink.

z

Lo

h(0)

—>
X

a) Milyen magasan lesz a k6 a Fold felszinétdl 4[s] mulva?
b) Mennyi id6 alatt ér féldet a k6, és mekkora ekkor sebességének nagysaga?

Megoldas:

a) A k6 egyenletesen valtoz6 mozgast végez, gyorsuldsa allandé. A kdére csak a
Fold gravitaciéos ereje hat, igy a k& gyorsuldsanak nagysdga megegyezik a
gravitacidés gyorsulds nagysagaval. Ha a koordinata tengelyt Ugy vesszik fel,
hogy fliggbélegesen felfelé mutasson, akkor: a = —g = —9,81 [522]

Szamitsuk ki, hogy a Fold felszine f6l6tt milyen magasan lesz a k6 4 [s] mulva:

)’

h(4)=h(0)+v(0)-4+%-(4)2 —30040-4— 224 = 221,52 [m]

14



b) Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt ér foldet a k6. Jeldljiuk a foldet érésig
eltelt id6t At-vel:

h(At) = h(0) + v(0) - At + % (402

9,81
0=300+0-At == (4r)?

se= 2390 o)
= |58 ~ /820l

Ezt az értéket felhasznalva kapjuk meg a kG sebességét:
v(At) = v(0) + a- At =0—9,81-7,82 = —76,71 [?]

8. feladat

A Fold felszintdl mért 500 [m]-es magassagbol elhajitunk fliggdlegesen lefelé egy
kovet 10 [m/s] nagysagu kezdOsebességgel. A |égellendllastdl eltekintiink. Ha a
koordinata tengelyt Ugy vesszik fel, hogy fligg6legesen felfelé mutasson, akkor

az adatok: h(0) = 500 [m],v(0) = —10 [%],a = —g = —9,81[3].

a) Szamitsuk ki, hogy a felszintdl milyen tavolsagban lesz a k6 az eldobas utan
4 [s]-al!

b) Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt éri el a k6 a Foldet!

c) Szamitsuk ki becsapddaskor a ké sebességének nagysagat!

Megoldas:

a)

h(4) = h(0) +v(0) - 4 — 24 = 500 — 10+ 4 — 222 42 = 3815 [m]
b)

Jel6lje az eldobas és a becsapodas kozott eltelt id6t At.
h(At) = h(0) + v(0) - At —£- At? = 500 — 10- At — 2=+ At? = 0 [m]
A fenti egyenletbdl azt kapjuk, hogy:

4,905 -At> +10-At—500=10

-10+,/100-4-4,905-(—=500)

Aty , = o1 = At; =9,13[s], At, = —11,17 [s]
fgy az eltelt id§:

At = 9,13 [s]

)

lv(At)| = [v(0) + g - At| = |10 — 9,81 - 9,13| = 99,57 [?]
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9. feladat
v(0) kezdbsebességgel, fliggblegesen felfelé feldobunk egy labdat. Ha a
koordinata tengelyt Ugy vesszik fel, hogy fligg6legesen felfelé mutasson, akkor

az adatok: h(0) = 0 [m],v(0) = 35 [?],a = —g=-981 [522]
a) Milyen magasra repdl fel a labda?

b) Az indulastdl szamitva mennyi id6 elteltével esik vissza a foldre?
c) Mekkora lesz a foldet éréskor a labda sebességének nagysaga?

Megoldas:
a) A labda egyenletesen valtozé mozgast végez.
A labda addig emelkedik, amig sebessége nullara nem csékken. Sebessége az
id6 fliggvényében:
v(At) =v(0) — g - At
35
0=35-981-4t = At= m= 3,57 [s]
A labda magassaga az ido fuggvényében:

)

1
h(4t) = h(0) + v(0) - At — %- (4t)2 =0+ 35-3,57 — -3,572 = 62,44 [m]

b) A labda 3,57 [s] alatt ért el a tet6pontra, itt sebessége nullara csokkent.
Innen 0 kezdGsebességgel, g gyorsulassal kezd el mozogni (gyorsulni) lefelé, és
a foldet érésig 62,44 [m]-t tesz meg.

A labda palyakoordinatajat az id6 fliggvényében:

h(4t™) = h(0) + v(0) - At" + %- (4t")>

behelyettesitve:
9,81

0=0+35-4t"— C(AtH)? = At = 7,14 [s]

c) A labda sebessége az id6 figgvényében:
v(At") = v(0) + g - At = 35—9,81-7,14 = —35 [?]

Tehat a labda ugyanakkora nagysagu sebességre gyorsul fel, mint amekkora a
kezdGsebessége volt.

10. feladat

200 [m] magassagbdl, 5 [m/s] nagysagu kezddsebességgel ledobunk egy kovet.
A ko6zegellenallastol eltekintink.

A talajszinten, téle vizszintes iranyban 100 [m]-re all6 teherauté a dobas
pillanatéaban elindul, majd az abra szerint alland6 gyorsuldssal halad. Mekkora a
gyorsulas értéke, ha a k6 éppen a teherauto platdjara esik? (A teherautét anyagi
ponttal modellezziik.)
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Adatok: h(0) = 200 [m], v(0) = 5[%], d = 100 [m]

h(0) —
lV(O)

|
|
|
|
|
T
0 100

Megoldas:
Szamitsuk ki, hogy mennyi id6 alatt teszi meg a k6 a 200 [m]-t:

h(At) = h(0) + v(0) - At + % - (40)?

9,81
200 =0 +5- 4t + -~ (40)?
9,8

1
0= (4t)* +5- At — 200

-5 i\[SZ —4-221.(2200)

2

Atl,z = 5 9,81 = 5,9 [S]
2

A teherautdnak ennyi id6 alatt kell megtennie a 100 [m]-t. Ezutan szamitsuk ki
a teherautd gyorsulasat:

s(At) = 5(0) + v(0) - At + % (4t)?

a
0=100+0-5,9—§-5,92

_100-2 m
a = W = 5,75 [S_Z]
11. feladat

Egy repul6 felszallas el6tt 10 masodpercen keresztll gyorsit, mialatt 450 [m]
utat tesz meg.

a) Mekkora a gyorsulasa?

b) Mekkora a sebessége a 10 masodperc elteltével?

c) Mennyi utat tett meg az utolsé 2 masodpercben?

Megoldas:
a) A replil6 palyakoordinataja az id6 fliggvényében:

s(At) = 5(0) + v(0) - At + % (4t)?
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a
450=0+0-10+E-102
900 m
=2 7]

102 s2

b) A repil6 sebessége a 10 masodperc elteltével:

m km
v(At) = v(0) +a- At =0+9-10 = 90 [?]=324 [T]

c) Az els6 8 masodperc alatt megtett ut:
9
s(8) =s(0)+v(0)-At+g-(At)2 = 0+0-8+-8% = 288 [m]

Az utolsé 2 masodpercben megtett Ut a két palyakoordinata kiilénbsége:
As[8; 10] = s(10) — s(8) = 450 — 288 = 162 [m]

12. feladat

Egy személyautd 90 [km/h] alland6 sebességgel halad az orszaglton. A sof6r 65
[m]-re maga el6tt meglat egy tehenet az Gton. A sofdr reakcidideje 0,5 [s] és az
auto lassulasanak nagysaga 6 [m/s?].

Meg tudja-e allitani az autét az allat el6tt?

Megoldas:

(90 [km/h] = 25 [m/s])

El6szor szamitsuk ki a reakcioid6 alatt megtett utat (ekkor a jarm{ még nem
lassul):

As(At,) = v(0) - At, = 25-0,5 = 12,5 [m]

Majd szamitsuk ki a megallashoz szikséges idot:

v(4t) =v(0) + a- At

0=25—-6-4t

25
At =—=416[s]

Ezt kovet6en a megallas pillanataig megtett Gt:
a 6
As(At) = v(0) - At + - (4t)? = 25-4,16 — 5-4,162 = 52 [m]

A fékat 6sszesen a reakcidid6 alatt megtett és a fékezés pillanatatdl a megallas
pillanatdig megtett Ut 6sszege:
As(At, + At) = As(4t,) + As(At) = 12,5 + 52 = 64,5 [m]

Mivel az allat 65 [m]-re van, igy a jarmlvezet6é meg tudja allitani az autot.
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3.1.2 Sikmozgas allando6 gyorsulassal

1. feladat
A talajszintrél v(0) nagysagu kezdGsebességgel eldobunk egy kovet. A
kezdOsebesség vizszintessel bezart szoge a.

Y a

Adatok: v(0) = 100 [;"—2], a =40°, g =981 [sz]
a) Szamitsuk ki a k6 hely- és sebességvektorat az eldobast kévetéen 2 [s]-al!

b) Szamitsuk ki ekkor a k6 tavolsagat az eldobas helyétdl!
c) Szamitsuk ki a fenti pillanatban a k6 sebességének nagysagat!

Megoldas:
a) Ismert adatok:

7@ =(0) i, 5= () [2]

_ %(0) 0) - : ° O [m
v(0) = (Zy(o)) = (Z(?)) Z?r? Z) - (1(())(()) Z?r? Zgo) - (6746,268) H

A ko helyvektora az id6 fliggvényében:
7(t) = 7(0) + 5(0) "t + 3+ ¢

76,6 -2
7@ = (g) + (6746,'268) 245 (—9(?81) 28 = <64,28 g 288, 22> = (110583,624) [m]

2

A k6 sebességvektora az indulds utan 2 masodperccel:

v@2)=v(0)+g-t= (6746,’268) + (—9(?81) 2= (64,287—6';),81 )= (4746,'666> %l
b)

d = |7(2) — 7(0)| = |7(2)| = /153,27 + 108,942 = 188 [m]

Tehat a k6 az eldobas helyétdl 188 [m] tavolsagra kerdl.

c)

A ko6 sebességének nagysaga az eldobas utan 2 masodperccel:

15(2)| = /76,62 + 44,662 = 88,67 [?]
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2. feladat

Egy s hosszUsagu lejt6 tetejérdl egy agyuval tizelink. A lejtd vizszintessel bezart
sz6ge a, az agyu csove a lejtével g szoget zar be.

v, (0)

y

|
|

<V

0

- d j

Adatok: s = 100 [m], « =30°, B =45° g =981 [sz]
a) Szamitsuk ki, hogy mekkora a l6vedék kezd6sebességének nagysaga, ha az

éppen a lejtd aljan csapddik be! (A Iégellenallastdl eltekintink.)
b) Szamitsuk ki a I6vedék sebességének nagysagat a becsapodaskor!

Megoldas:
a) Jeldlje t a 16vés és a becsapddas kozott eltelt id6. Az ismert adatok:

r(0) = (2) - (100 : gin 300) - (500) [m], 7(t) = (‘3) = (100 ' %05300) = (83’6) [m]

7=(gs) [B y=8-a=45-30=15°

—9,81
- (10)-(4

frjuk fel a helyvektort t idépillanatban:
7(t) = 7(0) + 9(0) - t +§- t2

(86,6) _(0)+<v(0)-cos15°>_t+l_( 0 )_tz 3 v(0) -cos15°-t

0/ \50 v(0) - sin 15° 2 \—g - 50+v(0)-sin15°-t—%-t2
Innen két egyenletet kapunk:

I. 86,6 =v(0)-cos15°-t

IT. 0 = 50 +v(0) - sin 15° - £ — 2=+ ¢2

Ezt az egyenletrendszert megoldva:

86,6
I.t=—""—
v(0)-cos 15°
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2
II. 0 = 50 + v(0) - sin 15° - 0 _ 2%, (506 )

v(0)-cos 15° 2 v(0)-cos 15°

o 981 86,62 _ 39426,4
0 =50+ 86,6-tan 15 T 0o s 73,2 — SO
v(0)2 = 39426,4

73,2

39426,4
73,2

b) A becsapodasig eltelt idot az 1. egyenletbdl kapjuk:

86,6 86,6
t= = = 3,86 [s]
v(0):cos 15° 23,2:cos 15°

A sebességvektor, és a sebesség nagysaga becsapodaskor:

50 =70 + gt = (335 G 1ee) + (Log1) 386 = (51 g6) [2]

|5(0)] = /22,412 + (—31,86)2 = 38,95 [ 2]

v(0) =

-z

3. feladat
Egy a vizszintessel a szoget bezaro, v(0) nagysagu kezdGsebességgel inditott ko
t id6 elteltével a d tavolsagra 1évd, h magassagu doboz tetejére esik.

Adatok: v(0) = 25[Z], t =3,5[s], a = 45°

Y A
_ //// \\\\\
v(0) - DN
7 N
\\
v
(04 h -
0 f «

a) Milyen vizszintes irdnyu tavolsagra (d) van a doboz az indulasi helytdl?

b) Milyen magas (h) a doboz?

c) Mennyi id6 alatt éri el a k6 a maximalis magassagot?

d) Mekkora a k& altal elért maximalis magassag és az ehhez tartozé vizszintes
irdnyu tavolsag?

Megoldas:
a) Ismert adatok:

g§= (—9(?81) 7] r@= (g) [m], 7(t) = (Z) [m]
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_ (0) 0) - . ° , m
v = (Zy(o)) - (Z(O) sin Z) - @2 sin go) N G;g;) H

A ko6 helyvektora t id6pillanatban:

F(t) = F(0) + 9(0) - ¢ +§-t2

1
(;il) = (8) + (1;2;) "35+ E(—9(?81) 13,57
I.d=0+17,67-35 +g- 52 = 17,67 - 3,5 = 61,85 [m]

9,81

IILh=0+17,67-3,5— - 3,52

b) Az el6z6 részben felirt II. egyenlet alapjan:

’

1
h=0+417,67-35———35%=1,76 [m]

c) A k6 akkor éri el a legnagyobb magassagot, mikor a sebességének fiiggbleges
irdnyu komponense nullara csokken. Jeldlje t,,,, a tetOpont eléréséig tartd idét.
Ebbdl addddan:

_ _ _ 17,67 17,67 0
V(tmax) =v(0) + 8" tmax = ( 0 ) = (17 67) + (_9 81) * bnax
1.17,67 = 17,67

17,67
11.0=17,67—-981"thoex = thax=—">=18 [s]

9,81
d) Igy a ké 1,8 masodperc alatt éri el a maximalis magassagot. Ennek
ismeretében kiszadmolhaté a maximalis magassag (hn,..) értéke:

_ _ — g
F(tmax) = F(0) +V(0) - tpay + E ’ tmaxz

() = 0+ (767) 1843 (o) 18

hmax

I.dpmar = 17,67 1,8 = 31,8 [m]

9,81
H.hy,, =17,67-1,8 - 1,82 = 15,91 [m]

4. feladat

Egy h magassagu éplilet tetejérél vizszintes irdanyd v(0) nagysagu
kezddsebességgel elrigunk egy labdat.

Adatok: h =20 [m], v(0) = 20 [2]
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Y A

j
I

|

|

v

a) Az elrigas utan mennyi idé mulva ér foldet a labda?
b) Mekkora vizszintes iranya d tavolsagra repll el a labda?
c) Mekkora lesz a foldet éréskor sebességének nagysaga?

Megoldas:
a) Ismert adatok:

8= (Lopn) [3 @ = (3) = () tmd. 70 = ()

= x(O) . . o m
50 = (o) = (260 ) = (35 50e) - ()

A labda hely-id6 fliggvénye a becsapddas pillanatdban felirva (azaz t az
elrigastol a becsapddasig eltelt ido):

f(t):f(0)+v(0)-t+§-t2
1
(g) = (200) + (200)'t+§(—9(?81)'t2
I.
0
d=0+20-t+5-t2=20-t
II.

9,81 2-20
2 > t= = 2,02 [s]

0=20+0-t— 9.81

b) Az el6z6 részben felirt I. egyenlet alapjan:
d=20-t=20-2,02=404[m]
c) A labda sebességvektora a t idépillanatban:

v =v(0) +g-t= (200) + (—9(?81) 1202 = (02B 9+,£?1. -Zé(,)ozz> = (—129(?82> [?]

m
D) = [v,2 +v,% = 202 + (—19,82)? = 28,16 [?]
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5. feladat
Katonak vizszintes terepen feldllitott aknavetdjikkel tliizelnek egy |6vészarok

iranyaba. A |6vedék kezd6sebességének nagysaga 50 [%], amellyel szeretnének

beletaldlni az aknavetétél 125 m-re |évd ellenséges |6vészarokba. (A
Iégellenallastdl eltekintiink.)

y A

_
- ~

A 4

A vizszinteshez képest milyen a szogben kell beallitaniuk az aknavetl csovét,
hogy a lovedék becsapddjon a |6vészarokba?

Megoldas:
Ismert adatok:

5= (Logy) [] 7@ = () m), 7©) = (1¢°) m]
_ (0) 0)- . m
v(0) = (ZY(O)) = (Z((())) ma) = Go )

A lovedék hely-id6 figgvénye a becsapddas pillanataban felirva (azaz t a
kilovéstdl a becsapddasig eltelt idd):

F(t) = £(0) + ¥(0) - ¢ +§-t2

. 1
(135) = (g) + (23 (S:(l)r?g) Tt E(—9(?81) e

1.125=50-cosa:t = t= 125

" 50-cosa

9,81

II.O=50-sina-t—T t2
0250 sing. 125 _9,81.( 125 )2
50-cosa 2 50-cosa
Alkalmazva, hogy:
1 5 9,81 1252 ,
coszaztan a+1 = 0=125-tana— > -502-tan a+1
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Az igy kapott masodfoku egyenletet megoldva:
a, =7531°,  a,=14,69°

3.1.3 Egyenletes és egyenletesen valtoz6 kormozgas

1. feladat

Egy anyagi pont a korpalya Po pontjabol v(0) palyamenti sebességgel indulva
egyenletesen valtozo kormozgast végez ¢ sz6ggyorsulassal.

&
J
Ap O v(0)
Y Py, ¢(0) =0
R
»(3),P
Adatok: R =5 [m], v(0) =3 [%], [Tad

a) Szamitsuk ki az anyagi pont palyamenti és szbgsebességét az indulds utan 3
[s]-al!

b) Szamitsuk ki a szogkoordinata értékét a fenti pillanatban! (¢(0) = 0)

c) Szamitsuk ki az érint6- és normalirdnyd gyorsulast, valamint a
gyorsulasvektor nagysagat az indulds utan 3 [s]-al!

Megoldas:
a)
(0) _ @ [rad]

3 2 rad

©B3) =w0) +e-3=2+2 3=—=1,8[T

_ p_glm
v(3) = w(3) R—9[s]
b)
9(3) = ¢(0) + w(0)- 345 32——-3+§-32=§+§=§=3,6[md]=206,3°

0

)

ae(3)=a=s-R=2[sﬂz]
92

2(3 81
@) =52 =5 =3 =162[7]

la(3)| = /2% + 16,22 = 16,32 [sﬁz]
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2. feladat

Az R sugaru korpalya P és Q pontjabdl egyidejlileg elindul két anyagi pont. Az
egyik egyenletesen gyorsuld, a masik egyenletesen lassulé kérmozgast végez.
A kezdd palyamenti sebességeket vp(0) és vq(0), a széggyorsulasokat pedig s
és ¢, jeldli.

Vo (0) Q

Adatok: vp(0) = 4 [%] vo(0) = 10 [ﬂ] ep =3 [@] £g = —2 [f—f] R =3 [m].

a) Mennyi id6 (t) mulva éri utol a P pontbdl indulé anyagi pont a Q pontbdl
indulét? Szamitsuk ki a szogkoordinata értékét ebben a pillanatban!

b) Szamitsuk ki a szogsebességek értékét a fenti pillanataban!

c) Szamitsuk ki ekkor az érint6 és normal irdnyu gyorsuldsokat, valamint a
gyorsulasvektorok nagysagat!

Megoldas:

a)

9p(0) =0, 9o(0) = [rad]

Amikor utoléri egymas a két pont, szégkoordinataik megegyeznek:
@p(t) = @qo(t)

A kezdeti szogsebességek:

vp(0) 4 [rad
wp(0) =2 =1 [

= 2%© _ 10 frad
we(0) = R 3 [s]

A két pont szégkoordinatai az id6 fliggvényében:
0p(t) = @p(0) + wp(0)  t+ L2 =043t 421

_ . eQ_ _m 10_ 2_
Po(t) = o(0) + wo(0) -t + =+ t? =—+ -t —>-t?
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Egymassal egyenlové téve a két egyenletet:

i't+§'t2 :E+E.t_3.t2

3 2 2 3 2

22-2-t-2=0 = t=129[s]

9p () = 9p(0) + wp(0) -t +ZL-t2 =0+ g 1,29 + ; 1,292 = 4,22 [rad] = 241,79°

b)

wp(t) = wp(0) + &5 -t =2+3-129 =52 [*]
wo(t) = wg(0) + &gt =2 —2-1,20 = 0,75 [
c)

ape(t) =ap=¢ep"R=9 [Sﬂz]

apn() =29 = w3(t) R =522 -3 =81 [7]

age(t) =ag =¢"R=-6 Lﬂz]

agn(t) = Uq(t) w3 ()R =172 [Sﬂz]

|, ()| = \/aPeZ(t) + ap,2(t) = V92 + 812 = 81,5 [Sﬂz]

|a@o(®)] = age? @) + agn2(®) = /(=6)2 + 1,722 = 6,24 [sﬂz]

3. feladat
Mekkora sugaru korpalydan mozog az a pontszer( test, amely v(0)=27[9]

rad

palyamenti sebességgel indulva, és s =1 3[
2 [s] alatt 180 fokot fordul el?
Adatok: ¢ = 1,3 [rad] t =2[s], Ap = 180°, v(0) = 2,7 [m]

] allandoé széggyorsulassal haladva,

Megoldas:
A szogelfordulas nagységa’t el6szor is valtsuk at radianba:

@(t) = 180° =180 m[rad] = 7 [rad]
A pillanatnyi szégkoordinatajabdl kiszamithatd a kezd6 szogsebesség nagysaga:

&
A<p=w(0)-t+§-t2

— (0,65 - 22
w(0) = ¥
A kezd6 szbgsebesség és a kerileti sebesség kozott a palya sugara teremt
kapcsolatot:

v(0) v(0) 4

w0 =—>" = R= o)~ 027~ 14,8 [m]

rad
0,27 [
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4. feladat

Egy R sugaru korpalyan a P anyagi pont egyenletesen gyorsulé kérmozgast
végez.

Mekkora lesz az indulds utan 3 masodperccel a vektoridlis gyorsuldsanak
nagysaga?

Adatok: v(0) = 5%, R = 5[m], & = 4[]

a

/ e

Ve (0)

Megoldas:
A vektoridlis gyorsulas kiszamitasahoz el6szér meg kell hataroznunk az érint6 és
a normal irdnyu gyorsulast. Az érint6 iranyu gyorsulas:

aezs-R=4-5=20[g]

A normal irdnyu gyorsuldsra az alabbi 6sszefliggés érvényes:
v?  (w-R)?
an = — =
R R

Ennek kiszamitasdhoz elGszor a szogsebességet kell kiszamolnunk az indulas
utan 3 masodperccel:

v(0) 5 rad
(L)(t) =w(0)+£-t=T+£-t=§+4-3= 13 T]

Ezt kovet6en kiszamolhatjuk a normal irdnyd gyorsulast:
m
a, = w?(t)-R=13%-5 =845 [5_2]

=w?-R

Végul a vektoridlis gyorsulds nagysaga:
m
a=./aZ +aZ = /202 + 8452 = 845,24 [s_z]

5. feladat

Egy R sugaru korpalyan egy P anyagi pont egyenletesen gyorsuld kérmozgast
végez. Az indulds utdn 3 masodperccel a pont vektoridlis gyorsulasanak
nagysaga 500 [m/s?].

Mekkora a pont kezdeti palyamenti sebességének nagysaga?

Adatok: |a(3)| = a(3) = 500 [ﬂ] R=10[m], & = 2 —d]
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Ve (0)

Megoldas:

A kezdeti palyamenti sebesség meghatarozasahoz ki kell szamolnunk a kezdeti
szbgsebességet. Ehhez elGszor az a(3) gyorsulas nagysagabdl kiszamoljuk a 3
masodperchez tartozé szégsebességet:

ae=e-R=2-10=20[]

a3) =Ja? + a,2(3) =  a,(3) =/a%(3) — a2 = /5002 — 202 = 499 6[ ]

a,(3) 499,6 rad
a,(3) =w?*@B)-R = @)= ’ ’

Majd a 3 masodperchez tartozé szégsebesség ismeretében kiszamithatjuk a
keresett kezdeti palyamenti sebességet:

w3)=w(0)+¢&- t—%+e t =

m
v(0) = (W(3) —e-t)-R= (7,07 —2-3)-10 = 10,7 [?]

6. feladat

Egy replilogép v=720 [km/h] allandd nagysagu sebességgel 25 [km] sugaru
kériven fordul.

a) Mekkora és milyen iranyu a gyorsulasa ekkor?

b) Mekkora a szogsebessége?

c) Mennyi id6 alatt fordul északi irdnybdl nyugati iranyba?

d) Mennyi utat tesz meg ez alatt?

Megoldas:

(720 [km/h] = 200 [m/s])

a) Mivel egyenletes kérmozgast végez, igy szbggyorsuldsa és egyben érintd
irdnyu gyorsulasa is nulla. Vektorialis gyorsulasanak nagysaga egyenlé a normal

irdnyd gyorsulassal:
v? 2007 m
-~ s~ 3

=R T 25000

s2
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|a| = a=aZ+a} =07 +16% = 1,6[?2]

b) A replil6é sz6gsebessége:

s 200 —0008[rad]
®=R~ 25000 s

c) Mikozben északibdl nyugati irdnyba fordul a szégelforduldsa: 90° = g [rad].
Ap =w- At

7T—0008 At
2_ ’

At

d) A 90 fokos elfordulas soran a repiilé egy negyedkort tesz meg:
2-R-m_2-25000-7

K=2-R- = As= =
T s 2 2

=39269,9 [m]

7. feladat

Egy forgd kerék két pontja vi=14 [m/s] és v2=8 [m/s] nagysagu sebességgel
korpalyan halad. A két pont ugyanarra a sugarra esik, kozottik a tavolsag 25
[cm]. Mekkora a kerék szogsebessége?

Megoldas:

El6szor fejezzik ki mindkét esetben a sugarat:

U1

vw=w'R, = R =—

1 1 1 W

R R, = 2

V=" = =—

2 2 2 W

A két pont kozotti tavolsag:

vy Dy
AR=R,-R, = AR=—-2
w w
Ebbdl fejezziik ki a sz0gsebességet:
vy -v, 14-8 [rad]
CTTAR T 025 s
8. feladat

Mekkora sebességgel mozog a toronydra kismutatdjanak a hegye, ha a mutato
hossza 80 cm?

Megoldas:

A kismutatd 1 kort 12 déra alatt tesz meg, szogsebessége:
o 2m _, [rad

©=17.3600 ~ 4> 10 [T
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A kerlleti sebessége:
m
v=w-R=145-10"*-08= 1,16-107* [?]

9. feladat
Egy motoros allé helyzetbdl indulva egyenletesen névekvd sebességgel 30 [m]

’ ’ . . s ’ LAg. ” . ’ ’ ’ . 74 m
sugaru vizszintes kérpalyan mozog. Erintd iranyu (palyamenti) gyorsulasa 4 [5_2]
a) Mennyi id6 mulva lesz vektoridlis gyorsuldsanak nagysaga kétszerese a

kezd6értéknek?
b) Mekkora ez alatt a megtett ut?

Megoldas:

a) El6szor is lassuk, hogy mekkora a gyorsulds kezdeti értéke. Mivel allé
helyzetbdl indul, igy a kezdeti normal irdnyl gyorsulas nulla, tehat a kezdeti
gyorsulas nagysaga egyenl6 az érinté iranyl gyorsulaséval, ami alland6 a
mozgas soran:

m
a.=a=4 [s_z]
an(©) = 0[]
fgy a kezdeti gyorsulds kétszerese:
— m
la)=2-4= 8[5—2]

Ennek ismeretében szamitsuk ki, hogy a kétszeres kezdeti gyorsuldshoz
mekkora sz6gsebesség tartozik:

la(®] = yaé + af

8=\4+ai(t) =4+ (*(®)'R)? = w(t)—4/64_16 [rad

Ezutan szamitsuk ki a szoggyorsulast:

_a, 4 — 0133 [rad
TR T30
Az imént kiszamolt szégsebesség eléréséhez szlikséges idG:
0,48
o) =w0)+e-t=0+0,133-t = t—0’133 = 3,6 [s]

b) A fenti id6 alatt a szogelfordulas:

&
Ap = (t) — ¢(0) =w(0)'t+§'t2
0,133

Ap = = 0,862[rad] = 49,39°

Az ez id6 alatt megtett Gt:
As = R-0,862 = 25,86 [m]

31



10. feladat

2,4 m atmérojd korpalyan, egyenletes sebességgel halad egy vasutmodell. 6
perc alatt 24 teljes kort tesz meg.

Mekkora a modell normal iranyu gyorsulasa?

Megoldas:

A normal irdnyld gyorsuldas meghatarozasdhoz elGszor kiszamoljuk a
szOgsebességet. Mivel a vasutmodell egyenletes kérmozgast végez, igy a
szbgsebessége allando.

pO)=9p0)+w-t

0= S = oo [ ]

Ennek ismeretében a normal iranyu gyorsulas:

m
a,=w? R =04192-1,2 = 0,21 [s_z]

3.2 Anyagi pont kinetikaja

3.2.1 Newton torvényeinek alkalmazasa

1. feladat
Egy csavarfejre négy erd hat az alabbi abra szerint:

AY Fl

v F:},
Adatok: F, = 150[N], F, = 80[N], F; = 110[N], F, = 100[N], &, = 30°.a, = 20° a, = 15°.

a) Szamitsuk ki az er6rendszer eredd erejét!
b) Szadmitsuk ki az ered6 er6 nagysagat!

Megoldas:

a)

= _ (Fi-cosay

F= (F1 - sin 0(1) [N]
= _(—Fsina,

F, = ( F, - cos a, )[N]
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= _(Fi-cosay
= (—F4 - sin a4> V]

= = = .5 ,5 .5 _(Fircosa; —Fz-sinaz) ( 0 (F4-cosa4)
F_Z:Fi_Fl-’-Fz-i_F3-I_F4_(Fl-sinal)-l_<Fz-cosoc2 + —F3>+ —F,-sina,
L
200,26
= (4,59 ) V)
b)

F =|F| = /(200,26)% + (14,29) = 200,78 [N]

2. feladat
Az abran lathatd P anyagi pont egyensulyban van.

A

Adatok: F = 150[N],a = 30°,g = 9,81 3]

Szamitsuk ki a kotélben ébred6 er6 nagysagat és az anyagi pont témegét!
Megoldas:

F = (_OF) - (_1050) V]
F,. - cos 30°

- (Fc - sin 30°) [N]

mg=(_, f)9,81) [N]

fes]
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F= Z Fi = (_BSO) + (1;2 - sin 38) (L -09,81) = (8)

4

yA —150+F.-c0s30°=0 = F,=173,2[N]
y/A F.-sin30°-m-981=0 = m=28,83 [kg]
3. feladat

Az abran lathatd, sima fellletl lejtén elhelyezked6 m tomeg(i anyagi pont
egyensulyban van. A rugé Ar deformacidja és D rugémerevsége ismert.

Adatok: m = 40 [kg],a = 30°,D = 1000 [n’f—m],Ar =2 [mm], g = 9,81 [Sﬂz]
a) Szamitsuk ki az F er6 nagysagat (F vizszintes irdnyl)!
b) Szamitsuk ki a lejtd altal kifejtett kényszererdé nagysagat!

Megoldas:

a) ésb)

Mivel a lejt6 tokéletesen sima, a kényszerer6 meréleges a lejté fellletére. Ez
alapjan az anyagi pontra haté erék:
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P = (e Soiaoe) W

_ (—40-9,81 - sin 30°
m-g = (—40 .9,81 - Cos30°) (V]

= _ (=D Ar-cosa\ _ (—2000 - cos30°
Fp = (—D-Ar-sina) - (—ZOOO-sin 30°)[ ]

= 0
= ()
Mivel az anyagi pont egyensulyban van, a rahato eredé erd zérus:

Fareis = 2 Fo= (U 55,500+ (Tho a1 -c0s300) + (Cao00.- sima00) * () = (0)
L

L F-c0s30°—40-9,81-5sin30°—2000-c0s30°=0 = F =2227[N]
/A —F - sin30°—40-9,81 - cos30°— 2000 -sin30°+FE, =0 = F, =2453,3[N]
4. feladat

Egy vizszintes, érdes sikfelileten nyugvd anyagi pontra F er6vel hatunk az abra
szerint.
y T

m

ll

—>
e X
Hy Hy

Adatok: F = 1500 [N], m = 1000 [kg], o = 0,15, u = 0,1, a = 15°

a) Az anyagi pont elmozdul, vagy nyugalomban marad?

b) Ha elmozdul, akkor szadmitsuk ki gyorsulasanak nagysagat, valamint a
mozgas soran a talaj altal ra kifejtett kényszererd nagysagat!

c) Ha az anyagi pont nyugalombdl indult, szamitsuk ki sebességének nagysagat
az indulas utan 5 masodperccel!

d) Szamitsuk ki, hogy mekkora tavolsagot tesz meg az anyagi pont a fenti 5
masodperc alatt!

Megoldas:
Rajzoljuk be a testekre hatd erdket:
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a) Feltételezzilk az anyagi pont egyensulyat, majd megvizsgaljuk, hogy az
milyen F értékek esetén all fenn.

Egyensulyi egyenletek:

ZLFL=F+mg_+FK=(_)

F - cosa 0 _Ft)_ 0
(F-sina)+(—m'g)+(Fn _(0)

I. Frcose —=F, =0 = F,=F-cosa

II. F-sinae—m-g+F,=0 = F,=m-g—F- sina

Az anyagi pont egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fel < po - Fy

—Mo By =F <poF,

1. eset:

—Mo Fy = F

—ly-(m-g—F-sina) <F -cosa

—Uom-g+uyF-sina <F-cosa

—Uo m-g < F:(cosa — - sina)

—1481,4[N] < F

2. eset:

Fe<po-Fy

F-cosa <py-(m-g—F - sina)
F-cosa <pug-m-g—py-F-sina
F-(cosa + ug-sina) <py-m-g
F <1367 [N]

Tehat az anyagi pont egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:

—~1481,4 [N] < F < 1367 [N]
Kovetkeztetésképp, ha F=1500 [N] akkor az anyagi pont elmozdul. A negativ
eléjel ebben az esetben az er6 nyomd, mig a pozitiv hizo jellegére utal.
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b) A mozgasegyenlet (Newton II. térvénye):
ZLFL=F+mg_+FK=mC_l

F - cosa 0 -F\__ (a
(F-sina)+(—m'g)+(Fn)_m (0)

I. Frcosa —F,=m-a

II. F-sinae—m-g+F, =0 = E,=m-g—F- sina
II. FF=u-F,=u-(m-g —F -sina) = 942,2 [N]

I. F-cosae —p-(m-g—F-sina) =m-a
Fs

m-a=F-cosa+u-F-sina—u-m-g

m-a=F-(cosa+u-sina)—u-m-g

F . _ m
a=—- (cosa + p-sina) —u-g = 0,507 [52]

|F| = Fy = \JFZ + FZ = \[942,22 + 94222 = 9468,7 [N]

¢) v(5) = v(0) +a-5=0,507 -5 = 2,535 E
0
S S
d) s(5) = s(0) +v(0) -5+ - 52

a _ 0,507

As =s(5) —s(0) = 52 - 52 = 6,337 [m]

5. feladat
Vizszintes, érdes fellileten allandd nagysagu F, és F, er6kkel hatunk egy m

tomegu testre az abra szerint. A testet anyagi ponttal modellezzink, és tudjuk,
hogy a megadott adatok esetén a test elmozdul.

y
F.
Fu a
<«— m
—
yd X
s 1y

Adatok: m =50 [kg], F, =50 [N], F, =500 [N], « = 30°, uy =0,25, u=0,1

a) Mekkora a talaj altal kifejtett kényszerer6 surlédasi komponensének nagysaga
(surlédasi erd)?
b) Mekkora lesz a test gyorsulasa?
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Megoldas:
Rajzoljuk be a testekre haté erdket:

y

— F,-sina —
:___'lF

> a
«——\/m|F;-cosa —

a) Irjuk fel a mozgésegyenletet:

ZLFL—F1+F2+m g+FK=m
F F, cosa) ( ) ( ) —
( 0 )+(F2-sina -m-g (0)
I. -F, +F, cosa —F,=m-a
II. F,-sina—m-g+F,=0 = F,=m-g—F," sina
II. F=u-F,=u-(m-g—F,-sina) = 0,1-(50-9,81 — 500 - sin30) = 24,05 [N]

b) A test gyorsulasa:

—F1+F,cosa—F, —F1+Fy-cosa—p-(m-g—F,-sina) m
I. g = 2tk s _ —F1tF w(mg-F, =718[—]

m m

6. feladat
Egy m tomegl pontszer( testet egyenes vonall, a vizszintessel a széget bezard
érdes lejtén allandd F erbvel At ideig huzunk felfelé.

Adatok: F =5 [kN], m =500 [kg], v(0) =0 [Z], At =3 [s], 1o = 0,3, 4= 0,1, @ = 30,
B =10° g =981 %]

a) Elegendd-e a megadott erd nagysaga ahhoz, hogy a test elmozduljon a lejtén
felfelé?
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b) Ha igen, akkor mekkora a test gyorsuldsa, és a talaj altal ra kifejtett
kényszerer6 nagysaga a mozgas soran?

c) Mekkora lesz a test palyamenti sebessége At id6 elteltével, ha kezdetben nulla
volt?

d) Mekkora As palyaszakaszt fut be a test a megadott At id6 alatt.

Megoldas:
a) Feltételezziik az egyensulyt, majd megvizsgaljuk, hogy az milyen F értékek

esetén all fenn:

mg cosa

Egyensulyi egyenlet:

Y R=F+E+F=0
i

F-cosf —-m-g-sina —F, 0
(F-sinﬂ)+<—m-g-cosa>+<Fn>=<0>
0 0 0 0

I. FrcosB—m-g-sina—F,=0 = F,=F-cosf—m-g-sina
II. F-sinf—m-g-cosa+F,=0 = F,=m-g-cosa—F-sinf
A test nyugalomban marad, ha:
|Fl<po-Fn » —po By <F <poF,

1. eset:
—Ho " Fy < F
—Ug (m-g-cosa—F-sinf)<F-cosf—m-g-sina
—0,3-(500-9,81-cos30°— F -sin10°) < F:cos10°—500-9,81 - sin 30°
1174,14 < 0933 -F
1262,7[N] = Fppin < F

2. eset:
Fe<po-Fy
F-cosp—m-g-sina<py-(m-g-cosa—F-sinf)
F - cos10°—-500-9,81-sin30° < 0,3-(500:9,81-cos30°— F -sin10°)
1,037+ F < 3726,86
F < Fpae = 35939 [N]
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Tehat a test nyugalomban marad, ha: 1262,7 [N] < F < 3593,9 [N]
Mivel F = 5 [kN], nagyobb, mint E,,,, ezért a test elmozdul felfele.
b)

Mozgasegyenlet:

ZFi=F+1§,+Fk=m-d
i

F-cosf —-m-g-sina —F, m-a
(F-sinﬁ>+<—m-g-cosa>+<Fn>=< 0 )
0 0 0 0

I.F-cosB—m-g-sina—F,=m-a

II. F-sinf—m-g-cosa+F,=0 = F,=m-g-cosa—F-sinf
A kényszerer6 komponensei kozotti kapcsolat:

III. F,=u-E,

I a= F-cos B—m-g-sin a—u-(m-g-cos a—F-sin )

-

m

A kényszererd nagysaga:

Fo=+F2+F2=(u-F)?>+FE2=FE, \Ju?+1=3396,45 [N]
c)
m
v=v(0)+a-At =427-3=1281 [?]
d)

1]

a 7
As:v(O)-At+§-At2 =——:32=19.21[m]

7. feladat
Az abran lathaté érdes fellletl lejtén elhelyezkedd anyagi pontra vizszintes
irdnyu F er6vel hatunk az dbra szerint.
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Adatok: a = 30°,m-g = 100 [N], u, = 0,3

a) Szamitsuk ki, hogy az F er6 milyen minimalis és maximalis értékek kozott
valtozhat (F,,;, és F.x) @z anyagi pont egyensulya esetén!

b) Szamitsuk ki a lejtd altal az anyagi pontra kifejtett kényszererd nagysagat az
el6z6 minimalis és maximalis F értékek esetén.

Megoldas:
a) Feltételezzik az egyensulyt, majd megvizsgaljuk, hogy az milyen F értékek
esetén all fenn:

. o _=_(F F-cosa —-m-g-sina\ _ (0
ZF_FR+F+m g_0_(Fn>+(—F-sina)+<—m'9'C05“)_(0)

I. Ff+F-cosa—m-g-sina=0 = F,=m-g-sina—F-cosa=50-0,866"F
II. [, —F-sina —m-g-cosa =0 = F,=m-g-cosa+F-sina=866+05"F

A test nyugalomban marad, ha:
|[Fel <po By — —po By <F<poF,
1. eset:
—Ho " Fy < F
—-0,3-(86,6 +0,5+F) <50 —0,866"F
0,716 - F <76
F < Fpge = 106,14 [N]
2. eset:
Fr<po-Fy
50—-0,866-F <0,3:(866+0,5:F)
24<1,016-F
23,62 [N] = Fpyyn < F
23,62 [N] < F < 106,14 [N]
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b)

Fomin = 50 — 0,866 - Fpyiy = 50 — 0,866 - 23,62 = 29,55 [N]
Fimax = 50 — 0,866 * Epgy = 50 — 0,866 - 106,14 = —41,92 [N]
Fpmin = 86,6 + 0,5+ Fppin = 86,6 + 0,5 - 23,62 = 98,41 [N]
Fymax = 86,6 + 0,5 - Fpoy = 86,6 + 0,5 - 106,14 = 139,67 [N]

Frmin = | F2nin + Fmin = /29,552 + 98,412 = 102,75 [N]

Frmax = |Fnax + F2nax = (—41,922) + 139,672 = 145,83 [N]

8. feladat

Az mi és m2 tdmegl testeket egy idedlis kotéllel 6sszekotjlik, majd az m2 témegl
testet egy allandé F erOvel hlzzuk az aldbbi abra szerint. A rendszer elmozdul.
Mekkora lesz a testek gyorsulasa?

y

|

m,

7 - X
Hy Hy
Adatok: F =500 [N], m; = 40 [kg], m, = 20 [kg], u = 0,15, a = 30°

Megoldas:

Rajzoljuk be a testekre hat6 erdket:
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irjuk fel az m: testre a mozgasegyenletet:

ZFiZml'ﬁl

i
ml'g+Fk1+K1=m1'§1

() * () + ()= ("0")
Innen harom egyenletet kapunk:
I.O-F +K =m-aq

II. -my-g+F,=0 = F,=m"g
L Fg=p-Fuy=u-my g

frjuk fel az mz testre is a mozgasegyenletet:

Z Fl =m,- 52
i
mz'g+F+Fk2+K2 =m2'§2
0 F-cosa <—Fsz) =K\ _ (M2 a;
(_mz'9)+(F-sina)+ Fop +( 0 )=("%")
Igy tovabbi hdrom egyenletet kapunk:
IV. F-cosa—F;,—K, =m; - a,
V.-m,-g+F-sina+F,, =0 = F,,=m, g—F- sina

VI. F( =pu-Fp=pu-(m,-g—F - sina)

Mivel a kotél idedlis (veszteségmentes), ezért: a, =a, =a és K, =K, = K. Ezt
kovetéen a II., III., és az V., VI. egyenletbdl behelyettesitiink az I. és a IV.

egyenletbe:
I. —umyrg+K=my-a
Iv. F-cosa—pu-(my-g—F-sina)—K=m,-a

fgy két egyenletet kapunk, melyekben ismeretlen a kotélerd és a gyorsulds. A
két egyenletet 6sszeadva kifejezhetjiik a gyorsulast:
—pu-my-g+F-cosa—u-(my-g—F-sina)=m;-a+my,-a

_—prmyrg+F-cosa—pu-(my-g—F-sina)

a
my +m,

_ (=0,15-40-9,81) + (500 - cos 30°) — 0,15 - (20 - 9,81 — 500 - sin 30°)
B 40 4+ 20

a - 637 [SEZ]

Ha kérdés lenne, hogy mekkora er6 ébred a kétélben, akkor példaul az I.
egyenletbdl kiszamithato:
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I. —u-m-g+K=my-a

ebbdl:
K=my-a+pu-my-g=40-637+0,15-40-9,81 = 313,66 [N]

9. feladat

Az mi1 és m2 toémegl testeket egy idedlis dobon atvetett idedlis kotéllel
0sszekotjik, majd az mi1 tdmegl testet egy allandd F erdvel huzzuk az alabbi
abra szerint. A rendszer elmozdul.

O

4—
X 7
Hy Hy

E

3

Adatok: F = 400 [N], m; = 80 [kg], m, =10 [kg], © = 0,2, a« = 10°
a) Mekkora lesz a testek gyorsulasa?
b) Mekkora erd ébred a kotélben?

Megoldas:
a)

- >
x 7 F, _
HHy m-g v K,
m2
v M g
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irjuk fel az m> testre a mozgasegyenletet:

ZFizmz'az

7
m,-g+K, =m,-a,

(—m(i 'g) * (1(()2) N (mzo- a)

Innen egy egyenletet kapunk:
I.-m,-g+K,=m;,-a

frjuk fel az m1 testre is a mozgdasegyenletet:

ZFiZTnI'ﬁl
i

my-g+F+F +K=my -3,

(- 0) * Gsma) + () + ) = (")

Innen tovabbi harom egyenletet kapunk:

II.F-cosa—F,—K; =m, - a

III. -my g+ F-sina+E, =0 > F,=my-g—F-sina
IV.FE=u-F,=u-(m;-g—F - sina)

A III. és 1IV. egyenletbdl helyettesitsiink be a II-ba, és fejezzik ki a kotélerot:
I.Ky =F-cosa—myra—F,=F-cosa—my;-a—u-(my-g—F sina)

Mivel a kotél idealis (veszteségmentes), igy K; = K,. A I1. egyenletbdl kifejezett
kotéler6t helyettesitsiik be az I-be:

I.-my-g+F-cosa—m;-a—pu-(my-g—F-sina)=m,-a
Ebbdl fejezziik ki a gyorsulast:
—my-g+F-cosa—u-(my-g—F-sina) =a-(m; +my,)

_—my g+ F-cosa—pu-(my-g—F-sina)

m; +m,

_ —10-9,81 +400 - cos 10°— 0,2 - (80-9,81 — 400 - sin 10°) B [m]
= 80 + 10 — s
b)

I. -my,-g+K=m,-a
ebbdl:

K=m,-a+m,-g=10-17+10-9,81 = 115,1 [N]
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10. feladat

Az abran lathato, nyujthatatlan fonalhoz erGsitett m tomegl, d atméréjl
pingponglabdat szélsebesség mérésére hasznaljuk. Egy adott széler6sségnél
megmérjliik a fonal fliggblegessel bezart « szogét, a gomb C alaki tényezsje
ismert.

Hatarozzuk meg a megadott adatokbdl a mozgd levegd (szél) altal a nyugvéd
labdara kifejtett F,, kozegellenallasi eré nagysagat, majd abbdl a szélsebességet!

Adatok: m =2465[g], d =377 [mm], C=045 pryegs=1204[2], a=30°, g=
-

Megoldas:
Felirjuk a labda egyensulyi egyenletét:
Fe+m-g+F,=0
A mozgas leirdsahoz az abran lathatd koordinatarendszert valasztjuk, majd az
Osszes er6t x és y komponensekre bontjuk. A labda egyensulyi egyenlete ezt
kévetden:
—F), rsina 0
( Fkk- cosa ) + (—m : g) + (F('S)Z) = (8)
Ebbdl az aldbbi két skalaregyenlet adodik:
I. -F-sina+F,=0
II. F,rcosa—m-g=0

A fenti egyenletekbdl:
m-g .

F, = -sina = 0,014 [N]
cosa

1 2-F
—Z.p-A-C-p2 = sz
Fsz—sz C-vv = v b A-C

— 6,805 [?]
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3.2.2 Munkatétel alkalmazasa

1. feladat

Vizszintes, érdes feliileten nyugvd pontszer(i testre allandd F erével hatunk az
alabbi abra szerint. Az test az A pontbdl elmozdul a B pontba.

y
F
o
r.n Ar,g X
e A B X

My Hy

Adatok: F = 4000 [N], m = 300 [kg], u = 0,1, @ = 30°, Aryz = 10 [m]
a) Szamitsuk ki az egyes erdk altal a testen végzett munkakat!
b) Mekkora lesz a test sebessége a B pontban, ha nyugalombdl indult?

Megoldas:
a) Rajzoljuk be a testre haté erdket:

Hy Hy =

Az elmozdulas vektor:
- _ (Arg\ _ (10
Aias = ( 0 )_(0)[m]
Az F er6 altal végzett munka:

WA™B =F e ATy = (i:g?jg).(Ag“B) =F-cosa-Aryg + F-sina-0 =

= 4000 - cos 30° - 10 = 34641 []]

Azaz lathatd, hogy a munka megegyezik az er6 elmozdulds irdnyu
komponensének és az elmozdulds nagysaganak a szorzataval.

Az m-g gravitacios erd altal végzett munka:
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N - 0 Ar,
Wrrf-ngm'g‘ArABZ(_m.g>'( (‘)43)=0-ArAB—m-g-O=O[]]

Az F, kényszererd altal végzett munka:

WFA}:B = Fy o ATyp = (_Ffs> ° (Agw) =—F-Argpg =—u-FE -Arg
=—u-(m-g—F-sina)-Aryp =

=—-0,1-(300-9,81 —4000-sin30°) - 10 = —943 [J]

(E, értéke a test y iranyu egyensulyi egyenletébdl adddik.)

b) A munkatétel alapjan:

1 1
Z WH™E = WA + WALE + WhE = Sm vE — Sm v3

1 1
34641+0—943=§-300-v§—5-300-02

33698 - 2 m
vp = [Tags = 14,98 [?]

2. feladat
Egy alfa szogl, érdes felllet(i, h magassagu lejt6 tetején magara hagyunk egy
pontszer( testet. A test lecsuszik a lejt6 aljara.

h

/

a H

Adatok: m =150 [kg], 1 = 0,1, @ = 45°, h = 10 [m]
a) Szamitsuk ki az egyes erdk altal a testen végzett munkakat!
b) Mekkora lesz a test sebessége a lejt6 aljan?

Megoldas:
a) Vegyuk fel a koordinata rendszert, és rajzoljuk be az erGket:
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/B

X

h
h —
ATAB = m, AI‘AB = (Sig(l) [m]

Az m-g gravitacids erd altal végzett munka:

: h
5 — A m-g-sina ) h
Wrr‘?-gB=m'g‘ArAB=(_m.g.cosa)‘<siga>=m'g'51na-sina=m'g'h=
=150-9,81-10 = 14715 []]

A W358 =m- g-h 6sszefliggéssel minden esetben kiszamolhatd a gravitacios erd
munkaja.

Az Fy kényszerer6 altal végzett munka:

h
N - _ —F, h
W;}( B — Fg o ATy = ( Fns)’<sina> = _Fs.sina
0

F=-p-Fy=—p-(m-g-cosa)

h _ —pmgh _ —0,11509,81-10
sihna  tana tan 45°

WAE = —p-(m-g-cosa) - =—14715]]]

b) Munkatételbdl:

1 1
D WA = W+ WA = S v = Sme ]

1 1
14715 — 1471,5 = 5 150 - v — 5 150 - 02

_ [32435-2 . om
Ve = 50 % 9[?]
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3. feladat
Egy alfa szogl, érdes fellletl lejté aljardl, a lejtével parhuzamos iranyud, F
nagysagu erbével, h magassagba felhizunk egy pontszer( testet.

Adatok: m = 100 [kg], F = 2000 [N], u = 0,12, a = 35°, h = 10 [m]
a) Szamitsuk ki az egyes erbk altal a testen végzett munkakat!
b) Mekkora lesz a test sebessége a lejtd tetején, ha nyugalombol indult?

Megoldas:
a) Vegylk fel a koordinatarendszert célszer(ien, és rajzoljuk be az er6ket:

A

h
h -
Aryp = sina’ Aryp = (siga) [m]

Az F er§ altal végzett munka:

h
-8B _Fonr — (FYol= _.h_ ._10—
WAB = F ArAB—(O) <518a>_F —— = 2000 —— = 348689 [J]

Az m-g gravitacios erd altal végzett munka:

. h
N — . —-m-g-sina ) h
an.g3=m-goArAB=(_m_g_cosa)o<sma>=—m-g-sma- —=-m-g-h=
0

sina
=-100-9,81-10 = —-9810 []]
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Az F, kényszerer6 altal végzett munka:

h
5 = _ —F h
WA = Fic s A =<Fns)'<sina> = —F, -~
0

sina

F=—p-F=—p-(m-g-cosa)
_—u-m-g-h_—012-100-9,81-10

WA=E = — = —1681,2
po(m-g-cosay: sina tan a tan 35° U]
b) Munkatételbdl:
A->B _ 7 A—B A-B 4o _ 1 , 1 2
ZW =Wg™% + W™ + Wgy —Em-vB—Em-vA

1 1
34868,9 — 9810 — 1681,2 = 5 100 - v — 5 100 - 02

by = ’231957 2 54[ ]

4. feladat
Az m tdomegl pontszer( testre allandé F erével hatunk az abra szerint.

Adatok: m =500 [kg], Hoss =015, pu =01, a=30°, B=10°, h=10[m], g =
9,81 [5]

a) Szamitsuk ki, hogy milyen Fmin és Fmax értékek kozott valtozhat az F er6
eldjeles nagysaga, hogy az anyagi pont egyensulyban maradjon az érdes fellletd
lejton!

b) Szamitsuk ki az anyagi pont palyamenti gyorsuldsat, ha F=1,636 - Fmax!

c) Szamitsuk ki a lejté altal a mozgd anyagi pontra kifejtett kényszererd
nagysagat a fenti gyorsulds mellett!

d) Szamitsuk ki a gyorsulas ismeretében az A és B pontok kozotti mozgas
id6tartamat (Atas), és az anyagi pont palyamenti sebességét a B pontban. (Az
anyagi pont az A pontbdl nyugalombdl indul.)

e) Ellenérizziik a d) pontban kapott sebesség értékét alkalmazva a munkatételt!
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Megoldas:
Vegyuk fel a koordinatarendszert célszerlen, és rajzoljuk be az erbket:

A

a) Feltételezzik az anyagi pont egyensulyat, és meghatarozzuk azon F értékeket
amelyek esetén az fennall.

ASAB = h =20 [m]

sina

Egyensulyi egyenletek:

Ziﬁi=F+m'g—+FK=6

F - cosf —m- g -sina -F\ _ (0
(F-sinﬁ)+(—m-g-cosa)+(Fn>_(0)
I.F-cosB—m-g-sina —F, =0 = F,=F-cosp—m-g-sina
II. Frsinf—m-g-cosa+FE,=0 = F,=m-g-cosa—F-sinf

Az anyagi pont egyensulyban van akkor, és csak akkor, ha:
|Fe| < poas " Fu

Innen:

—Hoap " Fn < Fy < loap " Fy

1. eset:

—Hoap " Fn < Fi

—Uoag (M- g-cosa —F -sinf) < F-cosp—m-g-sina
—Uoag "M g-cosa+ Uoup - F-sinfS < F-cosfp—m-g-sina
m-g-sina — loag"m-g-cosa < F-cosfy — Ugap * F - sinf
m- g - (sina — poap * cosa) < F - (cosf — poap * Sinf)

19948 [N] < F

Frin = 1994,8 [N]

2. eset:

Fe < tons " Fn
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~cosf—m-g-sina < posp-(m-g-cosa—F-sinf)
ccosf —m:-g-sina < Uoug Mg COSA — Ugap * F - sinf
~coSP + poap " F rsinf < pgup-m-g-cosa+m- g - sina
“(cosB + pgap - sinf) <m- g - (Uoag * cOSa + sina)

F < 3056,1 [N]

Fpax = 3056,1 [N]

b)

F = Epuy - 1,636 = 5000 [N]

YFE=F+m-g+Fy,=m-a

F - cos —-m- g - sina —F a

(F . sinﬁ) + (—m : :Z : cosa) + ( Fns) =me (0)

I. F-cosB—m-g-sina—F,=m-a

II. F-sinf—m-g-cosa+F,=0 - F,=m-g-cosa—F-sinf =3379,6 [N]
I11. F, = pup - F, = 337,96 [N]

- ™

o

1. 500 - cos10° — 2452,5 — 337,96 = 500 - a
m
a = 4267 [S—Z]
c)
|Fe| = Fy = JFZ + F2 = \[337,962 + 3379,62 = 3396,4 [N]
d)

Sp = Sy +UA 'AtAB +%'AtABZ

a 2
ASAB =Sp— S, = Vy -AtAB +E.AtAB

_ 4267

o Atag® > Aty = 20— 3,062 [s]

4,267

Vs = v+ a- Aty = 4,267 - 3,062 = 13,06 [?]
0

20

e)

WF{4—>B =F- COSﬁ . ASAB = 98480,7 U]

h
—_—

Wig? = —m- g sina-Asyg = —m- g-h =—49050 [J]
WPAK_)B = _F; : ASAB = _6759,2 U]

Munkatétel:
0

S WA = Wis? + WA + WASP = 426715 =2-m-vh — 2 m-vi = vy =1306 [?]
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5. feladat

Egy / hosszusagu idealis kotél egyik vége rogzitett, masik végéhez pedig egy m
tomegli pontszer(i testet erdsitink. Ezt kovetéen 10 [m/s] nagysagu
kezddsebességgel az dbra szerint mozgdasba hozzuk a testet. Mekkora lesz a test
sebessége a B pontban?

Adatok: m = 25 [kg], @ = 35°, [ = 6 [m], v, = 15 [?]

Megoldas:

Ahyg =1l—=1l-cosa=1-(1—-cosa)

A kotéleré a mozgas soran mindvégig merdleges a korpalya érintdjére, ezaltal a
pillanatnyi elmozduldsra, ebbdl adéddan az altala végzett munka nulla:

Wg=F = 0]

A gravitacios er6 altal végzett munka:

Wig? =-m-g-Ahyg=-m-g-1-(1—cosa)

Munkatétel:
A-B A-B 1 2 1 2
ZWFi = Wnyg =5M Vg —om v,
1
-m-g-l-(1—cosa) = Zm: vB—Em v2

— 2 [} 2 — m
vg= [-2-g-1-(1—cosa)+v2=1—2-981-6- (1 —cos35°) + 15 _14,27[?]

6. feladat
Az anyagi pont a fligglleges sikl kényszerpalya A pontjabdl v, nagysagu
kezdGsebességgel indul az dbra szerint. A palya AB szakasza koriv alaku és

surlédasmentes, mig BC szakasza egyenes és érdes.
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ASg.

A
\

Adatok: g = 9,81 [;"—2] vy =15 [ﬁ] R =30[m], tas =0, tpc = 0,1, & = 60°
a) Szamitsuk ki az anyagi pont palyamenti sebességét a B pontban!
b) Ha az anyagi pont a C pontban all meg, akkor szamitsuk ki a Assc tavolsagot!

Megoldas:
a)

Il
ol

ods

Y



Ahyg =R —R-cosa =R-(1—cosa)

Mivel az AB palyaszakasz tokéletesen sima, igy a palya altal kifejtett kényszererd
minden pontban merdleges a palya érint6jére, ezaltal a pillanatnyi elmozdulas
iranyara, tehat munkavégzése nulla:

WAE =0

A gravitaciés er6 munkavégzése:
Wig?=m-g-Ahyg =m-g-R-(1— cosa)
0

ZiWﬁ‘;*B=WF‘2*B+W,,§‘.§B=m-g-R-(1—cosa)=§-m-v§—§-m-vf
2-g-R-(1-cosa) =v:—v:
UB=\/vj+2-g-R-(1—cosa)=22,78 [%]

b) A gravitaciés er6 a BC szakasz minden pontjan merdleges a palyara, azaz az
elmozdulds irdnyara, tehat munkavégzése nulla:

Wit =0
A kényszerer6 munkavégzése:
W€ = —F; - Asgc = —ppc " Fy - Aspe = —ipc *m - g - Aspc
Munkatétel:
0
—_———
ZiWFBi_)C = WESC + Wi = —ppc-m - g - Aspe :l-m-yg —l-m-vé
2 - 2
—2 " Upc " g Asgc = —v
2

Aspe = —B— =264,5[m

BC™ 2upcg [m]
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4. Elektrosztatika

1. feladat

Hatdrozzuk meg a g: pontszer( toltés altal a P pontban keltett térerGsséget,
valamint a P pontba helyezett g toltésre hatd er6t és nagysagat!

yA

Xy

Adatok: q, =2-1075[C], ¢ = —1-107¢[C], [ = 0,03 [m], d = 0,02 [m]

Megoldas:

__(1\_ (0,03

r= (d) = (0,02) [m]

r = |f] = /0,032 + 0,022 = 0,036 [m]
r3 =0,036% = 4,67 - 1075 [m?]

A P pontban keltett térerGsség:

@ o 2:107° 003 _(11,6-106>[§]
E@=k-35-1=9-10 4,67-10-5 (0,02)‘ 7,7-10°/C

- EM

d
% |
-
A P pontba helyezett q t6ltésre hato er6:

me = e 11,6-106)_ -11,6
F(f) = q-E(F) = —1-10 ( 77 100 ) = ( 7y ) IN]
A P pontba helyezett q toltésre hatd eré nagysaga:

[F®| = /(=11,6)2 + (=7,7)2 = 13,9 [N]

Xy
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2. feladat

a) Szamitsuk ki az abran lathaté ¢: és ¢: ponttdltések altal a P pontban
egylttesen keltett elektromos térerésséget!

b) Szamitsuk ki a mez6 altal a P pontba helyezett g probatoltésre kifejtett er6
nagysagat!

Adatok: q, =107%[C], q, =—2-10"5[C], q=10"5[C], | =0,01[m], d = 0,0173 [m],

k =8,988-10° 2]

c?

a)
= (797 = (00) 7= (g 0175) )

R=r-f = 0,01 )Iml = 1 =0012+00173% =002 =210 [m]

0,0173
m=r-n= (00 ) Iml = 1= /(-001)? ¥ 0,01732 = 0,02 = 21072 [m]
2 2= 0,0173 2 ' ' '

r’=8-10"°[m?], 7;°=8-10"°[m’]

El6szor kiszamoljuk kilon a g: és g: ponttoltések altal a P pontban keltett
elektromos térer0sséget, majd ezeket Osszeadva megkapjuk az ered6

térerGsséget:
i =k gm0 190001 ) (1425) 1 M)
B = k57 =8,988-10° oo (0. 0173) = (1/946) 107 [

n

Ey =k 32 10 2107 =001y _ (225 7[51
E2(r) =k —5-72 = 8988107 - =0 (0,0173)_(—3,892) 10%¢

2

E() = E,(N) + E,(P) = (—3597456) 107 [%]

58



b)

PO =E@)q = (Zggs) 107107 = (2375 IV

|F(7)| = /33,752 + (—19,46%) = 38,96 [N]

3. feladat
Az abran jeldlt helyeken rogzitiink egy q; =3-107¢[C] és egy g, = —2-107%[C]
ponttoltést.
[mlYya
0,06 —

004 4———--9q,

0,02 +—

|
[
-0,06 -0,04 -0,02 0,02 004 0,06
|
|

L0027

|

| N —_ -

| 004 oy
|

0, & —--0,06 -

Mekkora a térer6sség a P pontban?

Megoldas:
A ponttéltésektdl a P pontba mutatd helyvektorok, és azok nagysaga:

7= (8'82) [m] = n°=.006%+0,022=0063=63-10"2[m]

. (—0,02

2 7 \-0,08
3=25-10"*[m3], n*°=55-10"*[m?3]

El6szor kiszamoljuk kilén a ¢: és g- ponttoltések altal a P pontban keltett

elektromos térer0sséget, majd ezeket Osszeadva megkapjuk az ered6

térerdsséget:

) 3.107
E\(F) = k-~ .7 = 8988 10° - (209 = (317) 106[ ]
T-

) [m] = 7" =.(=002)+ (=0,08)2 = 0,082 = 8,2 1072 [m]

) 2,5-107* \0,02 2 16
Fy=k T2 mv_ 10 . 27107 0,02 0654 6[]
E,(F) =k 3 12 = 8,988 - 10 55-10-* (—0,08) 2 61 10

2

E( = E,(F) + E,(7) = Z;? 106[ ]
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4. feladat

Egy (=1 [m] hosszU, vizszintes (ivegcsd két végére egy g, = 1076 [C] és egy q, =
4-107°%[C] nagysagu pozitiv ponttoltést rogzitliink. Hol fog elhelyezkedni az
(vegcsd belsejében a szabadon mozgd, q=2-10"°[C] nagysagu pozitiv
ponttoltés?

Megoldas:

A q és q, valamint a q és g, ponttoltések kozott fel fog lépni egy F,, és egy F.,
nagysagu Coulomb ero.

Jel6ljuk a g, és q ponttoltések kozotti tavolsagot x-szel, a q, és q ponttoltések
kozotti tavolsagot pedig (I — x)-szel. Igy felirva a két Coulomb erd:

Fol = k- 1110 [N]
_ q
Feal = k- 2 )2 [N]

A g ponttOltés egyensulyban van, azaz a ra haték erdk ereddje zérus, tehat
nagysaguk azonos:

|Fc1| = |Fcz|

Behelyettesitve'
q1" q

e x?2 =k (l—x)2

Elvégezve az egyszerlsitést:

a1 2

x2  (I—x)2

Behelyettesitve a megadott értékeket, kiszamolhatjuk az x tavolsagot:
107¢ 4-107°

x2 (1-x)2

(1—x)? = 4x?

1—2x +x% =4x?

0=3x2+2x—-1

—24V2Z¥4-3-1
12 = 2-3

16 !
X =-lésx, =7

Mivel a g toltésnek a cs6ben kell lennie g: és g toltések kozott, ezért x-re csak
a 0-nal nagyobb és 1-nél kisebb szdm a helyes megoldas, tehat a g téltés a g:

. 7 1 7 7 ,” .
toltestol 5 [m] tavolsagra lesz a csd belsejében.
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5. Elektromos ellenallas szamitasa

1. feladat
Mekkora aram folyik at egy 5 [mm?] keresztmetszet(i, 10 [m] hosszu rézhuzalon,
ha a vezeték végei kozott 0,2 [V] fesziltségkillonbség mérhet6? A réz
vezetbképessége 5,6 - 107 [ﬁ]
Megoldas:
A=5-10"5[m?]
R l _ 10

" o-A 56-107-5-10°6

=0,0357 [Q]

Ohm toérvényébdl:
U 0,2

R~ 00357 >OlAl

2. feladat

Mekkora fesziltségklilbnbség mérheté egy 5 [mm?] keresztmetszetli, 6 [m]
hosszU aluminium vezeték végei kozott, ha a vezetéken 15 [A] aram folyik
keresztlil? Az aluminium fajlagos ellenallasa 2,7 - 1078 [Qml].

Megoldas:
A=5-10"¢[m?]
. .10~8.
R =21 =209 % _ 00324 [q]
A 5:10

Ohm toérvényébdl:

U=R-1=0,0324-15= 0,486 [V]

3. feladat

Mekkora az el6z6 feladatokban 1évé két vezeték eredd ellendllasa, ha sorba,
illetve ha parhuzamosan kotjik 6ket 6ssze?

R, = 0,0357 [Q], R, = 0,0324 [Q]

Sorba kotve:
R, = R, + R, = 0,0357 + 0,0324 = 0,0681 [Q]

Parhuzamosan kotve:
1 1 1 1

R, R, R, 00357 00324

= 58,88

R, = = 0,017 [Q
¢ 58,88 [
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4. feladat
Szamitsuk ki az alabbi kapcsoldsok eredé ellenallasat! Minden ellendllas értéke
legyen R = 1[Q].

a)
O R R R O
Megoldas:
A harom ellenallas egymassal parhuzamosan van kapcsolva, egyszerUsités utan:
R
@, R O
R
Igy az eredé ellenéllas:
1
R, = = =0,33[Q
eST T 171 1.1 4]
R R R 1 1
b)
O—'— R
R
R
R L 5
Megoldas:

A jobb és bal oldali 2-2 ellenallas parhuzamosan van egymassal, a két oldal pedig
sorba, igy az eredé:
1

R, =

tr— =+ =1[0]

1 1 1
+ + + +

xR
x| -
|-
e
=
[
=

1
R
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o)

R
O— R —O
R R
Megoldas:
Egyszer(sités utan:
R
O— —O
R
R | ||
R
Az alsé ellenallasok ereddje:
1 1
Ry =7—F+R=7—5+1=15[q]
E-I_EI I I r” 7 7 ’ ”
Ezekkel parhuzamosan van kapcsolva a felso ellenallas, igy a teljes ered6:
1 1
Re=1—=7—7=06I[0]
R Ry 115
d)
R
O— R —O
.
Megoldas:
A harom ellenallas egymassal parhuzamosan van kapcsolva, igy az eredé:
1 1
R, = = =0,33[Q]
eTI 1 171 1.1
R R 1
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e)

Megoldas:
A kozéps6 a bal oldali ellenallassal parhuzamosan van kapcsolva, ezek pedig
sorba a jobb oldalival. Igy az eredd:

1 1
Re =ﬁ+R =ﬁ+1 = 1,5 [Q]
R'R 11
f)
R R,
O— R, —QO
R R,
Adatok: R=51[Q], R, =1[Q], R, =2[Q], R; = 3[Q]
Megoldas:
A megoldashoz delta-csillag atalakitasra van sziikség:
R M R*
O— R,* —O
R +— RS*
R, R, 1

Ri=———2 _=_10

YR, +R,+R; 3 Ll

, Ry Rg _
ks " Ry+R,+R; tial
g BB 1

CRAR R, 2

Igy az eredé ellenallas:

R, =———+ R} =3,323[0]

—+
% G
R+R] R+R;
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6. Egyenaramu halézatok megoldasa

1. feladat
Szamitsuk ki az ellenallasokon atfolyd dram erdsségét és az egyes ellenallasokon
esO fesziltségeket!

Adatok: U =48[V], R, =2[Q], R, = 10 [Q]

Megoldas:
A két sorba kotott ellenallads helyettesithet6 az R, ered6 ellenallasukkal:
R, =R, +R,=2+10=12[0Q]

Az dramforrason atfolyé aram er6sségét Ohm torvényével szamoljuk ki:
U 48
I=p=1p=4Al
Mivel az ellendllasok sorban vannak koétve, igy a rajtuk atfolyé aram erdssége
megegyezik az aramforrason atfolyd aram erdsségével:
L =1,=1=4[A]
Az ellendllasokon mérhet6 fesziiltségeket szintén Ohm torvényével szamithatjuk
ki:
Uy=1-R =4-2=8[V]
Uy=1,"R, =4-10 = 40 [V]

2. feladat
Szamitsuk ki az ellenadllasokon atfolyd aramok erdsségét és az egyes
ellenallasokon esd feszlltségeket!
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- _ R, R,

U
Adatok: U =48[V], R, =2[Q], R, = 10 [Q]
Megoldas:
A két parhuzamosan kotott ellenallas helyettesithet6 az R, eredd ellenallasukkal:

1 1
R,=——=——=1,666[0]
eTT 171 1

Ri R, 2 10

Az dramforrason atfolyé aram er6sségét Ohm torvényével szamoljuk ki:
U 48
1=R—e=%=28,8[A]
Az egyes ellenalldsokon esé fesziltség megegyezik az dramforrdson mérhet6
feszlltséggel:
Uy =U, =U =48[V]
Az ellenallasokon atfolyé aram erdsségeket Ohm torvényével szamoljuk:

U, 48
=—1=—=24[A
1SR T3 [A]
_ Uz _ 48 _

Iy =2 =1, =4814]

Megjegyzés: Az egyes ellendllasokon atfolyd dramok erdsségének osszege
egyenl6 az dramforrason atfolyé dram erésségével.

3. feladat

Szamitsuk ki az aldbbi egyenaramu haldézat egyes &gaiban folyd aramok
er6sségét, valamint hatdrozzuk meg a hozzajuk tartozé technikai
aramiranyokat!
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| ]

B A F

Adatok: U,, =12 [V], Uy, = 24 [V], Ry, = 10 [Q], Ry, = 10 [Q], R, =5[Q], R, = 5[],
Ry = 15[Q]

Megoldas:
El6szor jeloljuk ki onkényesen az egyes agakban az aramiranyokat, és a
hurkokban a koruljarasi irdnyokat.

R,

C D E
R,

Rb1 (\‘ sz I
+ —— Uy + Upz R,

I,
D ) T
B A F

A 3 ismeretlen aramerdsség, és a hozzajuk tartozo technikai aramiranyok
meghatarozasahoz 3 fliggetlen egyenletre van sziikség. Ehhez eldszor irjuk fel
az A-B-C-D-A hurokra Kirchhoff II. torvényét:

I. Uy +Rpy I, + Ry -, +Ryy - I, — Upy = 0

Ezt kovet6en az A-D-E-F-A hurokra Kirchhoff II. torvényét:
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II. Uy, =Ry I, + Ry I3 + Ry - 1; = 0

Végll irjuk fel a D csomépontra Kirchhoff I. térvényét:

L., -1, —1,=0

Igy egy harom ismeretlenes linedris egyenletrendszert kaptunk. Oldjuk meg az
egyenletrendszert a Cramer-szabaly alkalmazasaval:

L (Rpy +R) "L+ Ry I, = =Upy + Upy

II. =Ry, " I, + (R, + R3) I3 = —Uy,

Inm. , -, -1;=0

1151, 410,401, = 12

II.0-1, —10- I, +20-I; = —24

.1, —1L,—1-1,=0

Tehat az egyenletrendszer matrixos alakban:
Ael=b

Részletesebben kiirva:

IR

Szamitsuk ki az A matrix determindnsat a 3. sor szerinti kifejtéssel:
detA = (1-(10-20)) — (-=1-(15-20)) + (=1 (15-—10)) = 200 + 300 + 150 = 650

I, értékének kiszamitasahoz az A matrix els6 oszlopat cseréljiik ki a b vektorra:

12 10 0
A =|-24 -10 20
0 -1 -1

Szamitsuk ki az igy kapott A1 matrix determinansat:
detA; =0—(—1-(12-20)) — ((12-—10) — (=24 -10)) = 0 + 240 — 120 = 120
A keresett I, érték a két determinadns hanyadosa:

detd, 120

I, = = =0,185 [A
17 detA 650 [A]

Tehat az 1-es agban folyé dram erdssége 0,185 [A], irdanya pedig megegyezik a
feltételezettel.

I, értékének kiszamitdsahoz az A matrix masodik oszlopat cseréljik ki a b
vektorra:

15 12 0
A, =10 =24 20
1 0 -1

Az A matrix determinansa:
detA, = (1-(6-30)) + (-1-(10-—12)) = 240 — 0 + 360 = 600
A 2-es agban foly6 aram er6ssége:

detA, 600

I, = = =0,923[A
27 detA 650 [A]
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Tehat a 2-es agban folyé aram erdssége 0,923 [A], iranya pedig megegyezik a
feltételezettel.

I; értékének kiszamitdsdahoz az A matrix harmadik oszlopat cseréljik ki a b
vektorra:

15 10 12
As=|0 —10 —24]
1 -1 0
detA; = (1-((10-—24) — (—10-12)) — (~1- (15 —24)) + 0 = =120 — 360 + 0 = —480

detA; —480
= Geta ~ 650
Tehat a 3-as agban folyd aram erdssége 0,26 [A], irdnya pedig a feltételezettel
ellentétes.

A kapott megoldasokat leellenérizhetjik visszahelyettesitve az eredeti hdrom
egyenletbe. Gyors (de nem teljes) ellenérzésként most csak a III. egyenletbe
helyettesittink:

I —1,— I, =0,185— 0,923 — (—0,738) = 0

= —0,738 [A]

4. Feladat

Szamitsuk ki az alabbi egyenaraml halézat egyes agaiban folyé aramok
er6sségét, valamint hatdrozzuk meg a hozzajuk tartozé technikai
aramiranyokat! (Az dbran 6nkényesen kijeloltik a hurkokhoz tartozé kortljarasi
iranyokat, valamint az egyes agakban feltételezett technikai aramiranyokat.)
Adatok: Uy, =20[V], Uy, =10[V], Ups=5[V], Ry =2[Ql, Ryy =71[Ql, R, =4][0],
Ry, = 6[Q], Ry3 = 4[Q]

F

+ b2

b2
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Megoldas:
Kirchhoff II. torvénye az A—-F-E-B-A hurokra:

I.Y;Uu=R "I, +Ry3 - I3 —Ups + Ry I, + Uy, =0
Kirchhoff II. térvénye a B-E-D-C-B hurokra:
IL XU =Ups —Rps " Is+ Ry "I + Ryy " I, = Upy = 0
Kirchhoff 1. térvénye a B csomodpontra:
LY, =-L+L+1=0

L (Ry +Rp2) " I; + Ry3 " I5 = Upz — Upy
II. (R, + Rp1) " I, = Rp3 * I3 = Upy — Ups
III. _11+12+I3:0
1.8 1, +0-L+4-I;=—5
8 0 4 I -5
.01, +11-L,—4-L,=15 = |0 11 —4|«|L|=]15
-1 1 1 I3 0
I —1-5,+1L,+1I;=0

Oldjuk meg az egyenletrendszert a Cramer-szabalyt alkalmazva:

8 0 4 -5 0 4 8 -5 4
A=]|0 11 —4{, A, =115 11 -—4|, A, =10 15 —4|,
-1 1 1 0 1 1 -1 0 1
8 0 -5
As=|0 11 15
-1 1 0
8 0 4 -5 0 4
detA=|0 11 -—-4| =164 detA; =15 11 —4|=-15
-1 1 1 0 1 1
8 -5 4 8 0 -5
detd, =| 0 15 —4| =160 detA; =0 11 15(=-175
-1 0 1 -1 1 0
_ detd, _ -15
17 deta ~ 164 0,09 [4]
_ detA; _ 160 _
27 deta 164 0,98 [4]
_ detAs _ -175 _
37 deta ~ 164 1,07 [4]

Megjegyzés: A negativ elGjel azt jelenti, hogy a valds aramirany ellentétes a
feltételezettel.
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5. feladat

Hatdrozzuk meg az R, ellendllason atfolyd aram erdsségét és a hozza tartozo
technikai aramiranyt!

— —
Adatok: U,, = 24 [V],U,, = 48 [V], R,y = 10[Q], Ry, = 20[Q], R, = 10 [Q], R, = 10 [],
Ry =120[Q], R, = 20[Q], Rs = 10 [Q], R, = 10 [Q]

Megoldas:

Eredd ellendlldsok szamitdsaval a haldézat az alabbi
redukalhatd, ahol:

Ry =Ry + R, + R, =10+ 10 + 10 = 30 [Q]

1 1 1 20
Roe=5—5 =7 1=7==10[0]
Rs ' Ry 20 ' 20 20
Rys = Ryp + Rs + Rg = 20 + 10 + 10 = 40 [Q]
B c E

egyszer(i haldzatta




frjuk fel a bal oldali (D-A-B-C-D) hurokra Kirchhoff II. térvényét:

I Uy +Roy I + Rop 1, = 0

Ezutan irjuk fel a jobb oldali (D-C-E-F-D) hurokra Kirchhoff II. torvényét:
II. Rys-I; —Upy —Ryy - I, =0

Végll irjuk fel a D csomépontra Kirchhoff I. térvényét:

L., -1, —1;=0

Az egyenletrendszer matrixos alakban:

o sl f-[4]

OIdJuk meg az egyenletrendszert a Cramer-szabalyt alkalmazval!
Szamitsuk ki az A matrix determinansat:
detA=(1-(10-40)) — (—1-(30-40)) + (—=1-(30-—10)) = 400 + 1200 + 300 = 1900

Mivel a kérdés az R, ellendlldson atfolyé aram erdssége és a hozzatartozo
technikai dramirany, ezért elég az I, dramerdsséget kiszamolni:
30 =24 O
0 48 40]
1 0 -1
detA, =1-(—24-40) — 0+ (—1-(30-48)) = —960 — 1440 = —2400
_detA, —2400

2= Geta = 1900 =
Tehat az R,, ellendlldson atfolyd dram erbéssége 1,26 [A], a technikai dramirany
pedig a feltételezettel ellentétes.
Ohm toérvénye alapjan az R,, eredé ellenallason esoé fesziltség:
U, =1p " Rep = 1,26-10 = 12,6 [V]
A parhuzamos kapcsolas miatt az R; ellendllason ugyanekkora fesziltség esik,
igy Ohm térvénye alapjan az R, ellenallason atfolyd aram erdssége:

U, 126
LL=—=

R, 20
Tehat az R, ellenallason atfolyd dram erdssége 0,63 [A], irdnya pedig megegyezik
az R,, ellenallasnal feltételezett aram iranyaval.

A2=

—1,26 [A]

= 0,63 [A]

7. Hotranszport allandosult allapotban

7.1 HOovezetés

1. feladat

Mekkora annak a falnak a hGvezetési ellendllasa, amelyen keresztlil 100 [W]
er6sségli hdéaram halad keresztil, ha a fal két oldala kozott a
hémérsékletkiilonbség 5 [°C]?
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Megoldas:
lg-Ry=AT = Ry="=2=005[1]

1o~ 100
A megoldas soran a hdmérsékleteket Celsius fokban is megadhatjuk, mivel a
Celsius és Kelvin fokban vett hémérsékletkilonbség egymdssal egyenld.

2. feladat
Az abran egy épllet betonbdl késziilt fala lathatd. A fal belsé és kiilsé feltletének

hémérsékletét 77 és Tz jeloli.
ca

Adatok: d, = 0,2 [m], A =1[m?], &, = L,1[-=], T, = 20 [°C], T, = 0 [°C]

Szamitsuk ki allanddsult allapotban az 4 feliletl, 4 vastagsagu falon athaladé
héaram erOsségét! Szamitsuk ki a falon keresztil 1 éra alatt atjutd
homennyiséget!

Megoldas:
- _ LS
Ry = A 0,182 [W]
—(T,—-Ty) 20
Ig*Rp=—(T,—-T1) = Ip= 7;“ ==, = 110 (W]

AQ =1I, - At = 110 - 3600 = 396000 [J] = 396 [k]]

3. feladat
A 2. feladatban szerepl6 betonfal belsé oldaldra egy dr vastagsagu fenyéfa
réteget (lambériat) erdsitlink.
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Adatok: d; =0,01[m], d,=02[m], A=1[m?], X =11[-—|, & =011[-=], T, =
20 [°C], T, = 0 [°C]

a) Szamitsuk ki a fenti, 0sszetett falon keresztll athaladé h6éaram erbésségét! A
fal belso és kiilsé fellletének hOmérséklete ugyanaz, mint az 1. feladatban. Hany
szazalékkal csbkken a hoszigetelés hatasara a falon athalado h6éaram erGssége?
b) Szamitsuk ki a rétegek érintkezo felliletének homérsékletét (7%)!

c) Rajzoljuk fel a hGmérsékleteloszlasat a falra meréleges iranyban!

Megoldas:

a)

_df 001
M ApA T 0111

Rae = Rag + Ry = 0,273 [ 1]

= 0,091 [%]

I Rpe=—(T,—T) = I =" =7326[w]

Ae

%- 100% = 33,33%

Tehat 1 cm vastag fenyo6fa szigetelés alkalmazasa 33,33% energia megtakaritast
jelent.

b)

Iy" Ryy=—(T*"—T) =T, —T*

T* =T, —Iy" Ry = 20 — 73,26 - 0,091 = 13,33 [°C]

c)

Trec] 4

20
13.33 x T(x)

1 21 xT(;m]
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4. feladat

Egy ablakban lév6 lGveg vastagsaga 5 [mm]. Az (veg belsé felllete 21 [°C], a
kils6é 14 [°C] hOmérsékletli. Mennyi h6 tavozik el az ablakiivegen keresztil 1
ora alatt, ha az ablakliveg felllete 80x80 [cm], és az liveg hévezetési tényezbje

0,8 [ﬁ ?

Megoldas:

Az ablaklveg felilete:

A=08-08=0,64[m?]

Az ablakliveg h6atbocsatasi ellenallasa:

d 0,005

R = 1A= 08 0,04

A héaram erdssége:

—(Tx —Tp) —(14-21)
R, ~0,00976

A tdvozo hémennyiség:

AQ =1y At = 717,2-3600 = 2581,92 [K]]

= 000976[K]
=0, W

Iy = =717,2 [W]

Az elObbi egyrétegl ablakiveget kicseréljik egy kétréteglire, ahol az egyes
Uvegrétegek vastagsaga 4 [mm], és a koztlk |évd légréteg 2 [cm]. Mennyi lesz
ekkor az 1 o6ra alatt tavozd hé mennyisége? (A légrétegben a h6aramlast
elhanyagoljuk, a leveg6 hévezetési tényezsGje 0,026 [%])
Megoldas:
Az ablakliveg héatbocsatasi ellenallasa:
Re = Ras + Ry + R

dg d, dy 0,004 0,02 0,004 L2 [5]

R = =
€ Aﬁ-A+Al-A Ag A 0,8-0,64+0,026-0,64+0,8-0,64 w

A h6aram er@ssége:

—(Tk —Tp) —(14 —21)
R, 122

A tavoz6 hémennyiség:

AQ =1, - At = 5,74 -3600 = 20,664 [K]]

Iy = = 5,74 [W]

Mekkora vastagsagunak kellene lennie az egyrétegl livegablaknak, hogy azonos
fellleti hémérsékletek mellett, ugyanannyi id6 alatt, ugyanekkora hémennyiség
tavozzon rajta?

Megoldas:
Az egyrétegli Gvegablak hévezetési ellendlldasdanak az Osszetett ablakszerkezet
eredé ellenadlldsaval kellene megegyeznie:

=1,
;5



_ d
T 1A
Tehat az egyrétegl lveglapnak 62,5 [cm] vastagnak kellene lennie.

R; = d=R;-1-A=122-08-0,64 = 0,625 [m]

5. feladat

Egy 2 cm atméréjli, 1 m hosszu, kor keresztmetszetl acélrudat 2 mm vastag
krom réteggel vonunk be. Az 0sszetett fémrud egyik vége 100 °C, a masik pedig
20 °C. Az acél hévezetési tényezGje: 46 [%], a krom hévezetési tényezdje: 91
[
m-K

Szamitsuk ki a kialakulé h6aram erGsségét, és a rudon 10 perc alatt ataramlo
h6é mennyiségét!

Adatok: T, = 100 [°C], T, = 20 [°C], I = 1 [m], dges = 2 [cm] = 0,02 [m],

. w w
disey = 2,4 [cm] = 0,024 [m], At = 10 [min] = 600 [s], Ayes = 46 [ﬁ] Arem = 91 [ﬁ]

Megoldas:
Az Osszetett fémridban a hé parhuzamosan aramlik az acél és a krom rétegben,

igy az 6sszetett rud eredd hdvezetési ellendlldsa:

R 1 1 l
le = T 1 T ZucerAacel . MoromArrom . .
+ acélZacel + krém Zherém Aacél Agear + Akrém Agrém
Riacet  Rakrem l L

Az acél réteg keresztmetszete:
dcat®*m 0,022 m

— 2
. 7 = 0,000314 [m?]

Agear =

A krom réteg keresztmetszete:

dice,? dyg?-m  0,024%-1 0,022-7
Aprem = Asssz — Agcarl = OSSZ - acelll- = 4 - 2 =0,000138 [mZ]

Az eredd hbévezetési ellenallas:
l 1

Aacer - Aucer + erom - Arrem 46 -0,000314 + 91 - 0,000138

K
Ry, = = 37,03 [W]

A kialakuld héaram erdssége:
L TAT —(T, = T,) _ —(20 — 100)
0= = =

Ry, Ry, 37,03
A 10 perc alatt ataramlé hémennyiség:
AQ =1y At = 2,16 - 600 = 1296 []]

=2,16 [W]
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6. feladat
Egy 5 cm atmérdjl, 1 m hosszu, kor keresztmetszet(i acélrudat krédm réteggel

, ”” s . . w , e SO .
vonunk be. Az acél hdvezetesi tenyezbje: 46 [ﬁ], a krom hodvezetési téenyezdje:

91 [-4].

Mekkora a krom bevonat keresztmetszete, ha a rud két vége kozotti 50 [°C]
nagysagu hémérsékletkiilonbség hatdsara 10 [W] héaram alakul ki? (A rudban
a ho csak hossziranyban terjed, és nincs héveszteség.)

Adatok: AT =50 [°C], L =1[m], dgeg = 5 [cm] = 0,05 [m], dgces = 46 [, Aurim =
w
91|, I, = 10 [W]

Megoldas:
Az 6sszetett fémradban a h6é parhuzamosan aramlik az acél és a krém rétegben.
El6sz6r szamoljuk ki az dsszetett rud ered6 hOvezetési ellendlldsat a megadott
adatokbdl:
AT _ AT 50 K

5 [l

= — > R _-
Ry, Ae

I = — =
¢ I, 10

Az acélrid hovezetési ellenallasa:

l _ 1
acél'Aacél 46:0,00196

K
Riacer = 5 = 11,09 [W]' ahol:

gt " _0,05%-m
4 4

Ageet = =0,00196 [m?]

Ezt kdvetben kiszamithatd a krom bevonat hdvezetési ellenallasa:
1 1 1

Rygrom  Ra, Riaca

K
= ler()m = 0,11 I:W:l

Ebbél a krdm bevonat keresztmetszete:

l l 1
KT Arom * Rarom  91° 0,11

Riprem = =01 [mZ]

Akr()m * Agrém

7.2 Hoatadas

1. feladat

Az épulet falanak kuls6 felilete 5 [°C] hoémérsékletli. A kilsé levegd
homérséklete 0 [°C].

Mekkora lesz a 1 [m?] falfellilet h6atadasahoz tartozé héaram erdssége, ha a fal
és a leveg6 kozotti h6atadasi tényezo 20 [ ‘;V ]? Mekkora lesz az egy 6ra alatt a

‘K
falfelllet altal atadott hémennyiség?
Adatok: T, = 5 [°Cl, Ty = 0[°Cl, A= 1[m?], 4¢ = 1 [A] = 3600 [s], @ = 20 [-2-

m
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Megoldas:

A kialakulé héaram er6ssége:

Iy =—a-A-(Tx —Tg) = —20-1-(0 —5) = 100 [W]
A At id6 alatt atadott hGmennyiség:

AQ =1y 4t =100 -3600 = 360000 [J]

Hogyan valtozik az atadott h6mennyiség, ha kint fuj a szél? A mozgd leveg6 és
a fal kozotti h6atadasi tényez6 35[ ] a tobbi adat valtozatlan marad.

Megoldas:

A kialakuld héaram erdssége:
Ig=-a-A-(Tx—Tp) =—=35-1-(0—5) = 175 [W]
A At id6 alatt atadott h6mennyiség:

AQ =15+ At = 1753600 = 630000 [J]

2. feladat
Egy 10 [cm] vastag, 4 [m?] felllet(i fal h6atadasi ellenallasa 0,017 [%]
Mekkora a levegd és a fal kozott a h6atadasi tényez6?

Megoldas:

R ——1 = ! = ! 14,7 15
«“ga T *TR,A o074 M7 [2 K]
3. feladat

Egy 30 [°C] h6mérséklet(i kornyezetben Uzemel6 villamos flit6test 600 [W]
teljesitményt ad le négyzetméterenként, mialatt fellletének homérséklete
allandé 150 [°C]. Mekkora lesz felluletének homérséklete, ha 400 [W]
teljesitményt ad le és a kornyezeti hémérséklet 25 [°C]-ra valtozik? (Minden
egyéb feltétel valtozatlan marad. A hésugarzast elhanyagoljuk.)

Adatok: Tgz, = 150 [°C], Tx; = 30 [°C], P, = 600 [W], Ty, = 25 [°C] = 298,15 [K], P, =
400 [W], A = 1 [m?]

Megoldas:

A kialakulé héaram erGssége a f(it6test leadott hételjesitményével egyezik meg.
Mivel csak a hGatadast vesszik figyelembe:

Py=1Iy=—-a-A-(Tgy — Tr1)

Ebbsl meghatarozhatd a felllet és a kdrnyezo leveg6 kozotti hdatadasi tényezo:

~ P, ~ 600

T A Te —Tr)  1-(30—150) S[mz-K]

Ha megvaltozik a teljesitmény és a kérnyezet hGmérséklete, akkor valtozatlan
hdatadasi tényez6 mellett a felilet hdmérséklete:

P, 0
— 425 = 105 [°C]

Tr2 =72 5.1

+ Tk, =
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4. feladat
Mekkora a fellilete és fellleti hmérséklete annak a targynak, melyrdl 20 [°C]

mV;K] hGatadasi tényez6 mellett 700 [W] héaram,

25 [°C] hémérsékletl kornyezetben 20[%] héatadasi tényez6 mellett 550 [W]
héaram alakul ki? (A h6sugarzastdl eltekintlink.)

] W o W
Adatok: Ty, =20 [°C], a; = 10 [-], Ipy = 700 [W], Ty, = 25 [°C], @, = 20 [ 5], Iz =
550 [W]

homérsékletl kdrnyezetben 10[

Megoldas:

A kialakuld h6aramok er6ssége:

lgy =—a - A (Txr — Tr)

lgy = —ay-A- (Tkz — Tr)

A két egyenletet egymassal leosztva A-val egyszerisithetlink:
1Q_1= —ay A (Tgr — Tr) _ ay - (Tygr — Tp)

lg, —ay-A- (T = Tp) gz (Typ — Tg)

lgy - ay - (Tyz = Tp) = loz - ay - (Txr — Tg)

Kifejezve a Ty-et:

_IQI'az'TKZ_qu'al'TKl 700'20'25_550'10'20

T = = 28,23[°C
F Igr-ay — Iy ay 700 - 20 — 550 - 10 *Cl
fgy a felulet:
Ips 700
A= = = 8,5 [m?
"o, (Te, —Tp)  —10- (20 — 28,23) [m*]
5. feladat

Az aldbbi abra egy hi(tdéhdaz kétrétegl falat mutatja. A fal kils6 rétege voros
tégla, mig a bels6 parafa.

Rak RM Rﬂp ob
\\ |
> °
//
Tlev,k Tl T2 T3 Tlev,b
ak ﬂ’t ﬂ’p ab




° ° w w
Adatok: Tiepi =25 [°Cl, Trevy = =2 [°C], @ =20 [-5—|, @, =10 [], d, =025 [m],

d, =02[m], A=1[m?], A, = 0,042 [%] Ay = 0,77 [%]
a) Szamitsuk ki a falszerkezet héatbocsatasi ellenallasat!
b) Szamitsuk ki a h6aram erdsségét a falon keresztil!
c) Szamitsuk ki az dbran lathato Ti, T2, T3 feltleti hGmérsékleteket!
d) Rajzoljuk fel a hémérsékleteloszlast a falra merdéleges iranyban!

Megoldas:
a) A falszerkezet h6atbocsatasi ellenallasa:
R, = Ry + Ryt + Rop + Ropy = de el —5237[K]
e — fak At Ap ab_ak_A At'A }‘p_A ab-A_' W
—— —— < . ——
0,05 0,325 4,762 0,1
b) A h6aram er6sség:
Tl ,b - Tl ,k 27
Io"Re = _(Tlev,b - Tlev,k) = lp=- & R, = 5237 = 5,156 [W]

c) A fellleti h6mérsékletek:
Ig*Rop =—(T1 —To) =To—Ty = Ty =To— Iy Rep = 24,74 [°(]
lg Ry = —(T,-T)=T,—-T, = T,=T, — Iy * Ry = 23,06 [°C]
Ig*Rip=—(T3—T) =T, =Ty = T3=T,—ly Ry, =149 [°C]

d) A falszerkezet hémérsékleteloszlasa a falra meréleges iranyban:

TI°C] 4

25

24,74 w
23,06

25 \I 45 x'[cm]
-1,49 H )

6. feladat

Adott egy 20 [cm] vastag téglafal, melyet belllrél 2 [cm] gipszkarton, kivilrdl 1
[cm] vakolat borit.

Milyen vastagsagu EPS h@szigeteld réteget kell a fal és a vakolat kézé elhelyezni,
ha azt szeretnénk, hogy a kialakuld héaram feleakkora legyen, mint az EPS
alkalmazasa nélkil?
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Adatok: Ty =-10 [ C]I Ty =20 [ C]r Atégla =05 [ﬁ]l Agipszkarton = 0,24 [ﬁ]r

Avakotat = 0,79 [ﬁ]' Agps = 0,04 [ﬁ]’

a, =15 [m‘;YK] (a belsd falfeliilet és levegd kozbtt),
a, =25 [m‘;YK] (a kills8 falfeliilet és levegd kozott).
Megoldas:
A falszerkezet ered6 h6atbocsatasi ellenallasa:
1 d,; des d 1
Re — Ral + R)Ll + RAZ + R/13 + Raz — + gipszkarton + tégla + vakolat +

a; - A Agipszkarton A Atégla A Avakolat A aytA

1 0,02 0,2 0,01 1 K
Re = [w]

15-1+0,24-1+O,5-1+0,79-1+25-1=0'6

A kialakuld héaram erdssége a szigeteletlen falon keresztul:
_—AT  —(Tx —Tp)  —((—10) —20)

Igr = R, R, 06 =50 [W]
Az EPS réteggel szigetelt falon keresztil a fenti h6aram erGsség fele alakul ki:

A szigeteléssel ellatott fal eredé h6atbocsatasi ellendllasa azonos kortilmények
kodzott:
R,, = —AT _ —(Tx — Tp) _ —((=10) = 20) _ 12 [E]

Iy Ipz 25 w
Ha szigeteléssel latjuk el a falat, az ered6é hé6atbocsatasi ellenallashoz
hozzaadodik a szigeteld (EPS) réteg hdvezetési ellendllasa, igy ez az ellenallds a

szigetelt és szigeteletlen fal h6atbocsatasi ellenallasanak klilonbsége:

K
Rﬂ.Eps = ReZ - Re = 112 - 0;6 = 0;6 I:W:l

A szigetel6réteg szlikséges vastagsaga ebbdl kiszamithatd:

R _ dgps
AEPS Agps A

= dgps = Ragps Apps - A= 0,6-0,04-1 = 0,024[m] = 2,4 [cm]

7. feladat

Adott egy 20 [cm] vastag betonfal, melyet belllrél 2 [cm] vastag gipszkarton,
kivllrél 5 [cm] vastag szigetelés (EPS) borit.

Mekkora a szigetelés és a beton érintkezési fellletének hdmérséklete?

— —— T

P
y
L
-
)

eton
|
8
szigetelés =|[|

belsd oldal | kilsé oldal

Q\% l;ﬂ
_
k |
=T




o ) w w
AdatOk: TK =-10 [ C]I TB =20 [ C]r Abeton = 0'63 [ﬁ]l Ayl'pszkarton = 0’3 [ﬁ]’
w
ASZigetelés = 0,04 [ﬁ], A=1 [mz]

A hoatadasi tényez0 a levegd és a gipszkarton kozoétt (belso oldal): 15 [m‘g’.K].

A hoatadasi tényez0 a levegol és a szigetelés kozott (kils6 oldal): 20 [m‘;v.K].
Megoldas:
A falszerkezet héatbocsatasi ellenallasa:

1 dgipsz dbeton dszig 1
Apeiss " A Agipsz A Abeton A Aszig A Agss A

Re = Ral +R)‘1 +R)‘2 +R/13 +Ra2 =

1 0,02 0,2 0,05 1 K
Re = [W]

=17
15-1+0,3-1+O,63-1+0,04-1+20-1 /75

A kialakuld héaram erdssége a szigeteletlen falon keresztil:
—AT  —(Ty —Tp) _ —((—10) — 20)

I = = =17,14 [W
7 R, R, 1,75 Wi
A kulsé falfeltlet hGmérséklete:
1
Rgpg = ———
s Akiniss * A

Ig'Rye=—Tx —T1) =Ty —Tx = Ty =Tg+ Iy Ry =—915[C]
A szigetelés és a beton érintkezési fellletének h6mérséklete:
Ae:
R?\szig = 1 fZl:qA
szig
Iy " Ryszig = —(T1-T)=T,-T, = T,=T;+ Ly Ryszig = 12,28 [°C]

7.3 Hosugarzas

1. feladat
Egy sotét szinl(i lemez reflexidés tényezbje 0,32, hémérséklete 25 °C. Mekkora
teljesitménnyel sugaroz négyzetméterenként a lemez?

Megoldas:
Ioei =A"E(T)=(1—-R)-A-0-T*=(1-0,32)-1-576-1078-298,15* = 309,5 [W]

2. feladat

Egy villanyrezsé féz6lapjanak reflexids tényezbje 0,4, atmérbje 20 [cm].

a) Mekkora az elektromos teljesitménye, ha bekapcsolva hagyva 557 [°C]
homérsékletre melegszik fel? Feltételezzik, hogy a f6z6lap csak sugarzas
utjan veszit hot, a kérnyezet hémérséklete 20 /°C].
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b) Ha a f6z06lap és a levegd kozotti hbatadasi tényez6 5 /W/m?K], akkor mennyi
lesz a h6atadashoz tartozé hGaram? A f6z6lap hGmérséklete ugyanannyi,
mint az a) részben, a levegd hémérséklete pedig annyi, mint a kérnyezeté.

Adatok: R = 0,4, d = 20 [cm], T = 557 [°C] = 830,15 [K],

Ty = Tiepegs = 20 [°C] = 293,15 [K], o = 5,67 - 10~® [ w ]

m2-K4

Megoldas:
a)

02% 1
A=

= 0,0314 [m?]

I = (1-0,4)-0,0314 - 5,67 -107° - (830,15* — 293,15*) = 499,44 [W]
P =15" = 499,69 [W]

b)

a=5 [%

1% - Ry = =(Tievegs = T)

1§ = ~(Tievegs = T)

aA
189 = —a - A+ (Tippegs — T) = 84,35 [W]

3. feladat

Mekkora a fellleti h6mérséklete és a reflexids tényezdje annak az 5 [m?] feltlet(
szlrke testnek, mely egy ora alatt a 25 [°C]-os kérnyezetnek 1100 [k]], a 40
[°C]-0s kornyezetnek pedig 700 [kJ] energiat ad at sugarzas utjan?

Adatok: A =5[m?], Ty, = 25 [°C] = 298,15 [K], Q; = 1100 [kJ] = 1100000 [J], Ty, =

40 [°C] = 313,15 [K], Q, = 700 [k]] = 700000 [J], At = 1 [h] = 3600 [s]

Megoldas:

A hOsugarzassal leadott hdmennyiség 1 éra alatt:

AQ =I5 - At

A sugarzas (tjan kialakulé héaram:

IS =(1-R)-A-0-(T*—T})

A fentiekbdl felirhatd két egyenlet a két esetre:
I.Q;=(1-R)-A-0c-(T*—T¢)-At és I.Q,=(1—-R):-A-0-(T*—-T) At
Behelyettesitve:

I. 1100000 = (1 —R)-5-5,67-1078 - (T* — 298,15%) - 3600

II. 700000 = (1 —R)-5-5,67-1078 - (T* — 313,15%) - 3600

Mindkett6bdl (1-R)-t kifejezve, majd egyenlévé téve a kett6t egymassal, a
kapott egyenletben mar csak a T lesz ismeretlen:
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1100000 700000
T4 —298,15¢4 T4 — 313,154
Ebbdl:

+(1100000 - 313,154 — 700000 - 298,154
1100000 — 700000

A reflexios tényezd:

= 335,15[K] = 62 [°C]

1100000

R=1- =
5:5,67-1078- (335,154 — 298,15%) - 3600

0,77

4. feladat

Egy R=0,65 reflexios tényez6jd 10 /m?] fellletl aszfaltjadrda hémérsékletét jeldlje
T, a hGatadasi tényez6 a jarda és a kdrnyezl levegd kozott a = 15 [%] A jardat

koérulvevdé targyak és levegd homérséklete egyarant 7x homérsékletliek.
Hatdrozza meg a jarda altal h6sugarzas és hdatadas formajaban leadott nettd

héaramokat, ha: T =30 [°C], T, = 15 [°C].
Megoldas:

I35 Ry = —(Tx — T)

1558 . — = —(Ty = T)

I§% = —a- A-(Tx — T) = 250 [W]

I =0-R)-A-o-(T*—T") = 307,99 [W]

84



Irodalomjegyzék

1) Dr. Sziki Gusztav Aron, Szantd Attila: Mérnoki Fizika, 2019. Debreceni
Egyetemi Kiado

2) Berta M., Farzan R., Giczi F., Horvath A.: Fizika mérnokoknek, 2006.

3) Kiss J.: Fizika I., 1991., Tankonyvkiadd, Budapest

Koszonetnyilvanitas
Koszonetlinket fejezziik ki Vamosi Attila mesteroktatonak, aki szamos sajat

feladatat rendelkezésiinkre bocsatotta, amelyek beépitésre kerlltek a
példatarba.

85



