Egyetemi doktori (PhD) értekezés tézisei

MEGORZESI PROBLEMAK ES
SZEPARACIOS TETELEK

Szokol Patricia Agnes

TémavezetSk: Dr. Molnar Lajos és Dr. Bessenyei Mihdly

DEBRECENI EGYETEM
MATEMATIKA- ES SZAMITASTUDOMANYOK DOKTORI ISKOLA

Debrecen, 2015.






PhD thesis

PRESERVER PROBLEMS AND
SEPARATION THEOREMS

Patricia Agnes Szokol

Supervisors: Dr. Lajos Molnar and Dr. Mihdly Bessenyei

UNIVERSITY OF DEBRECEN

DOCTORAL SCHOOL OF MATHEMATICAL AND
COMPUTATIONAL SCIENCES

Debrecen, 2015.






Introduction 1

Introduction

The dissertation deals with two different and widely studied kinds of
mathematical problems. In Chapters 1-3 preserver results on different struc-
tures are presented; and Chapters 4-5 are devoted to the investigations of
separation problems. In the mathematical literature the investigations relat-
ing to the so-called “preserver” transformations on different kinds of math-
ematical structures are called preserver problems. The aim of such a prob-
lem is to characterize all mappings on a given structure X which preserve
operations defining on the elements of X, quantities or relations among el-
ements relevant for the structure X or other similar objects. Preserver prob-
lems show up in most parts of mathematics. In the territory of algebra, the
description of homomorphisms, i.e. transformations that preserve a given
operation defined on certain algebraic structure, plays an important role.
Concerning the field of geometry the structure of isometries, i.e. transfor-
mations that preserve the distance on a given metric space is studied. It is
important to emphasize that such kinds of investigations started by linear
preserver problems (LPPs). It means that the structure under consideration
is linear and so are the corresponding mappings. One of the most active re-
search areas in matrix theory during the last one hundred years is the LPPs,
see e.g. the survey papers [5], [6]. In the last few decades the investigation
of preserver problems has been extended to researches in which nonlinear
underlying structures are involved. In the present dissertation these kinds of
preserver results will be appear.

There are several important and well-known results on preserver prob-
lems in the field of quantum mechanics. One of the most fundamental theo-
rems in that field is the famous Wigner theorem on the structure of quantum
mechanical symmetry transformations. The main result of Chapter 1, which
is close to the result of Wigner, describes the structure of all transformations
on the set of density operators which preserve the quantum f-divergence for
any strictly convex function f defined on the non-negative real line. With
particular choices of the function f, the definition of quantum f-divergence
leads to certain well-known and important kinds of relative entropies. Hence
by the main result appearing in Chapter 1 we get the form of transformations
on the set of density operators that leave different types of entropies invari-
ant.

In Chapter 2 we determine all surjective transformations of the space of
positive definite matrices that preserve so-called generalized distance mea-
sures which are parameterized by unitarily invariant norms and continuous
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real functions satisfying certain conditions. These kinds of investigations
are motivated by results appearing in [14]. In that paper Molndr determined
all surjective isometries of the set of positive definite matrices with respect
to certain metrics which can be regarded as particular cases of generalized
distance measures. Using our new theorem, we also describe the surjective
maps of the set of positive definite matrices that preserve the Stein’s loss or
several other types of divergences.

Our results appeared in Chapter 3 are motivated by a result of Dolinar
and Molndr. In [7] they described the structure of all surjective isometry
of the space of all probability distribution with respect to so-called Kolmo-
gorov-Smirnov metric. Instead of the space of all probability distribution
functions we consider a larger space, the sets of so-called (continuous) gen-
eralized distribution functions, which plays also an important role in prob-
ability theory. More precisely, we describe the structure of all surjective
Kolmogorov-Smirnov isometries on these larger spaces.

In the second part of the present dissertation (Chapter 4 and Chapter 5)
we focus to separation problems. Separation theorems play a crucial role
especially in the field of convex analysis (see e.g. [8], [17]). In [16] Niko-
dem and Wasowicz gave a characterization of those pairs of real functions
that can be separated by an affine function. In Chapter 4 we generalize the
result of Nikodem and Wasowicz. Namely, we characterize such pairs of
real valued functions that can be separated by a member of a given convex
Beckenbach family of order n.

As a continuation of the previous chapter we recall that similarly to the
characterization of those pairs of functions that can be separated by an affine
function, there exists a characterization of the existence of a convex sepa-
rator between two real-valued functions via single inequality. This result,
which can be found in [1], is proved by Baron, Matkowski and Nikodem.
On the other hand, the notion of convexity can be generalized applying reg-
ular pairs (in other words, two dimensional Chebyshev systems). The main
goal of the present chapter is to extend the result of Baron, Matkowski and
Nikodem to this setting.
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1. Quantum f-divergences preserving maps on density operators

In Chapter 1 we study preserver transformations on density operators
(i.e. positive operators with unit trace) that play an important role in quan-
tum information theory. To present our results we introduce some notation.
Let H be a finite dimensional Hilbert space and B(H) denote the set all
bounded linear operators acting on H. We denote by B(H )™ the cone of all
positive semi-definite operators on H. Finally, S(H) stands for the set of
all density operators. Relative entropy is a fundamental notion in quantum
information theory which has several versions. The most common one is
the Umegaki relative entropy which is defined by

tr A(log A — log B), supp A C supp B
00, otherwise,

stalm) = {

for all A,B € S(H). Here supp stands for the orthogonal complement
of the kernel of density operators. In [9] L. Molndr described the structure
of all surjective transformations that leave the Umegaki relative entropy in-
variant. He proved that the corresponding transformations are induced by
a unitary or an antiunitary operator. In Chapter 1 we show that his result
remains true without assuming that the transformation is surjective.

THEOREM. (Molnar—Szokol, [10])
Let ¢: S(H) — S(H) be a transformation which preserves the Umegaki
relative entropy, i.e. which satisfies

S(o(A)lle(B)) = S(AllB), A,Be S(H).

Then there exists either a unitary or an antiunitary operator U on H such
that ¢ is of the form

$(A) = UAU*, A e S(H).

Motivated by the previous theorems in the main theorem of Chapter
1 we describe all transformations on S(H) that preserve the quantum f-
divergence with respect to an arbitrary strictly convex function f defined on
the non-negative real line. It is well-known that with a particular choice of
the function f the definition of quantum f-divergence leads to the notion
of Umegaki relative entropy. Hence, the main result gives a far-reaching
generalization of the theorem concerning the structure of all Umegaki rel-
ative entropy preserving maps. Let f: [0,00[— R be a function which is
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continuous on |0, oo[ and the limit

o= lim @
r—o00 I

exists in [—o00,00]. Let A, B € B(H)" and for any A\ € R denote by P,
respectively by () the projection on H projecting onto the kernel of A— I,
respectively onto the kernel of B — AI. The quantum f-divergence between
A and B can be given by the formula

S;AIB) = Y 3 bf(ﬂ)trPaQHaatrPaQo ,

b
aco(A) \bea(B)\{0}

where o (.) stands for the spectrum of elements in B(H ) and the convention
0-(—o00) = 0-00 = 0is used. Now, we are in a position to present the main
result of Chapter 1.

THEOREM. (Molnar—Nagy—Szokol, [12])
Assume that f: [0,00[— R is a strictly convex function and ¢: S(H) —
S(H) is a transformation satisfying

Si(o(A)l[6(B)) = S¢(Al|B), A, B € S(H).

Then there is either a unitary or an antiunitary operator U on H such that
¢ is of the form
o(A)=UAU*, Ae S(H).

2. Maps on positive definite matrices preserving generalized distance
measures

In Chapter 2 we substantially extend and unify former results on the
structure of surjective isometries of spaces of positive definite matrices ob-
tained in the paper [14]. The novelty in our result is that we consider not
only true metrics but so-called generalized distance measures which are pa-
rameterized by unitarily invariant norms and continuous real functions sat-
isfying certain conditions. By a generalized distance measure we mean a
function d : X x X — [0,00[ (X is any set) which has the definiteness
property (for arbitrary x,y € X we have d(z,y) = 0 if and only if x = y),
but neither the symmetry of d nor the triangle inequality for d is assumed.
In the following M, stands for the set of all n X n complex matrices and
we denote by IP,, the set of all n x n positive definite matrices. Moreover,
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let PL, respectively P¢ (¢ > 0) denote the set of all elements in ,, with
unit determinant, respectively with determinant equal to c. In the main re-
sult we determine all surjective transformations of PP,, that preserve a given
generalized distance measure.

THEOREM. (Molnar—Szokol, [15])
Let N be a unitarily invariant norm on M,,. Assume f: ]0,00[— R is a
continuous function such that

(al) f(y) =0 holds if and only if y = 1;

(a2) there exists a number K > 1 such that

IF ()| = KIf(y)l, v €lo,00.
Define dy ¢: P, x P,y — [0, 00[ by

(2.1) dn.f(A,B) = N(f(A"Y?2BA™1Y/?)), A BeP,.

Assume that n > 3. If ¢: P,, — P, is a surjective map which leaves
dn,f(.,.) invariant, i.e., which satisfies

dN,f(¢(A)7 ¢(B)) = dN,f(A) B)a A, BeP,,

then there exist an invertible matrix T € M,, and a real number ¢ such that
¢ is of one of the following forms
d(A) = (det A)TAT*, AePy,;
H(A) = (det A)TATIT*, AP,
#(A) = (det A)TAYT*, AePy,;
d(A) = (det A)CT(A“”)*lT*, AcP,.

Apparently, the function dy f(.,.) appearing in the theorem is a gener-
alized distance measure in the sense we introduced above. Moreover, we
note that the metrics appearing in [14] can be obtained as particular cases
of generalized distance measures and the functions f in (2.1) which corre-
spond to those metrics have the properties (al), (a2) listed in the theorem.
We emphasize that our main result applies for many other generalized dis-
tance measures. For any A, B € [P, let Y4 g denote the positive definite
matrix A~/2BA~1/2. Then these quantities can be obtained as follows.

(i) Stein’s loss: [(A,B) = |V 5 —logV 5 — 1|1
(i1) Jeffrey’s Kullback-Leibler divergence: 7

Yap+Yip—21

Sikrn(A, B) = 5
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(iii) log-determinant a-divergence (for any parameter —1 < o < 1):
%D (A> B) =

4

I-a)+(1+)Yap 1
1—a?

2

log —; < log Ya,B

)

1

where ||.||1 stands for the trace-norm, which is unitarily invariant. One can
check easily that for the previous examples our theorem applies. We must
point out that in the particular choices of the unitarily invariant norm /N and
real function f, after the use of our theorem one may need to make further
steps in order to determine the precise structure of particular distance mea-
sure preservers. In accordance with this we present the complete structural
result for the measures we have discussed above.

THEOREM. (Molnar—Szokol, [15])
Let div(.,.) denote any of the functions l(.,.), D¢p(.,.), -1 <a < 1. A
surjective map ¢: P,, — Py, preserves div(.,.), i.e., satisfies

div(¢(A), #(B)) = div(A,B), A, BeP,,

if and only if there exists an invertible matrix T' € M, such that ¢ is of one
of the forms

P(A) =TAT*, A€cPy

d(A) =TAT*, AeP,.

A surjective map ¢: P, — P, preserves Sjxr(.,.), if and only if there
exists an invertible matrix T' € M, such that ¢ is of one of the forms

$(A) =TAT*, AeP,;
P(A) =TA'T*, AeP,;
P(A) = TAYT*, AeP,;
H(A) =T(A™)IT* AP,

In Chapter 3 we also present the corresponding generalized distance
measure preservers also on IP;,. In fact, following the approach given in
[14] we first determine the structure of all continuous Jordan triple endo-
morphisms of IP’}l (i.e., continuous maps respecting the Jordan triple prod-
uct ABA). Finally, in our last result we shall describe the structure of all
surjective transformations on P2 which leave a given generalized distance
measure d, ; invariant.

THEOREM. (Molnar—Szokol, [15])
Assume n. > 3. Let ¢: PL — PL be a continuous map which is a Jordan
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triple endomorphism, i.e., ¢ is a continuous map which satisfies
$(ABA) = ¢(A)o(B)o(A), A,BeP,.

Then there is a unitary matrix U € M, such that ¢ is of one of the following
forms

(gl) ¢(A) =UAU*, AcPl;

(g2) p(A) =UA~ 1U* AePl;
(g3) ¢(A) = UAYU*, AcPl;
(24) 6(4) = U(A™)" 10", A€ Pl
€5 o(A) =1, AcP,

The theorem immediately gives us the following structural result on the
continuous Jordan triple automorphisms of }P’}I.

COROLLARY. Assume n > 3. Let ¢: PL — PL be a continuous Jordan
triple automorphism, i.e., a continuous bijective map which satisfies

$(ABA) = 6(A)¢(B)¢(A), A B P,
Then ¢ is of one of the forms (g1)-(g4).

Our result on the form of surjective transformations of P! leaving a
generalized distance measure dy, ; invariant reads as follows.

THEOREM. (Molnar—Szokol, [15])
Let N be a unitarily invariant norm on M., and f: 0, co|— R be a contin-
uous function which satisfies the conditions (al), (a2). Assume that n > 3.
Let ¢: IP’,ll — P,ll be a surjective map which preserves dy ¢(.,.). Then there
exists an invertible matrix T with | det T'| = 1 such that ¢ is of one of the
following forms

p(A) =TAT*, AcP.;

p(A) =TAIT*, AcPl;

p(A) = TAYT*,  AcPl;

p(A) = T(A")~'T*  AecPL

From this theorem we easily deduce the following corollary.

COROLLARY. Let N, f be as in the previous theorem and assume n > 3
and c is a positive real number. If ¢: Py, — P% is a surjective map which
preserves dy (., .), then there exists an invertible matrix T with | det T'| =
1 such that ¢ is of one of the following forms

¢(A) =TAT*, AecP;

H(A) = NTA™IT*,  AecP:,
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¢(A) =TA"T*, AePy;
H(A) = N2T(A") -1+, AP,
where A\ = {/c.

3. Surjective isometries of the space of all generalized distribution
functions

The study of linear isometries of linear function spaces has also been an
extensive research area in functional analysis. However, there are some im-
portant metric spaces of functions which are not linear spaces. For example,
the set of all probability distribution functions on R that plays so fundamen-
tal role in probability theory and statistics is not a linear space. In [7] the
general forms of surjective isometries of the space D(R) of all probabil-
ity distribution function on R are determined with respect to Kolmogorov-
Smirnov metric. For any pair f, g of D(R) the Kolmogorov-Smirnov dis-
tance between them is defined by

p(f,9) = sup | f(t) — g(t)]-

In Chapter 3 we extend the mentioned result to a larger space A(R) of all
generalized probability distribution functions. By a generalized distribution
function we mean a function from R to [0, 1] which is monotone increasing
and continuous from the right without restrictions on its limits at +oc.

The first result of Chapter 3 shows that the structure of surjective Kol-
mogorov-Smirnov isometries of A(R) is formally the same as that of the
surjective isometries of (D(R), p).

THEOREM. (Molnar—Szokol, [13])
Let ¢: A(R) — A(R) be a surjective isometry with respect to the Kolmogo-
rov-Smirnov metric, i.e. assume that ¢ is a bijective map with the property
that

p(o(f), ¢(9)) = p(f,9)
holds for all f,g € A(R). Then either there exists a strictly increasing
bijection p: R — R such that ¢ is of the form

(f)t) = f(p(t), teR feAR)

or there exists a strictly decreasing bijection 1): R — R such that ¢ is of
the form

o)) =1—f(¥(t)-), teR, fecAR)
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Moreover, in [11] Molndr studied the surjective Kolmogorov-Smirnov
isometries of the space of all continuous elements of D(R). Motivated by
this result we also described the structure of all surjective isometries of the
set A.(R) of all continuous generalized distribution functions. The corre-
sponding result reads as follows.

THEOREM. (Molnar—Szokol, [13])

Let ¢: A:(R) — A (R) be a surjective isometry with respect to the Kolmo-
gorov-Smirnov metric. Then either there exists a strictly increasing bijection
@: R — R such that ¢ is of the form

(f)() = f(p(t), tER, feA(R)

or there exists a strictly decreasing bijection 1: R — R such that ¢ is of
the form

Pf)(H) =1 = (1), teR,feA(R)

4. Separation by convex interpolation families

Chapter 4 and Chapter 5 are devoted to the investigation of so-called
separation problems. It is a well-known separation theorem that if a convex
and a concave function are given such that the convex function is “above”
the concave one, then there exists an affine function between them. More-
over, those pairs of real functions that can be separated by an affine function
was characterized via double inequalities. This result is due to Nikodem and
Wasowicz and it appeared in [16]. In Chapter 4 we generalize this result.
More precisely, we characterize such pairs of real valued functions that can
be separated by a member of a given convex Beckenbach family of order n.

Let I be a real interval. A set B, (/) of continuous real functions is
called an n-parameter Beckenbach family over I, if its members are defined
on [ and, for all points (1,y1), ..., (Zn, yn) of I xR (with pairwise distinct
first coordinates) there exists exactly one element ¢ of B,, (/) such that

p(x1) = y1,.. ., 9(xn) = Yn.
The main result of this chapter gives a characterization of those pairs of

real functions that can be separated by an element of a given Beckenbach
family which is supposed to be closed under convex combinations.

THEOREM. (Bessenyei—Szokol, [4])
Let B,,(I) be a Beckenbach family over the real interval I which is closed
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under convex combinations and f,g: I — R be given functions. Then the

following statements are equivalent:

(i) there exists h € B, (I) such that f < h < g;

(i) forallu < xp < ---

p1(v) = f(v),  Pi(v) < g(v);

and  ps(u)

<z, < vof I, we have the inequalities

> f(u), a(u) < g(u),

where p1, 2, 11,109 € B, (I) are determined by the interpolation

properties
e1(xk) = g(xx), Y1(xx) = f(2r),
e1(zr) = flzr), Y1) = g(zp),
e2(zr) = g(@k), Ya2(xk) = f(2k),
pa(xk) = flzg), P2(2x) = g(zp),

n—ke{0,...,n—1}N2Z;
n—ke{0,...,n—1}N(2Z +1);
ke{l,...,n}N(2Z+1);
kEe{l,...,n}N2Z.

The meaning of the interpolation properties appearing in the theorem,
can be illustrated in the following expressive way. For simplicity, the sym-
bols “e” and “o” stand for the values of f and g, respectively. Then, ¢; and

(9 are obtained by “—”, while ¢); and )2 are obtained by *“-

o o [¢] [¢]
AN AN
AN Ve N
N 7 N
N s N
[ ] [ [ ] [
Tn—2 Tn—1 Tn

97

o o o o
\ AN
N / \
N 7/ \
N N
° ° ° °
z1 T2 z3

5. Convex separation by regular pairs

In fact, the characterization of those pairs of real functions that can be
separated by an affine function was preceded by the characterization of the
existence of a convex separator between two real valued functions. The cor-
responding result is due to Baron, Matkowski and Nikodem [1]. In Chapter
5 we give an analogous result in the case when the convexity notion induced

by so-called regular pairs.

To present the mentioned result we need to define the notion of Cheby-
shev systems that can be regarded as particular cases of Beckenbach fami-

lies. Let I be a real interval and wq, .. .,
functions. We say that w := (wy, ...,
< x, of I, the determinant of the matrix

if, for all elements x1 < ---

wp: I — R be given continuous
wp,) is a positive Chebyshev system
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[wi(xj)]ijzl ,, 1s positive. A function f: I — R is said to be w-convex
if, for all elements g < --- < z,, of I, we have the inequality

wi(zg) wi(z1) ... wi(zp)

wn<xo) wn(ajl) Wn(l’n) > 0.

flwo)  flxr) oo flan)

A function f: I — R is said to be w-concave, respectively w-affine if, for
all elements zog < --- < x, of I the above determinant is nonpositive,
respectively zero.

Moreover, by a regular pair we mean a two-parameter positive Cheby-
shev system. In our main result it turns out that the existence of an w-convex
separator between two given real functions can be characterized via a deter-
minant inequality.

THEOREM. (Bessenyei—Szokol, [3])

Ifw = (w1,we) is a regular pair on a real interval I and f,g: I — R, then
there exists an w-convex function h: I — R with f < h < g if and only if,
for all elements xo < 1 < x9 of I, we have

wl(xo) wl(xl) wl(l'Q)
CUQ(xo) LUQ(.CEl) wg(l'Q) 20

g(wo)  flz1) g(a2)

We note, that this result appears in [2], but as a consequence of the
Baron-Matkowski—Nikodem theorem. Hence, in that approach, it cannot
be considered as a real generalization.

In Chapter 5 we also consider the so-called approximate w-convex func-
tions. The notion of approximate w-convexity, which originates from that
of standard approximate convexity, can be defined as follows.

Let w = (wi,ws2) be a regular pair on a real interval I and let w be
an w-affine function which is positive on 7°. We say that p: I — R is
approximately w-convex with error term w, if, for all elements zg < 1 <
) of I ,

w1 (xo) w1 (1‘1) w1 (wz)
CUQ(l‘o) wg(l‘l) LUQ(ZUQ) Z 0.
(p+w)(zo) (p—w)(@1) (p+w)(z2)

It is easy to see that the definition leads to the standard one in the partic-
ular case w = (1,id) and w = £/2. Furthermore, just as with the standard
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case it can be shown that every approximate w-convex function can be de-
composed to the sum of a w-convex function and a “small” part.

THEOREM. (Bessenyei—Szokol, [3])

If w = (wi,ws) is a regular pair on a real interval I and w is an w-affine
function which is positive on 1°, then ¢: I — R is approximately w-convex
with error term w if and only if ¢ = h + 1, where h is w-convex and
|Y(t)] < w(t) forallt € 1.

Finally, we consider some particular cases of regular pairs and we present
the separation and stability results in those setting.

COROLLARY. Let I be a real interval, oc: I — R be a continuous, strictly
monotone increasing function and f,g: I — R. Then, there exists a func-
tion h: I — R satisfying f < h < g and, for all elements ro < x1 < x2 of
I the inequality
(a(z2) — o)) h(z1) < (au(z2) — 1)) h(z0)

+ (a(z1) — a(zo))h(x2)
holds, if and only if, for all xo < x1 < x9 of I, we have

(a(@2) = a(z0)) f(21) < (alz2) —alz1))g(zo) + (1) — alzo)) g(2).
COROLLARY. Let I be a real interval, cc: I — R be a continuous, strictly
monotone increasing function and € > 0. Then, a function ¢: I — R
satisfies the inequality
(a(z2) — afz0))p(x1) < (a(22) — a(x1))e(zo)

+ (a(ml) — a(mo))w(arg) + 25(&(3:2) — a(;vo))
for all elements xq < x1 < xo of I if and only if there exist functions
hy: I — R such that ¢ = h + 1, where h fulfills (5.1) and ||| < e.

(Here || - || stands for the supremum norm.)

(5.1)

COROLLARY. If I C] — 5, %[ is a real interval, f,g: I — R, then there
exists a (cos, sin)-convex function h: I — R with f < h < g if and only if,
forall X € [0,1] and x < y of I,

sin(y—x)f()\:v—i- (1 —/\)y) < sin()\(y—a:))g(z) +sin((1 —)\)(y—x))g(y).

COROLLARY. If I C] — %, T is a real interval, then ¢: I — R is approx-
imately (cos, sin)-convex with error term ¢ - cos if and only if ¢ = h + 1,
where h: I — R is (cos,sin)-convex, and ¢: I — R satisfies |1(t)| <

e -cos(t) forallt € I.
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Bevezetés

A disszertacid két részbdl all, melynek elsd része meg6rzési problé-
makkal foglalkozik, mésodik része pedig szeparicids tételeket tartalmaz.
Mindkét teriilet régdta vizsgalt és széleskoriien kutatott teriilete a funkcio-
nalanalizisnek, illetve a konvex analizisnek.

Mego6rzési problémak soran célunk egy adott X struktdiran értelmezett
0sszes olyan transzformdcié szerkezetét leirni, amelyek invaridnsan hagy-
nak bizonyos, az X -en értelmezett miiveletet, az X elemeihez rendelt meny-
nyiséget, X elemei kozott értelmezett reldcidt... Az ilyen jellegli problémak
a matematika szamos teriiletén megjelennek. Az algebra teriiletérdl a homo-
morfizmusok, azaz a struktiran értelmezett miiveletet meg6rzd transzforma-
ciok, még a geometriat tekintve, adott metrikus terek elemei kozotti tdvolsa-
got invaridnsan hagyo leképezések vizsgalata emlitendS. A meg6rzési prob-
lémak tgynevezett linedris megdrzési problémakkal kezdddtek, amelyek
soran a vizsgélt struktdra és az azon értelmezett meghatarozandé leképezés
is linedris. Az ilyen jellegli vizsgalatok képezték az elmilt évszdzadban
a matrixelmélet egyik legaktivabban kutatott teriiletét. Ezzel kapcsolatos
tanulményok olvashatéak a [5], [6] dolgozatokban. Napjainkban azonban
mar a kutatasok kiterjedtek olyan esetekre is, amikor a vizsgalt struktira
nem linedris. A disszerticioban is elsdsorban ilyen jellegli problémékat
tanulmanyozunk.

A kvantummechanika teriiletérdl is tobb jelent6s megdrzési probléma
ismert. Az egyik legjelentésebb ezek koziil Wigner hires tétele a kvantum-
mechanikai szimmetria-transzforméaciok szerkezetének alakjar6l. Az els6
fejezet f6 eredménye, amely szoros kapcsolatban 4ll Wigner tételével, leirja
az Osszes sirliségoperatorok terén értelmezett kvantum f-divergenciit meg-
0rz6 transzformdcidk alakjét egy tetszGleges, a nemnegativ szdmokon defi-
nidlt szigordan konvex f fliggvény esetén. JOl ismert, hogy az f fliggvény
specidlis megvalasztdsaval a kvantum f-divergencia fogalma fontos relativ
entrépia fogalmakhoz vezet. Igy az els6 fejezet f6 eredményének kovet-
kezményeként kapunk olyan eredményeket, amelyek a slirliségoperitorokon
értelmezett, bizonyos relativ entrépidt invaridnsan hagyé transzformécidk
szerkezetét {rjak le.

A mdésodik fejezetben a pozitiv definit métrixok terének azon sziirjektiv
leképezéseit vizsgaljuk, amelyek megériznek egy unitér invaridns normaval
illetve bizonyos tovabbi feltételnek eleget tevs folytonos valds fiiggvény-
nyel paraméterezett igynevezett dltalinositott tivolsdgmértéket. Ezen ered-
ményeket a [14] cikkben szerepld tételek motivaltdk, ahol Molnar a pozi-
tiv definit matrixok halmazan értemezett sziirjektiv izometridk szerkezetét
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tanulményozta olyan metrikdkra vonatkozdan, amelyek az dltalunk vizsgalt
altalanositott tdvolsdgmértékek specidlis esetei.

A harmadik fejezetben szerepld tételeket Dolinar és Molnér egy kordbbi
eredménye motivalta. A [7] cikkben a szerzdk leirtdk az eloszlasfiiggvények
tere Osszes sziirjektiv izometridjat a Kolmogorov-Smirnov metrikéra vonat-
kozdan. A disszertacidban az eloszlasfiiggvények tere helyett egy b6vebb,
az ugynevezett dltaldnositott (folytonos) eloszldsfiiggvények terét tekintjiik
és lefrjuk ezen terek Osszes sziirjektiv Kolmogorov-Smirnov izometridinak
szerkezetét.

A disszertdcié mdsodik részében (negyedik és 6todik fejezet) szepara-
cios tételekkel foglalkozunk. Az ilyen tipust eredmények alapvetd szerepet
jatszanak a konvex analizis teriiletén ([8], [17]). A [16] cikkben Nikodem
€s Wasowicz jellemezte azon fiiggvényparokat, amelyek kozott 1étezik affin
fliggvény. A negyedik fejezetben ezt az eredményt terjesztjiik ki oly mddon,
hogy karakterizaljuk azon fiiggvényparokat, amelyek szeparalhatak egy, a
konvexitdsra zart igynevezett n-paraméteres Beckenbach csaldd valamely
elemével.

Az utolsé fejezetben Baron, Matkowski és Nikodem valés fiiggvénypa-
rok konvex fiiggvénnyel val6 szeparacidjardl szolo tételét [1] dltalanositjuk.
Nevezetesen, jellemezziik azon valés fiiggvényparokat, amelyek egy két-
dimenziés Csebisev rendszer valamely elemével szétvalaszthatdak.
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1. Siriiségoperatorokon értelmezett kvantum f-divergenciat megorzo
leképezések

Az elsé fejezetben azon transzformiciok szerkezete keriil leirdsra, me-
lyek invaridnsan hagynak egy, a kvantum-informaciéelméletben fontos sze-
repet jatsz6 mennyiséget. Eredményeink megfogalmazdsihoz bevezetiink
néhdny jelolést. Legyen H egy véges dimenziés Hilbert tér és jelolje B(H )
a H-n értelmezett korldtos linedris operdtorok algebrdjat. Tovabba jelolje
B(H)™ a H Hilbert téren értelmezett, pozitiv szemidefinit operdtorok kiip-
jét, illetve S(H) a H stirliségoperétorainak (azaz B(H)" 1-trace-G ele-
meinek) halmazat. A relativ entrdpia egy alapvetd fogalom a kvantum-in-
formacidelméletben, melynek tobb valtozata is 1étezik. Ezek koziil a legel-
terjedtebb az Umegaki relativ entrdpia, mely tetszSleges A, B € S(H) par
esetén a kovetkez6képpen van definidlva:

stalm) = {

A [9] cikkben Molndr leirta azon sziirjektiv transzformacidk szerke-
zetét, melyek invaridnsan hagyjidk az Umegaki relativ entrépidt. Kideriilt,
hogy ezen transzformdacidk alakja igen egyszerli. Az elsé fejezetben meg-
mutatjuk, hogy az éllitds abban az esetben is igaz marad, ha elhagyjuk a
sziirjektivitds feltételét.

TETEL. (Molnar—Szokol, [10])
Legyen ¢: S(H) — S(H) egy olyan transzformdcio, amely megdrzi az
Umegaki relativ entropidt, azaz teljesiti a

S(o(A)llo(B)) = S(AllB)

egyenletet minden A, B € S(H) esetén. Ekkor létezik olyan unitér vagy
antiunitér U operdtor H-n, amellyel ¢ az

$(A) = UAU*, A€ S(H)

tr A(log A —log B), supp A C supp B
o0, egyébként.

alakba irhato.

2

Ezen tétel motivilja az elsd fejezet f6 eredményét, melyben a stiriség-
operatorokon értelmezett azon transzformécidk szerkezetét irjuk le, melyek
egy adott, szigordan konvex f fiiggvény esetén invaridnsan hagyjak az un.
kvantum f-divergencidt. J6l ismert tény, hogy specidlis f fiiggvény va-
lasztasaval a kvantum f-divergencia definicidja az Umegaki relativ entrépia
fogalmahoz vezet. Igy a kovetkez6kben megfogalmazasra keriils eredmény
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jelent6s altalanositdsa az el6z6, Umegaki relativ entrépidt megdrzé leképe-
zések szerkezetére vonatkoz6 tételnek.
Legyen f: [0,00[— R egy olyan, a |0, 00| intervallumon folytonos
fliggvény, amely esetén 1étezik a
f(x)

a:= lim —~
T—00 I

hatdrérték és o € [—oo,00|. Ha A, B € B(H)™", akkor tetszSleges A € R
esetén jelolje Py, illetve Q) a H azon projekcidit, melyek az A — A1, illetve
B — A\I magjara vetitenek. Ekkor a kvantum f-divergencia A és B kozott a
kovetkez6 formuldval adhaté meg:

salBy = > | X bf(F) rPQu+aatr PuQo |

aco(A) \beo(B)\{0}

ahol o(.) jeloli B(H ) elemeinek spektrumat és megallapodunk abban, hogy
0-(—00) =0-00 = 0. Az elsé fejezet f6 eredménye ezek utan a kovetke-
z6képpen fogalmazhaté meg.

TETEL. (Molnar—Nagy—Szokol, [12])
Legyen f: [0,00[— R egy szigoriian konvex fiiggvény és tegyiik fel, hogy
¢: S(H) — S(H) olyan transzformdcio, amely kielégiti az

Sp(@(A)lle(B)) = Sp(AllB), A, B e S(H).

egyenletet minden A, B € S(H) pdr esetén. Ekkor létezik olyan U unitér
vagy antiunitér operdtor H-n, mellyel ¢ a

o(A) = UAU*, A e S(H).

alakba irhato.

2. Pozitiv definit matrixokon értelmezett altalanositott
tavolsagmértéket megorzo transzformaciok

A mésodik fejezetben sikeriilt kozos keretbe foglalni és 1ényegesen 4l-
talanositani a [14] cikkben szerepl6 eredményeket. Nevezetesen, a kordb-
ban targyalt, valédi metrikdkra vonatkoz6 sziirjektiv izometridk leirdsa utdn
sikeriilt meghatarozni azon sziirjektiv transzformaciok szerkezetét, melyek
megoOriznek egy adott, unitér-invarians normaval illetve bizonyos feltételek-
nek eleget tevd folytonos valds fliggvénnyel paraméterezett, igynevezett
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dltaldnositott tdvolsagmértéket. Altalanositott tdvolsigmérték alatt olyan
d: X x X — [0,00] fiiggvényt értiink (X egy adott halmaz), amelyre tel-
jesiil, hogy minden x,y € X pér esetén, a d(z,y) tdvolsdg pontosan akkor
0, ha x = y. Azonban d-r6l nem tessziik fel sem a szimmetrikussagot,
sem azt, hogy eleget tesz a haromszog-egyenlStlenségnek. A kovetkezok-
ben jeldlje M, az n x n-es komplex matrixok algebrijit és P,, az n x n-es
pozitiv definit métrixok halmazat. Tovabba jelolje PL és PS (¢ > 0) a
P,, azon elemeinek halmazat, melyek determinansa rendre 1-gyel, illetve
c-vel egyenld. A sziikséges fogalmak és jelolések bevezetése utan megfo-
galmazhaté a masodik fejezet f6 eredménye.

TETEL. (Molnar—Szokol, [15])
Legyen N egy unitér-invaridns norma M,,-en és f: ]0,00[— R egy olyan
folytonos fiiggvény, amelyre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(al) f(y) = 0 akkor és csak akkor, hay = 1;

(a2) létezik egy K > 1 konstans iigy, hogy

[f)] = K|f(y)l, v €0,00[-
Definidljuk a dy. f: P, x P, — [0, 0o[ leképezést a kovetkezdképpen

(2.1) dn.f(A,B) = N(f(AY2BA™Y?)), A, BeP,.

Tegyiik fel, hogy n > 3. Ha ¢: P, — P, egy olyan sziirjektiv leképezés,
mely megdrzia dy ¢(.,.) mennyiséget, azaz minden A, B € P, esetén eleget
tesz az
dn.;(¢(A), #(B)) = dn,;(A, B)

egyenletnek, akkor létezik olyan invertdlhato T € M, mdtrix és egy c valds
szdm, hogy ¢ az aldbbi alakok valamelyikébe irhato:

d(A) = (det A)TAT*, AePy,;
#(A) = (det A)TAIT*, AP,
#(A) = (det A)TAYT*, AeP,;
#(A) = (det A)T(A")~IT*, A €P,.

Megjegyezziik, hogy a tételben szerepld dy f(.,.) leképezés valéban
egy altalanositott tivolsdigmérték a kordbban bevezetett értelemben. Kony-
nyen ellendrizhetd tovabba, hogy a [14] cikkben vizsgalt metrikdk olyan
specidlis altaldnositott tdvolsdgmértékek, melyeknek (a (2.1) alapjan) meg-
feleld f fiiggvények teljesitik az (al) és (a2) feltételeket. A fenti tételiink
azonban tovébbi dltaldnositott tdvolsdgmértékek esetén is alkalmazhat6. Tet-
szbleges A, B € PP, esetén jelolje Y4 p az A~12BA~1/2 pozitiv definit
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matrixot. Ekkor az aldbbi formuldkkal Gjabb altaldnositott tivolsdgmértékek
definidlhat6ak:

(i) Stein’s loss: {(A, B) = ||V, 5 —log Y p — 1|1
(i1) Jeffrey’s Kullback-Leibler eltérés:
Yap+Y,p—2I

Sikrn(A, B) = 5

i

1

(iii) log-determinéns a-eltérés (tetszbleges —1 < o < 1 paraméterre):

ip(4, B) =

4
1—a?

I-a)l+(1+)Yap 1+«
2

log log Y4 B

I

1

ahol ||.|[1 az unitér-invaridns trace-normdt jel6li. Konnyen ellendrizhetd,
hogy tételiink alkalmazhat6 a fenti altaldnositott tdvolsagmértékekre. To-
vabbd megjegyezziik, hogy az N unitér-invarians norma és az f valds fligg-
vény specidlis vélasztasa esetén ahhoz, hogy meghatarozzuk azon transz-
forméciok szerkezetét, melyek valéban megérzik a kérdéses dltalanositott
tavolsagmértéket, a tétel alkalmazasa utdn tovabbi vizsgalatok sziikségesek.
Ezzel kapcsolatos a kdvetkezd tételiink.

TETEL. (Molnar—Szokol, [15])

Jelolje div(.,.) az l(.,.), illetve a D} (.,.), =1 < a < 1 fiiggvények
valamelyikét. Ekkor egy ¢: P, — P, transzformdcio pontosan akkor drzi
meg a div(.,.) leképezést, azaz tesz eleget az

div(¢(A), #(B)) = div(A, B), A, BeP,,

egyenletnek, ha létezik olyan invertdlhato T' € M, mdtrix, mellyel ¢ az
aldabbi alakok valamelyikébe irhato:

d(A) =TAT*, AecP,;

O(A) =TAYT*, AP,

Egy ¢: P, — P, sziirjektiv leképezés pontosan akkor 6rzi meg a Syir(.,.)
eltérést, ha létezik olyan invertdlhato T € M, mdtrix, mellyel ¢ az aldbbi
alakok valamelyikébe irhato:

G(A) = TAT*, A€P,;

6(A) = TA-\T*, AcP,;
B(A) = TAUT*, A €P,;
G(A) = T(A™)"1T* AeP,



Altaldnositott tavolsdgmértéket megorzd transzformacick P, -en 21

A f6 eredményhez hasonl6é eredményt sikeriilt igazolni abban az esetben
is, amikor a ¢ transzformacio az egy determinansu, pozitiv definit matrixok
P! halmazan van definidlva. Ehhez sziikségiink volt a L 6sszes folytonos
automorfizmusédnak alakjira a Jordan harmas szorzatra (A B A) vonatkozdan,
(azaz az Osszes folytonos bijekcid szerkezetére, amely meg6rzi a Jordan
harmas szorzatot). ElSszor a P. folytonos endomorfizmusainak az alakjat
hatdroztuk meg.

TETEL. (Molnar—Szokol, [15])

Legyenn > 3 és tegyiik fel, hogy ¢: IP)}L — IP)}L egy folytonos endomorfizmus
a Jordan hdrmas szorzatra vonatkozéan, azaz egy olyan folytonos leképezés,
amely teljesiti az

S(ABA) = 6(A)¢(B)¢(A), A BeP,.

egyenldséget minden A, B € ]P’}L esetén. Ekkor létezik olyan U € M, unitér
mdtrix, mellyel ¢ az alabbi alakok valamelyikébe irhato:

(g) ¢(A) =UAU*, AcP);

(82) $(A) =UATIU*, AeP);

(€3) §(A) =UA"U*, AcP,;

(84 o(A) =UA")~'U*, AeP,;

g5 ¢(A) =1, AeP,

A fentiekb6l konnyen adédik a IP’TIL folytonos automorfizmusainak alakjara
vonatkozo tétel.

KOVETKEZMENY. (Molndr, Szokol)
Legyen n > 3 és tegyiik fel, hogy ¢ IP’}L — IP’}L egy folytonos automorfizmus
a Jordan hdrmas szorzatra vonatkozéan, azaz egy olyan folytonos bijekcio,
amely teljesiti az

P(ABA) = ¢(A)p(B)o(A)
egyenldséget minden A, B € }P’% esetén. Ekkor ¢ a (g1)-(g4) alakok valame-
lyikébe irhato.

Ezek utdn mar lefrhat6 a P, osszes sziirjektiv, adott d v, ; dltaldnositott tavol-
sagmértéket meg6rzd transzformdacidinak szerkezete.

TETEL. (Molnar-Szokol, [15])

Legyen N az M, egy unitér-invaridns normdja és f: 10, 00[— R egy olyan
folytonos fiiggvény, mely eleget tesz az (al), (a2) feltételeknek. Tegyiik fel,
hogy n > 3. Legyen ¢: IP’,l1 — P}l egy olyan sziirjektiv leképezés, amely
megorzi a dy f(.,.) mértéket. Ekkor létezik olyan T invertdlhaté madtrix,
melyre | det T'| = 1 és amellyel ¢ az aldbbi alakok valamelyikébe irhato:
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$(A) =TAT*, AcPl;
#(A) =TA 1T* AcPL;
p(A) = TAYT*, AcPl;

6(4) = T(AW)IT7, A€ PL,
Az el6z6 tételbdl konnyen adddik az alabbi kovetkezmény.

KOVETKEZMENY. Legyen N és f olyan, mint az eléz6 tételben és tegyiik
fel, hogy n > 3 és c egy pozitiv valds szam. Ha ¢: P, — P; egy olyan
sziirjektiv leképezés, mely megdrzi a dy ¢(.,.) mértéket, akkor létezik olyan
T invertdlhaté mdtrix, melyre |det T| = 1 dgy, hogy ¢ az aldbbi alakok
valamelyikébe irhato:

P(A)=TAT*, AcP;;

H(A) = N2TATIT*, AcPS;

d(A) = TA®T™, A elP;;
H(A) = N2T(A™) 1T+, A€ P,
ahol X = {/c.

3. Sziirjektiv izometridk az altalanositott eloszlasfiiggvények terén

Linedris fliggvényterek linedris izometridinak vizsgdlata szintén egy je-
lentSs kutatési teriilet a funkciondlanalizisben. Azonban van néhdny olyan
fontos fiiggvénytér, amely nem linedris, mint példdul a valdszintiségsza-
mitdsban alapvet8 szerepet jatsz6 eloszlasfiiggvények tere. A [7] cikkben
Dolinar és Molnér leirtdk az R-en értelmezett eloszldsfiiggvények D(RR)
tere sziirjektiv izometridinak szerkezetét a Kolmogorov-Smirnov metrikéra
vonatkozéan. Ha f és g két tetszbleges eloszlasfiiggvény, akkor Kolmogo-
rov-Smirnov tavolsidguk a kovetkez6képpen van definidlva:

p(f,g9) = Sup |f(t) —g(®)].

A harmadik fejezetben a [7] cikkben szerepld eredményt terjesztettiik ki az
tgynevezett altaldnositott eloszlasfiiggvények A(R) terére. Altalanositott
eloszlésfiiggvényen olyan f: R — [0, 1] fiiggvényt értiink, amely monoton
novekvo és jobbrol folytonos (a Fco-beli hatarérték feltételek nincsenek
megkdvetelve).

A harmadik fejezet elsd eredménye azt dllitja, hogy a A(R) tér sziir-
jektiv izometridinak alakja megegyezik a D(R) tér sziirjektiv izometridinak
alakjaval.
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TETEL. (Molnar—Szokol, [13])

Legyen ¢: A(R) — A(R) egy sziirjektiv izometria a Kolmogorov-Smirnov
metrikdra vonatkozéan. Ekkor vagy létezik olyan p: R — R szigoriian
monoton ndvekvd bijekcio, mellyel ¢ az

¢(f)t) = fle(t), teR, feA(R)

alakba irhatd, vagy létezik olyan 1: R — R szigoriian monoton csokkend
bijekcio, mellyel ¢ az

o(f)(t) =1—f(¥(t)—-), teR,feAR)
alakba irhato.

A [11] cikkben Molndr a folytonos eloszlasfiiggvények D.(R) terének
sziirjektiv Kolmogorov-Smirnov izometridit is meghatdrozta. Ez az ered-
mény motivalta a harmadik fejezet masodik eredményét, melyben leirtuk a
folytonos éltaldnositott eloszlasfiiggvények A (R) halmaza 6sszes sziirjek-
tiv izometridjanak szerkezetét a Kolmogorov-Smirnov metrikara vonatko-
zban.

TETEL. (Molnar-Szokol, [13])

Legyen ¢: A (R) — A (R) egy sziirjektiv izometria a Kolmogorov-Smir-
nov metrikdra vonatkozéan. Ekkor vagy létezik olyan ¢: R — R szigoriian
monoton novekvd bijekcio, mellyel ¢ az

o)1) = flp@), teR,feA(R)

alakba irhato, vagy létezik olyan 1: R — R szigordan monoton csokkend
bijekcio, mellyel ¢ az

o)) =1 =), teR, feA(R)

alakba irhato.

4. Szeparacio konvex interpolaciés csaladokkal

A negyedik és 6todik fejezetekben szeparacids problémékat vizsgalunk.
Egy jol ismert szeparacios tétel szerint, ha egy konvex fiiggvény egy konkav
“felett” helyezkedik el, akkor 1étezik a kettd kozott egy affin fiiggvény. Sot,
két tetszbleges fiiggvény esetén adhaté az affin szeparacio 1étezésére egy
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sziikséges és elégséges feltétel. Ezen eredményt Nikodem és Wasowicz bi-
zonyitottdk a [16] cikkben. A negyedik fejezetben a fenti tételt dltaldnositot-
tuk oly médon, hogy jellemeztiik azon valds fiiggvény parokat, melyek egy
n-ed rendd konvex Beckenbach csaldd valamely tagjdval szepardlhatéak.

Legyen I egy valds intervallum. Egy folytonos, valds fliggvények-
bdl 4ll6 B, (1) halmazt egy I feletti n-paraméteres Beckenbach csalddnak
neveziink, ha a fiiggvények értelmezési tartomanya [ és minden / x R-beli
péaronként kiilonb6z6 els6 koordindtdjd (z1,y1), ..., (Tn,yn) pont esetén
létezik pontosan egy olyan ¢ € B, (I), melyre

o) =y1,-- ., 0(Tn) = Yn.

A negyedik fejezet f6 eredménye azon valos fiiggvényeket karakterizal-
ja, melyek szepardlhatéak egy adott, a konvexitdsra z4rt Beckenbach csaldd
valamely elemével.

TETEL. (Bessenyei—Szokol, [4])

Legyen B, (I) egy valds I intervallum felett értelmezett, konvexitdsra zdrt
Beckenbach csaldd és f,g: I — R adott fiiggvények. Ekkor a kivetkezd
dllitdasok ekvivalensek:

(i) létezik olyan h € B, (1), melyre f < h < g;
(i1) minden I-beliu < x1 < --- < x, < v elem esetén a kovetkezd
egyenlotlenségek teljesiilnek

p1(v) = f(v), i(v) <g(v); e @a(u) > f(u),  a(u) < g(u),

ahol @1, pa,11,v2 € By(I) az aldbbi interpoldcids tulajdonsd-
gok dltal meghatdrozottak:

), mn—ke{0,...,n—1}N2%Z;

), n—ke{0,....n—1}N(2Z+1);
zg), ke{l,....,n}Nn(2Z+1);

), ke{l,...,n}N2Z.

A tételben szerepl§ interpolacids tulajdonsagok konnyebb megértéséhez

9

tekintsiik az aldbbi dbrat, ahol a “e” szimb6lumok az f, a “o” pedig a g
értékeit jelolik. Ekkor a g és o fliggvényeket szimbdlikusan a “—”, mig
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a1 és 1y fiiggvényeket a “--+" nyilak szemléltetik.
O [¢] O (@] [¢] [¢] o (@]
N PN N 2N
N 7 N N / \
N s N \ 7 N

N e N N/ N

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ]
Tn—2 Tn—1 Tn 1 T2 xrs3

5. Konvex szeparacio regularis parokkal

Nikodem és Wasowicz eredményét valdjaban Baron, Matkowski és Ni-
kodem azon tétele motivélta [1], melyben jellemezve vannak az olyan val6s
fliggvényparok, melyek egy konvex fiiggvénnyel szepardlhatéak. Az 6todik
fejezetben az ugynevezett reguldris parok altal indukalt konvexitasi foga-
lommal kapcsolatban igazoltunk egy, az emlitett tétellel analég allitast.

A tétel megfogalmazdsahoz bevezetjiik a Csebisev-rendszer fogalmat,
mely a Beckenbach csalddok egy specidlis osztalyat adja. Legyen I C R
egy intervallum és wy,...,wy: I — R folytonos fiiggvények. Azt mond-
juk, hogy az w := (w1, ...,w,) egy pozitiv Csebisev-rendszer, ha minden
I-beli z; < --- < x,, elem esetén, a [wi(xj)hjzl _,, métrix determindnsa
pozitiv. Egy f: I — R fiiggvényt w-konvexnek neveziink, ha minden -beli
xg < - -+ < x, elem esetén teljesiil az alabbi egyenl6tlenség:

wl(:(}o) wl(ml) w1<$n)

wn(xo) wn<x1) wn(‘l'n) > 0.

flwo)  flxr) oo flan)

Egy f: I — R fiiggvény w-konkdyv, illetve w-affin, ha minden I-beli 2o <
--- <z, elem esetén a fent szerepld determindns rendre nempozitiv, illetve
eltlinik.

Reguldris pér alatt két-paraméteres pozitiv Csebisev-rendszert értiink.
A f6 eredményiinkben kideriil, hogy egy determindnst tartalmazé egyen-
16tlenség segitségével sziikséges €s elégséges feltétel adhaté meg két tet-
szbleges valds fiiggvény kozotti w-konvex szeparator 1étezésére.

TETEL. (Bessenyei—Szokol, [3])
Legyen w = (wy,ws) egy reguldris pdr az I valds intervallum felett és
fr9: I — R adont fiiggvények. Pontosan akkor létezik olyan h: I — R
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w-konvex fiiggvény, melyre f < h < g, ha minden I-beli xqo < x1 < 9
elem esetén

wl(.%'()> wl(xl) wl(:L'Q)
CL)Q(.%'()) (,UQ({L‘l) CUQ(xQ) ZO.

g(wo)  flz1)  g(z2)

Megjegyezziik, hogy ezen eredményt mar a [2] cikkben bebizonyitot-
tdk a szerz6k a Baron—Matkowski—Nikodem tétel segitségével. Azonban
nekiink sikeriilt egy fiiggetlen bizonyitast adni erre az eredményre.

A standard esethez analég médon definidlhatunk kozelit6leg w-konvex
fliggvényeket a kovetkez6képpen.

Legyen w = (w1,ws) egy reguldris par az I valds intervallum felett és
legyen w egy w-affin fiiggvény, amely pozitiv I°-n. A ¢: I — R fiiggvényt
kozelitéleg w-konvexnek nevezziik w hibdval, ha minden 7-beli zg < x; <
xo elem esetén

w1 (1‘0) w1 (1‘1) w1 (1’2)
LL)Q(Z‘()) a&(l’l) WQ(l’Q) Z 0.
(p+w)(mo) (p—w)(x1) (p+w)(z2)

Konnyi észrevenni, hogy w = (1,id) és w = ¢/2 viélasztdssal a stan-
dard kozelit6leg konvex fiiggvények definicidjahoz jutunk. Tovabba, a klasz-
szikus esethez hasonl6an megmutathatd, hogy minden kozelitéleg w-konvex
fliggvény felbonthat6 egy w-konvex fiiggvény és egy “kicsi” rész dsszegére.

TETEL. (Bessenyei—Szokol, [3])

Legyenw = (w1, ws) egy reguldris pdr az I valds intervallum felett és legyen
w egy w-affin fiiggvény, amely pozitiv 1°-n. Ekkor p: I — R pontosan
akkor kozelitdleg w-konvex w hibdval, ha felirhaté ¢ = h+ 1) alakban, ahol
h egy w-konvex fiiggvény és |1 (t)| < w(t) minden t € I esetén.

Az 6todik fejezet végén a 6 tételek kovetkezményeként, specidlis regu-
laris parok esetén fogalmaztuk meg a nekik megfeleld szeparacids, illetve
stabilitdsi tételeket.

KOVETKEZMENY. Legyen I egy valds intervallum, a: I — R egy folytonos,
szigorian monoton novekvd fiiggvény. Legyenek tovdbbd f,g: I — R tet-
szolegesen adott fiiggvények. Pontosan akkor létezik olyan h: I — R fiigg-
vény, amelyre f < h < g és amely teljesiti az aldbbi egyenlitlenséget

(Oé(:Bz) — a(:co))h(xl) < (a(xg) — a(xl))h(xo)

(5.1 + (a(z1) — a(z0)) h(w2)
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minden xo < x1 < xo € I elemre, ha tetszoleges I-beli xo < x1 < X9
esetén az aldbbi egyenlotlenség fenndll:

(a(@2) — ax0)) f(21) < (a(@2) — a@1)) g(z0) + (a(w1) — a(wo)) g (w2).

KOVETKEZMENY. Legyen I egy valds intervallum, o: I — R egy folytonos,
szigorian monoton novekvd fiiggvény és € > 0. Ekkor egy ¢: I — R fiigg-
vény pontosan akkor teljesiti a

(a(z2) — a(wo))p(z1) < (alzz) — afz1))e(zo)
+ (1) — (@) @(2) + 26 (aw2) — axo))

egyenldtlenséget minden I-beli xo < x1 < xo esetén, ha léteznek olyan
h,y: I — R fiiggvények, melyekkel p = h + 1, ahol h eleget tesz a (5.1)

egyenlétlenségnek és ||| < e. (Itt || - || a szuprémum normdit jeléli.)
KOVETKEZMENY. Legyen I C|—7%, 5| egy valos intervallum, f,g: I — R.

Pontosan akkor létezik olyan h: I — R (cos, sin)-konvex fiiggvény, amelyre
f < h <g, haminden \ € [0,1] és I-beli x < y esetén

sin(y—x)f()\ac+ (1 —/\)y) < sin()\(y—x))g(x) —i—sin((l —)\)(y—m))g(y).

KOVETKEZMENY. Legyen I C] — T, Z[ egy valds intervallum. Ekkor egy
¢: I — R fiiggvény pontosan akkor kizelitéleg (cos,sin)-konvex ¢ - cos
hibdval, ha ¢ elédll ¢ = h + ¢ alakban, ahol h: I — R egy (cos,sin)-
konvex fiiggvény és ¢b: I — R minden t € I esetén teljesiti az |)(t)| <

£ - cos(t) egyenlbtlenséget.
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