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1. A Riemann-integral definicidja

1.1. Megjegyzés. Megallapodunk abban, hogy ebben a jegyzetben, ha mast
nem mondunk, akkor c tetszdleges valds szdmot jelol.

1.2. Definicié. Legyenek a és b olyan valds szamok, melyekre a < b teljesiil
és tekintsiik az [a; b] intervallumot. Legyen

a=zr0<x1<...<xp =0
Ekkor a
d = {[zo; z1]; [w1;22]; .. -5 [n—1; 20 }
halmazt az [a; b] intervallum egy bosztdsdnak vagy felosztdsanak nevezziik.

A beosztas finomsdga az osztopontok altal keletkezett részintervallumok hosz-
szdnak maximuma.

Azt mondjuk, hogy a d beosztas ekvidisztdns, ha
1 —op=oT2 —T1=...=Tp — Tp-1,
azaz a d halmazban szerepld intervallumok egyenld hosszusaguak.
Az xg; 15 . . . x, valés szamokat a beosztas osztdpontjainak mondjuk.

Az [a; b] intervallum Gsszes beosztdsainak halmazét D[a; b] médon jeldljiik.

Azt mondjuk, hogy a beosztdsok egy sorozata minden hatdron til finomodo
vagy mds széval normdlis beosztdssorozat, ha az osztépontok szdmaval végte-
lenhez tartva, a leghosszabb részintervallum hossza is nulldhoz tart.

1.3. Példa. Az [1;4] intervallumnak a
d = {[1;2];[2; 3];[3; 4]}
halmaz egy ekvidisztins beosztasa.

A beosztds osztopontjainak halmaza
{152;3;4}.
A beosztas finomsaga 1 egység.
1.4. Definicié. Legyen f: [a;b] — R korlatos fiiggvény és
d = {[zi—1; 2] ‘i: 1,2,...,n}
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az [a; b] intervallum egy beosztasa.
Vezessiik be az

m; = inf  f(x) (1=1,2,...,n)
T€[Ti_1;%;]
és az
Mz - sup f(x) (7’ = 17 27 ,Tl)
T€[wi_1;2;)
jeloléseket.
Az

s(f;d) = Zmi (@i — wi-1)
i=1

Osszeget az f fiiggvény d beosztdsahoz tartozo alsé integrdlkozelitd dsszegének

nevezziik.

Az
S(fid) =Y M- (i — zi1),
i=1

Osszeget az f fiiggvény d beosztasahoz tartozd felsd integrdlkizelitd osszegének

mondjuk.

\
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O(f;d) = S(f;d) — s(f;d)

értéket az f fiiggvény d beosztisahoz tartoz6 oszcilldcios dsszegének hivjuk.
Ezt a fogalmat az aldbbi dbra szemlélteti:

1.5. Példa. Tekintsiik az f: [0;1] — R, f(z) = 2 fiiggvényt! A [0; 1] inter-
vallumot osszuk fel 5 egyenld részre.

1
Ekkor minden keletkezett részintervallum hossza 5= 0,2, igy a beosztas fi-

nomséga is 0, 2.
A beosztés altal keletkezett osztopontok halmaza:

D ={0;0,2;0,4;0,6;0,8;1},

A beosztdsnak megfeleld részintervallumok halmaza:

d = {[0;0,2];[0,2;0,4]; [0,4;0,6]; [0,6;0,8]; [0, 8; 1] }.

Az alsé integralkozelitd Osszeg:

s(f;d)=0-0,240,22-0,240,4%-0,240,6%-0,2+0,8%.0,2 =
=0,2-(0,04+0,16 +0,36 +0,64) =0,2-1,2 =0, 24.

A fliggvény grafikonjat, valamint az alsé integralkozelitd Osszeget az aldbbi
dbra szemlélteti:
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A felsé integralkozelitd osszeg:
S(f;d)=0,22-0,240,4%-0,240,6%-0,2+0,8°-0,2+12-0,2 =
=0,2-(0,04+0,16+0,36+0,64+1) =0,2-2,2 = 0, 44.

A fiiggvény grafikonjét, valamint a fels6 integrdlkozelité Osszeget az aldbbi
dbra szemlélteti:
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Az oszcilldcids Osszeg:
O(f;d) = S(f;d) — s(f;d) = 0,44 — 0,24 =0, 2.
1.6. Megjegyzés. Ha az f: [a;b] — R fiiggvény folytonos, akkor

m; = min _ f(x) (1=1,2,...,n)
TE€[Ti—1;5%4]
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M;= max f(z) (i=1,2,...,n).

TE[Ti—1;T]

1.7. Definicié. Legyen f: [a;b] — R korldtos fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a
ds beosztas finomitdsa a di bosztasnak, ha d; C do.

Ilyenkor azt is mondjuk, hogy a d2 beosztds finomabb, mint a d;.

1.8. Megjegyzés. Legyen f: [a;b] — R korldtos fiiggvény és da a d; beosztds
finomitdsa. Ekkor

s(fydr) < s(f;da),

azaz a beosztds finomitdsdval az alsé integralkozelité 6sszegek csak nShetnek
(nem csokkenhetnek).

1.9. Megjegyzés. Legyen f: [a;b] — R korldtos fiiggvény és ds a d; beosztds
finomitasa. Ekkor

S(fidv) = 5(f;da),
azaz a beosztds finomitdsdval a felsd integralkozelitd osszegek csak csokken-
hetnek (nem néhetnek).

1.10. Tétel. Ha f: [a;b] — R korlatos fiiggvény, tovabba d; és da az [a; D]
intervallum beosztasai, akkor

s(f;di) < S(f;dz),

tehat barmely alsé integralkozelité osszeg nem nagyobb, mint az ugyanazon
beosztdshoz tartozé barmely felsd integralkozelitd osszeg.

Bizonyitds: Mivel dq U do a di beosztasnak és a do beosztasnak is finomitésa,
ezért az el6z6 megjegyzéseket felhaszndlva azt kapjuk, hogy

s(fidi) < s(f;diUdz) < S(f;diUda) < S(f;da),
ami éppen a bizonyitand6 4llitas. m

1.11. Kovetkezmény. Az alsé integralkozelitd 6sszegek halmaza feliilrél kor-
latos és a felsd integralkozelitd 6sszegek halmaza alulrdl korlatos.

1.12. Definicié. Az f: [a;b] — R korldtos fiiggvény alsé integrilkozelits
Osszegei halmazanak pontos felsé korlatjat az f fiiggvény also integrdljanak

nevezziik:
b

/f(m)da;— sup s(f;d).
deDla;b]

a
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Az f: [a; b] — R korldtos fiiggvény felsd integralkozelits 6sszegei halmazanak
pontos also korlatjat az f fiiggvény felsd integrdljanak nevezziik:

b

[ t@ar= ot s(sia).

1.13. Megjegyzés. Ha f: [a; b] — R korldtos fiiggvény, akkor

/b f(@)de < /b f(z) dz.

1.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [a;b] — R fiiggvény Riemann-

integralhatd, ha
b b
/f(a:) dzr = /f(a:) dx.

Koz0s értékiiket az f fiiggvény Riemann-integrdljdnak nevezziik. Jele:

b
/ f(z) dz.

1.15. Megjegyzés. Nem-negativ értékd, Riemann-integralhat6 fiiggvény Ri-
emann-integraljadnak geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjanak az x-ten-
gellyel bezirt teriilete.

Az aldbbi dbra az f(z) fiiggvény Riemann-integraljat szemlélteti a [3; 17] in-
tervallumon.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16

~




8 DR. KEZI CSABA GABOR

1.16. Megjegyzés. Negativ értékid, Riemann-integralhat6 fiiggvény Riemann-
integraljanak abszolut értékének geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjanak
az x-tengellyel bezart teriilete.

1.17. Megjegyzés. Riemann-integralhat6 fiiggvény Riemann-integraljanak ge-
ometriai jelentése a fliggvény grafikonjanak az x-tengellyel bezart elGjeles te-
riilete.
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2. A Riemann integralhatésag kritériumai és elegendo feltételei

2.1. Megjegyzés. Ebben a szakaszban az alsé integralkozelitd osszegre, illetve
felsd integralkozelitd 9sszegre, valamint az oszcillacids Osszegre az s, (f;d),
illetve Sy, (f; d), valamint a O, (f; d) jeloléseket is haszndljuk ott, ahol fontos
hangstilyozni, hogy n részre osztjuk fel az [a; b] intervallumot.

2.2. Tétel. Legyen f: [a;b] — R korldtos fiiggvény és
d= {[mi_l;xi] ‘iz 1,2,...,n}

az [a; b] intervallum egy beosztésa.

Legyen & € [x;_1;7;], ahol ¢ = 1,...,n. Ha az f fiiggvény Riemann-
integralhaté az [a; b] intervallumon, akkor

b n
[ f@yde = tim 3746 - (@i =m0,
p i=1
Bizonyitds: Az éllitds a Riemann-integral definicidjanak kozvetlen kovetkez-
ménye. m

2.3. Tétel. Az f: [a;b] — R korldtos fiiggvény pontosan akkor Riemann-
integrélhaté az [a; b intervallumon és az integral értéke I, ha az [a; b] interval-
lumnak van olyan beosztissorozata, amelyhez tartozé integralkozelitd osszeg
és a felsd integralkozelitd osszeg konvergens és mindkettd hatarértéke I, azaz

Jim s, (f3d) = lim Sy(f;d) = 1.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény Riemann-integralhat6 az [a;b]
intervallumon és

/bf(x)da::I.

Ekkor a Riemann-integral definiciéja szerint

f(x)dx:/bf(x)dx:/bf(x)dx.

sle—_ ..
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Ezt felhaszndlva minden n € N esetén van olyan d beosztdssorozata az [a; 0]
zart intervallumnak, melyre

b b
- <sfid) < [ f@)do= [ f@)dr<Sufid <+

Az el6bbi egyenl6tlenség sorban vegyiik az n — oo hatdrdtmenetet. Ekkor

1 1
lm [ —— = lim I +— =1,

n—oo n n—00 n

ezért n — oo hatdratmenet esetén a fenti egyenlStlenség eleje és vége egyenld,
igy mindenhol egyenl8ség kell, hogy szerepeljen. Ez azt jelenti, hogy

Jim s, (f;d) = lim S, (f;d) = 1.

Az dllitas megforditdsanak igazolasahoz tegyiik fel, hogy az [a; b] intervallum-
nak van olyan d beosztdssorozata, amelyre

Jim s, (f3d) = lim Sp(f;d) = 1.

Ekkor az
b

b
1= Jim s,(fid) < [ fe)do= [ f@)ds <l S,(5id) =1

egyenl6tlenség sorbol kovetkezik, hogy
b b
[ f@de= [ wyas=1
a a

igy a Riemann-integrél definici6ja szerint f Riemann-integrélhat6 az [a; b] in-
tervallumon és

/bf(x) do = 1.

Ezzel az 4llitast igazoltuk. m

2.4. Példa. Az el6bbi tételt felhaszndlva bebizonyitjuk, hogy az f(z) = 2
fiiggvény Riemann-integralhaté a [0; 1] intervallumon, tovébbd kiszamoljuk az

1
/ 22 dz Riemann-integral értéket!
0
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Els6 1épésben a [0; 1] intervallumot n egyenld részre osztjuk. A keletkezett
osztépontok halmaza
D= {0’1;2;.”;71—1;1}.
n'n n

Az osztépontok altal keletkezett részintervallumok

oo (o 25

A beosztashoz tartoz6 alsé integralkozelit6 Osszeg

Sn(de):%' <02+ (:L>2+...+ (mn_l)>2>

Felhaszndlva, hogy az els§ n természetes szdm négyzetének 6sszege
n-(n+1)-2n+1)

12422+, . +n°=

6
azt kapjuk, hogy az als6 integralkozelit 6sszeg
sn(f,d)zﬁ-(o +1 +...+(n—1)):ng-< G .
Ebbdl az alsé integralkozelitd dsszeg hatarértéke
. PO (n=1)-n-2n—-1)\
i st =t (g -
2 - (2n —1 2 3 _ 2
~ lim (n®*—n)-(2n—1) — i (2 dn+n\
n—00 6n3 n—00 6n3

X 2-3+ 5\ 1

A beosztdshoz tartoz6 felsé integralkozelitd 6sszeg

s =2 () () (504 2))

Felhaszndlva, hogy az els6 n természetes szam négyzetének 6sszege
n-(n+1)-2n+1)
6

12+224+...+n2=
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azt kapjuk, hogy

Sn(de):%'(12—1-22...—1—(71—1)2—1—712):
1 n-(n+1)-2n+1)
L (mlrenr),

Ebbdl a felsd integralkozelitd dsszeg hatarértéke

lim S, (fid) = Tim (n-(n+1).(2n+1)) _

n—00 n—+00 6n3
, (n?2+n)-(2n+1) . 2n3 +3n? +n
= llm = hm —— > =
n—00 6n3 n—o00 6n3

3 1
o (A
Nn—00 6 3

Mivel az alsé és fels6 integralkozelité 6sszeg hatarértéke megegyezik, ezért a
fiiggvény Riemann-integralhatd, és a Riemann-integral értéke
1

/:c2dx:1.

0

2.5. Kovetkezmény. Az f: [a;b] — R korldtos fiiggvény pontosan akkor
Riemann-integralhatd, ha a fels6 integralkodzelitd 6sszeg és alsé integralkozelitd
Osszeg kiillonbsége nulldhoz tart:

lim (S, — s,) =0,

n—oo
azaz ha az oszcillaciés 6sszeg hatarértéke zérus:
lim O,(f;d)=0.
n—oo

Bizonyitds: Ha az f fiiggvény Riemann-integralhat6 az [a;b] intervallumon,
akkor a 2.3 tétel szerint minden n € N esetén van olyan d beosztdsa az [a; b]
intervallumnak, amelyre
lim s,(f;d) = lim S,(f;d).
n—oo

n—oo
Ezt adtrendezve
lim S,(f;d) — lim s,(f;d) =0
n—oo n—oo
adodik, igy
lim (S(f;d) — sn(f;d)) =0.

n—o0
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Az oszcillacids Osszeg definicidjat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

lim O, (f;d) = 0.
n—oo

Megforditva, ha az [a; b] intervallumnak van olyan d beosztdsa, amelyhez tar-
toz6 oszcillacids Osszeg zérus, azaz

lim O,(f;d) =0,
n—0o0

akkor az oszcillacids 0sszeg definicidja szerint
lim S,(f;d) — lim s,(f;d) =0,
n—oo n—oo
fgy
lim Sp(f;d) = lm s,(f;d),
n—oo

n—oo

amivel igazoltuk az 4llitast. m

2.6. Kovetkezmény. Az f: [a;b] — R korlétos fiiggvény pontosan akkor
Riemann-integralhat6 az [a; b] intervallumon, ha barmely € > 0 esetén létezik
olyan d beosztdsa az [a;b] intervallumnak, amelyhez tartozé O(f;d) oszcil-
laciés Osszeg e-ndl kisebb, azaz a fiiggvény grafikonja lefedhetd £-ndl kisebb
Osszteriiletd téglalapokkal.

Bizonyitds: A kovetkezmény kozvetleniil adédik a 2.5 kovetkezménybdl. (Lé-
nyegében annak egy atfogalmazdsa.) m

2.7. Megjegyzés. A 2.5, illetve a 2.6 kovetkezményeket Riemann-kritérium-
ként is szokds emliteni.

2.8. Tétel. Ha az f: [a;b] — R korlétos fiiggvény monoton, akkor Riemann-
integralhato.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy f monoton névekvd és legyen

d= {[mi_l;xi]‘izl,Q,...,n}

egy ekvidisztians beosztdsa.

Mivel az [a; b] intervallumot n egyenl§ részre osztjuk, ezért a keletkez§ részin-
tervallumok hossza EFT“.

Az f figgvény monoton ndvekvd, ezért az beosztds altal keletkezett részin-
tervallumokon a fiiggvényértékek infimuma az intervallum kezd6pontjaban, a

fuggvényértékek szuprémuma az intervallum végpontjaban van.
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Az f fiiggvény d beosztishoz tartozé alsé integralkozelitd dsszege

sn(f;d) = Zmz (@i — i) = Zf(%'—l) boa
=1 i=1

n
b—a —
= 'Zf(ﬂﬂiq)'
i=1

n

Az f fiiggvény d beosztashoz tartozo felsd integralkozelitd osszege

Sn(fad):ZMz(l’z—l‘z_l):Zf(gpl) . b—a =
=1 1

b—a Zn: f ( )
= . Zi).
n X ’
=1
Az f fuggvény d beosztashoz tartozé oszcillacids dsszege

On(f;d) = Sn(f;d) — sn(f;d) =

=P (Fw) + Fa) + ot Slan) -

- (f(xl)_f(@)——f(a:n))) =
b—a

= 8 (o) — Slan)) = 2 (10) — F@),
igy
Jim Ou(fid) = lim “=2 - (70) — f(@)) = .

tehat f Riemann-integralhatd. m

2.9. Tétel. Ha az f: [a;b] — R figgvény folytonos, akkor Riemann-integral-
hato.

Bizonyitds: Zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény egyenletesen
folytonos, azaz ¢ > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy ha x,y € [a;b] és

|z —y| < 6, akkor [f(z) — f(y)| < 355-
Legyen
d= {[sz‘_l;xi] ‘iz 1,2,...,n}

olyan beosztdsa az [a; b] intervallumnak, melyre nax (2 —@i—1) <.
Sisn
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Mivel f zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, ezért felveszi a mi-
nimumdt és a maximumét, azaz léteznek olyan u; és v; valés szdmok, hogy
U, V; € [Ti-1;x4] €8

fug) = M;
f(vz) =m,;.
Mivel z; — x;—1 < 0, ezért |u; — v;| < 6, igy
€
) — flo)] < ——.
F ) = Fo)] <
Az oszcillacids 0sszeg

O(f;d) = S(f;d) — s(f;d) =
:ZMi'(xi_xi—ﬁ —Zmz"(fﬂi—%—l) N
=1

i=1

=) fw) - (wi—mima) = Y f(vi) - (i = wim1) =
=1 =1

= Z (f(ui) = f(vi)) - (@i — 1) < bf . Z(:Bz' —Ti1) =
=1

a -
=1

€ €
_b—a.(xn_xo)_b—a

igy az f fiiggvény Riemann-integralhat6. m

(b—a)=¢,

2.10. Tétel. Ha az f: [a;b] — R korlétos fliiggvény szakaddsi helyeinek hal-
maza megszamldlhaté szamossagu, akkor f Riemann-integralhato.

2.11. Kovetkezmény. Ha az f: [a;b] — R korlatos fiiggvénynek véges sok
helyen van szakaddsa, akkor f Riemann-integralhatd.
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3. A Riemann-integral tulajdonsagai, Newton-Leibniz tétel

3.1. Megallapodas. Ebben a szakszban, ha mast nem mondunk, akkor I a valds
szamok halmazdnak egy pozitiv hosszisagu részintervallumat jeldli.

3.2. Definicio. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrélhato fiiggvény, akkor

jﬂmmz—jﬂ@m,
a b

azaz az integralas hatdrainak felcserélésével a Riemann-integral értéke eldjelet
valt.

3.3. Tétel. Ha f, g: [a;b] — R Riemann-integrélhaté fiiggvények, akkor

/bf(ﬂf)Jrg(fC) dx:/bf(ﬂf)d$+/bg(ﬂf)d$,

azaz a Riemann-integral additiv tulajdonsagui, ami azt jelenti, hogy 0sszeget
tagonként integralhatunk.

3.4. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrélhato fiiggvény és \ € R, akkor

/b)\'f(a:)d:c:)\‘/bf(x)dx,

azaz a Riemann-integrdl homogén tulajdonsdgu, ami azt jelenti, hogy konstans
szorz6 kiemelhet$ az integrél elé.

3.5. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is

Riemann-integralhaté és
b b
[ @] < [17@)da.
a a

3.6. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvény és ¢ € [a;b],

akkor , . ,
[f@ae= [ s+ [ @

azaz a Riemann-integrél intervallum additiv tulajdonsdgu.
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3.7. Kovetkezmény. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrélhato fiiggvény, akkor
a
[ t@yas=o
a

azaz, ha az integral kezd6- és végpontja megegyezik, akkor az integral értéke
z€rus.

Bizonyitds: A 3.2 tétel szerint

/bf(x) dx:—/af(x) da.
a b

Az egyenletet atrendezve

adodik.
A 3.6 tételt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/bf(x)d;v+/af(a:)d$:/af(x)dm.
3 f a

Tehat

amivel igazoltuk az allitast. m

3.8. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény és [c;d] C [a;b],
akkor az f fiiggvény [c; d] intervallumra val¢ lesziikitése is Riemann-integral-
hato.

3.9. Tétel. Ha f: [—a;a] — R Riemann-integralhat6 pdratlan fuggvény, akkor

/af(ar) dz = 0.
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3.11. Tétel. Ha f,g: [a;b] — R olyan Riemann-integréalhaté fiiggvények, me-
lyekre g(z) < f(z) teljesiil, akkor

/bg(w) dz < /bf(x) dz,

azaz a Riemann-integral monoton tulajdonsaga.

3.12. Kovetkezmény. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvény és
f(z) > 0 minden x € [a; b] esetén, akkor

/b f(z)dz > 0.

Bizonyitds: A kovetkezmény azonnal adédik az el6z6 tételbdl g(z) = 0 va-
lasztassal. m
3.13. Tétel. (Az integralszamitas els6 kozépértéktétele.)

Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhat6 fiiggvény, akkor 1éteznek olyan m és
M valés szamok, hogy

b

m-(b—a)g/f(x)da:gM-(b—a).

a
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A (1T =3)

0l 00000 0.4 45 5.0.95 0:%0.9564
0O 1 2 5 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

3.14. Tétel. (Az integralszamitds masodik kozépértéktétele.)

Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény, akkor létezik olyan £ valds szdm, hogy

e ‘M
f(&)
1
0.5
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

3.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy az F': I — R fiiggvény az f: I — R
fliggvény primitiv fiiggvénye az I intervallumon, ha F' differencidlhat6 az 1
intervallumon és F’(z) = f(x) minden = € I esetén.

3.16. Példa. Az f(x) = 2z fiiggvénynek az F'(x) = z? fiiggvény egy primitiv
fiiggvénye, mert F'(z) = f(x).
3.17. Tétel. (Newton-Leibniz tétel.)

Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény az [a; b] intervallumon és differenci-
alhat6 az |a; b[ intervallumon. Legyen tovdbba F' az f egy primitiv fiiggvénye.
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Ekkor

b
[ H@)de = (@ = F ) - Flo).

Bizonyitds: Legyen
d = {[xo;x1]; [z1;22); - - - [Tt T0]; } = {[m_l; 931]’2 =1,... ,n}
az [a; b] intervallum egy bosztédsa.
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint 1étezik olyan &; €]x;_1; z;[, hogy
F(z;) = F(zi-1) = F'(&) - (21 — 2-1).

Mivel feltétel szerint az F' fiiggvény az f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye,
ezért F'(x) = f(x) teljesiil minden z €]a; b[ esetén, igy

F(CL‘Z) — F(.Tl;l) = f(gz) . (l‘l — -Tifl) (l = 1, 2, ey n)
Mivel

=1
=Y f(&) - (zi— i)
i=1
Mivel
mg Sf(fl) < M; (Zzla ,’I’L),
ezért
> omic (@i —wi) Y FE) (@i — @) M- (w — wia).
i=1 i=1 i=1
Tehat

s(f;d) < F(b) = F(a) < S(f;d).

Mivel a kapott egyenlStlenség az [a; b] intervallum minden d beosztasara igaz,
ezért vehetjiik az alsé integrilkozelitd 0sszegek szuprémumat és a felsé integ-
ralkozelit6 osszegek infimumat, igy

b
/f(:z:)dng(b)—F(a)S/f(x)d$
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adddik.
Mivel f Riemann-integralhatd, ezért
b

jf@ﬂw=/fmmx

igy azt kapjuk, hogy

b
ﬂw—ﬂ@:/ﬂ@m,

amivel igazoltuk az allitast. m

3.18. Példa. Kiszdmoljuk az f(z) = z fiiggvény Riemann-integraljat a [0; 1]
intervallumon a Newton-Leibniz tétel alkalmazasaval:
1

/ 21 12 02 1
zdr=|—| =———=—.

2], 2 2 2
0

3.19. Definicio. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor az
x
F(z) = /f(t) dt
a

fiiggvényt az f(x) fuggvény felsé hatdr fiiggvényének vagy teriiletmérd fiigg-
vényének nevezziik.

3.20. Tétel. Ha f: [a; b] — R Riemann-integralhato fiiggvény, akkor a teriilet-
mérd fiiggvénye folytonos.

Bizonyitds: Legyen xg # x tetszGleges pontja az [a; b| intervallumnak. Is-
mert, hogy zart intervallumon folytonos fiiggvény korlatos, ezért 1étezik olyan
K valés szam, hogy |f(t)| < K minden ¢t € [zo;x] vagy t € [z;x0] esetén.
Felhasznalva a Newton-Leibniz tételt, valamint a 3.5 tételt azt kapjuk, hogy

F(@)~ Flao)| =| [ 10| < [ 170]de <

X
S/Kdt:Ko]:c—xo,
zo
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igy azt kaptuk, hogy F' folytonos az xg helyen. Mivel zg tetszSleges volt, ezért
F folytonos az [a; b] intervallumon. m

3.21. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvény és folytonos
az o €]a;b[ helyen, tovdbbd F' az f teriiletmérd fiiggvénye, akkor a F'(z)
differencidlhat6 az x( helyen és F'(xq) = f(x0).

Bizonyitds: Legyen xo €]a;b] tetszSleges. Az f fiiggvény folytonos az [a; b]
intervallumon, igy az x( helyen is folytonos, igy minden € > 0 esetén létezik
olyan § > 0, hogy ha |t — xzg| < J, akkor | f(t) — f(zo)| < % Felhasznalva ezt
a tényt, valamint a Newton-Leibniz tételt és a 3.5 tételt azt kapjuk, hogy

L) )| = |2 () - Flaw) = S| -
-2 (P - P - s o= o) -
_ x_lwo. /xf(t)dt—/xf(xo)dt =
_ x_lxo./xf(t)—f(x ’a:_mo‘ /|f Flzo)|dt <
_M.Z;dtzm.;.\x—xoxa

= e S (Rl

; Ji ST = o)

ami azt jelenti, hogy F differencidlhaté az x helyen és F’(xo) = f(z0), amivel
igazoltuk az allit4st. m

3.22. Tétel. Minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds: A tétel kozvetleniil kovetkezik a 3.20 tételbdl. m
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3.23. Megjegyzés. Nem minden primitiv fiiggvény irhat6 fel véges sok tag
Osszegeként, azaz zart alakban.

Példdul az f(x) = e’ fliggvény folytonos, ezért Riemann-integrilhatd, azon-
ban nem létezik zart alakban felirhaté primitiv fiiggvénye.
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4. A primitiv fiiggvény tulajdonsagai, alapintegralok

4.1. Megallapodas. Ebben a szakaszban, ha mast nem mondunk, akkor I a
valds szamok halmazdnak egy pozitiv hosszisdgui részintervallumat jeloli.

4.2. Definicio. Ha az F': I — R fiiggvény differencidlhaté és F'(z) = f(x)
minden z € [ esetén, akkor azt mondjuk, hogy F az f fiiggvény primitiv
fiiggvénye.

4.3. Megjegyzés. Ha F' primitiv fuggvénye az f fiiggvénynek, akkor minden
¢ € Resetén F + c is primitiv fiiggvénye az f fliggvénynek. Tehat, ha egy
fliggvénynek van primitiv fiiggvénye, akkor végtelen sok van, melyek csak egy
(additiv) konstansban térnek el egymastol.

4.4. Példa. Az f(x) = 2z fiiggvénynek F(z) = 2% és Fa(x) = 2% + 2 is
primitiv fiiggvénye, mert (22)' = 2x és (2% + 2)' = 2z.

4.5. Definicio. Az f fiiggvény Osszes primitiv fliggvényének halmazéit az f
fiiggvény hatdrozatlan integrdljdnak nevezziik. Jele: [ f(z) d.

4.6. Példa. Az f(x) = 2z fiiggvény hatdrozatlan integralja

/Qxdx:x2+c.

4.7. Tétel. Ha f: I — R és g: I — R olyan fiiggvények, amelyeknek 1étezik
primitiv fiiggvénye, akkor az f + g fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye

) /(f(x)—i—g(m))dx:/f(x) dw+/g(m) dz.
Bizonyitds: Mivel

( [ (@) + gt) d:c)' — @)+ (@)

([r@a+ [oar) =</f jar) + ([ otmyar) =

)+ g(x),
amivel igazoltuk az allitast. m

4.8. Példa. Az f(x) = 3z% + 2z fiiggvény primitiv fiiggvényei

/3x2+2xd:p—/3x2dx+/2xdx—x3+x2+c.
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4.9. Tétel. Ha f: I — R olyan figgvény, amelynek létezik primitiv fiiggvénye
és A € R, akkor a \ - f fiiggvénynek is 1étezik primitiv fiiggvénye és

/)\'f(a:)da::)\-/f(a:)dx.

Bizonyitds: Mivel

(/A-f(x)dx)lz/\-f(x)
) (A-/f(x)dm)lz)\- </f(x)dx>/:)\-f(x),
amivel igazoltuk az allitést. m

4.10. Példa. Az f(x) = 6 cos x fiiggvény primitiv fiiggvényei

/GCosxdm:GSinx—i—c.

4.11. Tétel. Az f(x) = x™ fiiggvény hatdrozatlan integralja n # —1 esetén

n+1
/:U”dxzaj + c.

n+1
Bizonyitds: A hatvanyfiiggvény derivaldsi szabdlyat felhaszndlva azt kapjuk,
hogy

In+1
tec)=
<n+1 )

amivel igazoltuk az 4llitast. m

g (1)t =at

4.12. Példa. Az f(x) = 2 fiiggvény hatédrozatlan integrilja

4
/x?’dx:i+c.

4.13. Példa. Az f(x) = /x fuggvény hatdrozatlan integrélja
3
/\/de:/x;dx: T

4.14. Példa. Az f(z) = :%2 fuggvény hatdrozatlan integralja

1 -1
/2dm:/az—2dx:x
x

1

T e
4.15. Tétel. Legyen A € R és a > 0. Ekkor



26 DR. KEZI CSABA GABOR

1
a) /)\dx:)\-x—l—c; f)/xdlen]xH—c;

b) /COSﬂSdl’ =sinx + c;
x = log, |z| + ¢;

c) /sinxdx = —cosx + ¢

1
h)/ s—de =tgz +¢
d) /e“”dx:ex+c; cos* x

1
e) /a dx———i—c i)/— ——dz =ctgzr + ¢,
sin”

ahol c € R tetszbleges.

Bizonyitds: A bizonyitdsokat a megfelel6 derivalasi szabélyok segitségével
végezzik el:
) Ax+e) =X\
b) (sinz + ¢) = cosx;
¢) (—cosx + c) = sinx;
d) (e +¢) =
e)

. /
1

2 4. =—-a" lna=a"

Ina Ina

f) hax > 0, akkoraz (Inz +¢)' = % derivdldssal ad6dik az 4llitds; hasonl6an
adddik az allitas © < 0 esetén;

2)
1 = ;
(logy z +¢) = ——;
h)
1
t ' =
(tgz +c) cos? z
i)
1
—(ctgz +c¢) = ——.
sin? x

Minden 4llitast igazoltunk. m

4.16. Példa. Az f(z) =

COSQ + 3* fiiggvény hatdrozatlan integralja

/ L svdp—tert o 4
cos? x T8 In3 <
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4.17.Példa. Az f(z) = = + %I fiiggvény hatarozatlan integralja

z-In5 sin

1 1
/x_ln5+Sin2xdleog5:ﬁ—ctg3:—|—c.

27
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5. Az f(ax + b) alakd fiiggvény integralasa

5.1. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok és legyen az f: I — R fligg-
vénynek F' egy primitiv fiiggvénye és g: J — R els6fokud fiiggvény, azaz
g(x) = a-x + b, ahol a,b € R és a # 0. Tegyiik fel, hogy R, C I, azaz
a g fuggvény értékkészlete részhalmaza az I intervallumnak. Ekkor az f o g
fiiggvénynek a J intervallumon egy primitiv fiiggvénye

1

a “Fo g($)7
azaz

1
/f(am—kb)d:nz — - F(ax +b) + ¢,
a
ahol ¢ € R tetszdleges.

Bizonyitds: Mivel

F B
a a
ezért P b )
Flaztb) |1 Fogla)
a a

egy primitiv fiiggvénye az f(ax + b) fiiggvénynek. Ezzel igazoltuk a tétel
allitasit. m
5.2. Példa. Tekintsiik az fog(x) = cos(3z+4) fiiggvényt. Ekkor f(x) = cosz
és g(x) = 3z + 4. Az f(x) fuggvény egy primitiv fiiggvénye F'(x) = sinwz.
Ekkor F o g(x) = sin(3z + 4). Ezt felhasznalva

sin(3z +4)

/cos(Sx +4)dx = — 5 +ec.
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6. Az ["(x) - f'(z) alaku fiiggvény integralasa

6.1. Tétel. Legyen n € R\ {—1} éslegyen f: I — R olyan fiiggvény, hogy
az f™(x) - f'(x) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye. Ekkor

fn+l
TL d_
/f e=ie

ahol ¢ € R tetszbleges.
n+1

n—+1

n+1 ! n
<f +c> — 1)L @) = @) @),

Bizonyitds: Az + c fliggvény derivaltja

n+1 n+1
amivel igazoltuk az 4llitast. m

6.2. Példa. A sin®(z) - cosz fiiggvény f(z) = sinz és n = 3 vdlasztdssal
f™(x) - f'(z) alakd. Ezért alkalmazhat6 az elGbbi tétel, igy azt kapjuk, hogy

. 3 sint z
sin® x - cosxdx = +c,

4
ahol ¢ € R tetszbleges.
6.3. Tétel. Ha f: I — R olyan fiiggvény, amelyre az J;/(( )) fiiggvénynek l1étezik
primitiv fiiggvénye, akkor

7@

zln’f(:zs” + ¢,

ahol ¢ € R tetszdleges.

Bizonyitds: Az In ( f (a:)) fliggvény derivaltja

SR SR
(ln (f(x)) +C) - f(x) ( )

amivel igazoltuk az 4llitast. m

6.4. Példa. A fliggvény integrilja

2x2+5

4x

ahol c € R.
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6.5. Megjegyzés. Az 6.1 tétel és az 6.3 tétel kapcsolata:

Sy F@)
) @) =

igy han = —1, akkor a 6.1 tétel helyett a 6.3 tétel érvényes.
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7.A kob(zx) - b () alakd fiiggvény integralasa

7.1. Tétel. Ha I és J intervallumok és b: I — J differencialhaté fiiggvény,
K,k: J — R olyan fiiggvények, hogy K primitiv fiiggvénye k-nak (azaz
K'(z) = k() minden x € J esetén). Ekkor

/kog(x)'g’(x)dm—[{og(x)—kc

ahol ¢ € R tetszbleges.

Bizonyitds: Az Osszetett fiiggvény derivéldsi szabalyét és a tétel feltételeit al-
kalmazva azt kapjuk, hogy

(K og(x) = K'(9(x)) - ¢'(x) = k(g(x)) - ¢/ (z) = ko g(x) - (),
amivel igazoltuk az allitast. m

7.2. Példa. Meghatarozzuk az

etgm

x) = —5—
/(=) cos?
fliggvény hatdrozatlan integraljat.

7~ 7z

Az el6z6 tétel jeloléseivel k(x) = e® és b(x) = tgx. Ekkor K (x) = e”, igy

ets 1
5— dr = etgw-izdxzetgz—l—ca
cos? x cos? x

ahol c € R.
7.3. Példa. Meghatarozzuk az

x
flw) = 26 +1

fliggvény hatdrozatlan integraljat.

A tétel jeloléseivel k(x) = ﬁ és b(x) = 23. Ekkor K () = arctg z, igy
z? 1 z? 1 1
——dz==-[3 ———dz == | ——— 32%dz =
/:E6—|—1 T3 / @2+1 73 /(x3)2+1 v
1 arctgz?®
e g . 3 + C,

ahol c € R.
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7.4. Példa. Meghatarozzuk az
flx)=¢% -€"
fliggvény hatdrozatlan integraljat.
A tétel jeloléseivel k(x) = e és b(z) = e”. Ekkor K (z) = €7, igy

/eez e dr =e* 4o,
ahol ¢ € R.
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8. Parcialis integralas

8.1. Megallapodas. Ebben a fejezetben, ha mast nem mondunk, akkor I és J
a valds szdmok halmazanak pozitiv hosszisagu részintervallumait jelolik.

8.2. Tétel. (Parcidlis integralas.)
Haaz f: I — Rés g: I — R fiiggvények differencidlhatéak, tovabba 1étezik

: [ @) g @)

/ f(@) - g(z) dz
/ f(@) - g(x) da = f(z) - g(x) - / f(@) - ¢(z) de

Bizonyitds: A szorzat fiiggvény derivalasi szabdlya szerint
(f(@) - 9(2)) = f'(2) - g(2) + f(2) - ¢/ ().
Mindkét oldalt integralva azt kapjuk, hogy

/(f() dx_/f z)+ f(2) - g () dz,
:/f’(x).g(x)dx+/f($) g'(x)dz
adodik.

A kapott egyenletet dtrendzve azt kapjuk, hogy

[ 1@ g@)dz = f@) - g(@) - [ f) -9

amivel igazoltuk az allitast. m

integral, akkor létezik az

1s és

amibdl

8.3. Kovetkezmény. Haaz f: I — R és g: I — R fiiggvények differencial-
hatdak, tovabbd 1étezik az
[ 1@ @)z

[ @) g @

integrél, akkor 1étezik az
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[ @) g @ds = @) g0) - [ @) gla) o

Bizonyitds: A 8.2 tételben szerepld képlet dtrendezésével adddik az allitds. m
8.4. Megjegyzés. Legyenek o # 0 és [ valds szamok, P(x) egy polinom.

Parcidlis integralassal elvégezhetdek az alabbi integraldsok:

a) /P(a:) -sin(ax + 8) dz;
b) /P(m) - cos(ax + ) dx;
c) /P(x) e B g,

/(@) = ot
valasztassal kell élniink.

8.5. Példa. Meghatarozzuk az

/x.cosxdx

A parciélis integralds képletében az f'(z) = cosx és g(x) = z jeloléssel éliink.
Ekkor az f'(z) filggvény egy primitiv fiiggvénye

f(x) :/cos:z:dx:sinx.

hatdrozatlan integralt!

Masrészt
glx)y=2 = J@@)=1

A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/az-cos:cda::x-sinx—/sinxd$:

=x-sinx 4+ cosz + c.
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8.6. Megjegyzés. Legyen a > 0, a # 1 valés szdm, P(x) egy polinom.
Parcidlis integréldssal elvégezhet6ek az alabbi integrildsok:

/ P(x) - log, x dz.

Ezekben az esetekben a parciélis integrdlds képletében az f'(x) = P(x) és
g(z) = log, x vélasztassal kell élniink.

8.7. Példa. Meghatarozzuk az
/ z-lnxdr

A parcidlis integrdlds képletében az f'(x) = x és g(x) = In x jeldléssel éliink.
Ekkor az f'(z) fiiggvény egy primitiv fiiggvénye:

152

f(x) —/a:da?— i

hatdrozatlan integrélt!

Tovébba i
g(x) =Inz = J(z)=—.
x

A parcidlis integrélés tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

x2 2 1
-1 =— -Inz— [ — - —dzx.
/x nxdr 5 nx /2 wdx

Elvégezve az egyszer(sitést, majd felhasznalva, hogy

2

T
de = — +
/xx 5 c,

azt kapjuk, hogy
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9. Parcialis tortekre bontas modszere

9.1. Tétel. Minden raciondlis tortfiiggvény felbonthatd egy polinom és egy
olyan racionalis tortfiiggvény 0sszegére, amelyben a szamlalo fokszdma kisebb,
mint a nevezd fokszdma.

9.2. Példa. Tekintsiik az

T —5
z+3
tortet. Ekkor
r—5 z+3-8 8
t+3  z+3  z+43

9.3. Megjegyzés. A tételben szerepl§ felbontast dltaldnosan polinomosztas se-
gitségével lehet elvégezni. Elvégezve a P(z) : Q(z) polinomosztdst legyen
M (x) a maradék, H (z) az osztds hanyadosa. Ekkor

Pl) o M)
o - T Gy

9.4. Példa. Tekintsiik az

2+ T 450+ 1
2 —4

tortet. A polinomosztast alkalmazva azt kapjuk, hogy

(4 T2+ 52 +1): (22 —4) =2+ 11,

—(zt— 42?)
x4+ 5z +1
—(112% — 44z)
492 + 1
Ezt felhaszndlva
x4+7522jjx+1 :x2+11+4j§j—41

adodik.
9.5. Definicié. Legyenek A # 0, valamint B és C' olyan valds szamok, hogy
B-C #0éslegyenn € N, tovibbd zp € R. Az

A

(x — zp)™
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Bx+C
(2% 4 px + q)"
alaki torteket, ahol p? — 4¢ < 0 (azaz az 22 + px + ¢ masodfokid polinomnak
nincs valés gyoke) parcidlis torteknek nevezziik.

9.6. Példa. Az

)
(z —3)*
tort parcidlis tort.
Az
r+3
(x+z+2)3

tort parcidlis tort.

9.7. Tétel. Minden olyan raciondlis tortfiiggvény, amelyben a szamlalé fok-
szama kisebb, mint a nevezd fokszdma, felbonthat6 parcidlis tortek 0sszegére.

9.8. Példa. Felbontjuk parcidlis tortek 6sszegére az
T —5
22+ 5z + 4’

algebrai tortet, majd kiszdmoljuk az
T —95
———d
/ 22+ 5x+4 v

Elsé 1€pésben szorzattd alakitjuk a nevez6t. Ehhez megkeressiik az

integrélt.

2+ 52 +4=0
egyenlet megolddsat:
—5++v25—-16 —5+3
2 2
azaz x1 = —4, illetve x5 = —1. Ezt felhaszndlva a gyoktényezds alak:

T12 =

2?45 +6=(x+4) (x+1).
A keresett kifejezést

r—>5 B A . B
2+5x+4 xz+4 x+1
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alakban keressiik. Az el6bbi egyenlet mindkét oldalét szorozzuk a k6zos neve-
zdvel:
r—5b=A-(x+1)+B-(x+4).
Felbontva a zaréjeleket
xr—b=Ar+ A+ Bx+4B
adodik. A tagokat csoportositsuk fokszdm szerint csokkend sorrendbe:
r—5b=(A+B)-z+A+4B.
A megfelel6 fokszamu tagok egyiitthatdit 6sszehasonlitva az
A+ B= 1
A+4B =-5
egyenletrendszerhez jutunk. Az egyenletrendszert megolddsardra azt kapjuk,
hogy A = 3 és B = —2. Tehat a keresett felbontés:
r—95 3 2
2 +50+4 x+4 z+1

Ezt felhasznalva

r—95 3 2
270 gr= dz — dz =
/a:2+5a;+4 o /m—|—4 v /x—i—l o

=3 -Injz+4—-2-Injlz+ 1] +c
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10. Integralas helyettesitéssel

10.1. Megallapodas. Ebben a szakaszban, ha mast nem mondunk, akkor I és
J avalés szamok halmazanak pozitiv hosszisdgu részintervallumai.

10.2. Tétel. Haa g: I — J fiiggvény differencidlhato és létezik az f: J — R
fiiggvény hatdrozatlan integrélja, akkor 1étezik az fog-¢g’ fiiggvény hatdrozatlan
integralja és

[ (o) s =( [ 110 0 g(o)

Bizonyitds: A tétel kozvetleniil adodik az Osszetett fiiggvény derivalasi szaba-
lyabdl. m

10.3. Kovetkezmény. Ha a g: I — J fliggvény differencidlhat6 és invertal-
hatd, tovabba létezik az f: J — R fiiggvény hatdrozatlan integralja, akkor
létezik az f o g - ¢’ fliggvény hatdrozatlan integrélja és

</ (fog®)-d'(t) dt) g7 () = /f(x) dz.

Bizonyitds: A kovetkezmény kozvetleniil ad6dik a 10.2 tételbdl. m

10.4. Megjegyzés. Az el6z5 kovetkezményben szerepld formula 1ényege, hogy
az f(x) figgvény integrdljanak kiszdmitdsdhoz az f o g(t) - ¢'(t) fiiggvény
integraljat szamoljuk ki, majd annak a g inverzével valé kompoziciéjat vessziik.
Ezt a mddszert nevezziik a helyettesitéses integrdlds modszerének.

A helyettesités sz arra utal, hogy az x véltozot helyettesitjiik egy z = g(t)
fiiggvénnyel annak reményében hogy az f(x) integrélja helyett az fog(t)-¢'(¢)
fliggvény integraljat egyszeriibben ki lehet szdmolni.

10.5. Példa. Kiszamoljuk az

/ CO\Sff dz (x >0)

integralt.

Vezessiik be a 1/ = t helyettesitést. Ekkor z = g(t) = t2, ahol t > 0. A
g fliggvény derivdltja ‘fl—f = ¢'(t) = 2t. A 10.3 kivetkezményben szerepls
jeloléseket megtartva
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gy

/ cos f cost

dx = 5 <2tdt = /2costdt:2sint—|—c.

Alkalmazva a g 1nverzeve1 valé kompoziciét, ami azt jelenti, hogy ,,visszahe-
lyettesitjiik” a ¢ helyére a /x-et azt kapjuk, hogy

/CO\SF\Fdx:2 sin vz + c.
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11. Trigonometrikus fiiggvények racionalis tortfiiggvényeinek
integralasa

11.1. Megjegyzés. A trigonometrikus fiiggvények raciondlis tortfiiggvényeinek
integraljat tgy szdmolhatjuk ki, hogy bevezetjik a ¢ = tg 3 helyettesitést.
Ekkor a trigonometrikus kifejezéseket tartalmazo raciondlis tortfiiggvények in-
tegralja racionalis tortfiiggvény integraljara vezethetd vissza. Ezt az integralast
a korabban tanult médszerekkel elvégezhetjiik.

11.2. Tétel. Hat = tg 5, akkor

2t

sinz = .
2 +1

Bizonyitds: Felhasznélva, hogy

sin2x = 2 -sinx - cosz,

tovabbd az 1-et trigonometrikus alakban felirva, majd a tort szamlalojat és

nevezsjét is cos® Z-vel elosztva, és felhasznalva, hogy tg 3 = t azt kapjuk,

2
hogy

. .z x 2-sing-cosy 2-sing-cosg
sinx =2-sin— -cos — = = T =
2 2 1 sin” § + cos® 5
: X
sing
x x
_ cosy 2-tg5 _ 2t
snﬂg_+1 tg?f+1 241
cos? Z

2

Ezzel igazoltuk az 4llitast. m
11.3. Tétel. Ha t = tg 3, akkor

1—¢2
COSY = ——=.
14 ¢2

Bizonyitds: Felhasznélva, hogy

cos 2z = cos® z — sin? x,

tovabbd az 1-et trigonometrikus alakban felirva, majd a tort szamlalojat és

nevezsjét is cos? 5-vel elosztva, €s felhaszndlva, hogy tg § = t azt kapjuk,
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hogy
2z 2T 2z 2T
cos“Z —sin®L  cos“Z —sin® 2
cosx:coszg—sirﬁf: 2 2 = .22 2 =
2 2 1 sin® § + cos? &
.2
_sm%
B cos? 3 _1—tg2%_1—t2
T oan2z T 52z - 2"
sin® £ tge s +1 1+1¢
i1
cos® 3
Ezzel igazoltuk az allitast. m
11.4. Tétel. Hat = tg 3, akkor
dx 1 2
— = (2-arctgt) =2- = .
g~ (2rarctel) 112 142
Bizonyitds: Hat = tg §, akkor
arctgt x
I = —
g 5
igy
r =2-arctgt,
amibdl
dx 1 2
— = (2-arctgt) =2- = .
il gt) 112 14

Ezzel igazoltuk az 4llitast. m

11.5. Példa. Hatirozzuk meg az

Ccos ¥
/ - dz
1+sinz +cosx

integrélt!

Vezessilk be a t = tg 5 helyettesitést! Felhaszndlva a tételekben szerepld
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eredményeket és elvégezve a helyettesitést, majd az 6sszevondsokat és egysz-
erisitéseket azt kapjuk, hogy

1—¢2

cosx 112 2
/1+sinx+cosgv v /1—'_142};2—'—14’;; 1+ ¢2

1—¢2

B e o2 df — 1—t2'1+t2' 2 gt —
C ) e 42 [ 142 2642 14420
1+t
11—t 2 1—t)-(1+t¢ 2
:/ . dt:/( )-(A+1) df —
2042 1+¢2 2-(t+1) 1+t

/1_tdt /1 Y tot 1/% dt
= = - = arctgt — — =
1+ ¢2 1+2 1+ &' 7o 11

1
= arctgt — B In(1 + %) +c.
Visszahelyettesitve a ¢ helyére az tg 5 kifejezést

T 1 9T , @a A 233)
arctg(tg2) 5 ln<1+tg 2)+C—2 2ln<1+tg 5 +c
adaodik.
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12. Primitiv fiiggvények a kozgazdasagtanban

12.1. Megjegyzés. Egy vallalat termelési koltségei tobb tényez6tsl fiiggnek.
Példaul a technoldgiatdl, a felhaszndlt alapanyagok 4ratél, a bérek kifizetésétdl,

PN

az lizemeltetést6l, az ad6tdl, a termelés mennyiségétol.

12.2. Definicié. Fix koltségnek nevezziik azokat a koltségeket, amelyek a ter-
melés mennyiségétdl fiiggetlenek. Példdul ilyenek a bérleti dijak, a hitelkama-
tok, vagy az olyan egyszeri beruhdzasok, mint példdul egy gyértdsor és az ala-
panyagok megvdsarldsa ahhoz, hogy a gydrtési folyamatot el tudjuk kezdeni. A
fix koltséget szokas F'C-vel jelolni (fix cost).

Viltozo koltségnek hivjuk azokat a koltségeket, amelyek fiiggnek a gydartott
mennyiségt6l. Példaul ilyen lehet a dolgozok bére, az anyagkoltség, ener-
giakoltség. A valtozoé koltséget szokds V C'(g)-vel jelolni (variable cost).
Koltségfiiggvénynek mondjuk azt a fiiggvényt, amely megadja, hogy a termelt
mennyiség fliggvényében mennyi lesz a teljes koltségiink, azaz a termelt men-
nyiséghez hozzarendeli a termelés teljes koltségét. A koltségfiiggvényt szokds
C(q)-val vagy T'C(q)-val jeldlni (total cost).
12.3. Megjegyzés. A koribbi jeloléseket megtartva:

C(q) = FC+VC(q).

12.4. Definicié. Atlagos fixkoltségnek nevezziik egy termék egy egységére juté
fix koltségét. Jele: AF'C.
12.5. Megjegyzés. Ha egy termékbsl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az atlagos
koltség:

Clq)

q
12.6. Megjegyzés. Ha egy termékbsl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az atlagos
véltozd koltség:

AC(q) =

AVC(q) = ch@.

12.7. Definicid. A termelésbdl szarmazo dsszes bevétel az eladott mennyiség és
a termék egységdrdnak a szorzata. A termék drét p-vel, az eladott mennyiséget
g-val jelolve, a fent leirtak a p - g 6sszefliggéssel frhatdak le. A teljes bevételt
R-el vagy T'R-el szok4s jeldlni (revenue).

A keresleti fiiggvény egy termék minden lehetséges ardhoz hozzarendeli a hozza
tartoz6 keresett mennyiséget. A fiiggvényt D(p)-vel (demand) vagy f(p)-vel
szokas jelolni.
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12.8. Megjegyzés. Ha f(p) egy keresleti fiiggvény, vagyis az f(p) figgvény
megadja, hogy a p ar mellett mennyi az adott termék irdnti kereslet, akkor a
termék eladdsabdl szdrmazé teljes bevétel:

R(p) =p- f(p).

12.9. Definicio. A keresleti fiiggvény inverzét inverz keresleti fiiggvénynek ne-
vezziik. Az inverz keresleti fiiggvény minden egyes mennyiségegységhez hoz-
zarendeli azt az drat, amely mellett a vizsgélt személy vagy csoport még éppen
hajlandé az adott terméket megvasarolni. Az emlitett drat rezervdcios drnak
nevezziik.

12.10. Definicié. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az dtlag-
bevétel(i fiiggvény):
R(q)

q

12.11. Definicié. Profimak vagy nyereségnek nevezziik a bevétel és koltség
kiilonbségét:

AR(q) =

l(q) = R(q) — C(q).

12.12. Definicié. Fedezeti pontmak nevezziik azt a termelési szintet, amelyhez
tartozé profit értéke zérus.

12.13. Megjegyzés. Azon termelési mennyiség esetén, amikor a profit zérus, a
bevételi fliggvény és koltségtiiggvény értéke azonos.

Az atlagkoltség fliggvény minimuma a fedezeti pont.

12.14. Definicié. Uzembezdrdsi pontnak nevezziik az dtlagos valtozé koltség
figgvény minimumat.

12.15. Definicio. A kindlat egy vagy tobb termék azon mennyisége, amivel
az altalunk vizsgalt személy vagy vallalat rendelkezik, és azt adott ar mellett
eladni is hajland6. Kézenfekvdnek tiinik, hogy minden lehetséges arszinthez az
emellett érvényes kindlatot rendeljiik hozz4, 1étrehozva igy a kindlati fiiggvényt.
Ezt S(p)-vel jelolhetjiik (supply), ahol p az adott termék éra.

12.16. Megjegyzés. A villalatok kindlati fiiggvényei monoton ndévekvoek, va-
gyis az ar emelkedésével a kindlt mennyiség is nd.

12.17. Definicié. A keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontjt egyensiilyi
ponmak hivjuk.

Az egyensilyi ponthoz tartozé mennyiséget egyensiilyi mennyiségnek, az e-
gyensulyi ponthoz tartozo arat egyensiilyi drnak nevezziik.
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Amikor a kereslet nagyobb, mint a kindlat, tilkeresletrdl vagy més széval hi-
dnyrol beszéliink. Ha a kindlat nagyobb, mint a kereslet, akkor tilkindlatrdl
beszéliink, ilyenkor felesleg keletkezik.

12.18. Definicié. Legyen C(q) egy vallalat adott termékére vonatkozé kolt-
ségfliggvénye és gp olyan valés szdm, amely eleme a C'(q) értelmezési tar-
tomdnydnak. Ekkor a hatdrkoltség az

MC(qo) = C'(qo0)

differencidlhanyados. A hatarkoltség megmutatja, hogyan véltozik az 6sszkolt-
ség, ha a termelést egy egységgel noveljiik.

Amennyiben R(q) egy véllalat adott termékére vonatkozo bevételi fiiggvénye
és qo olyan valds szam, amely eleme az R(q) értelmezési tartomanyénak, akkor
a hatdrbevétel az

MR(qo) = R'(q0)
differencidlhanyados. A hatarbevétel megmutatja, hogyan véltozik az 6sszbevé-
tel, ha a termelést egy egységgel noveljiik.

Amennyiben I1(q) egy vallalat adott termékére vonatkozo profit fiiggvénye és

qo olyan val6s szdm, hogy qg eleme a II(q) értelmezési tartomédnyénak, akkor a
hatdrprofit (hatdrnyereség) az

MTI(q) = 1I'(qo)

differencidlhanyados. A hatarprofit megmutatja, hogyan valtozik az 6ssznyere-
ség, ha a termelést egy egységgel noveljiik.

12.19. Megjegyzés. A profit fiiggvény és a hatarprofit deinicidja alapjan:
MTI(q) = 1T'(q) = (R(g) — C(q))’ = R'(¢) — C'(q).
12.20. Tétel. Amennyiben adott az M C(q) hatarkoltség fiiggvény, és az F'C

fixkoltség, akkor a C'(q) koltségfiiggvény az M C(q) azon primitiv fiiggvénye,
amelyre C'(0) = FC teljesiil.

12.21. Tétel. Amennyiben adott az M R(q) hatdrbevételi fiiggvény, akkor az
R(q) bevételi fiiggvény az M R(q) azon primitiv fiiggvénye, amelyre R(0) = 0
teljesiil, hiszen természetes feltételezés az, hogy ha ¢ = 0, azaz nem termeliink,
akkor R(0) = 0, tehét a bevétel is 0.
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13. Parcialis és helyettesitéses integralas tétele
Riemann-integralokra, Riemann integralok kiszamitasa
Newton-Leibniz formulaval

13.1. Tétel. Ha f, g: [a;b] — R folytonos fiiggvények, tovabba f és g folyto-
nosan differencidlhatéak az ]a; b] intervallumon, akkor

b b
/ fi(x) - g(z)dz = f(b) - g(b) = f(a) - g(a) —/ f(z)-g'(z)da.
Bizonyitds: Mivel f(x) és g(z) differencidlhatéak, ezért

(f(z)-g(x)) = f'(z) - g(a) + f(z) - ¢'(x).

A Newton-Leibniz tétel szerint
[ 7@ o)+ 5@ @) @ = 110 gL,
igy
[ 7160 + 5@ @) e = 10) - 90) - 10) g1,
A kapott egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy
[ 7@ st)ar = 10) 90) - 5@ 910 - [ 1) @ya,

amivel igazoltuk az 4llitast. m

13.2. Példa. Kiszamoljuk az
3
/ - coscdx
0

Az el6bbi tételt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

integral értékét!

sinzdz =

[=IVTE

o\
NE

ks
2

/x-cosxdx: [x - sin z]
0

= [z-sinz|} + [cosz]| == — 1.
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A szamoldast tigy is elvégezhettiik volna, hogy az z- cos x fiiggvény egy primitiv
fliggvényét hatdrozzuk meg, majd azt kovetden alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt.

13.3. Kovetkezmény. Ha f, g: [a; b] — R folytonos fiiggvények, tovabba f és
g differencialhatéak a ]a; b[ intervallumon, akkor

b b
/f(ﬁ)-g’(ﬂf)def(b)'g(b)—f(a)'g(a)—/ fl(z) - g(z)dz

Bizonyitds: Az éllitas a 13.1 tételbdl kozvetleniil kovetkezik. m

13.4. Tétel. Ha g: [a; b] — R szigortian monoton, folytonosan differencidlhat6
fiiggvény és f: ]g(a); g(b)[— R korlatos és folytonos, akkor

b g(b)
[ roa- g - / f(@)da

Bizonyitds: Legyen a = g(a) és 5 = g(b), tovabba

/f

Ekkor F'(x) primitiv fiiggvénye f(x)-nek az ]a; b[ intervallumon és F'(z) foly-
tonos az [a; b| intervallumon. Ekkor a Newton-Leibniz tétel szerint

g(b) B
/ f(z) dz = / f(x)dz = F(8) - F(a).
g(a) a

Masrészt az Flog(t) fiiggvény primitiv fiiggvénye az fog(t)-¢'(t) fiiggvénynek
a |a; b intervallumon. A g(t) fuggvény folytonos az [a; b] intervallumon és az
F(x) fuggvény folytonos az [a; (] intervallumon, igy az F o g(t) figgvény
folytonos az [a; b] intervallumon. Ekkor

b
/ fog(t) g(t)dt = F(g(b)) — F(g(a)) = F(8) — F(a).

Tehat azt kaptuk, hogy

b g(b)
/ Fog(t)g(t)dt = / f(z)da,
a g(a)

amivel igazoltuk az allitast. m
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N
0
Végezziik el a t = \/z helyettesitést. Ekkor t? = z, igy ‘fl—f = 2t. Tehat

V4 2

/e /2~etdt:
t

NG 0

=[2-

e2=2-¢*—2.

13.5. Példa. Kiszamoljuk az

integral értékét!

4

o

13.6. Tétel. Ha f: [a;b] — R folytonosan differencidlhat6, invertalhat6 fiigg-
vény és g az f fiiggvény inverze, akkor

b f(®)
[ f@de =10 -a-f@) = [ g(a)da
a f(a)
Bizonyitds: A parcidlis integrdlds képletébdl azt kapjuk, hogy

b b
/ﬂ@mzbf@—wﬂ@—/mmex

Ezt kovetGen az © = g(y) helyettesitéssel a 13.4 tétel alkalmazésaval adédik az
allitas. m

7~ 7z

13.7. Példa. Kiszamoljuk az el6z6 tétel alkalmazasaval az

e

/lnajdx

1
integral értékét.
Az elébbi tételt felhasznalva azt kapjuk, hogy

e Ine
/lnxdx:e-lne—l-lnl—/eg”dx:e—[ex]é:l.

1 Inl
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14. Folytonos fiiggvények atlagértéke

14.1. Motivacié. Ha ¢y, co, . . ., ¢, valés szdmok, akkor ezek szdmtani atlaga
c1t+cec+...+cy
- .

Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény és az [a; b] intervallumot n darab egyenld

részre osztjuk az xg, x1, . . . , T, 0sztépontok segitségével, akkor az f(x) ,fiigg-
vényértékek dtlaga”
f($0)+f(.%’1>++f(xn)_1 n _b—a 1 n

n n kz_of(xk)_ n b—a k_of(iﬁk)'

Ha az osztépontok szdmdt minden hatdron tdl noveljiik, azaz ha vessziik az
n — oo hatardtmenetet, akkor azt kapjuk, hogy

n—oo b —a n

n b
lim — -b_a-Zf(xk):bia-/f(x)dx.
k=0 @

14.2. Definicié. Az f: [a;b] — R folytonos fiiggvény atlagértéke

b
=y [f@n

14.3. Példa. Az f(x) = 322 fiiggvény étlagértéke a [0; 2] intervallumon
2

1 2
0

. [x3](2) = 4.

N | —

14.4. Tétel. Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény, akkor van olyan £ valds
szam, hogy

1
b—a

b
- / f(x)dz = f(€),

tehat az atlegérték elddll fliggvényértékként.

Bizonyitds: Mivel f zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, ezért
felveszi a minimumat és a maximumat, azaz léteznek m és M val6s szdmok
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tgy, hogy m = min f(z) és M = max f(x), tovdbb az integralszamitds
kozépértéktétele szerint

b
m'(b—a)g/f(x)deM-(b—a).

Az egyenl6tlenség sort atrendezve azt kapjuk, hogy

b
1
mgb_a~/f(x)dx§M.

Mivel m és M is fiiggvényérték és az f fiiggvény folytonos, ezért a Darboux-
tétel szerint (folytonos fliggvény barmely két érték kozotti kozbeess értéket is
felvesz) 1étezik olyan c valés szdm, hogy

b
1
o [ f@de=£©)

amivel igazoltuk az 4llitast. m

14.5. Példa. Az f: [0;2] = R, f(x) = 322 fiiggvény esetén kiszdmoljuk azt
a & értéket, melyre f(&) = f.

A 14.3 példdban lattuk, hogy f = 4, igy a 3¢? = 4 egyenletnek a [0; 2] inter-

vallumba esé megoldésat keressiik, amire azt kapjuk, hogy ¢ = 2.

V3

14.6. Megjegyzés. Ha v(t) egy vizszintes palydn mozgo test sebesség-idd fiigg-
vénye, akkor a [t1; t2] idGintervallumban az dtlagsebesség
to

Pt /v(t)dt— L s =

ty —t; Tty — 1

= o (s(t2) = s(t) = w

14.7. Példa. A lakasokban a haldzati fesziiltség idGfiiggvénye
U(t) = Umax - sin(1007 - ),

ahol a fesziiltséget voltban, az id6t masodpercben mérjitkk. A fiiggvény ma-
sodpercenként 50 peridéduson fut végig, azaz a frekvencidja 50 [Hz]. Az Upax
pozitiv dlland6 az Ugynevezett csiicsfesziiltség.
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\ 0
-0\03 -0.025 -¢.02 -0.015 -0\01 -0.005 /|0 0.005 01 0.015 .02 0.025 Oi

Példaul a 0 és ﬁ masodperc kozotti fél ciklusban a fesziiltség atlagos értéke

1
100
— 1
U= —+" / max + Sin(1007 - ¢) dt =
0

100
cos(1007 - ¢) | T0©
=100 - X0
‘S 100m |,
Unmax 2Unmax
= % . (—cosm+cos0) = —=,
™ T

Egy teljes periddusban a fesziiltség dtlagos értéke zérus. Ha a fesziiltség effek-
tiv értékét akarjuk megkapni, akkor olyan miszerrel kell mérni, ami a fesziilt-
ségnégyzet atlagértékét méri.

Mivel a fesziiltség-id6 fiiggvény négyzete
U?(t) = U2, - sin?(1007 - t),

ezért az U2(t) fiiggvény atlagértéke egy teljes periédus alatt

U2 = / -sin%(1007 - t) dt.
0

-

Mivel a

cos’® x — sin® x = cos 2x

cos’z +sin’z =1
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azonossdgokbdl azt kapjuk, hogy

. 9 1 — cos 2z
sin“ r = ——,
2
ezért
1
50
B P L P
0
1
1. sin(200m - )] 50 1 1 U2
U2 |- V| U2 .50 . — = Jmax
max {2 4007 ]0 max 2 50 2

Tehat az effektiv fesziiltség
Umax

vk
Haloézati fesziiltségként az effektiv fesziiltséget szokds megadni, ami Magyar-
orszdgon 230 [V].

A csucsfesziiltség
Umax = V2 - Uegt = V2 - 230 =~ 325 [V].

Ez azt jelenti, hogy a 230 [V]-os véltakoz6 dram esetén van olyan idGpillanat,
amikor a halézati fesziiltség értéke 325 [V].

Ueﬁ =

400
300
200

100

\ A : /\
-0\03 -0.025 -¢.02 -0.015 -0\01 -0.005 /|0 0.005 01 0.015 §.02 0.025 03
-10,
-200

-300

-400
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15. Teriiletszamitas integralassal

15.1. Tétel. Az f: [a;b] — R folytonos fiiggvény grafikonja, az x tengely, az
x = a és az x = b egyenesesek altal kozrezart (korlatos) sikidom teriiletét ugy
hatarozzuk meg, hogy

1) kiszamoljuk az f(x) fuggvény zérushelyeit;

2) az f(x) zérushelyei segitségével az [a; b] intervallumot részekre osztjuk;

3) meghatdrozzuk az egyes intervallumokon az f(z) fliggvény Riemann-integ-
raljat;

4) a kapott integralok abszolutértékét osszeadjuk.

15.2. Példa. Kiszdmoljuk ki az f(z) = —? + 2z fiiggvénynek az x tengellyel

bezdrt teriiletét a [—1; 3] intervallumon!

Az f(x) fiiggvény zérushelyei
—22 422 =0 = z-(—z+2) =0,

igy x = 0, illetve x = 2.

A fiiggvény grafikonjat és a keresett teriiletet mutatja az alabbi dbra:

2

Tehdt a [—1;0], a [0;2] és a [2; 3] intervallumokon kell kiszdmolnunk az f(z)
fliggvény Riemann-integraljit.

Egyrészt

0
3 0
9 x 9 1 4
— 2edr = |—— =0—-(=-4+1)=—-.
/x—i—mw[g—l—x]_l <3+> 3
-1
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Masrészt

2
3 ? 8 4
/—x2+2xdx: [—24—1‘2]0:—(3—4) =3
0

Valamint
3
3 2
4
/—$2+2xdx: [—x—i-xQ] =(-9+9) - <—8+4> =_,
3 5 3 3
2

Tehat a keresett teriilet

4
T=3 -=4.
3

15.3. Tétel. Az f,g: [a;b] — R folytonos fiiggvények grafikonjai, az = tengely,
az x = a és az x = b egyenesesek altal kozrezart (korlatos) sikidom teriiletét
ugy hatdrozzuk meg, hogy

1) megoldjuk az f(x) = g(x) egyenletet;
2) a kapott megoldésok segitségével az [a; b] intervallumot részekre osztjuk;

3) meghatdrozzuk az egyes intervallumokon az f(z) — g(z) figgvény Rie-
mann-integriljat;

4) a kapott integralok abszolutértékét osszeadjuk.

15.4. Példa. Szamoljuk ki az f(z) = 2 — 22 és g(x) = 2z fliiggvények 4ltal
kozrezart teriiletet!

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:

5
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A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait (vagyis az integrélds hatarait) az
2

= 2x
22— 22 =0
z-(x—2)=0

egyenlet megolddsai adjdk. Mivel egy szorzat csak tigy lehet zérus, ha valame-
lyik tényezdje zérus, ezért x = 0, illetve x = 2.

A két fiiggvény grafikonja éltal kozrezart teriilet:
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16. Forgastest térfogata

16.1. Tétel. Legyen az f: [a;b] — R fiiggvény folytonos, nem-negativ értékd.
Ekkor az f(z) fiiggvény x-tengely koriili megforgatasaval keletkezett forgdstest
térfogata

V:W‘/bf(a:)dx.

Bizonyitds: Tekintsiik az [a; b] intervallumnak az n részre valé
d= {[:Uifl;l‘i] ‘Z = 1,2,...,n}

beosztasat.

Legyen & € [x;—1;2;] minden ¢ € 1;2;...;n esetén. Minden [z;_1;x;]
intervallumon a forgastest megfelel6 szeletének térfogatat kozelitsiik annak a
hengernek a térfogatdval, amelynek magassaga x; — x;—1, alapkorének sugara

f(&).

Tehat az ¢-edik henger térfogata
Vi = (&))" 7+ (@i — 2im1),

igy a teljes test térfogata jol kozelithet6 az

V) (f(E))* -7+ (25 — wim1)
=1
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Osszeggel. Ha az osztépontok szdmdat minden hatdron tdl noveljiik, akkor

n

b
V= nlglgoz (f&)) 7 (s —mia) =7 / (f(2))’ da,

i=1
amivel igazoltuk az 4llitast. m

16.2. Példa. Az f: [-1;2] — R, f(x) = 22 + 1 fiiggvény grafikonjit megfor-
gatjuk x-tengely koriil. Ekkor az aldbbi forgastest keletkezik:

Mivel

2

(f(@) = (@ +1)? =2 +22° + 1,

ezért

2 2
/ (x2—|—1)2dx:/ gt 4+ 222 + 1dx =
-1 -

:<55+2.2;+2>—((5>5+2 (31)3+(—1)):
_ (32,16 (o2 o) 2
g;:lg 3++32)78( 5
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Tehat a keresett térfogat

78

16.3. Megjegyzés. Legyenek m és r pozitiv valés szamok! Tekintsiik ekkor az
[:[0;m] = R, f(z) = - fliggvényt! Forgassuk meg a fiiggvény grafikonjat
az x-tengely koriil!

m

A keletkezett forgastest térfogata

o2 2 7 m 2 2
T 9 T 3 2 m?  rtorem
V=rn| - 2de=7m-—" 5| =T ==
m m 31y m 3 3
0 0

Tehat azt kaptuk, hogy az r sugard, m magassagu egyenes korkuip térfogata

2
re-m-m
V =

3
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17. Fiiggvény grafikonjanak ivhossza

17.1. Tétel. Legyen f: [a;b] — R folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ek-
kor az f(x) fiiggvény grafikonjanak ivhossza

b
L:/\/l—i— (f’(x))2dx.

Bizonyitds: Tekintsiik az [a; b] intervallumnak az n egyenld részre valé

d:{[wi_l;xi]‘izlﬂ,...,n}

beosztasat.

Ekkor az egyes részintervallumok hossza (’_T“ igy

b— 2-(b—
a;x2:a+7( a);...;xn:b.
n

Tog=a; r1 =a+

Legyen P, = (:pi; f(aci)), ahol i = 0,1,2,...,n és kossiik 6ssze a Py pontot a
P ponttal, a Py pontot a P> ponttal, és igy tovadbb, végiil a P,,_; pontot a P,
ponttal.

A fiiggvény grafikonjanak {vhosszat a kapott tordttvonalakkal (szakaszokkal)
kozelitjik. Ha az osztopontok szdmat minden hataron tdl noveljiik, azaz ha
az osztépontok szdmdval végtelenhez tartunk, akkor éppen az f(x) fiiggvény
grafikonjinak {vhosszat kapjuk.

Mivel a P;_1 P; szakasz hossza, azaz a P;_; és P; pontok tdvolsiga

V@ — o2+ (Fe) — fm)?,
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ezért felhaszndlva, hogy (x; — z;—1) = bfT“ azt kapjuk, hogy

n—00 4

L= lim Z \/(l'i —xi-1)? 4 (f(21) — f(xi—l))Q =
=1

B LH;OZ (i — wi1)? (1 T (f@;)i_ f())) _
- 3o =) <1  (fe= ];@1“))2) f
- 550 (e (R))

A differencidlszamitds Lagrange-féle kozépérték tétele szerint 1étezik olyan
&i €]xi—1; ;[ valds szam, melyre

f(fUz) - f($i71)

Ty — T -1

L=t TS i ()
=1

Ezt felhasznélva a 2.2 tétel alapjan azt kaptuk, hogy az f(x) fiiggvény grafi-

konjanak {vhossza
b
L= / 1+ (f’(m))Qdm,
a

amivel igazoltuk az allitast. m

= f'(&),

18y

17.2. Példa. Kiszamoljuk az f(z) = chx fiiggvény grafikonjdnak ivhosszat a
[—1; 1] intervallumon.

Mivel f'(x) = shz, ezért az ivhossz

1
L:/\/1+Sh2xdx.
1
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Mivel ch? z — sh? z = 1, ezért ch? x = 1 + sh? z, igy

1 1
L:/\/cthdx:/|chx|dx.
-1 -1
Mivel a ch x fiiggvény paros, ezért
1
L= 2-/ch;rdx:2~[shx]é =2-shl~ 2,35
0
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18. Forgastest palastjanak teriilete

18.1. Tétel. Legyen az f: [a;b] — R fiiggvény folytonos, nem-negativ értékd.
Ekkor az f(z) fiiggvény x-tengely koriili megforgatdsaval keletkezett forgdstest
palastjanak teriilete

b

A:27r-/f(:v) A1+ (f/(z))? da.

a

Bizonyitds: Tekintsiik az [a; b] intervallumnak az n részre valé

d= {[wi_l;xi]‘izl,Z,...,n}

beosztasat.

Legyen §; € [x;—1;x;] minden ¢ € 1;2;...;n esetén. Minden [x;_1; z;] inter-
vallumon a forgéstest megfeleld szelete paldstjanak teriiletét kozelitsiik annak a
csonkakipnak a paldstjanak teriiletével, amelynek magassdga x; — x;_1, alap-
korének alapkorének {vhossza 27 - f(xi_1), fed6korének sugara 27 - f () és

alkotdjanak hossza a /1 + (f’(ﬁi))Q ivhossz.

Tehat az ¢-edik csonkakup paldstjdnak teriilete

Ai _ f(wz—1)2+ f(xz) .2.4/1 + (f/(él))Qﬂ' . (LL’Z _ ZEifl) _
= f(&)-2-y/1+ (f/(€)) - (i — wiz1),
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ahol £ € [z;_1;z;]. A teljes test paldstjanak teriilete j61 kozelithets az

n

A=Y f(&) 21+ (&) - (25— i)

i=1

Osszeggel. Ha az osztépontok szdmat minden hataron tul noveljiik, akkor

- nlgloloz f gz (f/(gz))2 C T (l’z — xz‘—l) =
=27 - /f f’(m))Q dr,

amivel igazoltuk az allitast. m

18.2. Példa. Kiszamoljuk az f: [0;4] — R, f(z) = /x fiiggvény grafi-
konjanak az z-tengely koriili megforgatisaval keletkezd forgdstest paldstjanak
teriiletét. A keletkezett testet az alabbi dbra szemlélteti:

-3

-4

Az f(x) fuggvény derivéltja
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A pal4st teriilete

BN
I
[\

3
Tt~
B
—_

_|_

l\D
:1
o\%
8
_|_
Q.-

&3

3 4 3 3
ey 2] e oyt
—\*T g 30_ 4 3 4 3
1 . —
_eVIT 2 12 17T V171 VIT=1 36,18,
8 3 8 3 6

65

18.3. Megjegyzés. Legyenek m és r pozitiv valés szamok! Tekintsiik ekkor az
[:[0;m] = R, f(z) = .- fliggvényt! Forgassuk meg a fiiggvény grafikonjat

az x-tengely koriil!

f@)= L
Ekkor
2
/ r / 2 r
= — = = —,
J'(x) (f (a:)) m2
igy
f@) 1+ (F@) =L w1 2
X x = — - —_— =
m m?2
r r24+m?2 r a r-a-w
= — X" _— = — . — = ,
m m?2 m m m2

ahol a a kip alkotéja.
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Tehat a keletkezett paldst teriilete

m
rT-a-x

A:27r-/mf(x)-\/1+(f’(x))zdx:%r‘/dx:
0

m2
0

m? 2
Tehat azt kaptuk, hogy az r sugard, m magassigi egyenes korkdp paldstjdnak
teriilete

29mMm
r-a |x
=27 — - [] =7r-m-a.
0

A=r-7m-a.
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19. Vékony huzal, rad és siklemez tomege

19.1. Tétel. Legyen p: [a; b] — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre p(x) > 0
minden = € [a;b] esetén. Az z-tengely mentén elhelyezkedd, p(z) stirtiségt
vékony huzal, palca vagy rud tomege

b
m = /p(m) da

19.2. Példa. Egy 10 [m] hosszdsdgu rdd az x-tengely pozitiv irdnydba vastag-
szik és stiriségét a p(v) = 1+ {5 {%} fliggvény irja le. Ekkor a tomege

(132 10
14+ —dz = E— =15 [kg].
m = / + d:r [ 20}0 5 [kg]

19.3. Tétel. Legyenek a és b valds szamok tgy, hogy a < b. Legyen tovabba
f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Egy vékony lemezt az x = a,azx = b
és y = 0 egyenesek, valamint az f(z) fiiggvény grafikonja hatdrol. A lemez
stirisége az (x; y) koordindtdji pontban p(z). Ekkor a lemez tomege

b
m= [ pla)

19.4. Példa. Egy vékony lemezt az x = 1, az x = 4 és y = 0 egyenesek,

valamint az f(x) = % fiiggvény grafikonja hatarol. A lemez sirlisége az
(2; y) koordindtdjd pontban p(z) = 1 [£].

A siklemezt a

D={(x;y) eR*|1<2<4,0<y< f(x)}

halmaz adja meg.

A lemez abrazolasa:
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68

A lemez tdmege

& —_—
Py 2
4/1 __
Il 00 | —
l_l
0 | AN
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20. Vékony huzal, rid és siklemez tomegkozéppontja és sulypontja

20.1. Tétel. Legyen p: [a; b] — R olyan folytonos fiiggvény, amelyre p(x) > 0
minden = € [a; b] esetén. Az x-tengelyen fekvd p stirliségli vékony huzal, palca
vagy rud tomegkozéppontja

20.2. Példa. Egy 10 [m] hosszdsdgt rdd balrdl jobbra vastagszik, stirtiségét a
p(xr) =1+ {5 [k—nf] fiiggvény irja le. Ekkor egyrészt

10 10

2
T x
1+ —dz = —| =15
/ +10 T [x—FQO]O :
0

masrészt
10 10
/ (1+x)d / +2d 2+1'3 10
x —)de= |2+ —-de=|—+-—=| =
10 10 2 304,
0 0
100 250
=50+ — = —,
+ 3 3
igy a tomegkozéppont
250 1
T=— -—=~D556
T=—= 1 ~ 5,56 m]

20.3. Tétel. Egy dllando siirtiségii vékony rid tomegkdzéppontja a rid felezd-
pontjiban van.

Bizonyitds: Legyen a rdd siirisége p, a rid hossziisaga b — a. Ekkor a tomeg-
kozéppontja
b
Jx-pdz [:ﬁ} ’
p 2

— — a __
T = = st =

[T

2 2
v ¥—a? a+b

b—a 2-(a+b) 2’
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amivel igazoltuk az 4llitast. m

20.4. Kovetkezmény. Legyenek p: [a;b] — R és f: [a;b] — R folytonos
fiiggvények. Ha egy p(x) siirliségli siklemezt az x = a, z = b, y = 0 egyenesek
és az f(z) fiiggvény grafikonja hatédrol, akkor a siklemez tomegkodzéppontja
S = (xs;ys), ahol

b L )
fo-olw)- fx)da L f (o) (@) da
Ts = ; : Ys = ; i
J f(z)dz [ f(z)dz

20.5. Megjegyzés. Ha a siiriség allandod, akkor a tomegkozéppont nem fiigg a
targy anyagi mindségétél. Ezekben az esetekben a tomegkozéppont helyett a
sulypont elnevezést hasznaljuk.

20.6. Kovetkezmény. Ha egy homogén tomegeloszlasi siklemezt az x = a,
x = b, y = 0 egyenesek és az f(x) fliggvény grafikonja hatérol, akkor a sikle-
mez silypontja S = (zs; ys), ahol

b b
Sz fz)de 3
=2 ) Ys = ab
J

Ts

b
J f(z)dz

20.7. Példa. Kiszdmoljuk az f(x) = /x fiiggvénynek a [0; 4] intervallumon
az x-tengely altal hatarolt homogén siklemez stlypontjat!

Mivel
4 4
/\/Eda::/ r2dr =
0 0

4 4 .
/x-ﬁdx—/x-x?dx—
0 0
4 4 4
0 5 o LD 0
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ezért
P16 5 12
5
Masrészt mivel
4 274
/ rdx = [} =8,
0 0
ezért
4 3
Ys =16 — 7
3 4

Tehat a stlypont

A homogén siklemezet és a stlypontot az aldbbi dbra szemlélteti:

2.5
2
1.5
1

0.5

0 05 1 15 2 25 3 35 4
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21. Vonal mentén megoszlé parhuzamos erdrendszer

21.1. Tétel. Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Az [a; b] intervallumon
megoszl6 erdrendszer O pontra vonatkozé forgatényomatéka

%:ixf@mﬁ

Bizonyitds: Terheljiink egy rdd alaku testet a hossztengelyére mer6leges meg-
0szl6 erdvel. A megoszl6 erd, a koncentralt er6tdl eltérden, nem a rdd egy adott
pontjdban tdmad, hanem annak egy [a;b] szakaszdn megoszlik. A megoszl6
erGt a rdd egy adott x koordindtdji pontjdban az f(x) intenzitdssal jellemez-
ziik.

Ha az f(x) intenzitdst megszorozzuk a rid egy kis darabjanak dx hosszisaga-
val, akkor megkapjuk a szakaszra haté er6 nagysagat:

dF = f(x)dz.

Ebbdl adéddan a teljes [a; b] intervallumra haté er$ nagysaga:

F—jﬂ@m.

F

ftx)

Q|

1 l" o 1 .
a XF J L b
dx

A megoszl6 erérendszernek a sik barmely pontjara kiszdmithat6 a forgatényo-
matéka. Az zx koordinataju kicsi dx hosszisdgui darabra hat6é er6 O pontra
vonatkozé skaldris forgatényomatéka:

d]\o/[:—dF-:L‘:—x-f(:U)d:E.
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Tehat az [a; b] szakaszon megoszlé erSrendszer O pontra vonatkozé forgaté-

nyomatéka:
b

y=-[o f@a,

a
amivel igazoltuk az allitast.

Megjegyezziik, hogy az éramutaté jardsdval ellentétes ,,forgdsértelmet” tekin-
tjiikk pozitivnak. m

21.2. Definicié. Az elGbbi tételben szerepld F' erlt a megoszIlo erdrendszer
koncentrdlt ereddjének nevezziik, ha a sik barmely pontjara (igy specidlisan
az O pontra) ugyanaz a forgatonyomatéka, mint a megoszl6 erdrendszernek.
Azaz:

b
—F-xF:]\O/[:—/m-f(x)dx.

21.3. Tétel. Ebbdl az eredd tdmadaspontjanak x r koordinatdja:

b b
— [z f(z)dz [z f(z)dz

Tp = _F

b
[ f(z)dz

21.4. Példa. Az abra egy egyensulyban 1évS kétkart mérleget mutat, amelynek

7z

egyik serpenydjében egy hasab taldlhato.

A

r(x)

0 a l _I X

-

A hasédb hossztengelye merSleges az dbra sikjara, igy az dbran a hasab alaplapja
lathatd. Az abran jelzett geometriai adatokon kiviil ismert a hasab hossztengely

o

irdnyu [ mérete, p stlirisége, valamint a gravitacids gyorsulas g értéke. Tovabba

d
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tudjuk, hogy a hasab dltal a serpenydre kifejtett nyoméerd f(x) intenzitdsa, és
a hasdb keresztmetszetét jellemz6 r(z) fliggvénygorbe kozotti Gsszefiiggés az
alabbi:

flx)==l-p-g-r(x).

Az aldbbi adatokat ismerjiik:
a=0,5m]; b=1[m]; c¢=1,5m]; [=0,5[m];

kg m
d=2[m]; p=5000 [mg] g =981 [?2}

a) Hatarozzuk meg r(x) = « - 2¥ 4 [ fiiggvény ismeretlen paramétereit!

b) Adjuk meg a hasdb dltal a serpenydre kifejtett nyoméderd ereddjének nagy-
sagat!

¢) Szamoljuk ki a hasab 4ltal a serpenydre kifejtett nyomderd O pontra vonat-
koz6 skaldris forgatobnyomatékat!

d) Hatarozzuk meg az eredd timadaspontjanak O ponttél mért tavolsagat!

Megoldas:

a) Mivel az r(x) figgvény grafikonjéra illeszkedik a (d;a) = (2;0,5) és a
(d+ b;c) = (3;1,5) pont, ezért teljesiil az aldbbi egyenletrendszer:

0,6 =a-22+4

1,5=a-2°+5.
A maésodik egyenletbdl kivonva az elsét azt kapjuk, hogy a = %, amit ha
behelyettesitiink példaul az elsé egyenletbe 5 = —% adédik. Igy tehat azt
kapjuk, hogy
1 1
=—.2" ——.
r(x) 1 5

b) A feladat feltételei szerint a serpenyére kifejtett nyoméderd f(z) intenzitésa,
és a haséb keresztmetszetét jellemzd r(x) fliggvénygorbe kozotti osszefiig-
gés:

fl)=—l-p-g-r(x)=-0,5-5000-9,81-(0,25-2% —0,5) =
= —(6131,25- 2% — 12262, 5).
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A nyomoéerd

3 3
F:/f(x)dx:/6131,25-29”—12262,5dx:
2 2

3
2% — 12262, 5;1:] — —23120[N].

In2 9

¢) A skaldris forgatényomaték:
3 3
M= —/;v-f(:n)dx :/6131,25-:n-2$— 12262, 5xdx =
6]
2

2
3

= /6131,25- (x - 2% — 2z) dz.
2
Az x - 27 fiiggvény egy primitiv fiiggvényét a parcidlis integralds képletének
felhasznéldsdval tudjuk meghatdrozni:

9t 9 9z oo
~2xd = - _— 7(1 g - _
/x T e /1112 T 2 (n2)?

Ezt felhasznalva

B [6 131,25

M =6131,25 |z T —a?| ~59827[J).

o) "In2  (In2) 9
d) Az ered6 tdimadaspontjanak xp koordinataja:
3
[z f(z)dz
09 827
Tp = 2 R ~ 2,59.

fgf($) e 23120
2
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22. Mozgastani feladatok

22.1. Tétel. Ha v: [0;b] — R folytonos fiiggvény egy test mozgasit leird
sebesség-id6 fiiggvény és ismert a test helye a tg id6pillanatban, akkor a hely-
id6 fiiggvény
t
s(t) = s(to) + /U(T) dr.
to
Bizonyitds: Mivel 5(t) = v(t), azaz s primitiv fiiggvénye a v fiiggvénynek,

ezért
t

/U(T) dr = [s(r)]L, = s(t) — s(to).

A kapott egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy

t
s(t) = s(to) + /’U(T) dr,
to
amivel igazoltuk az allitast. m
22.2. Tétel. Ha a: [0;b] — R folytonos fiiggvény egy test mozgdsit leir6
gyorsulds-id6 fiiggvény és ismert a test sebessége a tg id6pillanatban, akkor
a sebesség-ido fliggvény
t
v(t) =v(tg) + /a(T) dr.
to
Bizonyitds: Mivel 0(t) = a(t), azaz v primitiv fiiggvénye az a fuggvénynek,

ezért
t

/ a(r)dr = (M)l = v(t) — v(t).

A kapott egyenletet dtrendezve azt kapjuk, hogy

v(t) = v(tg) + /a(T) dr,

amivel igazoltuk az allitast. m
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22.3. Példa. Egy hajo a tenger fenekérdl a
v(t)=A- (1-e P

sebesség-id6 fiiggvény szerint emelkedik. A magassdgot a tenger fenekétdl
mérjiik és feltételezzik, hogy s(0) = 0 [m]. Ekkor a hely-id fiiggvény

_ t+e_Bt 1
- B B/’

A megfeleld adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy

—0,459¢ 1
t)=6,412- (t X =
s(t) =6, ( 0,459 0,459)
= 6,412t — 13,97e~ 949 _ 13,97 [m)].
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23. Munkavégzés

23.1. Megjegyzés. Ha egy test s utat tesz meg valamely allandé nagysagd, a

7 oz

mozgds irdnydban hat6 F' er6 hatdsaram akkor az er altal a testen végzett W
munkat a

W=F-s
képlet definidlja.

23.2. Tétel. Legyen F': [a;b] — R folytonos fiiggvény. Az x irdnyd, valtozo
nagysagu F'(z) er$ éltal az x = a és z = b kozott végzett munka

W = /b F(z)dz.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy a munkat végz0 erd egy egyenes mentén hat, ami
legyen az z-tengely. Legyen az [a; b] intervallum egy beosztdsa

d = {[zo; z1]; [z1;22]; - - - s [Tn—15 2] }

és legyen &; € [x;—1;x;) minden ¢ = 1,2,...,n esetén. Mivel F'(z) folytonos
fiiggvény, ezért ha ;1 és x; kdzel van egymdshoz, akkor az F'(z;_1) és F'(x;)
is kozel vannak egymdshoz, azaz a fliggvényérték nem véltozik sokat. Tehat a
részintervallumokon végzett munka az F'(§;)-(x; —x;—1 ) szorzattal kozelithetd.
Ezt minden részintervallumra elvégzeve azt kapjuk, hogy

n
W =~ ZF(&) . (xz — .1‘1;1).
i=1
Ha az osztépontok szdmadval végtelenhez tartunk, akkor
n
W lim y F(&) - (2 — 1)
i=1
adodik, igy
b
W = /F(:E) dz,
a

amivel igazoltuk az allitast. m
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23.3. Példa. Az F(z) = w% [N] er6 dltal az z = 1[m] és x = 2[m] koo-
ordindt4jud pontok k6zott végzett munka

23.4. Tétel. Ha egy idedlis rugét természetes (nydjtatlan) allapotdhoz képest
x hossziisdggal 6sszenyomjuk vagy megnyujtjuk, akkor a rugderd aranyos lesz
—x-szel, azaz

F(z)=—-D - .

A D konstanst rugodllandonak nevezziik.

23.5. Példa. Egy rugé hossza megfeszitetlen dllapotban 20 [cm|. Ahhoz, hogy
30 [cm] hosszdsdgidra megnydjtsuk 40 [N] erGre van sziikség. Kiszamoljuk,
hogy mennyi munka sziikséges ahhoz, hogy 35 [cm]-r8l 38 [cm]-re nyujtsuk
arugbt?

A rugdéllandét az
[F(z)|=D-x
Osszefiiggésbdl hatdrozhatjuk meg. Jelen esetben a rugd megnyilédsa 0, 1 méter,
igy a
40=D-0,1
egyenlethez jutunk, amib8l D = 400 [%] adédik. Tehdt F'(x) = —400z, igy a
végzett munka
0,18

,18
W= / 400z dor = — [200952}0 = —Los[]
015 ’
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24. Riemann-integral megjelenése a kozgazdasagtanban

24.1. Definicié. A fogyasztoi tobblet a mikrookonémidban fontos fogalom.
Egy j6szag megvasarlasakor fellépd tobblet annak a maximalis pénzosszegnek,
amit a vasarlé (fogyasztd) a termékért még éppen hajlandé megfizetni, vala-
mint a termék tényleges vételdranak a kiilonbsége. A fogyasztdi tobblet tehat
pénzben fejezi ki azt a ,,tobbletet”, ,hasznot”, amit a fogyasztd nyer a joszag

megvdasarldsdval. Az el6z6 fogalomhoz hasonldan definidlhaté a termeldi tobb-
let is.

24.2. Tétel. Amennyiben f egy véllalat adott termékéhez tartozo keresleti fligg-
vény és .S a kindlati fiiggvény. Tovabbd pg az egyensiilyi ar és ¢ az egyensulyi
mennyiség, akkor a termeldi tobblet:

Po

| 1w,

Pmin

a fogyasztoi tobblet:

GO @-mmm e e TTEES
!
Simeloi tobblet, 100YasziSi tobblet
Po

24.3. Tétel. Amennyiben f~! egy villalat adott termékéhez tartozé inverz ke-
resleti fiiggvény és S—! az inverz kindlati fiiggvény. Tovabbd pg az egyensilyi
ar és qo az egyenstilyi mennyiség, akkor a termel6i tobblet:
4
Po - qo — / f~(g)da,

dmin
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a fogyasztoi tobblet:

/ S~Y(g)dq — po - qo.

fogyasztéi tobblet

Po e
termeldi tbblet i
Py

90

24.4. Megjegyzés. Amennyiben M C(q) egy hatdrkoltség fiiggvény és ¢1 < g2
olyan val6s szamok, hogy q; €s o eleme az M C'(q) értelmezési tartoméanydanak,
ugy az

a2

/ MC(q)dq
q1
érték azt adja meg, hogy mennyivel né a koltség, ha a g1 mennyiség helyett g9
mennyiséget allitunk eld.
24.5. Példa. Egy villalat adott termékéhez tartozo keresleti fiiggvénye:
90
flp) = —— (1<p<45),
p
kindlati fliggvénye
Sp)=p—1 (1<p<4d).
Az arakat dollarban értjiik, a mennyiséget darabban.

a) Szamoljuk ki az egyenstilyi drat és az egyensilyi mennyiséget!
b) Hatdrozzuk meg a termeldi tobbletet!

¢) Szamoljuk ki a fogyasztdi tobbletet!

Megoldas:
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a) Az egyensulyi drat az

f(p) = S(p)
egyenlet megolddsa adja, azaz
90
——2=p-1
p

Mindkét oldalt szorozva a k6zos nevezdvel, majd dsszevonva és nulldra ren-
dezve az egyenletet azt kapjuk, hogy

p? +p— 90 =0.
A masodfoki egyenlet megoldéképletét alkalmazva

—1++/1+360 —1+19

2 2
adodik, amibdl p > 0 miatt azt kapjuk, hogy p = 9. Ezt felhaszndlva az
egyenstilyi mennyiség

P12 =

f(9) = %) — 2 = 8darab.

b) Mivel

ezért a termel6i tobblet 32 dollar.
¢) Mivel

/—de— [90Inp — 2p]g°

=90In45 —90 — (90In9 — 18) ~ 72, 85,
ezért a fogyasztoi tobblet 72, 85 dollar.
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25. Lorenz-fiiggvény

25.1. Definici6. Legyen L: [0;1] — R folytonos fiiggvény, amely teljesiti az

aldbbi tulajdonsdgokat

e az L(x) fuggvény értelmezési tartomdnya a [0; 1] intervallum, ugyanis ez
feleltethetd meg a 0 — 100%-nak;

L(0) = 0, mert nincs olyan haztartds, amely nem kap pénzt;

L(1) = 1, mert az egész jovedelmet a teljes lakossdg kapja meg;

L(x) < z minden z € [0; 1] esetén;

az L(x) figgvény értékkészlete a [0; 1] intervallum;

az L(x) fiiggvény szigordan monoton nvekvo.

25.2. Megjegyzés. A Lorenz fiiggvény grafikonja az elsé siknegyedbeli egy-
ségnégyzetben helyezkedik el.

25.3. Megjegyzés. A Lorenz fiiggvényt kozgazdaszok a tarsadalmi egyenlSt-
lenség egyik mércéjeként tartjdk szdmon. Max O. Lorenz a tdrsadalmi vagyon-
elosztas egyenlGtlenségének bemutatdsara vezette be a fliggvényt.

25.4. Megjegyzés. Az L(x) Lorenz fiiggvény megadja, hogy a hdztartdsok
legszegényebb z - 100%-a a jovedelem L(x) - 100%-dval rendelkezik.

25.5. Példa. Példaul, ha L(x) egy Lorenz fiiggvény és L(0,25) = 0, 10, akkor
ez azt jelenti, hogy a héztartdsok legszegényebb 25% a teljes jovedelem 10%-
aval rendelkezik.

Ha L(0,90) = 0,55, akkor ez azt jelenti, hogy a legszegényebb 90% a teljes
jovedelem 55%-éval rendelkezik. Ekvivelens médon ez azt is jelenti, hogy a
leggazdagabb 10% a teljes jovedelem 45%-éval rendelkezik.

25.6. Megjegyzés. A Lorenz fliggvény vizsgdlatanal két sz€lsGséges eset van:

a) A bevétel abszoliit egyenld elosztdsa vagy mds szoval tokéletesen egyenld
jovedelem eloszlds. Mindenki azonosan részesiil a teljes jovedelembdl. Ezt
a szitudciét az L(x) = z fuggvény irja le, azaz, a héztartdsok z%-a a
jovedelem x:%-éval rendelkezik.

b) A bevétel abszoliit egyenlitlen elosztdsa. Ebben az esetben csak egyetlen
személynek van jovedelme, aki a teljes bevételt megkapja. Ebben az esetben
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a Lorenz fliggvény

0,had <z <1
L(x) =
1, haz = 1.

25.7. Definicié. Gini-indexnek nevezziik a Lorenz-gorbe és az egységnégyzet
atlgja altal bezart teriilet és a fél négyzet teriiletének aranyat

25.8. Megjegyzés. Legyen A az y = x egyenes és az L(x) Lorenz fiiggvény

altal bezart teriilet:
;

0.9

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4 B
0.3
0.2
0.1 L(x)

(0]
—O.‘],,//O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Legyen B a Lorenz fiiggvény grafikonjdnak az x-tengellyel bezart teriilete.
Ekkor a Gini-index

Since A+ B = % ezért

25.9. Megjegyzés. A Gini-index értéke 0 és 1 kozott van.

25.10. Tétel. A Gini-index az L(x) Lorenz fiiggvénybdl kiszdmolhaté az alabbi
moédon:

1
G:1—2-/L(x)dx.
0
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Bizonyitds: Az el6z6 megjegyzés eredményét dbrajat és jeloléseit haszndlva

azt kapjuk, hogy
1

::/56_

A Riemann-integral tulaJdonsagal alapjan

1
rdr —2- /L
0
9 1
2[”5} 2/L
2
0
1
2/L
0

adodik, amivel igazoltuk az 4llit4st. m

G=2-

o\

o

25.11. Megjegyzés. Tokéletes jovedelemeloszlds esetén, azaz ha L(z) = =z,
azt kapjuk, hogy A = 0, igy a Gini-index G = 2A = 0.

A masik sz€lséséges esetben, tehat amikor abszolit egyenl6tlen jovedelemel-
osztas van, akkor B = 0és A = % igy a Gini-index értéke G = 1.

25.12. Példa. Az

L(z) = 2*
fiiggvény Lorenz fliggvény, mert
e L(0) =02 =0;
e L(1)=12=1;

L(z) = 2% < 2 minden z € [0;1],
L(x) értékkészlete [0; 1];

e haz; < x9, akkor 22 < 3, igy L(7) szigordan monoton novekve.

Mivel
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ezért a Gini-index
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26. Folyamatos jovedelemaramlas diszkontalt jelenértéke és
jovoértéke

26.1. Definicio. A diszkontdlt jelenérték (present discounted value, roviditve
PDV) a pénz id6értékét kifejezd fogalom. Megmutatja, hogy a jovGben egy
egységnyi pénz ma hiny egységnyit ér.

Forditott logikaval hasonl6 fogalomhoz, a pénz diszkontdlt joviértékéhez (fu-
ture discounted value, roviditve FDV) juthatunk: ma egy egységnyi pénz adott
idd elteltével mennyit fog érni.

26.2. Tétel. Legyen T pozitiv valés szam és f: [0;T] — R folytonos fiigg-
vény. Az f(t) dolldr per éves sebességi, [0; 7] idGintervallumban eszkozolt
folyamatos jovedelemaram diszkontélt jelenértéke a O idGpillanatban rogzitett
r kamatlab melletti folyamatos t6késitéssel

T
PDV = [ f(t)-e "tdt.
/

Bizonyitds: Tegylik fel, hogy a ¢t = 0 id6pillanattél kezd6d6en a t = T id6pil-
lanatig folyamatosan jutunk jovedelemhez dgy, hogy a ¢ idGpillanatban f(¢)
dollar per éves sebességgel ,,aramlik” a jovedelem.

Tegyiik fel tovabba, hogy a kamatot r kamatlab mellett folyamatosan t6késitjiik.
Jelolje P(t) a [0;t] idGintervallumban torténd kifizetések osszjelenértékét. Ez
azt jelenti, hogy P(t) pénzmennyiséget kell befektetniink a ¢ idGpillanatban
ahhoz, hogy fedezze az f(t) jovedelemdram folyamatos befektetését a [0; T
intervallumon.

Ha At tetszGleges szam, akkor a [t;¢ + At] intervallumban kapott pénz je-
lenértéke P (t+At)— P(t). Ha At elég kicsi, akkor az ebben az idGintervallum-
ban kapott jovedelem f(t)- At, diszkontélt jelenértéke pedig f(t)-e~ " At-vel
kozelithetS. Tehat

P(t+ At) — P(t) = f(t)-e " - At,
1gy
P(t+ At) — P(t)
At
A kozelités anndl jobb, minél kisebb a At. Ha At — 0, akkor azt kapjuk, hogy

P'(t) = f(t) - e,

~ f(t) - e L.
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igy a Newton-Leibniz tétel szerint
T
P(t) — P(0) = / F(1) - e dt,
0
Mivel P(0) = 0, ezért
T
PDV = /f(t) e "t dt,
0

amivel igazoltuk az 4llitast. m

26.3. Kovetkezmény. Legyen T pozitiv valds szdm és f: [0;7] — R foly-
tonos fiiggvény. Az f(t) dolldr per éves sebességi, [0; 7] idGintervallumban

7 2

eszkozolt folyamatos jovedelemdram diszkontélt jovéértéke a T' idGpillanatban
rogzitett r kamatlab melletti folyamatos t6késitéssel

T
FDV = / f(t) - e T qz.
0

Bizonyitds: A 26.2 tétel eredménye szerint

Ha r kamatlab mellett mellett folyamatosan t6késitiink, akkor a 7" id&pillnatban
a diszkontalt jovEérték

T
FDV =¢T. /f(t) ce "t dt.
0

Mivel "7 konstans, ezért
T
FDV = / T f(t) e dt.
0
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A hatvdnyozds azonossdgait alkalmazva azt kapjuk, hogy

FDV = /f T(T t

amivel igazoltuk az 4llitast. m

26.4. Példa. Ha 10 éven keresztiil, évi 1 000 dollar jovedelemmel rendelkeziink
és a kamat évente 8%.

A diszkontalt jelenérték

7 1000 - e~0087 10
va_/MMe%Wa_'e =
-0,08 |,
0
1000
= 508 (1 — e %) ~ 3935 [dollar].
A diszkontalt jovéérték
10 10
. 20,08-(10—t)
FDV—j/lmm-&ﬁ“m%hﬁ_ 1 0% =
0,08
0
1000

= 08-(1——eQ8)z:15319[d0Héﬂ.
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27. Numerikus integralasi modszerek

b
27.1. Megjegyzés. Az [ f(z)dx integral kiszdmoldsa a Newton-Leibniz tétel

a
alkalmazdsdval sem mindig egyszeri feladat. Sok esetben példaul az f fiigg-
vény primitiv fiiggvényét nem is tudjuk zart alakban felirni.

Amikor a primitiv fliiggvény megkeresése nehéz vagy akdr lehetetlen feladat,
akkor az integral kozelitd ért€kének meghatirozdsa a cél. Ebben a fejezet-
ben két olyan médszerrek ismerkediink meg, amely segitségével egy folytonos
figgvény Riemann-integraljanak kozelitd értékét szamolhatjuk ki. Az egyik
modszer a trapéz formula, a mdsik médszer a Simson formula.

27.2. Trapéz formula. Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor

b
/f@mmzfmk;ﬂm.w—@.

Tekintsiik azt a trapézt, amelyet az (a; f(a)), (b; f(b)), (a;0) és (b; 0) csticsok
altal meghatdrozott trapézt.

(b; (D))

Ennek a trapéznak a teriilete elemi tton is kiszdmolhat6:

b
/fmmxzfmﬁ;ﬂ“-w—@,

amivel igazoltuk az 4llitast.
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27.3. Tétel. Ha f: [a;b] — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény,
akkor

2 12 a<z<b

b
a —G/S
[ rtran - LD ) < OO |7

Tehat a trapéz formulaval vald kozelités esetén a kozelités maximalis hibdja

27.4. Példa. Tekintsiik az f(z) = Va2 + 1 fiiggvényt a [0; 1] intervallumon!
Kiszdmoljuk az

1
/\/:c2+1dx
0

Riemann-integral kozelit6 értékét trapéz formuldval:

1

0 1 1 2
/ i ide~ LOE W g g +V2
2 2
0
Mivel
1 T
)= ——— 2= ——.
Jz) 2-vVax2 41 Vaz 41
és igy
2 .1 2 _ oz
f”(:c):l Vot +1—x- - o) 2x: e+ 1 Vil _
2 +1 22+ 1
1 241 — 22 _ 1
(x241)-VaZ+1  (2241)- Va2 + 1
ezért

1
max
0<e<1 (22 +1)- Va2 +1

=1,

igy a kozelités maximalis hibaja 1.
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1.4
1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

0 020406 08 1

27.5. Tétel. Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény és az

/bf(x) dz

Riemann-integral kozelité értéknek trapéz formuldval valé kiszdmoldsat tgy
végezziik el, hogy az intervallumot n darab egyenld részre osztjuk fel és az
egyes részintervallumokra alkalmazzuk a trapéz formulat, akkor

b
[ @)oo (f o)+ 27() + 2f(0) o+ S )

Bizonyitds: Tekintsiik az [a; b] intervallumnak az

a=z0<xr1<...<Tp ="

ekvidisztins beosztdsit. Ekkor az egyes intervallumok hossza

b—a
—
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Minden részintervallumon elvégezve a megfelel$ integral trapéz formuldval
valé kozelitését azt kapjuk, hogy

b
/f(:z)d:czb_a.f(x0+f(x1))+b_a.f($1+f(332))

n 2 n 2 y

b—a ) f(xn—l“‘f(xn)) X
n 2
= b;n“ - (fzo) + 2f(x1) + 2f (x2) + ... + f(20)),

amivel igazoltuk az allitast. m

+

27.6. Tétel. Ha f: [a;b] — R kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvény,

és az ,
/f(x) dz

Riemann-integral kozelitd értékének trapéz formuldval valé kiszdmolasat ugy
végezziik el, hogy az intervallumot n darab egyenld részre osztjuk fel és az
egyes részintervallumokra alkalmazzuk a trapéz formulat, akkor a kozelités ma-
ximalis hibdja
(b— a)3 1"
——5— - Imax ).
12n2 a<z<b |f ( )‘

P

27.7. Megjegyzés. Az el6z0 tétel eredményében

_a)?
lim a7 max |f”(z)| =0,

n—oo 12n2 a<z<b

igy az osztépontok szdmdnak novelésével a kozelités javul, azza minél tobb
részre osztjuk az alap intervallumot, anndl jobb lesz a kozelités.
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27.8. Simpson formula. Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor

/bf<:c>dmb‘6“~ (r@+as(“52) +10).

A bizonyités lényege az, hogy felirjuk az (a; f(a)), (“TH’; (“TH’)) és (b; f(b))
pontokra illeszkedd Lagrange-interpolaciés polinomot, majd a kapott masod-
foku fiiggvényt integraljuk.

A f(x)

A kapott integrallal kozelitjiik az eredeti fiiggvény Riemann-integraljat.

27.9. Példa. Tekintsiik az f(z) = Va2 + 1 fiiggvényt a [0; 1] intervallumon!
Kiszamoljuk az

1
/\/:U2+1dx
0

Riemann-integral kozelitd értékét Simpson formulaval:
1
1-0
/\/m2+ Tdo - (f(0) +4- £(0,5) + f(1)) =
0

1
:6.<1+4~\/1,725+\f2>%1,148-

27.10. Megjegyzés. A Simpson formula pontosabb értéket ad, mint a trapéz
formula.
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27.11. Tétel. Ha f: [a;b] — R négyszer folytonosan differencidlhaté fiigg-
vény, akkor

/bf<x>dx—b‘6“-(f<a>+4-f(“§b)+f<b>) <

(b—a)’
- ma
2830  a<r<h
Tehét a Simpson formuléval valé kozelités esetén a kozelités maximalis hibaja
(b—a)® (4)
2880 225, 110 @)
27.12. Tétel. Ha f: [a; b] — R folytonos fiiggvény és az

b
/f(x) dz

Riemann-integral kozelitd értéknek Simpson formuldval valé kiszdmolasat ugy
végezziik el, hogy az intervallumot n darab egyenld részre osztjuk fel és az
egyes részintervallumokra alkalmazzuk a Simpson formulét, akkor

< | F ().

b
[ @) o (a0 44 0)+25 (o2 44 ) 420 )+ f(20).

27.13. Tétel. Ha f: [a;b] — R négyszer folytonosan differencidlhat6 fiiggvény

és az Y
/ f(x)dz

Riemann-integral kozelit6 értékének Simpson formuldval valo kiszamoldsat ugy
végezziik el, hogy az [a; b] intervallumot n darab egyenlG részre osztjuk fel és az
egyes részintervallumokra alkalmazzuk a Simpson formulét, akkor a kozelités
maximadlis hibéja
(b—a)®
2880n" " a<esh

27.14. Példa. Tekintsiik

|f@ ()]
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integralt! Kozelitsiik az integral értékét Simpson formulaval tgy, hogy az [1; 4]
intervallumot 2n = 6 részintervallumra osztjuk!
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Az keletkez6 alappontok

zo=1;
T = 1,5;
T =2

T3 = 2757
T4 :3;
Ty = 3,5.

A Simpson formula altalanos képlete szerint

4
[ H@ydox T (flao) + 4f @)+
1

+ 2f(22) + 4f(x3) + 2f (4) + 4f(25) + f(z6)) -
Az aldbbi tdbldzat mutatja a fliggvényértékeket az z; helyeken:

z; f(@i)

1 e —2,72

1,5 e = 2,99
2

2 < = 3,69

2,5 &2 — 4,87
3

3 < =67

3,5 €2 = 9,46

4 el = 13,65

A Simpson formula képletébe behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
4
e’ 1
—dz ~ 6 (2,72+4-2,99+2-3,69+4-4,87+
x
1

+2-6,7+4-9,46 + 13,65) ~ 17, 74.
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28. Improprius integralok

28.1. Definicio. Legyen a € R és f: [a;00[— R folytonos fiiggvény. Ekkor

definicid szerint
Cc

[ s@as =t [ )a.

a

28.2. Példa. Az
o0
6
—d
/ 22
5

integral esetén az el&bbi definicidjat felhasznalva azt kapjuk, hogy

C

76 [ 6
—dz = lim —dz = lim 6 -2 2dx =
,7;2 c—00 xQ c—00

5 5 5

: N 6 6 6
=lm |[——| =lm |——+_- )=,
c—00 x|y coo c 9 )
igy az improprius integral értéke 1.

28.3. Definicio. Legyen b € Rés f: | — oco; b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor

definicid szerint
b b

/ fle)de = lim [ f(z)dax.
Cc——00
— 0o C
28.4. Példa. Az
0
/e‘r dz
—00
integral értéke
0 0
/ e*dr= lim [e*dzr= lim [em]g =
cC——00 c——00
—0o0 C

= lim (1—-¢% =1.

Cc— 00
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28.5. Definici6. Legyen f: |—o0; oo[— R folytonos fiiggvény. Ekkor definicié
szerint

oo d
/ flx)de = lim [ f(z)dz
CcC——00
—00 d—oo ¢
28.6. Példa. Az
o1
—Fd
/1+w2 o
—0o0
integral értéke az elébbi definicid szerint
00 d
L go— i 1d—1‘[t]d—
T2z 07 A0, [ Tz 4= Jmlreterl =
—o0 —00 ¢ d—o0
. T T
= Cilzrloo(arctgd — arctge) = gty =m
d—o0

28.7. Definicié. Legyen f: [a; b[— R folytonos fiiggvény és lirlr} f(x) = 00
T—b—

vagy xlgz?f f(z) = —oo. Ekkor definici6 szerint

b

[ . [
/dx

integrél értéke az elébbi definicidt felhasznélva

28.8. Példa. Az

C

0 0
L “Sdz =1 ~3d
B — — 3 — 3 —
% X X X CI_I;I(I) X X
21 1

1
3 - ¢ 3 - 3
= lim [=V22| =1lim (V2 -V1)=—
2 2 2

c—0

igy az improprius integrél értéke —%.
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28.9. Definicié. Legyen f: ]a;b] — R folytonos fiiggvény és hm+ f(z) =00
r—ra

vagy xl_l)rgle f(x) = —oo. Ekkor definici6 szerint

1
0/ vk

improprius integral értéke az el6bbi definiciét alkalmazva
1
/ 1
0

igy az improprius integral értéke 2.

28.10. Példa. Az

1

1
/ ~2dz = lim [ 272 dz = lim [2\/5}1 =
c—0 ¢
0
l

c—)O

(2[—2\/)_2

28.11. Definicié. Legyen f: [a; s[U]s; b] — R folytonos fiiggvény. Tegyiik fel,
hogy lim f(x) = oo vagy lim f(z) = —oo vagy limJr f(xz) = oo vagy
T—Ss— T8

lim f ( ) = —oo. Ekkor definici6 szerint

)
/bf(x)dx:jf(x)dx+jf(z)dx.

28.12. Példa. Kiszamoljuk az

integrélt. Mivel az el6bbi definici6 szerint

72 d.’E
c—0— c—0+ x

[

1
/dx—i—/2dx: lim —dx—|— lim
T
0
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c 2
/12d:v: lim [—1} + lim [—1] =
x c—0— T _o c—0+ x

[

. 1 1 . 1 1
c—0— c 2 c—0+ 2 c

28.13. Definicié. Az el6z6 definiciokban szerepld integralokat 6sszefoglald
néven improprius integrdloknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy improprius
integral konvergens, ha a definicidjukban szerepl$ hatarérték véges.

28.14. Megjegyzés. Improprius integralrél akkor beszéliink, ha vagy az inter-
vallum nem korlatos, amin integrdlunk, vagy a fiiggvény nem korldtos azon az
intervallumon, amin integralunk.
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29. Gazok ido szerinti sebességeloszlasa

29.1. Megjegyzés. Barmely giz koriilbeliil 1019 [m] 4tmérd;jti részecskék (a-
tomok, molekuldk) halmaza.

A részecskék szdma 22, 41 [dm?] norméldllapotd (P = 1,013 - 10° [Pa],T =
273,15 [K]) idedlis gdzban 6 - 103 [db].

A nagyszamu részecske ellenére az idedlis gdzok igen ritkdk.

29.2. Tétel. A gaz sebességnagysdg szerinti eloszlasanak strtiségfiiggvénye,
amely az alabbi alakban irhat6 fel:

n(v) = A-v?. o B,
ahol

2 mo 3 mo
A=NyZ (%) B= .
k-T 2-k-T
Az el6bbi t')sszefiiggésekben mo, v és N a gizrészecskék tomege, sebesség-

nagysdga és szdma, T' a gdz hdmérséklete,

J
k=1,38-10"23 | =|.
,38-10 [K]

pedig a Boltzmann éllandé.

29.3. Tétel. Az elGbbi jeloléseket megtartva a [v1; vo] sebességtartomanyba esd
részecskék 4tlagos szdma

v2

Nior; vg] = /n(v) dv.

A részecskék atlagos sebességnagysiga

fvn

Vitlag =

7’LU dv
0

valamint atlagos mozgasi energidja
o
[e-n(v)dv

Eatlag = o
[ n(v)dv
0

= 76 -n(v)dv
0
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A fenti Osszefiiggésben € az mg tomegii, v nagysdgui sebességgel haladé moz-
gdsi energidja, amit az

Osszefligggés definidl.

29.4. Példa. Egy tartalyban N = 10'? darab nitrogénmolekula taldlhaté. A

tartalyban 1év6 gdzmolekuldk tomege mgo = 4, 652 - 10725 [kg], a tartdlyban a

hémérséklet T' = 273, 15 [K].

a) Irjuk fel a gdz esetén a sebességnagysdg eloszldsanak n(v) strtségfiiggvé-
nyét!

b) Hatdrozzuk meg a stiriségfiiggvény derivaltjat!

¢) Szamoljuk ki a sirtiségfiiggvény masodik derivaltjat!

d) Hatdrozzuk meg a v — n(v) fiiggvény maximumat!

e) Vizsgéljuk meg a v — n(v) fiiggvényt konvexitds szerint, hatdrozzuk meg
a fliggvény inflexios helyeit!

f) Vazoljuk fel az n(v) fiiggvény grafikonjat!

g) Hany darab részecske tartozkodik dtlagosan a [100; 200] [%] sebességtar-
tomanyban?

h) Adjuk meg a részecskék atlagos sebességnagysdgat!

i) Hatdrozzuk meg a részecskék atlagos mozgasi energidjat!

Megoldas:
a) A giz sebességnagysag szerinti sirtiségfiiggvénye

_R.2
n(v) = A-v?. e BV

ahol
3
A=N..]2. (m)

T \k-T

és mo
B =

2k -T

Mivel

2 /mo\® . gp |2 4,652 - 1026 5
™ (k:T) 0 \/w <1,38-1O—23~273,15
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és
mo 4,652 10726

S
B: =
2k-T  2-1,38-10-23.273,15

2
~6,17-107° [} ,
m

2
ezért a kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy a gaz sebesség-
nagysag szerinti stiriségfiiggvénye

n(v) = A-v? e BV = 34502 42 e 017107007 [3}
m

b) Az n(v) fiiggvény deriviltja
n'(v) =24v-e BV — A 2. e B 2By =
= B, (2Av — 2ABv?).
¢) Az n(v) figgvény masodik derivdltja
n"(v) = —2Bv - e Bv?. (24v — 2ABv?)+
e BV (2A — 6ABv?) =
= e B (4AB%* — 10ABv® + 24).

d) Az n(v) fiiggvény maximum helyének meghatdrozaséhoz elészor megold-
juk az n’(v) = 0 egyenletet. A megoldand6 egyenlet

e BV (24v — 24Bv?) = 0.

Mivel az x — e” fliggvény sehol sem zérus, ezért A # 0, v > 0 miatt az

egyenlet megoldasdra v = ﬁ adodik. Mivel

1 1 1
" —1 2
— )= -|4AB*.- — —10AB- = +2A

(75) =" (14" 5 5 +24)

4A
=e 1. (—44) = - <0,

e

ezért a fliggvények lokdlis maximum helye vana v = ﬁ helyen. Mivel ez

az egyetlen lokdlis maximum hely, ezért ez egyben globdlis maximum hely
is. Azt kaptuk tehdt, hogy az n(v) fiiggvény maximum helye

v*:\;ﬁ:127,3[1:]
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5bbi - 1
e) Az eldbbiekben megkaptuk, hogy a v* = 75

helye van az n(v) fiiggvénynek. A masodik derivalt zérushelyeit e =5 = 0
miatt a

helyen globdlis maximum

4AB*v* — 10ABv? +24 =0

egyenlet megoldasaval kapjuk. Vezessiik be a v?

4AB*u? —10ABu +2A =0

= u jelolést. Ekkor a

egyenlethez jutunk. Mivel A # 0, ezért az egyenlet mindkét oldalat oszthat-
juk A-val. Ekkor a

4B*u?> —10Bu+2=0

egyenletet kapjuk. A masodfoki egyenlet megolddképletének alkalmazisa-
val azt kapjuk, hogy

10B + /1006 — 32B>  10B++/68B 5B+ 17B

U2 =

8 B2 8B2 B 4B2
azaz
5417 2,28 517 0,47
=Ty Y T Tug YR
Mivel v > 0, ezért
1,51 0,47
vl—\/g, vg—\/g.

Az n(v) figgvény mésodik derivaltjanak elGjeleit az aldbbi tabldzatban fog-
laljuk ossze:

047 | _ 047 [ 047 208 [ _ 228 2.28
VSVB|VTVE|VESUSVB|"T VB |V B

n’(v) + 0 - 0 +

n(v) | konvex ip konkév ip konvex

A fenti tdbldzatban az ,,ip” az inflexiés pont roviditése.

f) A v n(v) fiiggvény grafikonja:
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220000000 s
210000000 n(v) {—}
200000000

190000000
180000000
170000000
160000000
150000000
140000000
130000000
120000000
110000000
100000000
90000000
80000000
70000000
60000000
50000000
40000000
30000000

20000000 1) m
10000000 g

0
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320 340 360 380 400 420 440

g) A [100;200] sebességtartomanyba esd részecskék atlagos szama:

200 200
Npioo:200) = /n(v) dv = /A-UQ-e—B'”2 dv.
100 100

A fenti integrélt nem tudjuk analitikusan kiszdmolni, nem alkalmazhaté a
Newton-Leibniz tétel, ugyanis az integrdlandé fliggvénynek nem létezik zart
alakban felirhat6 primitiv fliggvénye. Az integrdl értékét numerikus mate-
matikai médszerekkel vagy valamilyen matematikai szoftver alkalmazisa-
val szamolhatjuk ki. Mi most az el6bbit valaszjuk és trapéz formula segitsé-
gével adjuk meg az integral kozelitd értékét. Bontsuk fel a [100; 200] inter-
vallumot 5 egyenld részre. Ekkor a megfeleld trapézok teriiltének Osszege,
ami a keresett integral kozelitd értéke:

200
_R.2
A-v2e BV du

100

n(100) 4 n(120) n(120) 4 n(140)

-20 + - 20+

n(140) + n(160) n(160) + n(180)
5 -20 + 2

n(180) JQF n(200) o0 _1g. (n(100) + 2 - n(120) +

+2 - n(140) 4 2 - n(160) + 2 - n(180) + n(200)) .

- 20+
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A megfelel adatok behelyettesitése utdn azt kapjuk, hogy a [100; 200] se-
bességtartoményba esd részecskék dtlagos szdma kozelitleg 4, 73 - 1011,

h) A részecskék dtlagos sebességnagysiga

Cfv -n(v)dv
0

Vitlag = ~ 143, 65 [E} .

jon(v) dv i
0

A szamolast matematikai szoftver segitségével végeztiik el.
i) A részecskék atlagos mozgasi energidja:

[e-n(v)dv
Eitlag = o = 5,66 - 10721 [J].
[ n(v)dv

0
A szdmol4st matematikai szoftver segitségével végeztiik el.
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