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Bevezetes

Altalanos iskolai matematikatanarként gyakran tapasztaltam, hogy a
tanulok megrettennek, amikor betlik is megjelennek a tanorakon, hiszen
annyira kilonbdznek a korabban megszokott aritmetikai feladatok
kinézetétdl. A Nemzeti Alaptanterv (Magyar Kozlony, 2020) a
matematika tanuldsanak legfontosabb céljai kozott megfogalmazza, hogy
a tantargy fejlessze a tanulok ,szovegértését, szovegalkotd ¢és
absztrakcios képességét a matematika nyelvének és szimbdlumainak
szobeli és irasbeli alkalmazasa soran” (p. 328). Az algebra témakore
kiemelt jelentoséggel bir, mivel elsajatitdisdhoz elengedhetetlen az
absztrakcios  képesség, valamint a matematikai nyelv  és
szimbolumrendszer pontos alkalmazasa.

Az algebra bevezetése hetedik évfolyamon torténik, ekkor ismerkednek
meg a tanulok a valtozokkal, algebrai tevekenységekkel, egyenletekkel
és mar a szoveges feladatok egyenlettel val6 megoldasaba is bepillantast
nyernek. Nyolcadik évfolyamon leginkabb mar a széveges feladatok
kapnak Kkiemelt szerepet az algebratanulas soran. A dolgozatban az
aritmetikai-algebrai atmenet megkdénnyitése all a k6zeppontban.
Hetedik és nyolcadik évfolyamon végeztink ennek érdekében dizajn
kutatast (A. L. Brown, 1992; Burkhardt & Schoenfeld, 2003; Fowler és
mtsai., 2023), melynek sajatossaga, hogy a pedagdgiai gyakorlat és a
kutatas kozotti folyamatos kolcsonhatasokra épit, igy idealis olyan
kutatasokra, amelyek nemcsak a tanitdsi-tanulasi folyamatok
megértésére, hanem azok fejlesztésére is torekszenek. A kiserleti orakat
az értelemalkoté matematikatanulas elvei alapjan épitettik fel.

A dolgozat felépitése

A bevezetés utan, a dolgozat 1. fejezetében elméleti attekintést adunk az
algebratanitas magyar vonatkozasarol a Nemzeti alaptanterven és a hozza
tartozo kerettanterveken keresztiil. Szakirodalmi attekintést nyujtunk az
algebrai gondolkodasrol, illetve az értelemalkotasrol a matematikéaban,
és az algebra tanitasdban-tanulasaban. A 2. fejezetben a dolgozat kutatasi
kérdéseit fejtjuk ki, mig a 3. fejezet a kutatds modszertanarol szol. A 4-
7. fejezetekben a kutatas eredményei szerepelnek, az egyes fejezetekhez
szorosan kapcsolodo irodalmi leirasok a fejezetek elejére keriltek.
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A 4. és 5. fejezetben a hetedik évfolyamon végzett kutatas eredményeir6l
szamolunk be, az algebrai gondolkodasmod kezdeteinek jellemzdin és az
algebrai gondolkodasmaod sajatossagain keresztil. Hetedik évfolyamon
az egyenletek bevezetése elotti tandrakra 6sszpontositottunk, amelyeken
a tanulék megismerkednek a valtozokkal, helyettesitési értékkel, algebrai
tevékenységekkel. Problémaalapi kisérleti drakat terveztiink, melyek
kozos jellemzdje a problémak atélhetd kontextusba helyezése és az
altalanositads. Az eredményeket részben a (Lécska & Kovécs, 2022)
kdzleményben publikaltuk.

A 6. fejezetben a nyolcadikos kutatas eredményei szerepelnek, a grafikus
reprezentaciok szerepére és a tanulék szimbolum hasznalatara
koncentralva. A beavatkozas soran az egyenletek felirdsanak tdmogatasa
volt a cél, amelyhez tobbféle reprezentacios lehet6séget tartunk a tanulok
elé. Egyes esetekben a reprezentacio ki is tudta valtani az egyenlet
felirasat, de altaldban annak segitésére szolgalt. A fejezet a (Locska és
mtsai., 2023) munka alapjan készult.

A 7. fejezetben a tanul6i problémaalkotassal foglalkozunk nyolcadikos
tanuldk esetében. A kutatds soran a problémaalkotas és megoldas
sikeressege, illetve a tanulok matematika érdemjeggyel jellemzett
matematikai teljesitménye kozotti kapcsolatot is vizsgéltuk. A
problémaalkotasok és megoldasok tipikus hibainak vizsgalataval a
tanulok szerkezeti és szemantikai megértésbe is bepillantast nyerhettiink.
A fejezet alapjaul a (Lécska, 2025) tanulmany szolgalt.

A dolgozatot a kutatas kovetkeztetéseinek Osszegzésével és a tovabbi
kutatasi lehet6ségek felvazolasaval zarjuk.

Kutatés elméleti hattere

Mi az algebra? Freudenthal (1977) kisérletet tett az iskolai algebra
fogalmanak tisztazasara. Ugy fogalmazott, hogy az 0sszefiiggések
leirdsanak és az eljarasok altalanos megoldasanak képessége az algebra
Iényege. Ebben az tijszerii perspektivaban az algebrat emberi kognitiv
tevékenységnek tekintik. Kieran (2004) szerint az algebra tdbbdimenzios
tevékenység, amely szamos gondolkodasmddot foglal magaba: a
mennyiségek kozotti kapcsolatok elemzeését, a strukturalis kapcsolatok
észrevételét, a valtozasok leirdsat, elorejelzést és az dltalanositast. Kieran
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az algebrai tevekenységet a probléemamegoldas, modellezés és indoklas-
bizonyitasi tevékenység altalanosabb keretében jeleniti meg. Szerinte a
szimbolumhasznalat “letter-symbolic algebra” (p. 142) az altalanositas
¢s a fiiggvényszerl gondolkodés segédeszkoze. Ezzel a felfogassal pedig
athidalhatova valik az a szakadék, amely sok esetben az algebra korai
évfolyamokon valé bevezetése és a késdbbi évfolyamokon elvart
algebrai gondolkodas k6zott keletkezik.

Az algebrahoz kothetd kettésséget Kaput (2018) mar a munkajanak
cimében is megjeleniti: Mi az algebra? Mi az algebrai gondolkodas? Ha
az elsd kérdést nézzik, ott az algebra 6nalld tudasanyagként, kulturalis
orokségként jelenik meg, amelyet az iskolarendszer kozvetit. Ezt az
orokséget elsésorban a 9. szdzad kornyéki arab matematikabol, Al-
Khowarizmi munkéssagabol vezetik le, foleg az egyenletmegoldas
tudomanyaként. A masodik kérdésnél, az algebrai gondolkodas kifejezés
mar emberi tevékenységet feltételez, amelynek létezése az emberektdl
fugg. Az algebra nem csupan egy statikus tudasanyag, hanem aktivan
vegzett tevékenység, amely lehetdvé teszi a matematikai ismeretszerzést.
Kaput szerint mindkét megkdzelités hasznos.

Jelen dolgozatban az algebrai gondolkodason az Altalanositasi
tevékenységet, az értelmes szimbolumhasznalatot és a szimbdlumokkal
vegzett algebrai tevekenység készségének egységét eértjik. Az
altalanositas kiilonbozd reprezentacidkkal is torténhet, azaz torténhet
szOvegesen a tanulok természetes nyelvén, grafikusan, vagy
szimbolumok segitségével.

Az értelemalkotas folyamatat a matematikaban hosszu ideje vizsgaljak a
kutatok  (Kieran, 2007; Martin, 2009), de a kapcsolodo
matematikatanitasi szakirodalom nem tér ki részletesen arra, hogy az
értelemalkotéds folyamata pontosan milyen komponensekbdl all, illetve
hogyan valosul meg konkrétan a gyakorlatban (Palatnik & Kaoichu,
2017). A fogalom értelmezéséhez a (Martin, 2009) munkat vesszik
alapul, amely a matematikai értelemalkotdst gy emliti, mint ,,egy
szituacid, kontextus vagy fogalom megértésének fejlesztését azaltal,
hogy Osszekapcsolja azt a meglévé tudassal” (p. 4). Ebben a
megkdzelitésben a matematikai értelemalkotas azt a folyamatot jelenti,
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amelynek soran a tanulok a matematikai fogalmak koherens megértéset
alakitjak ki azaltal, hogy az uj ismereteket Osszekapcsoljak a meglévo
kognitiv kereteikkel.

Dolgozatunkban a matematikai értelemalkotast az aritmetikai-algebrai
atmenet és az algebra korai tanitasanak kontextusaban alkalmazzuk és
vizsgaljuk. Az ertelemalkotés az algebra tanuldsénak és tanitasanak olyan
megkdzelitése, amely a konceptualis megértésre helyezi a hangsulyt,
nem pedig a bemagolasra vagy az eljarasok végrehajtasara. Ez a
megkdzelités tobb kulcsfontossagu elemet foglal magaba, melyek
tikrozik a matematikai értelemalkotas foébb elemeit. Palatnik & Koichu
(2017) megéllapitjak, hogy az értelemalkotas folyamata algebrai
kontextusban generativ és transzformativ algebrai tevékenységek
sorozatabol all. Ebben az értelemalkotasi folyamatban a tanulok: (1)
allitasokat fogalmaznak meg és igazolnak, (2) altalanositanak, (3)
megtalaljak az algebrai objektumok mogott allé mechanizmusokat, azaz
mélyebb megértést nyernek arr6l, hogy milyen alapveté matematikai
elvek és logikai dsszefuiggések allnak a képletek mogott, és (4) képesek
Osszekapcsolni  és egységes keretbe foglalni az altaluk vizsgalt
matematikai reprezentacidkat, példaul képleteket, diagramokat, vagy
numerikus sorozatokat. Osszességében az értelemalkot6 algebratanulas
célja, hogy a tanulok az algebra tanulasat aktiv, hasznos és hatékony
emberi tevékenységként éljék meg.

Kutatasi mddszer: dizajn kutatas

Burkhardt & Schoenfeld (2003) retrospektiv elemzésiikben azt allitjak,
hogy a pedagégiai kutatasok hatasa kicsiny, gyakran nem hasznosithatok
az eredmenyek, radadasul ezek a kutatasok nem talsadgosan jol
finanszirozottak. A pedagégiai kutatds és gyakorlat kozotti szakadék
athidalasara Burkhardt & Schoenfeld tobb lehetséges modellt is
bemutatnak. Az altaluk vizsgalt megkozelitesek koziil a dizajn kutatas
(design research) egyszerre célozza a pedagogiai elméletek fejlesztését
és az oktatasi gyakorlat innovaciojat. A kutatas és a gyakorlat
kolcsonhatdsanak kiemelésével a dizajn kutatasok elésegithetik a
folyamatos fejlesztés kultarajat, és végso soron nagyobb bizalmat épithet
a pedagogusok korében a kutatasi eredmények irant.
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A dizjn kutatas harom f6 fazisa (Elemzés és feltaras, Tervezés és
kivitelezés, Ertékelés és reflexid) ciklikus jelleggel ismétlédik, a
fejlesztés nem linedris maddon torténik, hanem iterativ jellege van.
Példaul, egy ciklus értékelése és reflexidja hatassal van a kovetkezo
tervezesi fazisra.

A dolgozatban bemutatott kutatasok két ciklusban torténtek, hetedik és
nyolcadik évfolyamon is. A dizajn kutatas elveinek megfeleléen az elsd
ciklus megvalésitasara nagyobb kutatoi kontroll mellett a sajat
iskolamban keriilt sor, mig a masodik ciklusban a kisérleti orakat kiilso
iskolakban, és a sajat iskolamban mas tanar bevonasaval is
megvalositottuk. Hetedik évfolyamon 6sszesen 157 diak (73 tanul6 az
els6, 84 tanuldé a masodik ciklusban) vett részt a kutatdsban, ot
matematikatanar iranyitasaval. Nyolcadik évfolyamon 146 tanuld (51
tanuld az els6, 95 tanuld a masodik ciklusban), hat matematikatanar
vezetésével.

A kutatas soran Osszegytiijtott orafelvételek, tanuldéi munkdk, tanari
reflexidk, hospitalasi naplok képezik a kutatasi anyagot. A kutatas elsé
ciklusdban orafelvételre nem volt lehetdség, igy azon ordk esetében a
tanuldi munkak, tanari reflexiok, illetve pedagogus altal készitett
hospitalasi feljegyzések biztositjdk a triangulaciot. Az orafelvételekrdl
transzkriptek késziltek, a tanuldi munkék (fiizet vagy feladatlap) és a
kézzel irt hospitalasi feljegyzések digitalizalva lettek.

Kutatasi kerdések, eredmények bemutatasa

Hetedik évfolyamon az egyenletek bevezetése el6tti algebra tananyaghoz
készitettiink kisérleti orakat, ahol leginkdbb a problémak atélhetd
kontextusba helyezése és az &ltalanositas domindlt. A dizajn kutatas
hetedikes 6raihoz az RQ1 és RQ2 kutatasi kérdéseket fogalmaztuk meg.

RQL1 Az értelemalkotd algebra beavatkozas soran milyen hatasa van a
hetedik osztalyos tanulokra a kontextusba helyezésnek, milyen
sajatossagai vannak az altalanositas folyamatanak, és milyen kihivasok
figyelheték meg a folyamat soran?



A problémaalapt tanitisi stratégia, amelyben a tanulok megélhetd
kontextusba  helyezett  problémékkal  foglalkoztak,  pozitiv
visszajelzéseket valtott ki a tanarok és a tanulok részérdl egyarant. A
tanuldk aktivan részt vettek az 6rakon, szivesen és helyesen végeztek
altalanositast és ervelést, gyakran a csoportos megbeszéléseknek
kdszonhetden. A tanarok minden 6ran tdmogattak a tanulasi folyamatot,
igazodtak a tanulok képességeihez, és segitettek a hianyossagok
kompenzélasaban. Az értelemalkotéas az algebraban természetes mddon
segitheti az altalanositas elsajatitasat, de a szakszerdi tanari iranyitas
elengedhetetlen.

RQ2 Hogyan jellemezheto a hetedikes tanulok szimbolumhasznalata,
milyen lehetéségei vannak a tanarnak a tanuldi szimbdlumhasznalat
tdmogatasaban?

A szamok és valtozok kozotti kapcsolatok felirdsa kihivast jelentett a
tanuloknak. A megfigyelt osztadlyokban a legfontosabb [épés az
Osszefliggés természetes nyelven torténé megfogalmazasa volt, amit
kovetden tanaraik konnyebben at tudtak vezetni a tanulokat a
szimbdélumok hasznalatdra. Az algebraban alkalmazott ) jel6lések
eltérnek a korabbi aritmetikai tapasztalatoktol, ez nehézséget okozhat a
megértésben. Bar a tanulok képesek algebrai tevékenységeket végezni
mire az egyenletekre keriil a sor, az érté alkalmazasukhoz még tobb
gyakorlasra van sziikség. A hetedikesek szamara a megoldas értelmezése
nehéz lehet, ha algebrai kifejezés szerepel benne, de a behelyettesités
segithet a megértésben.

Nyolcadik évfolyamon az egyenlettel megoldhatd szdveges feladatok
témakoréhez készitettiink kisérleti orakat, ahol leginkabb a kiilonb6zd
reprezentaciok alkalmazasa volt hangsulyos. A dizajn kutatas
nyolcadikos 6érdihoz az RQ3 és RQ4 kutatasi kérdéseket fogalmaztuk
meg. Az RQ4 eredményeiben beszdmolunk egy hatodik évfolyamon
végzett kutatds eredményeirdl is, amely kapcsolodik a tanuloi
problémaalkotashoz.



RQ3 Milyen a nyolcadikos tanulék hozzaallasa a grafikus
reprezentaciohoz, milyen grafikus dbrézolési készségekkel rendelkeznek,
és mely tényezok befolyasoljak az autonom reprezentaciovalasztast?

A kisérleti 6rakon tobbszor eléfordult, hogy a tanulok az 0j grafikus
reprezentacid helyett az ismert egyenletekkel prébaltdk megoldani a
feladatokat, amivel sokszor nem boldogultak. A legtdbb tanuld, a maga
altal alkotott probléma megoldésanal is egyenletekre tamaszkodott.
Voltak olyan tanuldk, akik a grafikus megoldast valasztottak egy
probléma megoldésara, de hibas abréat készitettek, vagy nem fejezték be
a megoldast, ezert helytelen eredményt kaptak. Azon tanulok, akik
mindkét modszert alkalmaztdk (grafikus és szimbolikus megoldas),
helyes eredményt értek el, de 6k mind erds matematikai alapokkal
rendelkezd tanulok voltak. A vizsgalt csoportban a tanuldok 27%-a
rendelkezett fejlett grafikus készséggel, a konkrétan ilyen tipusu letoltési
sdvos abréakra vonatkozdan. A kutatds eredményei azonban azt mutatjak,
hogy a grafikus készségek nem befolyasoltak az ©nallé stratégia
valasztasat, amelyet mas tényezok, példaul az onszabalyozas és a tanari
kontroll is alakithatnak.

RQ4 Milyen kapcsolat figyelheto meg a tanuldk dltal alkotott problémak
szerkezeti és szemantikai helyessége, a sajat problémak megoldasanak
eredményessége, valamint a tanulék matematikai teljesitménye kdzott?

A hatodik évfolyamos kisérletben hirom tényezd befolyasolta a
problémafelvetés mindségét: a tanulok matematika érdemjeggyel
jellemzett matematikai teljesitménye, a probléma matematikai hattere €s
a kitizés modja. A problémamegoldas sikerességét harom tényezd
hatarozta meg: a tanuld sajat vagy osztalytarsa problémajat oldotta meg,
szOveges feladatot kellett megoldaniuk vagy szamfeladatot (elébbiben
sikeresebbek voltak a tanulok), és a problémaalkotds mindsége (a jobb
problémaalkotdk sikeresebbek voltak a megoldasban is). A nyolcadikos
tanulok altal alkotott problémak elemzése megerdsitette, hogy a tanar és
a kutatd jobban megértheti a tanulok tudasat a tanuloi
problémaalkotasokon keresztil. Bar sok tanulé minden szempontbol

7



helyes problémat alkotott, voltak olyanok is, akik szerkezetileg helyes,
de szemantikailag hibas problémat fogalmaztak meg. A szemantikai
helyesség nem mutatott 6sszefliggést sem a tanuldk matematika
érdemjeggyel jellemzett matematikai teljesitményével, sem a
problémaalkotast megel6z6 gyakorlofeladatokban elért eredményeikkel.
A sajat problémak megoldasanak sikeressege viszont Osszefliggott a
tanulok ~ matematika  érdemjeggyel  jellemzett  matematikai
teljesitményével.

Osszességében elmondhatd, hogy az aritmetikai-algebrai atmenetet a
megélheté kontextusba helyezett problémak tanoran valo targyalasa
tdmogathatja. Problémamegoldas soran a tanulok sokszor a korabban
megismert egyenletekre tdmaszkodnak a grafikus reprezentacidval
szemben, hidba van fejlett vagy kozepes grafikus reprezentacios
készséguk. Ezen stratégiavalasztast az énszabalyozas és a tanari kontroll
is befolyasolhatja. A tanuldi problémaalkotasokon keresztil betekintést
nyerhetlink a tanulék megértésének finom szerkezetébe.

A sajat eredmények dsszefoglalasa

- Az a tanitasi stratégia, amely soran a szimbolumhasznalat eldtt
altalanositasi tevékenységet végeztek a tanuldk, tdmogatta az
algebrai gondolkodas fejlodését. Az altalanositds magyarazata
soréan természetes maodon adodott  az értelmes
szimbolumhasznélat.

- Az irodalom altal mar megfigyelt, szimbdlumhasznélattal
kapcsolatos probléméak (Friedlander & Hershkowitz, 2020;
Bastable & Schifter, 2017), a dolgozatban bemutatott kutatdsban
is megjelentek.

- A tObbszordos reprezentacié hasznalata 6nmagaban még nem
segitség a tanulok szamara. Azonban a korosztalynak megfeleld
tanari iranyitassal, illetve a tanulok ©nszabalyozasaval
kiegészitve (f6leg nagyobb tanulok esetében, nyolcadik
évfolyamon) hatékony lehet.

- Atanuloi problémaalkotasok vizsgalata sikeres stratégia a tanuloi
gondolkodas megértésében.
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Tovabbi kutatasi lehetoségek

A jovOben a nyolcadikos kisérleti o6rdk, jelen dolgozatban be nem
mutatott Ordinak tapasztalatait szeretnénk elemezni a tanulok
reprezentdciohoz  vald viszonya €s a reprezentacidvalasztas
szempontjabol. Ezen tanorék szintén az egyenlettel megoldhat6 szoveges
feladatok koré épilnek, melynek témai a geometriai feladatok, a fizikai,
vagyis mozgasos feladatok, illetve a kémiai vagy mas néven keveréses
feladatok. A kisérleti 6rak kozos jellemzdje, hogy a szimbolumoktol
eltérd reprezentacidval tamogattuk a tanuléi megértést. Tovabbi
lehet6ség, hogy a hetedik és nyolcadik évfolyamon végzett tervezésalapu
kutatast tovabbi kutatasi ciklusokkal egészitstk ki.
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Introduction

As a primary school mathematics teacher, | have often observed that
students become intimidated when letters appear in class, as they look so
different from the arithmetic problems they are used to. The National
Core Curriculum (Magyar Kozlony, 2020) states among the most
important goals of mathematics education that the subject should develop
students’ “reading comprehension, text-composition, and abstraction
skills through the oral and written application of the language and
symbols of mathematics” (p. 328). The topic of algebra is of particular
importance, as mastering it requires the ability to think abstractly, as well
as the precise application of mathematical language and symbols.
Algebra is introduced in seventh grade, when students are introduced to
variables, algebraic operations, and equations, and begin to gain insight
into solving word problems using equations. In eighth grade, word
problems take centre stage in the study of algebra. This paper focuses on
facilitating the transition from arithmetic to algebra.

To this end, we conducted design research in seventh and eighth grades
(A. L. Brown, 1992; Burkhardt & Schoenfeld, 2003; Fowler et al., 2023),
which is characterised by its reliance on continuous interactions between
pedagogical practice and research, making it ideal for studies that aim not
only to understand teaching and learning processes but also to improve
them. The experimental lessons were structured based on the principles
of sense-making mathematics learning.

Structure of the Thesis

Following the introduction, Chapter 1 of the thesis provides a theoretical
overview of the teaching of algebra in Hungary, based on the National
Core Curriculum and the associated framework curricula. We present a
review of the literature on algebraic thinking and sense-making in
mathematics, as well as in the teaching and learning of algebra. In
Chapter 2, we outline the research questions of the thesis, while Chapter
3 discusses the research methodology. Chapters 4—7 present the research
results, with literature reviews closely related to each chapter placed at
the beginning of the respective chapters.

In Chapters 4 and 5, we report on the results of research conducted in
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seventh grade, focusing on the characteristics of the early stages of
algebraic thinking and the specific features of algebraic thinking. In
seventh grade, we focused on lessons prior to the introduction of
equations, during which students became familiar with variables,
substitution, and algebraic manipulations. We designed problem-based
experimental lessons, a common feature of which is placing problems in
relatable contexts and generalising. We published some of the results in
the paper by Locska & Kovacs (2022).

Chapter 6 presents the results of the eighth-grade study, focusing on the
role of graphical representations and students’ use of symbols. The goal
of the intervention was to support the writing of equations, for which we
presented students with various representation options. In some cases, the
representation could even replace the writing of the equation, but
generally it served to assist in that process. This chapter is based on the
work by Lécska et al. (2023).

In Chapter 7, we examine student problem-posing among eighth-grade
students. During the research, we also investigated the relationship
between the success of problem-posing and problem-solving and
students’ mathematical performance, operationalised by mathematics
grades. By analysing typical errors in problem formulations and
solutions, we were able to gain insight into students’ structural and
semantic understanding. This chapter is based on the study by (L6cska,
2025).

We conclude this paper by summarising the findings of the research and
outlining opportunities for further research.

Theoretical Background of the Research

What is algebra? Freudenthal (1977) attempted to clarify the concept of
algebra in schools. He argued that the essence of algebra lies in the ability
to describe relationships and find general solutions to problems. In this
novel perspective, algebra is viewed as a human cognitive activity.
According to Kieran (2004), algebra is a multidimensional activity that
encompasses numerous ways of thinking: the analysis of relationships
between quantities, the observation of structural relationships, the
description of changes, prediction, and generalisation. Kieran presents
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algebraic activity within the broader framework of problem-solving,
modelling, and justification-proof activities. In his view, the use of
symbols, “letter-symbolic algebra” (p. 142), serves as a tool for
generalisation and functional thinking. With this approach, the gap that
often arises between the introduction of algebra in early grades and the
algebraic thinking expected in later grades can be bridged.

Kaput (2018) highlights the duality associated with algebra right in the
title of his work: What is algebra? What is algebraic thinking? If we
consider the first question, algebra appears as a distinct body of
knowledge and a cultural heritage transmitted through the school system.
This heritage is primarily derived from 9th-century Arabic mathematics,
specifically the work of Al-Khowarizmi, particularly as the science of
solving equations. In the second question, the term “algebraic thinking”
already presupposes human activity, the existence of which depends on
people. Algebra is not merely a static body of knowledge, but an actively
performed activity that enables the acquisition of mathematical
knowledge. According to Kaput, both approaches are useful.

In this paper, we understand algebraic thinking as the unity of
generalisation, the meaningful use of symbols, and the skill of
manipulating symbols. Generalisation can occur through various
representations, that is, it can take place verbally in students’ natural
language, graphically, or with the help of symbols.

Researchers have long studied the process of conceptualisation in
mathematics (Kieran, 2007; Martin, 2009), but the related literature on
mathematics education does not elaborate in detail on exactly what
components the process of conceptualisation consists of or how it is
concretely realised in practice (Palatnik & Koichu, 2017). To interpret
the concept, we draw on the work of Martin (2009), who defines
mathematical sense-making as “the development of understanding of a
situation, context, or concept by connecting it to existing knowledge” (p.
4). In this approach, mathematical sense-making refers to the process
through which students develop a coherent understanding of
mathematical concepts by connecting new knowledge to their existing
cognitive frameworks.

In this paper, we apply and examine mathematical sense-making in the
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context of the transition from arithmetic to algebra and the early teaching
of algebra. Sense-making is an approach to learning and teaching algebra
that emphasises conceptual understanding rather than rote memorisation
or the execution of procedures. This approach encompasses several key
elements that reflect the main components of mathematical sense-
making. Palatnik & Koichu (2017) note that the process of sense-making
in an algebraic context consists of a series of generative and
transformative algebraic activities. In this process of understanding,
students: (1) formulate and justify statements, (2) generalize, (3) discover
the mechanisms underlying algebraic objects, that is, gain a deeper
understanding of the fundamental mathematical principles and logical
relationships behind the formulas, and (4) are able to connect and
integrate the mathematical representations they examine—such as
formulas, diagrams, or numerical sequences—into a unified framework.
Overall, the goal of meaning-making algebra learning is for students to
experience learning algebra as an active, useful, and effective human
activity.

Research method: design research

In their retrospective analysis, Burkhardt & Schoenfeld (2003) argue that
the impact of educational research is limited, its findings are often not
put to practical use, and, moreover, such research is not particularly well-
funded. To bridge the gap between educational research and practice,
Burkhardt & Schoenfeld present several possible models. Among the
approaches they examined, design research aims simultaneously at the
development of educational theories and the innovation of educational
practice. By emphasising the interaction between research and practice,
design research can foster a culture of continuous improvement and,
ultimately, build greater trust among educators in research findings.

The three main phases of design research (Analysis and Exploration,
Design and Implementation, Evaluation and Reflection) repeat in a
cyclical manner; development does not occur in a linear fashion but is
iterative in nature. For example, the evaluation and reflection of one cycle
influence the next design phase.

The research presented in this paper was conducted in two cycles, in both
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seventh and eighth grades. In accordance with the principles of design-
based research, the first cycle was carried out at my own school under
close researcher supervision, while in the second cycle, the experimental
lessons were conducted at external schools and at my own school with
the involvement of another teacher. In seventh grade, a total of 157
students (73 students in the first cycle, 84 students in the second cycle)
participated in the research under the guidance of five mathematics
teachers. In eighth grade, 146 students (51 students in the first cycle, 95
students in the second cycle) participated, led by six mathematics
teachers.

The research material consists of classroom recordings, student work,
teacher reflections, and classroom observation logs collected during the
study. In the first cycle of the research, it was not possible to record
classes; therefore, for those classes, student work, teacher reflections, and
classroom observation notes prepared by the teachers provide
triangulation. Transcripts were prepared from the classroom recordings,
and student work (notebooks or worksheets) and handwritten classroom
observation notes were digitised.

Research Questions and Presentation of Results

For seventh-grade students, we developed pilot lessons for the algebra
curriculum prior to the introduction of equations, with a focus on placing
problems in relatable contexts and on generalisation. We formulated
research questions RQ1 and RQ2 for the seventh-grade lessons in this
design study.

RQ1 During the meaning-making algebra intervention, what effect does
contextualization have on seventh-grade students? What are the
characteristics of the generalisation process, and what challenges can be
observed during the process?

The problem-based teaching strategy, in which students addressed
problems set within relatable contexts, elicited positive feedback from
both teachers and students. Students actively participated in class,
willingly and accurately engaged in generalisation and reasoning, often
as a result of group discussions. Teachers supported the learning process
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in every lesson, adapted to students’ abilities, and helped compensate for
gaps in their knowledge. Meaning-making in algebra can naturally
facilitate the acquisition of generalisation skills, but professional teacher
guidance is essential.

RQ2 How can seventh-grade students’ use of symbols be characterised,
and what opportunities does the teacher have to support students’ use of
symbols?

Writing down the relationships between numbers and variables posed a
challenge for the students. In the observed classes, the most important
step was formulating the relationship in natural language, after which
their teachers were better able to guide students toward using symbols.
The new notations used in algebra differ from previous arithmetic
experiences, which can cause difficulties in understanding. Although
students are able to perform algebraic manipulations by the time they get
to equations, more practice is needed for their meaningful application.
For seventh graders, interpreting a solution can be difficult if it involves
an algebraic expression, but substitution can aid in understanding.

In eighth grade, we developed pilot lessons on the topic of word problems
solvable using equations, with a particular emphasis on the use of
different representations. We formulated research questions RQ3 and
RQ4 for the eighth-grade design research lessons. In the results of RQ4,
we also report on the findings of a study conducted in sixth grade, which
relates to student problem formulation.

RQ3 What is the attitude of eighth-grade students toward graphical
representation, what graphical representation skills do they possess, and
what factors influence their autonomous choice of representation?

During the pilot lessons, students frequently attempted to solve problems
using familiar equations rather than the new graphical representation, and
often struggled to do so. Most students relied on equations even when
solving problems they had created themselves. There were students who
chose the graphical approach to solve a problem but drew an incorrect
diagram or did not complete the solution, resulting in an incorrect answer.
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The students who used both methods (graphical and symbolic solutions)
arrived at the correct answer, but they were all students with strong
mathematical foundations. In the study group, 27% of the students
possessed advanced graphical skills specifically related to this type of bar
graph. However, the research results indicate that graphical skills did not
influence the choice of independent strategy, which can also be shaped
by other factors, such as self-regulation and teacher control.

RQ4 What relationship can be observed between the structural and
semantic correctness of the problems posed by the students, the success
of solving their own problems, and the students’ mathematical
performance?

In the sixth-grade experiment, three factors influenced the quality of
problem formulation: students’ mathematical abilities, the mathematical
background of the problem, and the way the problem was presented. The
success of problem-solving was determined by three factors: whether the
student solved their own problem or a classmate’s, whether they had to
solve a word problem or a numerical problem (students were more
successful with the former), and the quality of problem creation (better
problem creators were also more successful in solving the problems). An
analysis of the problems created by eighth-grade students confirmed that
teachers and researchers can better understand students’ knowledge
through their problem-posing products. Although many students created
problems that were correct in every respect, there were also those who
formulated problems that were structurally correct but semantically
flawed. Semantic correctness did not depend on students’ general
mathematical knowledge or their performance on practice tasks prior to
problem-posing activity. The success of problem-solving was not
influenced by the effectiveness of activities preceding problem-creation,
but it did depend on the student’s mathematical knowledge.

Overall, it can be said that the transition from arithmetic to algebra can
be supported by discussing problems in class that are set within a
relatable context. When solving problems, students often rely on
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previously learned equations rather than graphical representations, even
if they have advanced or moderate skills in graphical representation. This
choice of strategy can be influenced by both self-regulation and teacher
control. Through students’ problem formulations, we can gain insight
into the subtle structure of their understanding.

Our findings

- The teaching strategy in which students engaged in generalisation
activities before using symbols supported the development of algebraic
thinking. Meaningful use of symbols arose naturally during the
explanation of generalisation.

- The issues related to the use of symbols that have already been
observed in the literature (Friedlander & Hershkowitz, 2020; Bastable &
Schifter, 2017) also emerged in the research presented in this paper.

- The use of multiple representations alone does not necessarily help
students. However, when supplemented with age-appropriate teacher
guidance and student self-regulation (especially for older students in
eighth grade), it can be effective.

- Examining students’ problem formulations is a successful strategy for
understanding student thinking.

Further Research Opportunities

In the future, we would like to analyse the experiences from the eighth-
grade experimental lessons not presented in this paper, focusing on
students’ attitudes toward representation and their choice of
representation. These lessons are also structured around word problems
solvable using equations, with topics including geometric problems,
physics (i.e., motion) problems, and chemistry (or mixing) problems. A
common feature of the experimental lessons is that we supported student
understanding with representations other than symbols. Another
possibility is to supplement the design-based research conducted in
seventh and eighth grades with additional research cycles.
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