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Bevezetés

A disszertaci6 megirdsakor az elsddleges cél a szerzd éltal elért tu-
domdnyos eredmények bemutatdsa, de lényeges szempont volt egy olyan
Osszefliggd anyag Osszedllitdsa is, amely az eredményeket egységes ke-
retbe foglalja.

A harmonikus analizis elmélete szdmos matematikai eszkozt €s mod-
szert kindl, amiben fontos szerepet kapnak az ortogondlis rendszerek. Az
ortogondlis fiiggvényrendszerek (€s azon beliil a Fourier-sorok) elmélete
megjelenésiik 6ta jelentSs fejlédésen mentek keresztiil.

Jelen munka Fourier-sorokkal foglalkozik, azon beliil is a Walsh és a
Vilenkin ortonormélt rendszerekkel. A disszertaci6 a torténeti dttekintés
(1. fejezet) utan két {0 fejezetre kiiloniil el. Az els6 részben (2. fejezet)
Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszerre, mig a masodik részben (3.
fejezet) Vilenkin-rendszerekre vonatkoz6 eredmények keriilnek bemuta-
tasra.

A Walsh- és Vilenkin-rendszerekhez kapcsolddé szakirodalom megle-
het&sen gazdag, ami nemcsak az elméleti, hanem a gyakorlati teriiletekre
is elmondhat6. A fogalmak, a klasszikus eredmények kozismertek, a je-
I6lésrendszer is 4ltaldban egységes. Jelen munkdban a napjainkban taldn
legelterjedtebb Schipp, Wade, Simon és Pal ,,Walsh Series. An Introducti-
on to Dyadic Harmonic Analysis” [62] cim{ konyvének jelolésrendszerét
hasznaljuk.

A szakirodalomban a ,,Walsh-fiiggvény” kifejezést harom ortonormalt
rendszer elemeire is hasznéljdk. Nevezetesen, az eredeti Walsh-, a Walsh—
Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerre. Ezek a rendszerek ugyanazokat
a fliggvényeket tartalmazzak, mas-mds sorrendben. Koziiliik ebben a dol-
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gozatban a Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszerrel foglalkozunk.

A 2. fejezetben bevezetjiik a Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rend-
szerek vizsgalatdhoz sziikséges fogalmakat, valamint kordbbrdl ismeretes
tételeket is bemutatunk. Walsh—Paley esetben részletesebben foglalko-
zunk a Fejér-féle magfiiggvény néhdny approximacids kérdésével, vala-
mint normakonvergencidt latunk be. A tovabbiakban a Walsh—-Kaczmarz—
Fourier-sorozat matrix transzformacios kozepei és a megfeleld fiiggvény
kozotti normdaban valé kiillonbséget becsiiljilk meg. A becsléshez a foly-
tonossagi modulust hasznaljuk. Norma- és majdnem mindeniitti konver-
gencidra is mondunk ki tételeket hasonl6 feltételek mellett. Areshidze és
Tephnadze néhdny allitasat (Norlundrdl métrix transzformécids kozepek-
re) altalanositjuk, valamint az 4ltaldnositas mellett javitjuk és kiegészitjiik
Moricz és Siddiqi eredményeit.

A 3. fejezetben bevezetjiik a Vilenkin-rendszer targyaldsdhoz sziik-
séges fogalmakat, tételeket. Norma- és majdnem mindeniitt valé kon-
vergenciatételeket igazolunk, valamint integralhato fiiggvények Vilenkin—
Fourier-sorozathoz tartoz6 métrix transzformacios kozepeinek konvergen-
cigjat targyaljuk Vilenkin—-Lebesgue-pontokban.

Az azt kovet6 fejezet mellékletként ismertet néhdny Osszegzési elja-
rast, melyeknek a matrix transzformécids kozepek kozos altaldnositdsai.

Ezutdn a disszertacié tovabbi fejezetei a magyar és az angol nyelvi
Osszefoglalokat, valamint az irodalomjegyzéket tartalmazzak.



1. fejezet

Torténeti attekintés

Haar Alfréd 1910-ben egy olyan ortonormalt rendszert publikalt, a-
melynek minden folytonos fiiggvényhez tartozé Fourier-sora egyenlete-
sen konvergdl az eredeti fliggvényhez és a diadikus intervallumokon &l-
land6 értékeket vesz fel. Ezt a rendszert hivjuk ma Haar-rendszernek,
amely tobb mds ortogondlis rendszer alapjdul szolgalt.

A Walsh-rendszerek el6zményének tekinthetd Rademacher-rendszert
Hans Adolph Rademacher definidlta, de az dltala 1étrehozott ortogondlis
rendszer még nem volt teljes. Joseph Leonard Walsh nevéhez fliz6dik
annak egy lehetséges teljessé tétele. Gyakorlati szempontok éltal vezérel-
ve Walsh 1923-ban [74] a Haar-rendszert vette kiindulasi alapként, annak
szdmos j6 tulajdonsdga miatt. Egy olyan ortonormalt fiiggvényrendszert
vezetett be, amelyben a fiiggvények a diadikus intervallumokon a +1 és
a —1 éllandé értékeket veszik fel. Ezt a rendszert nevezziik az erede-
ti Walsh-rendszernek, melynek n-edik tagja a trigonometrikus rendszer
n-edik tagjdhoz hasonldéan éppen n-szer valt el6jelet, valamint a Haar-
rendszerrel szemben egyenletesen korldtos. Walsh azt is megmutatta,
hogy a Walsh- és Haar-rendszerek egymds Hadamard transzformacidi,
aminek koszonhet6en beldtta, hogy minden folytonos fiiggvény esetén a
2"-edik indexdi Walsh—Fourier-részletdsszegekbdl all6 sorozat egyenlete-
sen konvergdl az eredeti fliggvényhez.

A Walsh altal konstrudlt rendszert (mint fliggvények rendezett hal-
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mazat) szokds eredeti Walsh-rendszernek nevezni. Az eredeti Walsh-
rendszer elemei felirhatok véges sok Rademacher-fiiggvény szorzataként,
ezaltal Raymond Edward Alan Christopher Paley (1932-ben) [59] egy
konnyebben kezelhetd eldallitasat adta meg a Walsh-fiiggvényeknek. Ezt
Walsh—Paley-rendszer néven ismerjiik.

Stefan Kaczmarz vette észre 1929-ben [47], hogy a Walsh-fiiggvé-
nyek bizonyos egyszerli kombindcidkként kifejezhet6k a Haar-rendszer-
ben. A. A. Sneider vezette be a Walsh—-Kaczmarz-rendszert 1948-ban
[68]. Megmutatta azt is, hogy az ily modon létrehozott rendszer egy at-
rendezése a Walsh—Paley-rendszernek.

A harom rendszer sok esetben hasonldan viselkedik, de szamos olyan
eredmény ismert, melyben eltér$ tulajdonsdgokat mutatnak. Altaldnos-
sdgban elmondhatd, hogy az elmult 100 évben a Walsh—Paley-rendszer
a vizsgalatok szempontjdbol nagyobb figyelmet kapott (egyszerlis€génél
fogva), mint az eredeti Walsh-, vagy a Walsh—Kaczmarz-rendszer.

A digitélis technolédgia fejlédésével egyre tobb gyakorlati teriileten
(digitélis jelfeldolgozas, irasfelismerés) alkalmazzak ezeket a rendszere-
ket.

A Walsh-rendszernek 1étezik egy csoportelméleten alapul6 bevezetése
is. Jelen munkdban is ezt az utat fogjuk kovetni. Az absztrakt harmoni-
kus analizis egyik fontos modellje a Walsh-rendszer, mivel egy specidlis
lokdlisan kompakt topologikus csoportnak (az ugynevezett diadikus cso-
portnak) a karakterrendszere. Ezt Nathan Jacob Fine mutatta meg 1949-
ben [29].

A Walsh-fiiggvények ilyenféle diadikus reprezentdcidjanak dltalano-
sitdsai a Vilenkin-rendszerek (1947, Naum Yakovlevich Vilenkin [72]).
Ha a general6 sorozat korlatos, akkor a Vilenkin-rendszerekkel kapcso-
latos allitdsok gyakran analégak a Walsh—Paley esetekkel, nemkorldtos
esetben viszont komoly eltérések mutatkoznak mind az 4llitadsok tartal-
madban, mind a bizonyitési eljardsok részleteiben. Az 1990-es évek kor-
nyékén Gat Gyorgy a Vilenkin-rendszer (nemkorldtos esetben Rodolfo
Toledo Rodolfoval k6zdsen) haromféle altalanositasat is bevezette (lasd
[31-33]).

A matrix transzformacios kozepek szdmos jol ismert 6sszegzési mod-
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szer altaldnositdsai. Egyszerli megfontoldsbdl kovetkezik, hogy a Riesz-,
a Norlund-, a T (sdlyozott), a Fejér- (vagy a (C, 1)), a Cesaro- (C, a) és
a véltoz6 paraméterekkel rendelkezd Cesaro- (C, av,) kozepek mind a be-
mutatott métrix transzformécids 0sszegzési modszer specidlis esetei (1asd
4. fejezet).

A trigonometrikus rendszerre vonatkozé matrix transzformécids ko-
zepekre 1asd pl. Chandra [26] és Leindler [48] eredményeit, valamint Na-
tanszon és Zsuk konyvét [58], Vilenkin-rendszerekre Blyumin [25] cik-
két. Ez a Blyumin [25] cikk becslést ad a Vilenkin—Fourier-sorozat dltala-
nos linedris kozepével valo kozelitésére a legjobb kozelitések és néhdany,
a Lebesgue allandokhoz hasonl6 integrdlok tekintetében.

F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon és J. Pél [62] klasszikus konyvében
(a 191. oldalon) olvashatjuk az

los (f) = fllx < wx (f,27" +Z2’” f,27")

egyenldtlenséget, ahol X egy homogén Banach-tér (példdul tetszdleges
L, tér, ahol 1 < p < oo vagy a folytonos fiiggvények tere) és wx a
fliggvények folytonossdgi modulusa X -ben.

Ezzel kapcsolatos munkédnkat Moricz €és Siddiqi [53], Areshidze és
Tephnadze [4] a Walsh—-Norlund 6sszegzési modszerr6l, Moricz és Rho-
ades [52] eredményei a Walsh sulyozott kozepek mddszerérdl és Anakid-
ze, Areshidze, Persson és Tephnadze [3] a T' (stlyozott) 6sszegzési mdd-
szerr6l sz6l6 eredményei motivéltdk. Moricz és Siddiqi Walsh—Cesaro-
kozepekre vonatkozé eredménye Yano [78], Jastrebova [45] és Skvort-
sov [66] kordbbi eredményein alapul.

A negativ rendli Walsh—Cesaro-kozepek kozelitd tulajdonsagait Go-
ginava [40] vizsgélta.

Fridli, Manchanda és Siddiqi altalanositottak Méricz és Siddiqi ered-
ményét homogén Banach-terekre és diadikus Hardy-terekre [30]. Az u-
tobbi években L. Baramidze, D. Baramidze, Memié, Persson, Tephna-
dze és Wall bizonyitottak eredményeket ezzel a témdval kapcsolatban
[8,9,49,50]. Lasd még [28,77]-et. A kétdimenzids eredményekért 1dsd
[22,24,56]-et.



Moricz és Siddiqi [53]-ben a kovetkezdket igazoltak.

1.1. Tétel (Moricz és Siddiqi [53], Theorem 1). Legyen f € L,(G), ahol
1 <p < ooéslegyen (qr : k € N) nemnegativ szamok sorozata ugy, hogy

n,},,l n—1

o7 ¢, = O(1), ahol 1 < v < 2. (1.1)
" k=0
Ha (qi, : k € N) novekvé, akkor

In|—1

w 5 J ) 1 1
1t (f) = fll, < 20, ]Z:; 2 qn_2iwp (f, 27) + cw,p (f, 2—n> ;

mig ha (qx : k € N) csokkend, akkor

In]—1
1) = £l <557 > @usr = Gun il ( ; 2i>

+ cwp (f,%)

1.2. Megjegyzés. A (1.1) feltétel magdba foglalja az (4.1)-et és (4.2)-t.

Blahota és Nagy K. [20] hasonl6 egyenl6tlenségeket igazoltak a mat-
rix transzformdcios kozepek esetén. Ez egyben Moricz €s Siddiqi [53]
valamint Moricz és Rhoades [52] két eredményének ko6zos altaldnositasa.
A mi jeloléseinkkel mondjuk ki a kovetkezd tételt.

1.3. Tétel (Blahota és Nagy K. [20], Theorem 1). Legyen f € L,(G),
ahol 1 < p < oo. Minden n € N esetén legyen (tp,, : 1 < k < n)
nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

St =1
k=1

teljesiil.



Torténeti attekintés 7

a) Ha a (i, : 1 < k < n) véges sorozat régzitett n esetén novekvd,

esa
1
n
[n|—1

H fH < 5 Z 2]t2j+1 1nwp (f, ) -+ pr (f, 2|n|)

feltétel teljesiil, akkor

b)Ha a (ty, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csikkend,
akkor

In|—1

o (7) = 11, =5 2 Ptarnsy (f ’ 2i> T (f | %> |

Goginava és Nagy K. [42] cikkiikben javitottdk ezeket az eredménye-
ket (a Walsh—Paley-rendszeren), bevezetve az ugynevezett matrix transz-
formécids varidci6 definicidjat. lofina €s Volosivets [44] az 1.3. Tételhez
hasonl6 eredményeket publikéltak Vilenkin-rendszereken, hasonlé felté-
telekkel, kiilonb6z6 médszerekkel (fliggetleniil Moéricz, Rhoades, Siddiqi,
Fridli és masok technikdjatol) métrix transzformdcids kozepekre.

Areshidze és Tephnadze [4] bizonyitottdk az 1.4. Tételt. Belattdk to-
vabba (novekvo esetre) az 1.1. Tételt is, konkrét egyiitthatéval és az (1.1)
feltétel nélkiil. Szintén novekvd sorozattal generdlt Norlund-kozepekre
bizonyitott hasonld, (1.1) feltétel nélkiili tételt Fridli, Manchanda és Sid-
diqi [30].

1.4. Tétel (Areshidze és Tephnadze [4], Theorem 1). Legyen f € L,(G),
1 < p < o0 éslegyen t? egy reguldris Norlund-kozép, amelyet (qy, : k €
N) novekvd sorozattal generdlunk. Akkor

In|—1

12 (f) = I, <1822 ( 2k)+12wp (fﬁ>




A T (sulyozott) kdzepekre (lasd 4. fejezet, 4. pont) vonatkozé hason-
16 eredményekért 1dsd Anakidze, Areshidze, Persson és Tephnadze [3]
cikkét.

A 2.3.1. Tétel (mds mddszerrel valo bizonyitdssal) javitja és dltalano-
sitja az 1.1. és 1.4. Tétel novekvd esetét, valamint javitja az 1.3. Tétel
csokkend esetét. (A novekvé (g) sorozat megfelel a csokkend (% ,,) so-
rozatnak a (2.3) kapcsolattal.)

A Kaczmarz-féle felsoroldsban szereplé6 Walsh-rendszert tobb szerz6
is tanulmdnyozta (lasd pl. [34,37,39,55,57,61,65,67-69, 79]-et). Koztu-
dott, hogy a Walsh—Kaczmarz-rendszer Dirichlet-féle magfiiggvényének
viselkedése bizonyos értelemben rosszabb, mint a Walsh—Paley magfiigg-
vényé. Ugyanis Sneider [68]-ben bebizonyitotta, hogy a

lim sup D”—(x)
n—oo lOgn
egyenl6tlenség majdnem minden x € G-re teljesiil.

Schipp [61] és Young [79] belattak, hogy a Walsh—Kaczmarz-rendszer
konvergencia-rendszer. Skvortsov [67]-ben megmutatta, hogy a Walsh—
Kaczmarz-rendszer Fejér-kozepei egyenletesen konvergédlnak f-hez bar-
milyen f folytonos fiiggvény esetén. Gat [34]-ben bizonyitotta be minden
integralhat6 fiiggvényre, hogy a Walsh—Kaczmarz-rendszerre vonatkozé
Fejér-kozepek majdnem mindeniitt konvergédlnak a fiiggvényhez. Tovéb-
bd, (analég médon a Walsh—Paley esethez) S)i(f) — f az L,(G) norma-
ban, amint n — oo minden 1 < p < oo esetén.

Az utébbi években tobbek kozott Baramidze, Blahota, Gét, Gogi-
nava, Nagy K., Memié, Persson, Salim, Tephnadze és Wall publikal-
tak eredményeket a Norlund €s a matrix transzformécids kozepekre (1dsd
[8, 14,23,42,50]-ot). Lasd még [28, 76, 77]-et. A Vilenkin verzi6hoz
lasd [2]-t és [21]-et. A negativ rendii Walsh—Cesaro-kozepek kozelitd
tulajdonsédgait Goginava [40], a Vilenkin eseteket Shavardenidze [63] és
Tepnadze [70] vizsgaltak.

A Walsh—Paley-rendszerrel kapcsolatos tovabbi eredményekért 1asd
[23,24]-et, korlatos Vilenkin rendszerekhez [21,22]-t.

Ezen mdédszerek Walsh—Fourier-sorral kapcsolatos tovabbi vonatko-
zésait a [28, 77] cikkek tartalmazzdk, Vilenkin-rendszerre lasd még Av-

>0
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dispahi¢ és Pepic¢ [5] cikkét. A Norlund-kozepek konvergencia eredmé-
nyeihez és a Vilenkin-rendszer sulyozott dtlagdhoz 1asd [6, 7]-et.

Goginava és Gogoladze vezették be [41] a Vilenkin—Lebesgue-pont
fogalmat, éltaldnositva a Weisz éltal definidlt [75] Walsh—Lebesgue-pon-
tot. Nevezetesen, egy = € G, pont az f € L,(G,,) Vilenkin-Lebesgue-
pontja, ha

A-1 ms—1
jm 3oy [

re=1 Ip(z—rses

)If(t) — f(@)]du(t) = 0,

ahol e, := (0,...,0,1,0,...) € G, (csak az s-edik koordindta 1, a tobbi
0).

A Vilenkin—Fourier-analizis fontos eredménye, hogy ha f € L,(G,,),
akkor Sy, (f) — f és 0,(f) — f, amint n — oo, majdnem minde-
niitt. Ezen tdlmenden minden L, (G,,)-beli f figgvényrdl ismert, hogy
G,, majdnem minden pontja a fiiggvény Vilenkin-Lebesgue-pontja, és
minden ilyen x pontra

S, (f52) = f (),

amint n — oo.

Szintén Vilenkin-rendszerekre D. Baramidze, Dvalashvili és Tutbe-
ridze [6], valamint a D. Baramidze, Gogolashvili és Nadirashvili [7] bi-
zonyitott Lebesgue-pontokhoz kapcsolddo tételeket. Elobbiek Norlund-
kozepekkel, mig utébbiak sulyozott dtlagokkal foglalkoztak.

A Lebesgue-pontokkal kapcsolatban f6 célunk, hogy altalanositsuk
D. Baramidze, Dvalashvili, Tutberidze és D. Baramidze, Gogolashvili,
Nadirashvili eredményeit matrix transzformécids kozepekre.

Megemlitjiik, hogy Iofina és Volosivets [44] hasonlé eredményeket
értek el Vilenkin-rendszereken, hasonld feltételekkel, kiilonboz6 mod-
szerekkel (fiiggetleniil Méricz, Rhoades, Siddiqi, Fridli, Goginava, Gét,
Tephnadze, Nagy K., illetve mdsok médszerétdl).

A de La Vallée Poussin-tipusi métrix transzformécids kozepeket a
Walsh-rendszerhez Blahota és Gét vezették be a [14]-ben. Lasd még [11]-
et, Vilenkin-rendszerekre [73]-et.






2. fejezet

Walsh—Paley- és
Walsh-Kaczmarz-rendszer

Ez a fejezet Blahota és Nagy D. [17] és [19] cikkeiben megjelent ered-
ményein alapul.

2.1. Jelolések és definiciok

Ebben a fejezetben vezetjiik be a Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-
rendszerrel kapcsolatos jeloléseket, fogalmakat.

Legyen P a pozitiv egész szamok halmaza és N := P U {0}. Jelolje
a masodrendi diszkrét ciklikus csoportot Zs. A csoportmiivelet az 6ssze-
adds moduld6 2. Legyen minden részhalmaz nyitott. A 1, Haar mérték le-
gyen tgy megadva a k-adik Zy-n (k € N), hogy 1z ({0}) := up({1}) :=
1/2. Legyen G := kOQOZQ a diadikus csoport (diszkrét ciklikus csoportok

direkt szorzata). A G elemei az = := (xg, 21, ..., Ty, ... ) sorozatokkal
reprezentdlhatéak, ahol z;, € {0,1} (k € N). A G-n végzett csoport-
miivelet a koordindtdnkénti Osszeadds (+ jeloléssel) modulé 2, valamint
legyen a ;1 normalizalt Haar-mérték a j;, mértékek szorzatmértéke és a
topoldgia a szorzattopoldgia.

11
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A diadikus intervallumok definidlasa az alabbi mdédon torténik

Iy(z) =G, I(x)={yeG:y=(To,. s Tn-1,Yn,Ynt1,---)}

ahol x € G,n € P és jeldlje I,, := 1,,(0). Az intervallumok a G topoldgi-
djanak egy kornyezetbazisat alkotjak.

Jelolje L,(G) a szokdsos Lebesgue-teret G-n (a megfeleld ||.||, nor-
madkkal).

A jelolések rovidsége érdekében megdllapodunk abban, hogy L. (G)-
t frunk C'(G) helyett és || ||« := sup{|f(x)| : * € G}. Nyilvanvalg,
hogy L., nem azonos a folytonos fiiggvények terével, hanem annak egy
megfeleld altere. Mivel a folytonos fiiggvények esetében a szuprémum
norma €s a L., norma megegyezik, a kényelem kedvéért reméljiik, hogy
az olvaso el tudja fogadni ezt a jelolési egyszerdsitést.

Bevezetjiik a Walsh—Fourier-analizis néhany fogalmat.

Az n-edik Rademacher-fiiggvény az x helyen legyen

ro(z) = (=1)"" (z € G,n eN).

Minden természetes szam egyértelmien eldallithaté kettes szamrendszer-
ben, és ez a felirds véges (csak véges szamu ny, kiillonbozik nullatol)

n=> m2* n,e{0,1} (keN).
k=0

Sziikségiink lesz még az aldbbi jelolésre is. Ha n € P, akkor |n| :=
max{j € N : n; # 0}. Ez azt jelenti, hogy 2"l < n < 2I"+1,

A Walsh—Paley-fiiggvényeket az alabbi médon definidljuk. Legyen
wo(z) := 1 és han € P, akkor legyen

[n

wn () = [T ri () = (—1) oo,

Ismert [43], hogy a Walsh—Paley-rendszer (w,,n € N) a (G, +) karak-
terrendszere.
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Legyen az L,(G) folytonossdgi modulus

wp(f,0) = sup [[f(- +1) = FO)l,,

[t|<d

ahol f € L,(G) és 0 > 0, valamint

o0
z; .
|z| = E ——  mindenz € G
2i+1
i=0

esetén. Az f € C(G) esetben a p helyére oco-t frunk.
A Walsh—Kaczmarz-rendszert a kovetkez6 médon vezetjiik be. Le-
gyen kg := 1 ésn € P esetén legyen

n|—1
[n|—1

in() = 71l () H T\T;Lk\—l—k(x) = Tjp)()(—1)%h=0 "hIni=1=k,

k=0
Konnyen belathat6, hogy
T'n = Won = Kon

minden n € N-re.
A Walsh—Kaczmarz- és Walsh—Paley-fiiggvények halmaza diadikus
blokkonként megegyezik. Vagyis

{kn:28 <n <28} = {w, : 28 <n <21} 2.1

minden £ € N esetén és kg = wy.

A Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszerek ortonorméltak €s tel-
jesek Ly (G)-ben.

Skvortsov (lasd [67]) a 75, : G — G transzformacid

Tn(x) = (1;11—17 Tp—2y+++3 L1, L0y Tny Tpn—1, - - )

segitségével Osszefiiggést adott meg a Walsh—Kaczmarz- és Walsh—Paley-
fuggvények kozott. Nevezetesen, minden n € N és = € GG esetén

an(l’) = 7"”‘ (l’)wn_Qw (T|n| (l‘))
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Fontos megjegyezni, hogy a 7,(.) fiiggvény megdrzi a mértéket.
Legyen PS az n-nél kisebb rendi Walsh—Paley- vagy Walsh—-Kacz-
marz-polinomok egyiittese, vagyis a fiiggvény alakja

P(z) = Z_:Ckfk(f)7

ahol x € G, (c¢;) komplex szamok sorozata és &, = w, vagy &, =
k, minden n € N esetén. A (2.1) egyenldség azt eredményezi, hogy
bevezethetjiik a kovetkezd jelolést

Pan = Pi. = Pha.

Vildgos, hogy a Walsh—Paley- és a Walsh—Kaczmarz-polinomok halmazai
— amelyeket P jelol — megegyeznek.

A Lipschitz osztilyok L,(G)-ben a kovetkezek. Minden @ > 0 ese-
tén legyen

Lip(a,p, G) == {f € L,(G) : w,(f,0) = O(6%), amint 6 — 0}.
Tovabba
Lip(er, C(G)) := {f € C(G) : [f(x+y) = f(@)] < cly[*, 2,y € G}

Késbb az egyszeriiség kedvéért (lasd a 2.4.4. Tételt) Lip(a, C'(G)) he-
lyett Lip(av, 0o, G)-t frunk.

Definidljuk az n-edik Fourier-egyiitthat6t, a Fourier-sor n-edik rész-
letosszegét, az n-edik Fejér-kozepet €s az n-edik Dirichlet-féle magfiigg-
vényt (Walsh—Paley- vagy Walsh—Kaczmarz-rendszerekre) az aldbbi mo-
dokon.

fé(n) == /Gfgndu,han eN,

SSUF) = 3 P, oi() = - ST SE), DE =D
k=1 k=0
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ahol n € P. Ismert, hogy

SE(fr) = /G £ () DS (@ + u)du(u). 22)

A Fejér-féle magfiiggvények a Dirichlet-féle magtiiggvények szamtani

kozepei, azaz
1~ e
K = - ;1: D;.

Legyen T := (ti’j);"}:l egy duplédn végtelen szdmmatrix. Mindig fel-
tételezziik, hogy a T-matrix felsé haromszog alaku, azaz ¢;; := 0, ha
1 > j. Legyen a T-métrix altal meghatdrozott n-edik métrix transzforma-

cios kozép
ol (fiw) =) tenSi(fr ).
k=1

Mivel a T-matrix n-edik oszlopa hatdrozza meg a 05! matrix transzfor-
macids kozepet és definicidja csak véges szami tagot tartalmaz, ezért az
egyszerlség kedvéért azt mondjuk, hogy (tx,, : 1 <k <n, k € P) véges
szamsorozat minden n € P-re.

Hasznélni fogjuk még a kovetkezd jelolést.

Atk,n = tk:,n - tk+1,n;

aholk € {1,....,n}, ne€Pésty1, :=0.
ANy ty, = 1 feltétellel a Norlund-kozepek (ldsd 4. fejezet, 3.
pont) specidlis matrix transzformacios kozepek, nevezetesen

¢ L Gn—k
kn = .
T Qn

A tovdbbiakban legyen (t;,, : 1 < k < n, k € IP) nemnegativ szdmok
véges sorozata minden n € [P esetén. Az n-edik matrix transzformacios
magfiiggvény definicidja

(2.3)

K§'(2) = tinDj(x).
k=1
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(2.2) alapjan konnyen belathatd, hogy =, u € G esetén

O'gT r) = u gT.fE u u
T (fr) /Gf( VKT (2 + u)dp(u),

ami jol mutatja a magfiiggvények vizsgalatdnak fontossagat.
Megjegyezziik tovabbd, hogy ebben a fejezetben a c egy pozitiv ab-
szolut konstanst jelol.

2.2. Felhasznalt eredmények
2.2.1. Lemma (Paley’s Lemma [62], 7. 0.). Legyen n € N. Ekkor

2" hax € I,,

Dy () := Dy (x) = Di() = {0 hawél,.

A kovetkezd lemma 2.2.1. Lemma és a Dirichlet-féle magfiiggvé-
nyek definicidjdnak egyszerli kovetkezménye. A szakirodalomban sza-
mos cikkben megtaldlhaté. Lasd példaul [46].

2.2.2. Lemma. Legyen k,n € N és k < 2™. Akkor
D;Un_k. = Dgn - wgnle}:.
2.2.3. Lemma (Gat [34], Corollary 6.). Legyenn,t € N ést < n. Ekkor

271 hax € I\Ii11, x — e € I,
Kon(z) = ¢ 2 hax € 1,
0, egyébként.

2.2.4. Lemma (Fine [29], Lemma 2). Legyen n = 2F +m, ahol k,m € N
ésm < 2k, Ekkor

nKY = 2"KY% + mDy + rymK".

A kovetkez6 lemma a 2.2.1., 2 2.2.3. és a 2.2.4. Lemma ismert kdvet-
kezménye.
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2.2.5. Lemma. Legyen n € P. Akkor

n|

n|Kv| < 3221 v,

2.2.6. Lemma (Blahota [12], Lemma 9). Legyen k,n € P és (t,, : 1 <
k < n) valds szamok véges sorozata. Ekkor

K" =Dy Ztk,n — Waln|_1t1,n (2|n| —1) K,

k=1
2lnl 2 n—2I7l
w w
+ w2\n|_1 E AtQ'”‘—k—l,nkKk + T|n| E t2‘n|+k,n‘Dk .
k=1 k=1

2.2.7. Kovetkezmény (Blahota és Nagy D. [19]). Legyen k € P, n € N
és (tpon 1 1 < k < 2") valds szdmok véges sorozata. Ekkor az aldbbi
egyenldség dll fenn

n —DQn Ztk on — Waon _ 1t1 2n (2 ].)Kévnil

2" -2

“+ Won_q Z Atgn_k_lgnkK}:}.
k=1

2.2.8. Lemma (Persson, Tephnadze és Weisz [60] 137-138. o0.). Legyen
n € Nés f € L,(G) tetszdleges, 1 < p < oo esetén. Ekkor a kivetkezd
egyenlitlenség teljesiil

o) — 11, < ﬁg,n (13):

2.2.9. Lemma (Skvortsov [67]). Ha j,k € Nés k € {0,1,...,29 — 1},
akkor minden x € G esetén

Dy, i () = Dys () + () Dy (75()).
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2.2.10. Lemma (Toledo [71]).

o 17
sup |67 = .

2.2.11. Lemma (Blahota [10]). Legyen n € P. Ekkor

HK " 1H1
2.2.12. Lemma (Skvortsov [67]). Irjuk fel n € P-t n = 2" + k alakban,
ahol k € {0,...,2" —1}. Ekkor

In|—1 In|—1

nK:(z) =1+ Z 2" Dyi ( Z 2 (2) K (13()) + kDgjul ()

+ kw( ) K37 (7)) (2 ))-
2.2.13. Lemma (Blahota és Nagy D. [17]).

32
KL < —.
sup |71 < T2
Bizonyitds. A 2.2.1., a 2.2.10. és a 2.2.12. Lemmadk felhaszndldsaval
kapjuk, hogy

nl=1 -1
K (2 (2 7
n| K- H1§1+Z:2+Z:2—+k:+kE
2
—1+(2'nl—1+k;)35
3217
- 15 15

ahol n = 21" + k.

2.2.14. Lemma (Moricz és Siddiqi [53]). Legyen f € L,(G),1 <p < oo
és g € Pon, ahol n € N. Ekkor

1

< sllalhen (£

‘Lﬁﬂmwﬁ(+ﬂ—fOMMﬂ
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2.2.15. Lemma (Blahota és Nagy D. [17]). Legyen n € P. Ekkor minden
x € G-re kapjuk, hogy

|n|—127—1 [n|—1 27 -2
KET Z Z t2]+k nDQJ ) + Z T’j(ZE) Z At2j+k,nkKIg)(Tj(x>>
j=0 k=0 Jj=0 k=1
In|—1

+ Z 7’3 T)toi+1_ 1n(2j - 1)K§Ujfl(7'j<x>>

n—2lnl
Z taral 41,0 Dol (2)
n—2Inl
(@) Y Ayl KK (110 ()
k=1
5
::ZKM(@-
j=1

Bizonyitds. Felirjuk, hogy

2lnl—1
K/@T Z tknch Z tknDk
\n\—l 2711 o
=3 > taDi(x) + Z trn D (z
j=0 k=27 =2In|

= K@) + K5 (a).
A 2.2.9. Lemmat alkalmazva K" (z)-re kapjuk, hogy

In|-127-1

K”A ZZtQJ—i—kn 2]+k )

7=0 k=0
|n|—12/ 1 n|—1 271

= Z Zt2j+k’nD2j(x) Z Zt2j+k n Dy (7(2)).

j=0 k=0 j=0
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Az Abel-transzformaci6 segitségével adodik a

27 1 27 -2

D ik DY (13(2)) = Y Abyi gk K (7(2))
k=1 k=1
+torn10(27 — 1)Ky (75(2))
egyenldség, amibdl

|n|—127—-1
K =3 X Do)
7j=0 k=0
ol 1 22
+ Z 7’] Z AtQJJ,-k nkKk: (TJ( ))
j=0 k=1

kovetkezik. Hasonl6an,

n—2I71
K“B Z Lolnlkom, 2\n|+k( )

n—2‘”|

= Z toinl 1 Daint (£) + 7y (2
k=0

n—2alnl

Z tomi sk Dyl (T (2)),

majd
n—alnl n—2alnl_1
D ol n DE (T (@) = D Aty KK (7 ()
k=1 k=1

+ i n(n — 2l ‘)K _9ln| (T\nl(x))

n—2I"l

= Z Atz\nwk,nkKle(ﬂn\(x))’
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és ezért

n—2Inl n—2lnl

EKiP(@) = ) ot on Dot () + 1y () Y At g kKR (110 ().
k=0 k=1

]

2.2.16. Lemma (Blahota és Nagy D. [19]). Legyen n € P és (t,, : 1 <
k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata iigy, hogy

D tin=1. (2.4)
k=1

Tegyiik fel, hogy az aldbbiak koziil valamelyik teljesiil.
a) A (tpn : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén novekvd. Ekkor

tegyiik fel, hogy
1
thn =0 (—) . (2.5)
n

b) A (tkm 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csékkend.
Ekkor mindkét esetben fenndll a

1K), < e
egyenlotlenség.

Bizonyitds. Az Abel-transzformécidt alkalmazva kapjuk, hogy

KT = i thn D
k=1

n—1

= Z(tk,n - tk—&—l,n)kK]’: + tn,nnK‘:u
k=1
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ebbdl a 2.2.13 Lemmat hasznalva

n—1

BT[], < D 1At RIEG 1 + ton | K

k=1

39 n—1

k=1

adodik.
Az a) esetben (ami azt jelenti, hogy At;, < 0) a (2.4) és a (2.5)
feltételekkel kapjuk, hogy

n—1 n
Z | Aty |k + by i = 20ty , — Zt’w
k=1 k=1

=2nt,, —1<2c—-1<c

A b) esetben (ami azt jelenti, hogy Aty ,, > 0) a (2.4) egyenl6ség adja,
hogy

n—1 n
Z | Aty + tnn = Ztm =1.
k=1 k=1

2.2.17. Megjegyzés. A b) esetben a kovetkezd becslést kapjuk

k), < 2

2.3. Normabecslések

Az alabbi tétel a [4]-beli Theorem 1 és az [20]-beli Theorem 1 kozos
javitasa illetve az elsd esetben altaldnositdsa. (A fenti tételekben szerepld
konstansokat nevesitettiik, illetve javitottuk.)
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ven f € L,(G)és1 < p < oo

2.3.1. Tétel (Blahota és Nagy D. [1 9]) Legy
k < n) nemnegativ szdmok véges

Minden n € N-re legyen (ty, : 1 <
sorozata ugy, hogy
D tin =1
k=1

Haa (t, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend, akkor

In|—1

31 4
o0 11, = 5 3 2o (1) + g0 (73 )

teljesiil.

Bizonyitds. A 2.3.4 Tétel b) része hasonlo allitast fogalmaz meg Walsh—
Kaczmarz-rendszerre, melynek bizonyitdsa alapjdn ugyanazzal a mdd-
szerrel konnyen megkapjuk ezt az eredményt is. ]

A 2.3.2. Tétel az [4]-beli Theorem 2 (N6rlundbdl és T-matrix transz-
formdcids 0sszegzésbdl) éltaldnositott és tovabbfejlesztett véltozata.

2.3.2. Tétel (Blahota és Nagy D. [19]). Legyen a (tyon : 1 < k < 27)
nemnegativ szdmok véges sorozata minden rogzitett n € N esetén novek-

Vo és legyen
> tpon =1. (2.6)

Ekkor tetszoleges f € L,(G), 1 < p < oo esetén a kivetkezd egyenlét-
lenséget kapjuk

n— 12
ot (5~ 11, <3 2 (5.5
s=0

n—1

1
+3) (n—5)2%9n_9s41 90wy <fa —8)
s=0

2

1 1
w24 ()
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Bizonyitds. A 2.2.7. kovetkezményt, a (2.6) feltételt és a
(2" = 1) K5 | =2"K3, — Do
egyenldséget haszndlva kapjuk az aldbbi felbontést
g (f;2)—f(x)

- i Don(u)(f(x +u) — f(x))du(u)

- /G W ()t 5 2K () (f 2+ ) — () ()
+ [ W (@)t Do)+ 0) = S ()d(w)
G

2" —2

+ /Gwznl(u) ; Atgn 120k I (u) (f (2 + )
— f(x)dp(u) =1+ 11+ 111+ 1V.

Az éltalanositott Minkowski-egyenl6tlenség (mds néven Minkowski-féle
integral-egyenlStlenség), a 2.2.1. Lemma, a (2.6) feltétel és a (t 9 @ 1 <
k < 2") sorozat monotonitdsa alapjan a kovetkezd egyenlGtlenségeket
kapjuk

1], S/I Don(u) [[f(- +u) = fFOIl, dp(w)
< wp (f, 2%) 2.7
[L111]], < tl’Zn/z Don(u) (- +u) = fFOl, dp(w)

1 1
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Az 4ltalanositott Minkowski-egyenl6tlenség, valamint a 2.2.3. Lemma
alapjan

V|, < /G VFC+) — PO, K28 ()dp(u) 2.9)
- / V(4 a) = FONL K (w)dp(u)

2> / I+ ) = SO, K3 ()

In es
<2+1
- 2

+Z2“ [ st = O, duta)

In(es)

n—1
2"+11 1 251 1
ST (fg—) +2 e (fg—)

s=0

1) 2 1
<w, (f, z_n) +) S <f, 2—) . (2.10)

s=0

IIf(- +u) = FOl, dp(u)

Masrészt ez a kovetkezd egyenlStlenséget jelenti

r [ s+ 0 - 101, Ko <Z28wp( ). en

Az 4altalanositott Minkowski-egyenl6tlenségbdl, a 2.2.5. Lemmadabol
€s a (2.11) egyenldtlenségbdl azt kapjuk, hogy

2n—2
11V, < ZIAtzn—k 1zn|/||f +u) = fOl, k1K (w)|dp(u)
n—1 2/+1_2
<3Y Y Aty 124221
j=0 k=27—-1

x /G LG+ ) — PO, K () du(u)
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n—1 27112
<3Y Y Aty 12n|222s%( ) (2.12)

J=0 k=27-1 =0 s=0
1
_32 ton_2i41,9n — ton_9i+1419n) ZZQSWIJ <f, §>
=0 s=0
n—1 n—1 1
_322 ton_giq1,0n — ton_9i+1419n) ZQSWp <f, §>
=0 5=l

<32t2n 21+12n22wp( )
—322%,,( )th d1on

n—1
1
<3 (0= 8)2%mgei1 20w, (f, —> . (2.13)

25
s=0

A tétel allitasa a (2.7), (2.8), (2.9) és a (2.12) egyenl6tlenségek alapjan
rogton adodik. 0

A 2.3.3. Tétel szintén dltalanositas, ennek az alapja a [4]-ben szerepl6
Theorem 3.

2.3.3. Tétel (Blahota és Nagy D. [19]). Legyen minden rogzitett n € P
esetén a (tk,n : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata névekvd
és feltételezziik, hogy

d tin=1 (2.14)
k=1
és
1
tyn = O (—) . (2.15)
n

Ekkor tetszoleges f € L,(G), 1 < p < oo esetén a kivetkezd egyenlét-
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lenséget kapjuk

) - 1l <3 e (3.1).

Bizonyitds. Az Abel-transzformdcio segitségével konnyen adédik az a-
14bbi egyenlGség

n n—1
Dtk =Y Algnk 4ty (2.16)
= k=1

A T és Fejér-kozepek kozotti kapcsolat miatt

= Atpakop (f) + tannol (f). (2.17)
k=1

A (2.14), (2.16) és a (2.17) egyenldségek hasznalatiaval a

=S Al k) — ) 4 (o () — f)

egyenldséghez jutunk és

o () = fIL < D 1Atalk o () = fIl, + tnan o (F) = £,
k=1

=T+ 1I.
Ekkor
2lnl_1 n—1
I=>" |Atealk oy (f) = fll, + D |1Atealk oy (f) = £l
k=1 k=2In|

= [1 + [2.
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A 2.2.8. Lemma, a (2.15) feltétel és |Aty | = —Atgn = thr1n — ten
maga utdn vonja, hogy

[n|-12+1_1

L= Y |Atealklloi(f) = £,
=0 k=2l
[n|—120+1_1 l 9s
<> 3 Iy T (1.5
=0 k=2l 5=0

Z \Atkn|228%< >

k=21
2wy, | f ( )

l
— ty,) Z
1 \n\fl
l=s

In|—1

Mivel ha 2"l < k < n, akkor |k| = |n| igy a 2.2.8. Lemma, a (2.15)
feltétel és a (2.16) egyenl6ség azt eredményezi, hogy
|K|

I < zwknwsz s ( )

=2In|

Inl

S 3 (ntn,n - Ztk,n) Z %wp (f7 %)
k=1

s=0



Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszer 29

s 1
< CZ %wp (f,;) .
-0

S=

Hasonldan
In|
2° 1
17 S tn,nn3 Z_; %wp (f, ?)
In|
Ezzel a tétel bizonyitdsa befejez6dott. [

Megjegyezziik, hogy a 2.3.2. és a 2.3.3. Tételeket a Goginava és Nagy
K. [42] cikkében szerepl6 Theorem 3. kovetkezményeként is megkaphat-
tuk volna.

A kovetkezd tétel Nagy K. [57]-beli eredményének dltaldnositdsa, aki
(részben eltérd modszerekkel) bizonyitotta be az analdg allitast Norlund-
kozepekre Walsh—Kaczmarz-rendszerre vonatkozdan. Szintén Nagy K.
becsiilte a sulyozott kozepek konvergencia sebességét Walsh—Kaczmarz-
rendszer esetén [55]-ben.

2.3.4. Tétel (Blahota és Nagy D. [17]). Legyen f € L,(G), 1 <p < o0
és legyen minden n € P-re (t,, : 1 < k < n) nemnegativ szamok véges
sorozata ugy, hogy

D thn =1 (2.18)
k=1

teljesiil.
a) Legyen (ty,, : 1 < k < n) véges sorozat minden n-re novekvd és

teljesiiljon a
1
thn = O (—) (2.19)
n
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feltétel. Ekkor

HUZT(f) B pr < % Z 2jt2j+171,nwp (f, %) + cwp <f, %) .

b) Legyen (ty.,, : 1 < k < n) véges sorozat minden n-re csokkend, ekkor

\N\ 1

i 1\ | 47
HO’n pr < 15 Z 27 t2J nWp ( ' 9 > <f> 2|n|)

Bizonyitds. A bizonyitds sordn tobbszor fel fogjuk haszndlni a 2.2.14
Lemmat. Ennek alkalmazhat6saga miatt meg kell mutatni, hogy a K}’ (7;)
kifejezés minden k < 2’-re egy 27-nél nem nagyobb fokszdmi Walsh—
Paley-polinom.

Legyen | < k < 2/, Ekkor |I| < j, igy egyszer(i szamitds mutatja,
hogy

1
wi(mi(@)) = (—1) S0kl @)
— (_1)lejfl‘i’llxij‘i’"'*ijgxl+lj,1:00

= w2j_1l0+2j_2l1+..,21lj,2+20lj71 (Z’) .

Ez azt jelenti, hogy w;(7j(x)) = wy(z), ahol s < 27. Mivel K}*(7;)(z)
ilyen w;(7;(x)) fiiggvények linedris kombindcidja, ezért maga is egy 2/-
nél nem nagyobb fokszdmu Walsh—Paley-polinom.

A tételt az 1 < p < oo esetben bizonyitjuk. A folytonos fiigg-
vények esete hasonldan lathat6 be. A (2.18) feltételt, a Minkowski-egyen-
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16tlenséget, valamint a 2.2.15. Lemmadt hasznélva a
lon () = £ Il

= ([ i) - @)l auto))’

/G K () (f(z +u) — £(2))dpu)

p

ey

felbontast kapjuk.

Az I, ,, kifejezésre az dltaldnositott Minkowski-egyenlGtlenséget és
a2.2.1. Lemmat felhaszndlva kapjuk, hogy

[n|—127-1

Il,n - /G /G Z Z t2j+k,n

§=0 k=0

hSA

X Dos (u)(f(z +u) = [ (2))dp(u)

du@))

([ 11t = P dut)) dut

|n|—127—1

<30S taran [ Dulu)

j=0 k=0

n|—127-1

|
< Z Z b2 +k,nWp (fy %) :

=0 k=0
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Az a) esetben a monotonitasbol adodik

In|—1

. 1
[1,77, S Z 2]t2j+171,nwp <f7 E) .

§=0
Hasonldan, a b) esetben

In|—1

. 1
Il,n < Z 2Jt2j7nwp <f7 E) :

J=0

A 2.2.14. Lemma és majd a 2.2.10. Lemma segitségével kapjuk a
kovetkezot

In|—1 27 -2

s D 13(0) 3 At sh b (0

p
W@O
[n|—129—-2

<X el ([ | [ mKEG0)

j=0 k=1
p P
M@O
In|—12i—-2

1
<3 X 38t by (1.5 ) IO,

§=0 k=1

3 =

X(f (@ +u) = f(x))du(u)

X (f(@ +u) = f(x))du(u)

|n|—127-2

17 1
< 30 Z Z ‘At2j+k,n| kwy <f7 g) :

j=0 k=1

Az utols6 egyenlStlenségnél felhasznaltuk, hogy || K (75 (1)) |, = |1 K|l
ami a 7; leképezés mértéktartd voltdbol kdvetkezik. Hasonloképpen ja-
runk el I3, és I ,, becslése esetén is.
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Az a) esetben

21 —2 27 -2

Z ’Atm% nl k= (tosrhsrn — toishn) k
k=1
2711
= (2 = Dtyrro1n— 3 byisin
k=1
< 2jt2j+1—1,n7
igy
17 1
ki gt il
[2,n < 30 Z 2 t27+1—1,nwp <f7 2]) .
7=0
A b) esetben
2i_9 20 -2
Z | Aty | k= Z (taitkn = toiphrin)
k=1 k=1
20 -1
- Z t21+kn 2 - 1)t23+1 1,n
21
< tygkn < Pty
k=1
igy
\nl 1

1
Z 27 t2] nWp ( 2])

Most adjunk fels6 becslést az I3, kifejezésre. Az I, ,, esethez hasonléan
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a2.2.14. Lemma és a 2.2.11. Lemma eredményeként kapjuk, hogy

In|—1

e D rit-1af® = DI ()
X(f @+ ) — £())dp()

du(%))
| Inl1

1
— Z 2Jt2]+1 1,nWp (f, 2-]) .

RS

| /\

Ezzel belattuk az a) esetet. A b) esetben pedig
1 " 1
=3 ZO o\ frg7 )

Az I, ,,-es eset hasonlo az [ ,-eshez. A (2.18) feltételt, az altalano-
sitott Minkowski-egyenldtlenséget és a 2.2.1. Lemmat hasznélva kapjuk,
hogy

n—2alnl
[4, / / Z t2‘”|+kn 2ln )
G k=0
RN
x(f(z+u) = f(z))du(u) du(%))
1
S Wp <f7 ﬁ) :

Vizsgéljuk meg az I, kifejezést. Ujra a 2.2.14. Lemma és a 2.2.10.
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Lemma adja meg a becslést

n—2alnl

]57n = /G LTM Z At2\n|+k nkKk (TW( ))

du(%))

3=

X(f(x +u) = f(x))du(u)

n—2Inl
< Z |At2nl+kn‘k(/ ‘/ P (W) K5 (7)) (w))
C(f @+ u) — F(2))du(u) du(w)) p
n—2I7l
<

1
s Z ‘AtQIWH-kn’ kwp (f7 2n> H T‘”' ||1
2\nl

- Z |At2\”|+kn‘ kw,, (f, |n|>

OO

Az a) esetben a

n—2Inl
Z |At2‘"l+k,n‘ k
k=1
n—2Inl
= Z (tomiyhs1m — Conlipn) K
n— 2| nl_1
- (tz\nl+k+1,n - t2ln\+k,n) k+tyn(n — 2'”')
k=1
n—2Inl—1
=(n=2"=Dtun— D tomiypn+taaln—2")
k=1

< 2ntnp
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egyenldtlenség és a (2.19) feltétel miatt

17 1 1
IS,n S Entn,nwp (fa 2_n> S CWp (fv ﬁ) .

A b) esetben a
n—2Inl n—217l
Z |At2\n\+k,n} k= Z (tg\n|+k,n - t2\"\+k+1,n) k
k=1 k=1
n—2lnl n
= Z tz\nl+k,n = Z te,n
k=1 k=2Inl41

egyenldség és a (2.18) feltétel miatt
17 < 1 17 1
[5,71 >~ % Z tk,nwp <f7 %) S %wp <f7 %) .
k=2Inl41

Ezzel befejezddott a tétel bizonyitédsa. [

2.4. Normakonvergencia

2.4.1. Tétel (Blahota és Nagy D. [17]). Legyen f € Li(G). Minden
n € P-re legyen (t;, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata,
melyre

> tin=1 (2.20)
k=1

és
lim t, =0 (2.21)
n—o0

bdarmely rogzitett k esetén.
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Ha létezik egy c abszoliit dllando, amelyre

|57, <e (2.22)
akkor teljesiil az L-beli normakonvergencia

o (f) = f,
amint n. — 0Q.
Bizonyitds. Legyen P € P’ Walsh-Kaczmarz-polinom. Akkor

o575~ £l <057 (P~ T (P, + s (P) — P
+ 1P = fll; -

Barmely P-re kell6en nagy n esetén S/(P) = P. Legyen mondjuk n >
ko. Ebbdl a (2.20) és a (2.21) feltételek haszndlatdval megkapjuk, hogy

ko—1 n
o (P) = trnS§(P)+ > tinP — P
k=1 k=ko

normaban. Ez azt jelenti, hogy HO‘ST(P> — PH1 — 0, amint n — oo. Ha
1 < p < 00, apolinomok siirlisége miatt a || P — f|| kifejezés tetszSleges
kis pozitiv szam lehet. Mdasrészt a Young-féle konvoliiciés egyenldtlenség
alapjan kapjuk, hogy

lon" (F) = an " (P)|, = [lon" (f = P,
<|&" 1P = £l

Osszefoglalva ezeket a tényeket, a (2.22) feltételbsl kovetkezik, hogy

ot (f) = fll, =0,
amint n — 00. ]

A kovetkez6 dllitds a 2.2.16. Lemma és a 2.4.1. Tétel egyszer( kovet-
kezménye.
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2.4.2. Kovetkezmény (Blahota és Nagy D. [17]). Legyenn € P és legyen
(tkn : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata gy, hogy

k=1

Tegyiik fel, hogy az aldbbiak koziil valamelyik teljesiil.
a) Ha a (t, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén novekvd,

akkor feltételezziik, hogy
1
thn =0 <—) : (2.23)

n

b) Ha a (ty,, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend,
akkor feltételezziik, hogy

lim tl,n = 0.
n—00

Ekkor mindkét esetben teljesiil az L-beli normakonvergencia

ol (f) = f,
amint n — oQ.

2.4.3. Megjegyzés (Blahota és Nagy D. [17]). Megemlitjiik, hogy ha f €
L,(G), 1 <p<oo Y _itin=16s halim, ,ot, =0 bdrmely rog-
zitett k esetén, akkor az of* (f) — f Ly,-beli normakonvergencia trividlis
kovetkezménye az S;(f) — [ Ly-beli normakonvergencidnak a (2.23)
feltétel nélkiil. Valoban,

[on () = Fll, < D ten 1S = £,
k=1

és hal < p < oo, akkor ||Sy(f) — fll, — 0, amint n — oc. Tehdt ebbdl
az egyenldtlenségbdl, a y ;. tyn = 1 egyenldségbdl, a lim, o ty, =
0 bdrmely rogzitett k esetén feltétel mellett elemi megfontolds alapjdn
kapjuk, hogy ||o5™ (f) — pr — 0, amint n — oo.
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2.4.4. Tétel. Legyen f € Lip(a, p, G) valamely o« > 0 esetén és legyen
1 < p < oo. Legyen minden n € P-re (ty,, : 1 < k < n) nemnegativ
szdmok véges sorozata ugy, hogy

St =1
k=1

teljesiil. Legyen tovdbbd a (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges
sorozata minden n € P esetén novekvd a

o)
n

feltétellel. Ekkor a kovetkezd becslés teljesiil

O(n™?), ha0 < a <1,
HUZT(f)—prz O(logn/n), haa =1,
O(1/n), ha o > 1.

Bizonyitds. A 2.3.4. Tétel a Lipschitz-fiiggvényekre azt eredményezi,
hogy

In]—1
HUZT(JC) - pr = 0 Z 2jtzj+1_17n2_ja 4 9 Inle
7=0

[n|—1

1 .
— - j(1—a) —a
8 n;g:z +On).

Ebbdl az osszefiiggésbdl konnyen megkapjuk az allitdsunkat. ]






3. fejezet

Vilenkin-rendszer

Ez a fejezet Blahota és Nagy D. [16] és [18] cikkeiben megjelent ered-
ményein alapul.

3.1. Jelolések és definiciok

Ebben a fejezetben vezetjiik be a Vilenkin-analizissel kapcsolatos je-
161éseket, fogalmakat. Roviden bemutatjuk a Vilenkin—Fourier-analizis
elméletét (tovabbi részletekért 14sd [1, 62]-ot). Ahogy latni fogjuk, a be-
vezetett fogalmak anal6giat mutatnak az el6z6 fejezetben 1évo fogalmak-
kal (aminek az az alapja, hogy a Vilenkin-rendszer a Walsh-rendszer egy
altalanositasa).

Legyen m := (mg, my,...) 2-nél nem kisebb pozitiv egész szamok
sorozata. Jelolje Z,,, = {0,1,...,m,—1} atermészetes szimok additiv
csoportjat modulé m,,, ahol n € N. Ezen Z,,, diszkrét ciklikus csoportok
direkt szorzataként definidljuk a (G,,, Vilenkin-csoportot. A (G,,-en végzett
csoportmiivelet a koordindtdnkénti 6sszeadds modul6 m,,.

A direkt szorzaton bevezetett © mértéket a

pn ({3}) = 1/m (5 € Zm,)

mértékek direkt szorzataként definidljuk, ami Haar-mérték és valdszini-
ségi mérték G,,-en, azaz ;1 (G,,) = 1.

41
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Ha az m sorozat korlatos, akkor G,,-et korlatos, egyébként nem kor-
latos Vilenkin-csoportnak nevezziik. A fejezetben feldolgozott cikke-
inkben és igy az egész disszertdcidban csak a korlatos esettel foglalko-
zunk. Nem korlatos Vilenkin-csoportokra vonatkoz6 eredményekért 1dsd
pl. [13,35,36]-at. Megemlitjiik, hogy m = (2,2, ...) esetén G-t, a diadi-
kus csoportot kapjuk. G,,, elemei az

€T = (xo,xl,...,xn,...) (xn € Zmn)

szdmsorozatokkal reprezentdlhatéak. A diadikus intervallumok definidla-
sa a kovetkez6 modon torténik

Iy (z) := G,

IL(x) ={yeGn|v=20,- - ,Yn-1=2n_1} (x € Gp,n € P).

Az m sorozaton alapul6 un. altalanositott, m-adikus szdmrendszert az
alabbi médon definidljuk

My =1, M, 1 :=m, M, (n € N).

Ekkor minden n € N egyértelmien elGallithaté n = .-  ny, M, alak-
ban, ahol ny, € Z,,, (k € N) és csak véges sok ny, kiilonbozik nullatol. Je-
16lje |n| azt a természetes szdmot (n rendje), amelyre M, < n < M,)41.

Jelolje L,(G,,) a Lebesgue-teret G,,-en (a megfelels ||.||, normak-
kal) és C(G,,) jelolje a folytonos fiiggvények terét G,,,-en az || fllo :=
sup{|f(z)| : * € G,,,} normaval.

Legyen

wp(f,0) == sup [|f(- =) = f()ll
lz|<d
a folytonossdgi modulus L,(G,,)-en, ahol 1 < p < oo, f € L,(G,,) és
o > 0, valamint

o0

2| = E “— minden z € G, esetén.
i=0 Misa
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Ennek analdgidjara definidljuk a folytonossdgi modulust C'(G,,)-en, ezt
Woo (f, 0) jeldlje.

A 2. fejezet fogalmaihoz hasonléan bevezetjilk a Lip(«, p, G,,) és
Lip(«, C(G,,)) osztilyokat (amennyiben 1 < p < o0) és a

Lip(«, 00, G,,) := Lip(a, C(Gn))

jelolést.

Bevezetiink (G,,,-en egy ortonormalt rendszert, amelyet Vilenkin-rend-
szernek neveziink. Ehhez definialjuk az 7, (z) : G,,, — C, komplex érté-
ki fiiggvényeket, azaz az igynevezett dltaldnositott Rademacher-fiiggvé-
nyeket igy, hogy

ri (x) == exp 2muay/my) (° = —1, 2 € Gy, k EN).

A ¢ := (¢, : n € N) fuggvénysorozatot GG,,,-en, ahol

o0

Yula) =[] ri* (@) (n € N)

k=0

Vilenkin-rendszernek nevezziik.

Amennyiben m = (2,2,...), specidlisan a Walsh—Paley-rendszert
kapjuk. A Vilenkin-rendszer ortonormadlt és teljes L; (G,,)-ben (lasd pl.
[72]). A Vilenkin-rendszer elemei pontosan azok az f: G, — C folyto-
nos fliggvények, melyekre

flz+y) = f(x)f(y)

és |f(z)| = 1 minden z,y € G,, esetén. S&t, ez akkor és csak akkor
teljesiil, ha f(z) = ¢, (x) valamely n € N esetén (14sd [62]-ot).

Legyen P,, az n-nél kisebb renddl Vilenkin-polinomok halmaza, vagy-
is azon fiiggvényeké, melyek felirhatok

P@) = 3 an(a)
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alakban, ahol n € P és (a;) komplex szamok sorozata. P jelolje a
Vilenkin-polinomok halmazit.

A tovabbiakban bevezetjiik a Vilenkin—Fourier-analizissel kapcsola-
tos klasszikus fogalmakat. Definidljuk az f fiiggvény n-edik Vilenkin—
Fourier-egyiitthat6jit, Vilenkin—Fourier-sordnak n-edik részletosszegét,
az n-dik Vilenkin—Fejér-kozepet és az n-edik Vilenkin—Dirichlet mag-
fliggvényt:

f(n):= [ findu,han €N,
Gm

S() = 3 F)e, aulf) = S S, Doi= D
k=0 k=1 k=0

ahol n € P. Ismert, hogy

Sulf;2) = | J(w)Dn(x — u)dp(w). 3.1

Gm
A Fejér-féle magfiiggvényt a Dirichlet-féle magfiiggvények szamtani ko-
zepeként definidljuk, azaz

1 n
K, = E;Dk.

A 4. fejezetben leirt 0sszegzési eljarasok itt is alkalmazhatdak, vi-
szont ebben a fejezetben csak a Norlund-kozepet €s a sulyozott kdzepet
targyaljuk.

A Walsh-rendszernél bevezetett T-matrix és a hozz4 kapcsolddé defi-
niciok és jelolések a Vilenkin-rendszerre is hasznédlhatok.

A (3.1) alapjén konnyen belathatd, hogy

oT(fix)= | Jw)KD(@ - u)du(u).
Gm

Definidljuk az (n,n)-edik de La Vallée Poussin-tipusi matrix transz-
formacios kozepet a kovetkez6 médon

o (fi2) = tenSi(f; 1),
k=n
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ahol n,m € P é n < n. Az (n,n)-edik de La Vallée Poussin-tipusd
matrix transzforméciés mag legyen

KT, (x) = tinDi(x).
k=i
Konnyen ellendrizhet6, hogy
vin(fiz) = [ f)KG,(x = u)dpu(u). (3.2)

Gm

Megjegyezziik tovabbd, hogy ebben a fejezetben a c (rogzitett m so-
rozat esetén) egy pozitiv abszolut konstanst jelol.

3.2. Felhasznalt eredmények

Ismert [1], hogy ha G,,, egy korlatos Vilenkin-csoport, akkor a Fejér-
féle magfiiggvény Li(G,,)-beli norméja egyenletesen korldtos. Létezik
ugyanis olyan pozitiv c dllando, ami csak sup,, oy m,-t0l fiigg ugy, hogy

[Knlly < ¢ (3.3)

minden n € P esetén.
Szintén nevezetes eredmény [72], hogy az M,-edik Dirichlet mag-
fliggvény a kovetkezd zart formaban adhaté meg

{0, haz¢IL(0),
Do, () = {Mn, haz € I,(0). 34)

Bizonyitasainkhoz a kovetkezd eredményekre is sziikségiink lesz.

3.2.1. Tétel (Goginava és Gogoladze [41], 1dsd még Nadirashvili, Pers-
son, Tephnadze és Weisz [54]). Ha f € L,(G,,), akkor

lim o (f;2) = f()

n—00

az f fiiggvény minden Vilenkin—Lebesgue-pontjdban.
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A kovetkezd lemma Walsh—Paley véltozatat (a (3.5) helyett egy alta-
lanosabb, Y, t.,, = O(1) feltétellel) ldsd [14]-ben. Lasd tovabba [42]-
et.

3.2.2. Lemma (Blahota és Nagy D. [18]). Minden n € P-re (t, : 1 <
k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata esetén tegyiik fel, hogy

D tin =1 (3.5)
k=1

a) Legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén csokkend, vagy

b) legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén novekvo és feltételezziik, hogy

1
thn =0 <—) 3.6)
n
teljesiil.
Ekkor mindkét esetben létezik c abszoliit dllando, amelyre
[l <e

minden n € P esetén.

Bizonyitds. Az Abel-transzforméciébol kapjuk, hogy

n
Kl =Y tinDy
k=1

n—1

= Z(tk,n - tk-{—l,n)kKk + tn,nnK’m
k=1

tehat a (3.3) alkalmazasaval

n—1
IEE], <3 (A K[ Bl + to ]| K
k=1

n—1
<c ( | Aty |k + tnmn) .

k=1
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Ko6nnyi belatni, hogy

n—1 n
> Atpnk =t — ntyn (3.7)
k=1 k=1

Az a) esetben a (3.5) és a (3.7) miatt

n

Z |Atk’n“€ + tn,nn = itk’n =1.
k=1

k=1

A b) esetben a (3.5) és a (3.6) feltételekkel

zn: |Atk7n|/€ +tpnn = 2nty,, — zn: tkn

k=1 k=1
=2nt,, —1<2c—-1<c

[
3.2.3. Lemma (Blahota, Nagy K. [21]). Legyen n,q € P,1

< q <
Mn,g € Pu, €5 f € Ly(Gp), ahol 1 < p < ocovagy f € C(Gp).
Ekkor

3.24. Lemma. Legyen 0 < k < M; és 0 < | < my, ahol j, k,l € N.
Akkor

‘/ r (W) (F(. — u) — £())du(u)

m

1
< mallalen (£ 57 )

A kovetkezd lemma egy egyszerd egyenldség, 1asd pl. [21]-et.

p

-1
E : s !
DlM].Jrk = TjDMj —+ T'jDk.

s=0

Ezt felhaszndlva kapjuk a K, ,, ., magfiiggvények felbontasat.
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3.2.5. Lemma (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen n € P. Akkor

mp—11-1 My—1

T . E § § : s
KMn,MTH,l*l - thn‘i’k:Mnﬁ»l*lrnDMn

I=1 s=1 k=0
Mpg1—1

+ E ts, My —1 D,
s=M,
mp—1 M, —2

+ Z Z AthnJrk,ManlkriLKk
=1 k=1

mp—1

+ )ttt 1 (M = D)k Ky,
=1

4
::ZK"
j=1

Bizonyitds. Felirjuk, hogy

n+1_

T _
KMTMMTL+1_1_ § : thn+1—1Dl
=M,
mp—1 My,—1

:E E Mk M1 —1 Ding 16 =0 (%),
=1 k=0

A 3.2.4. Lemmat alkalmazva

—1 My,—
E E thn+an+r E rnDw,
=

My — an—l

+ Z Z tiM kM1 178 D
=1 k=0
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Mp—1 -1 M,—1 Mpi1—1
N S
- § : : : E tl]\/lrL+k7Mn+1_1rnDMn+ E tvan+1_1DM7L
=1 s=1 k=0 s=My,
mp—1 n—1
l
+ T Ly ke, My 1 —1 D
=1 k=0
az Abel-transzformaciot hasznalva
mp—1 My—1
l
Z T'n Z UMy 4k, My 1 —1 Dk
=1 k=0
mp—1 My, —2
l
= Z "n Z Ating, vk My —1F K
=1 k=1

1) Mo —1, My —1 (M, — 1)KMn—1>

mp—1 M, —2

l
=2 D Atrin R
I=1 k=1

mp—1

+ > Pt M1 (M — DK, o
=1

Ezeket 0sszefoglalva készen is vagyunk a 3.2.5. Lemma bizonyitasa-
val. ]

3.3. Majdnem mindeniitti konvergencia

zZ_ 2 2

Az ebben az alfejezetben 1év0 és a Vilenkin—Lebesgue-pontokkal kap-
csolatos tételek a [6] és a [7] cikkekben szerepld, Norlund-, illetve silyo-
zott kozepekre vonatkoz6 allitdsok dltaldnositasai.

3.3.1. Tétel (Blahota és Nagy D. [18]). Minden n € P-re (ty, : 1 < k <
n) nemnegativ szdmok véges sorozata esetén legyen

D tim=1. (3.8)
k=1



50 3.3. Majdnem mindeniitti konvergencia

Tegyiik fel, hogy f € L1(G,,) és az x € Gy, pontban
lim o, (f;2) = f(2).

a) Legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén csokkend és teljesiiljon

lim ¢, = 0, (3.9)

n—oo

vagy
b) legyen (tr, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén novekvd. Ez esetben azt feltételezziik, hogy

tyn = O <1) . (3.10)

n

Ekkor mindkét esetben

lim o, (f;2) = f(2).

n—oo
Bizonyitds. Az Abel-transzformaciobdl kapjuk a

-1

l
> tin =Y Atpnk + 1l (3.11)
k=1

k=1
egyenldséget. A T és Fejér-kozepek kozotti kapcsolat miatt

n—1

on(f;2) = Atpnkor(f;2) + tamnon(f;z).  (3.12)
k=1

A (3.8), (3.11) és a (3.12) egyenlségekbdl kapjuk, hogy

n—1

o (fio) = f(x) = Y Atyak(on(fi2) = f(@)) +tnnn(on(f; o) = f(2)).

Rogzitsik f € Li(Gp,)-et és x € G,,-t, melyekre lim o,(f;z) =
n—oo
f(z) teljesiil.
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Vegyiik az a) esetet. Ekkor |Aty | = Aty és

n—1
jon (f32) = f(2)] < Atyaklow(f;2) — f(@)]
k=1
+ tpnnlon(fiz) — f(2)| =: I, + 1 1,,.

Mivel lim |0, (f;x) — f(x)] = 0, minden € > 0 esetén létezik n,; €
n—oo

P tgy, hogy

on(fi2) = f(@)] < . (3.13)

ahol n > n, 1 és létezik A > 0 konstans, melyre

on(f52) — flz)| < A (3.14)

minden n-re. Ekkor

n—1

k=1
na,lfl n—1
= Y Atgnklon(fix) = f(@) + Y Ateaklon(f;2) — f(2)|
k=1 k=nq,1
= In,l + [n,2-

Az els6 taghoz a (3.11)-et, (3.14)-et és a sorozat monoton csokkend voltat
hasznalva

Na,1
]n,l S A (Z tk:,n - tna,l,nnaJ)
k=1
S Ana,ltl,n~

A (3.9) feltételbdl kovetkezik, hogy barmely € > 0 esetén létezik olyan
ne2 € P gy, hogy ti, < ¢/(2An,1) és ng,2 < n, azaz, ha n, :=
max(ng1,Ng2) < n, akkor I, ; < ¢e/2.
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Felhasznalva a (3.8), (3.11) és a (3.13) feltételeket

n—1
L= 3 Ateuklow(fix) - f(@)

k:na,l
e n—1
k:na,l
c n—1
< 5D Atk
k=1
9 €
=-U—-tun <z
3 (1= tnan) < 5

Eredményiinket 0sszegezve 0 < [,, < ¢, han, < n, tehat lim [, = 0.
n—oo

A mésodik tagndl, mivel a sorozat csokkend, a (3.8) feltételbdl kapjuk,
hogy

k=1

= lon(f;2) = f(2)] =0,

amint n — oo, ezért lim 11, = 0.
n—oo

Azt kapjuk, hogy I, + I, = |02 (f;z) — f(z)| is nulldhoz tart min-
den olyan x € G,,, pontban, melyre a lim o, (f;x) = f(z) fennall.
n—oo
Vizsgiljuk meg a b) esetet. Ekkor |Atg,| = —Aty,. A (3.10)
feltétel alapjan létezik c abszolut alland6, amelyre nt,, < c. Mivel
lim |o,(f;2) — f(z)| = 0, barmely € > 0 esetén 1étezik n,; € P dgy,
n—oo
hogy
€
|on(f52) — fl2)] < o, (3.15)

2c
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amikor n > ny ;. Konny(i ldtni, hogy

n—1

|or (f;2) = f(a)| <= Atgaklow(f;z) — f(z)]

+tunnlon(f;2) = f(2)]
=11, + IV,

Ekkor

n—1

11, ==Y Atg,klow(f;x) = f(2)]
k=1
nb,lfl

= — Z Atk,nk\ak(f; z) — f(z)]
k=1

n—1
+ = > Atguklow(fi2) — f(2)]

k:nlhl

— 0TI, +111,,.

Az els6 tagndl a (3.10), (3.11), (3.14) és a ¢, sorozat monoton noveke-
dése miatt kapjuk, hogy

Tp,1
[IIn,l S A (tnb’l,nnb,l - Zhﬂ,n)

k=1
C
S Anb,ltn@l,n S Anb,ltn,n S EAnb,l‘

Ez azt jelenti, hogy ha barmely ¢ > 0 esetén n, = max(ns,1, 7p2), ahol
N2 = [2cAnp1/e] + 1 (itt [y] az y val6s szdm egész részét jeloli), akkor
I11,; < ¢/2 teljesiil minden n;, < n esetén.
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A (3.10), (3.11) és a (3.15) haszndlata adja, hogy

n—1
[l =— Y Atg,klow(f;z) = f(o)]
k=np 1
c n—1
< - > Atk
k=np 1
c n—1
< —— JANTAY
QCZ k.n
k=1
9 E C 15
= 7 \Inn 1 S<o——n=g
2¢ (tnn ) 20nn 2

Eredményeinket 0sszegezve kapjuk, hogy 0 < 111, < ¢, han, < n, igy

lim I11,, = 0. Masrészt, mivel a sorozat novekvd a (3.10) feltétel mellett
n—o0

kapjuk, hogy

0 < IV, = tyaonlo.(f;z) — f()]
< clon(f;z) = f(z)| =0

amint n — oo, igy lim IV, = 0.

n—oo
Kovetkezésképpen 11, + IV, = |ol(f;2) — f(x)] is nulldhoz tart
minden megfeleld x pontban. O

3.3.2. Kovetkezmény (Blahota és Nagy D. [18]). Legyen f € Li(G,,).
Minden n € P-re (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata

esetén legyen
n
> tin =1
k=1

a) Legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén csokkend és teljesiiljon

lim tl n — 0,
n—oo

vagy
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b) legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén novekvd. Ez esetben azt feltételezziik, hogy

fan =0 (1) |
n

lim o, (f;2) = f(z)

n—o0

Ekkor mindkét esetben

minden x folytonossdgi vagy Vilenkin—Lebesgue-pontban.

Bizonyitds. Ez az allitas a 3.2.1. Tétel és a 3.3.1. Tétel egyszerd kovet-
kezménye. L

3.3.3. Megjegyzés. Azonnal megkapjuk, hogy a 3.3.2. Kovetkezmény fel-
tételeivel

o0, (f) = f

majdnem mindeniitt.

3.3.4. Tétel (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen f € Li(G,,). Minden
n € P-re legyen (ti o, ,—1 : M, < k < M,y — 1) nemnegativ szdmok
véges sorozata ugy, hogy

Myi1—1

>tk =1L (3.16)

k=My

Haa (tim, -1 M, <k < M, —1) sorozat minden rogzitett n esetén
novekvé vagy csokkend (kiilonbozd n-ekre nem feltétleniil ugyanabban az
értelemben), tovdabbd feltessziik, hogy

1

tM M1 —1 = O (E) (3.17)

tMy =1, My —1 = O (-) , (3.18)
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akkor
Uﬁn,MnJrrl (f)— f

majdnem mindeniitt.

Bizonyitds. Az Abel-transzforméciét haszndlva kapjuk, hogy

Mn+1—1

D bt 1Sk(f)
k=M,
Mps1—2

= Z Atp i —1kow(f)

k=M,
+ -1, Mp -1 (M1 — D)oag, -1 (f)
— tty My —1 (M — 1)onr, -1 (f)-

Mivel

My y1—2

Y Atpas,,, -1k
k;:Mn
Mpy1—1

= > i1 — (Moo = Dtag 10,01
k=M,

+ (Mn - ]‘>tMnyMn+1*17

novekvd esetben, a (3.18) feltétel haszndlataval kapjuk, hogy

M1 -2
§ : |Atk7Mn+171|k
k=M,
My+1—1
=— E teMp -1+ (M1 — Dtar, o —1,M00-1
k=M,

- (Mn - ]‘>tMnyMn+1*]- S (Mn+1 - ]‘)tMn+1*17Mn+171 S C?

mig csokkend esetben, a (3.16) és a (3.17) feltételeket haszndlva kapjuk,
hogy
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Myj1—2
E | Atk a1l
k=M,
Mpy1—1
= Y ka1 — (Magr = Deag 10,01

k=M,
Mpi1—1

+ (Mn - ]‘>tMn,Mn+l_1 S § : tkaMn+l_1 + (Mn - 1>tMn7Mn+l_1
k=M,

Sl + (Mn — 1)tMn,Mn+1_l S C.

A (3.17) és a (3.18) feltételek segitségével

Mny1-1 My 12
Y e 1SN <) Ak, 1k sup (/)]
k=M,, Py k€{Mn,...Mp41—2}

+ (Mn+1 - ]‘)tMn+1*17Mn+1*1’O-Mn+1*1<f)‘
+ (Mn - 1)tMn,Mn+1—1|0Mn—1(f)|

<c sup |o3(f)]
k’E{Mn,...MnJ,_l—Z}

+ cloag, -1 ()] + clor, -1 (f)]
30?;;{3 ok (f)] = co™(f),

ahol o (f) = supyep |ou(f)]-
Ez az egyenl6tlenség azt jelenti, hogy

Mpi1—1
sup Z e —19%( )| < co™(f). (3.19)
e k=,

Ismert, hogy az f — o*(f) operdtor gyengén (1, 1) tipusd, ezért a (3.19)
egyenltlenség azt eredményezi, hogy az

f—=rsup|ony, a1 ()]
nepP
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operdtor szintén gyengén (1, 1) tipusu.
Ebbdl a szokdsos mdédon kapjuk, hogy

ahol a konvergencia majdnem mindeniitt teljesiil. U

3.3.5. Megjegyzés. Mivel ha f € L,(G,), ahol 1 < p < oo, akkor
Sn(f) = f majdnem mindeniitt, amint n — oo, ezért hasonlé eredményt
mondhatunk, mint a 3.5.5 megjegyzésben.

3.4. Normabecslések

Az alabbi tétel Walsh valtozata [11]-ben talalhato.

3.4.1. Tétel (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen f € Li(G,,). Minden
n € P-re legyen (ty o, ,—1 : My < k < My — 1) nemnegativ szdmok
véges sorozata ugy, hogy

Myq1—1

> tkatao =1L (3.20)
k=M

Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (i, 1 : My, < k < M, — 1) rogzitett
n-re monoton, és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (tin,, -1 My <k < My — 1) novekvd és

1
tMn+1—17Mn+1—1 = O (E) s (321)

b)vagy (tim,.1—1: My <k < My — 1) esokkend.
Ekkor mindkét esetben

10T st 1 () — ]I, < e (f, Mi)

teljesiil.
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Bizonyitds. Haszndlva a (3.2)-t, a (3.20) feltételt, a Minkowski-egyen-
16tlenséget és a 3.2.5. Lemmat, a kovetkezd felbontést kapjuk

o,

1 () = £

- / (0T v 1(f2) — ()] dpu(x)

m

1
L

4
=2 L
7j=1

KMn My 1 (W F (2, u)dp(u)| dp(z)

dp(x)

/mKM Fla, u)du(u)

az F(z,u) := f(x —u) — f(z) jeloléssel.
Alkalmazzuk a (3.4) egyenlséget, a 3.2.3. Lemmat és a (3.20) felté-
telt az I, ,, kifejezésre. Igy kapjuk, hogy

:/Gm

X1y (w) Dy, (w) F (2, w)dp(u)

mp—11-1 M,—1

/G Z Z Z UMk, My g1 —1

m =1 s=1 k=0

dp(x)

mp—1 Mp—1

< E E LMk My —1
I=1 k=0

/ 8 (u) Dag, (1) F (2, u)dp(u)| dp(z)
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Az altalanositott Minkowski-egyenl6tlenség haszndlataval

]2,n = /
Gm

Mpy1—1

<Yt [ D) [ 1FGldu(odato

s=M,

Swl <f7ML)

Most a (3.3) egyenldtlenség és a 3.2.3. Lemma alkalmazédsaval kapjuk,

Mpy1—1

D tarte 1D, (W) F (2, u)dp(u)

Gm s=M,

dp(z)

hogy
M —1 Mp—2
Is, :/ / Z Z Ating, 4k, My —1K
Gm |VGm =1 p=1

x 14 (u) K () F(r, w)dpa(w) | dp()

mp—1 Mp—2

< Z Z | Ating, k1| K

=1 k=1

« [ m / LK) Pl )

1
<c Z Z |Athn+k,Mn+1fl| kw, <f> ﬁ) .

=1 k=1

dp(z)

Az a) esetben

My, —2

Z | Ating, srntyr—1|

k=1
My —2

= E (thn-i-k—i-l,MnH—l — thn-',-k,MnH—l) k
k=1
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My —2

= (M, — 2)t 1) Mp—1,Mp -1 — Z LIy e, M — 1
k=1

< Moty My —1, M1 -1

A kovetkezd becsléshez a monotonitast, a (3.20) és a (3.21) feltételeket is
felhasznaljuk.

mp—1

M, E L4+ My —1,Mp 1 —1
=1

= (Mutart,—1,0Mns1 -1+ + Mot(m,— 1M —1, M1 —1)

+ MntMn-H*l:Mn-Fl*l
S( (t2Mn71,Mn+171 + ton, Mpyi -1+ 0+ 753Mn72,M"+171)

_|_

+ (t(mnfl)Mnfl,Manl + tmn—1) M, My —1

+e tmnMnszan) >

+ MntMnH—l,MnH—l

3Mn—2 ]\4'r7,+1_2
= E teMpy -1+ + E Tk M1 —1
k=2M,—1 k=(rmn—1)Mp—1

+ Mntag, 1M1 -1
Mpy1—2

g E tk,MnJrlfl +MntMn+1*1,Mn+1*1 S 1—|—C:C_
k=2M,—1

Ebbdl az egyenldtlenségbdl megkapjuk, hogy

my—1
i 1 1
I3, < cM, Z L(4+1) My —1, My —1W1 (fa —) < cw (f7 _) :
— M, M,
(3.22)
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Becsiiljiik feliil az 1, ,, kifejezést az a) esetben. A (3.3) egyenldtlenség, a
3.2.3. Lemma és a (3.22) egyenl6tlenség adja, hogy

[4,n = /
Gm

) () Ky, —1(w) F (2, w)dp(u)

mp—1

/ Z 41 M1, My —1 (M, — 1)
G

m l: 1

dp(z)

mp—1

<M, Z L1 My —1, M1 —1
=1
<.

mp—1
" 1 1
<cM, E L+1) My —1, My —1W1 <f; A ) < cwy (f7 A ) .

=1

dp()

/ () gy 1 () F (2, w)dp(u)

m

A b) esetben I3, + I, ,-et becsiiljiikk. Ebben az esetben

Mp—2

Z |Athn+k,Mn+1fl| k
k=1
My —2
= Z (CiM b M1 —1 — UMt 1M1 —1)
k=1
Myn—2

= E Cidp ke My —1 — (My — 2)t 1) My —1, My 11
k=1

igy a (3.3) egyenldtlenség, a 3.2.3. Lemma és a (3.20) feltétel adja, hogy

Mn—1 My —2
Iy + 1spn < E E | Atiag, 00 —1] K
=1 k=1

></
m

/ () () P, ) dpa(ur)| dia()

m
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mp—1

+ (M, — 1) Z b1 My —1, My 1 —1

=1
<[ | a0 P wda(w)
G 1 G
mnp—1 /M,—2
< Z ( Z tidy e My —1 — (M — 2)t 1) My —1, M 41 -1
k=1

=1

dpi(z)

1
+(M,, — 1)t(l+1)Mn—1,Mn+1—1) cwy (fv ﬁ)

mp—1 [/ Mp—2
= E E UMk, My =1 T L1 My —1,M 41 —1

=1 k=1

X cwi (f, ML)

mp—1 My—1
1 1
= Z Z UM+, My 1 —1 €1 (f7 M) < (f, E) :
=1 k=1
Ezzel befejez6dott tételiink bizonyitdsa. L

3.4.2. Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy a (3.20) feltétel természetes, hi-
szen szdmos ismert 0sszegzési eljdrds teljesiti, és ez az egyenldség a regu-
laritadsi feltételek része.

3.4.3. Tétel (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen f € L,(Gy,), 1 <p < 00
ésn € P. Legyen (tp,,,—1: M, <k < M,y — 1) nemnegativ szdmok
véges sorozata. Feltételezziik, hogy

Mn+171

> teat-1 =1 (3.23)

k=My,

teljesiil. Ekkor

1
|t a5 = 7, < o (£r77).
ahol c, csak p-tdl fiigg.
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Bizonyitds. Mivel M, < k, a részletdsszeg elemi tulajdonsdgaibol kap-
juk, hogy

I14(F) = £l < ||Sa (D) = £
= [y = 1

|8 = swnu ()]
st = s )] -

Tudjuk, hogy ha 1 < p < oo, akkor ||Sk(f)|l, < ¢l f|l,, tehét

15k(f) = fll, < ¢

Say (f) = f

.
Az el6z6 egyenldtlenség alapjan, Efimov [27]-beli nevezetes eredményé-
nek segitségével kovetkezik, hogy

1569) = 11, < s (37 )

tehat a (3.23) feltétel hasznalatival

Mp1—1
b ntr 1 () = FIL <D bt 1SK(F) = 11,
k=M,
Mp41—1 1
<c teny i —1wp | f, —)

1
S CpWp (f, ﬁ) .

3.4.4. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a p = 1 esetén a 3.4.1. Tétel
feltételei, 1 < p < oo esetén a 3.4.3. Tétel feltételei teljesiilnek. Ha
f € Lip(a, p, Gy,), akkor

]

1

|25 = 71, =0 (572 )

n
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3.5. Normakonvergencia

v

A kovetkezd tétel Walsh valtozata [15]-ben talalhato.

3.5.1. Tétel (Blahota és Nagy D. [18]). Legyen f € Ly(G,,) és minden
n € Nesetén, (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szamok véges sorozata iigy,

hogy
D thn =1
k=1

teljesiil.
a) Ha (tk,n : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden
n esetén csokkend és

lim tl,n = O,
n—o0

vagy
b) ha (ty., : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden n

esetén novekvd és
1
tn,n =0 (_ 5
n

akkor teljesiil az Ly-beli normakonvergencia o (f) — f.

Bizonyitds. A bizonyitds egyszeri kovetkezménye a 3.2.2. Lemmadnak és
a polinomok siiriségén alapul6 szokdsos eljardsnak, hiszen a P Vilenkin-
polinomok halmaza stiri L,(G,,)-ben minden 1 < p < oo esetén.

Barmely P € P Vilenkin-polinom és megfeleléen nagy n esetén
S, (P) = P teljesiil. Legyen mondjuk n > k.

Mind a), mind b) esetben

lim tk,n =0

n—oo

barmilyen rogzitett k-ra, igy ti , — 0, ha k& < K és

n
lim E tk,n: 1.
n—o0

k=ko
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Ebbdl kovetkezik
ko—1
Z e SK(P) + Z L7
k=ko
%0+P:P
norma- és mindeniitti konvergencia, amint n — oo. L]

3.5.2. Tétel (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen n € P és (tpnr,,,—1 :
M, <k < M,y — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata ugy, hogy

n+1 1
>tk =1L (3.24)
k=M,

Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (i, ,—1 : My, < k < M,y — 1) minden

rogzitett n-re monoton és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (te s, -1 : My < k < My — 1) novekvd és

1
tMn+1—17Mn+1—1 =0 (E) ) (3.25)

b)vagy (tim,..—1: My <k < My — 1) csokkend és

1
tMn7Mn+1_1 - O (E) . (326)

Ekkor mindkét esetben létezik c abszoliit dllando, melyre teljesiil a

T
HKMn,Mn+1*1H1 <c

egyenlotlenség.
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Bizonyitds. Az Abel-transzforméciét haszndlva kapjuk, hogy

n+1 1

Mpp1—1 = E e, My g1 —1 Dk

k=M,
Mpy1—2

> At 1kK;

k=M,
+ 1Myt (M — 1) K, 1
- tMnyMnjtlfl(Mn - 1)KMn*1'

T
KMn

Ezen egyenl6ség, valamint (3.3) alapjan

[ v Il
Mp41-2
< Z |Atk,Mn+1—1|k7”KkH1
k:Mn

1M1 (Mo = 1) || K1 ]
+ 0 Mo -1 (M = 1) [[ K, -1y

Mpy1—2
S C ( Z |Atk7M'n+171|k + tM'rH»l*l»MrH»l*l(Mn“Fl - 1)
k:Mn

T M1 —1 (M — 1))-

Az a) esetben a (3.24) és a (3.25) feltételek eredményeként

]\471,+1*2

> 1A lE A+ gttt (M — 1)

k=DM
+ tMnyMn-Q»l*l(Mn - 1)
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Myg1—1

=— Z e Mpin—1 — ty M,y 1 (M, — 1)
k=M,

+ -1, Mpg -1 (M1 — 1) + g, — 1,0 -1 (Mg — 1)
+ s, Mg —1 (M, — 1)

=— 1+ 2tm, 1M —1(Myg1 — 1)

<2t p 1 —1, M 1M, < e

A b) esetben a (3.26) feltétel azt jelenti, hogy

Mpy1—2
Z | Atk a1k + taty oy~ -1 (Mg — 1)
k=M,
+ tMnyM'rH»l*l(Mn - 1)
Mpi1—1
= Dttt a1 (M = 1)
k=M,

- tMn+1*1,M"+171(M’I’l+1 - 1)
+ M1 M1t (M — 1) + g, vy 1 (M, — 1)
:1 —+ 2(Mn — 1>tMn7Mn+l_1 S C.
O]

3.5.3. Tétel (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen [ € Li(G,,). Minden
n € P-re legyen (tk’MnH_l : M, <k < M, — 1) nemnegativ szdmok
véges sorozata 1gy, hogy

Mpy1—1

> tiatao =1L (3.27)
k=M

Ha létezik c abszoliit dllando, melyre

K a0, < (3.28)

akkor teljestiil az L-beli normakonvergencia

01?4”7Mn+1—1(f> — f.
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Bizonyitds. Legyen P € P, egy Vilenkin-polinom. Akkor

HO—]:C[",Mn+1—1(f) - le < HUJ:\F/IR,MnHA(f) - Uﬁn,MnH—ﬂP)Hl
+ HO-JJ\}mMnJﬂ*l(P) - PHl + HP - le :

KellGen nagy n-re barmely P Vilenkin-polinom esetén S, (P) = P. Ez-
utan a (3.27) feltétel haszndlatdval kapjuk, hogy

O-Jj\}n,Mn+1fl (P> - P

Ebben az esetben ||o3; 4. ., 1(P)— P|, = 0. A Vilenkin-polinomok
stirlisége miatt megfelel§ P vélasztdsdval || P — f|| tetszSleges kis pozi-
tiv szdm lehet, ha 1 < p < oco. Végiil a Young-féle konvolicids egyenlot-
lenségbdl kapjuk, hogy

H"ﬂn,MnH—l(f) - Uﬁn,MnH—l(P)Hl = Hgﬁn,Mnﬂq(f - P)Hl

< Bt vt ll 112 = £y

Ezeket Osszefoglalva és a (3.28) feltétel alapjan

0% nte 1 () — F]], =50
teljestil. -
A kovetkezd allitds a 3.5.2. és a 3.5.3. Tétel egyszerii kovetkezménye.

3.5.4. Kovetkezmény (Blahota és Nagy D. [16]). Legyen n € P és
(tk,Manl : M, < k < M,1 — 1) nemnegativ szamok véges sorozata

ugy, hogy I
n+1—

> tkdta =L
k=M,
Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (ty ., -1 : My < k < My — 1) rogzitett
n-re monoton és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (te s, —1: My < k < Myyy — 1) novekvé és

1

tMn+1—1,Mn+1—1 — O (E) s (329)
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b)vagy (tin,.1—1: My <k < My — 1) csokkend és

1
tMn7Mn+1_1 - O (E) . (330)

Ekkor mindkét esetben teljesiil az

T
UMn,Mn+1—1(f) — f
L1-beli normakonvergencia.

3.5.5. Megjegyzés (Blahota és Nagy D. [16]). Megemlitjiik, hogy ha f €
Ly(Gm), ahol 1 < p < oo, akkor az o3y .. 1(f) = f Ly-beli nor-
makonvergencia trividlis kovetkezménye az S,(f) — f L,-beli norma-
konvergencidnak, méghozzd a monotonitds, a (3.29) és a (3.30) feltevése
nélkiil. Valoban,

Mn+1—1
bttt () = I =1 D tertaa 1 Sk(F) = f
k=M, P
Mn+1—1
< Z b -1 [SK(S) = flI,
k=M,

éshap > 1, akkor ||S,(f) — fll, — 0, amint n. — oo. Ebbdl az egyenlot-
lenségbdl elemi meggondolds utdn ||0£[n, Mo—1(f) = f Hp — 0 adodik,
amint n — 0.



4. fejezet

Melléklet, 0sszegzési modszerek

Példdkat mutatunk olyan ismert 0sszegzési modszerekre, amelyek a
disszertacioban targyalt matrix transzformacios 0sszegzés specidlis ese-
tei.

A ( jelolés arra utal, hogy a felhaszndlt fogalmak szarmazhatnak a
Walsh—Paley-, a Walsh—Kaczmarz- és a Vilenkin-rendszerek elméletébdl
is.

1. A Fejér-osszegzés. Az n-edik Fejér-koz€p definicidja

S3S).
k=1

Azaz, legyen ty, , 1= %
2. A Cesaro- (vagy (C,«)) osszegzés. Legyen 0 < «a és A% =
(to).-(nto) ~ Az p-edik Cesaro-kozép definicidja

n!

Azaz, legyen ty, , := G5
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3. A Cesaro (vagy (C,ay,)) Osszeg véltozé paraméterekkel (1asd pl.
[38]). Legyen 0 < av,, < 1. Az n-edik valtoz6 paraméterd Cesaro-
kozép definicidja

1 o
Aln Z Anikzlslg(f)

anp—1
Azaz, legyen ty, ,, := Xa—i’“l
4. Legyen (g, : n € N) nemnegativ szimok sorozata. Az n-edik
Norlund-k6z€p definicidja

K£(f) = Qi S iSS(f),
" oke=1

ahol Q),, := ZZ;[I] qr és n € P. Mindig feltételezziik, hogy ¢ > 0
és
lim Q,, = oo. 4.1)
n—oo
Ebben az esetben a (¢ : k£ € P) dltal generdlt 6sszegzési eljrds
akkor és csak akkor reguldris (14sd [80]-at), ha

lim =1 . (4.2)

n—oo (),

Ami ezt a fogalmat és eredményt illeti, a [51] 37-38. oldaléra hi-
vatkozunk.

Ez esetben legyen ty,, := ¢n—i/Qn. Ha ¢ = 1/k, akkor megkap-

juk az f fiiggvény ugynevezett Norlund logaritmikus kdzepét.

5. Legyen (p, : n € P) nemnegativ szdmok sorozata. Az n-edik
sulyozott kozép

1 n
szkszf(f),
" g=1
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ahol P, := > 7 pr ésn € P. (Egyes cikkekben ezt hivjak T'
kozépnek.) Mindig feltételezziik, hogy p; > 0 és

lim P, = oo,
n—o0

ami a regularitds feltétele.

Ebben az esetben legyen ¢y, ,, := pi/P,.

6. A Weierstrass-0sszegzés v > 1/2 paraméterrel. Az n-edik Weier-
strass-koz€p definicidja
S e G k)
k=0

k

Vagyis, legyen ., := Ae~ () = ——ge”" (=1)yu""", ahol u
k/(n+1)és (k+1)/(n+ 1) kozé esik.

7. A Picard- és Bessel-0sszegzés ay > 1,7 > 1/2 paraméterekkel.
Az n-edik Picard- és Bessel-koz€p definicidja

1 .
2 (o Gy

k=0 n+1

(Specidlis esetek: o = 1-re kapjuk a Picard- és v = 2-re a Bessel-
Osszegzést.)

Legyen
1 -1 1 -

T e

aholu k/(n+1)és (k+1)/(n + 1) kozétt van.

8. A Riesz-0sszegzés o > 1,y > 1/2 paraméterekkel. Az n-edik
Riesz-kozép definicidja

(- (1)) e

k=0
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Legyen

tk,n::A(l—( B\ O‘_ -1
n+1 _n+10‘(1

ahol u k/(n+ 1) és (k+1)/(n + 1) kozé esik.

) (=)



S. fejezet

Osszefoglalé

5.1. Torténeti attekintés

A harmonikus analizis elmélete szdmos matematikai eszkozt €s mod-
szert kindl, amiben fontos szerepet kapnak az ortogonélis rendszerek. Az
ortogondlis fiiggvényrendszerek (€s azon beliil a Fourier-sorok) elmélete
megjelenésiik 6ta jelentds fejlédésen mentek keresztiil.

A szakirodalomban a ,,Walsh-fiiggvény” kifejezést hdrom ortonormalt
rendszer elemeire is hasznéljdk. Nevezetesen, az eredeti Walsh-, a Walsh—
Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerre. Ezek a rendszerek ugyanazokat
a fliggvényeket tartalmazzak, mas-mads sorrendben. Koziiliik ebben a dol-
gozatban a Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszerrel foglalkozunk.

A Walsh-rendszerek el6zményének tekinthetd6 Rademacher-rendszert
Hans Adolph Rademacher definidlta, de az 4dltala 1étrehozott ortogonélis
rendszer még nem volt teljes. Joseph Leonard Walsh nevéhez fliz6dik
annak egy lehetséges teljessé tétele. Gyakorlati szempontok éltal vezérel-
ve Walsh 1923-ban [74] a Haar-rendszert vette kiinduldsi alapként, annak
szamos j6 tulajdonsaga miatt. Egy olyan ortonormalt fiiggvényrendszert
vezetett be, amelyben a fiiggvények a diadikus intervallumokon a +1 és a
—1 allando értékeket veszik fel. A Walsh altal konstrualt rendszert (mint
fliggvények rendezett halmazat) szokds eredeti Walsh-rendszernek nevez-
ni. Az eredeti Walsh-rendszer elemei felirhatok véges sok Rademacher-

75
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fliggvény szorzataként, ezdltal Raymond Edward Alan Christopher Paley
(1932-ben) [59] egy konnyebben kezelhetd eldéllitasat adta meg a Walsh-
fliggvényeknek. Ezt Walsh—Paley-rendszer néven ismerjiik.

Stefan Kaczmarz vette €szre 1929-ben [47], hogy a Walsh-fiiggvé-
nyek bizonyos egyszerli kombinaciokként kifejezhetok a Haar-rendszer-
ben. A. A. Sneider vezette be a Walsh—-Kaczmarz-rendszert 1948-ban
[68]. Megmutatta azt is, hogy az ily médon létrehozott rendszer egy at-
rendezése a Walsh—Paley-rendszernek.

A Walsh-fiiggvények egy csoportelméleten alapuld diadikus repre-
zentdcigjanak altalanositasai a Vilenkin-rendszerek (1947, Naum Yakov-
levich Vilenkin [72]). Ha a general6 sorozat korldtos, akkor a Vilenkin-
rendszerekkel kapcsolatos dllitdsok gyakran anal6gak a Walsh—Paley ese-
tekkel, nemkorlatos esetben viszont komoly eltérések mutatkoznak mind
az 4llitasok tartalméban, mind a bizonyitési eljarasok részleteiben. Az
1990-es évek kornyékén Gat Gyorgy a Vilenkin-rendszer (nemkorlédtos
esetben Rodolfo Toledoval k6z6sen) haromféle altalanositasat is bevezet-
te (1asd [31-33]).

A matrix transzformacios kozepek szdmos jol ismert 0sszegzési mod-
szer altalanositasai. Egyszerli megfontoldsbdl kovetkezik, hogy a Riesz-,
a Norlund-, a T' (sdlyozott), a Fejér- (vagy a (C,1)), a Cesaro- (C, )
és a valtoz6 paraméterekkel rendelkez6 Cesaro- (C, ay,) k6zepek mind a
bemutatott matrix transzformacids 6sszegzési mddszer specidlis esetei.

F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon és J. Pal [62] klasszikus konyvében
(a 191. oldalon) olvashatjuk az

n—1
loa (f) = fllx Swx (£,277) + D 2" "wx (f,27%)
k=0

egyenldtlenséget, ahol X egy homogén Banach-tér (példaul tetszdleges
L, tér, ahol 1 < p < oo vagy a folytonos fiiggvények tere) és wx a
fliggvények folytonossagi modulusa X -ben.

Ezzel kapcsolatos munkankat Moricz és Siddiqi [53], Areshidze és
Tephnadze [4] a Walsh—Norlund 0sszegzési mddszerrdl, Moricz és Rho-
ades [52] eredményei a Walsh stilyozott kozepek mddszerérdl és Anakid-
ze, Areshidze, Persson és Tephnadze [3] a T' (stlyozott) 6sszegzési mdd-
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szerr6l sz6l6 eredményei motivaltdk. Moricz és Siddiqi Walsh—Cesaro-
kozepekre vonatkozé eredménye Yano [78], Jastrebova [45] és Skvort-
sov [66] korabbi eredményein alapul.

Moricz és Siddiqi [53]-ben a kovetkezOket igazoltak.

5.1.1. Tétel (Moricz és Siddiqi [53], Theorem 1). Legyen f € L,(G),
ahol 1 < p < o0 és legyen (qi, : k € N) nemnegativ szamok sorozata iigy,
hogy

Tﬂ’l n—1

ar D gl =0(1),ahol 1 <y < 2. (5.1
" k=0

Ha (qi, : k € N) novekvd, akkor

5 In|—1 A 1 1
1t (f) = fll, < 50, jz_; 27 ¢y 2wy (f, 5) + cw, <f, W) ;

mig ha (qi. : k € N) csokkend, akkor

[n|—1
w o 1
th (f) - f”p San j;o (an2jfl - Qn72j+171)wp <f7 5)

+ cwp (f,%) .

Blahota és Nagy K. [20] hasonl6 egyenldtlenségeket igazoltak a mat-
rix transzformécids kozepek esetén. Ez egyben Moricz és Siddiqi [53]
valamint Moricz é€s Rhoades [52] két eredményének k6zos dltaldnositdsa.
A mi jeloléseinkkel mondjuk ki a kovetkezd tételt.

5.1.2. Tétel (Blahota és Nagy K. [20], Theorem 1). Legyen f € L,(G),
ahol 1 < p < oco. Minden n € N esetén legyen (ty,, : 1 < k < n)
nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

k=1
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teljesiil.
a) Ha a (ty,, : 1 < k < n) véges sorozat régzitett n esetén novekvd,

es da 1
e
n
[n]—1

7)1, %5 35 s (157 ) o ()
=0

b)Ha a (ty, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend,
akkor

feltétel teljesiil, akkor

n|—1

o7 () = 11, <53 Ptoey <f / 21) e (f | %) |

Goginava és Nagy K. [42] cikkiikben javitottak ezeket az eredménye-
ket (a Walsh—Paley-rendszeren), bevezetve az igynevezett matrix transz-
formdcios varidcié definicigjat. lofina és Volosivets [44] az 5.1.2. Té-
telhez hasonlé eredményeket publikéltak Vilenkin-rendszereken, hason-
16 feltételekkel, kiillonb6z6 mddszerekkel (fiiggetleniil Moricz, Rhoades,
Siddiqi, Fridli és masok technikdjatol) matrix transzformdcios kozepekre.

Areshidze és Tephnadze [4] bizonyitottdk az 5.1.3. Tételt. Belattak
tovabba (novekvd esetre) az 5.1.1. Tételt is, konkrét egyiitthatdval és
az (5.1) feltétel nélkiil. Szintén novekvd sorozattal generdlt Norlund-
kozepekre bizonyitott hasonld, (5.1) feltétel nélkiili tételt Fridli, Man-
chanda és Siddiqi [30].

5.1.3. Tétel (Areshidze és Tephnadze [4], Theorem 1). Legyen f € L,(G),
1 < p < oo éslegyent? egy reguldris Norlund-kozép, amelyet (qy : k €
N) novekvd sorozattal generdlunk. Akkor

In|—1

1t (f) = £1, <1822 < 2k)+12wp <fﬁ)
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A T (sulyozott) kozepekre vonatkoz6 hasonlé eredményekért 1dsd Ana-
kidze, Areshidze, Persson és Tephnadze [3] cikkét.

Koztudott, hogy a Walsh—Kaczmarz-rendszer Dirichlet-féle magfiigg-
vényének viselkedése bizonyos értelemben rosszabb, mint a Walsh—Paley
magfiiggvényé. Ugyanis Sneider [68]-ben bebizonyitotta, hogy a

Dli
lim sup a(7) >0
n—oo  lOgn

egyenlGtlenség majdnem minden x € G-re teljesiil.

Schipp [61] és Young [79] belattdk, hogy a Walsh—-Kaczmarz-rendszer
konvergencia-rendszer. Skvortsov [67]-ben megmutatta, hogy a Walsh—
Kaczmarz-rendszer Fejér-kozepei egyenletesen konvergdlnak f-hez bar-
milyen f folytonos fiiggvény esetén. Gat [34]-ben bizonyitotta be minden
integralhat6 fiiggvényre, hogy a Walsh—Kaczmarz-rendszerre vonatkoz6
Fejér-kozepek majdnem mindeniitt konvergdlnak a fiiggvényhez. Tovéb-
bd, (analég médon a Walsh—Paley esethez) S/ (f) — f az L,(G) norma-
ban, amint n — oo minden 1 < p < oo esetén.

Goginava és Gogoladze vezették be [41] a Vilenkin—Lebesgue-pont
fogalmat, dltaldnositva a Weisz éltal definidlt [75] Walsh—Lebesgue-pon-
tot. Nevezetesen, egy = € G,, pont az f € Li(G,,) Vilenkin—Lebesgue-
pontja, ha

> [ ) - s@ldut =0

s—=0 re=1 Ia(z—rses)

ahol e, := (0,...,0,1,0,...) € G, (csak az s-edik koordindta 1, a tobbi
0).

A Vilenkin—Fourier-analizis fontos eredményei, hogy ha f € L,(G,,),
akkor Sy, (f) — f és o,(f) — f, amint n — oo, majdnem minde-
niitt. Ezen tilmenden minden L, (G,,)-beli f fiiggvényrdl ismert, hogy
G,, majdnem minden pontja a fiiggvény Vilenkin—Lebesgue-pontja, és
minden ilyen = pontra

Su, (fr2) = [ (),
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amint n — oo.

Szintén Vilenkin-rendszerekre D. Baramidze, Dvalashvili és Tutbe-
ridze [6], valamint a D. Baramidze, Gogolashvili és Nadirashvili [7] bi-
zonyitott Lebesgue-pontokhoz kapcsol6dé tételeket. Eldbbiek Norlund-
kozepekkel, mig utébbiak sulyozott dtlagokkal foglalkoztak.

A Lebesgue-pontokkal kapcsolatban f6 célunk, hogy altaldnositsuk
D. Baramidze, Dvalashvili, Tutberidze és D. Baramidze, Gogolashvili,
Nadirashvili eredményeit matrix transzforméacids kozepekre.

Megemlitjiik, hogy lofina és Volosivets [44] hasonlé eredményeket
értek el Vilenkin-rendszereken, hasonld feltételekkel, kiillonb6zd mod-
szerekkel (fiiggetleniil Moricz, Rhoades, Siddiqi, Fridli, Goginava, Git,
Tephnadze, Nagy K., illetve mdsok mddszerétdl).

A de La Vallée Poussin-tipusi maétrix transzforméciés kozepeket a
Walsh-rendszerhez Blahota és Gat vezették be a [14]-ben.

5.2. Walsh—Paley- és Walsh—-Kaczmarz-rendszer

Jelolések és definiciok

Legyen IP a pozitiv egész szamok halmaza és N := P U {0}. Jelolje

a masodrend( diszkrét ciklikus csoportot Z,. A csoportmiivelet az dssze-

adds modulé 2. Legyen minden részhalmaz nyitott. A ;1 Haar mérték le-

gyen Ggy megadva a k-adik Zy-n (k € N), hogy . ({0}) := pr({1}) :=

1/2. Legyen G := x Zs a diadikus csoport (diszkrét ciklikus csoportok
k=0

direkt szorzata). A G elemei az z := (xg, 21, ..., T, ... ) sorozatokkal
reprezentdlhatéak, ahol z;, € {0,1} (kK € N). A G-n végzett csoport-
miivelet a koordinatankénti Osszeadas (+ jeloléssel) modul6 2, valamint
legyen a ;o normalizdlt Haar-mérték a i, mértékek szorzatmértéke és a
topoldgia a szorzattopoldgia.

A diadikus intervallumok definidldsa az aldbbi médon torténik

Iy(z) =G, I(x)={yeG:y=(To, - s Tn1,Yn,Yns1,---)}

ahol x € G,n € P ésjeldlje I, := I,,(0). Az intervallumok a G topoldgi-
djanak egy kornyezetbazisat alkotjak.



Osszefoglalé 81

Jelolje L,(G) a szokdsos Lebesgue-teret G-n (a megfeleld ||.||, nor-
makkal).

A jelolések rovidsége érdekében megdllapodunk abban, hogy L. (G)-
t frunk C(G) helyett és || f|l« := sup{|f(x)| : = € G}. Nyilvdnvald,
hogy L., nem azonos a folytonos fiiggvények terével, hanem annak egy
megfeleld altere. Mivel a folytonos fiiggvények esetében a szuprémum
norma €s a L., norma megegyezik, a kényelem kedvéért reméljiik, hogy
az olvasdé el tudja fogadni ezt a jelolési egyszerisitést.

Bevezetjiik a Walsh—Fourier-analizis néhany fogalmat.

Az n-edik Rademacher-fiiggvény az x helyen legyen

ro(x) == (=1)" (z € G,neN).

Minden természetes szam egyértelmien eldallithato kettes szdmrendszer-
ben, és ez a felirds véges (csak véges szamu ny, kiillonbozik nullatol)

n= anZk, ni € {0,1} (k € N).
k=0

Sziikségiink lesz még az aldbbi jelolésre is. Ha n € P, akkor |n| :=
max{j € N : n; # 0}. Ez azt jelenti, hogy 2/"l < n < 2/nl+1,

A Walsh—-Paley-fiiggvényeket az alabbi modon definidljuk. Legyen
wo(x) :=1éshan € P, akkor legyen

w(x) = [ [ri*(z) = (-1) 2o,
k=0

Ismert [43], hogy a Walsh—Paley-rendszer (w,,n € N) a (G, +) karak-
terrendszere.

Legyen az L,(G) folytonossdgi modulus

wp(f,0) = sup [[f(- +1) = FO)l,,

[t|<d

ahol f € L,(G) és 0 > 0, valamint

|| := Z Y mindenz € G
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esetén. Az f € C'(G) esetben a p helyére oco-t frunk.
A Walsh—Kaczmarz-rendszert a kovetkezd6 médon vezetjiikk be. Le-
gyen kg := 1 ésn € P esetén legyen

|1
(@) = iy (@) [T i (@) = rog(a) (=) 200 e,

Konnyen belathato, hogy
T'n = Wan = K9n

minden n € N-re.
A Walsh—Kaczmarz- és Walsh—Paley-fiiggvények halmaza diadikus
blokkonként megegyezik. Vagyis

{/{n P << 2’““} = {wn P << 2’““} (5.2)

minden £ € N esetén és kg = wy.

A Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszerek ortonorméltak és tel-
jesek Ly (G)-ben.

Skvortsov (lasd [67]) a 73, : G — G transzformacié

Tn(aj) = (xn—h Tp—25-+-3L1, L0y Ty Lp—1, - - - )

segitségével Osszefiiggést adott meg a Walsh—Kaczmarz- és Walsh—Paley-
figgvények kozott. Nevezetesen, minden n € N és x € G esetén

() = T ()W, _oinl (T)n) ().

Fontos megjegyezni, hogy a 7,,(.) fiiggvény megdrzi a mértéket.
Legyen PS az n-nél kisebb rendli Walsh—Paley- vagy Walsh-Kacz-
marz-polinomok egyiittese, vagyis a fiiggvény alakja

P(z) = Z_:Ckfk(x)7
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ahol z € G, (c¢) komplex szdmok sorozata és &, = w, vagy &, =
k, minden n € N esetén. A (5.2) egyenl6ség azt eredményezi, hogy
bevezethetjiik a kovetkezd jelolést

Py i= Pl = Pl

Vildgos, hogy a Walsh—Paley- €s a Walsh—Kaczmarz-polinomok halmazai
— amelyeket P jelol — megegyeznek.

A Lipschitz osztilyok L,(G)-ben a kovetkezdek. Minden o > 0 ese-
tén legyen

Lip(a,p, G) == {f € Ly(G) : wy(f,d) = O(6%), amint 6 — 0}.
Tovéabba

Lip(er, C(G)) := {f € C(G) = [f(x +y) = f(@)] < clyl*, =,y € G}

Késtbb az egyszertiség kedvéért (ldsd az 5.2.7. Tételt) Lip(a, C(G)) he-
lyett Lip(cv, 0o, G)-t frunk.

Definidljuk az n-edik Fourier-egyiitthat6t, a Fourier-sor n-edik rész-
letosszegét, az n-edik Fejér-kozepet €s az n-edik Dirichlet-féle magfiigg-
vényt (Walsh—Paley- vagy Walsh—Kaczmarz-rendszerekre) az alabbi mé-
dokon.

fé(n) = /G féndu han € N,

n—1 n n—1
S0P = S0 FEWIE oi(5) = ST SHP. DS = Y6
k=0 k=1 k=0
ahol n € P. Ismert, hogy
S5(fi2) = | f@)Di(e+ wydlu). (5.3)
G

A Fejér-féle magfiiggvények a Dirichlet-féle magfiiggvények szamtani

kozepei, azaz
1~ ¢
K§ = - ;1: D;.
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Legyen T := (ti,j);’cj’.zl egy dupldn végtelen szammatrix. Mindig fel-
tételezziik, hogy a T-matrix fels6 haromszog alaku, azaz ¢;; := 0, ha
1 > j. Legyen a T-matrix dltal meghatarozott n-edik matrix transzforma-

cids kozép
ot (f;x) = Ztkms,f(f;x).
k=1

Mivel a T-métrix n-edik oszlopa hatdrozza meg a 057 métrix transzfor-
madcids kozepet és definicidja csak véges szamu tagot tartalmaz, ezért az
egyszeriiség kedvéért azt mondjuk, hogy (tx,, : 1 < k < n, k € P) véges
szamsorozat minden n € P-re.

Haszndlni fogjuk még a kovetkezd jelolést.

Atk,n = tk,n - thrl,na

aholk € {1,...,n}, n € Péstyi1, :=0.
AN ty, = 1feltétellel a Norlund-kozepek specidlis matrix transz-
formacios kozepek, nevezetesen

tk = qn—k ‘
7 @Qn

A tovdbbiakban legyen (5, : 1 < k < n, k € P) nemnegativ szimok
véges sorozata minden n € PP esetén. Az n-edik matrix transzformdcios
magfiiggvény definicidja

KS'(2) = tinDi(x).
k=1
(5.3) alapjan konnyen belathatd, hogy x, u € G esetén

o7 (f:2) = /G ) KET (2 + w)dpu(u),

ami jol mutatja a magfiiggvények vizsgalatdnak fontossagat.
Megjegyezziik tovabbd, hogy ebben a fejezetben a ¢ egy pozitiv ab-
szolut konstanst jelol.

A disszertacioban a Walsh—Paley- és Walsh—Kaczmarz-rendszer 2. fe-
jezetében a kovetkezd éllitasokat igazoltuk.
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Normabecslések

Az alabbi tétel a [4]-beli Theorem 1 és az [20]-beli Theorem 1 ko-
z0s javitdsa illetve a masodik esetben dltaldnositdsa. (A fenti tételekben
szerepld konstansokat nevesitettiik, illetve javitottuk.)

5.2.1. Tétel. Legyen f € L,(G) és1 < p < oo. Minden n € N-re legyen
(tin : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata iigy, hogy

n
D tin =1
k=1

Haa (tg, : 1 < k < n) véges sorozat rigzitett n esetén csokkend, akkor

[n|—1
31 1 47 1
wT k
o) = 11, < 2 z Pt 0y <f, 2_> S <f, W)
teljesiil.

A kovetkezd tétel az [4]-beli Theorem 2 (N6rlundbdl és T-matrix
transzformdcids 6sszegzésbdl) dltalanositott €s tovabbfejlesztett valtoza-
ta.

5.2.2. Tétel. Legyen a (tyon : 1 < k < 2") nemnegativ szdmok véges

s

sorozata minden rogzitett n € N esetén novekvd és legyen

o
D ton =1.
k=1

Ekkor tetszoleges f € L,(G), 1 < p < oo esetén a kivetkezd egyenlét-
lenséget kapjuk

n—1 5g
los7(5) £, <3 ooy (f, Qi)

s=0

n—1
1
+3 Z(n — 5)2%tan_gs 11 nlwp (f, g)

s=0

1 1
w24 (A1)
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Az 5.2.3. Tétel szintén dltaldnositas, ennek az alapja a [4]-ben szerep-
16 Theorem 3.

5.2.3. Tétel. Legyen minden rogzitett n € P esetén a (t,, : 1 < k < n)
nemnegativ szdmok véges sorozata novekvd és feltételezziik, hogy

k=1

b =0(1).
n

Ekkor tetszdleges f € L,(G), 1 < p < oo esetén a kivetkezd egyenldt-
lenséget kapjuk

Lok
() = 11, < €3 e (0.7

k=0

A kovetkez6 tétel Nagy K. [57]-beli eredményének altaldnositdsa, aki
(részben eltérd mddszerekkel) bizonyitotta be az analég allitast Norlund-
kozepekre Walsh—Kaczmarz-rendszerre vonatkozéan. Szintén Nagy K.
becsiilte a sulyozott kozepek konvergencia sebességét Walsh—Kaczmarz-
rendszer esetén [55]-ben.

5.2.4. Tétel. Legyen f € L,(G), 1 < p < oo és legyen minden n € P-re
(tkn : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata uigy, hogy

S =1
k=1

teljesiil.
a) Legyen (ty, : 1 < k < n) véges sorozat minden n-re novekvd és

teljesiiljon a
1
tn,n N O <_)
n



Osszefoglalé 87

feltétel. Ekkor

Inl 1

1 1
o) = Al = 35 35 Ptwesc (£35) +o (5

b) Legyen (ty.,, : 1 < k < n) véges sorozat minden n-re csokkend, ekkor

Inl 1

i 1\ 47 1
I = A, < 3 2 2t (5:57) 5 (5

Normakonvergencia

5.2.5. Tétel. Legyen [ € Li(G). Minden n € P-re legyen (tg, : 1 < k <
n) nemnegativ szdmok véges sorozata, melyre

k=1

lim tk n = =0
n—o0

bdarmely rogzitett k esetén.
Ha létezik egy c abszoliit dllando, amelyre

1B, < e
akkor teljesiil az L,-beli normakonvergencia

an (f) = f,
amint n — 00.

5.2.6. Kovetkezmény. Legyen n € P és legyen (t, : 1 < k < n)
nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

k=1
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Tegyiik fel, hogy az aldbbiak koziil valamelyik teljesiil.
a) Ha a (ty, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén novekvd,

akkor feltételezziik, hogy
1
- (_) |
n

b) Ha a (tg, : 1 < k < n) véges sorozat rogzitett n esetén csokkend,
akkor feltételezziik, hogy

lim tl,n = 0.
n—00

Ekkor mindkét esetben teljesiil az Li-beli normakonvergencia

on"(f) = [,
amint n — Q.

5.2.7. Tétel. Legyen [ € Lip(«, p, G) valamely o > 0 esetén és legyen
1 < p < oo. Legyen minden n € P-re (ty, : 1 < k < n) nemnegativ
szdmok véges sorozata gy, hogy

n
> tin=1
k=1

teljesiil. Legyen tovdbbd a (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges
sorozata minden n € P esetén novekvd a

weof)
n

feltétellel. Ekkor a kovetkezd becslés teljesiil

O(n™%), ha0 < o<1,

HazT(f) — pr =4 O(logn/n), haa=1,
O(1/n), ha o > 1.
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5.3. Vilenkin-rendszer

Jelolések és definiciok

Latni fogjuk, a bevezetett fogalmak anal6giat mutatnak az el6z6 feje-
zetben 1évé fogalmakkal (aminek az az alapja, hogy a Vilenkin-rendszer
a Walsh-rendszer egy dltalanositasa).

Legyen m := (mg, my,...) 2-nél nem kisebb pozitiv egész szamok
sorozata. Jelolje Z,,, := {0,1,...,m, —1} atermészetes szdmok additiv
csoportjat modulé m,,, ahol n € N. Ezen Z,,, diszkrét ciklikus csoportok
direkt szorzataként definialjuk a GG,,, Vilenkin-csoportot. A GG,,-en végzett
csoportmiivelet a koordindtankénti 6sszeadds moduld m,,.

A direkt szorzaton bevezetett ;» mértéket a

pn ({3}) = 1/mn (5 € Zm, )

mértékek direkt szorzataként definidljuk, ami Haar-mérték €s valdszini-
ségi mérték G,,-en, azaz j1 (G,,) = 1.

Ha az m sorozat korldtos, akkor G,,-et korlatos, egyébként nem kor-
latos Vilenkin-csoportnak nevezziik. A fejezetben feldolgozott cikke-
inkben és igy az egész disszertacioban csak a korlatos esettel foglalko-
zunk. Nem korlatos Vilenkin-csoportokra vonatkozé eredményekért 1asd
pl. [13,35,36]-at. Megemlitjiik, hogy m = (2,2, ...) esetén G-t, a diadi-
kus csoportot kapjuk. G, elemei az

€T = (‘r07x17"'7'rn7"') (.’En = Zmn>

szamsorozatokkal reprezentdlhatéak. A diadikus intervallumok definidl4-
sa a kovetkezd modon torténik

Iy (z) == Gy,

() ={yeGn |y =20, Yn-1=Tn_1} (¥ € Gp,n € P).

Az m sorozaton alapulé un. &ltalanositott, m-adikus szdmrendszert az
aldbbi médon definidljuk

MO = 1, Mn+1 = mnMn (n € N)
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Ekkor minden n € N egyértelmten elGallithaté n = .  ny, M, alak-
ban, ahol ny, € Z,,, (k € N) és csak véges sok ny, killonbozik nulldtol. Je-
16lje |n| azt a természetes szamot (n rendje), amelyre M| < n < My41.
Jelolje L,(G,,) a Lebesgue-teret G,,-en (a megfeleld ||.||, normak-
kal) és C(G,,) jelolje a folytonos fiiggvények terét G,,,-en az || f||o =
sup{|f(z)| : * € G, } normaval.
Legyen

wp(f,0) := sup [|F(- = 2) = F)lp

lz|<d

a folytonossdgi modulus L,(G,,)-en, ahol 1 < p < oo, f € L,(G,,) és
6 > 0, valamint

Z;

|z| = Z minden z € G,, esetén.

—o Mt

Ennek analégidjdra definidljuk a folytonossdgi modulust C'(G,,)-en, ezt
wWeo(f, 0) jelolje.

Az el6z6 fejezet fogalmaihoz hasonléan bevezetjikk a Lip(a, p, G.,)
és Lip(«, C(G,,)) osztdlyokat (amennyiben 1 < p < co) és a

Lip(a, 00, Gy) == Lip(a, C(G))
jelolést.
Bevezetiink GG,,-en egy ortonormalt rendszert, amelyet Vilenkin-rend-
szernek neveziink. Ehhez definidljuk az ry (z) : G, — C, komplex érté-

ki fiiggvényeket, azaz az ugynevezett dltalanositott Rademacher-fiiggvé-
nyeket ugy, hogy

ri, (x) == exp 2muay/my) (¥ = -1, 2 € Gy, k €N).

A = (¢, : n € N) fuggvénysorozatot GG,,,-en, ahol

Un(@) =[] ri* (@) (n e N)

Vilenkin-rendszernek nevezziik.
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Amennyiben m = (2,2,...), specidlisan a Walsh—Paley-rendszert
kapjuk. A Vilenkin-rendszer ortonormalt és teljes L; (G,,)-ben (lasd pl.
[72]). A Vilenkin-rendszer elemei pontosan azok az f: G, — C folyto-
nos fiiggvények, melyekre

flx+y) = f(x)f(y)

és |f(z)| = 1 minden z,y € G,, esetén. S&t, ez akkor és csak akkor
teljesiil, ha f(z) = v, (z) valamely n € N esetén (lasd [62]-ot).

Legyen P,, az n-nél kisebb rend{i Vilenkin-polinomok halmaza, vagy-
is azon fiiggvényeké, melyek felirhaték

P@) = 3 ana)

alakban, ahol n € P és (aj,) komplex szamok sorozata. P jelolje a
Vilenkin-polinomok halmazat.

A tovédbbiakban a Vilenkin—Fourier-analizissel kapcsolatos klasszikus
fogalmakat vezetjik be. Definidljuk az f fiiggvény n-edik Vilenkin—
Fourier-egyiitthatdjat, Vilenkin—Fourier-sordnak n-edik részletosszegét,
az n-dik Vilenkin—Fejér-kozepet és az n-edik Vilenkin—Dirichlet-féle mag-
fliggvényt:

f(n):= | findp,han €N,
Gm

n—1 n n—1
Su(f) =Y f(k)x, ou(f) = % > Sk(f), D=t
k=0 k=1 k=0

ahol n € P. Ismert, hogy

Sulfs) = [ f(u)Dn(x —u)dp(u). (5.4)

Gm

A Fejér-féle magfiiggvényt a Dirichlet-féle magfiiggvények szamtani ko-
zepeként definidljuk, azaz

1 n
K, = ﬁ;Dk.
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A Walsh-rendszernél bevezetett T-matrix és a hozz4 kapcsolddé defi-
niciok és jelolések a Vilenkin-rendszerre is hasznédlhatok.
A (5.4) alapjan konnyen belédthatd, hogy

o (fix) = | fw)K, (v —u)du(u).

Gm

Definidljuk az (72, n)-edik de La Vallée Poussin-tipust matrix transz-
formdcids kozepet a kovetkez6 mdédon

nnfx = Ztknskfx

ahol n,n € P és n < n. Az (7,n)-edik de La Vallée Poussin-tipusi
matrix transzforméciés mag legyen

= Z temDr(z)
k=i

Konnyen ellendrizhetd, hogy

Trn(fi2) = | f)EG,(x —u)dpu(u).

Gm

Megjegyezziik tovabba, hogy ebben a fejezetben a c (rogzitett m so-
rozat esetén) egy pozitiv abszolit konstanst jelol.

A korlétos Vilenkin-rendszerekre vonatkoz6 3. fejezetben az aldbbi
tételeket bizonyitottuk.

Majdnem mindeniitti konvergencia

Az ebben a részben 1év6 és a Vilenkin—Lebesgue-pontokkal kapcso-
latos tételek a [6] és a [7] cikkekben szerepld, Norlund-, illetve silyozott
kozepekre vonatkoz6 allitdsok dltaldnositasai.
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5.3.1. Tétel. Minden n € P-re (t,, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok
véges sorozata esetén legyen

k=1

Tegyiik fel, hogy f € L1(G,,) és az x € G,,, pontban

lim ,(f2) = f(x).

n—o0

a) Legyen (ty,, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén csokkend és teljesiiljon

lim tl n — O,
n—oo

vagy
b) legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén novekvd. Ez esetben azt feltételezziik, hogy

1
tmn:()(—).
n
Ekkor mindkét esetben

lim o7 (f;2) = f(x).

n—o0

5.3.2. Kovetkezmény. Legyen f € Li(G,,). Mindenn € P-re (t;,, : 1 <
k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata esetén legyen

n
Zt,w =1.
k=1

a) Legyen (ty,, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén csokkend és teljesiiljon

lim tl n — O,
n—oo
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vagy
b) legyen (ty, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata
minden n esetén novekvo. Ez esetben azt feltételezziik, hogy

fan =0 <1) |
n

lim o, (f;2) = f(2)

n—oo

Ekkor mindkét esetben

minden x folytonossdgi vagy Vilenkin—Lebesgue-pontban.

5.3.3. Tétel. Legyen [ € L(G,,). Minden n € P-re legyen (i, -1 :
M, <k < M, 1 — 1) nemnegativ szamok véges sorozata iigy, hogy

Mpy1—1

Z that, 1 = 1.

k=M

Haa (tpm,, -1 My < k < M, 11—1) sorozat minden rogzitett n esetén
novekvd vagy csokkend (kiilonbozd n-ekre nem feltétleniil ugyanabban az
értelemben), tovdbbd feltessziik, hogy

1
oo =0 (57

1
tMn+l_11Mn+1_1 = O (Mn) .

Ekkor

Uﬁn,Mn+1—1(f) — f

majdnem mindeniitt.
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Normabecslések
Az alabbi tétel Walsh valtozata [11]-ben talalhato.

5.3.4. Tétel. Legyen f € L(G,). Minden n € P-re legyen (t ur,, -1 :
M, <k < M,y — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata ugy, hogy

Mpy1—1

>tk =L

k=Mp

Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (i, -1 : My < k < M,1 — 1) rogzitett
n-re monoton, és megfelel a kovetkezo feltételek egyikének.
a) Vagy (te s, —1: My < k < My — 1) novekvd és

1
tMn+1*1,Mn+1*1 =0 (E) )

b)vagy (tim, -1 M, <k < M,y — 1) csokkend.
Ekkor mindkét esetben

ot a(5) = 51, < 0 (£r577)

teljesiil.

5.3.5. Tétel. Legyen f € L,(G,), 1 < p < oo ésn € P. Legyen
(i, -1 My, <k < My — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata.
Feltételezziik, hogy

Mn+171

Z L Mpsr—1 = 1

k=My,

teljesiil. Ekkor

1
“Jlj\zln,MnJrl—l(f) - pr S CpWp (f7 M) )

ahol c, csak p-tdl fiigg.
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5.3.6. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a p = 1 esetén az 5.3.4. Tétel
feltételei, 1 < p < oo esetén az 5.3.5. Tétel feltételei teljesiilnek. Ha
f € Lip(a, p, Gy,), akkor

1
It s = 11,20 (572 )

n

Normakonvergencia

A kovetkez06 tétel Walsh valtozata [15]-ben talalhato.

5.3.7. Tétel. Legyen f € L,(G,,) és minden n € N esetén,(ty, : 1 <
k < n) nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

k=1

teljesiil.
a) Ha (ty,, : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden
n esetén csokkend és

lim tl n — 0,
n—oo

vagy
b) ha (tk,n : 1 < k < n) nemnegativ szdmok véges sorozata minden n

esetén novekvo és
1
tn,n =0 <_ )
n

akkor teljesiil az Li-beli normakonvergencia o (f) — f.

5.3.8. Tétel. Legyen n € P és (tunr,,,—1 @ My, < k < My — 1)
nemnegativ szamok véges sorozata ugy, hogy

Mpy1—1

Z tk’Mn+1,1 == 1

k:Mn
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Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (tp -1 @ My < k < My — 1) minden
rogzitett n-re monoton és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (te s, -1 : My < k < My — 1) novekvd és

1
My -1, My -1 = O (E) :

b)vagy (te s, -1 My < k < Myiq — 1) csokkend és

1
try My —1 = O (E) :

Ekkor mindkét esetben létezik c abszoliit dllando, melyre teljesiil a

||K]7\—‘4nyMn+1*1H1 S ¢
egyenlitlenség.

5.3.9. Tétel. Legyen f € Ly(G,,). Minden n € P-re legyen (ty

n+1—1 :
M, <k < M, 1 — 1) nemnegativ szdmok véges sorozata ugy, hogy

Mn_;_lfl

>tk =L

k:Mn

Ha létezik c abszoliit dllando, melyre

T
[ K ptall, < 6
akkor teljesiil az L,-beli normakonvergencia

UJ:\F/In,MnH—l(f) — [

7 2 P

A kovetkez0 allitas az el6zo két tétel kovetkezménye.

5.3.10. Kovetkezmény. Legyenn € P és (L, 1 My <k < My —
1) nemnegativ szdmok véges sorozata iigy, hogy

Myi1—1

Z tk}Mn_H,l - 1

k=My
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Ezenkiviil tegyiik fel, hogy a (i, 1 : My < k < M,y — 1) rogzitett
n-re monoton és megfelel a kovetkezd feltételek egyikének.
a) Vagy (te -1 : My < k < My — 1) novekvd és

1
My —1,Mp -1 = O (E) ,

b)vagy (tem,..—1: My < k < M,y — 1) csokkend és

1

Ekkor mindkét esetben teljesiil az

Uﬁn,MnH—l (f) = f

L -beli normakonvergencia.



6. fejezet

Angol nyelvi osszefoglalo —
Summary

6.1 Historical review

The theory of harmonic analysis offers a number of mathematical
tools and methods, in which orthogonal systems play an important role.
The theory of orthogonal function systems (and within them Fourier se-
ries) has undergone significant development since their appearance.

In the literature, the term "Walsh function" is also used for elements
of three orthonormal systems. Namely, the original Walsh, the Walsh-
Paley, and the Walsh-Kaczmarz systems. These systems contain the same
functions, but in different orders. Among them, in this dissertation we
deal with the Walsh-Paley and Walsh-Kaczmarz systems.

The Rademacher system, which can be considered as a predecessor
of Walsh systems, was defined by Hans Adolph Rademacher, but the or-
thogonal system he created was not yet complete. Joseph Leonard Walsh
is credited with a possible completion of it. Guided by practical consid-
erations, Walsh in 1923 [74] took the Haar system as a starting point,
due to its many good properties. He introduced an orthonormal function
system in which the functions take on the constant values +1 and —1 on
the dyadic intervals. The system constructed by Walsh (as an ordered set

99
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of functions) is usually called the original Walsh system. The elements
of the original Walsh system can be written as products of finitely many
Rademacher functions, and Raymond Edward Alan Christopher Paley (in
1932) [59] gave a more accessible construction of the Walsh functions
which is known as the Walsh-Paley system.

Stefan Kaczmarz observed in 1929 that the Walsh system can be de-
rived from the Haar system through certain elementary combinations.
A. A. Sneder introduced the Walsh-Kaczmarz system in 1948. He also
showed that the system thus created is a rearrangement of the Walsh-Paley
system.

Generalizations of a dyadic representation of Walsh functions based
on group theory are Vilenkin systems (1947, Naum Yakovlevich Vilenkin
[72]). If the generating sequence is bounded, then the statements related
to Vilenkin systems are often analogous to the Walsh-Paley cases, but
in the unbounded case there are serious differences in both the content
of the statements and the details of the proof procedures. Around the
1990s, Gyorgy Gat (in the unbounded case together with Toledo Rodolfo)
introduced three generalizations of the Vilenkin system (see [31-33]).

Matrix transform means are common generalizations of several well-
known summation methods. It follows from simple considerations that
the Riesz means, the Norlund means, the 7' (weighted) means, the Fe-
jér (or the (C, 1)) and the (C, ) means are special cases of the matrix
transform summation method introduced above.

In a classic book of F. Schipp, W. R. Wade, P. Simon and J. Pal [62]
(on page 191) we can read the inequality

logn (f) — fHX<WX f2 ZQk "w )7

where X is a homogeneous Banach space (for example any L, space,
where 1 < p < oo or the space of continuous functions C') and wy is the
modulus of continuity for functions in X.

Our work is motivated by the work of Mdricz and Siddiqi [53], Are-
shidze and Tephnadze [4] on the Walsh-Norlund summation, the result
of Méricz and Rhoades [52] on the Walsh weighted mean and Anakidze,
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Areshidze, Persson and Tephnadze [3] on the 7' (weighted) summation

method. Moéricz and Siddiqi’s results on Walsh-Cesaro means are based

on previous results by Yano [78], Jastrebova [45] and Skvortsov [66].
Moéricz and Siddiqi in [53] proved for Norlund means the following.

Theorem 6.1.1 (Moricz and Siddigi [53], Theorem 1). Let f € L,(G),
1 <p<ooandlet{q : k € N} be a sequence of nonnegative numbers
such that

= Zqz = O(1) for some 1 < v < 2. (6.1)

If qi, is non-decreasing, then

[n|—1
) . 1 1
1ty (f) = fll, < 0. jgo 27 ¢y 25wy (f, 5) + cw, <f, %) ;

while if q; is non-increasing, then

|n|—1
w 5 1
200~ 11, S35, 3@ = Qusaten (1.5

Blahota and K. Nagy [20] proved similar inequalities for matrix trans-
form means. This is also a common generalization of the two results of
Moéricz and Siddiqi [53] and Méricz and Rhoades [52]. With our nota-
tions:

Theorem 6.1.2 (Blahota and K. Nagy [20], Theorem 1). Let f € L,(G),
1 <p<oo Foreveryn € N, {t;,, : 1 <k <n} be a finite sequence of
non-negative numbers such that

k=1
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is satisfied.
a) If the finite sequence {ty,, : 1 < k < n} is non-decreasing for a
fixed n and the condition
(3)
tn,n - -
n

is satisfied, then

In|—1

HO-;UT(]C) - f”p <5 E - 2Jt2j+1,17nwp (f, 5) + Cwp (f’ QT)
]:

holds.
b) If the finite sequence {t,, : 1 < k < n} is non-increasing for a
fixed n, then

n|—1

o™ (5) = 7ll, <5 > Pty (f | %) e <f | %)
j=0

holds.

Goginava and K. Nagy [42] improved these results in their article (for
Walsh-Paley system), presenting the definition of the transform variation
of the system matrix. lofina and Volosivets published similar results on
Vilenkin systems with similar assumptions using different methods (inde-
pendently form technics of Méricz, Rhoades, Siddiqi, Fridli and others)
with respect to matrix transform means in [44].

Areshidze and Tephnadze [4] proved the Theorem 6.1.3.. They also
proved (for the increasing case) the Theorem 6.1.1., with a specific coef-
ficient and without the (6.1) condition. A similar theorem was proved for
Norlund means generated by increasing sequences without assumption
(6.1) by Fridli, Manchanda, and Siddiqi [30].

Theorem 6.1.3 (Areshidze and Tephnadze [4], Theorem 1). Let f €
L,(G), 1 < p < oo and let t, be a regular Norlund mean generated
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by non-decreasing sequence {qy, : k € N}. Then

In|—1

1tef) = £1I, <1822 ( 2k)+12wp (fﬁ>

For similar results on 7" (weighted) means see paper of Anakidze,
Areshidze, Persson and Tephnadze [3].

It is known, that the behaviour of the Dirichlet kernel of the Walsh-
Kaczmarz system is worse in a certain sense than that of the kernel of the
Walsh-Paley one. Namely, Sneider (who introduced this system in 1948)
proved in [68] that the inequality

DH
lim sup ﬂ >0

n—00 10g n

holds for almost every x € G.

On the other side a lot of convergence theorems were proved for this
system, and Schipp [61] and W. S. Young [79] pointed out that the Walsh-
Kaczmarz system is a convergence one. Skvortsov showed in [67] that
the Fejér means with respect to the Walsh-Kaczmarz system converge
uniformly to f for any continuous functions f. Gét in [34] proved for
any integrable functions, that the Fejér means with respect to the Walsh-
Kaczmarz system converges almost everywhere to the function. Further-
more, (analogously to the Walsh-Paley case) S/i(f) — f asn — oo in
L,(G) norm, if 1 < p < 0.

In their paper [41] Goginava and Gogoladze introduced the concept
of Vilenkin-Lebesgue point generalized the definition of Walsh-Lebesgue
point was introduced by Weisz [75]. A point x € (G, is a Vilenkin-
Lebesgue point of f € Li(Gy,), if

A—-1 ms—1
m S M, / F(t) — F(@)ldu(t) =0,
A—ro0 =0 rsz_l Ta(z—7ses)

where e; :== (0,...,0,1,0,...) € Gy, (only the sth coordinate is 1, the
others are 0).
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Important results of the Vilenkin-Fourier analysis, thatif f € L,(G,,),
then Sy, (f) — fando,(f) — f,as n — oo almost everywhere on G,,.
Moreover, it is known for any integrable function that almost every point
of G, is a Vilenkin-Lebesgue point and for any such point x

Su, (f;2) = f(x) (6.2)

asn — oo forany f € Li(G).

Also with respect to Vilenkin systems D. Baramidze, Dvalashvili and
Tutberidze [6] for Norlund means, D. Baramidze, Gogolashvili and Nadi-
rashvili [7] for weighted means proved theorems connected to Lebesgue
points. The former dealt with Norlund means, while the latter dealt with
weighted means.

About Lebesgue points our main aim is to generalize statements of
papers of D. Baramidze, Dvalashvili, Tutberidze and of D. Baramidze,
Gogolashvili, Nadirashvili, to matrix transform means.

We mention, that Iofina and Volosivets [44] obtained similar results on
Vilenkin systems with similar assumptions using different methods (inde-
pendently form technics of Méricz, Rhoades, Siddiqi, Fridli, Goginava,
Git, Tephnadze, K. Nagy and others) with respect to matrix transform
means.

The de La Vallée Poussin-type matrix transformation means for the
Walsh system were introduced by Blahota and Gat in [14].

6.2 Walsh-Paley and Walsh-Kaczmarz systems

Notation and definitions

Let P denote the set of positive integers and N := P U {0}. Let
Zo denote the discrete cyclic group of group order 2. The group oper-
ation is addition modulo 2. Let every subset be open. The Haar mea-
sure fi, is defined on the k-th Zy (k € N) such that p(0) == ug(1) :=

1/2. Let G : >< ZQ be the dyadic group (the direct product of dis-

crete cyclic groups) The elements of G can be represented as sequences
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x = (xo,T1,...,Tx,...), where x € {0,1} for k& € N. The group op-
eration on G is coordinate-wise addition modulo 2 (denoted by +), and
let 1. be the normalized Haar measure, i.e., the product measure of the ji,
and the topology is the product topology.

Dyadic intervals are defined as follows:

]0($) = G7 _[n({L') = {y €eG: Y= ([[’0, cos Tp—1,Yns Ynt1,y - - - )}7

where x € G,n € P, and let I,, := I,,(0). These intervals form a neigh-
bourhood basis for the topology of G.

Let L,(G) denote the usual Lebesgue space on G (with the corre-
sponding ||.||, norms).

For the sake of notation, we agree to write L, (G) instead of C'(G),
and || f]le := sup{|f(x)| : = € G}. Clearly, L., is not the same as
the space of continuous functions but rather an appropriate subspace of it.
Since the supremum norm and the L, norm coincide for continuous func-
tions, we hope that the reader will accept this notational simplification for
convenience.

We introduce some concepts from Walsh-Fourier analysis.

The n-th Rademacher function at the point x is defined by

ro(z) = (=1)" (r € G,n eN).

Every natural number has a unique binary representation, and this repre-
sentation is finite (only finitely many n;, are non-zero):

n=> m2* n,e{0,1} (keN).
k=0

We will also need the following notation. If n € P, then |n| := max{j €
N : n; # 0}. This means that 2"l < n < 2In+1,

The Walsh-Paley functions are defined as follows. Let wg(z) := 1,
and if n € P, then define

[n]

wn(a) = [ ri(2) = (1),
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It is known that the Walsh-Paley system (w,,,n € N) forms the character
system of (G, +).
Let the modulus of continuity in L,(G) be

wp(f,0) :=sup [[f(. +1) = fFO),,

[t|]<é

where f € L,(G) and § > 0, and define

Ty
|| == Z St for every z € G.

=0

In the case where f € C'(G), we replace p with co.
The Walsh-Kaczmarz system is introduced as follows. Let kg := 1
and for n € P define

[n|—1
In|~1

fin (%) = 7n) (2) H Tnl-1-(%) = Py () (—1) k=0 "Inl-1k

It is easy to see that
T'n = Won — Kon

forall n € N.

The sets of Walsh-Kaczmarz and Walsh-Paley functions coincide on
dyadic blocks. That is,

{ﬁn:2k§n<2k+1}:{wn:2k§n<2k+1}

for every k € N and kg = wy.

The Walsh-Paley and Walsh-Kaczmarz systems are orthonormal and
complete in L; (G).

Skvortsov established a relationship between the Walsh-Kaczmarz and
Walsh-Paley functions using the transformation 7,, : G — G-

Tn(x> = (In—hxn—% <oy 15, X0y Ty L1y« - - )
Specifically, for every n € Nand x € G:

Kn () = T () W0y, _ginl (T (7))
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It is important to note that the function 7,,(.) is measure-preserving.
Let P¢ be the collection of Walsh-Paley or Walsh-Kaczmarz polyno-
mials of order less than n, that is, functions of the form

T) = i crép(w)

where x € G, {c;} is a sequence of complex numbers and &, = w, or
&, = Ky, for all n € N. Equality (2.1) yields that the next notation works

Pyn = P = Ph.

It is easy to see that sets of all Walsh-Paley and the Walsh-Kaczmarz
polynomials — denoted by P — are the same.
The Lipschitz classes in L,(G) are as follows. For every o > 0, let

Lip(a,p, @) := {f € L,(G) : w,(f.8) = O(6") as § - 0}.
Furthermore,
Lip(a, C(GQ)) :=={f € C(G) : |f(z +y) — f(x)] < ly|*, =,y € G}.
Later, for simplicity, we will write Lip(«, co, G) instead of Lip(a, C'(G)).
We define the n-th Fourier coefficient, the n-th partial sum of the

Fourier series, the n-th Fejér mean, and the n-th Dirichlet kernel (for
either Walsh-Paley or Walsh-Kaczmarz systems) as follows:

) Z/Gfﬁndﬂ ifneN,

n-1 n n—1
= 3" Fg o) = DTS DS = Y6
k=0 k=1 k=0

where n € P. Known to

SE(f: ) / F(u)DS (& + w)dpu(u). (6.3)
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The Fejér kernels are the arithmetic means of the Dirichlet kernels, that

1s,
1 n
K§:=-) " D;.
=

i j—1 be a doubly infinite matrix of real numbers. We
always assume that the 7" matrix is upper triangular, i.e., ¢; ; := 0if 7 > j.
The n-th matrix transformation mean defined by 7" is

o7 (fix) =3 tenSE(fi2).
k=1

Since the n-th column of the 7" matrix determines the o7 n matrix trans-
formation mean, and the definition involves only finitely many terms, we
refer to (tk,n : 1 < k < n, k € P) as a finite sequence of numbers for
every n € [P.
If >0, ty.n = 1, then the Norlund means are special cases of matrix
transformation means, namely
Gn—k
tim - o
From now on, let (¢;,, : 1 < k < n, k € P) be a finite sequence of
non-negative numbers for every n € P. The n-th matrix transformation
kernel function is defined as

K§'(2) = tinDi(x).
k=1

Based on (6.3), it is easy to see that for z,u € G

o7 (f:2) = /G ) KET (2 + w)dpu(u),

which clearly demonstrates the importance of examining the kernel func-
tions.
We also note that throughout this chapter, the symbol ¢ denotes a pos-
itive absolute constant, which may vary from one occurrence to another.
In the dissertation, in chapter 2. of the Walsh-Paley and Walsh-Kacz-
marz system, we proved the following statements.
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Norm estimates

The following theorem is a joint improvement of Theorem 1 in [4]
and Theorem 1 in [20], and in the second case, a generalization. (The
constants in the above theorems have been named and improved.)

Theorem 6.2.1. Let f € L,(G)and1 < p < cc. Foreveryn € N, (ty, :
1 < k < n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

k=1

is satisfied. If the finite sequence (ty., : 1 < k < n) is non-increasing for
a fixed n, then

\n\ 1
1 47 1
o () — fup_wzztgk wp( Qk)%wp(f,w)

holds.

The next theorem is a generalized and improved version of Theorem
2 in [4] (from Norlund and 7T'-matrix transformation summation).

Theorem 6.2.2. Let the finite sequence (tyon @ 1 < k < 2") of non-
negative numbers be non-decreasing for alln € N and

on
D tpan =1
k=1

Then for any f € L,(G) for some 1 < p < oo, we have the following
inequality

" n—1 25 1
HUQnT(f) - f”p < > o (ﬁ ;)

n—1
1
+3 Z(n — 5)2%tan_gs 11 nlwp (f, g)

s=0

1 1
w24 (A1)
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Theorem 6.2.3. is also a generalization, based on Theorem 3 in [4].

Theorem 6.2.3. For every n € P, let the finite sequence (t;, : 1 < k <
n) of non-negative numbers be non-decreasing for all n and we suppose

that .
k=1

fan =0 (1) |
n

Then for any f € L,(G) for some 1 < p < oo, we have the following
inequality

and

Inl

2k 1
o) = 11, < 3 e (5507
k=0

The next theorem is a generalization of the result of K. Nagy in [57],
who proved (with slightly different methods) the analogous statement for
Norlund means with respect to the Walsh-Kaczmarz system. K. Nagy also
estimated the rate of approximation of weighted means for the Walsh-
Kaczmarz system in [55].

Theorem 6.2.4. Let f € L,(G), 1 < p < oo and let for every n € P,
(tkn : 1 < k < n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

k=1

is satisfied.
a) Let the finite sequence (ty,, : 1 < k < n) be non-decreasing for all n
and let condition
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be satisfied. Then

|n| 1

1 1
o (1) = fll, = 15 Z Plarnisnt (f 2') e (fﬁ> |

b) Let the finite sequence (t;,, : 1 < k < n) be non-increasing for all n,
then

|n| 1

) 1 47 1
los7(f) — £, < 15 Z 27ty nwp< ‘5 ) + 3% (fﬁ> :

Norm convergence

Theorem 6.2.5. Let f € L,(G). Foreveryn € P, let (., : 1 < k < n)
be a finite sequence of non-negative numbers such that

k=1

and

lim tk,n =0

n—o0

for any fixed k.
If there exists an absolute constant c, for which

1] < e
then we have the L, -norm convergence
o (f) = f.

asn — oQ.
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Corollary 6.2.6. Let n € P and let (t.,, : 1 < k < n) be a finite sequence
of non-negative numbers such that

n
> tin=1
k=1

Suppose that one of the following holds.
a) If the finite sequence (ty,, : 1 < k < n) is non-decreasing for a fixed

n, then we suppose
1
- <_) |
n

b) If the finite sequence (ty,, : 1 < k < n) is non-increasing for a fixed
n, then we suppose

lim ¢, = 0.
n—oo

Then in both cases we have the L, -norm convergence

o (f) = I,
asn — oo.

Theorem 6.2.7. Let f € Llp( a, p,
Let for everyn € P, (tg, : 1 <
negative numbers such that

G) for some o > 0 and 1 < p < .
k < n) be a finite sequence of non-

3

ten =1
k=1

is satisfied. Let the finite sequence (t, : 1 < k < n) of non-negative
numbers be non-decreasing for all n € P and condition

eof)
n
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is satisfied. Then the next estimate holds

O(n™%), if0<a<l,
HO‘fLT(f)—pr: O(logn/n), ifa=1,
O(1/n), ifa> 1.

6.3 Vilenkin systems

Notation and definitions

As we shall see, the introduced concepts are analogous to those in
the previous chapter (this analogy is based on the fact that the Vilenkin
system is a generalization of the Walsh system).

Let m := (mg,my,...) be a sequence of positive integers not less
than 2. Let Z,,, := {0,1,...,m, — 1} denote the additive group of
natural numbers modulo m,,, where n € N. The Vilenkin group G,, is
defined as the direct product of these discrete cyclic groups Z,,, . The
group operation on (7, is the coordinate-wise addition modulo m,.

The measure  introduced on the direct product is defined as the direct
product of the measures

pin ({7}) = 1/mn (j € Zi,,)

which is the Haar measure and a probability measure on G,,, that is,
1 (G) = 1.

If the sequence m is bounded, then G,, is called a bounded Vilenkin
group; otherwise, it is called unbounded. In the papers covered in this
chapter, and thus in the entire dissertation, we only deal with the bounded
case. We mention that for m = (2,2, ...) we obtain G, the dyadic group.
The elements of (&,,, can be represented by the number sequences

= (20,21, ., Tpy...) (T € Lp,) .
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The dyadic intervals are defined as follows:
Iy (z) := G,
In(x> = {y S Gm | Yo = Zoy---,Yn-1 = xnfl} (LU € Gman € P)

The so-called generalized, m-adic number system based on the sequence
m is defined as

My :=1, M,y :=m,M, (n € N).

Then every n € N can be uniquely represented as n = Y ;- n, My,
where ny, € Z,,, (k € N), and only finitely many n;, differ from zero. Let
In| denote the natural number (called the order of n) for which M, <
n <M ro|+1-

Let L,(G,,) denote the Lebesgue space on G, (with the correspond-
ing ||.||, norms), and let C'(G,,) denote the space of continuous functions
on G,, with the norm || f||o := sup{|f(z)| : z € G, }.

Define the modulus of continuity on L,(G,,) for 1 < p < oo, f €
L,(G,,),and 6 > 0 by

wp(f,0) = sup [|F(- —2) = f()llp

lz|<d
where
o
i
|| := forall z € G,,.
i=0 it

Analogously, we define the modulus of continuity on a function f of
C(Gp), denoted by woo(f, 9).

Similarly to the previous chapter, we introduce classes Lip(«, p, G,,)
and Lip(«, C(G,,)) (provided 1 < p < 00), and use the notation

Lip(a, 00, Gy,) := Lip(a, C(G)).

We introduce an orthonormal system on G,,, called the Vilenkin sys-
tem. To this end, we define the complex-valued functions 7 (z) : G, —
C, known as generalized Rademacher functions, as follows:

ri, (x) == exp 2muay/my) (¥ = —1, 2 € Gy, k €N).
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The function sequence ¢ := (1, : n € N) on G,,, where

Yule) = [ [ri* (@) (n€N)

is called the Vilenkin system.

If m = (2,2,...), we obtain the Walsh-Paley system as a special
case. The Vilenkin system is orthonormal and complete in L, (G,,). The
elements of the Vilenkin system are exactly those continuous functions
f: G, — C for which

flx+y) = f(x)f(y)

and |f(x)] = 1 for all z,y € G,,. Moreover, this holds if and only if
f(x) = 1, (x) for some n € N.

Let P,, be the collection of Vilenkin polynomials of order less than n,
that is, functions of the form

P(z) = iak¢k<x)7

where n € P and {ay} is a sequence of complex numbers. Let P denote
the set of Vilenkin polynomials.

In the following, we introduce the classical concepts related to Vilen-
kin-Fourier analysis. We define the nth Vilenkin-Fourier coefficient of
a function f, the nth partial sum of its Vilenkin-Fourier series, the nth
Vilenkin—Fejér mean, and the nth Vilenkin-Dirichlet kernel as follows:

f(n) :=/G fbndp ,if n € N,

n—1 n n—1
Su() = 3 FRye, o) = - S°S(f), Da= D,
k=0 k=1 k=0
where n € P. It is known that
Sn(f;x) = f(u)Dy(z — w)dp(u). (6.4)
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The Fejér kernel is defined as the arithmetic mean of the Dirichlet kernels:
1 n
=— E Dy..
n
k=1

The T'-matrix introduced for the Walsh system, along with the associ-
ated definitions and notations, can also be used for the Vilenkin system.

Based on (6.4) it is easy to see that

o (fix) = | flu)K, (@ —u)dp(u).

Gm

We define the (72, n)th de La Vallée Poussin-type matrix transforma-
tion mean as follows:

nnfx = Ztankfx

where ,n € P and 7 < n. The corresponding (72, n)th de La Vallée
Poussin-type matrix transformation kernel is

= Z tem D ()
k=

It is easy to check that

We also note that in this chapter, c (for a fixed sequence m) denotes a
positive absolute constant, which may vary in different occurrences.

In the dissertation, in chapter 3. we proved the following theorems for
bounded Vilenkin systems.
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Almost everywhere convergence

In this subsection, the theorems related to Vilenkin-Lebesgue points
are generalizations of the theorems on Norlund means and weighted means
in the articles [6] and [7].

Theorem 6.3.1. For everyn € P, (t;,, : 1 < k < n) be a finite sequence
of non-negative numbers such that

St =1
k=1

is satisfied.
Suppose that | € Li(G,,) and for some x € G,,

lim 0, (f;2) = ().

a) Let the finite sequence (ty, : 1 < k < n) of nonnegative numbers
be non-increasing for all n and condition

lim th =0
n—00

is satisfied, or
b) let the finite sequence (ti,, : 1 < k < n) of nonnegative numbers
be non-decreasing for all n. We also suppose that

e
n

lim o7 (f;2) = f(x).

n—oo

Corollary 6.3.2. Let f € L1(G,,). Foreveryn € P-re (tg, : 1 < k <n)
be a finite sequence of non-negative numbers such that

k=1

holds.
Then in both cases
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is satisfied.

a) Let the finite sequence (ty, : 1 < k < n) of nonnegative numbers
be non-increasing for all n and condition

lim tl,n =0

n—oo
is satisfied, or

b) let the finite sequence (ty,, : 1 < k < n) nonnegative numbers be
non-decreasing for all n. We also suppose that

e
n

holds.
Then in both cases

lim o, (f;2) = f(2)

n—oo

for all continuity or Vilenkin-Lebesgue points x.

Theorem 6.3.3. Let f € Li(G,,). For every n € P, let (ty

'7L+171 :
M, <k < M, 1 — 1) be a finite sequence of non-negative numbers such
that

Mpy1—1

Z T My —1 = 1.

k=My

If the finite sequence (ti a, -1 : My < k < M,11—1) is non-decreasing
or non-increasing for every fixed n (not necessarily in the same sense for
different n’s) and conditions

1
oo =0 (57

1

and
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holds.
Then

UJTwn,Manl(f) — f

almost everywhere.

Norm estimates
Walsh’s version of the following theorem can be found in [11].

Theorem 6.3.4. Let f € L(G,,). For everyn € P, let (tpn,,,—1 :
M, <k < M, — 1) be a finite sequence of non-negative numbers such
that

]\/[n+1 -1

Z teMy -1 = 1.

k=M,

Moreover, assume that (tk’MnH_l : M, < k < M, 11— 1) is monotonous
and satisfies one of the following conditions.
a) Either (ty 1, -1 : My, < k < M,y — 1) is non-decreasing and

1
EMpy—1, My —1 = O (E) )

b) or (tin,,—1 : Mn < k < M,y — 1) non-increasing.
Then in both cases

|t o(5) = 51, < 0 (£r57)

holds.

Theorem 6.3.5. Let f € L,(G,,) where 1 < p < coandn € P. Let
the finite sequence (tthH_l : M, <k < M,1 — 1) of non-negative
numbers. We suppose that

Mpy1—1

Z b Mpsr—1 = 1

k=My,
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holds. Then

1
||oj]\14n,Mn+1—1(f) - pr S CpWp (f7 E) )

where c, depends only on p.

Corollary 6.3.6. Let us suppose that in case of p = 1 conditions of The-
orem 6.3.4., in case of 1 < p < oo conditions of Theorem 6.3.5. are
satisfied. If f € Lip(«, p, G,,), then

1
a5 = 71, =0 (572 )

n

Norm convergence
The Walsh’s version of the following theorem can be found in [15].

Theorem 6.3.7. Suppose that f € L1(G,,) and for everyn € N, (ty,, :
1 <k < n) be a finite sequence of non-negative numbers such that

n
> tin=1
k=1

is satisfied.
a) If the finite sequence (ty.,, : 1 < k < n) of nonnegative numbers is
non-increasing for all n and
lim tl,n = 0,
n—oo
is satisfied, or
D) if the finite sequence (i, : 1 < k < n) of nonnegative numbers is
non-decreasing for all n and

tn,n =0 <l) )
n

then we have the Ly-norm convergence ol (f) — f.
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Theorem 6.3.8. For everyn € P, let (tip,, -1 : My <k < M, — 1)
be a finite sequence of non-negative numbers such that

Mn+171

Z tk,Mn+1—1 — 1

k=My,

Furthermore, assume that (tj nr,,,,—1 : Mn < k < M, 11—1) is monotonous
and satisfies one of the following conditions.
a) Either (ty : M, <k < M, 1 — 1) is non-decreasing and

n+1_1

1
EMpy—1, My —1 = O (E) )

b) or (ti -1+ My, <k < M,y — 1) non-increasing and

1

Then in both cases there exists an absolute constant c, for which the in-
equality
T
||KMnyMn+1*1H1 S ¢
is satisfied.

Theorem 6.3.9. Let f € Li(G,,). For everyn € P, let (ty, -1 :
M, <k < M, 1 — 1) be a finite sequence of non-negative numbers such
that

Mn+1*1

>tk =L

k=M,

If there exists an absolute constant c, for which

T
HKanMn+1_l ||1 S C’

then we have the Li-norm convergence

01:\F4n,Mn+1—1<f) — f.
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The following statement is a consequence of the previous two theo-
rems.

Corollary 6.3.10. Foreveryn € P, let (tyn,,,—1: M, <k < M,y —1)
be a finite sequence of non-negative numbers such that

Mpy1—1

Z thaty 1 = 1.

k=M

Moreover, assume that (i, ,,—1 @ M, < k < M, — 1) is monotonous
and satisfies one of the following conditions.
a) Either (tp -1 Mp < k < M,41 — 1) is non-decreasing and

1
tMyi1—1,Mp -1 = O (M) ;

b) or (ti -1+ My, <k < M,yy — 1) is non-increasing and

1

Then in both cases we have the L,-norm convergence

Uﬁ,L,Mn+1—1(f) — [
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