SHORT THESIS FOR THE DEGREE OF DOCTOR OF PHILOSOPHY (PHD)

Localization in quantum chromodynamics on the lattice

Réka Agnes Vig

Supervisor:
Dr. Tamas Gyorgy Kovacs

UNIVERSITY OF DEBRECEN
DOCTORAL SCHOOL OF PHYSICS
DEBRECEN, 2021



Prepared at

the Institute for Nuclear Research, Atomki



Introduction

Strongly interacting matter goes through a crossover [1] at finite temperature, from a color confined
hadronic state to quark-gluon plasma (QGP). This finite temperature transition is called deconfi-
nement. In the crossover region two other phenomena occur, namely the approximate restoration
of chiral symmetry, that is spontaneously broken at low temperature and the Anderson-type loca-
lization [2] of the Dirac eigenmodes with eigenvalues of the smallest magnitudes. Due to the fact
that these three phenomena happen in the same temperature region, it is possible that there is some
relationship among them, or probably one of them governs the appearance of the other two. To find
out whether this assumption is correct, we need to examine quantum-chromodynamics (QCD), the
quantum field theory of the strong interaction, at the crossover region.

In the temperature region of the QCD crossover, the gauge coupling is strong, therefore a non-
perturbative approach is needed. Lattice field theory provides us a mathematically well-defined,
non-perturbative framework to study the strongly coupled theory of the strong interaction. Thus
our studies were done by using finite temperature lattice simulations around the region of the
transitions.

Our work has focused on the investigation of the phenomenon of localization. We wanted to
understand the cause of the occurrence of localization and its relationship to deconfinement. For
this we used a similar model to QCD, where deconfinement is a genuine first order phase transition.
In this case we can compare the we can precisely compare the temperature of the occurrence of
deconfinement and localization. If they happen at compatible temperatures, that implies a strong
connection between the two.

To understand the mechanism behind the phenomenon of localization, we examined the effect
of topological objects of the gauge field on the spectrum of the Dirac operator. These topological
objects, called instantons [3] at zero temperature and calorons [4] for finite temperatures, can provide
an explanation of localized eigenmodes with eigenvalue magnitudes close to zero [5]. Therefore we
examined the caloron related part of the spectrum and checked whether they are responsible for the
whole localizaion.

Calorons are expected to form a non-interacting dilute gas at the high temperature phase of
QCD. This is the dilute instanton gas approximation. The results of perturbative calculations of
the temperature dependence of the topological susceptibility, based on this approximation differ by
an order of magnitude from the results of lattice simulations [6], even at temperatures 5 — 10 times
greater than the critical temperature of the transition. This means that either the approximation of a
dilute gas at high temperature cannot be used to describe topological objects or that the perturbative
approximation of the contribution of the one-instanton sector to the path integral is not accurate
enough. The latter was reconsidered recently [7], but the results still have a 3¢ discrepancy compared
to the lattice calculations. This motivated our last study to check whether the interaction among
calorons can be neglected in the high temperature phase.

Critical point of localization

At high temperatures, the lowest eigenmodes of the fermion Dirac operator are localized, while ei-
genmodes corresponding to higher parts of the Dirac spectrum, are delocalized. Localized modes
are separated from the delocalized modes by a critical point in the spectrum, called the mobility
edge (Ac) [8]. When the temperature is decreased, the part of the spectrum that consists of lo-
calized eigenmodes becomes smaller, thus the mobility edge gets lower and lower in the spectrum.
By decreasing the temperature further, at a critical point the mobility edge becomes zero, which
means that all the localized eigenmodes disappear. Under the critical temperature of localization
all eigenmodes are spatially extended [9].



In the quenched theory, the limit of infinitely large quark masses, deconfinement is a first order
phase transition. The critical temperature of deconfinement in the quenched approximation is known
from the literature [10]. Our aim was to compare this to the critical temperature of localization
(T.). For this we had to determine the temperature where the mobility edge disappears \.(T.) = 0,
in the quenched theory.

Although different lattice discretizations of the Dirac operator give the same correct formula in
the continuum limit, in the case of finite lattice spacings they can have different properties. This
may have an effect on the phenomenon of localization in lattice simulations. Therefore we calculated
T. with different lattice spacings and also with two different fermion discretizations to rule out its
dependence on which lattice version of the Dirac operator is used.

Toplogy and localization

Topologically nontrivial solutions of the Euclidean Yang-Mills equations of motion provide gauge
configurations that are accompanied by the presence of zero eigenmodes. These are called (an-
ti)instanton solutions, where (anti)instantons are the localized lumps of the field strength. On a
gauge background with one instanton the zero eigenmode is localized on the instanton [3]. Similar
behaviour is expected in the case when more instantons are present.

In the presence of an instanton and an antiinstanton at finite distance from each other, the
degeneracy of the corresponding zero modes splits and there will be a complex conjugate eigenvalue
pair with small magnitude. These gauge configurations are not exact solutions of the Fuclidean
equations of motions, and thus the zero eigenmodes are ony approximate. For simplicity we will also
call these topological objects instantons (or calorons, for finite temperatures). The Atiyah-Singer
index theorem [11] ensures that on a gauge background with topological charge |@Q| > 0, there are
chiral eigenmodes with zero eigenvalues. Therefore the presence of instantons, can be related to zero
and near-zero eigenvalues in the spectrum of a Dirac operator with good chiral properties.

It was shown [12] that these instanton related eigenmodes appear as a near-zero spike in the
spectral density of the overlap [13] Dirac operator. Therefore instanton related eigenmodes can be
examined through calculating the Dirac spectrum. We also detected a spike in the spectral density of
the staggered Dirac operator, therefore we could determine the role of topology related eigenmodes
in localization, in both cases of discretizations we used.

Thesis points

The results described in my dissertation are organized into four points.

1. We determined the critical point of localization in the quenched theory [P1,P2].

For this we generated gauge configurations above the deconfining critical temperature. On
these configurations the lowest eigenmodes of the staggered Dirac operator were determined.
For the statistical analysis of the eigenvalues, I have written a code in C++. From the spectrum
data, we calculated the mobility edge and determined its temperature dependence near the
critical point. We set the temperature by the inverse gauge coupling 5. We determined the
function A.(3) for three different lattice resolutions and calculated the critical inverse gauge
coupling of localization (5L°¢ by extrapolation, in each cases. We compared our results to the
known results of deconfinement and found that the critical inverse gauge couplings of the
two phenomena coincide within the statistical error, independently from the lattice spacing.
These results suggest that localization and deconfinement are strongly related phenomena. I
have presented these results at the 36th Annual International Symposium on Lattice Field
Theory [P2].



2. We determined the critical point of localization using chirally symmetric discretization, the
overlap Dirac operator [P3].

On the previously generated gauge backgrounds, we calculated the lowest part of the over-
lap Dirac operator. The overlap operator, in contrast to the staggered, has an exact chiral
symmetry for finite lattice spacings, therefore its properties are closer to that of the conti-
nuum Dirac operator. We repeated our previous calculations to determine the temperature
dependence of the mobility edge, in the spectrum of the overlap operator. Then from this,
we determined the critical inverse gauge coupling by extrapolation. We found also in this
case, that the critical inverse gauge couplings of localization and deconfinement coincide. This
means that this result is independent from the lattice discretization and thus it is very likely
that there is a genuine link between localization and deconfinement.

3. We separated the caloron related part of the spectrum from the bulk and determined the
proportion of the corresponding eigenvalues to the total number of localized eigenmodes [P1,
P4].

We calculated the spectral densities of the overlap and the staggered Dirac operators. As the
mobility edge was determined in our studies before, we could determine the number of all
localized eigenmodes by counting the eigenvalues that fell below A.. In the spectrum of the
staggered operator, we considered those eigenvalues to be caloron related that fell below the
minimum of the spectral density between the spike and the bulk. In the case of the overlap
operator we used another method to precisely define the caloron related region of the spectrum.
This method is based on the assumption that the interaction between calorons can be neglected,
that is the topic of the next point. After identifying the caloron related eigenvalues, we
calculated the ratio of the number of such eigenvalues and the number of all eigenvalues that
correspond to localized modes. We found that this ratio is getting smaller as the temperature
is increased and caloron related localized modes responsible for only approximately half of the
number of all localized eigenmodes even at the transition temperature. This result means that
the phenomenon of localization cannot be fully explained by approximate zero eigenmoedes
localized on calorons.

4. We showed that calorons can be described as a free topological gas above the critical tempe-
rature [P5,P6].

If calorons and anticalorons appear independently on a gauge configuration, the distribution of
their number are described by two independent and identical Poisson distributions. Therefore
we could calculate analytically the probability distribution of the difference of the caloron num-
ber n. and anticaloron number n,. According to the index theorem, this difference equals the
topological charge QQ = n. — ng, i.e. the number of exact zero eigenvalues. The overlap opera-
tor, in contrast to the staggered, has exact zero eigenvalues in its spectrum. Thus by counting
the number of zero eigenvalues we could determine the distribution of @, corresponding to
lattice simulations. We found that the analytical predictions agreed well with the distribution
calculated on the lattice. Encouraged by this, we determined the analytical distribution of
the number of all caloron related eigenmodes n = n. + n,. Then from this, we determined
the expectation value of n. Accordingly, by using the data of lattice simulations, we could
determine the point in the spectrum under which all eigenmodes can be identified as topology
related. Then we could count the number of all caloron related eigenmodes on each gauge
configuration. Comparing the distribution of n on the lattice to the analytical distribution
we found that they are compatible. We did our calculations at temperature T' = 1.045T,
which means that calorons can be described as a non-interacting gas, already at relatively low
temperatures.
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Bevezetés

Az er6sen kolecsonhat6 anyag egy véges hOmérsékleten bekovetkezd atmenet soran, a szinbezaré had-
ronikus fazisbdl kvark-gluon plazmédba (QGP) megy 4t [1]. Az dtmenet hémérsékleti tartomdnyaban
masik két jelenség is bekovetkezik, mégpedig az alacsony homérsékleten spontan sértett kirdlis szim-
metria kozelitOleges helyredlldsa és a legkisebb sajatértékkel rendelkezé Dirac médusok Anderson-
tipusu lokalizécidja [2]. Mivel ez a hérom jelenség ugyanazon hémérsékleti tartomanyon kovetkezik
be, feltételezhetd, hogy valamilyen kapcsolatban allnak egymassal, talan az egyik irdnyitja a mésik
ketté megjelenését. Ahhoz, hogy kideritsiik, hogy ez a feltevés helytall6-e, az dtmenet hémérsékleti
tartomanydban sziikséges vizsgdlnunk a kvantum-szindinamikét (QCD), az erds kolesonhatds elméletét.

Mivel a QCD atmenet hémérsékleti tartomanyaban a mértékcesatolds erds, ezért a vizsgalatahoz
nem-perturbativ megkozelités sziikséges. A rédcstérelmélet egy matematikailag jol definialt nem-
perturbativ keretrendszert ad az erdsen csatolt QCD elméletének tanulmanyozasdhoz. FEzért ta-
nulmdanyainkat a racson végeztiik, az dtme- nethez kozeli hémérsékleti tartomanyokat szimulalva.

A munkank fokuszaban a lokalizacio jelenségének vizsgélata allt. Meg akartuk érteni a lokalizacio
bekovetkezésének okat és a kapcsolatat a QGP-ba torténd atmenettel. Ehhez egy olyan QCD-hez
hasonlé modellt hasznaltunk, amiben a hadronikus fazisbél kvark-gluon plazméaba torténd atmenet
egy valddi elsérendil fazisatalaku- las. Ebben az esetben pontos Gsszehasonlitast tudtunk végezni a
hadronikus dtmenet és a lokalizacié bekovetkezésének hémérséklete kozott. Ha ezek a hémérsékletek
OsszeegyeztethetOek, az azt jelenti hogy erGs kapcsolat van a két jelenség kozott.

Ahhoz, hogy megértsiik a lokalizacié jelensége mogott 4ll6 mechanizmust, megvizsgaltuk a mértéktér
topologikus objektumainak hatasat a Dirac operator spektruméra. Ezek a topologikus objektumok,
amiket nulla hdmérsékleten instantonoknak [3] és véges hémérsékleten kaloronoknak [4] neveziink,
magyarazattal szolgdlhatnak a nulla kozeli sajatértékkel rendelkez6 lokalizalt sajatmodusok megje-
lenésére [5]. Ezért megvizsgaltuk a Dirac operdtor spektrumdnak kaloronokhoz kotheté részét és
megnéz- tik, hogy vajon ezek tehetoek-e felelossé a teljes lokalizacid jelenségéért.

A kaloronok vérhatéan egy kolcsonhatdsoktél mentes, ritka géazként irhatéak le a QCD dtmenet
magas hémérsékletil fazisiban. Ez a ritka instanton gaz kozelités. Az erre a kozelitésre épiilé per-
turbativ szamitasok eredményei a topoldgiai szuszceptibilitas hémérséklet fliggésére vonatkozoan egy
nagysdgrenddel kiilonboznek a récsszimuldcidk eredményeitdl [6], mar az dtmenet kritikus hdmérsékletétél
5—10-szer nagyobb hémérsékleten is. Ez azt jelenti, hogy vagy a ritka gaz kozelités nem hasznédlhato
magas homérsékleten a topologikus objektumok leirdsara, vagy az egy-instanton szektor palyaintegralhoz
adott jarulékdnak perturbativ kozelitése nem elegendden pontos. Ez utébbit a kozelmiiltban feliilvizsgaltak
[7], de az eredmények még igy is 3o eltérést mutatnak a rdcsszémitdsokhoz képest. Ez motivélta
legutébbi munkankat, amiben leellenériztiik, hogy a kaloronok kozotti kdlesonhatés valéban elha-
nyagolhato-e magas hémérsékleten.

A lokalizacié kritikus pontja

Magas hémérsékleteken a fermion Dirac operator legkisebb sajatmddusai térben lokalizaltak, mig
a spektrum magasabb részeihez kotheté sajatmoédusok delokalizaltak. A lokalizélt és delokalizalt
médusokat egy spektrumbeli kritikus pont vélasztja el egymdstdl, amit mobilitdsi hatdrnak (A.)
[8] neveziink. Csokkentve a hémérsékletet, a spektrum lokalizdlt mdédusokhoz tartozé része egyre
kisebbé valik, azaz a mobilitasi hatar egyre lejjebb keril a spektrum origéja felé. Tovabb csokkentve
a hémérsékletet, egy kritikus ponton a mobilitdsi hatar nullava valik, ami az Osszes lokalizalt médus
elt{inését jelenti. A lokalizécié kritikus hémérséklete alatt az Osszes sajatmédus térben kiterjedt [9)].

A quenched elméletben, ami a végtelen nagy kvark tomegek hataresete, a hadronikus dtmenet
egy elsbrendil fazisdtalakulds. Az ehhez tartozé kritikus hémérséklet az irodalomban ismert [10].
A célunk az volt, hogy 6sszehasonlitsuk a hadronikus fazisdtalakulas kritikus hémérsékletét a loka-
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lizéci6 kritikus hémérsékletével (T..). Ehhez meg kellett hatdroznunk, hogy a mobilitdsi hatdr mely
hémérsékleten tiinik el A\.(T,) = 0, a quenched elméletben.

Habér a Dirac operator kiilonboz6 racs-diszkretizacioi visszaadjak a folytonos Dirac-operatort a
kontinuum limeszben, véges racsallando esetén kiilonbozo tulajdonsagokkal rendelkezhetnek. Ez ki-
hatéssal lehet a lokalizacio jelenségére a racs szimulaciékban. Ezért a lokalizacié kritikus hémérsékletét
tobb récsdllandénal és két kiilonboz6 fermion diszkretizécioval is meghatdroztuk, hogy ki tudjuk
zarni a T, fiiggését attol, hogy milyen racs verzidjat hasznaljuk a Dirac operatornak.

Topoldgia és lokalizacio

Az Euklideszi Yang-Mills egyenletek topoldgiailag nem-trividlis megoldasai olyan mér- téktér kon-
figurdci6kat eredményeznek, amiken nulla sajétértékii fermion médusok jelennek meg. Ezeket (an-
ti)instanton megolddsoknak nevezziik, ahol az (anti)instanto- nok a mértéktér lokdlisan nagyobb
térerével rendelkez6 részei. Megmutattak, hogy az egy instanton hattéren a nulla médus az instan-
tonon lokalizalédik [3]. Hasonlé viselkedést varunk t6bb instanton jelenlétében is.

Egy egymastol véges tavolsagra 1évo instanton és antiinstanton esetében, a nulla médusok dege-
nerdcidja felhasad és egy komplex konjugdlt kis sajatértékii par keletkezik. Az ilyen konfiguracidk
altalaban nem megoldésai az Euklideszi mozgasegyenletek- nek, igy a nulla médusaik is csak kozelitéek.
Az egyszerliség kedvéért ezeket a topologikus objektumokat is instantonoknak fogjuk nevezni (vagy
véges homérséklet esetén kaloronnak). Az Atiyah-Singer index tétel [11] biztositja, hogy véges
nagysdgu topologikus toltéssel |Q| > 0 rendelkezé mértéktér esetén, nulla sajatértékii kiralis médusok
legyenek jelen. Tehdt az instantonok jelenléte 6sszekothetd nulla és nulla kozeli sajétértékek megje-
lenésével egy jé kiralis tulajdonsédgokkal rendelkez6 Dirac operator spektruméaban.

Kordbban megmutatték [12], hogy a az instantonokhoz kothetd sajatértékek egy nulldhoz kozeli
cstcsként jelennek meg az overlap [13] Dirac operdtor spektralsiiriiségé- ben. fgy az instantonokon
lokalizalt sajatértékek tanulméanyozhatdak a Dirac spektrum meghatarozasaval. Munkank soran mi
is detektaltunk egy ilyen cstcsot a staggered Dirac operator spektralstiriiségében és igy meg tudtuk
hatarozni a topologidhoz kothetd sajatértékek szerepét a lokalizaciéban, mindkét dltalunk hasznélt
diszkretizacié esetén.

Tézispontok

A disszertaciémban targyalt eredményeket négy tézispontra osztottam fel.

1. Meghatédroztuk a lokalizacié kritikus pontjét a quenched elméletben [P1,P2].

Ehhez mértéktér konfiguracidkat generaltunk a hadronikus atmenet kritikus homérséklete fe-
letti tartomanyban. Ezeken a konfiguraciékon meghataroztuk a staggered Dirac operator leg-
kisebb sajatértékli médusait. A sajatértékek statisztikus analizisét egy dltalam irt C++ kéddal
végeztem. A spektrum adataibdl kiszamoltuk a mobilitasi hatar értékét és meghataroztuk en-
nek hémérséklet fliggését a kritikus ponthoz kozel. A hémérsékletet az inverz mértékesatolds
(B) értékével dllitottuk be. A A.(B) fliggvényt hérom kiillonbozd racsfelbontds esetén is meg-
hataroztuk. Ebbdl extrapolaciéval meghataroztuk a lokalizacidhoz tartozé kritikus inverz
mértékesatolds értékét, mindhdrom felbontss esetén. Osszehasonlitottuk az eredményeinket
a hadronikus dtmenethez tartozé ismert eredményekkel és azt talaltuk, hogy a két jelenséghez
tartozé kritikus [ értékek hibahataron beliil megegyeznek, a racsalland6 értékétdl fiigget-
leniil. Ezek az eredmények arra utalnak, hogy a lokalizaci6 és a hadronikus atmenet szorosan
Osszetartozo jelenségek. Eredményeimet bemutattam a 36. Eves Nemzetkozi Récstérelméleti
Szimpéziumon [P2].

2. Meghataroztuk a lokalizacié kritikus pontjat egy kiralisan szimmetrikus diszkretizaciéval, az
overlap Dirac operdtorral [P3].

12



Az €l6z6 kutatdshoz generalt mértéktér hattereken meghataroztuk az overlap Dirac operdtor
legkisebb sajatértékeit. Az overlap operator, a staggered operatorral ellentétben, egzakt kiralis
szimmetridval rendelkezik a racson, ezért tulajdonsdgai kozelebb &dllnak a folytonos Dirac
operatoréhoz. Megismételtiik az elézd szamoldsainkat a mobilitdsi hatdar meghatarozasara
vonatkozoan, az overlap operator esetén is. Ezutdn az eredmények alapjdn extrapolacidval
meghatdroztuk a kritikus inverz mértékcsatolas értékét. Ebben az esetben is azt taldltuk,
hogy a lokalizaci6 és a hadronikus dtmenet kritikus g értékek megegyeznek. Ez azt jelenti,
hogy az eredmény a valasztott diszkretizaciotdl fliggetlen és igy nagyon valdszinii, hogy egy
valédi kapcsolat van a lokalizacié és a hadronikus dtmenet kozott.

. Elkiilonitettiik a spektrum kaloronokhoz tartozé részét a spektrum tobbi részétol és meg-
hataroztuk az ehhez tartozé sajatértékek aranyat az Osszes lokalizalt mdédus szaméhoz vi-
szonyitva [P1,P4].

Meghataroztuk az overlap és a staggered Dirac operator spektrumaihoz tartozo spektralstirtiségeket.
Mivel a mobilitdsi hatart méar korabbi tanulmanyainkban kiszamoltuk, igy meg tudtuk hatarozni
az Osszes lokalizalt modus szamat, a A\, ald esO sajatértékek megszamolasaval. A staggered
operator spektrumaban azokat a moédusokat tekintettiik kaloronokhoz kétheté moédusoknak,
amik a spektralstiriiségbeli cstics és a tobbi rész spektralsiiriisége kézti minimum ald estek.
Az overlap operator esetén egy mdsik mddszert hasznaltunk a kaloronokhoz tartozé spekt-
rumrész meghatarozasara. Ez a mddszer azon a feltételezésen alapul, hogy a kaloronok kozotti
kolcsonhatds elhanyagolhatd, amit a kovetkezd pontban targyalok. A kaloronokhoz koétheto
sajatértékek azonositasa utan kiszamoltuk ezen sajatértékek aranyat az osszes lokalizalt médus
szaméhoz viszonyitva. Azt taldltuk, hogy ez az ardny a hémérséklet novelésével egyre kisebbé
valik és a kaloronokkal magyarazhatoé lokalizalt modusok a kritikus pontnal is csak kozelitéleg
a felét teszik ki az Osszes lokalizalt médusnak. Ezek az eredmények azt mutatjik, hogy a lo-
kalizacié jelensége nem magyarazhaté teljes mértékben kaloronokon lokalizalt, nullahoz kozeli
modusokkal.

. Megmutattuk, hogy a kaloronok leirhatéak gy, mint egy szabad topologikus gaz a kritikus
hémérséklet felett [P5,P6].

Ha kaloronok és antikaloronok megjelenése a mértéktér konfiguracidkon egymas- tél fiigget-
leniil torténik, a szamuk eloszlasa két fiiggetlen és identikus Poisson eloszldssal irhaté le.
Igy a kaloron és antikaloron szém (rendre n. és ng,) killonbségének eloszldsét analitikusan
meg tudtuk hatdrozni. Az index tétel értelmében ez a kiilonbség egyenld a topologiai toltés
értékével Q = n. — n,, azaz az egzakt nulla médusok szadméval. Az overlap operdtor, a
staggered operatorral ellentétben, rendelkezik egzakt nulla sajatértékekkel. fgy az egzakt nulla
sajatértékek megszamolasdaval meg tudtuk hatarozni @) racsszimuléaciok- bél szamolt eloszlasat.
Azt talaltuk, hogy ez jdl egyezik az analitikus eredmények- kel. Ezt felhasznalva kiszédmoltuk
az Osszes kaloronhoz kothetd sajatérték szama- nak n = n. 4+ n, eloszlasat. Ebbdl pedig
kiszamoltuk n varhaté értékét. Ezt felhasznalva ki tudtunk jeldlni egy pontot a spektrumban,
ami alatt a sajatértékek kaloron médusok sajatértékeivel azonosithatéak. Ezutan minden kon-
figurdcion meg tudtuk szdmolni az Gsszes kaloronokhoz kithetd sajatértéket. Osszehasonlitva
n racsszimulaciokbdl kapott eloszlasat az analitikus eloszlassal azt talaltuk, hogy a kett6 hi-
bahataron belill megegyezik. Szdmolasainkat T = 1.0457, homérsékleten végeztiik, ami azt
jelenti, hogy a kaloronok mar viszonylag alacsony hémérsékleten is egy kolcsonhatdsoktdl men-
tes gazként irhatdak le.
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