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Bevezetés

A disszertacioban hdrom lokalisan konstans ortonormalt rendszert
vizsgdlunk. Nevezetesen, a Walsh—Paley, a Walsh—Kaczmarz és a 2-
adikus egészek karaktereinek rendszerét.

Az els6 fejezetben a Walsh—Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszer-
beli vizsgalatokrdl lesz sz6. El6szor a rendszerekkel kapcsolatos alap-
fogalmakat targyaljuk, majd a Dirichlet-, a Fejér- €s a Riesz-logaritmi-
kus magfiiggvényrdl lesz sz6. Ezt kovetden a Fejér-magfiiggvények
maximdloperatorat vizsgaljuk, amely fontos szerepet jitszik a Fejér-
kozepek majdnem mindeniitti konvergencidjdnak igazoldsdban egy-
illetve tobb-dimenzidban is. Erre az operatorra tobb felsd becslés is
sziiletett példaul Gat ([[7]) és Goginava ([15]) éltal. Az elsd eredmény
az, hogy a Goginava altal adott becslés tovabb nem javithato.

A masodik fejezetben a 2-adikus egészek csoportjardl lesz sz6 egy-
illetve két-dimenzidban. Az egydimenzids esetben a Riesz-kozepek
majdnem mindeniitti konvergencidjit bizonyitjuk abban az esetben,
amikor 0 < y < 1 < @ < oo. Ezt az eredményt Walsh-rendszerben
Weisz igazolta ([33]]) .

Ezutdn a kétdimenzidés (C, @) Cesaro -kozepek majdnem minde-
niitti konvergencidjat bizonyitjuk be, ahol 0 < @ < 1.

A bevezetés hatralévo részében a diadikus analizis klasszikus jelo-
1éseirdl lesz sz6 (1asd példaul: [27]). Jelolje P a pozitiv egész szdmok
halmazat, mig N := P U {0} a természetes szamok halmazat. Definial-
juk a diadikus intervallumok halmazat a

_Jlp p+1).
j.—{[zn, 5 ).p,neN}

modon ([, [27], [32], [25]). A diadikus intervallumok egyik fontos
tulajdonsdga, hogy két diadikus intervallum vagy diszjunkt vagy az
egyik tartalmazza a masikat.




Jelolje I := [0,1) C R az egység intervallumot és legyen B az [
intervallum egy részhalmaza. A B halmaz Lebesgue-mértékét jelolje
|B| := A(B).

Az I,(x) € J fogja jelolni azt a 27" mértékd diadikus intervallu-
mot, amely tartalmazza az x € I elemet. Specidlisan az I, := I,(0)
jelolést is fogjuk alkalmazni. Jelolje LP(I) (1 < p < oo) a Lebesgue-
teret, mig a hozzétartozé normat ||| ,.

Tetszbleges x € [0, 1) felirhat6

(o] x,
1) =2 5
n=0

alakban, ahol x, € {0, 1}. Ezt az 0sszeget az x szdm diadikus felbonta-
sédnak nevezziik, mig az x, szdmokat az x diadikus egyiitthatoi.
A diadikus raciondlis szamok halmazat jelolje

Q, :z{%:p,neN}.

Egy diadikusan racionélis szdmnak két lehetséges binéris alakja 1éte-
zik, a tovabbiakban ezen felirdsok koziil azt valasztjuk, amely nullak-
ra végzddik. Tovabba az ilyen szamok esetén az (I]) sszeg véges sok
tagbol all.

Legyen n € N egy rogzitett természetes szam, amely egyértelmiien
felirhat6 az

@) = n2t
k=0

alakban, amelyet az n bindris alakjanak nevezzik, mig az n; € {0, 1}
szamokat az n bindris egyiitthatéinak nevezziik. Minden n € P szdm-
hoz 1étezik olyan k € N szdm, hogy 2F < n < 2¥! teljesiil. Ebbdl
kovetkezik, hogy elegendéen nagy k esetén a fenti Osszeg véges. A
k := |log, n| szamot az n rendjének nevezziik €s a tovabbiakban |n]
modon jeloljiik. Legyen s egy tetszdleges természetes szam, ekkor a
tovdbbiakban a kovetkezd jeloléseket fogjuk alkalmazni :

s (o]
(s = Z n2' és n = Z n2'.
=0 i=s

Vildgos, hogy n = n(, + n®*.



Az n,m € N szdmok diadikus 6sszege az aldbbi médon adott:

ném:= Zlnk — my| 2,
k=0
ahol (n; : k € N) és (m; : k € N) jeloli rendre az n és m szamok
bindris egyiitthatéit. A tovdbbiakban az n; +m;, mod 2 jelolést fogjuk
alkalmazni.
A konstansokat ¢ vagy C mddon fogjuk jeldlni, amely konstansok
a kiilonboz6 szitudcidkban kiilonbozd értékeket jelolnek.






1. FEJEZET

A Walsh-Paley- és a Walsh-Kaczmarz-rendszer

1.1. Bevezetés

Els6 1épésként definidljuk az I halmazon két elem logikai (diadi-
kus) dsszegét az alabbi mdédon:

x+yi= ) -2 (rye.
n=0

Jelolje (x,k € N) az x € I, mig (mi,k € N) az n € N diadi-
kus egyiitthat6it. 1922-ben Rademacher vezette be a Rademacher-
fiiggvényt az

ra(x) = (=1

modon ([21]). Paley 1931-ben ([20]]) definidlta a Walsh(—Paley)-fiigg-
vények w = (w,,n € N) rendszerét, mint Rademacher-fiiggvények
Szorzata, azaz:

n|

(1) w,(x) = n(rj(x))”.i = (_I)Z_l;'zl()”jxj.
=0

A definici6 alapjan nyilvanvald, hogy wy = 1 és wa(x) = r,(x) (x €
I, n € N). A Walsh-fiiggvények zart halmazt alkotnak a véges szor-
zatra nézve, véges sok szakaddasi pontjuk van a [0, 1) intervallumon és
csak +1 vagy —1 értéket vehetnek fel. Igy nyilvanvald, hogy |w,(x)| =
1.
Tovabbd az I intervallumon majdnem mindeniitt teljesiil, hogy
WX + 1) = Wu(X) + Way).

Valamint minden x € I és m,n € N esetén
wn@m(-x) = wn(x)wm(x)

5



1948-ban Sneider definidlta a Walsh—Kaczmarz-rendszert, mint
Rademacher-fiiggvények szorzata, de Paleytdl eltérd sorrendezést al-
kalmazott ([29]]). Legyen x € I és n € P szdmok diadikus alakja rendre
az () és (2) médon adott. Ekkor az n-edik Walsh—Kaczmarz-fiiggvény

nl—1

(1) 1= 1) [ [ o)™ = () (=100 s
k=0

és ko = 1. A definicié alapjan igazolhatd, hogy «xo» = r, = wx (n € N).
A Walsh—Kaczmarz-rendszert « := (k,, n € N) médon fogjuk jeldlni.

A Walsh—Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerek kozotti kapcso-
lat leirasahoz tekintsiik a t4: I — I, (A € N) transzformaciot:

(X(), coe s XA-2, XA-1XA5 XA+15 - - ) - (XA—la XA=25 .+« 5 X05s XA5s XA+15 - - )

Ez egy mértéktartd transzformacid, amelyre 74(74(x)) = x teljesiil.
Ennek a transzformdcionak a segitségével kapjuk a

2) Kkn(X) = T (D)Wn(Ta(x))  (n €N).

azonossagot, amely a késdbbiekben hasznos lesz szdmunkra.

Jelolje ¢ az w = (w,,n € N) Walsh—Paley- vagy a k = (k,,n € N)
Walsh—Kaczmarz-rendszer valamelyikét, mig az emlitett rendszerek
n-edik elemét jelolje ¢,. Definidljuk a Dirichlet-magfiiggvényt, illetve
Fejér-magfiiggvényt az aldbbi médon:

n-1 n—1
Df = kzz(;gok, K? = %;Dk.

Megjegyezziik, hogy D} = 0 és K; = 0. Tovdbba mindkét rend-
szerben teljesiil a Paley-lemma ([23, 27]), azaz

2" x €l
(4 _ H ns
D3 (x) = { 0, x¢l,.

A tovabbiakban, ha nincs felsé index, akkor a Walsh—Dirichlet-
illetve Walsh—Fejér-magfiiggvényekrol lesz szo.
A Walsh—Paley-rendszerben teljesiil az alabbi azonossag.
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1.1. Lemma ([27]). Legyen n € N. Ekkor a Walsh—Paley-rendszer-
ben teljesiil a

Dy(x) = wa(x) ) mirsDy (),
i=0

azonossdg, ahol ri(x) jeloli az i-edik Rademacher-fiiggvényt.

A kovetkez6 lemma, amelyet Goginava bizonyitott, fontos szere-
pet fog jatszani szdmos lemma bizonyitdsaban.

1.2. LemMma ([13]). Legyen j,n € N, amelyre j < 2" teljesiil. Ekkor
Dy (%) = D(x) — w1 (X)D,(0).
Skvortsov az alabbi 4llitast igazolta a Walsh—Kaczmarz-rendszer-
ben:
1.3. LemMma ([28]]). Legyen n, j € N és j < 2". Ekkor
D5, (%) = Dan(x) + ry(x)D (7).

A Fejér-magfiiggvényekkel kapcsolatban az alabbi jeloléseket fog-
juk alkalmazni:

[Se]

b
Kep:= Y Dy (abeN) é n:=>"n2' (n5€eN).
I=a I=s
A kovetkezd két lemma alapvetd fontossagu a Fejér-kozepek vizsga-
latakor.

1.4. Lemma ([[7]). Minden n € N esetén

[ee)

nk,(x) = Z N Kisen 25(X).

s=0

1.5. Lemma ([[7]). Legyen s,t,n € N és x € I,\ I,,,. Ekkor két esetet
kiilonboztetiink meg:

1. ha s <t < |n|, akkor
|Ktsn 25 (X)] < €277,
2. hat < s < |n|, akkor

K ) 0, ha x—xe & I,
(s+1) 25 = f—
meE W0 ()27 ha x — x,e, € 1.



Jeloljon f egy I intervallumon értelmezett, Lebesgue-integralhato
fliggvényt, amely n-edik Fourier-egyiitthatojat és a Fourier-sordnak
az n-edik részletosszegét az alabbi médon definidljuk:

n—1
foyi= [ fonda SEF = > Fiew).
7 k=0

ahol Sof = 0. Tovadbba definidljuk az f fliggvény (C, 1)- (Cesaro-)
kozepét az alabbi médon:

1 n
i) = —— > S{fW),
k=0

aholn e Nésy el
Tovabba teljesiilnek az aldbbi azonossagok:

S¢£(y) = f FOODE(x+y) dA) = £+ DY),
1

o4 f(y) = f FOOKE (x+ ) dAX) = f % KE().
1

1.2. A Fejér-magfiiggvény maximaloperatoranak vizsgalata

A majdnem mindeniitti konvergencia kérdése nagyon fontos sze-
repet tolt be a Fourier-sorok elméletében. El8szor tekintsiik at a Fejér-
kozepek majdnem mindeniitti konvergencidnak torténetét.

Az (exp (2mikx), k € Z) trigonometrikus rendszerben a Fejér-koze-
pek majdnem mindeniitti konvergenciat 1905-ben Henri Lebesgue iga-
zolta minden integralhaté fiiggvényre ([19]).

Walsh—Paley-rendszerben 1955-ben N.J. Fine integralhat6 fiigg-
vényekre bizonyitotta o, f — f majdnem mindeniitti konvergenciat
([S]). Korlétos linedris operdtorok segitségével 1975-ben Schipp Fe-
renc adott egy egyszerlibb bizonyitast ([24]). 1997-ben Gat a Fejér-
magfiiggvény maximéloperdtorara adott becslés segitségével bizonyi-
totta a Fejér-kozepek majdnem mindeniitti konvergenciat a Walsh—
Paley-rendszerben ([[7]).

A Fejér-kozepek majdnem mindeniitti konvergencidjat a Walsh—
Kaczmarz-rendszerben 1998-ben Gét bizonyitotta a [I8] cikkében.
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Ezek utan térjiink at a Fejér-magfiiggvények maximaloperatoranak
a vizsgdlatara. Az els6 ezzel kapcsolatos egyenldtlenség Gat nevéhez
fliz6dik, aki 1997-ben igazolta az aldbbi egyenlGtlenséget.

1.1. TéteL ([7]). Minden a < A € N esetén

fsup |K,(x)| dx < CV2e-4
In|>A

a

teljesiil.

Goginava 2004-ben jobb felsd becslést adott az el6z6 eredményhez
képest. Az alabbi allitast bizonyitotta.

1.2. TéreL ([13]). Mindena < A € N

A —
f sup |K,(x) dx < C2—2

In|=A 2A-a

a

teljesiil.

Az[1.1]és Tételek fontos szerepet jatszanak az egy- és kétdi-
menzids Walsh—Fourier sorok Fejér-kozepének vizsgalata sordn ([13]],

[6]).

A Fejér-magfiiggvények szdmos eltérd tulajdonsdggal rendelkez-
nek a trigonometrikus rendszerben a Walsh-rendszerhez képest. Az
alabbi formula j6l ismert a Fejér-magfiiggvényekrdl ([2]):

Gin2 2n + lx
2

2(n + 1)sin® £

3) K"9(x) = 0 # x € [-n, 7).

Ennek a formuldnak a segitségével igazolhat6 a Fejér-magfiiggvény
maximaloperdtorara vonatkoz6 aldbbi becslés:

1
| 1
Lo fsup K™ dx < ~=, (N> =],
Ne = J R NG 5
)

ahol ¢ és ¢, abszolut konstansok.
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Természetesen felvetddik az a kérdés, hogy Gat é€s Goginava ered-
ménye tovabb javithatd-e, azaz lehetséges-e jobb alsé becslést taldlni

log(N¢é

0g(No) helyett?

A kovetkezd tétel szerint Goginava eredménye tovabb nem javitha-

t6. Ez egy ujabb példat ad a trigonometrikus és Walsh—Paley-rendszer
kozotti kiillonbségre.

ac

1.3. TéreL (Gat-Lucskai, [Al]).

1

filzllpv) |K,(x)|dx > ¢ NG

log(N6) (N . 1)
5

1.3. A f6 eredmény bizonyitasa

1
Legyen a := {log2 (5)| és A := [log, N|. Ekkor a tétel az alabbi

alakban irhato fel:

A—-a
fsup |K,(x)|dx > ¢ Y

n>24

Ia

A cél ennek az als6 becslésnek a bizonyitasa.
Legyen ¢ és [ tetszbleges pozitiv szdm €s

n=2842224 424422420,

ahol [n| =2B>Aés B=[A/2].
Hat, [ € N\ {0} és ¢t # [, akkor jelolje J,’ azt az I, ;. 1(x) diadikus
intervallumot, melyben az x i-edik koordinétdja:

(A) x = 1, haief{t,t+1},
Y=o, haie{0,1,...t-1JU{t+1,t+2,...,t+1-1}
teljesiil. Tovdbba, az I, diadikus intervallumot felirhatjuk az

a-1 a—1 2B-t a—1

o= i\ Lo = |7 u s

t=0 =0 I=1 =0
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alakban. Ekkor n felirdsa és[I.4] miatt kapjuk, hogy

fsup Ky ()| dx = f |K, ()| dx + f |K, ()| dx
Joopx24

1, B U Dpsiler)

a—1 2B-t 2B
> f223 ZnsKn(sH)’zx(X) dx
=0 I=1 s=0
a—1 ' c 2B
+ 3 f 5% Zon Koo 0(0)| dx =2 (D) + (ID).

Lp+i(er)

Az (I) becsléséhez az s értékétdl fiiggben harom esetet kell megkii-
16nboztetni. Feltehetjiik, hogy s paros, mivel ebben az esetben n; = 1,
mig ellenkezd esetben pedig n; = 0.

t+1
Az elsd esetben legyen t < s < t+ /. Ekkor m := {T| és s = 2m.
Az Lemma alapjan kapjuk, hogy:

2mtt=1 A2 |-l 2412 ot
f|K223+2232+“.+22m+2’22m(x)| dx = Dt+l+1 = Dt+l+1 = Dt+l+1 = g’
Ji

22m—2+t—1 22t+l—3 1!
f|K22B+223-2+...+22m,22m-2(X)| dx = el < Sl g2

Ji

22m—2j+t—1 221—2j—1 ki
1 e
2 4

flK223+223—2+._.+22m—2j+2’22m—2j(.x)l dx =

1
t

2t+l+l

ahol j = 1,2,.... Ebbdl adddik, hogy

[
Sup —%
n>2B 223

g

2B

Z n Kn(Hl) zr(x)

s=0

dx 2 22B




Tehat
2B
sup — n K, 2s(x)| dx
fn22% 225 YZ(; ) 2s(X)
= =
a1 2B-1 1+1 1+1
> Z i 2 _ 2_ — 2_ — |
228 4 42
=1

\%

A mdsodik esetben legyen t + [ < 5. Ekkor Lemma alapjan
kapjuk, hogy K, »:(x) =0

Az utolsé esetben legyen 0 < s < t. Felhaszndlva djra az [1.5]
Lemmat kapjuk, hogy

s+t—1 2c
f|K223+2232+"'+2H2’25(x)| d.x 2t+l+l < 2[ .
Ji
Ekkor
a-1 2B—¢ -1
E fsup 2% ZnSKn(,§+l)’2s(.x) d.x
=0 I=1 In>28 5=0
Ji
a-12B—t -1 A -1
C 23+l‘ c 2 2[1
< 53 zmﬁﬁz@ﬁcz :
=0 I=1 s=0

A (I]) tag becslése nem fontos az alsé becsléshez, mivel (/) al-
kotja a Fejér-magfiiggvény maximaloperitordnak a férészét és mi mar
megtaldltuk az als6 korldtot. Ennek ellenére megmutatjuk, hogy a (17)
részre adott felsd becslés nem befolyasolja érdemben a korabban meg-
kapott als6 becslésiinket.

A (II) becslése:
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a—1

(II):Z f sup%

=0 |n|>2B
bp+i(er)

dx

2B
Z 2s+t—1
s=0

2B ys+i=1 92B+1+t 2a

a—1 a—1

E ¢ < E ¢ <

- 72B+1 2B+l = "22B+1 2B+l ~ 72B°
=0 5=0 =0

Osszefoglalva azt kapjuk, hogy

2a
f sup |K,(x)|dx>c- (2B - a).

J  n>2B 223
Iy

Ezzel teljes a bizonyités.

1.4. Riesz-logaritmikus magfiiggvények vizsgalata

Ebben a fejezetben a

1 Z":Si(f)
logn k

k=1
modon definialt logaritmikus kézéphez tartoz6

1 n—1 Z(X)
logn &k -

R (x) :=

Riesz-logaritmikus magfiiggvényeket vizsgdlunk , ahol o € {trig, w, k}
ésneN.

A Walsh—Riesz-logaritmikus kézepek majdnem mindeniitti kon-
vergencidjat példaul Gat és Goginava bizonyitotta ([12]]).

A trigonometrikus rendszerben a Riesz-logaritmikus kozepek tu-
lajdonsdgét szdmos szerzd vizsgdlta példaul Szasz ([30]) és Yabuta
([340).

A (3) formula alapjan lathatd, hogy a trigonometrikus rendszerben
a Fejér-magfiiggvények minden x esetén pozitiv értéket vesznek fel.
Ennek segitségével beldthaté hogy a Riesz-logaritmikus magfiiggvény
nemnegativ értéki.

A kovetkez6 tétel bizonyitasat nem taldltuk meg a szakirodalom-
ban, de fontos megjegyezni, hogy ez nem a sajat bizonyitdsunk. Ez
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a tétel demonstrdlja a trigonometrikus, a Walsh—Paley- és a Walsh—
Kaczmarz-rendszerek kozotti kiilonbséget.

1.4. TETEL. A trigonometrikus rendszerben a logaritmikus mag-
fiiggvény nemnegativ értéket fel vesz minden n > 2 és minden x €
[—7, 7] esetén.

BizonyitAs. Alkalmazzuk az Abel-transzformaciot

. n— Dtrig X
logn - Ry9(x) = " = k( )

D) (IR W

=1
n—1 trzg
_ (1 1 ) K+ R 4 g

k k+1

teljesiil, mivel K2(x) > 0 minden n € N és x € [—n, 71] esetén. O

27 2

A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy a Walsh—Paley-rendszerben
is teljesiil a Riesz-logaritmikus magfiiggvények nemnegativitasa, de
ennek a bizonyitdsa sokkal 0sszetettebb és bonyolultabb, mint a tri-
gonometrikus rendszerbeli bizonyitds. Ennek oka, hogy a Fejér-mag-
fliggvények negativ értéket is felvehetnek.

1.5. TéreL (Gat-Lucskai, [Al]). Legyen t,n € N és x € I, \ I4;.
Ekkor

t

16logn

R,(x) > Chan>2  és  R(x)= ’;
(0]

, han<?2.
n

A tételnek két kovetkezménye van.

1.1. KoverkezmENy (Gat—Lucskai, [Al]). A Walsh—Paley-rendszerre
vonatkozo Riesz-logaritmikus magfiiggvény pozitiv n € N és minden
x €[0,1) esetén.

A masik kovetkezmény egy komoly eltérést mutat a Walsh—Fejér
és a Walsh-logaritmikus magfiiggvények kozott.
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1.2. KoveTkezmENY (Gat-Lucskai, [Al]). Legyen t,a € N iigy, hogy
t > a teljesiiljon. Ekkor

1

f sup [R,(x)| dx = oo

n>2!
2*{!

fenndll a Walsh—Paley-rendszer esetén.

BizonyitAs. Az|l.5|Tétel alkalmazésaval azt kapjuk, hogy :

1 27!

2 t
fsup |R,(x)| dx = Z fsulen(x)l dx = Z fsupRn(x) dx

n>2! n>2! n>2!
2-a t=a— 12 -1 - 2-t-1

2= t
o

>t; f P16 logndx
1
16 ' Z PR

t=a— l t=a—1

O

A Riesz-logaritmikus magfiiggvények kordbban megismert tulaj-
donsdga nem teljesiil a Walsh—Kaczmarz-rendszerben. Nevezetesen,
l1étezik a természetes szamoknak egy olyan részsorozata, amely inde-
xekhez tartoz6 Riesz-logaritmikus magfiiggvény negativ értéket vesz
fel valamely intervallumon. Pontosabban teljesiil az alabbi tétel.

1.6. TéTEL (Gat—Lucskai, [Bl]). Legyen A = 2" +2"', 11 <n e N

ésx=—+—-—+ . Ekkor

log(A)R)(x) < -0.02 - 2".

1.5. A f6 eredmények bizonyitasa

Az Tétel bizonyitasa. A [1.5] Tétel és az igazoldsahoz sziik-
séges két lemma 2019-ben jelent meg.
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1.6. Lemma (Géat-Lucskai, [Al]). Legyen A > 3. Ekkor

2A+]_1

]
(4) Z L <0.7254.

k=24

BizonyiTAs. Az A € {3,4} eset egyszerl szamitdsokbdl adddnak.
Ha A > 5, akkor

2A+|_1 2-2~ A
1 -4

z°< —dx = log < 0.7254.
X 1-24

A
s 124

O

1.7. Lemma (Gat—Lucskai, [Al]). Ha t € {0,1,2} és x € I, \ I,;,
akkor

D
Z L km' < 03627 -2

k=24
teljesiil A > 6 esetén.

BizonyiTAs. Legyen x € I, \ I, és alkalmazzuk a Lemmabeli

azonossagot:
-1
D k2 - k2.
i=0

Emlékeztetiink az aldbbi jelolésekre:

k= ikizf, és k= ikizi,
i=0

i=m

|Di(x)| =

ahol k; € {0,1} és m € N.
Hat = 0, akkor A > 4, |Di(x)| = ko és a[l.6|Lemma alapjan kapjuk,
hogy
-1

|Dk(x)| ko 1 _07254 .
Z Z k0+k<1> 1+2] 2 = 0.3627- 2.

k=24 k=24
A t = 1 esetben kapjuk, hogy Dk(x) = kg — 2k;| és
1D _ Ko — 2|
k= 1+k®°
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Ekkor
“Z“ LG & ko = 2k
k=24 k ko k1€10,1} j=A-2 1+4j
0.7254
< : Z lko — 2k,| = 0.7254 = 0.3627 - 2/
4
k(),kIG{O,l}

Ebben az esetben A > 5.
At = 2 esetén adddik, hogy Di(x) = |ky — 2k, — 4k;| és

DOl _ ko — 2k1 — 4k

k= 1+k0
Ekkor
2 SDy)| Y ko — 2k, — 4k
Z kk < Z Z 0 1 +18 : 2
ey ko Ja€(0,1) j=2A-3 J
0.7254
<=2 2, lo-2k -4k
ko,kl,kze{o,l}
=2-0.7254 = 0.3627 - 2'.
Ebben az esetben A > 6. O

Az[L.3l TéTEL BIZONYITASA. ElGszor legyen n < 2 és x € I, \ 1,,;.
Ekkor azt kapjuk, hogy

I S Dx) n-1
~ logn — k ~logn’

Tovéabbiakban tegyiik fel, hogy n > 2'. Feltehets, hogy az x € [
legalabb kettd koordinétdja kiilonbozik a nullatél. Legyen s > 1 és az
x € I, \ I, felirhaté6 az alabbi alakban

5) x = 1, haie{tt+ s}
YTV 0, haie{0,1,... -1 Uft+ 1,642, t+s5— 1

Tovabbd legyen k = a + k2" + 2'*'b, ahol k; € {0,1} i = 0,1,2,...),

t—1 0o
a=ken=) k2, és b=k = ) k2
i=0

i=t+1
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Abban az esetben, ha x = 0, az allitas nyilvan teljesiil. Ha nincs ilyen

s szdm, akkor x = 27""! amelyre s = co esetként fogunk hivatkozni és

a késdbbiekben vizsgéljuk. Tovdbba, ha x = 0, akkor igaz az allités.
Vezessiik be az aldbbi jeloléseket: |n| =

2a+l_1 2b+1_1

Dy (x) . Dy(x)
L) = Loa®) 1= ) = & L= ) —
k=24 k=24
A kovetkezd becslések egyszer(i szamitdssal adédnak:
21
D
© L=y Doy,
k=1
2] 2-1
Dy(x) Dy i(x)
(N Li(x) = =
; k — 20+ k
2!-1 2+ .
21 —k 21+1 —j
= = Ee— > 2t+1 10g2—2l
2 +k JZ:Q; J

Tekintsiik j = 1,2,3,... esetén L, ;(x) fliggvényt. Ekkor

20001 D) F () [k2! = X k2|
L= ), = Z ZZ At k2 b2
k=21+] b=2/-1 k=0 a=0
Definialjuk az L', .(x) fiiggvényt alabbi 6sszegként:

t+j
A S w2 (k2 - a)
t+](x) Z Z Z k12t + b i 2[+1 D)

b=2/-1 k=0 a=0

ahol j € P.
A kovetkezo 1épésben egy felsd becslést adunk az |L,, j(x) —L,1 . j(x)l
értékére:
-1 20—

a?
|Ll+1(x) LH—j('x)l Z Z ((2t +b- 2t+1)2 (b . 2t+1)2)

b=2/-1 a=0

_ "’Z‘j 2@-12 2@ -DEY -1 2@ -DhRY -1
- 2(2t + b . 2t+])2 6(2[ + b . 2t+1)2 6(b . 2t+])2

b=2J-1
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2. 23t 2. 23t
- +
22f(1 +2b2  6-2%(1 +2b)  24b%-2%

) + a2

1 1
+
(2 (1+2b2 3-(1+2b7  12b2

) +a((2')

Il
'\\’. MM
A

,_

+ (2",

oo| N2

1
b?

ahol a/(2"):

271
_22[ 3. 221 — 0! 3. 22t — 0!
«(2) = Z 21 7 T 21 2 212
S 2-2%(1+2b) 6 - 2%(1 + 2b) 24 - 2%p

2/-1

LN Zii_ 1
8 (R YIT Bop+b+ 1)

b=2J-1

Tehat

D ML) = L, ()

j=1

<0206 2’ 0.155,

ahol ¢ jeloli a Riemann-féle zéta-fliggvényt.

|
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(o)

A késobbiekben sziikségiink lesz az alabbi becslésre
D L) = L (0 <2

S B
Z Z ERETDIPI
j=J+1 j=J+1 p=2i- j=J+1 p=2i-1
©) SN oS
:Zz b 24 Z b3
<2 -1 1645 1 1.202
-8 27 24 27
A bizonyitds sordan felhasznaltuk, hogy minden J > 0 esetén teljesiil-
nek az aldbbi egyenl6tlenségek:

(o8] [ee]

1 1
2/ 75 < 1645 és 2JZE31'202'

b=2/ b=21
Térjlink at az L}Jr j(x) kifejezés becslésére, ahol j = 1,2,...és x €
I\ L

t+1 ., . t_
= 3 3 S e G2

bzflk,OaO

Z Z o . wp2™x) k20 22" -1)  w,(2x)
k2! + 21D 2 k2" +21p

b=2/"1 k=0
21 1

wb(2t+1x) wp(2" 1 x)
= 2t . —_—
b;kzzo k, +2b k= b;lkz k +2b

t2]
_ = t+l
=3 2, @l x)(1+2b Zb)

b2!]

15 1 1
+3 Z wb(2’+1x)( 5 2—b) = L) + L),
b=2J-1

Az L1 1(x)' becslése az alabbi:

¢ 2-1

I
Ll 1
i 0l < 2 44 2@2b+ 1)
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amelybdl kovetkezik, hogy
) o 2/-1 1 )

2! = !
Lyl < 5 ) Y —
(10) JZ‘ v 2 ]Z‘bzz: 2b(2b+1) = 2 ; 2b(2b + 1)

1 —log(2
= 2f%() <0.154-2".
Tovabba
= 2 = 1 2!
o<~y —— <0154 =
an DI CEE DY Wb+ 1) - 2
j=T+1 b=J+1

ahol a J értékét a késdbbiekben fogjuk meghatdrozni.
1 1
2

Vizsgaljuk meg az Ltljrj(x) kifejezést. Legyen (), = =2 + B
Az Abel-transzformacié alkalmazasdval kapjuk, hogy
J 1 < 2/-1
DL =32 3 Bren2 )
(12) J=1 J=1 b=2J-1
1 2/-1 b 1
=3 2, Bs = Bos) D @270 + 2 (D2 ) ~ ).

b=1 i=1
Feltehetjiik, hogy J/ < A —t— 1. Ha J < 5 — 1, akkor tetszbleges
b < 27 esetén wy(2'x) = 1 teljesiil. (emlékeztettiink arra, hogy {i :
x;i=1,i<t+s)={tt+s)ésekkor2'x e I,_; \ I,).
Ha A < t+s, akkor ez a helyzet minden J < A—r—1 esetén fenndll.
24-1

D
Ha A > 1 + s, akkor Z Tk 0sszeg miatt megjegyezziik, hogy a
k=1
L,%(x) kifejezésben j = 1,2,...A — 1 — 1. Ekkor
A-t—1 1 2511
(13) D LEW =35 > BB
j=1 b=1
1 24711
+3 leb — o) Dyt (21 0) = 1)
b=25~

1
+ EﬁzA—t(DzA—t(ZHIX) - 1)
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s—1 A-t
12‘ -1 24711
22 ) Bo=Brdb— 527" 3 (B Byr) - —ﬁzA :
b=1 bh=2s-1
s—1
1°S 1 1
> - b—2"2 + —
3 L B = Bp+1) (1 Y 25)
1{ 1 1
- 5 2A—t+l + 2A—t+l
17! 1

Ha tetszbleges s esetén felhaszndljuk azt a tényt, hogy

25711
1

(14) 5 D BB =B 20,
b=1

teljesiil, akkor az alabbi becslést kapjuk

A-t-1

(15) Z Ltl+2j( )= _5 - 2A+1 > -1

24-1
Dy,
Adjunk egy alsé becslést Z — értékére abban az esetben, ha

A >t A, (7, (). (10), @ becslesek alapjan kapjuk, hogy

2A1 A-t-1

Z A _LOt+Lt+ Z Lt+]
A-1-1

(16) 2" —1+2%'log2 —2' - Z|Lt+, Ll |+ Z (L + L7
j=1
>2"*1 og(2) = 1 - 0.206 - 2" + 0.155 = 0.154 - 2" — 1

=1.026 - 2" — 1.845.
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Ha A > 6 (azaz n > 64), akkor a[l.6| Lemma felhaszndlasdval a
kovetkezd egyenlStlenséget kapjuk

-1 241 241

Dix) O D) & D) Di(x) ., 1
k_Zk+ kZZk_ZZE

=1 k=1 k=24 k=1 k=24
> 1.026-2" — 1.845 - 0.7254 - 2!
> 0.3006 - 2" — 1.845.

N

Legyen ¢ > 3. Ekkor az el6z6 egyenltlenség az aldbbi alakban irhaté
fel:

n—1

Dk(x) t-3 -3 2!
>24-277-1845>05-2"7 > —.
kK~ - ~ 16

k=1

Osszefoglalva, ha A > 6,1 > 3 és t < A, akkor azt kapjuk, hogy

n—1 t
1 Di(x) 2

logn &4k~ 16-logn’

Rn(x) =

AzA <6,nefl,...,127}ést < A esetet a MATLAB komputer-
algebrai programcsomag segitségével vizsgaltuk. A vizsgélat soran
felhaszndlt kédokat a Fiiggelék 3. 1| részben taldlhatja meg az Olvaso.

A bizonyitdsbol mér csak a t < 3 és A > 7 eset maradt hétra.
Tegyiik fel, hogy s < 4 és legyen J = 7. Ekkor alkalmazzuk az alabbi
egyenlGtlenséget, amelyet a fent emlitett komputeralgebrai program
segitségével dllapitottuk meg

2,

k=1

ahol ¢ € {0, 1,2} és x € [0, 1]. Ezt az azonossédgot a Fiiggelékben
részében szerepld két dbran szemléltetjiik.
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A (9) és (1)) azonossagok alapjan kapjuk a kovetkez becslést:

A-t—-1 1 A-t—1 2/-1 2“‘ 1
1,2 1 1

D, LE0=5 ) ) Bw@ o= Z Bron2* )
j=J-t-1 J J—t=1 p=2J-1 b 2/-1-2

2A t—1 ~1

1
Z By = Bow1) Z w2 )
b 2J -2 j=2J-1- -2

+ EﬁzA—r—l (D2A—t—l(21+1X) — D21+1(2’+1x)) .

Mivel A—t—-1>J—-t-1=6-1t>4és2"x¢eI_\I,
ekkor minden k természetes szdm esetén |Dy(2"*!x)| < 27! teljesiil és
tovabba fennall az alabbi becslés
b

Z wi(2t+1x)

j=2J-1-1

Ezenkiviil Dya-1(2'x), Dy (21 x) = 0 is teljesiil. Igy,

<2.251 =95,

A—t—1 2A 1—1 -1
Z le(x) > 25! Z By — Br+1)
j=T-1-1 h=27-1-1
(17) = —2s_1 (ﬂzj_/_l —ﬂzA—r—l)
1 1 23+t
s—1
22 (1+2J—I+F)2_2J'

ALemmaibc’)l J=T7,A>7,t<2,s5s <4 viélasztassal kapjuk,
hogy

-1 271 A-12/+1-1 -1
LTINS YD T N
k=1 k k=1 k Jj=J k=2J k k=24 k
271 A-1-1 -1
D, d - Dy
=L T bt T
k=1 j=J—t k=24



25

21 1645 1 1202
20582~ —— S~ 50 5

2t s+t

—0.154- —— - = _03627-2".

Tehat J =7,5 €{1,2,3,4} ést € {0, 1,2} esetén, az alabbi becslést
kapjuk
D 1
Z () - —2'>0.
= 16
Az maradt hatra, hogy a fenti 12 esetben is kiszdmitsuk a magfiigg-
vény értékét. A kiszdmitdshoz sziikséges komputeralgebrai kédot a

Fiiggelék [3.1|része tartalmazza.
A kovetkezd 1épésben A > 7, s > Sést € {0, 1,2} esetet vizsgaljuk.

Mivel ﬁb =

1
— 1 kapjuk, h
1+2b+b,1gyazt apjuk, hogy

271

Z b(By — Bye1) > 2.1039.

b=1

Ekkora ) |L.;— L}Jr jl kifejezésre a (8]) becslést, mig a ), Ltljrlj kifejezés
esetén (I0) becslést hasznaljuk. Ezenkiviil az A > ¢ + s esetben a (13))
becslést is alkalmazzuk. Tovabba felhasznaljuk a|l.7|Lemmata )] 1/k
becslése érdekében.

A fenti megjegyzéseket figyelembe véve azt kapjuk, hogy

n—1 241 A-t-1 n—1

n—1
Z%:Z b DLy Lt Y Ly
=1 k=24 Jj=1

k=24
>0 —1+2% log2 -2 — Z|L,+J
j=1

I+]|

A-t-1 A-t-1

+ Z L.+ Z L}f}—ztzk

k=24
> 2t+1 log(2) — 1 —(0.206 - 2" — 0.155)
-0.154-2"+(2.1039 - 1) — 0.367 - 2

> 0.659-2"+0.258 > 1i62t'
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Az A < t+s—1 esetben a fenti szamitast hajtjuk végre, ahol a (I2)
becslést alkalmazzuk (I3) helyett. A J = A—r— 1 Osszefiiggés alapjan
ebben a szitudciéban az alabbi becslést kapjuk:

A-1-1 Atlzf Az—lzf'—l
Z L5 =3 Ly Z Bron@x) = Z DB
j=1 p=2j-1 j=1 p=2j-1
1A t—1

szl Al > 07 _ 1 =15,

j=1

Ekkor az A > t + s esethez hasonldéan ismételten azt kapjuk, hogy
VD 2

— > — teljesiil minden s > 5,1 <2 és A > 7 esetén.
~ k16

. 1
Végiil az s = oo eset maradt, azaz, amikor x = > Ezt az esetet

az A < t + s esethez hasonldan kell vizsgalni, amelyet az olvaséra
bizunk. O

Az tétel bizonyitasa A bizonyitds ismertetése elStt sziiksé-
giink lesz az aldbbi lemmara és annak kovetkezményére.

1.8. LEmma (Young-egyenlStlenség, [35]]). Legyen n € P, akkor

! v 1 log(n) — v < —
—_— — n —
Xn+ 1) s TR TS g

"
ahol y = lim (Z £ log(n)].

k=1

1.3. K6veTKEZMENY. Legyen n,N € N és N > n. Ekkor fenndllnak
az alabbi egyenlotlenségek:

N-1
1 N
1< S (Y <!
kZ:r;k g n
A[L6l TETEL BIZONY{TASA.

2n4pn-1_1 D(x) 2n—1 D (x) 2n4pn-1_1 D (x)
log R () = > L= T 3 L
J 1 J = J

=1 =
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n—-12*+1-1 DA(%) 2nypn-1_q D’;(x)

=2 2

i=0 [=Di j=2n J
n-12-1 1y« X R

— D2i+l‘(x) + D2"+l‘(x) — (1) + (2)
. 2i 4+t 2n 4t '
i=0 =0 t=0

A (2) becsléséhez megjegyezziik, hogy r,(x) = —1, Da(x) =0
7,(x) = (0,0,...,0,1,1,1,0,...)
= W0 Y15 -+ > Yn-3sYn-2> Yn—1> Yn> Yn+15 - - -)-
Tovabba l=0,1,2,...,2" 2 — 1. esetén
Dy(t,(x)) = L.

Legyen € {2"2,...,2"! —1}. Ekkor [ felirhat6 2"~ + b alakban, ahol
b €{0,1,...,2"2 — 1}. Ez alapjan kapjuk, hogy

Dy(t,) = Dyi21(T4) = Don2(Ty) + o (Tu(X))Dp(1,) = 27> + (=1) - b.
Ekkor

on= I_] on=

D5, (x) ' Dy(x) + 1(0)Di(T,(x))
2) = e Z o

_Z"Z‘ ~D,(1,(x))
B L4 2+t

m-2_1 on=1_1
_ Z ~Di( () | Z —D,(1,(x))

=0 2” +1 =22 2” +1

e N 22—

22 _p
2n 4t o 2n 4 2n=2 4 p

]

t=0
2m42172-1 6221 5, _
Z 2" —t Z 224 5.2
t=2" ! 1=5.2n-2 t
2n21 27121 2n21 2n21

DR DRSNS

1=4.21-2 1=4.21-2 1=5.21-2 1=5.21-2
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(5 16 . (6

A kovetkezd 1épésben az (1)-re adunk felsd becslést. Az[1.3] Lem-
ma alapjan kapjuk, hogy

“”1Mm Um Di(x)  D%(x)
ZZ = + +
2i 4+ ¢ 2 3

3
—_
'\2
L

o Dyi(x) + rz(X)Dt(T,(X))
20+ ¢

Hai=1,2,...n, akkor Dj,(x) = 0, valamint 2 < i < n esetén ri(x) = 1
teljesiil. Tovabbd, ro(x) = k1(x) = w(x) és k(X)) = wy(x) = ri(x).

Térjlink at (1) becslésére! Az eddigi észrevételek alapjan kapjuk,
hogy

"13?54m _1+"”lamu»
i=0 =0 3 i=2 =0 2'+
_2 [N D) N D)
"3 Z; ; 24+t +t:21_2 24+t
2i-140i-2_1 2-1
Di(ti(x) Di(1,(x))
Z T2t Z 20+t
=211 1=21-142721
2
§ Z((l D+ 1.2)+((1.3)+(1.4)).

A folytatas el6tt emlékeztetiink arra, hogy

1 1 . . .
Ti(X) = F + E + el =: y;_zei_z + yi-_]ei_l + y;en,
ahol e, := 1/2K!. Azaz, vegyiik észre, hogy y' = 7;(x) n-nél nem

nagyobb index{i koordinatai koziil csak az y,;_»,y;— és y, killonbozik
nullatol.



Ezutan vizsgéljuk az (1.1) kifejezést.

2721 21721 21421721 j
Dy(7i(x)) t [-2

1.1 = _— = _— = -
(1.D Z 24+t Z 20+t Z [

=0 t=0 [=2!

52721 52721

; 1 i1 5
= Z 1-2 Z 7<2(Z—10g(z)).
=422 =422

Tovébb4i (1.2) esetén azt kapjuk, hogy

(1.2) = N D) K Do)

i - i i-2
54 204+t — 204272 4]
i-2_
_ ZZ‘ Dyi2(i(x)) + ria(Ti(x) Dy((x))
- i i-2
— 204272 4]

& 2o 6‘2'2‘2:“ 6-272
- 5402 ] -
= 204272 4] A t

6221 1 62721
— . -2 ~
KRN

t=5-2i-2 t=5-2i-2

<2i(810g(8)+ —0 __1
4 °8\5) "4 522 4)

Hasonl6an becsiilhetjiik meg az (1.3) kifejezést az aldbbi médon:

i~ Hi-2_ i=2_
i i D) _ N Dayrai(ri()
. : 21+t 2i+2i71+l
=21 =0
2[_72_1 21?2_1
'y Dy1 (1i(x)) + ricy () Dy(i(x)) _ D =t
£ i 4 21—1 +/ = 6 - 21_2 +1
7221

Z LZ_Z<2I' 910 Z+L_l
2 4 ®\6)T6-4.22 " 4f

7=6-21"2
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Végiil, az (1.4) tag becslése:

2i-1 2711
Z Di(ri(x)) _ Dsi-1(1:(x))
Ld Digf 204271 4]
122’71 +2172 =2 t 2
2711

_ Z Dyi-1(7(x)) + ri1 (7:(x)) Di(7:(x))
B 20421 4]

(1.4)

1=2i-2

201 2721
B —DZ(TI()C)) —Dsi2, j(Ti(x))
_ D

42042 4] +251 422 4
=212

2i-2_1

Z =Dy (7i(x)) — ’”i—z(Ti(X))Dj(Ti(x))
204201 422 4 5

=0
~ 2721 22 4 8‘2’22‘1 —8.212 4 |
= —’ P, - = _—
= 7272+ o Jj
821721 82721 8 1
-2 i
2 Z ) 1<2(——log(7) 4)
j= —7.2i-2 j= 7.2i-2

Ezeket a becsléseket felhaszndlva megkapjuk az (1)-hez sziikséges
becslést:

2 &1 5\ 6. (6 6 1

<=+ ) 2|-—log|=|+-log|l= |+ ————~

3 ; (4 Og(4) 4°g(5) 4522 4
6

AW )
2 G 5\ 6. (6 6 8\\ 11
<= 2 (—log|= ]+ = log|= |+~ -1 log(=]]+—
<30 B[ () el 3 rel) T3]+ 5

5\ 6. (6] 6 7\ 8. (8
=2"|=log|=]+ ~log[=|+ = - log[ =] - = log[=
[Froe(5)» roe() 5 ee()-S10e )
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11 2
—n-2)+ —-.
+5(n )+3

Végezetiil, a kordbbi becslések alapjan kapjuk, hogy

-12-1 =1
Dy @ 5 D)

log(A)RS(x) = (1) + (2) = ZZ o T

i=0 =O =0

2
<2".0.01451 + ?(n -2)+ 3 2"-0.050337 + 1

= —0.035827-2"+22-(n—-2) + g <-0.02-2",

han > 11. Ezzel igazoltuk a tételt.






2. FEJEZET

A 2-adikus egészek csoportja

Ebben a fejezetben igazoljuk az egydimenzids Riesz-kozepek és a
kétdimenzids (C, a)-kdzepek majdnem mindeniitti konvergencidjat.

2.1. Riesz-kozepek majdnem mindeniitti konvergenciaja

Definiédljuk az x,y € I = [0, 1)-beli elemek 2-adikus (aritmetikai)
osszegét az aldbbi modon :
<,
(1) X+y:= Sl
n=0
ahol g,,r, € {0,1} (n € N) elemeket a kdvetkezOképpen definidljuk:
qg-1 =08 x,+y, +q,1 =2q,+r,aholn € N. A g, és r, szamok
egyértelmlien meghatéarozottak €s az értékiik 0 vagy 1 lehet.
Legyent € R és

e(t) := exp(2mue),
ahol ¢ := V—1. Tovabba x € I és n € N esetén legyen

[se]

i Xn X0 2 i 7

V(%) 1= 8(3 +...+ 2n+1) és v, = | | v,
n=0

A 2-adikus egészek rendszerét a (v,,n € N) modon fogjuk jelolni. A
rendszer elemeire fenndll az aldbbi 6sszefiiggés.

2.1. LemMma ([10]]). Legyen k,n € N, k < 2". Ekkor
Vri=1(2) = V21 (2)Vi(2).

Tekintsilik az I halmazon a nem diadikus raciondlis szdmokat. A
diadikus racionalis szdmok halmaza megszamlalhaté szamossagu, igy
nullmértékl halmazt alkotnak. Azaz, a v,(x + y) = v,(x)v,(y) azonos-
sag teljesiil, ha x,y és x + y nem diadikusan raciondlis szdmok. Ha

33
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valamelyik ezek koziil diadikus raciondlis, akkor az el6z6 azonossdg
majdnem mindeniitt igaz. Tehat minden y nem diadikusan raciondlis
szam esetén egyértelmiien 1étezik olyan —y nem diadikus raciondlis
szam, hogy y + (—y) = 0.

Definiéljuk a Dirichlet- és a Fejér-magfiiggvényeket az alabbi mo6-
don:
-1

1 n
D, = Uk, K, := Dy, Dy, Ky :=0.
kZ:(;k n+lk§:0 k 0, Ko

S

A kovetkez6 lemma a Dirichlet-magfiiggvénnyel kapcsolatos azonos-
sagokat foglalja 6ssze.

2.2. LemMma ([26L23L[10]). Legyen j,n €N, j < 2" és x € 1. Ekkor

R
(b) Dy(x) = wp(9) D mriDy (),

i=0
(©) Dyi_j(x) = Dan(x) — van_1 (X)D ().

Megjegyezziik, hogy ez a fenti lemma 4llitdsainak analég verzidja
teljesiil Walsh—Dirichlet magfiiggvényekre is.

Kovetkez6 1€pésként a Fejér-magfiiggvényekkel kapcsolatos alli-
tasokat tekintjiik at.

2.3. Lemma (Gét-Lucskai [DI]). Legyen B és k rogzitett természetes
szam. Ekkor
C, ha B < s,

sup |K,(2)| dA(z) < [23
fngl @) da(2) C 35 ha B > s.

IX\IS+1

BizonyiTAs. A B > s eset igazoldsa megtaldlhat6 a [10] cikkben,
ezért csak a B < s esetet igazoljuk,

1
f sup |K,| < f sup |K,|+ f sup |K,|<C+—-2°<C.
n>B iz s+1 s>n|>B 2¢

13'\1s+1 Is\ls-*—l Is\ls+l
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A kovetkezd lemma, amely igazoldsa egy egyszerli kovetkezmé-
nye az el6z6 lemmanak, de a[2.2] Tétel bizonyitdsaban fontos szerepet
fog jatszani.

2.4. LemMA. Legyen B és k rogzitett természetes szam. Ekkor

{ C(k—-B), haB <k,

2k
C ﬁ’ haBZk

2.1. K6veTkezMENY ([[8]]). Minden n € N esetén

f sup |K,(2)| dA(z) <

|n|>B

I

”Kn”l < C.

A 2.2 Tétel igazoldsa pedig soran az aldbbi lemmat fogjuk hasz-
nalni.
2.5. Lemma ([10]). Legyen B és t rogzitett természetes szam. Ekkor
Ct—-B), haB<t,
(B —1)?
2B-t °

f sup |K,(z)| dA(z) <

|n|>B

ha B>t.

Iy

2.6. Lemma (Gét-Lucskai, [Dl]). Legyen k,l € N, ekkor
C, [ <k,

|Koii| = 2k
f 7Y edE sk

e 2 -
A 2!

BizonyftAs. Ha [ > k, akkor a[2.4| Lemma alapjan kapjuk, hogy

2k
fIszl ans:;lgl Kol < C - 4 Tk
A

Iy

A masik eset az 2.1 Kévetkezménybdl adodik,
fleHll S fleHll = ||K2[+1 ”1 S C
I 1

Ezzel teljes a bizonyitas. O
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Az f € L'(I) fiiggvény Fourier-egyiitthatéjat, Fourier-sordnak n-
edik részletosszegét és Fejér- ((C, 1)-) kozepét rendre az alabbi médon
definidljuk:

fn) = f F(0)0,(x) dA(x),
1
n—1
$,00) 5= ). flout) = [ F0D -0 dico
k=0 7

1 n
Tuf ) = — kZ: Sufy) = f For+ Koy = %) dAGO),
- 1

ahol n € N és y € 1. Tovabba egy y elem inverzét —y modon jeloljiik.
Legyen a € R olyan, hogy —a ¢ N és
o, @+ D@+2)-...-(@+k)
A} = 7 .

Ekkor az aldbbi tulajdonsagok teljesiilnek ([38]):

n

A=) AL A-AL = AT AL~
k=0
Tovébba teljesiil az alabbi allitas:

2.7. Lemma ([10])). Legyen a,l,k € N iigy, hogy a < 2" < 2 telje-

stiljon. Ekkor
A< 1 \ek=D
< Co|—
5ol

2k+a
teljesiil, ahol a > C, és C,, csak az a értékétol fiiggd konstans.

Definidljuk minden n € N esetén a (C, @) vagy Cesdro magfiigg-
vényt az aldbbi mddon:
Ka/ . 1 C A(I—ID
n = Aa n—k k-
A=
Az f integralhato fiiggvény (C, o) Cesaro-kozepe:
@ 1 C a-1 (1
L) = > ATIS W) = | FOK@ —x) dA),
1

n 1=0
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aholn € Nésy € I. Az a = 1 esetben Fejér-kozepekrdl, mas néven
(C, 1)-kozepekrdl, beszéliink.

Most réviden tekintsiik 4t az egydimenzios (C, a)-kdzepek konver-
gencidjaval kapcsolatos eredményeket.

Taibleson kérdése az volt, hogy a 2-adikus egészek rendszerében
teljesiil-e a 0, f — f majdnem mindeniitti konvergencia minden f €
L' esetén. Tobb mint hisz évvel késébb, 1997-ben Gt a [8]] cikké-
ben igazolta Taibleson sejtését, 2007-ben pedig a [10] cikkében alta-
lanositotta az el6z6 eredményét minden @ > 0 esetén. Zheng és Gat
ezt az eredményt dltaldnosabb ortonormalt rendszerekben bizonyitotta
(36, 9].

Definidljuk a Riesz 6sszegzési eljarashoz tartozé K, magfiigg-
vényt az aldbbi médon:

-1
@y ! \ Y V&
Kn = EZ(I’I —k) Uk,
k=0

ahol n € N. Az f integralhat6 fliggvény Riesz-kozepe:
1 n—1
ay — Y _ N
TRy = Zom k) F.
J:

A Riesz-kozép @ = y = 1 esetén visszaadja a Fejér-kozepet.

A Riesz-kozepek majdnem mindeniitti konvergencidjat a trigono-
metrikus rendszerben Riesz igazolta ([22, 38]]). A Walsh—Paley rend-
szerben a 0 < y < 1 < « esetet Weisz bizonyitotta ([33]]).

A cél Weisz eredményét igazolni a 2-adikus egészek csoportjdban.
Nevezetesen teljesiil az alabbi tétel.

2.1. TéreL (Gat-Lucskai [C]]). Legyen 0 < y < 1 < a. Ekkor
minden f € L'(I) esetén o,” f — f majdnem mindeniitt, ahol I jeléli
a 2-adikus egészek csoportjdt.

2.2. A 6 eredmény bizonyitasa.

A bizonyitas soran az alabbi jeloléseket fogjuk alkalmazni:

k
any =M — k)" = n‘”@( )

n
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ahol ©(x) = (1 — x”)?. Tovabbs,

Alan,k ‘= Apk — Ank+ls €s AZan,k = Alan,k - A1Cln,k+1-

7 7

Az els6 és masodrendi differencidkat a tovabbiakban a Lagrange-tétel
segitségével fogjuk vizsgdlni. Tovabba felhasznaljuk a ® filiggvény
alabbi tulajdonsdgait, amelyek igazoldsa egyszer(:
a) O monoton novekvd fiiggvény és minden x € I esetén negativ
értékeket vesz fel

b) |®’(x)| korlatos. Mivel @ — 1 > 0, ekkor 0 < (1 — x")*! < 1.
Tehat |®’(x)| < ayx’~'.
¢) ®” minden x € I esetén pozitiv értéket vesz fel.

Vizsgaljuk a A, 0 fiiggvényt! Alkalmazzuk a Lagrange-tételt. Ek-
kor

AO(x) = O(x) — O(x + h) — (O(x + h) — O(x + 2h))
= 0'(§) - (=h) - ©'(m(=h)

teljesiil valamely x < € < x+hés x+h <n < x+2h esetén. Ismételten
alkalmazzuk a Lagrange tételt, igy

@' (€) - (=h) = @' (N(=h) = WO ()) ~O'(€)) =h-h-O" ()

valamely 0 < h < 2h és & < ¢ < n esetén. Mivel ®” minden x € /
esetén pozitiv, igy azt kapjuk, hogy

AO(x) >0 (xel).
A h differencia értéke a legtobb esetben 1/n lesz.

2.8. LEMMA. Legyen n és t természetes szam. A Riesz-magfiiggvé-
nyekre a kovetkezo felso becslés adhato:

7

SZTj+

J=1

b

ay
Kn

QY
Kl’l

ahol
-1 2k
Ty :=n" ) m » (I+2) |A2an7n<k>_1_1| |Kil,
k=0 =0
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=l 2

To=n Y n Y (I1+2) |AZan,n(k)—l—1| K,
k=t 1=0
lnj-1  2k—1

Ti:=n" ) m ) (1+2) |A2an,n(k’—l—1| IKil,
k=t 1=2!

~
—_

Ty = n* nk(zk + 1) |A1an,n(k) - 2k| ' |K2k|’
k=0
|nl—-1

T5 = l’l_ay Z nk(zk + 1) |A1anvn<k)_2k| ' |K2k|’
k=t

t—1
Te:=n"" > m

Ay pk) 2k | Dy,

k=0
|n|
T; :=n"" Z ny an,n(k>_2k| Dy,
k=t
2ll—1
K®Y = n~ A, iV;-

i=0

BizonyftAs. Hasznaljuk fel n (2)-beli felirdsat és a [2.1] Lemmit.
Ekkor

n—1
i=0
=1 pkeDiok 21
Y s
=n Y E v + 1 nyy, § Ay iV
k=0 i=n(k+t1) i=0
-1 2¢-1 2r-1
— n—(l'}’ ny an,n(k)—l—lvﬂ(k)—[—l + n_ay % an,lvl
k=0 =0 i=0
Inl-1 261

= n—(l)/ NV, 1 § an,n<")—l—ll_}l + K;f"y.
k=0 =0
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Ezutan alkalmazzuk az Abel-transzformaciot kétszer. Ebbd6l adddik,

hogy
2k—1 2k—1 l 2k—1
E Ao —1-10] = Z Alan,n(’()—l—l Z l_)j + dy ok Uy
1=0 1=0 j=0 1=0
2k—1
= A1an,n(’<)—l—1Dl+1 + an,n(k)—ZkDZk
1=0
2k—1 l 2k—1
= AZan,n(k)—l—l E Dj+1 + Alan,n(k)—Zk Z Dy + an,n(k)—Zl‘DZk
1=0 j=0 1=0
2k-1
_ ' _ _
= Aoty o (L+ 2)Kiy + Avay o o6 (2° + 1Koy + @y, 021 Do,
1=0

ahol k < |n|. Ez utébbi formulét behelyettesitve az aldbbi becslést
kapjuk

nl—1 2k—1
<n nk[ Z |A2an,n(k>_1—1| (I +2) Kl

K
k=0 1=0
[nl-1
+ (2k +1) |A1an,n(k)_2k| K| [+ 07 Z Ny an’n(k)_2k| Dy + |I~(1(117| .
k=0
A lemma allitasa ebbdl a becslésbdl adodik. O

A K7 fiiggvény vizsgalata. Ennek a résznek az a célja, hogy egy
felsd becslést adjuk a K, fiiggvényre, ahol K, fiiggvényt
2

Y — 5~y
K" =n E an,iv;.
i=0

modon definidljuk. Az elsd lemmadban a vizsgdlt fliggvénylinket feliil-
6l becsiiljiik négy fiiggvénnyel.

2.9. Lemma. A K7 fiiggvény feliilrdl becsiilhetd az aldbbi médon:

11
|I~(Zm’| < Z Ti,
i=8

ahol
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2—1
Ts := n_‘”Z(i +2) [ty i] - Kisl,
i=0
21
Ty:=n > (i +2)[Asayy] - [Kial
i=2!
Tio := Q" + 1) |Ara, qn| - [Komil,
Ty :=n""|a,yn| Dyn.

BizonyfTAs. Az Abel-transzformaciot alkalmazva kapjuk, hogy

2kl—1 2ll—1

|K’(f’y| < n E a, Vil = n Z Alan’,'DH_l + Cln’ztzln\
i=0 i=0

2kl i 21
=n Y E Azan’i Di+l + Alan’z\m Z Di+1 + an,ztzw
i=0 0 i=0

Jj=

2l

< n_‘”[ D +2)|Avan,

i=0

| Kol

Kl + Q" + 1) [Aray

+

D2|":|7

Qpoh

amely igazolja az allitast. O

A tovébbiakban a Ty és T, fliggvények maximélfiiggvényeire a-
dunk fels6 becslést.

2.10. LemMA. Legyen n egy természetes szdm. Ekkor
n™ 2" + 1) [Ara,n| < Coy.
BizonyfTAs. A Lagrange-tétel alapjan kapjuk, hogy

n‘“7(2'”' +1) |A1an,2\n| = n‘“’(z'"' +1) Qo — an’z\n\+1|
2T\ 24+ 1\

(=) -0 (5)
n n

|| Il
() o[

n n

=@2"+1)
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L
< — 1©" (&)l =: (A),
o o0l 4 1

amely becslés valamely — < & < esetén teljestil.
n

o

mivel ®’(x) korlatos, ha 1/4 < x < 1. O

Mivel 0 <y <1 < < 00, igy

|n|
(A)SZ +1

< Ca,'y,

2.11. LemMma. Tegyiik fel, hogy 0 <y <1 <a<ooés|nl > B>t
ahol B rogzitett. Ekkor

fsup T < Cpy.
[n|>B

I

BizonyiT4s. A [2.10|Lemma alapjan kapjuk, hogy

f sup Tyo = f supn~ 2" + 1) |A1an,2w| - | K|

J |nzB J |nlzB
I; I;
= f sup |K»j| - sup n~ (2" + l)|A1an,2|m
>t |n|>B

Iy

< Cay fsuleng < Cay-

J >t

Iy

Az utolsé egyenl&tlenség [2.4] Lemmébdl kovetkezik. i

2.12. LEMMA. Legyen n egy természetes szam. Ekkor

2]

Y (i +2)[Asa

i=2!

< C,.

Bizonyitas. Felhasznaljuk azt, hogy Asa,x pozitiv értékl. Ekkor

ol _q |n]-1 2"M-1

- Z (i+2) |A2an,i =nY Z Z (i+2) |A1an,l‘ = A1ay i

i=2! m=t j=pm-1
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In-1 2m_1
<A YD) ) A= Mg
m=t j=2m— 1
[n]—1 2m—1
<nY Z(Zm +1) Z (Alanl Aa, l+1)
j=2m-1
Inl-1
=n % Z(Zm + 1) (Alangm_l - Alan,gm)
m=t
[n|—1 In|-1
< Y @4 D) A 17 Y27+ 1) |Ara, |
m=t m=t
= (A) + (B).

Az (A) fliiggvény becslése az alabbi 1épésekbdl all:

[n-1 [n|—1

n Z(zm + 1) [Ardymi| = n7 Z(zm +1)

Sl

Apom=1 = Ay om=14] |

Inl-1 -1 m—1
" 2+ 1]

-2 enle( )oY

po n n

|n|—1 |n|—1 y—1
2"+1 2Mm 41 (2™
< Car 2, O (€)] < Cay Z ay- ( . ) < Cuyy
m—1

amely becslés sordn a Lagrange-tételt alkalmaztuk valamely — <
n
2m—1 +1

&< esetén. Tovabba felhasznéltuk, hogy |®’(x)| korlatos.
n
A (B) becslése az el6z6 esethez hasonldan torténik. Azaz
|n|—1 Inl—1
(B)=n"" > Q2" + 1) [Argyzn| = 7 32" + 1) |anzn = @01
m=t m=t

-Sere (- (Z)) (o)

m=t
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n|-1 m m
X R
po n n

=1 5 [n|-1 m ma1\Y-1
2"+1 2m 1 (2m*
= Ca,y n |® (§)| < Ca,y Z ay - n ( n ) < Ca,ya
m=t m=t

ahol becslés sordn a Lagrange-tételt alkalmaztuk valamely — < & <
n

2m+ 1

. A |®'(x)| korlatossagat ebben a becslésben is felhasznéltuk.
O

2.13. LemmMma. Tegyiik fel, hogy 0 <y <1 <a < oo, |n| > B >1tés

B rogzitett. Ekkor
fsup Ty < Cy,.
In|>B

t

BizonyftAs. A[2.12]Lemma alapjan kapjuk, hogy

2l
fsup Ty = fsup n- Z (i +2) [y i| - 1Kis]
[n|>B

Y J |n|>B =01
A I '
21
< fsup Z n(i+2) |A2an,,-

[n=B =5

- sup |Kj+1|
J [j1=27

t

S Ca/,yfsup|Kj+1| S C(I’Y'

V=

t

O

A Ts becslése. Ebben a részben a T's fliggvény korlatossagat fog-
juk igazolni, amely fiiggvény definicidja az aldbbi:

n|—1
Ts=n"" » m(Q2"+ 1) |A1dy 0| 1K .
k=t
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2.14. Lemma. Tegyiik fel, hogy 0 <y < 1 < a. Ekkor

lnl—-1

) Y @+ D) Az < Coy

k=t

Bizonyitds. A tétel feltételébdl kovetezik, hogy a (1 — x")* (x €
I) derivdlja egy novekvo fiiggvény. A Lagrange-tétel alapjan kapjuk,
hogy

[-1
™y (2 + DA, 0

=

k=t
|n|—1
=n" Z nk(zk + 1) Ap o2k — an,n(k)—2k+l|
k=t
-1
[07 @
= Y @+ D7 = 0 = 29) = (w7 = (1 =2+ 17|
k=t

>_‘

n|—

(2" +1)

In|-1 n® _ ok\Y o k) _ ~k AN
-z e[ (S (- ()
7(11 ),1
n

k=tk ( ) )
In|-1 k kval k\v-1
e S -]
Y

I/\

— n n
(k41
<C ay ny Ca ¥
n
k=t
valamely

4 1<n® 2k <cg<n®_2k41,

mivel 2" < n® —2% hiszen k < |n| és feltehetd, hogy n; = 1. Ellenkezd
esetben ez nem fordul eld. m|
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2.15. LemmMma. Tegyiik fel, hogy |n| > B > t, ahol B rogzitett, és

0 <y <1<a. Ekkor
fsup Ts < Cqy.
|n|>B

t

BizonyiTAs. Ez a becslés az el6z8 Lemma és a[2.4] Lemma haszna-
lataval adodik,

|n|]—1
fsup Ts5 = fsup n~ Z nk(2" + 1) |A1€ln7n(k)_2k| |K2k|

J |n=B J |n|>B k=t
I I;

In|—1
< fsup |K»i| - supn™®” Z(Z" + 1ny |Alan’n(k)_2k|

J j=t |n|>B =
1

< Ca’yfspp |K>i| < Cqpy-
Y >t

Iy
O

A T; fiiggvény vizsgalata Tekintsiik a 7 fiiggvényt, amely defi-
nicidja az aldbbi:

-1 2*-1
Ty :=n" Z Mk Z(l +2) |Azan,n<k>—1—1| |Kil.
k=t 1=2!

2.16. LEmma. Tegyiik fel, hogy 0 <y < 1 < a < oo. Ekkor teljesiil
az aldbbi becslés:

-1 2%-1
Y e Y (14 2) Aty | < Cay.
k=t =21

BizonyiTAs. A bizonyitds sordn felhasznaljuk, hogy Asa,, ,w_; po-
zitiv értékd. Ekkor

n-1  2%-1
n Z ny Z(l + 2) |Azan’n(k)_l|
k=t 1=2!
Inl-1 ko 2m-1

=n" Z ny Z Z (I+2) |A1an,n<")—l—l - Aa, 0

k=t m=t+1 [=pm-1
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Inl_l k 2"1 1

Sn—ayz Z 2"+ 1) Z (Arapp0_1-1 — Ayay,0_;)
k=t m=t+1 [=2m-1
-1 k

=nY Z Q"+ 1) (A1ay 0 _om-1_1 — Ay appio_om1)
k=t m=t+1
Inl—1 k

S n_(ry nk Z ( m + 1) |Alan,n(k)_2m—l_1|

k=t m=t+1
[n|—1 k
+n ny Z (2m +1) |A1an’n(k)_2m+1| =: T3 + T3.

k=t m=t+1

Elsé 1épésként T, fliggvényt vizsgdljuk. A becslés hasonld, mint
a Ts fliggvény esetén.

-1 k
n~ Z ny Z 2"+ 1) |Alan n®)—2my]
=t m=t+1
In-1 k
=n" Z Ny Z " Appkpmyy — an,n(k>—2m+2|
k=t m=t+1
LR n® —2m 4 1\\
=N n Z(zm+1)‘ 1- #))

. (n<k> 2m+2)y)"
<cugm 2 ()

[n|-1 k a—1 1
2m 4] & _om 4 1\ & _gm 4 2\¥
<cuym 3 S - () ()

n n

S 2" 41 (n® - 2m +2)7‘1
)

n n
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-1 m
ZZ 2 +1_C(m,

k=t m=t+1

ahol a Lagrange tétel alkalmaztuk valamely
2kl < gD = 0 ok < g0 _m < &« g® _pm

esetén. Valamint alkalmaztuk az alabbi becslést

n® —om 4 2\ ol gk o\ ol gl 7!
(=) (=) =) =

n n n

ahol k + 1 < |n|. Emlékeztetiink arra, hogy 0 <y < 1. O
2.17. Lemma. Tegyiik fel, hogy |n| > B>1tés0 <y <1 < a. Ekkor

fsup T3 < Cy,y.
J |n|2B

I

BizonyitAs. Ez a becslés az €l6z6 Lemmabdl adodik. Azaz,

Inj-1  2k-1
fsupT3 = fsupn ‘WZn Z(l+2) |A2an,n<k>_,_1||Kl|

[n|=B k= '
7 T t =2

-1 2%-1
< f sup |K | - sup ™ 3" ng > (1 +2) [Aatyr-ia| < Caye

J |j>t [n|>B k=t 1=t
I

A [2.1] Tétel bizonyitasa.
2.18. Lemma. Legyen f € L'(I) olyan, hogy supp f C I, és ff =0
I
teljesiil. Ekkor

f sup|f * K®7| dA < Coy lIfll, -
n>2!
I

2

”éS

ST+ T+ T3+ Ty +Ts+Te+T7+Ts+To+Tyo+ Ty

Lemmadk alapjan:
K




49

El6szor, legyen m € {1,2,4, 6, 8}, ekkor

3) fsup |f * T,ldAd =0,
n>2t
I

mivel a T, fliggvény A,-mérhetd és f f=0.

I
Masodszor a T7 és Ty, fiiggvények értéke 0 a[2.2] Lemma (a) része
miatt.

Végiil, legyen j € {3,5,9,10}. Alkalmazzuk [2.17] 2.15] 2.13] és
2.11]Lemmaékat, ekkor

fsup|f Tld/l fsupf|f(x) Ti(y— x)| dx dy

n>2!

f 1f(y — x| f suplT(y)l dy dx < Coy lIfll; -

O

2.19. Lemma. Legyen f € L'(I). Ekkor az sup, |f x Ky
tor (L=, L®)- és (L', L")- tipusii.

operd-

BizonyitAs. A[2.1]Lemma alapjan kapjuk, hogy

sup |f * K7V < sup
neN neN

f |FCOKS(y - x)| dy
1

10
< > Il f sup |T,,(y = )| dy < Cay lIf
=1 / neN

Tovabba,

fsup |f ¢ Kjf’7| < sup
neN neN
1

1

f FCIKS(y — )| dy] dx
I

<> [l v [ suplfut -0l dy < Con 111

neN
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Ha m € {1,2,4,6,8}, akkor (3) azonossdgot haszniljuk. Ha m €
{7, 11}, akkor ||T,|l; < C, ahol m € {7, 11} Végiil, ham € {3,5,9, 10},
akkor [2.17], 2.13] [2.13] és 2.11] Lemmak miatt adddik az 4llitas. O

ARl TéTeL BIZONYITASA. A v, fliggvények véges linedris kombind-

v 22

ci6i sfiri halmazt alkotnak az L'(J) térben. Ezt a tényt és az el6z8 két
lemmat felhaszndlva kapjuk a tételiink allitdsat. A moddszer részletes
kifejtése megtaldlhat6 a [27] konyvben. O

2.3. A (C, @)-kozepek majdnem mindeniitti konvergenciija

Els6 1€pésként tekintsiik 4t a 2-adikus egészek csoportjan defini-
alt kétdimenzids Fourier-sorokkal kapcsolatos fogalmakat. A normaélt
Haar-mérték egybeesik egydimenzids esettel. A kétdimenzids Fourier
egyiitthatokat, a kétdimenzids Fourier-sor téglalap felett vett részlet-
Osszeget és a (C, ) Marcinkiewicz magfiiggvényt és kdzepet az alabbi
modon definidljuk:

f@'n?) = f FOL X0 (), () dA(x!, 22),
2

n'—1n2-1

S f@hy?) = ) > FE Kouy e?)
k

1=0 k2=0

= ff(xl, xz)Dnl(yl - -xl)Dnz(y2 - x2) d/l(xl’ xz)a
2

I v _
Ky v = = > AD D).
noj=0

Y 1 C a—
oy = DA i),

n j=1
Ismert az alabbi Osszefiiggés
onfy'y’) = ff(xl, DKy = x g - 2% dai, ),
IxI

ahol n,n',n*> e Nés x!, x%,y!,y* € I.
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A kovetkez6 lemma a kétdimenziés Marcinkiewicz magfiiggvény-
nyel kapcsolatos.

2.20. Lemma ([3]]). Legyen k € N. Ekkor

f sup |K,| < C.
In|>k

I xI

Ebbdl a lemmdbdl adédik az aldbbi kovetkezmény.

2.2. KoverkezmENY ([3]). Minden n € N
K.l < C
teljesiil.

A tovéibbiakban az aldbbi jeloléseket fogjuk haszndlni:

a+b—1

Je=La\lL,  Kiyp= ) D
I=a

2.21. Lemma (Gét-Lucskai [D]]). Legyen t' < t* és m > k. Ekkor

[ee)

k—1 A
1
2.2, f supsup = Y Ky (x', ldx < C24P,

A>m |n|=A 2
1—( 2=¢1 —¢l
t'=0 t>=t JaxJ, s=t!+1

ahol C egy abszoliit konstans.

Bizonyitds. Legyen a V b := min{a, b}. A

f sup | Ky 2s(x", x2)dx < C Y24+

[n|=A



52

becslést Blahota és Gét €s bizonyitotta a [3]] cikkben. Ennek a becs-
l1ésnek a felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy ha m > k, akkor

k-1

2 —
A>(mVe?) In|=A =1 +1

=0 2=t! A=(mVv1?) s=t1+1
1

f sup sup2 Z IK,,mz(x O)d(x", x?)

k-1 m—1 co
<C Z (A -ty 2r-4
t1=0 2=t! A=(mv1?)
k-1 oo
2y _ 4 t'—(mvr?
<C Z((th) "Y~/2 )
t1=0 2=¢!

k-1
< C Y m =12 V2 < Com — kP N2 < C2mB,
=0

Igy az A > (mV1?) eset vizsgdlataval készen vagyunk az kU1 G JaxJp

halmazon. o
Ezutén tekintsiik a > > A > m esetet, ekkor ismét az le_Jl 261 JaxJp

halmazon integralunk. Nyilvdnvald, hogy > > m. Tovét;bzg,l K

k—1 oo

Z f sup supz— Z IKno)zs(x A)d(x", x?)

2>A>m |n|=A

=0 2 Jl><J s=tl+1
k-1 oo
sup su |K o, (x', 0)|dx!
Z Z 2° f oo it 28 Z g

1=0 s=tl+1

n®+25-1

k—1 00
<c) Z 5 Z o Z f D e (Hkak| dx!
=0 2=m+

s=tl y k=n®



) 1 1 11/2 1 1/2
s+t 4211424
<oy X rrunly) (7

1=0 2=m+1 A=m s=t!

IA
[
| —
g
s

Jelolje 1, x I,,, az I,, X I,, halmaz komplementerét.

2.22. Lemma (Gat-Lucskai [D]).

f sup |K,(x", x)|d(x", x*) < € - 2513,

[n|=m

I <1y

Bizonyitds. Egyszer( becsléssel kapjuk, hogy

n425-1 n(9425-1
~ o~ 1,2
|Kn(x)’2s| < Z |Dk| < E |kt1kt2| < s +(t /\Inl)’
pa—) k=n®

ahol a V b := min{a, b}, ezért

tl

1 2
§ |K o 2] < 220+,
s=0

Ezt az egyenl6tlenséget felhaszndlva kapjuk, hogy

k-1 oo

1 <
Z Z f sup sup 7 Z |Kn(s)’2s(.xl, 2)d(x", x?)
s=0

A>m |n|=A

o0 22t1+(12/\A)
<C Z f sup Z—Ad(xl,xz)




54

k-1 oo

<CZ(m 2" m+c222" ~#

=0 2=m

< C(m = k)2X" + €2+ < € V2K,

Tehat,
k-1 oo
Z Z f sup |K,| < Cc2k=mi3,
=0 2= tl-’l Inlzm

Hasonl6an kapjuk, hogy
k=1 oo
> f sup |K,| < C2%-m73,
POy,

A kovetkezd relacio

I xI C (U O Jp % J,Z] g [U 0 Jo % J,z]

2=01t= t1=0 12=¢!

majdnem mindeniitt teljesiil és emiatt a fenti egyenlStlenségbdl kap-
juk, hogy

4) f sup |K,(x", ¥)|d(x", x*) < C2%73,
|n|=m
I X1,
Ezzel teljes a bizonyitas. O

A diadikus csoporttal megegyezd topoldgidval rendelkezik a 2-
adikus egészek csoportja. Ennek ellenére Taibleson kérdése ideig nyi-
tott volt azaz, hogy a teljesiil-e Fejér-Lebesgue tétel, azaz o, f — f
majdnem mindeniitt ([31]). Kozel hisz évvel késébb, 1997-ben Gat
igazolta a majdnem mindeniitti konvergenciat integralhat6 fiiggvények
esetén. A 2-adikus Dirichlet-magfiiggvények felbontasat alkalmazva a
normakonvergencidra vonatkozo tételt Schipp és Wade igazolta ([26]]).
2007-ben Gat az a > 0 esetén igazolta a majdnem mindeniitti konver-
gencidt minden f integrdlhato fiiggvényre ([[LO]).

Az a = 1 esetet sokkal altaldnosabb ortonormalt rendszerekben
igazolta Zheng és Gat ([36, 9]]).



55

A (C, 1) Marczinkiewicz kozepek majdnem mindeniitti konvergen-
cigjat tetsz6leges integralhatd Blahota és Gat igazolta 2009-ben ([3]]).
Ezt az eredmény trigonometrikus rendszerben Griinwald ([[18]]) és Zhiz-
hiashvili ([37]]) igazolta. 2006-ban Gat és Goginava igazolta minden
integralhato fiiggvény esetén a kvadratikus részletosszegek (C, @) ko-
zepének konvergencidjat kétdimenzids Vilenkin-Fourier sorokra ([[11]).
Az alabbi eredményiink éltaldnositja Blahota és Gat eredményét min-
den a > 0 esetén, amely eredményt Goginava igazolta a Walsh—Paley
rendszerben ([l14], [[16], [L7]).

2.2. TereL (Gat-Lucskai [DI]). Legyen O < a < 1. Ekkor o f — f
teljesiil majdnem mindeniitt, minden f € L'(I?) esetén, ahol I jeloli a
2-adikus egészek csoportjdt.

2.4. A 6 eredmény bizonyitasa

A bizonyitdshoz vezet ut elsé lépéseként az egydimenzios (C, @)
Cesaro-magfiiggvény maximdlfiiggvényét vizsgdljuk, ahol 0 < a < 1.
Definidljuk a 7 fiiggvényt az alabbi moédon:

2lnl

T = % > ACID,.

nj=0

Két esetet kiilonboztetiink meg. Az A > k esetén teljesiil az alabbi
allitas.

2.23. Lemma (Géat-Lucskai [Dl]). Legyen A,k € N és A > k, ekkor

2K\
[l e .5

I

a 1
teljesiil, ahol § =
eljestil, aho mln{2 4}

BizonyiTAs. Legyen [n| = B > A és ezért n felirhat6 2% +n(g. Ekkor

2B 2B 281

a—1 _
ZA"—J D;= Z 23+n<s> i = ZA"<B>+JD23 ZA"<B>+JD23

j=0 j=0
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Az[2.2]Lemma (c]) részének felhaszndldsaval kapjuk, hogy

2B 281 261

a—1 _ a-1 a—1
ZAH_ ID; =Dy § AT = Z A1 D,
j=0 j=0 j=0

Egyszerfien beldthaté, hogy ha z € I, tetszbleges elem, akkor az
0sszeg elso6 tagja nulla.

A madsodik tag vizsgalatdhoz az Abel-transzforméciét alkalmaz-
zuk. Ekkor

281 281 J 281
a—1 _ a-1 a/ 1 ).

E An(3)+]D - § (An(3)+] n(3)+1+1 E ”(B)+28_1 E ‘Dl

j:() ]:O =0 i=0

281

j+1 > 1~B
=|(1- §A‘“ K + A1 28K,n_
(1-a "t g+ 1 2l

2D 281
<(l-a) Z AR+ - Y anl IR
j=2P
+ AZ_]IZB |Kos_i| = (D) + (D + ID),

ahol D = Atk .

Mivel 0 < @ < 1, ezért Ay < A7~ teljesiil. Ezért,

2b_1
2D 1

A(l’ :: "(B)+]| J|

2A 2D =0

—(1) (-7

Az[2.1] kdvetkezménybdl kapjuk, hogy

201

AY, o
fsup—l(l)l s - o ]ZA sl

n>24 Ay 2A

2D @ 2k 5
e 3 e .

I
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A masodik esetben:

28-1
—|<H>|< o sup|K)| AT <€, sup |K|.
jz2P j=2D

A .4l lemmabdl adodik a kovetkezd becslés:

2k 2k
—[UD di<C, Kldi<CoA|==c[=) .
[ ggrmar=e. [splicfars oz =c.(5)
Ik Iy

Az utolsé esetben azt kapjuk, hogy

L) < nAy”
Ae =

n n

| Kas_q| < [Koniy].

A[2.4 Lemmadt djra alkalmazzuk és ekkor

2k 2
— |(I1])| da < Kon_1| dA < C, .
[wpgzhm s [uppeiansc. ()

I I

Ezzel a bizonyitas teljes. O

Az A < k esetet tartalmazza az alabbi lemma.

2.24. Lemma ([10]). Legyen A,k € N és A < k. Ekkor

fnZZA

I

ok = A).

A kovetkezd lemma az egydimenzids (C, @) Cesaro-kozép maxi-
maloperatordnak becslését adja meg.

2.25. Lemma (Gat-Lucskai [D]). Legyen A,k € N és A > k. Ekkor

2k\°
fnZZA " B “(2_,4) ’

Iy

a 1
hol § =
aho mln{2 4}
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Bizonyitds. Legyenek hy > ... > hy > 0 egész szamok €és n
2% 4+ ...+ 2™ Bz azt jelenti, hogy |n| = h,. Vezessiik be az n" :
2hi 4+ ...+ 2M jelblést. Ekkor

17 a 1 C a—1
Kn = Tn + E Z An—jDJ"
n j=ohs

Mivel n = 2hs + I’l(s_l), then by D2/1s+k = Dzhs + Uois Dk

2/1Y+n(a 1) n(é D
E Ath+n(3 H_ ]D E AT e 1) kDQhS+k
J 2/15

=1 nls=D
—l)zhA E A(s _ k+U2/” E A@ _ k

Ezeknek az egyenldségnek a segitségével az alabbi azonossidghoz ju-
tunk:

[ a

(s=1) (s=1)
— Tr(ll(w n l)zh3 na
A¢ o A

n®
De n™D < 20t ahol n¢=D = 20 + .+ 2"1. A 2.7 alapjdn azt
kapjuk, hogy ha n*~Y > C,, akkor

(hs_hs— )
Al S( 1 )“ : _

AZ(s) \/z

K¢

741
e = Uohs Kn("‘]) .

Tehat,

| () ,,(v)

1 a(hg—hs_1)
+ (%) (Dzhx + |K:S,l)|).

Legyen 7 = min{j : n' > C,} ahol C, definiciéjit lasd a[2.7] Lemma-
ban. Alkalmazzuk ezt a formulat rekurzivan. Ekkor

(l(hj—hjfl)
CAETIEAED W1 )
=t j=I
s N ( 1 )(Y(hj-hjq) | s 1 a’(hj_hj—l)| |
+ = Ta(l—l) +r|(_) Ka( )
n [
=1 j=I \/E Jj=T \/i

=: G1+G2+G3+G4.
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Mivel n® = n > 24, ezért a Lemma miatt adédik, hogy

2k\°
Gida < R
[swaiars [splrzar<c.(5)

I I

a 1
hol 6 =
aho mm{2 4}

Vizsgiljuk a G, magfiiggvényt! Ha x € I, és h; > k, akkor
D2hl (x) = 0 Tehét

1 alhs—hi-1)
sup ) (—2) Do (x) dA(x)

n224 g ST hy<k)

f sup G, dA =
J  n>24

Iy

T
T 7

Ay =
k—1 a(hg—i)
1 1
<C Z el sup (—) 2!
i=0 2 n>24 2
1

k— a(A-i) k\3
e S e 2)
=\ V2

Emlékeztetiink arra, hogy |n| = hy > A. A G; magfiiggvényt az
alabbi modon becsiilhetjiik:

S 1 a(hg—=hi-1)
Gs = Z (_) T:<1-1)|
=1 \/z
0 h a(hx_h)
<Y V(g sl
hy=A h=k+1 N22"

) k a(hg—h)
£y Z( ) sup

hi=A =0 N22"

a
TN

=: G3’1 + G3’2.
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A[2.23] Lemmit haszndlva kapjuk a G3; tagra vonatkoz6 becslést:

alhy—h)
fsqu31d/l<ZZ( ) fsup

nz24 —A h=k+1 ) Nz
Ik I

i i 1 \eOs ok
<220 @
hy=A h=k+1 V2 2

2\ 2\’
< Ca, (zhx) < Ca/ (Z_A) .
A kovetkezd 1épésben térjiink at G3, vizsgdlatdra. A[2.24Lemma
alapjan az alébbi becslést kapjuk

oo 2h a/2
fsup GipdA < Z (Z_A) fsup |T1‘\Y,| dA

dA

a
TN

I_k n>24 hy=A h=0 A N>2h
oh al2 2k al2
<C, ZZ(ZA) (k-h)<C, (2A) .
hg=A h=0

A G, tag becslése egyszerd, mivel n™D < 27 miatt |K . 1)(x)| <C
becslés mindenhol teljesiil. (7 definiciéja: min{j : n¥) > C,}) Ez
alapjan kapjuk, hogy

fsup G,da<C,.

J 2k
Ix

Ezzel teljes a bizonyitas. O
A kovetkez6 részben legyen 0 < @ < 1 és |n| := B. El6szor

definidljuk a M} magfiiggvényt az alabbi modon:
1 &
M, 3 = — 3 ACIDHDY) (P e D).
An P

2.26. LEmma (Gét-Lucskai [D]]). Legyen n € N, 7!, 7> € I. Ekkor

5 2
My, )| < Ty 2+ ) ) Ta@ 27 + THE, 2) + TYE, ),
u=2 i=1
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ahol

Tpz',2%) := Dys(z)Das(2),
B-1 21— IA . .
T8 = (- aDuE™) Y )~ K@),
=0 =2! "
B-1

Tg(zi’ 27 := Dys (27 Z H(+1-B) | g1
1=0

B-1

T5(Z', 77 = (1 — @)Dy (z*™) Z (I+1-B)a |K21
1=0

B-1

T3, = Do) Y 2P K]
=0

281

> Ak,

23t0

T3, ) =(-o)g

Ty, 2 =
ési=1vagy?2.

Bizonyitas. Elgszor felhaszndljuk, hogy n = n(g, + 25, mivel |n| =
B, igy azt kapjuk, hogy

2B
1
- _a Z n(3>+23 D (Z )D (Z ) = ZAWB)HDZB t(z YD _ t(Z )

" =0
| 2
= ac 2 An L Das_ (2D ().
Tovabbd, alkalmazzuk a[2.1| Lemmaét. Ekkor
281
ATMI(,2) = Z AL Das (2D ()

281

- Z A Do) = vy 1 (2)Dy()] - [Dy(2°) = 0281 (2)Di(2)]
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281
Ax ! [Ds(2")D2s(2%) = v35_1(2)Di(2)D2s (%)
t=0
— 031 (Z)D(Z)Dys(2") + v38_1 (ZYvae_1 () Dy(2) D ()]
= (D) + D)+ II]) + (IV).

El6szor az (1) fliggvény vizsgaljuk:

28-1
1
< Don(@)Dn(@) Azl < D)D) = ThE' 2.
n =0

A (I1) és (I11) fiiggvényeket egyiittesen vizsgaljuk az alabbi alak-
ban:

281

1
E Z An(B)HDf(Z )DZB(Z3 l)
n =0
B— 121+1 1 1 B
= —DzB(Zb’ I)Z Z An(3)+tDt(Z) DZB(ZSﬂ) EZ Vl(zl) ’
0= n 120

ahol i = 1 vagy 2. A V/(7') kifejezésre alkalmazzuk az Abel-transzfor-
maciot. Ekkor

21+I 1
Vi(Z) := Z An(3)+th(Z)
t=2!
2[+1 1 2[+l_1
1 .
= Z (An(3)+l AZ(B)+1+1)ZD (Z) +A,, 4201 Z D(z")
t=2! j=2! 1=2!
21+1 1
_ 1 1 1.0 1 I+1 g1 i
- Z (Arcf(B)+t AZ(B)+t+1)(t + I)Kt (Zl) + A::( +21+1 2 K21+1_1(Zl)_
1=2!
2/+1 1
_ (A(Z 1 — A9 1 )21K1 ( ) AY 1 21K1 (Zi)
np)+t np)y+t+1 21—] n B)+2H1 201
1=2!

=:(A) + (B) + (C) + (D).
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Az (A) fiiggvény vizsgalataval kezdiink:

B-1
Dos@| ) 7 —( )‘
=0
B-1 1 I+1_ '
= DZB(Z3 l) Z A_ n(3)+t Ag(B)l-l-H-l)(t + l)Ktl(Zl)
=0 =2
ol+l_ 1 A% 1
i t+ n B)+1 1,
<(1 - @)D(Z™) “— |k} ()
ggn(lg)ﬂ'tﬁ'l Aa | ! |
12[+]_1
<(1 =)Dy Y K@)
=0 ¢=2! "

Ez a becslés adja a T; fiiggvényt. Mig a T; fiiggvény a kovetkezd
szamitasbdl kovetkezik:

B- B-1 A@~1
Dys( Z ~(B)| <D(z ’)Z ”“””’ | @)
B- lAa 1,
<Dos(z" ’)Z = | Y@
<Dy (2 Z Lo = K1)
=0

-1
<Dy(z) Z 0B gl (@)
1=0

A (C) eset vizsgalata utdn kapjuk meg a T’ kifejezést:

B-1
NS
DzB(Z3 ) ZE(C) =
=0 "N
1 B-1 211
3—i 1% l i
:DZB(Z ) E n(3)+t _An(3)1+t+1)2 KZII—I(Z)
n =0 l‘=2]
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B-12"1-1 4
3—i "<B>+’ 1 i
(=D ), ), = Ky, @)
=0 =0l Aj (B)
B— /+l
<(1 - @)Dy () Z Z = A k@)
1=0 =2l 23
<(1 - @)Dy (™) Z = K, @)
=0
-1
<(1 = @)Dys(Z) Z 2041-Br g1 ()]
=0
A (D) esetben azt kapjuk, hogy
B-1 B-1 Dl A~ 121 1
—i i negy+2+ i
Dos(@ )| ), 7 (D) =Das(e™) ZL Ky (@)
l a-1
1+1 ;
<Du(Z*™) Z 4 KL @)
i [+ i
<Dys(7") Z A Ky (@)

n

<D,s(z*7) Z H(+1-Bje | o1 —1(Zi)| — Tg(zi’ 2.
1=0

A (IV) esetben alkalmazzuk az Abel-transzformaciot:

251
3 AL DD =
=0
251 281
= Z(An(3)+l n(3)+t+1) Z D; (Z )D; (Z )+ An(3)+23 Z Dt(Zl)Dt(,ZZ)
j=0 t=0
28-1
< Z(Ag(zg)lﬂ - AZ<B)1+t+1)(t + I)KI(ZI’Zz) + Aa )1+2192 K2B—1(Z1’Z2)
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281
t+1
<<1-a)ZA:;B}H +Hlll@(zl,f)l Art 028 |Kan i (2, 2)
= |(IV.D)| + |(IV.2)|.

Ezeket az eseteket az el6z6ekhez hasonldan fogjuk becsiilni, azaz

1
=1- a')— Z An(3)+t aa |K’(Zl’ Z2)|

A pur N(B)+1+1
28-1
<(-a)3 ZA“‘|K(Z )| =Ty, D),
23 =0
és
2BA(1 12 B ra—1
npy+ B
o (Ko (@ )] < — 2= Ko (2 2)
n I’l n
a
‘E 12 L2y — p7¢,1 2
< Ao |K28_1(Z »Z )| < |K23—1(Z »Z )| =Tp(z',2°).
n
A bizonyitas ezzel teljes. O

2.27. Lemma (Géat-Lucskai [Dl]). Legyen k € N és |n| = B. Ekkor

f supTi(z', 22 d(z',2%) < C,,

n>2k

LI I

teljesiilu = 1,2,3,4,5,6,7 esetén, ahol C, csak az a-tdl fiiggd kons-
tans.

BizonyitAs. Legyen u = 1,

f sup [Dys(z")Dos(2)| d(2',2%) = 0

n>2k

L x Iy

mivel k < B = |n|, ekkor 7' € I; és D,s(y’ — x') = 0, ahol i értéke vagy
1 vagy 2.
Hau=12,3,4,5ési =1 (azi = 2 eset hasonléan kezelhetd), akkor

f sup T(z',2°) d(z', 2%) = f sup Ta(z', 2%) d(z', 2%)
n>2k n>2k
L <y (ilek)U([le_k)U(l_kXI_k)
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= f sup Tp(z',2%) d(z', %)

n>2k
]_kXIk
+ fsupTg(zl,ZZ)d(zl,z2)+ fsupTg(Zl,ZZ)d(Zl,Z2)~
_ nx>2k Jonx2k
LI I L xI

Az utolsé két integral értéke 0, mivel ha z> € I;, akkor D,s(z?) = 0
Az u = 2 esetben azt kapjuk, hogy

f sup Ta(z', 2 d(z', 7%)

n>28

I X1y

B-
=<1—a)fsupng(z Z Z —|K (] d'. 2

n>2k n
I_kX[A =0 =2

21(a b
<C, f sup D,s(z )Z sup|Kt1(Z1)| d(zl’zz)

n>2k l7l=I
I_]\Xlk
1,1 1 7.2
<C ffZDza(z )Z ls;ljg |K, (z )| dz dz
I Ik
o B-1 Zla
SCQZ _fDQB(Z ) dz* fsup|[([1(z1)| dz'
2Ba lt|=1
B=k 1=0 A ;
o B-1 21(1/
1.1 1
<G 3 5 | suplke]
B=k 1=0 1
0 k-1 c B-1
21(1 2la 2k
CGZZTQ SCADIDN AV
B=k 1=0 B=k I=k

sCQ+Z T = C, + (A),
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ahol a 2.4 Lemmat hasznéltuk. Az a értékétdl fiiggden harom esetet
kiilonboztetiink meg:

1 o0 23((1—1/2)2](/2 b 2k/2
a>§: (A)SC ZTSZWSCW
B=k B=k
oo B-1 00
1 2k/2 2k/2
a=3: W)=Ca) D 55m = aZB—k)WSCQ,
B=k I=k B=k
1 i 2k(a— 1 /2)2k/2 2ka
@< (A) < Ca ) s =Ca ) 55 < Ca
B=k B=k

A kovetkez6 esetben legyen u = 3 és hasznéljuk fel a[2.6] Lemmat:

f sup T3(z',22) d(z', %)

n>2k
TexIy
ffsupDzB(Z )Zz(m B | g 21,+1(Z1)| dz' dz?
n>2k
h I
ffZDZB(Z )Zz(m B)a| +1(Z1)| dz' dz?
Iy h
oo B-1
< ZZ(HI B)afD B(Z)dZ f| l+1(Z1)| le
B=k =0 7
k
0o k-1 o B-1 2k
(I+1-B)a (I+1-B)
<) D et ¢ )N cotiBe 5
B=k =0 B=k =k
o B-1
< Cot Gy Y 27PN 9071 2 4 (8),

B=k I=k
Az a értékétdl fiiggden harom esetet kiilonboztetiink meg:

1 ) S 2M2
a> 5 . (S) <C,- Z 2—B(l+k/2 . 23((1—1/2) =C, Z W <C,,
B= B=k
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1 o
a = 5 : $) =< CQZZ—BCHk/Z(B_ K <C,,
B=k
@ < L $S)<cC .iz—&wkﬂ . okla=1/2) _ o 2ka <C
27 e L = <C,.

zBa

B=k

Az u = 4 és u = 5 eset bizonyitdsa az el6z0 esethez hasonldan
torténik.

Legyen u = 6. Ekkor a[2.20] Lemma alapjan kapjuk, hogy

f sup T(z', 25 d(Z', 2%)
n>2k
I X1,

1o a-1 12 12
= f:l;zg(l _a)A" ZAt K", )| d(', 2

2B =0
I X1
<C, f sup ZA“ "k 2| dE', )
n2k AzB =0
I X1y

281
+Cafsup ZA“1|K,(Z z)| d(Z', 7)) =: i\ + i.

n22k B =0k
LI I

Az els6 egyenlStlenség egyszertien kovetkezik a[2.20] Lemmébél

i <C, f sup|K,(z', 2| d(z', %) < C,.

n>2k

I X1

Valamint alkalmazzuk az llb egyenlGséget. Igy az aldbbi becslést kap-
juk

B-12"1-1
< [ supg > Y A K ) a6 )
n2k Ay I 1=2!

I X1

B-
S S + S K 1’2 dl,z
[ S s e e

21St<21+1
I X} Iy
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oo B-1
< Ca/ Z Z 2(1—3)(1/ f sup |K[(Zl’ Z2)| d(Zl, ZZ)
B=k I=k lr=t
I X1
o B-1 o0 B-1 2z(a 1/3)2k/3
<Gy Y Y 2Bl Z ¢, N =: (B).
B=k I=k B=k I=k

Az a értékétdl fiiggden hiarom esetiink van:

b 2B(a—1/3)2k/3 b 2k/3
2B(1/ < Z 2 /3 S C(l’

1
a>§: (B)SC(Z

B=k B=k
o B-1 0
1 2k/3 k/3
=3¢ )=Co ), D 55 =Ca ) (B~ k)2B/3_Ca,
B=k =k B=k
1 2k(a 1/%)2k/3 ©0 2ka
a < —. (B) < CQ 230[ > (z-
3 B=k B=k

Végezetiil, legyen u = 7. A[2.20l Lemmat hasznéljuk ismét. Ekkor

f sup T4z, 2 d(Z', %) = f sup |Ks_1(z', 2| d(z',2)
n>2k n>2k
L xIy, I X Iy

< fSUP|Kt(zl,z2)| d(Z',7%) < C,.
1>k
I xI,

O

2.28. Lemma (Gat-Lucskai [D]). Legyen f € L'(I%) olyan, hogy
supp f C Iy X Iy és [ f = 0. Ekkor

f su1;3|f*T1'§ d1 < Co-Iflly,
n>2k

I X1,

aholu=1,2,3,4,5,6,7.
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BizonyitAs. Alkalmazzuk az el6z6 lemmat. Ekkor

fsu;z|f*T§ da = fsu€f|f(x)~T§(y—x)| dx dy
n>2 n>2

TexIe TexIx TixIy
< f £y - ) f sup Th(y) dy dx < C, -1
I I TexI; n=2

O

2.29. LEmma (Gét-Lucskai [D])). Legyen f € L'(I?). Teljesiilnek az
aldabbi egyenlitlenségek

(0 sup f K| < C-Ilfll
teN s

(ii) sup |f + (IKil X Da)lfl - < C-IIfll s
B,leN s

(iii) sup |f + ([K | x D)l < C-Ifll -
B,leN s

Bizonyftis. Az els6 eset[2.2] Kovetkezménybdl kapjuk:

sup |f * K

teN

< Il (Sup”Ktlll) < Cliflles -

teN

[ee)

A madsodik esetet a 2.1 Kévetkezménybdl kapjuk:
|f % (Ki x Da)(x', )|

= { f @' v |Ki' = xH| - Dasy? = )| dy', v
xI

<l - f |K,(H)| - Das(x?) d(x', 57 < C || fl, -
IxI

Tehat,

sup |f # (K; X Dos)ll| < C-|Iflls -
B,leN s

Az utolsé egyenl6tlenséget pedig [2.2] Kovetkezménybdl kapjuk:
|f # (K; x Don)(x', 7))
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= f lf @' v KT = xD| - Dasy® = 3P| dy', )
xI

<Ifl - f IKI (' — 2| D) d' ) < C - Il

IxI

lgy,
sup | £+ (Ki' x Das)|[| - < C - ||fll -
B,leN s
A bizonyitas ezzel teljes. O

2.30. Lemma (Gét-Lucskai [Dl]). Legyen f € L'(I?). Ekkor u =
1,2,...,7 esetén a sup |f * TI‘;| operdtorok (L™, L™)-tipusiak.
BeN

BizonyfTAs. Az el6z6 lemma és a | Ty
egyenldtlenségek felhasznalasaval adodik.

[ <G = 1,2,..,7)

2.31. Lemma (Gét-Lucskai [Dl]). Legyen f € L'(I?). Ekkor u =
1,2,...,7 esetén a sup |f * Tl’;| operdtor gyengén (L', L")-tipusii.
neN

BizonyitAs. A[2.28|Lemmébdl kapjuk, hogy a sup | f * Tg| operator
neN

(L™, L*)-tipusu. A[2.31|Lemma mutatja, hogy ez az operdtor kvizilo-

kalis. Felhaszndlva a standard eljarast (lasd példaul [27]) azt kapjuk,

hogy a sup | f * T4 operétor gyengén (L', L')-tipus. m
neN

2.3. KoverkezMENY (Gét-Lucskai [D]). A sup | f * M| operdtor gyen-
neN

gén (L', L")-tipusii.

Bizonvitis. Gyengén (L', L')-tipust operdtorok 6sszege is gyen-
gén (L', L"-tipusu. m

A folytatdsban legyen n = 2 + ... + 2™ ahol hy > ... > hy > 0
egész szamok. Azaz |n| = h,. Tovabba, legyen n := 2% + . + 2ho,
igy n = n'.
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2.32. Lemma (Gat-Lucskai [D]]). Legyen n € N, ekkor

s 1 alhs=h._1) 5
K, )| <G, )+ Y (—) DG, ) + Gelx', ),
=T \/E Jj=2

ahol
Gi(x', x%) = [M,(x", )|,
Go(x', x?) = Do (x")Dyi. (x?),
G3(x',x%) = Dy () |[K L2, (61

n@=1

G4(xl’x2) = Dzhz(xl) |Kla (XZ)

n=1

1 .2 1 .2
Gs(x',x%) = [M°, (x", %),

K 1 a(hs—h,_1)
G6(x] ’ x2) = l_[ (%) |Kna/(r—1)(x]’ X2)| .

Brzonyitis. Elsé lépésként alakitsuk at K| magfiiggvény az alab-
biak szerint:

9

b

=

n(®
a a-1
(D Kn<s> = A@ E An(n_ ij,j
n® =0
2hs n®)

1 a—1 1 a—1
=1 DAL D+ YON DL AL Dy

n®  j=0 n() j=ohs

n®

@ 1 a—
= Mn + e Z An(s)l_ij,j.

n®) j=2hs

Mivel n = n® = 2" 4+ n=D_ {gy azt kapjuk, hogy

2/15 +n(sfl) n(.vfl)
A%l D.HD:(x) = Y A% Do (X)) Dohs o1 (2)
2hs 4p(s=D— j ] J - nls=D_g 2N +k 2hs +k
j=2hs k=0
76D

= Z A Dy () + 0y (X D (X)) (D () + 031 () Di(x%))
k=0
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A= A=

= Do (x")Doi (%) Z AT+ 0 () Dy (x) Z AL D)
- k:

n(‘ )

+ 0y (X)) Doy () Z AT Dy(xh)

,,(s )

+ 0 (X0 (2) Z A% Dy(xHDy(x?)

= A% Dyis (x") Do (x) + vy (x )ALy Do (XK ()
+ Uohs (x )A e o Dons (x )K G- 1)(x ) + Ui (x )Uzhs(x )A;,f(s—l) n(s—l)(xl’xz)'
Ezt az egyenletet helyettesitsiik be (1)-be. Ekkor

(07
1 .2 1 .2 (=)
Ko (x', x%) = M3, (x', X)) + = - L Do (x") Doy (1)
n S
04 (04
nGs=1 La n(s D l,a 1
+ Upis (x ) DZ"S(X )K als— 1)(x )+ Uohs ()C ) DZ"S(X )K nls— 1)(x )
n(S) n(‘)
(04
1 (s-1) 1 .2
+ 0 (X () — = K (61, %),

n(s)

Mivel n¢~ < 2% — 1, {gy a2.7] Lemma alapjn

Aoz(Y ) ( 1 )(I(h hs-1)
. <|l— .
AT V2

teljesiil =V > C, esetén. Azaz,

1 a(hs—hs-1)
|Kz(x)(xl, x2)| < M;’(.Y)(xl, x2)| + (@) Dois (x1)Dois (%)

1 a(hg—hs_1)

+ N Dy, (x)|KLE, ()|
1 a/(hx_hs 1)

+ N Dy () |K L (x|
1 a(hg—hs_1)

+ % |K;'(S,1)(x1,x2)|.
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Legyen 7 := min { jinY > Ca}, ahol a C, értéke aLemma alapjdn
adott. Alkalmazzuk rekurzivan az el6z6 formulat:

a(hj=hj-1)
K2, (!, )| < [M2 (!, )] + ZH( ) Do (x")Daie (33)

=T J=Z

ST pac il
+ — Dy () [K, 2, (x")
+ — Dy (x") |K 7 (x?)
=T j=z \/§
N 'i 1 (l(hj—hjfl)
+ Z — |M:(Z,1)(xl, x2)|
=T j=z \/E
K 1 ahj=hj-1) .,
+ lj:r[ @) Kn(T_l)(xl,XQ)l.
A bizonyitas ezzel kész. O

2.33. Lemma (Gét-Lucskai [Dl)). Legyen n = 2% + ... + 2", ahol
hy > ... > hy > 0 egész szdmok. Tovdbbd, legyen n'V) := 2" + . + 2",
Ekkor

f sup Gz dA < C,.

n>2k
I X1,

BizonyiTAs. Hasznéljuk a[2.25|Lemmat. Ekkor

s 1 a(hs—h;-1)
f sup G dA = f S“PZ(\—@) Dy (x)[K 2, ()] da

V22 ok
LI I L xIy
o k-1 A-a a(A—-a)
SZZZ(—) fDW dx! fsup K| dx
A=k a=0 j=0 V2 J |ml=a

o A A-a a(A—-a)
+ZZ (%) szw dxlfsup |k, dx®

A=k a=k j=0
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© A A-a a a/2 2k 0
2335 (5]
A=k a=k j=0
oo k-1 A-a i a/2
2/\(k,a+])) ( 2a)
+ ( — (k-a)
; a=0 j=0 2 2
=:C, + (Q)

Tekintsiik a (Q) kifejezést:

o k=1 A-a Nkat))\ [9a al2
222 ) e

k—1 k-a i a/2 © k-1 A-a a/2
24%7 (D4 24
( ) (k Cl) § (2 A ) (k Cl)
i 1

k |\ A
2 2 A=k a=0 j=k—a+

kol ha\ar2 0 kol na\ar2
(2_) -+ (—) A-bk-a)<C,
a=0

O

2.34. Lemma (Gt-Lucskai [D]). Az sup |f = K2
neN

operdtor, ahol f €
L'(I?), gyengén (L', L")-tipusii.

BizonyitAs. Hasznaljuk fel K¢ felbontdsat. El6szor tekintsiik a

1 \@s—he0)
ey e

K 1 a(hs—h;-1)
rulE e

=T

s 1 a(hs—h,_1)
D) sl

=7
1 a(hs—hz-1)
renfg) e

sup
neN

operatort. A kovetkezo becslést kapjuk

sup
neN

= Sup
neN

K 1 a(hg—h,_1)
%) 'Mf?z-”"

=T

< sup

< Ca-sup|f*M,‘f|.
neN keN

ope-

Tehat a alapjan sup |f * G| és sup

neN neN

ratorok gyengén (L!, L")-tipusiak.
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s 1 a(hs—h,_1)
A sup |f * (—) G| operator felirhatd az alabbi alak-
neN Zz:‘; \/E
ban: s 1 a(hs—h;-1)
sup | f = — G,| < sup|f =Tk,
i Y[ o<l

ahol Ty = D,s(z')Dys(z%). Tehdt a Lemma alapjan gyengén
(L', LY)-tipusu.

A fennmaradé eseteket a "szokdsos" eljards szerint vizsgaljuk, az-
az igazoljuk az (L®, L™)-tipusud tulajdonsdgot és a kvazilokalis tulaj-
donségot is.

Elszor a sup |f * Gg| operatort vizsgaljuk. Mivel n™" < 27, ek-

neN
kor ebbdl |K,«n| < C, kovetkezik. Ezaltal kapjuk, hogy

f sup G dA < C,,.

neN

I xI

Egyszer(i szamitasok alapjin kapjuk ennek az operatornak kvaziloka-
litasat. A[2.29]Lemma (i) része alapjan ez az operdtor (L, L*)-tipusi
is.

A fennmaradé operatorok is kvazilokélisak a[2.24]Lemma alapjan.
Mig az (L%, L*)-tipusossdg a[2.29] Lemma (iii) részébdl kovetkezik.

A bizonyitas ezzel teljes, mivel gyengén (L', L")-tipusi operdtorok
osszege szintén gyengén (L', L')-tipus. m

AR2| TETEL 1GAZOLASA. A v,v,, fiiggvények linedris kombindcidja
stiri halmazt alkot az L'(I?) térben. Ezt a tény és a Lemma iga-
zolja a tétel. Az eljarés részletesen a [27] konyvben megtaldlhat6. O



3. FEJEZET
Fiiggelék

3.1. Matlab-kédok

Itt taldlhat6 a MATLAB kédoknak a listdja, amely segitségiil szol-
galt a [[.5] Tétel igazoldsdban. Az N természetes szdm és x € [0, 1)
szamok bindris alakjanak n-edik koordinatdjat adja meg az aldbbi kod.

function g = coordN(n, N)
g = mod(floor(2."(—n) = N),2);

end

A kovetkezd kod az n-edik Rademacher fiiggvény és az n-edik Walsh
értékét szamitja ki az x pontban:

function h = rad(n, x)
h = (—=1).Mmod(floor(2Nn + 1). * x),2));
end

Sfunctionf = walsh(n, x)

a = floor(log2(1 + n));
forb=1:1:a+1;

y(b) = rad(b — 1, x)"coordN(b — 1, n);
end

f = prod(y);

end

Az n-edik Dirichlet magfiiggvény €s az n-edik logaritmikus magfiigg-
vény értékét az x pontban az alabbi kéd adja meg:

77
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function f = Dir(n, x) function f = logkernel(n, x)
fora=1:1:n; fork=1:n;

y(a) = walsh(a — 1, x); h(k) = sum(Dir(k, x))/k;

end end

[ = sum(y); f = sum(h);

end end

A kovetkezd kéd megszdmolja, hogy hany alkalommal lesz a logarit-
mikus magfiiggvény értéke kisebb, mint 2'/16:

function f = logkern2t16(n)

A = floor(log2(n));

fork=2:2"A

x=(k—-1)/2"A;t = floor(log2(1/x));

if logkernel(n,x) < 2°t/16 error(k) = —1;
else error(k) = 0;

end

f = sum(error);

end

Az f(x) = 1og(128)-Ry,5 és g(x) = 0.58 -2 fiiggvényeket ar € {0, 1, 2}
és x € [1/8, 1] esetén az alabbi kdd jeleniti meg:

fork =1:224 x(k) = (k+ 31)/256; y(k) = logkernel(127, x(k));
end

plot(x,y, 'k’)

hold on

al =[1/8 1/4];

a2 =[1/41/2];

a3 =[1/21];

b3 =10.58 0.58];

b2 =[0.58 x20.58 = 2];

bl =[0.58 x4 0.58 = 4];

plot(al,bl, ' = ,a2,b2, " -, a3,b3, ' — ., 'color’ ,[0.4 0.4 0.4])
legend('f(x)", "g(x)")
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3.2. Az[1.5|azonossagot szemléltets abrak

A fiiggelék el6z6 részében szerepld kodokkal késziilt az aldbbi két
dbra, amely a[l.5]azonossag alapjdul szolgalt.

fix)

1. ABRA. f(x) =10g 128 - Rjg(x) és g(x) = 0.58 - 2!
abrazolasa abban az esetben, amikor ¢ € {0, 1,2} és
xe[1/8,1]

07

0.65 -

06
0551
05

045

0.4
08 082 084 086 088 09 092 094 09 098 1

2. ABRA. f(x) =10g 128 - Rp5 és g(x) = 0.58 - 2/
abrazolasa abban az esetben, amikor ¢ = 0 és
x€[0.8,1]






Osszefoglalé

A disszertacio két f6 fejezetet tartalmaz, egy fliggeléket és egy hi-
vatkozdsokat tartalmazo részt. A disszertdci6 sordn a diadikus analizis
szokdsos jeloléseit alkalmazzuk. Legyen n € N és I := [0, 1). Ekkor

[0e] (o)
n= Z n;2’ és x= Z x, 270D
n=0 n=0

az x € I és n € N szamok diadikus alakja, ahol ny, x; € {0, 1}.
Definidljunk mér karakterrendszert az (I, +) halmazon. Els6 1é-

pésként az w = (w,,n € N) Walsh—Paley- és « = («x,,n € N) Walsh—

Kaczmarz-rendszer n-edik tagjit az alabbi médon definidljuk:

wp(X) = H(—l)xj"’ €s Kn(X) := r|n|(x)(—1)2ﬁ6' PXpl-1k

Jj=0

Ezek a rendszerek karakterrendszert alkotnak az (/, +) halmazon, ahol
a + miivelet az dgynevezett diadikus vagy logikai 0sszeget jeloli.

Ezen a halmazon a harmadik karakterrendszer a v = (v,,n € N)
2-adikus egészek rendszere. Ebben az esetben a + miivelet a 2-adikus
vagy mas néven aritmetikai Osszeget jeloli. A rendszer n-edik tagja az
alabbi médon irhat6 fel,

[Se]
. X X0
S I PR R |
n=0

Mindhédrom esetben n; €s x; (j € N) jelolirendre azn e Nés x € [
szamok bindris egyiitthatdit.

Legyen ¢ € {w,k,v}. A Dirichlet-magfiiggvényt, illetve az f €
L'(I) n-edik Fourier-egyiitthat6jat és Fourier-sordnak n-edik részlet-
Osszegét rendre az alabbi médon definidljuk:
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n—1
Df =) e Fem) = f FOFA(x) dA),
k=0 V4
n—1 R 1 n
SEFW) = ) Fleuy), L) = ——= D Suf ).
k=0 k=0

Els6 rész. A disszertacio elsé részében a Fejér-magfiiggvények
maximadloperdtorat vizsgaltuk a Walsh—Paley-rendszerben, illetve a
Riesz—logaritmikus kozepeket vizsgaltuk a Walsh—Paley- és a Walsh—
Kaczmarz-rendszerekben.

Az emlitett magfiiggvényeket rendre az aldbbi médon definidljuk:

1 n—1 Df
k s

k=1

n—-1
1
Kf:=->'Df, R :=
n k=0

ahol Ky := 0 és ¢ € {w, }.

Walsh—Paley-rendszerben 1955-ben N.J. Fine integralhat6 fiigg-
vényekre bizonyitotta o, f — f majdnem mindentiitti konvergenciat
([S1). 1997-ben Gét a Fejér-magfiiggvény maximaloperatordra adott
becslés segitségével bizonyitotta a Fejér-kdzepek majdnem mindentiit-
ti konvergencidt a Walsh—Paley-rendszerben ([7]]).

Ezek utan térjiink at a Fejér-magfiiggvények maximaloperatoranak
a vizsgdlatdra. Az els6 ezzel kapcsolatos egyenldtlenség Gat nevéhez
flizédik, aki 1997-ben igazolta az aldbbi egyenlGtlenséget.

TETeL ([[7]). Minden a < A € N esetén

fsup |K,(x)| dx < C V24,

[n|>A

logn

a

Goginava 2004-ben jobb felsd becslést adott az el6z6 eredményhez
képest. O az aldbbi 4llitast bizonyitotta.

TETEL ([15]). Minden a < A € N esetén

A —
fsup K, (x)|dx < C a

—
Inl=A 24-a

a

Az els6 eredmény, hogy a Goginava dltal adott becslés tovabb nem
javithato.
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TeEteL (Gat—Lucskai [Al).
1

filzlg |K,(x)|dx > ¢ NG

log(N6) (N . 1)

Ezt kovetden térjiink at Riesz-logaritmikus magfiiggvények vizs-
gdlatdra. Trigonometrikus esetben a Fejér-magfiiggvények csak pozi-
tiv értéket vehetnek fel, igy ezt a tulajdonsdgot felhaszndlva konnyen
igazolhatjuk, hogy a Riesz-logaritmikus kozepek csak pozitiv értéket
vesznek fel. Azonban a Walsh—Paley- és a Walsh-Kaczmarz-rend-
szerben a Fejér-magfiiggvények negativ értéket is felvehetnek. Tehat
ezekben a rendszerekben nem haszndlhat6 a trigonometrikus rendszer-
beli bizonyitds. Ennek ellenére a Walsh—Paley-rendszerben sikeriilt
igazolni az alabbi tételt, amely bizonyitdsa sokkal 0sszetettebb, mint a
trigonometrikus rendszerre vonatkozé bizonyitas.

TéteL (Gat—Lucskai, [Al]). Legyent,n € N és x € I, \ I,,,. Ekkor

t

16logn’

R,(x) > 1

han>?2' és R,(x) = , han<?2.

logn
A tételnek két kovetkezménye van.

3.1. KoverkezmENy (Gat-Lucskai, [Al]). A Walsh—Paley-rendszerre
vonatkozo Riesz-logaritmikus magfiiggvény pozitiv n € N és minden
x €[0,1) esetén.

A masik kovetkezmény egy komoly eltérést mutat a Walsh—Fejér
és a Walsh-logaritmikus kozepek kozott.

3.2. KOveTkezMENY (Gét-Lucskai [Al]). Legyen t,a € N gy, hogy
t > a teljesiiljon. Ekkor

1

fsup |R,(x)| dx = 0.
n>2!
2—(!

fenndll a Walsh—Paley-rendszer esetén.

A kovetkezd eredményiink egy djabb eltérés mutat a a Walsh—
Paley- és a Walsh—Kaczmarz-rendszerek kozott. Utébbi rendszerben
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megadhat6 a Riesz-logaritmikus magfiiggvényeknek egy olyan soro-
zata, amely valamely intervallumon negativ értéket vesz fel. Ponto-
sabban teljesiil az al4bbi tétel.

TEteL (Gat—Lucskai [Bl]). Legyen A = 2" +2"!, 11 < n €€ N és
Ekkor

log(A)R)(x) < -0.02 - 2".

Masodik rész. Ebben a részben igazoljuk az egydimenzios Riesz-
kozepek és a kétdimenzids (C, a)-kdzepek majdnem mindeniitti kon-
vergencidjat.

Eldszor tekintsiik az egydimenzids esetet. A Fejér-kozepet és a
Riesz-0sszegzési eljaras K7 magfiiggvényét a kovetkezSképpen defi-
nidljuk:

n n—1
1 1
K, = Dy, K := Y )y,
P kz:(; k n nay kzz(;(” ) Uk

ahol Ky := 0,n € Nés 0 < min{e,y} < 1 < max{a,y} < 0. Az f
integréalhato fiiggvény Riesz-kozepe:

1

nev

n—1
TRTf) = = ) 7 =R ().
=0
Ha a = y = 1, akkor Fejér-k6z€prdl beszéliink.

Taibleson kérdése az volt, hogy a 2-adikus egészek rendszerében
teljesiil-e a 0, f — f majdnem mindeniitti konvergencia minden f €
L' esetén. Tobb mint hisz évvel késébb, 1997-ben Git a [§]] cikkében
igazolta Taibleson sejtését, 2007-ben pedig a [[10] cikkében altalanosi-
totta az el6z6 eredményét minden a > 0 esetén.

A Riesz-kozepek majdnem mindeniitti konvergencidjat a trigono-
metrikus rendszerben Riesz igazolta ([22,38]). A Walsh—Paley-rend-
szertben a 0 < ¥y < 1 < « esetet Weisz bizonyitotta ([33]]). Weisz

eredményét bizonyitottuk a 2-adikus egészek korében.

TéreL (Géat—Lucskai [C]). Legyen 0 <y < 1 < a. Ekkor o,” f —
f majdnem mindeniitt minden f € L'(I) esetén, ahol I jeléli a 2-adic
egészek csoportjdt.
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Ezutan tekintsiik a 2-adikus egészek csoportjan definialt kétdimen-
z16s Fourier-sorokkal kapcsolatos fogalmakat. A normalt Haar-mérték
egybeesik egydimenzids esettel. A kétdimenziés Fourier egyiitthat6-
kat, a kétdimenziés Fourier-sor téglalap felett vett részletosszeget és a
(C, @) Marcinkiewicz magfiiggvényt és kdzepet az alabbi médon defi-
nidljuk:

f@ln?) = ff(xl, )0 (X102 (6%) dA(x', ),

IxI

n'—1n?-1
St D) = > ) fU Ka e,
k=0 k2=0
1 n
K ) = o ) AD D),
no =0

1 O o
i) = 1 ) AT Ll ).
j=1

1 n
i) = == 3 D)D),
n =

ahol n,n',n*> e Nés x!, x>, y',y* € I.

A (C, 1) Marczinkiewicz kozepek majdnem mindeniitti konvergen-
cigjat tetszbleges integralhato fliggvény esetén Blahota és Gat igazolta
2009-ben ([3]). Ezt az eredmény trigonometrikus rendszerben Griin-
wald ([18]]) és Zhizhiashvili ([37]) igazolta. 2006-ban Gét és Gogina-
va igazolta minden integralhat6 fliggvény esetén a kvadratikus rész-
letosszegek (C, o) kozepének konvergencidjit kétdimenzids Vilenkin-
Fourier sorokra ([[11]). Az aldbbi eredményiink altaldnositja Blahota
és Gat eredményét minden a > 0 esetén, amely eredményt Goginava
igazolta a Walsh—Paley-rendszerben ([[14], [16], [17]).

TEteL (Gat-Lucskai, [D]). Legyen O < @ < 1. Ekkor o f — f
teljesiil majdnem mindeniitt, minden f € L'(I?) esetén ahol, I jeloli a
2-adikus egészek csoportjdt.






Summary

My dissertation contains two sections, an Appendix and a biblio-
graphy. During my dissertitaton I use the standard notation of dyadic
analysis. Letn € Nand 7 := [0, 1). Then

n= Z n2’ and  x= Z x, 270D
n=0 n=0

the dyadic expansion of x € I and n € N, where ny, x; € {0, 1}.

Now, we define three character systems on (/, +), which are used
during the dissertation. First step, the nth term of Walsh—Paley w =
(wy,,n € N) and Walsh-Kaczmarz system x = (k,,n € N) are defined
in the following way

wy(x) = l—[(—l)x_;n/ and Kn(X) := rlnl(x)(_l)z‘,fl‘ol MUK 1k

j=0

These systems are a character system on (/, +), where the group ope-
ration + is the so-called dyadic or logical addition.

The third character system on (/, +) is the group of 2-adic integers
v = (vy, n € N). Here the group operation + is the 2-adic (or arithmetic)
sum. The nth term of this system is

(o]
. X, X0
v, = 1_[ v;j., where Uy (X) = 8(3’1 +...+ e )

Both cases n; and x; (j € N) are the binary coefficients of n € N
and x € [, respectively.

Let ¢ € {w, k, v}. The Dirichlet kernels and the nth Fourier coeffici-
ents, the partial sum of the Fourier series, the (C, 1) or the Fejér means
of f € L'(I) are
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Dt = e MOE f FOPu(x) dA),
k=0 v
n—1 R 1 n
SEfW) = ), fRey), TEfY) = ——= > SifW)
k=0 k=0
respectively.

First part. The maximal operator of Fejér kernels for Walsh—
Paley system and the Riesz-logaritmic kernels for Walsh—Paley and
Walsh—Kaczmarz system are investigated in the first part of my des-
sertation.

Now define Fejér kernel and Riesz-logaritmic kernel in the follo-
wing way:

n—1 ©
Dk

7’

k=1

n—1

K¢ = 1ZD¢, RE = L
n & logn

respectively, where K := 0 and ¢ € {w, «}.
In 1955, N.J. Fine proved that the almost everywhere convergence
ol f — fholds for f € L' ([4]). By the help of the maximal operator
of Fejér kernels, Gat proved this theorem for Walsh—Paley system in
1997 (['7]). He proved the following ineqaulity in connection with the

maximaloperator of Walsh—Fejér means.

TueoreM ([[7]). Leta < A € N. Then

f sup |K,,(x)] dx < C V244,
[n|>A
JAVA

The following result was proved by Goginava in 2004.
TueoreM ([15]]). Leta < A € N. Then

[1 —
f sup |K,(x)| dx < C2—2

Inj>A 24-a

a

First our result, Goginava’s upper estimation cannot improve.



89

TueoreMm (Gat—Lucskai, [Al]).
1

figg |K,(x)|dx > ¢ NG
6

log(N6) (N . 1)

After that we investigated Riesz-logarithmic kernels in both sys-
tems. These kernels have only positive values in the trigonometric
system. The proof of this result uses the positivity of Fejér kernels.
However, the Fejér kernels can take negative values the Walsh—Paley
and the Walsh—Kaczmarz systems, therefore we don’t use the proof of
the trigonometric case. But we proved that the Riesz logaritmic ker-
nels can take only positive values also in the Walsh—Paley system. The
proof of the following theorem is more complicated than in the case
of the trigonometric system.

THeoreM (Gat—Lucskai, [Al]). Lett,n e Nand x € I, \ I,,;. Then

t

16logn
This theorem have two corollaries.

_1
Cifn>2  and R ="~ ifn<2
logn

R,(x) >

CororLary (Gat—Lucskai [A]]). The Walsh—Riesz-logarithmic ker-
nels are positive for each n € N and for all x € [0, 1].

The next corollary shows a sharp contrast between the Walsh—
Fejér and Walsh—logarithmic kernels.

CoroLLARY (Gat—Lucskai [Al]).
1
fsup |R,(x)| dx = oo.
n>2!
22
The next our result shows that the Walsh—Kaczmarz system is dif-
ferent from the Walsh—Paley system in this point of view. More preci-
sely, we give a sequence of the Riesz-logarithmic kernels such that all
of them take negative values on some intervals.

TueoreM (Gat—Lucskai, [B]]). Let A = 2" +2"°!, 11 < n € N and
. Then

log(A)R)(x) < -0.02 - 2".
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Second part. In this part, we investigated the one-dimensional
Riesz means and the two-dimensional (C, @)-means on the group of
2-adic integers.

Firstly, we consider the one-dimensional Riesz means.

The Fejér kernels and the kernel K, of the Riesz summability
method are

n n—1

1 1

o @y ._ Y _

Kn = I ZDk, Kn = ey Z(I’l k ) Uk,
k=0 k=0

where Ky := 0, n € N and 0 < min{a,y} < 1 < max{a,y} < c. The

Riesz-means of the integrable functions f are

1 n—1 R
L) = = ) 7 = K.
Jj=0

The Riesz means are called Fejér means if « =y = 1.

For the character system of the group of 2-adic integers, Fejér
means related to Taibleson ([31]). This question was open for a long
time. In 1997, Gat gave an affirmative answer the Taibleson’s question
([8D.

For the trigonometric system, the almost everywhere convergence
of Riesz-means was proved by Riesz ([22,138]). Thecase 0 <y <1 <
a was proved in the case of the Walsh—Paley system by Weisz [33]].
We proved the same result in the 2-adic case.

THeoreEM (Gat—Lucskai, [C]). Let 0 < ¥ < 1 < @. Then we have
oy’ f — f almost everywhere for every f € L'(I), where I is the
group of 2-adic integers.

Next we introduce some notation for two-dimensional Fourier se-
ries on the group of 2-adic integers. The normalized Haar measure is
just as in the one-dimensional case. The two-dimensional Fourier co-
efficients, the retangular partial sums of the Fourier series, the (C, @)
Marcinkiewicz kernels and means, and Fejér kernels are defined as
follows

fn',n?) = f FO, X0, ()0, (6%) dAX, XP),

IxI
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n'=1n2-1

St D) = > ) fU Kwa e,
k'=0 k2=0

IR
K = o= ) AD D),
no =0

v 1 O o
oWy = o D ATS W),
nj=|

1 n
K)(x',x*) := —— > D;(x"D;(x"),
n+1 ;

where n,n',n?> € Nand x', x*, y', y* € I.

The convergence of (C, 1) Marczinkiewicz means was proved in
2009 by Blahota and G4t ([3]). For the trigonometric system this result
was proved by Griinwald ([18]) and Zhizhiashvili ([37]). In 2006 Gat
and Goginava ([11]]) proved the convergence of the (C, @)-means of
quadratical partial sums of double Vilenkin-Fourier series for every
integrable function. The following result will generalize the result of
Blahota and Gat for every @ > 0, which for the Walsh—Paley system is
due to Goginava ([14], [L16], [17]).

TreoreM (Gat-Lucskai, [D]). Let 0 < @ < 1. Then we have
o%f — f almost everywhere for every f € L'(I?), where I is the
group of 2-adic integers.
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