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Bevezetés

A disszertációban három lokálisan konstans ortonormált rendszert
vizsgálunk. Nevezetesen, a Walsh–Paley, a Walsh–Kaczmarz és a 2-
adikus egészek karaktereinek rendszerét.

Az első fejezetben a Walsh–Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszer-
beli vizsgálatokról lesz szó. Először a rendszerekkel kapcsolatos alap-
fogalmakat tárgyaljuk, majd a Dirichlet-, a Fejér- és a Riesz-logaritmi-
kus magfüggvényről lesz szó. Ezt követően a Fejér-magfüggvények
maximáloperátorát vizsgáljuk, amely fontos szerepet játszik a Fejér-
közepek majdnem mindenütti konvergenciájának igazolásában egy-
illetve több-dimenzióban is. Erre az operátorra több felső becslés is
született például Gát ([7]) és Goginava ([15]) által. Az első eredmény
az, hogy a Goginava által adott becslés tovább nem javítható.

A második fejezetben a 2-adikus egészek csoportjáról lesz szó egy-
illetve két-dimenzióban. Az egydimenziós esetben a Riesz-közepek
majdnem mindenütti konvergenciáját bizonyítjuk abban az esetben,
amikor 0 ≤ γ ≤ 1 ≤ α < ∞. Ezt az eredményt Walsh-rendszerben
Weisz igazolta ([33]) .

Ezután a kétdimenziós (C, α) Cesàro -közepek majdnem minde-
nütti konvergenciáját bizonyítjuk be, ahol 0 < α < 1.

A bevezetés hátralévő részében a diadikus analízis klasszikus jelö-
léseiről lesz szó (lásd például: [27]). Jelölje P a pozitív egész számok
halmazát, míg N := P ∪ {0} a természetes számok halmazát. Definiál-
juk a diadikus intervallumok halmazát a

J :=
{[

p
2n ,

p + 1
2n

)
: p, n ∈ N

}
módon ([1], [27], [32], [25]). A diadikus intervallumok egyik fontos
tulajdonsága, hogy két diadikus intervallum vagy diszjunkt vagy az
egyik tartalmazza a másikat.



2

Jelölje I := [0, 1) ⊂ R az egység intervallumot és legyen B az I
intervallum egy részhalmaza. A B halmaz Lebesgue-mértékét jelölje
|B| := λ(B).

Az In(x) ∈ J fogja jelölni azt a 2−n mértékű diadikus intervallu-
mot, amely tartalmazza az x ∈ I elemet. Speciálisan az In := In(0)
jelölést is fogjuk alkalmazni. Jelölje Lp(I) (1 ≤ p ≤ ∞) a Lebesgue-
teret, míg a hozzátartozó normát ‖·‖p.

Tetszőleges x ∈ [0, 1) felírható

x =

∞∑
n=0

xn

2n+1(1)

alakban, ahol xn ∈ {0, 1}. Ezt az összeget az x szám diadikus felbontá-
sának nevezzük, míg az xn számokat az x diadikus együtthatói.

A diadikus racionális számok halmazát jelölje

Q2 :=
{ p

2n : p, n ∈ N
}
.

Egy diadikusan racionális számnak két lehetséges bináris alakja léte-
zik, a továbbiakban ezen felírások közül azt választjuk, amely nullák-
ra végződik. Továbbá az ilyen számok esetén az (1) összeg véges sok
tagból áll.

Legyen n ∈ N egy rögzített természetes szám, amely egyértelműen
felírható az

n =

∞∑
k=0

nk2k(2)

alakban, amelyet az n bináris alakjának nevezzük, míg az nk ∈ {0, 1}
számokat az n bináris együtthatóinak nevezzük. Minden n ∈ P szám-
hoz létezik olyan k ∈ N szám, hogy 2k ≤ n < 2k+1 teljesül. Ebből
következik, hogy elegendően nagy k esetén a fenti összeg véges. A
k := blog2 nc számot az n rendjének nevezzük és a továbbiakban |n|
módon jelöljük. Legyen s egy tetszőleges természetes szám, ekkor a
továbbiakban a következő jelöléseket fogjuk alkalmazni :

n(s) :=
s∑

i=0

ni2i és n(s) :=
∞∑

i=s

ni2i.

Világos, hogy n = n(s) + n(s+1).
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Az n,m ∈ N számok diadikus összege az alábbi módon adott:

n ⊕ m :=
∞∑

k=0

|nk − mk| 2k,

ahol (nk : k ∈ N) és (mk : k ∈ N) jelöli rendre az n és m számok
bináris együtthatóit. A továbbiakban az nk +mk mod 2 jelölést fogjuk
alkalmazni.

A konstansokat c vagy C módon fogjuk jelölni, amely konstansok
a különböző szituációkban különböző értékeket jelölnek.





1. FEJEZET

A Walsh–Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszer

1.1. Bevezetés

Első lépésként definiáljuk az I halmazon két elem logikai (diadi-
kus) összegét az alábbi módon:

x + y :=
∞∑

n=0

|xn − yn|2−(n+1) (x, y ∈ I).

Jelölje (xk, k ∈ N) az x ∈ I, míg (nk, k ∈ N) az n ∈ N diadi-
kus együtthatóit. 1922-ben Rademacher vezette be a Rademacher-
függvényt az

rn(x) = (−1)xn

módon ([21]). Paley 1931-ben ([20]) definiálta a Walsh(–Paley)-függ-
vények ω := (ωn, n ∈ N) rendszerét, mint Rademacher-függvények
szorzata, azaz:

ωn(x) :=
|n|∏
j=0

(r j(x))n j = (−1)
∑|n|

j=0 n j x j .(1)

A definíció alapján nyilvánvaló, hogy ω0 = 1 és ω2n(x) = rn(x) (x ∈
I, n ∈ N). A Walsh-függvények zárt halmazt alkotnak a véges szor-
zatra nézve, véges sok szakadási pontjuk van a [0, 1) intervallumon és
csak +1 vagy −1 értéket vehetnek fel. Így nyilvánvaló, hogy |ωn(x)| =
1.

Továbbá az I intervallumon majdnem mindenütt teljesül, hogy

ωn(x + y) = ωn(x) + ωn(y).

Valamint minden x ∈ I és m, n ∈ N esetén

ωn⊕m(x) = ωn(x)ωm(x).

5
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1948-ban Šneider definiálta a Walsh–Kaczmarz-rendszert, mint
Rademacher-függvények szorzata, de Paleytől eltérő sorrendezést al-
kalmazott ([29]). Legyen x ∈ I és n ∈ P számok diadikus alakja rendre
az (1) és (2) módon adott. Ekkor az n-edik Walsh–Kaczmarz-függvény

κn(x) := r|n|(x)
|n|−1∏
k=0

(r|n|−1−k(x))nk = r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nk x|n|−1−k

és κ0 = 1. A definíció alapján igazolható, hogy κ2n = rn = ω2n (n ∈ N).
A Walsh–Kaczmarz-rendszert κ := (κn, n ∈ N) módon fogjuk jelölni.

A Walsh–Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszerek közötti kapcso-
lat leírásához tekintsük a τA : I → I, (A ∈ N) transzformációt:

(x0, . . . , xA−2, xA−1xA, xA+1, . . .)→ (xA−1, xA−2, . . . , x0, xA, xA+1, . . .).

Ez egy mértéktartó transzformáció, amelyre τA(τA(x)) = x teljesül.
Ennek a transzformációnak a segítségével kapjuk a

κn(x) = r|n|(x)ωn(τn(x)) (n ∈ N).(2)

azonosságot, amely a későbbiekben hasznos lesz számunkra.
Jelölje ϕ az ω = (ωn, n ∈ N) Walsh–Paley- vagy a κ = (κn, n ∈ N)

Walsh–Kaczmarz-rendszer valamelyikét, míg az említett rendszerek
n-edik elemét jelölje ϕn. Definiáljuk a Dirichlet-magfüggvényt, illetve
Fejér-magfüggvényt az alábbi módon:

Dϕ
n :=

n−1∑
k=0

ϕk, Kϕ
n :=

1
n

n−1∑
k=0

Dk.

Megjegyezzük, hogy Dϕ
0 = 0 és Kϕ

0 = 0. Továbbá mindkét rend-
szerben teljesül a Paley-lemma ([23, 27]), azaz

Dϕ
2n(x) =

{
2n, x ∈ In,
0, x < In.

A továbbiakban, ha nincs felső index, akkor a Walsh–Dirichlet-
illetve Walsh–Fejér-magfüggvényekről lesz szó.

A Walsh–Paley-rendszerben teljesül az alábbi azonosság.
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1.1. Lemma ([27]). Legyen n ∈ N. Ekkor a Walsh–Paley-rendszer-
ben teljesül a

Dn(x) = ωn(x)
∞∑

i=0

niriD2i(x),

azonosság, ahol ri(x) jelöli az i-edik Rademacher-függvényt.

A következő lemma, amelyet Goginava bizonyított, fontos szere-
pet fog játszani számos lemma bizonyításában.

1.2. Lemma ([13]). Legyen j, n ∈ N, amelyre j < 2n teljesül. Ekkor

D2n− j(x) = D2n(x) − ω2n−1(x)D j(x).

Skvortsov az alábbi állítást igazolta a Walsh–Kaczmarz-rendszer-
ben:

1.3. Lemma ([28]). Legyen n, j ∈ N és j < 2n. Ekkor

Dκ
2n+ j(x) = D2n(x) + rn(x)D j(τnx).

A Fejér-magfüggvényekkel kapcsolatban az alábbi jelöléseket fog-
juk alkalmazni:

Ka,b :=
b∑

l=a

Dl (a, b ∈ N) és n(s) :=
∞∑

l=s

nl2l (n, s ∈ N).

A következő két lemma alapvető fontosságú a Fejér-közepek vizsgá-
latakor.

1.4. Lemma ([7]). Minden n ∈ N esetén

nKn(x) =

∞∑
s=0

nsKn(s+1),2s(x).

1.5. Lemma ([7]). Legyen s, t, n ∈ N és x ∈ It \ It+1. Ekkor két esetet
különböztetünk meg:

1. ha s ≤ t ≤ |n|, akkor

|Kn(s+1),2s(x)| ≤ c2s+t,

2. ha t < s ≤ |n|, akkor

Kn(s+1),2s(x) =

{
0, ha x − xtet < Is,
ωn(s+1)(x)2s+t−1, ha x − xtet ∈ Is.
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Jelöljön f egy I intervallumon értelmezett, Lebesgue-integrálható
függvényt, amely n-edik Fourier-együtthatóját és a Fourier-sorának
az n-edik részletösszegét az alábbi módon definiáljuk:

f̂ (n) :=
∫
I

fϕndλ, S ϕ
n f (y) =

n−1∑
k=0

f̂ (k)ϕk(y),

ahol S 0 f = 0. Továbbá definiáljuk az f függvény (C, 1)- (Cesàro-)
közepét az alábbi módon:

σϕ
n f (y) :=

1
n + 1

n∑
k=0

S ϕ
k f (y),

ahol n ∈ N és y ∈ I.
Továbbá teljesülnek az alábbi azonosságok:

S ϕ
n f (y) =

∫
I

f (x)Dϕ
n(x + y) dλ(x) = f ∗ Dϕ

n(y),

σϕ
n f (y) =

∫
I

f (x)Kϕ
n (x + y) dλ(x) = f ∗ Kϕ

n (y).

1.2. A Fejér-magfüggvény maximáloperátorának vizsgálata

A majdnem mindenütti konvergencia kérdése nagyon fontos sze-
repet tölt be a Fourier-sorok elméletében. Először tekintsük át a Fejér-
közepek majdnem mindenütti konvergenciának történetét.

Az (exp (2πιkx), k ∈ Z) trigonometrikus rendszerben a Fejér-köze-
pek majdnem mindenütti konvergenciát 1905-ben Henri Lebesgue iga-
zolta minden integrálható függvényre ([19]).

Walsh–Paley-rendszerben 1955-ben N.J. Fine integrálható függ-
vényekre bizonyította σn f → f majdnem mindenütti konvergenciát
([5]). Korlátos lineáris operátorok segítségével 1975-ben Schipp Fe-
renc adott egy egyszerűbb bizonyítást ([24]). 1997-ben Gát a Fejér-
magfüggvény maximáloperátorára adott becslés segítségével bizonyí-
totta a Fejér-közepek majdnem mindenütti konvergenciát a Walsh–
Paley-rendszerben ([7]).

A Fejér-közepek majdnem mindenütti konvergenciáját a Walsh–
Kaczmarz-rendszerben 1998-ben Gát bizonyította a [8] cikkében.
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Ezek után térjünk át a Fejér-magfüggvények maximáloperátorának
a vizsgálatára. Az első ezzel kapcsolatos egyenlőtlenség Gát nevéhez
fűződik, aki 1997-ben igazolta az alábbi egyenlőtlenséget.

1.1. Tétel ([7]). Minden a ≤ A ∈ N esetén∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

√
2a−A

teljesül.

Goginava 2004-ben jobb felső becslést adott az előző eredményhez
képest. Az alábbi állítást bizonyította.

1.2. Tétel ([15]). Minden a < A ∈ N∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

A − a
2A−a

teljesül.

Az 1.1 és 1.2 Tételek fontos szerepet játszanak az egy- és kétdi-
menziós Walsh–Fourier sorok Fejér-közepének vizsgálata során ([13],
[6]).

A Fejér-magfüggvények számos eltérő tulajdonsággal rendelkez-
nek a trigonometrikus rendszerben a Walsh-rendszerhez képest. Az
alábbi formula jól ismert a Fejér-magfüggvényekről ([2]):

Ktrig
n (x) =

sin2
(
2n + 1

2
x
)

2(n + 1) sin2 x
2

, (0 , x ∈ [−π, π]).(3)

Ennek a formulának a segítségével igazolható a Fejér-magfüggvény
maximáloperátorára vonatkozó alábbi becslés:

c1

Nδ
≤

1∫
δ

sup
n≥N
|Ktrig

n (x)| dx ≤
c2

Nδ
,

(
N >

1
δ

)
,

ahol c1 és c2 abszolút konstansok.
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Természetesen felvetődik az a kérdés, hogy Gát és Goginava ered-
ménye tovább javítható-e, azaz lehetséges-e jobb alsó becslést találni

a c
log(Nδ)

Nδ
helyett?

A következő tétel szerint Goginava eredménye tovább nem javítha-
tó. Ez egy újabb példát ad a trigonometrikus és Walsh–Paley-rendszer
közötti különbségre.

1.3. Tétel (Gát–Lucskai, [A]).

1∫
δ

sup
n≥N
|Kn(x)| dx ≥ c

log(Nδ)
Nδ

(
N >

1
δ

)
.

1.3. A fő eredmény bizonyítása

Legyen a :=
⌊
log2

(
1
δ

)⌋
és A := dlog2 Ne. Ekkor a tétel az alábbi

alakban írható fel: ∫
Ia

sup
n≥2A
|Kn(x)| dx ≥ c

A − a
2A−a .

A cél ennek az alsó becslésnek a bizonyítása.
Legyen t és l tetszőleges pozitív szám és

n = 22B + 22B−2 + . . . + 24 + 22 + 20,

ahol |n| = 2B ≥ A és B = dA/2e.
Ha t, l ∈ N \ {0} és t , l, akkor jelölje Jl

t azt az It+l+1(x) diadikus
intervallumot, melyben az x i-edik koordinátája:

xi =

{
1, ha i ∈ {t, t + l},
0, ha i ∈ {0, 1, . . . t − 1} ∪ {t + 1, t + 2, . . . , t + l − 1}(A)

teljesül. Továbbá, az Ia diadikus intervallumot felírhatjuk az

Ia =

a−1⋃
t=0

It \ It+1 =

a−1⋃
t=0

2B−t⋃
l=1

Jl
t ∪

a−1⋃
t=0

I2B+1(et)
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alakban. Ekkor n felírása és 1.4 miatt kapjuk, hogy∫
Ia

sup
n≥2A
|Kn(x)| dx ≥

∫
⋃a−1

t=0
⋃2B−t

l=1 Jl
t

|Kn(x)| dx +

∫
⋃a−1

t=0 I2B+1(et)

|Kn(x)| dx

≥

a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

∫
Jl

t

c
22B

∣∣∣∣∣∣∣
2B∑
s=0

nsKn(s+1),2s(x)

∣∣∣∣∣∣∣ dx

+

a−1∑
t=0

∫
I2B+1(et)

c
22B

∣∣∣∣∣∣∣
2B∑
s=0

nsKn(s+1),2s(x)

∣∣∣∣∣∣∣ dx =: (I) + (II).

Az (I) becsléséhez az s értékétől függően három esetet kell megkü-
lönböztetni. Feltehetjük, hogy s páros, mivel ebben az esetben ns = 1,
míg ellenkező esetben pedig ns = 0.

Az első esetben legyen t ≤ s ≤ t + l. Ekkor m :=
⌊
t + l

2

⌋
és s = 2m.

Az 1.5. Lemma alapján kapjuk, hogy:∫
Jl

t

|K22B+22B−2+...+22m+2,22m(x)| dx =
22m+t−1

2t+l+1 =
22b t+l

2 c+t−1

2t+l+1 ≥
22t+l−2

2t+l+1 =
2t

8
,

∫
Jl

t

|K22B+22B−2+...+22m,22m−2(x)| dx =
22m−2+t−1

2t+l+1 ≤
22t+l−3

2t+l+1 =
2t

42 ,

...∫
Jl

t

|K22B+22B−2+...+22m−2 j+2,22m−2 j(x)| dx =
22m−2 j+t−1

2t+l+1 ≤
22t−2 j−1

2t+1 =
2t

4 j+1 ,

ahol j = 1, 2, . . .. Ebből adódik, hogy

∫
Jl

t

sup
n≥2B

c
22B

∣∣∣∣∣∣∣
2B∑
s=0

nsKn(s+1),2s(x)

∣∣∣∣∣∣∣ dx ≥
c

22B

∣∣∣∣∣2t

8
−

2t

42 −
2t

43 − . . .

∣∣∣∣∣ .
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Tehát∫
Ia

sup
n≥2B

c
22B

∣∣∣∣∣∣∣
2B∑
s=0

nsKn(s+1),2s(x)

∣∣∣∣∣∣∣ dx

≥

a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

c
22B

∣∣∣∣∣∣2t −
2t+1

4
−

2t+1

42 − . . .

∣∣∣∣∣∣
≥

a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

c
22B

2t ·

1 − ∞∑
i=1

2
4i

 ≥ a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

c
22B

2t ·

1 − 1
2

1 − 1
4


≥

a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

c · 2t

22B ≥ c ·
2a

22B (2B − a).

A második esetben legyen t + l ≤ s. Ekkor 1.5 Lemma alapján
kapjuk, hogy Kn(s),2s(x) = 0.

Az utolsó esetben legyen 0 ≤ s < t. Felhasználva újra az 1.5
Lemmát kapjuk, hogy∫

Jl
t

|K22B+22B−2+...+2s+2,2s(x)| dx ≤ c
2s+t−1

2t+l+1 ≤ c
2s

2l .

Ekkor

a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

∫
Jl

t

sup
|n|≥2B

c
22B

∣∣∣∣∣∣∣
t−1∑
s=0

nsKn(s+1),2s(x)

∣∣∣∣∣∣∣ dx

≤
c

22B

a−1∑
t=0

2B−t∑
l=1

t−1∑
s=0

2s+t

2t+l ≤
c

22B

a−1∑
t=0

2t

2
≤ c

2a

22B .

A (II) tag becslése nem fontos az alsó becsléshez, mivel (I) al-
kotja a Fejér-magfüggvény maximáloperátorának a főrészét és mi már
megtaláltuk az alsó korlátot. Ennek ellenére megmutatjuk, hogy a (II)
részre adott felső becslés nem befolyásolja érdemben a korábban meg-
kapott alsó becslésünket.

A (II) becslése:
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(II) =

a−1∑
t=0

∫
I2B+1(et)

sup
|n|≥2B

c
22B

∣∣∣∣∣∣∣
2B∑
s=0

2s+t−1

∣∣∣∣∣∣∣ dx

=

a−1∑
t=0

c
22B+1 ·

2B∑
s=0

2s+t−1

22B+1 ≤

a−1∑
t=0

·
c

22B+1

22B+1+t

22B+1 ≤
2a

22B .

Összefoglalva azt kapjuk, hogy∫
Ia

sup
|n|≥2B

|Kn(x)| dx ≥ c ·
2a

22B (2B − a).

Ezzel teljes a bizonyítás.

1.4. Riesz-logaritmikus magfüggvények vizsgálata

Ebben a fejezetben a

1
log n

n∑
k=1

S ◦k( f )
k

módon definiált logaritmikus középhez tartozó

R◦n(x) :=
1

log n

n−1∑
k=1

D◦k(x)
k

,

Riesz-logaritmikus magfüggvényeket vizsgálunk , ahol ◦ ∈ {trig, ω, κ}
és n ∈ N.

A Walsh–Riesz-logaritmikus közepek majdnem mindenütti kon-
vergenciáját például Gát és Goginava bizonyította ([12]).

A trigonometrikus rendszerben a Riesz-logaritmikus közepek tu-
lajdonságát számos szerző vizsgálta például Szász ([30]) és Yabuta
([34]).

A (3) formula alapján látható, hogy a trigonometrikus rendszerben
a Fejér-magfüggvények minden x esetén pozitív értéket vesznek fel.
Ennek segítségével belátható hogy a Riesz-logaritmikus magfüggvény
nemnegatív értékű.

A következő tétel bizonyítását nem találtuk meg a szakirodalom-
ban, de fontos megjegyezni, hogy ez nem a saját bizonyításunk. Ez
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a tétel demonstrálja a trigonometrikus, a Walsh–Paley- és a Walsh–
Kaczmarz-rendszerek közötti különbséget.

1.4. Tétel. A trigonometrikus rendszerben a logaritmikus mag-
függvény nemnegatív értéket fel vesz minden n ≥ 2 és minden x ∈
[−π, π] esetén.

Bizonyítás. Alkalmazzuk az Abel-transzformációt

log n · Rtrig
n (x) =

n−1∑
k=1

Dtrig
k (x)
k

=

n−1∑
k=1

(
1
k
−

1
k + 1

) k∑
j=1

Dtrig
j (x) +

1
n

n−1∑
i=1

Di(x)

=

n−1∑
k=1

(
1
k
−

1
k + 1

)
Ktrig

k (x) +
Ktrig

n−1(x)
n

≥ 0

teljesül, mivel Ktrig
n (x) ≥ 0 minden n ∈ N és x ∈ [−π, π] esetén. �

A következő tétel azt mondja ki, hogy a Walsh–Paley-rendszerben
is teljesül a Riesz-logaritmikus magfüggvények nemnegativitása, de
ennek a bizonyítása sokkal összetettebb és bonyolultabb, mint a tri-
gonometrikus rendszerbeli bizonyítás. Ennek oka, hogy a Fejér-mag-
függvények negatív értéket is felvehetnek.

1.5. Tétel (Gát–Lucskai, [A]). Legyen t, n ∈ N és x ∈ It \ It+1.
Ekkor

Rn(x) ≥
2t

16 log n
, ha n > 2t és Rn(x) =

n − 1
log n

, ha n ≤ 2t.

A tételnek két következménye van.

1.1. Következmény (Gát–Lucskai, [A]). A Walsh–Paley-rendszerre
vonatkozó Riesz-logaritmikus magfüggvény pozitív n ∈ N és minden
x ∈ [0, 1) esetén.

A másik következmény egy komoly eltérést mutat a Walsh–Fejér
és a Walsh-logaritmikus magfüggvények között.
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1.2. Következmény (Gát-Lucskai, [A]). Legyen t, a ∈ N úgy, hogy
t ≥ a teljesüljön. Ekkor

1∫
2−a

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx = ∞.

fennáll a Walsh–Paley-rendszer esetén.

Bizonyítás. Az 1.5 Tétel alkalmazásával azt kapjuk, hogy :

1∫
2−a

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx =

∞∑
t=a−1

2−t∫
2−t−1

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx =

∞∑
t=a−1

2−t∫
2−t−1

sup
n≥2t

Rn(x) dx

≥

∞∑
t=a−1

2−t∫
2−t−1

sup
n≥2t

2t

16 · log n
dx

= C
∞∑

t=a−1

2−t∫
2−t−1

2t

16 · t
dx = C ·

∞∑
t=a−1

1
t

= ∞.

�

A Riesz-logaritmikus magfüggvények korábban megismert tulaj-
donsága nem teljesül a Walsh–Kaczmarz-rendszerben. Nevezetesen,
létezik a természetes számoknak egy olyan részsorozata, amely inde-
xekhez tartozó Riesz-logaritmikus magfüggvény negatív értéket vesz
fel valamely intervallumon. Pontosabban teljesül az alábbi tétel.

1.6. Tétel (Gát–Lucskai, [B]). Legyen A = 2n + 2n−1, 11 ≤ n ∈ N

és x =
1
2

+
1
4

+
1

2n+1 . Ekkor

log(A)Rκ
A(x) ≤ −0.02 · 2n.

1.5. A fő eredmények bizonyítása

Az 1.5. Tétel bizonyítása. A 1.5 Tétel és az igazolásához szük-
séges két lemma 2019-ben jelent meg.
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1.6. Lemma (Gát–Lucskai, [A]). Legyen A ≥ 3. Ekkor

(4)
2A+1−1∑
k=2A

1
k
< 0.7254.

Bizonyítás. Az A ∈ {3, 4} eset egyszerű számításokból adódnak.
Ha A ≥ 5, akkor

2A+1−1∑
k=2A

1
k
<

2−2−A∫
1−2−A

1
x

dx = log
(
2 − 2−A

1 − 2−A

)
< 0.7254.

�

1.7. Lemma (Gát–Lucskai, [A]). Ha t ∈ {0, 1, 2} és x ∈ It \ It+1,
akkor

2A+1−1∑
k=2A

|Dk(x)|
k

≤ 0.3627 · 2t

teljesül A ≥ 6 esetén.

Bizonyítás. Legyen x ∈ It \ It+1 és alkalmazzuk a 1.1 Lemmabeli
azonosságot:

|Dk(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
t−1∑
i=0

ki2i − kt2t

∣∣∣∣∣∣∣ .
Emlékeztetünk az alábbi jelölésekre:

k =

∞∑
i=0

ki2i, és k(m) :=
∞∑

i=m

ki2i,

ahol ki ∈ {0, 1} és m ∈ N.
Ha t = 0, akkor A ≥ 4, |Dk(x)| = k0 és a 1.6 Lemma alapján kapjuk,

hogy
2A+1−1∑
k=2A

|Dk(x)|
k

=

2A+1−1∑
k=2A

k0

k0 + k(1) ≤

2A−1∑
j=2A−1

1
1 + 2 j

≤
0.7254

2
= 0.3627 · 2t.

A t = 1 esetben kapjuk, hogy Dk(x) = |k0 − 2k1| és
|Dk(x)|

k
≤
|k0 − 2k1|

1 + k(2) .
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Ekkor
2A+1−1∑
k=2A

|Dk(x)|
k

≤
∑

k0,k1∈{0,1}

2A−1−1∑
j=2A−2

|k0 − 2k1|

1 + 4 j

≤
0.7254

4
·

∑
k0,k1∈{0,1}

|k0 − 2k1| = 0.7254 = 0.3627 · 2t

Ebben az esetben A ≥ 5.
A t = 2 esetén adódik, hogy Dk(x) = |k0 − 2k1 − 4k2| és

|Dk(x)|
k

≤
|k0 − 2k1 − 4k2|

1 + k(3) .

Ekkor
2A+1−1∑
k=2A

|Dk(x)|
k

≤
∑

k0,k1,k2∈{0,1}

2A−2−1∑
j=2A−3

|k0 − 2k1 − 4k2|

1 + 8 j

≤
0.7254

8

∑
k0,k1,k2∈{0,1}

|k0 − 2k1 − 4k2|

= 2 · 0.7254 = 0.3627 · 2t.

Ebben az esetben A ≥ 6. �

Az 1.5. tétel bizonyítása. Először legyen n ≤ 2t és x ∈ It \ It+1.
Ekkor azt kapjuk, hogy

Rn(x) =
1

log n

n−1∑
k=1

Dk(x)
k

=
n − 1
log n

.

Továbbiakban tegyük fel, hogy n ≥ 2t. Feltehető, hogy az x ∈ I
legalább kettő koordinátája különbözik a nullától. Legyen s ≥ 1 és az
x ∈ It \ It+1 felírható az alábbi alakban

xi :=
{

1, ha i ∈ {t, t + s},
0, ha i ∈ {0, 1, . . . t − 1} ∪ {t + 1, t + 2, . . . , t + s − 1}.(5)

Továbbá legyen k = a + kt2t + 2t+1b, ahol ki ∈ {0, 1} (i = 0, 1, 2, . . .),

a = k(t−1) :=
t−1∑
i=0

ki2i, és 2t+1b = k(t+1) :=
∞∑

i=t+1

ki2i.
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Abban az esetben, ha x = 0, az állítás nyilván teljesül. Ha nincs ilyen
s szám, akkor x = 2−t−1, amelyre s = ∞ esetként fogunk hivatkozni és
a későbbiekben vizsgáljuk. Továbbá, ha x = 0, akkor igaz az állítás.

Vezessük be az alábbi jelöléseket: |n| = A,

La(x) = La,a(x) :=
2a+1−1∑
k=2a

Dk(x)
k

és La,b(x) :=
2b+1−1∑
k=2a

Dk(x)
k

.

A következő becslések egyszerű számítással adódnak:

L0,t(x) =

2t−1∑
k=1

Dk(x)
k

= 2t − 1,(6)

Lt(x) =

2t+1−1∑
k=2t

Dk(x)
k

=

2t−1∑
k=1

D2t+k(x)
2t + k

(7)

=

2t−1∑
k=0

2t − k
2t + k

=

2t+1−1∑
j=2t

2t+1 − j
j

≥ 2t+1 log 2 − 2t.

Tekintsük j = 1, 2, 3, . . . esetén Lt+ j(x) függvényt. Ekkor

Lt+ j(x) =

2t+ j+1−1∑
k=2t+ j

Dk(x)
k

=

2 j−1∑
b=2 j−1

1∑
kt=0

2t−1∑
a=0

ω2t+1b(x)
[
kt2t −

∑t−1
i=0 ki2i

]
a + kt2t + b · 2t+1 .

Definiáljuk az L1
t+ j(x) függvényt alábbi összegként:

L1
t+ j(x) :=

2 j−1∑
b=2 j−1

1∑
kt=0

2t−1∑
a=0

ωb(2t+1x)
(
kt2t − a

)
kt2t + b · 2t+1 ,

ahol j ∈ P.
A következő lépésben egy felső becslést adunk az |Lt+ j(x)−L1

t+ j(x)|
értékére:

|Lt+ j(x) − L1
t+ j(x)| ≤

2 j−1∑
b=2 j−1

2t−1∑
a=0

(
a2t − a2

(2t + b · 2t+1)2 +
a2

(b · 2t+1)2

)

=

2 j−1∑
b=2 j−1

(
2t(2t − 1)2t

2(2t + b · 2t+1)2 −
2t(2t − 1)(2t+1 − 1)

6(2t + b · 2t+1)2 +
2t(2t − 1)(2t+1 − 1)

6(b · 2t+1)2

)
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=

2 j−1∑
b=2 j−1

(
23t

2 · 22t(1 + 2b)2 −
2 · 23t

6 · 22t(1 + 2b)2 +
2 · 23t

24b2 · 22t

)
+ α(2t)

= 2t
2 j−1∑

b=2 j−1

(
1

2 · (1 + 2b)2 −
1

3 · (1 + 2b)2 +
1

12b2

)
+ α(2t)

≤
2t

8

2 j−1∑
b=2 j−1

1
b2 + α(2t),

ahol α(2t):

α(2t) =

2 j−1∑
b=2 j−1

(
−22t

2 · 22t(1 + 2b)2 +
3 · 22t − 2t

6 · 22t(1 + 2b)2 −
3 · 22t − 2t

24 · 22tb2

)

= −
1
8

2 j−1∑
b=2 j−1

1
b2 +

1
24 · 2t

2 j−1∑
b=2 j−1

 1
b2 −

1
b2 + b + 1

4

 .
Tehát

∞∑
j=1

|Lt+ j(x) − L1
t+ j(x)|

≤
2t − 1

8

∞∑
j=1

2 j−1∑
b=2 j−1

1
b2 +

1
24

∞∑
j=1

2 j−1∑
b=2 j−1

b + 1
4

b2(b2 + b + 1
4 )

≤
2t − 1

8

∞∑
b=1

1
b2 +

1
24

∞∑
b=1

1
b3 =

2t − 1
6
·
π2

6
+
ζ(3)
24

< 0.206 · 2t − 0.155,

(8)

ahol ζ jelöli a Riemann-féle zéta-függvényt.
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A későbbiekben szükségünk lesz az alábbi becslésre
∞∑

j=J+1

|Lt+ j(x) − L1
t+ j(x)| ≤

2t − 1
8

∞∑
j=J+1

2 j−1∑
b=2 j−1

1
b2 +

1
24

∞∑
j=J+1

2 j−1∑
b=2 j−1

1
b3

=
2t − 1

8

∞∑
b=2J

1
b2 +

1
24

∞∑
b=2J

1
b3

≤
2t − 1

8
·

1.645
2J +

1
24
·

1.202
2J .

(9)

A bizonyítás során felhasználtuk, hogy minden J ≥ 0 esetén teljesül-
nek az alábbi egyenlőtlenségek:

2J
∞∑

b=2J

1
b2 ≤ 1.645 és 2J

∞∑
b=2J

1
b3 ≤ 1.202.

Térjünk át az L1
t+ j(x) kifejezés becslésére, ahol j = 1, 2, . . . és x ∈

It \ It+1:

L1
t+ j(x) =

2 j−1∑
b=2 j−1

1∑
kt=0

2t−1∑
a=0

ωb(2t+1x) · (kt2t − a)
kt2t + 2t+1b

=

2 j−1∑
b=2 j−1

1∑
kt=0

[
2t ·

ωb(2t+1x) · kt2t

kt2t + 2t+1b
−

2t(2t − 1)
2

·
ωb(2t+1x)

kt2t + 2t+1b

]

= 2t ·

2 j−1∑
b=2 j−1

1∑
kt=0

ωb(2t+1x)
kt + 2b

·

(
kt −

1
2

)
+

1
2

2 j−1∑
b=2 j−1

1∑
kt=0

ωb(2t+1x)
kt + 2b

=
2t

2

2 j−1∑
b=2 j−1

ωb(2t+1x)
(

1
1 + 2b

−
1

2b

)

+
1
2

2 j−1∑
b=2 j−1

ωb(2t+1x)
(

1
1 + 2b

+
1
2b

)
:= L1,1

t+ j(x) + L1,2
t+ j(x).

Az
∣∣∣∣L1,1

t+ j(x)
∣∣∣∣ becslése az alábbi:

|L1,1
t+ j(x)| ≤

2t

2

2 j−1∑
b=2 j−1

1
2b(2b + 1)

,
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amelyből következik, hogy
∞∑
j=1

|L1,1
t+ j(x)| ≤

2t

2

∞∑
j=1

2 j−1∑
b=2 j−1

1
2b(2b + 1)

≤
2t

2

∞∑
b=1

1
2b(2b + 1)

= 2t 1 − log(2)
2

≤ 0.154 · 2t.

(10)

Továbbá
∞∑

j=J+1

|L1,1
t+ j(x)| ≤

2t

2

∞∑
b=J+1

1
2b(2b + 1)

≤ 0.154 ·
2t

2J ,(11)

ahol a J értékét a későbbiekben fogjuk meghatározni.

Vizsgáljuk meg az L1,2
t+ j(x) kifejezést. Legyen βb =

1
1 + 2b

+
1
2b

.
Az Abel-transzformáció alkalmazásával kapjuk, hogy

J∑
j=1

L1,2
t+ j(x) =

1
2

J∑
j=1

2 j−1∑
b=2 j−1

βbωb(2t+1x)

=
1
2

2J−1∑
b=1

(βb − βb+1)
b∑

i=1

ωi(2t+1x) +
1
2
β2J (D2J (2t+1x) − 1).

(12)

Feltehetjük, hogy J ≤ A − t − 1. Ha J ≤ s − 1, akkor tetszőleges
b < 2J esetén ωb(2t+1x) = 1 teljesül. (emlékeztettünk arra, hogy {i :
xi = 1, i ≤ t + s} = {t, t + s} és ekkor 2t+1x ∈ Is−1 \ Is).

Ha A ≤ t+ s, akkor ez a helyzet minden J ≤ A−t−1 esetén fennáll.

Ha A ≥ t + s, akkor
2A−1∑
k=1

Dk

k
összeg miatt megjegyezzük, hogy a

L1,2
t+ j(x) kifejezésben j = 1, 2, . . . A − t − 1. Ekkor

A−t−1∑
j=1

L1,2
t+ j(x) =

1
2

2s−1−1∑
b=1

(βb − βb+1)b(13)

+
1
2

2A−t−1∑
b=2s−1

(βb − βb+1)(Db+1(2t+1x) − 1)

+
1
2
β2A−t(D2A−t(2t+1x) − 1)
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≥
1
2

2s−1−1∑
b=1

(βb − βb+1)b −
1
2
· 2s−1

2A−t−1∑
b=2s−1

(βb − βb+1) −
1
2
β2A−t

≥
1
2

2s−1−1∑
b=1

(βb − βb+1)b − 2s−2
(

1
1 + 2s +

1
2s

)
−

1
2

(
1

2A−t+1 +
1

2A−t+1

)
≥

1
2

2s−1−1∑
b=1

(βb − βb+1)b −
1
2
−

2t

2A+1 .

Ha tetszőleges s esetén felhasználjuk azt a tényt, hogy

1
2

2s−1−1∑
b=1

b(βb − βb+1) ≥ 0,(14)

teljesül, akkor az alábbi becslést kapjuk

(15)
A−t−1∑

j=1

L1,2
t+ j(x) = −

1
2
−

2t

2A+1 ≥ −1.

Adjunk egy alsó becslést
2A−1∑
k=1

Dk

k
értékére abban az esetben, ha

A ≥ t. A (6), (7), (8), (10), (15) becslések alapján kapjuk, hogy

2A−1∑
k=1

Dk

k
= L0,t + Lt +

A−t−1∑
j=1

Lt+ j

≥2t − 1 + 2t+1 log 2 − 2t −

∞∑
j=1

|Lt+ j − L1
t+ j| +

A−t−1∑
j=1

(L1,1
t+ j + L1,2

t+ j)

≥2t+1 log(2) − 1 − 0.206 · 2t + 0.155 − 0.154 · 2t − 1

=1.026 · 2t − 1.845.

(16)
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Ha A ≥ 6 (azaz n ≥ 64), akkor a 1.6 Lemma felhasználásával a
következő egyenlőtlenséget kapjuk

n−1∑
k=1

Dk(x)
k

=

2A−1∑
k=1

Dk(x)
k

+

n−1∑
k=2A

Dk(x)
k
≥

2A−1∑
k=1

Dk(x)
k
− 2t

2A+1−1∑
k=2A

1
k

≥ 1.026 · 2t − 1.845 − 0.7254 · 2t

≥ 0.3006 · 2t − 1.845.

Legyen t ≥ 3. Ekkor az előző egyenlőtlenség az alábbi alakban írható
fel:

n−1∑
k=1

Dk(x)
k
≥ 2.4 · 2t−3 − 1.845 ≥ 0.5 · 2t−3 ≥

2t

16
.

Összefoglalva, ha A ≥ 6, t ≥ 3 és t ≤ A, akkor azt kapjuk, hogy

Rn(x) =
1

log n

n−1∑
k=1

Dk(x)
k
≥

2t

16 · log n
.

Az A ≤ 6, n ∈ {1, . . . , 127} és t ≤ A esetet a MATLAB komputer-
algebrai programcsomag segítségével vizsgáltuk. A vizsgálat során
felhasznált kódokat a Függelék 3.1 részben találhatja meg az Olvasó.

A bizonyításból már csak a t < 3 és A ≥ 7 eset maradt hátra.
Tegyük fel, hogy s ≤ 4 és legyen J = 7. Ekkor alkalmazzuk az alábbi
egyenlőtlenséget, amelyet a fent említett komputeralgebrai program
segítségével állapítottuk meg

27−1∑
k=1

Dk(x)
k
≥ 0.58 · 2t,

ahol t ∈ {0, 1, 2} és x ∈ [0, 1]. Ezt az azonosságot a Függelékben 3.2
részében szereplő két ábrán szemléltetjük.
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A (9) és (11) azonosságok alapján kapjuk a következő becslést:

A−t−1∑
j=J−t−1

L1,2
t+ j(x) =

1
2

A−t−1∑
j=J−t−1

2 j−1∑
b=2 j−1

βbωb(2t+1x) =
1
2

2A−t−1−1∑
b=2J−t−2

βbωb(2t+1x)

=
1
2

2A−t−1−1∑
b=2J−t−2

(βb − βb+1)
b∑

i=2J−t−2

ωi(2t+1x)

+
1
2
β2A−t−1

(
D2A−t−1(2t+1x) − D2J−t−1(2t+1x)

)
.

Mivel A − t − 1 ≥ J − t − 1 = 6 − t ≥ 4 és 2t+1x ∈ Is−1 \ Is,
ekkor minden k természetes szám esetén |Dk(2t+1x)| ≤ 2s−1 teljesül és
továbbá fennáll az alábbi becslés∣∣∣∣∣∣∣

b∑
i=2J−t−1

ωi(2t+1x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2 · 2s−1 = 2s.

Ezenkívül D2A−t−1(2t+1x),D2J−t−1(2t+1x) = 0 is teljesül. Így,

A−t−1∑
j=J−t−1

L1,2
t+ j(x) ≥ −2s−1

2A−t−1−1∑
b=2J−t−1

(βb − βb+1)

= −2s−1 (β2J−t−1 − β2A−t−1)

≥ −2s−1
(

1
1 + 2J−t +

1
2J−t

)
≥ −

2s+t

2J .

(17)

A 1.7 Lemmából J = 7, A ≥ 7, t ≤ 2, s ≤ 4 választással kapjuk,
hogy

n−1∑
k=1

Dk

k
=

2J−1∑
k=1

Dk

k
+

A−1∑
j=J

2 j+1−1∑
k=2 j

Dk

k
+

n−1∑
k=2A

Dk

k

=

2J−1∑
k=1

Dk

k
+

A−t−1∑
j=J−t

Lt+ j +

n−1∑
k=2A

Dk

k

≥

27−1∑
k=1

Dk

k
−

∞∑
j=J−t

|Lt+ j − L1
t+ j| −

∞∑
j=J−t

|L1,1
t+ j| +

A−t−1∑
j=J−t

L1,2
t+ j −

2A+1−1∑
k=2A

|Dk|

k
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≥ 0.58 · 2t −
2t − 1

8
·

1.645
2J−t−1 −

1
24
·

1.202
2J−t−1

− 0.154 ·
2t

2J−t−1 −
2s+t

2J − 0.3627 · 2t.

Tehát J = 7, s ∈ {1, 2, 3, 4} és t ∈ {0, 1, 2} esetén, az alábbi becslést
kapjuk

n−1∑
k=1

Dk

k
(x) −

1
16

2t ≥ 0.

Az maradt hátra, hogy a fenti 12 esetben is kiszámítsuk a magfügg-
vény értékét. A kiszámításhoz szükséges komputeralgebrai kódot a
Függelék 3.1 része tartalmazza.

A következő lépésben A ≥ 7, s ≥ 5 és t ∈ {0, 1, 2} esetet vizsgáljuk.

Mivel βb =
1

1 + 2b
+

1
b

, így azt kapjuk, hogy

2s−1−1∑
b=1

b(βb − βb+1) ≥ 2.1039.

Ekkor a
∑
|Lt+ j−L1

t+ j| kifejezésre a (8) becslést, míg a
∑

L1,1
t+ j kifejezés

esetén (10) becslést használjuk. Ezenkívül az A ≥ t + s esetben a (13)
becslést is alkalmazzuk. Továbbá felhasználjuk a 1.7 Lemmát a

∑
1/k

becslése érdekében.
A fenti megjegyzéseket figyelembe véve azt kapjuk, hogy

n−1∑
k=1

Dk

k
=

2A−1∑
k=1

Dk

k
+

n−1∑
k=2A

Dk

k
= L0,t + Lt +

A−t−1∑
j=1

Lt+ j +

n−1∑
k=2A

Dk

k

≥ 2t − 1 + 2t+1 log 2 − 2t −

∞∑
j=1

|Lt+ j − L1
t+ j|

+

A−t−1∑
j=1

L1,1
t+ j +

A−t−1∑
j=1

L1,2
t+ j − 2t

n−1∑
k=2A

1
k

≥ 2t+1 log(2) − 1 − (0.206 · 2t − 0.155)

− 0.154 · 2t + (2.1039 − 1) − 0.367 · 2t

≥ 0.659 · 2t + 0.258 ≥
1

16
2t.
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Az A ≤ t + s−1 esetben a fenti számítást hajtjuk végre, ahol a (12)
becslést alkalmazzuk (13) helyett. A J = A− t−1 összefüggés alapján
ebben a szituációban az alábbi becslést kapjuk:

A−t−1∑
j=1

L1,2
t+ j(x) =

1
2

A−t−1∑
j=1

2 j−1∑
b=2 j−1

βbωb(2t+1x) =
1
2

A−t−1∑
j=1

2 j−1∑
b=2 j−1

βb

=
1
2

A−t−1∑
j=1

2 j−1 = 2A−t−1 − 1 ≥ 27−2−1 − 1 = 15.

Ekkor az A ≥ t + s esethez hasonlóan ismételten azt kapjuk, hogy
n−1∑
k=1

Dk

k
≥

2t

16
teljesül minden s ≥ 5, t ≤ 2 és A ≥ 7 esetén.

Végül az s = ∞ eset maradt, azaz, amikor x =
1

2t+1 . Ezt az esetet
az A ≤ t + s esethez hasonlóan kell vizsgálni, amelyet az olvasóra
bízunk. �

Az 1.6 tétel bizonyítása A bizonyítás ismertetése előtt szüksé-
günk lesz az alábbi lemmára és annak következményére.

1.8. Lemma (Young-egyenlőtlenség, [35]). Legyen n ∈ P, akkor

1
2(n + 1)

<

n∑
k=1

1
k
− log(n) − γ <

1
2n
,

ahol γ = lim
n→∞

 n∑
k=1

1
k
− log(n)

.
1.3. Következmény. Legyen n,N ∈ N és N > n. Ekkor fennállnak

az alábbi egyenlőtlenségek:

0 <
N−1∑
k=n

1
k
− log

(N
n

)
<

1
n
.

A 1.6. tétel bizonyítása.

log(A)Rκ
A(x) =

2n+2n−1−1∑
j=1

Dκ
j(x)

j
=

2n−1∑
j=1

Dκ
j(x)

j
+

2n+2n−1−1∑
j=2n

Dκ
j(x)

j



27

=

n−1∑
i=0

2i+1−1∑
l=2i

Dκ
l (x)
l

+

2n+2n−1−1∑
j=2n

Dκ
j(x)

j

=

n−1∑
i=0

2i−1∑
t=0

Dκ
2i+t(x)

2i + t
+

2n−1−1∑
t=0

Dκ
2n+t(x)

2n + t
= (1) + (2).

A (2) becsléséhez megjegyezzük, hogy rn(x) = −1, D2n(x) = 0

τn(x) = (0, 0, . . . , 0, 1, 1, 1, 0, . . . )
= (y0, y1, . . . , yn−3, yn−2, yn−1, yn, yn+1, . . .).

Továbbá l = 0, 1, 2, . . . , 2n−2 − 1. esetén

Dl(τn(x)) = l.

Legyen l ∈ {2n−2, . . . , 2n−1−1}. Ekkor l felírható 2n−2 + b alakban, ahol
b ∈ {0, 1, . . . , 2n−2 − 1}. Ez alapján kapjuk, hogy

Dl(τn) = D2n−2+b(τn) = D2n−2(τn) + rn−2(τn(x))Db(τn) = 2n−2 + (−1) · b.

Ekkor

(2) =

2n−1−1∑
t=0

Dκ
2n+t(x)

2n + t
=

2n−1−1∑
t=0

D2n(x) + rn(x)Dt(τn(x))
2n + t

=

2n−1−1∑
t=0

−Dt(τn(x))
2n + t

=

2n−2−1∑
t=0

−Dt(τn(x))
2n + t

+

2n−1−1∑
t=2n−2

−Dt(τn(x))
2n + t

=

2n−2−1∑
t=0

−t
2n + t

−

2n−2−1∑
b=0

2n−2 − b
2n + 2n−2 + b

=

2n+2n−2−1∑
t=2n

2n − t
t
−

6·2n−2−1∑
t=5·2n−2

2n−2 + 5 · 2n−2 − t
t

= 2n
5·2n−2−1∑
t=4·2n−2

1
t
−

5·2n−2−1∑
t=4·2n−2

1 − 6 · 2n−2
6·2n−2−1∑
t=5·2n−2

1
t

+

6·2n−2−1∑
t=5·2n−2

1
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< 2n

(
log

(
5
4

)
+

1
4 · 2n−2 −

6
4
· log

(
6
5

))
.

A következő lépésben az (1)-re adunk felső becslést. Az 1.3. Lem-
ma alapján kapjuk, hogy

n−1∑
i=0

2i−1∑
t=0

Dκ
2i+t(x)

2i + t
=

Dκ
1(x)
1

+
Dκ

2(x)
2

+
Dκ

3(x)
3

+

n−1∑
i=2

2i−1∑
t=0

D2i(x) + ri(x)Dt(τi(x))
2i + t

.

Ha i = 1, 2, . . . n, akkor Dα
2i(x) = 0, valamint 2 ≤ i < n esetén ri(x) = 1

teljesül. Továbbá, r0(x) = κ1(x) = ω1(x) és κ2(x) = ω2(x) = r1(x).
Térjünk át (1) becslésére! Az eddigi észrevételek alapján kapjuk,

hogy

n−1∑
i=0

2i−1∑
t=0

Dκ
2i+t(x)

2i + t
= 1 + 0 −

1
3

+

n−1∑
i=2

2i−1∑
t=0

Dt(τi(x))
2i + t

=
2
3

+

n−1∑
i=2

2i−2−1∑
t=0

Dt(τi(x))
2i + t

+

2i−1−1∑
t=2i−2

Dt(τi(x))
2i + t

+

+

2i−1+2i−2−1∑
t=2i−1

Dt(τi(x))
2i + t

+

2i−1∑
t=2i−1+2i−2−1

Dt(τi(x))
2i + t


=:

2
3

+

n−1∑
i=2

((1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4)) .

A folytatás előtt emlékeztetünk arra, hogy

τi(x) =
1

2i−1 +
1
2i +

1
2n+1 =: yi

i−2ei−2 + yi
i−1ei−1 + yi

nen,

ahol ek := 1/2k+1. Azaz, vegyük észre, hogy yi = τi(x) n-nél nem
nagyobb indexű koordinátái közül csak az yi−2, yi−1 és yn különbözik
nullától.
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Ezután vizsgáljuk az (1.1) kifejezést.

(1.1) =

2i−2−1∑
t=0

Dt(τi(x))
2i + t

=

2i−2−1∑
t=0

t
2i + t

=

2i+2i−2−1∑
l=2i

l − 2i

l

=

5·2i−2−1∑
l=4·2i−2

1 − 2i
5·2i−2−1∑
l=4·2i−2

1
l
< 2i

(
1
4
− log

(
5
4

))
.

Továbbá (1.2) esetén azt kapjuk, hogy

(1.2) =

2i−1−1∑
t=2i−2

Dt(τi(x))
2i + t

=

2i−2−1∑
l=0

D2i−2+l(τi(x))
2i + 2i−2 + l

=

2i−2−1∑
l=0

D2i−2(τi(x)) + ri−2(τi(x))Dl(τi(x))
2i + 2i−2 + l

=

2i−2−1∑
l=0

2i−2 − l
2i + 2i−2 + l

=

6·2i−2−1∑
t=5·2i−2

6 · 2i−2 − t
t

= 6 · 2i−2
6·2i−2−1∑
t=5·2i−2

1
t
−

6·2i−2−1∑
t=5·2i−2

1

< 2i

(
6
4

log
(
6
5

)
+

6
4 · 5 · 2i−2 −

1
4

)
.

Hasonlóan becsülhetjük meg az (1.3) kifejezést az alábbi módon:

(1.3) =

2i−1+2i−2−1∑
t=2i−1

Dt(τi(x))
2i + t

=

2i−2−1∑
l=0

D2i−1+l(τi(x))
2i + 2i−1 + l

=

2i−2−1∑
l=0

D2i−1(τi(x)) + ri−1(τi(x))Dl(τi(x))
2i + 2i−1 + l

=

2i−2−1∑
l=0

−l
6 · 2i−2 + l

=

7·2i−2−1∑
z=6·2i−2

6 · 2i−2 − z
z

< 2i ·

(
6
4
· log

(
7
6

)
+

6
6 · 4 · 2i−2 −

1
4

)
.
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Végül, az (1.4) tag becslése:

(1.4) =

2i−1∑
t=2i−1+2i−2

Dt(τi(x))
2i + t

=

2i−1−1∑
l=2i−2

D2i−1+l(τi(x))
2i + 2i−1 + l

=

2i−1−1∑
l=2i−2

D2i−1(τi(x)) + ri−1(τi(x))Dl(τi(x))
2i + 2i−1 + l

=

2i−1−1∑
l=2i−2

−Dl(τi(x))
2i + 2i−1 + l

=

2i−2−1∑
j=0

−D2i−2+ j(τi(x))
2i + 2i−1 + 2i−2 + j

=

2i−2−1∑
j=0

−D2i−2(τi(x)) − ri−2(τi(x))D j(τi(x))
2i + 2i−1 + 2i−2 + j

=

2i−2−1∑
j=0

−2i−2 + j
7 · 2i−2 + j

=

8·2i−2−1∑
j=7·2i−2

−8 · 2i−2 + j
j

= −8 · 2i−2
8·2i−2−1∑
j=7·2i−2

1
j

+

8·2i−2−1∑
j=7·2i−2

1 < 2i

(
−

8
4

log
(
8
7

)
+

1
4

)
.

Ezeket a becsléseket felhasználva megkapjuk az (1)-hez szükséges
becslést:

n−1∑
i=0

2i−1∑
t=0

Dκ
2i+t(x)

2i + t
=

2
3

+

n−1∑
i=2

((1.1) + (1.2) + (1.3) + (1.4))

<
2
3

+

n−1∑
i=2

2i

(
1
4
− log

(
5
4

)
+

6
4

log
(
6
5

)
+

6
4 · 5 · 2i−2 −

1
4

+
6
4
· log

(
7
6

)
+

6
6 · 4 · 2i−2 −

1
4
−

8
4

log
(
8
7

)
+

1
4

)
≤

2
3

+

n−1∑
i=2

[
2i

(
− log

(
5
4

)
+

6
4

log
(
6
5

)
+

6
4
· log

(
7
6

)
−

8
4

log
(
8
7

))
+

11
5

]
= 2n ·

(
− log

(
5
4

)
+

6
4

log
(
6
5

)
+

6
4
· log

(
7
6

)
−

8
4

log
(
8
7

))
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+
11
5

(n − 2) +
2
3
.

Végezetül, a korábbi becslések alapján kapjuk, hogy

log(A)Rκ
A(x) = (1) + (2) =

n−1∑
i=0

2i−1∑
t=0

Dκ
2i+t(x)

2i + t
+

2n−1−1∑
t=0

Dκ
2n+t(x)

2n + t

< 2n · 0.01451 +
11
5

(n − 2) +
2
3
− 2n · 0.050337 + 1

= −0.035827 · 2n + 2.2 · (n − 2) +
5
3
≤ −0.02 · 2n,

ha n ≥ 11. Ezzel igazoltuk a tételt. �





2. FEJEZET

A 2-adikus egészek csoportja

Ebben a fejezetben igazoljuk az egydimenziós Riesz-közepek és a
kétdimenziós (C, α)-közepek majdnem mindenütti konvergenciáját.

2.1. Riesz-közepek majdnem mindenütti konvergenciája

Definiáljuk az x, y ∈ I = [0, 1)-beli elemek 2-adikus (aritmetikai)
összegét az alábbi módon :

x + y :=
∞∑

n=0

rn

2n+1 ,(1)

ahol qn, rn ∈ {0, 1} (n ∈ N) elemeket a következőképpen definiáljuk:
q−1 := 0 és xn + yn + qn−1 = 2qn + rn ahol n ∈ N. A qn és rn számok
egyértelműen meghatározottak és az értékük 0 vagy 1 lehet.

Legyen t ∈ R és

ε(t) := exp(2πιt),

ahol ι :=
√
−1. Továbbá x ∈ I és n ∈ N esetén legyen

v2n(x) := ε
( xn

2
+ . . . +

x0

2n+1

)
és vn :=

∞∏
n=0

v
n j

2 j .

A 2-adikus egészek rendszerét a (vn, n ∈ N) módon fogjuk jelölni. A
rendszer elemeire fennáll az alábbi összefüggés.

2.1. Lemma ([10]). Legyen k, n ∈ N, k < 2n. Ekkor

v2n−k−1(z) = v2n−1(z)v̄k(z).

Tekintsük az I halmazon a nem diadikus racionális számokat. A
diadikus racionális számok halmaza megszámlálható számosságú, így
nullmértékű halmazt alkotnak. Azaz, a vn(x + y) = vn(x)vn(y) azonos-
ság teljesül, ha x, y és x + y nem diadikusan racionális számok. Ha

33
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valamelyik ezek közül diadikus racionális, akkor az előző azonosság
majdnem mindenütt igaz. Tehát minden y nem diadikusan racionális
szám esetén egyértelműen létezik olyan −y nem diadikus racionális
szám, hogy y + (−y) = 0.

Definiáljuk a Dirichlet- és a Fejér-magfüggvényeket az alábbi mó-
don:

Dn :=
n−1∑
k=0

vk, Kn :=
1

n + 1

n∑
k=0

Dk, D0,K0 := 0.

A következő lemma a Dirichlet-magfüggvénnyel kapcsolatos azonos-
ságokat foglalja össze.

2.2. Lemma ([26, 23, 10]). Legyen j, n ∈ N, j < 2n és x ∈ I. Ekkor

D2n(x) =

{
2n, ha x ∈ In,
0, ha x < In,

(a)

Dn(x) = ωn(x)
∞∑

i=0

niriD2i(x),(b)

D2n− j(x) = D2n(x) − v2n−1(x)D j(x).(c)

Megjegyezzük, hogy ez a fenti lemma állításainak analóg verziója
teljesül Walsh–Dirichlet magfüggvényekre is.

Következő lépésként a Fejér-magfüggvényekkel kapcsolatos állí-
tásokat tekintjük át.

2.3. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen B és k rögzített természetes
szám. Ekkor∫

Is\Is+1

sup
|n|≥B
|Kn(z)| dλ(z) ≤


C, ha B < s,

C

√
2s

2B , ha B ≥ s.

Bizonyítás. A B ≥ s eset igazolása megtalálható a [10] cikkben,
ezért csak a B < s esetet igazoljuk,∫

Is\Is+1

sup
n≥B
|Kn| ≤

∫
Is\Is+1

sup
|n|≥s+1

|Kn| +

∫
Is\Is+1

sup
s≥|n|≥B

|Kn| ≤ C +
1
2s · 2

s ≤ C.

�
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A következő lemma, amely igazolása egy egyszerű következmé-
nye az előző lemmának, de a 2.2 Tétel bizonyításában fontos szerepet
fog játszani.

2.4. Lemma. Legyen B és k rögzített természetes szám. Ekkor∫
Īk

sup
|n|≥B
|Kn(z)| dλ(z) ≤


C(k − B), ha B < k,

C

√
2k

2B , ha B ≥ k.

2.1. Következmény ([8]). Minden n ∈ N esetén

‖Kn‖1 ≤ C.

A 2.2 Tétel igazolása pedig során az alábbi lemmát fogjuk hasz-
nálni.

2.5. Lemma ([10]). Legyen B és t rögzített természetes szám. Ekkor∫
Īt

sup
|n|≥B
|Kn(z)| dλ(z) ≤


C(t − B), ha B < t,

C
(B − t)2

2B−t , ha B ≥ t.

2.6. Lemma (Gát-Lucskai, [D]). Legyen k, l ∈ N, ekkor∫
Īk

|K2l+1 | =


C, l < k,

C

√
2k

2l , l ≥ k.

Bizonyítás. Ha l ≥ k, akkor a 2.4 Lemma alapján kapjuk, hogy∫
Īk

|K2l+1 | ≤

∫
Īk

sup
n≥2l+1

|Kn| ≤ C ·

√
2k

2l+1 .

A másik eset az 2.1 Következményből adódik,∫
Īk

|K2l+1 | ≤

∫
I

|K2l+1 | = ‖K2l+1‖1 ≤ C.

Ezzel teljes a bizonyítás. �
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Az f ∈ L1(I) függvény Fourier-együtthatóját, Fourier-sorának n-
edik részletösszegét és Fejér- ((C, 1)-) közepét rendre az alábbi módon
definiáljuk:

f̂ (n) :=
∫
I

f (x)v̄n(x) dλ(x),

S n f (y) :=
n−1∑
k=0

f̂ (k)vk(y) =

∫
I

f (x)Dn(y − x) dλ(x),

σn f (y) :=
1

n + 1

n∑
k=0

S k f (y) =

∫
I

f (x + y)Kn(y − x) dλ(x),

ahol n ∈ N és y ∈ I. Továbbá egy y elem inverzét −y módon jelöljük.
Legyen α ∈ R olyan, hogy −α < N és

Aα
k :=

(α + 1)(α + 2) · . . . · (α + k)
k!

.

Ekkor az alábbi tulajdonságok teljesülnek ([38]):

Aα
n =

n∑
k=0

Aα−1
n−k , Aα

n−Aα
n−1 = Aα−1

n , Aα
n ∼ nα.

Továbbá teljesül az alábbi állítás:

2.7. Lemma ([10]). Legyen a, l, k ∈ N úgy, hogy a ≤ 2l ≤ 2k telje-
süljön. Ekkor

Aα
a

Aα
2k+a

≤ Cα

(
1
√

2

)α(k−l+1)

teljesül, ahol a ≥ Cα és Cα csak az α értékétől függő konstans.

Definiáljuk minden n ∈ N esetén a (C, α) vagy Cesáro magfügg-
vényt az alábbi módon:

Kα
n :=

1
Aα

n

n∑
k=0

Aα−1
n−k Dk.

Az f integrálható függvény (C, α) Cesàro-közepe:

σα
n f (y) :=

1
Aα

n

n∑
j=0

Aα−1
n− j S j f (y) =

∫
I

f (x)Kα
n (y − x) dλ(x),
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ahol n ∈ N és y ∈ I. Az α = 1 esetben Fejér-közepekről, más néven
(C, 1)-közepekről, beszélünk.

Most röviden tekintsük át az egydimenziós (C, α)-közepek konver-
genciájával kapcsolatos eredményeket.

Taibleson kérdése az volt, hogy a 2-adikus egészek rendszerében
teljesül-e a σn f → f majdnem mindenütti konvergencia minden f ∈
L1 esetén. Több mint húsz évvel később, 1997-ben Gát a [8] cikké-
ben igazolta Taibleson sejtését, 2007-ben pedig a [10] cikkében álta-
lánosította az előző eredményét minden α > 0 esetén. Zheng és Gát
ezt az eredményt általánosabb ortonormált rendszerekben bizonyította
[36, 9].

Definiáljuk a Riesz összegzési eljáráshoz tartozó Kα,γ
n magfügg-

vényt az alábbi módon:

Kα,γ
n :=

1
nαγ

n−1∑
k=0

(nγ − kγ)αvk,

ahol n ∈ N. Az f integrálható függvény Riesz-közepe:

σα,γ
n f (y) :=

1
nαγ

n−1∑
j=0

(nγ − kγ)α f̂ ( j).

A Riesz-közép α = γ = 1 esetén visszaadja a Fejér-közepet.
A Riesz-közepek majdnem mindenütti konvergenciáját a trigono-

metrikus rendszerben Riesz igazolta ([22, 38]). A Walsh–Paley rend-
szerben a 0 < γ ≤ 1 ≤ α esetet Weisz bizonyította ([33]).

A cél Weisz eredményét igazolni a 2-adikus egészek csoportjában.
Nevezetesen teljesül az alábbi tétel.

2.1. Tétel (Gát-Lucskai [C]). Legyen 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Ekkor
minden f ∈ L1(I) esetén σα,γ

n f → f majdnem mindenütt, ahol I jelöli
a 2-adikus egészek csoportját.

2.2. A fő eredmény bizonyítása.

A bizonyítás során az alábbi jelöléseket fogjuk alkalmazni:

an,k = (nγ − kγ)α = nαγΘ
(

k
n

)
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ahol Θ(x) = (1 − xγ)α. Továbbá,

∆1an,k := an,k − an,k+1, és ∆2an,k := ∆1an,k − ∆1an,k+1.

Az első és másodrendű differenciákat a továbbiakban a Lagrange-tétel
segítségével fogjuk vizsgálni. Továbbá felhasználjuk a Θ függvény
alábbi tulajdonságait, amelyek igazolása egyszerű:

Θ′ monoton növekvő függvény és minden x ∈ I esetén negatív
értékeket vesz fel

a)

|Θ′(x)| korlátos. Mivel α − 1 ≥ 0, ekkor 0 ≤ (1 − xγ)α−1 ≤ 1.
Tehát |Θ′(x)| ≤ αγxγ−1.

b)

Θ′′ minden x ∈ I esetén pozitív értéket vesz fel.c)
Vizsgáljuk a ∆2Θ függvényt! Alkalmazzuk a Lagrange-tételt. Ek-

kor

∆2Θ(x) = Θ(x) − Θ(x + h) − (Θ(x + h) − Θ(x + 2h))
= Θ′(ξ) · (−h) − Θ′(η)(−h)

teljesül valamely x < ξ < x+h és x+h < η < x+2h esetén. Ismételten
alkalmazzuk a Lagrange tételt, így

Θ′(ξ) · (−h) − Θ′(η)(−h) = h(Θ′(η) − Θ′(ξ)) = h · h̄ · Θ′′(ζ)

valamely 0 < h̄ < 2h és ξ < ζ < η esetén. Mivel Θ′′ minden x ∈ I
esetén pozitív, így azt kapjuk, hogy

∆2Θ(x) ≥ 0 (x ∈ I).

A h differencia értéke a legtöbb esetben 1/n lesz.

2.8. Lemma. Legyen n és t természetes szám. A Riesz-magfüggvé-
nyekre a következő felső becslés adható:∣∣∣Kα,γ

n

∣∣∣ ≤ 7∑
j=1

T j +
∣∣∣K̃α,γ

n

∣∣∣ ,
ahol

T1 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk

2k−1∑
l=0

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,
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T2 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2t−1∑
l=0

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T3 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|,

T4 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k) − 2k

∣∣∣ · |K2k |,

T5 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ · |K2k |,

T6 := n−αγ
t−1∑
k=0

nk

∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k ,

T7 := n−αγ
|n|∑
k=t

nk

∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k ,

K̃α,γ
n := n−αγ

2|n|−1∑
i=0

an,ivi.

Bizonyítás. Használjuk fel n (2)-beli felírását és a 2.1 Lemmát.
Ekkor

Kα,γ
n = n−αγ

n−1∑
i=0

an,ivi

= n−αγ
|n|−1∑
k=0

nk

n(k+1)+2k−1∑
i=n(k+1)

an,ivi + n−αγn|n|
2|n|−1∑
i=0

an,ivi

= n−αγ
|n|−1∑
k=0

nk

2k−1∑
l=0

an,n(k)−l−1vn(k)−l−1 + n−αγ
2|n|−1∑
i=0

an,ivi

= n−αγ
|n|−1∑
k=0

nkvn(k)−1

2k−1∑
l=0

an,n(k)−l−1v̄l + K̃α,γ
n .
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Ezután alkalmazzuk az Abel-transzformációt kétszer. Ebből adódik,
hogy

2k−1∑
l=0

an,n(k)−l−1v̄l =

2k−1∑
l=0

∆1an,n(k)−l−1

l∑
j=0

v̄ j + an,n(k)−2k

2k−1∑
l=0

v̄l

=

2k−1∑
l=0

∆1an,n(k)−l−1D̄l+1 + an,n(k)−2k D̄2k

=

2k−1∑
l=0

∆2an,n(k)−l−1

l∑
j=0

D̄ j+1 + ∆1an,n(k)−2k

2k−1∑
l=0

D̄l+1 + an,n(k)−2k D̄2k

=

2k−1∑
l=0

∆2an,n(k)−l−1(l + 2)K̄l+1 + ∆1an,n(k)−2k(2k + 1)K̄2k−1 + an,n(k)−2k D̄2k ,

ahol k < |n|. Ez utóbbi formulát behelyettesítve az alábbi becslést
kapjuk∣∣∣Kα,γ

n

∣∣∣ ≤ n−αγ
|n|−1∑
k=0

nk

[ 2k−1∑
l=0

∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ (l + 2) |Kl+1|

+ (2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ · |K2k−1|

]
+ n−αγ

|n|−1∑
k=0

nk

∣∣∣an,n(k)−2k

∣∣∣ D2k +
∣∣∣K̃α,γ

n

∣∣∣ .
A lemma állítása ebből a becslésből adódik. �

A K̃α,γ
n függvény vizsgálata. Ennek a résznek az a célja, hogy egy

felső becslést adjuk a K̃α,γ
n függvényre, ahol K̃α,γ

n függvényt

K̃α,γ
n = n−αγ

2|n|−1∑
i=0

an,ivi.

módon definiáljuk. Az első lemmában a vizsgált függvényünket felül-
ről becsüljük négy függvénnyel.

2.9. Lemma. A K̃α,γ
n függvény felülről becsülhető az alábbi módon:∣∣∣K̃α,γ

n

∣∣∣ ≤ 11∑
i=8

Ti,

ahol
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T8 := n−αγ
2t−1∑
i=0

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|,

T9 := n−αγ
2|n|−1∑
i=2t

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|,

T10 := n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ · |K2|n| |,

T11 := n−αγ
∣∣∣an,2|n|

∣∣∣ D2|n| .

Bizonyítás. Az Abel-transzformációt alkalmazva kapjuk, hogy∣∣∣K̃α,γ
n

∣∣∣ ≤ n−αγ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2|n|−1∑
i=0

an,ivi

∣∣∣∣∣∣∣∣ = n−αγ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2|n|−1∑
i=0

∆1an,iDi+1 + an,2|n|D2|n|

∣∣∣∣∣∣∣∣
= n−αγ

∣∣∣∣∣∣∣∣
2|n|−1∑
i=0

∆2an,i

i∑
j=0

Di+1 + ∆1an,2|n|

2|n|−1∑
i=0

Di+1 + an,2|n|D2|n|

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ n−αγ

[ 2|n|−1∑
i=0

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1| + (2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ · |K2|n| |

+
∣∣∣an,2|n|

∣∣∣ D2|n|

]
,

amely igazolja az állítást. �

A továbbiakban a T9 és T10 függvények maximálfüggvényeire a-
dunk felső becslést.

2.10. Lemma. Legyen n egy természetes szám. Ekkor

n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. A Lagrange-tétel alapján kapjuk, hogy

n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ = n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣an,2|n| − an,2|n|+1

∣∣∣
= (2|n| + 1)

∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
2|n|

n

)γ)α
−

(
1 −

(
2|n| + 1

n

)γ)α∣∣∣∣∣∣
= (2|n| + 1)

∣∣∣∣∣∣Θ
(
2|n|

n

)
− Θ

(
2|n| + 1

n

)∣∣∣∣∣∣
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≤
2|n| + 1

n
|Θ′ (ξ1)| =: (A),

amely becslés valamely
2|n|

n
< ξ1 <

2|n| + 1
n

esetén teljesül.
Mivel 0 < γ ≤ 1 ≤ α < ∞, így

(A) ≤
2|n| + 1

n

∣∣∣∣∣∣Θ′
(
2|n|

n

)∣∣∣∣∣∣ ≤ Cα,γ,

mivel Θ′(x) korlátos, ha 1/4 ≤ x ≤ 1. �

2.11. Lemma. Tegyük fel, hogy 0 < γ ≤ 1 ≤ α < ∞ és |n| ≥ B ≥ t,
ahol B rögzített. Ekkor ∫

Īt

sup
|n|≥B

T10 ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. A 2.10 Lemma alapján kapjuk, hogy∫
Īt

sup
|n|≥B

T10 =

∫
Īt

sup
|n|≥B

n−αγ(2|n| + 1)
∣∣∣∆1an,2|n|

∣∣∣ · |K2|n| |

=

∫
Īt

sup
j>t
|K2 j | · sup

|n|≥B
n−αγ(2|n| + 1)

∣∣∣∆1an,2|n|
∣∣∣

≤ Cα,γ

∫
Īt

sup
j>t
|K2 j | ≤ Cα,γ.

Az utolsó egyenlőtlenség 2.4 Lemmából következik. �

2.12. Lemma. Legyen n egy természetes szám. Ekkor

n−αγ
2|n|−1∑
i=2t

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. Felhasználjuk azt, hogy ∆2an,k pozitív értékű. Ekkor

n−αγ
2|n|−1∑
i=2t

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ = n−αγ
|n|−1∑
m=t

2m−1∑
i=2m−1

(i + 2)
∣∣∣∆1an,i − ∆1an,i+1

∣∣∣
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≤ n−αγ
|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
2m−1∑

i=2m−1

∣∣∣∆1an,i − ∆1an,i+1

∣∣∣
≤ n−αγ

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
2m−1∑

i=2m−1

(
∆1an,i − ∆1an,i+1

)
= n−αγ

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
(
∆1an,2m−1 − ∆1an,2m

)
≤ n−αγ

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,2m−1

∣∣∣ + n−αγ
|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,2m

∣∣∣
=: (A) + (B).

Az (A) függvény becslése az alábbi lépésekből áll:

n−αγ
|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,2m−1

∣∣∣ = n−αγ
|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
∣∣∣an,2m−1 − an,2m−1+1

∣∣∣
=

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)

∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
2m−1

n

)γ)α
−

(
1 −

(
2m−1 + 1

n

)γ)α∣∣∣∣∣∣
=

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)

∣∣∣∣∣∣Θ
(
2m−1

n

)
− Θ

(
2m−1 + 1

n

)∣∣∣∣∣∣
≤ Cα,γ

|n|−1∑
m=t

2m + 1
n
|Θ′ (ξ)| ≤ Cα,γ

|n|−1∑
m=t

αγ ·
2m + 1

n

(
2m

n

)γ−1

≤ Cα,γ,

amely becslés során a Lagrange-tételt alkalmaztuk valamely
2m−1

n
<

ξ <
2m−1 + 1

n
esetén. Továbbá felhasználtuk, hogy |Θ′(x)| korlátos.

A (B) becslése az előző esethez hasonlóan történik. Azaz

(B) = n−αγ
|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,2m

∣∣∣ = n−αγ
|n|−1∑
m=t

(2m + 1)
∣∣∣an,2m − an,2m+1

∣∣∣
=

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)

∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
2m

n

)γ)α
−

(
1 −

(
2m + 1

n

)γ)α∣∣∣∣∣∣
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=

|n|−1∑
m=t

(2m + 1)

∣∣∣∣∣∣Θ
(
2m

n

)
− Θ

(
2m + 1

n

)∣∣∣∣∣∣
= Cα,γ

|n|−1∑
m=t

2m + 1
n
|Θ′ (ξ)| ≤ Cα,γ

|n|−1∑
m=t

αγ ·
2m + 1

n

(
2m+1

n

)γ−1

≤ Cα,γ,

ahol becslés során a Lagrange-tételt alkalmaztuk valamely
2m

n
< ξ <

2m + 1
n

. A |Θ′(x)| korlátosságát ebben a becslésben is felhasználtuk.
�

2.13. Lemma. Tegyük fel, hogy 0 < γ ≤ 1 ≤ α < ∞, |n| ≥ B ≥ t és
B rögzített. Ekkor ∫

Īt

sup
|n|≥B

T9 ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. A 2.12 Lemma alapján kapjuk, hogy∫
Īt

sup
|n|≥B

T9 =

∫
Īt

sup
|n|≥B

n−αγ
2|n|−1∑
i=2t

(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · |Ki+1|

≤

∫
Īt

sup
|n|≥B

2|n|−1∑
i=2t

n−αγ(i + 2)
∣∣∣∆2an,i

∣∣∣ · sup
| j|≥2t

∣∣∣K j+1

∣∣∣
≤ Cα,γ

∫
Īt

sup
| j|≥t

∣∣∣K j+1

∣∣∣ ≤ Cα,γ.

�

A T5 becslése. Ebben a részben a T5 függvény korlátosságát fog-
juk igazolni, amely függvény definíciója az alábbi:

T5 = n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ |K2k | .
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2.14. Lemma. Tegyük fel, hogy 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Ekkor

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ ≤ Cα,γ.(2)

Bizonyítás. A tétel feltételéből követezik, hogy a (1 − xγ)α (x ∈
I) deriválja egy növekvő függvény. A Lagrange-tétel alapján kapjuk,
hogy

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣
= n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣an,n(k)−2k − an,n(k)−2k+1

∣∣∣
= n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∣(nγ − (n(k) − 2k)γ

)α
− nk

(
nγ − (n(k) − 2k + 1)γ

)α∣∣∣∣
=

|n|−1∑
k=t

(2k + 1)

∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
n(k) − 2k

n

)γ)α
−

(
1 −

(
n(k) − 2k + 1

n

)γ)α∣∣∣∣∣∣
≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

nk
(2k + 1)

n

∣∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
ξ

n

)γ)α−1 (
ξ

n

)γ−1
∣∣∣∣∣∣∣

≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

nk
(2k + 1)

n

∣∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
2k

n

)γ)α−1 (
2k

n

)γ−1
∣∣∣∣∣∣∣

≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

nk

(
2k + 1

n

)γ
≤ Cα,γ

valamely

2k + 1 ≤ n(k) − 2k < ξ < n(k) − 2k + 1,

mivel 2|n| ≤ n(k)−2k, hiszen k < |n| és feltehető, hogy nk = 1. Ellenkező
esetben ez nem fordul elő. �
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2.15. Lemma. Tegyük fel, hogy |n| ≥ B ≥ t, ahol B rögzített, és
0 < γ ≤ 1 ≤ α. Ekkor ∫

Īt

sup
|n|≥B

T5 ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. Ez a becslés az előző Lemma és a 2.4 Lemma haszná-
latával adódik,∫

Īt

sup
|n|≥B

T5 =

∫
Īt

sup
|n|≥B

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk(2k + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣ |K2k |

≤

∫
Īt

sup
j≥t
|K2 j | · sup

|n|≥B
n−αγ

|n|−1∑
k=t

(2k + 1)nk

∣∣∣∆1an,n(k)−2k

∣∣∣
≤ Cα,γ

∫
Īt

sup
j>t
|K2 j | ≤ Cα,γ.

�

A T3 függvény vizsgálata Tekintsük a T3 függvényt, amely defi-
níciója az alábbi:

T3 := n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|.

2.16. Lemma. Tegyük fel, hogy 0 < γ ≤ 1 ≤ α < ∞. Ekkor teljesül
az alábbi becslés:

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. A bizonyítás során felhasználjuk, hogy ∆2an,n(k)−l po-
zitív értékű. Ekkor

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l

∣∣∣
= n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

2m−1∑
l=2m−1

(l + 2)
∣∣∣∆1an,n(k)−l−1 − ∆1an,n(k)−l

∣∣∣
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≤ n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)
2m−1∑

l=2m−1

(
∆1an,n(k)−l−1 − ∆1an,n(k)−l

)
= n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)
(
∆1an,n(k)−2m−1−1 − ∆1an,n(k)−2m+1

)
≤ n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2m−1−1

∣∣∣
+ n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2m+1

∣∣∣ =: T31 + T32.

Első lépésként T32 függvényt vizsgáljuk. A becslés hasonló, mint
a T5 függvény esetén.

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)
∣∣∣∆1an,n(k)−2m+1

∣∣∣
= n−αγ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)
∣∣∣an,n(k)−2m+1 − an,n(k)−2m+2

∣∣∣
=

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

(2m + 1)

∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
n(k) − 2m + 1

n

)γ)α
−

(
1 −

(
n(k) − 2m + 2

n

)γ)α ∣∣∣∣∣∣
≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

2m + 1
n

∣∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
ξ

n

)γ)α−1 (
ξ

n

)γ−1
∣∣∣∣∣∣∣

≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

2m + 1
n

∣∣∣∣∣∣∣
(
1 −

(
n(k) − 2m + 1

n

)γ)α−1 (
n(k) − 2m + 2

n

)γ−1
∣∣∣∣∣∣∣

≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

nk

k∑
m=t+1

2m + 1
n

(
n(k) − 2m + 2

n

)γ−1
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≤ Cα,γ

|n|−1∑
k=t

k∑
m=t+1

2m + 1
n

≤ Cα,γ

ahol a Lagrange tétel alkalmaztuk valamely

2k+1 ≤ n(k+1) = n(k) − 2k ≤ n(k) − 2m < ξ < n(k) − 2m + 1

esetén. Valamint alkalmaztuk az alábbi becslést(
n(k) − 2m + 2

n

)γ−1

≤

(
2|n| − 2k + 2

n

)γ−1

≤

(
2|n| − 2|n|−1

n

)γ−1

≤ Cγ,

ahol k + 1 ≤ |n|. Emlékeztetünk arra, hogy 0 < γ ≤ 1. �

2.17. Lemma. Tegyük fel, hogy |n| ≥ B ≥ t és 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Ekkor∫
Īt

sup
|n|≥B

T3 ≤ Cα,γ.

Bizonyítás. Ez a becslés az előző Lemmából adódik. Azaz,∫
Īt

sup
|n|≥B

T3 =

∫
Īt

sup
|n|≥B

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ |Kl|

≤

∫
Īt

sup
| j|>t

∣∣∣K j

∣∣∣ · sup
|n|≥B

n−αγ
|n|−1∑
k=t

nk

2k−1∑
l=2t

(l + 2)
∣∣∣∆2an,n(k)−l−1

∣∣∣ ≤ Cα,γ.

�

A 2.1 Tétel bizonyítása.

2.18. Lemma. Legyen f ∈ L1(I) olyan, hogy supp f ⊂ It és
∫
It

f = 0

teljesül. Ekkor ∫
Īt

sup
n≥2t

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα,γ ‖ f ‖1 .

Bizonyítás. A
∣∣∣Kα,γ

n

∣∣∣ magfüggvény felülről becsülhető 2.8 és 2.9
Lemmák alapján:∣∣∣Kα,γ

n

∣∣∣ ≤ T1 + T2 + T3 + T4 + T5 + T6 + T7 + T8 + T9 + T10 + T11.
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Először, legyen m ∈ {1, 2, 4, 6, 8}, ekkor∫
Īt

sup
n≥2t
| f ∗ Tm| dλ = 0,(3)

mivel a Tm függvényAt-mérhető és
∫
It

f = 0.

Másodszor a T7 és T11 függvények értéke 0 a 2.2 Lemma (a) része
miatt.

Végül, legyen j ∈ {3, 5, 9, 10}. Alkalmazzuk 2.17, 2.15, 2.13 és
2.11 Lemmákat, ekkor∫

Īt

sup
n≥2t

∣∣∣ f ∗ T j

∣∣∣ dλ =

∫
Īt

sup
n≥2t

∫
It

∣∣∣ f (x) · T j(y − x)
∣∣∣ dx dy

=

∫
Īt

| f (y − x)|
∫
Īt

sup
n≥2t

∣∣∣T j(y)
∣∣∣ dy dx ≤ Cα,γ ‖ f ‖1 .

�

2.19. Lemma. Legyen f ∈ L1(I). Ekkor az supn∈N

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ operá-
tor (L∞, L∞)- és (L1, L1)- típusú.

Bizonyítás. A 2.1 Lemma alapján kapjuk, hogy

sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ ≤ sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
I

∣∣∣ f (x)Kα,γ
n (y − x)

∣∣∣ dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

10∑
m=1

‖ f ‖∞

∫
I

sup
n∈N
|Tm(y − x)| dy ≤ Cα,γ ‖ f ‖∞ .

Továbbá,∫
I

sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Kα,γ
n

∣∣∣ ≤ sup
n∈N

∫
I

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
I

∣∣∣ f (x)Kα,γ
n (y − x)

∣∣∣ dy

∣∣∣∣∣∣∣∣ dx

≤

10∑
m=1

∫
I

| f (x)| dx ·
∫
I

sup
n∈N
|Tm(y − x)| dy ≤ Cα,γ ‖ f ‖1 .



50

Ha m ∈ {1, 2, 4, 6, 8}, akkor (3) azonosságot használjuk. Ha m ∈

{7, 11}, akkor ‖Tm‖1 ≤ C, ahol m ∈ {7, 11} Végül, ha m ∈ {3, 5, 9, 10},
akkor 2.17, 2.15, 2.13 és 2.11 Lemmák miatt adódik az állítás. �

A 2.1 tétel bizonyítása. A vn függvények véges lineáris kombiná-
ciói sűrű halmazt alkotnak az L1(I) térben. Ezt a tényt és az előző két
lemmát felhasználva kapjuk a tételünk állítását. A módszer részletes
kifejtése megtalálható a [27] könyvben. �

2.3. A (C, α)-közepek majdnem mindenütti konvergenciája

Első lépésként tekintsük át a 2-adikus egészek csoportján defini-
ált kétdimenziós Fourier-sorokkal kapcsolatos fogalmakat. A normált
Haar-mérték egybeesik egydimenziós esettel. A kétdimenziós Fourier
együtthatókat, a kétdimenziós Fourier-sor téglalap felett vett részlet-
összeget és a (C, α) Marcinkiewicz magfüggvényt és közepet az alábbi
módon definiáljuk:

f̂ (n1, n2) :=
∫
I2

f (x1, x2)vn1(x1)vn2(x2) dλ(x1, x2),

S n1,n2 f (y1, y2) :=
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

f̂ (k1, k2)vk1(y1)vk2(y2)

=

∫
I2

f (x1, x2)Dn1(y1 − x1)Dn2(y2 − x2) dλ(x1, x2),

Kα
n (y1, y2) :=

1
Aα

n

n∑
j=0

Aα−1
n−k D j(y1)D j(y2),

σα
n f (y1, y2) :=

1
Aα

n

n∑
j=1

Aα−1
n−k S j, j f (y1, y2),

Ismert az alábbi összefüggés

σα
n f (y1, y2) =

∫
I×I

f (x1, x2)Kα
n (y1 − x1, y2 − x2) dλ(x1, x2),

ahol n, n1, n2 ∈ N és x1, x2, y1, y2 ∈ I.
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A következő lemma a kétdimenziós Marcinkiewicz magfüggvény-
nyel kapcsolatos.

2.20. Lemma ([3]). Legyen k ∈ N. Ekkor∫
Ik×Ik

sup
|n|≥k
|Kn| ≤ C.

Ebből a lemmából adódik az alábbi következmény.

2.2. Következmény ([3]). Minden n ∈ N

‖Kn‖1 ≤ C

teljesül.

A továbbiakban az alábbi jelöléseket fogjuk használni:

Jτ = Iτ+1 \ Iτ, Ka,b =

a+b−1∑
l=a

Dk.

2.21. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen t1 ≤ t2 és m ≥ k. Ekkor

k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

∫
Jt1×Jt2

sup
A≥m

sup
|n|=A

1
2A

A∑
s=t1+1

|Kn(s),2s(x1, x2)|dx ≤ C2(k−m)/3,

ahol C egy abszolút konstans.

Bizonyítás. Legyen a ∨ b := min{a, b}. A∫
Jt1×Jt2

sup
|n|=A
|Kn(s),2s(x1, x2)|dx ≤ C

√
2A+t1
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becslést Blahota és Gát és bizonyította a [3] cikkben. Ennek a becs-
lésnek a felhasználásával azt kapjuk, hogy ha m ≥ k, akkor

k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

∫
Jt1×Jt2

sup
A≥(m∨t2)

sup
|n|=A

1
2A

A∑
s=t1+1

|Kn(s),2s(x1, x2)|d(x1, x2)

≤ C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

∞∑
A=(m∨t2)

A∑
s=t1+1

√
2t1−A

≤ C
k−1∑
t1=0

m−1∑
t2=t1

∞∑
A=(m∨t2)

(A − t1)
√

2t1−A

≤ C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

((m ∨ t2) − t1)
√

2t1−(m∨t2)

≤ C
k−1∑
t1=0

(m − t1)2
√

2t1−m ≤ C(m − k)2
√

2k−m ≤ C2(k−m)/3.

Így az A ≥ (m∨t2) eset vizsgálatával készen vagyunk az
k−1⋃
t1=0

∞⋃
t2=t1

Jt1×Jt2

halmazon.

Ezután tekintsük a t2 > A ≥ m esetet, ekkor ismét az
k−1⋃
t1=0

∞⋃
t2=t1

Jt1×Jt2

halmazon integrálunk. Nyilvánvaló, hogy t2 > m. Továbbá,

k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m+1

∫
Jt1×Jt2

sup
t2>A≥m

sup
|n|=A

1
2A

A∑
s=t1+1

|Kn(s),2s(x1, x2)|d(x1, x2)

≤

k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m+1

1
2t2

∫
Jt1

sup
t2>A≥m

sup
|n|=A

1
2A

A∑
s=t1+1

|Kn(s),2s(x1, 0)|dx1

≤ C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m+1

1
2t2

t2∑
A=m

1
2A

A∑
s=t1

∫
Jt1

∣∣∣∣∣∣∣∣
n(s)+2s−1∑

k=n(s)

vk(t1+1)(x1)k̃t1k

∣∣∣∣∣∣∣∣ dx1
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≤ C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m+1

1
2t2

t2∑
A=m

1
2A

A∑
s=t1

(
1

2t1

)1/2 (
1

2t1
2s+t1+2t1+2A

)1/2

≤

k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m+1

1
2t2

t2∑
A=m

√
2A+t1

≤ C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m+1

√
2t1−t2 ≤ C

√
2k−m.

�

Jelölje Im × Im az Im × Im halmaz komplementerét.

2.22. Lemma (Gát-Lucskai [D]).∫
Ik×Ik

sup
|n|≥m
|Kn(x1, x2)|d(x1, x2) ≤ C · 2(k−m)/3.

Bizonyítás. Egyszerű becsléssel kapjuk, hogy

|Kn(s),2s | ≤

n(s)+2s−1∑
k=n(s)

|Dk| ≤

n(s)+2s−1∑
k=n(s)

|k̃t1 k̃t2 | ≤ 2s+t1+(t2∧|n|),

ahol a ∨ b := min{a, b}, ezért
t1∑

s=0

|Kn(s),2s | ≤ c22t1+(t2∧|n|).

Ezt az egyenlőtlenséget felhasználva kapjuk, hogy

k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

∫
Jt1×Jt2

sup
A≥m

sup
|n|=A

1
2A

t1∑
s=0

|Kn(s),2s(x1, x2)|d(x1, x2)

≤ C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

∫
Jt1×Jt2

sup
A≥m

22t1+(t2∧A)

2A d(x1, x2)

≤ C
k−1∑
t1=0

m−1∑
t2=t1

1
2t1+t2

22t1+t2

2m + C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m

1
2t1+t2

22t1
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≤ C
k−1∑
t1=0

(m − t1)2t1−m + C
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=m

2t1−t2

≤ C(m − k)2k−m + C2k−m ≤ C
√

2k−m.

Tehát,
k−1∑
t1=0

∞∑
t2=t1

∫
Jt1×Jt2

sup
|n|≥m
|Kn| ≤ C2(k−m)/3.

Hasonlóan kapjuk, hogy
k−1∑
t2=0

∞∑
t1=t2

∫
Jt1×Jt2

sup
|n|≥m
|Kn| ≤ C2(k−m)/3.

A következő reláció

Ik × Ik ⊆

 k−1⋃
t2=0

∞⋃
t1=t2

Jt1 × Jt2

⋃
 k−1⋃

t1=0

∞⋃
t2=t1

Jt1 × Jt2


majdnem mindenütt teljesül és emiatt a fenti egyenlőtlenségből kap-
juk, hogy ∫

Ik×Ik

sup
|n|≥m
|Kn(x1, x2)|d(x1, x2) ≤ C2(k−m)/3.(4)

Ezzel teljes a bizonyítás. �

A diadikus csoporttal megegyező topológiával rendelkezik a 2-
adikus egészek csoportja. Ennek ellenére Taibleson kérdése ideig nyi-
tott volt azaz, hogy a teljesül-e Fejér-Lebesgue tétel, azaz σn f → f
majdnem mindenütt ([31]). Közel húsz évvel később, 1997-ben Gát
igazolta a majdnem mindenütti konvergenciát integrálható függvények
esetén. A 2-adikus Dirichlet-magfüggvények felbontását alkalmazva a
normakonvergenciára vonatkozó tételt Schipp és Wade igazolta ([26]).
2007-ben Gát az α > 0 esetén igazolta a majdnem mindenütti konver-
genciát minden f integrálható függvényre ([10]).

Az α = 1 esetet sokkal általánosabb ortonormált rendszerekben
igazolta Zheng és Gát ([36, 9]).
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A (C, 1) Marczinkiewicz közepek majdnem mindenütti konvergen-
ciáját tetszőleges integrálható Blahota és Gát igazolta 2009-ben ([3]).
Ezt az eredmény trigonometrikus rendszerben Grünwald ([18]) és Zhiz-
hiashvili ([37]) igazolta. 2006-ban Gát és Goginava igazolta minden
integrálható függvény esetén a kvadratikus részletösszegek (C, α) kö-
zepének konvergenciáját kétdimenziós Vilenkin-Fourier sorokra ([11]).
Az alábbi eredményünk általánosítja Blahota és Gát eredményét min-
den α > 0 esetén, amely eredményt Goginava igazolta a Walsh–Paley
rendszerben ([14], [16], [17]).

2.2. Tétel (Gát-Lucskai [D]). Legyen 0 < α < 1. Ekkor σα
n f → f

teljesül majdnem mindenütt, minden f ∈ L1(I2) esetén, ahol I jelöli a
2-adikus egészek csoportját.

2.4. A fő eredmény bizonyítása

A bizonyításhoz vezető út első lépéseként az egydimenziós (C, α)
Cesàro-magfüggvény maximálfüggvényét vizsgáljuk, ahol 0 < α < 1.
Definiáljuk a Tα

n függvényt az alábbi módon:

Tα
n =

1
Aα

n

2|n|∑
j=0

Aα−1
n− j D j.

Két esetet különböztetünk meg. Az A ≥ k esetén teljesül az alábbi
állítás.

2.23. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen A, k ∈ N és A ≥ k, ekkor∫
Īk

sup
n≥2A

∣∣∣Tα
n (z)

∣∣∣ dλ(z) ≤ Cα

(
2k

2A

)δ

teljesül, ahol δ = min
{
α

2
,

1
4

}
.

Bizonyítás. Legyen |n| = B ≥ A és ezért n felírható 2B+n(B). Ekkor

2B∑
j=0

Aα−1
n− j D j =

2B∑
j=0

Aα−1
2B+n(B)− jD j =

2B∑
j=0

Aα−1
n(B)+ jD2B− j =

2B−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ jD2B− j.
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Az 2.2 Lemma (c) részének felhasználásával kapjuk, hogy

2B∑
j=0

Aα−1
n− j D j = D2B

2B−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ j − v2B−1

2B−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ jD̄ j.

Egyszerűen belátható, hogy ha z ∈ Īk tetszőleges elem, akkor az
összeg első tagja nulla.

A második tag vizsgálatához az Abel-transzformációt alkalmaz-
zuk. Ekkor∣∣∣∣∣∣∣∣

2B−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ jD̄ j

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2B−1∑
j=0

(
Aα−1

n(B)+ j − Aα−1
n(B)+ j+1

) j∑
i=0

D̄ j + An(B)+2B−1

2B−1∑
i=0

D̄i

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣(1 − α)
2B−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ j

j + 1
n(B) + j + 1

K̄ j
1

+ Aα−1
n−12BK̄2B−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ (1 − α)

2D−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ j

∣∣∣K̄ j

∣∣∣ + (1 − α)
2B−1∑
j=2D

Aα−1
n(B)+ j

∣∣∣K̄ j

∣∣∣
+ Aα−1

n−12B
∣∣∣K̄2B−1

∣∣∣ =: (I) + (II) + (III),

ahol D =

⌊
A + k

2

⌋
.

Mivel 0 < α < 1, ezért Aα−1
n(B)+ j ≤ Aα−1

j teljesül. Ezért,

1
Aα

n
(I) ≤ (1 − α)

Aα
2D

Aα
2A

·
1

Aα
2D

2D−1∑
j=0

Aα−1
n(B)+ j

∣∣∣K1
j

∣∣∣ .
Az 2.1. következményből kapjuk, hogy∫

Īk

sup
n≥2A

1
Aα

n
|(I)| dλ ≤ (1 − α)

Aα
2D

Aα
2A

·
1

Aα
2D

2D−1∑
j=0

Aα−1
j

∥∥∥K j

∥∥∥
1

≤ Cα

(
2D

2A

)α
= Cα

(
2k

2A

) α
2

.
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A második esetben:

1
Aα

n
|(II)| ≤

1 − α
Aα

n
sup
j≥2D

∣∣∣K j

∣∣∣ 2B−1∑
j=2D

Aα−1
n(B)+ j ≤ Cα sup

j≥2D

∣∣∣K j

∣∣∣ .
A 2.4. lemmából adódik a következő becslés:∫

Īk

sup
n≥2A

1
Aα

n
|(II)| dλ ≤ Cα

∫
Īk

sup
j≥2D

∣∣∣K j

∣∣∣ dλ ≤ Cα

√
2k

2D = Cα

(
2k

2A

) 1
4

.

Az utolsó esetben azt kapjuk, hogy

1
Aα

n
|(III)| ≤

nAα−1
n

Aα
n
· |K2B−1| ≤ |K2|n|−1| .

A 2.4. Lemmát újra alkalmazzuk és ekkor∫
Īk

sup
n≥2A

1
Aα

n
|(III)| dλ ≤

∫
Īk

sup
n≥2A
|K2|n|−1| dλ ≤ Cα ·

(
2k

2A

) 1
2

.

Ezzel a bizonyítás teljes. �

Az A < k esetet tartalmazza az alábbi lemma.

2.24. Lemma ([10]). Legyen A, k ∈ N és A < k. Ekkor∫
Īk

sup
n≥2A

∣∣∣Tα
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα(k − A).

A következő lemma az egydimenziós (C, α) Cesaro-közép maxi-
máloperátorának becslését adja meg.

2.25. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen A, k ∈ N és A ≥ k. Ekkor∫
Īk

sup
n≥2A

∣∣∣Kα
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα

(
2k

2A

)δ
,

ahol δ = min
{
α

2
,

1
4

}
.
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Bizonyítás. Legyenek hs > . . . > h0 ≥ 0 egész számok és n =

2hs + . . . + 2h0 . Ez azt jelenti, hogy |n| = hs. Vezessük be az n( j) :=
2h j + . . . + 2h0 jelölést. Ekkor

Kα
n = Tα

n +
1

Aα
n

n∑
j=2hs

Aα−1
n− j D j.

Mivel n = 2hs + n(s−1), then by D2hs +k = D2hs + v2hs D̄k

2hs +n(s−1)∑
j=2hs

Aα−1
2hs +n(s−1)− jD j =

n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−kD2hs +k

= D2hs

n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−k + v2hs

n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−kD̄k.

Ezeknek az egyenlőségnek a segítségével az alábbi azonossághoz ju-
tunk:

Kα
n(s) = Tα

n(s) +
Aα

n(s−1)

Aα
n(s)

D2hs +
Aα

n(s−1)

Aα
n(s)

v2hs K̄α
n(s−1) .

De n(s−1) < 2h(s−1)+1, ahol n(s−1) = 2h0 + . . . + 2hs−1 . A 2.7 alapján azt
kapjuk, hogy ha n(s−1) ≥ Cα, akkor

Aα
n(s−1)

Aα
n(s)

≤

(
1
√

2

)α(hs−hs−1)

.

Tehát, ∣∣∣Kα
n(s)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Tα
n(s)

∣∣∣ +

(
1
√

2

)α(hs−hs−1) (
D2hs +

∣∣∣Kα
n(s−1)

∣∣∣) .
Legyen τ = min{ j : n( j) > Cα} ahol Cα definícióját lásd a 2.7 Lemmá-
ban. Alkalmazzuk ezt a formulát rekurzívan. Ekkor∣∣∣Kα

n(s)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Tα
n(s)

∣∣∣ +

s∑
l=τ

s∏
j=l

(
1
√

2

)α(h j−h j−1)

D2hl

+

s∑
l=τ

s∏
j=l

(
1
√

2

)α(h j−h j−1) ∣∣∣Tα
n(l−1)

∣∣∣ +

s∏
j=τ

(
1
√

2

)α(h j−h j−1) ∣∣∣Kα
n(τ−1)

∣∣∣
=: G1 + G2 + G3 + G4.
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Mivel n(s) = n ≥ 2A, ezért a 2.23. Lemma miatt adódik, hogy

∫
Īk

sup
n≥2A

G1 dλ ≤
∫
Īk

sup
n≥2A

∣∣∣Tα
n

∣∣∣ dλ ≤ Cα

(
2k

2A

)δ
,

ahol δ = min
{
α

2
,

1
4

}
.

Vizsgáljuk a G2 magfüggvényt! Ha x ∈ Īk és hl ≥ k, akkor
D2hl (x) = 0. Tehát

∫
Īk

sup
n≥2A

G2 dλ =

∫
Īk

sup
n≥2A

∑
{l:τ≤l, hl<k}

(
1
√

2

)α(hs−hl−1)

D2hl (x) dλ(x)

≤

k−1∑
i=0

∫
Ii\Ii+1

sup
n≥2A

∑
{l:τ≤l, hl≤i}

(
1
√

2

)α(hs−hl−1)

2hl dλ(x)

≤ C ·
k−1∑
i=0

1
2i+1 sup

n≥2A

(
1
√

2

)α(hs−i)

2i

≤ C ·
k−1∑
i=0

(
1
√

2

)α(A−i)

≤ Cα

(
2k

2A

) α
2

.

Emlékeztetünk arra, hogy |n| = hs ≥ A. A G3 magfüggvényt az
alábbi módon becsülhetjük:

G3 =

s∑
l=τ

(
1
√

2

)α(hs−hl−1) ∣∣∣Tα
n(l−1)

∣∣∣
≤

∞∑
hs=A

hs∑
h=k+1

(
1
√

2

)α(hs−h)

sup
N≥2h

∣∣∣Tα
N

∣∣∣
+

∞∑
hs=A

k∑
h=0

(
1
√

2

)α(hs−h)

sup
N≥2h

∣∣∣Tα
N

∣∣∣ =: G3,1 + G3,2.
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A 2.23 Lemmát használva kapjuk a G3,1 tagra vonatkozó becslést:∫
Īk

sup
n≥2A

G3,1 dλ ≤
∞∑

hs=A

hs∑
h=k+1

(
1
√

2

)α(hs−h) ∫
Īk

sup
N≥2h

∣∣∣Tα
N

∣∣∣ dλ

≤ Cα

∞∑
hs=A

hs∑
h=k+1

(
1
√

2

)α(hs−h)

·

(
2k

2h

)δ
≤ Cα

∞∑
hs=A

(
2k

2hs

)δ
≤ Cα

(
2k

2A

)δ
.

A következő lépésben térjünk át G3,2 vizsgálatára. A 2.24 Lemma
alapján az alábbi becslést kapjuk∫

Īk

sup
n≥2A

G3,2 dλ ≤
∞∑

hs=A

k∑
h=0

(
2h

2A

)α/2 ∫
Īk

sup
N≥2h

∣∣∣Tα
N

∣∣∣ dλ

≤ Cα

∞∑
hs=A

k∑
h=0

(
2h

2A

)α/2
(k − h) ≤ Cα

(
2k

2A

)α/2
.

A G4 tag becslése egyszerű, mivel n(τ−1) ≤ 2τ miatt
∣∣∣Kα

n(τ−1)(x)
∣∣∣ ≤ Cα

becslés mindenhol teljesül. (τ definíciója: min{ j : n( j) > Cα}) Ez
alapján kapjuk, hogy ∫

Īk

sup
n≥2k

G4 dλ ≤ Cα.

Ezzel teljes a bizonyítás. �

A következő részben legyen 0 < α < 1 és |n| := B. Először
definiáljuk a Mα

n magfüggvényt az alábbi módon:

Mα
n (x1, x2) :=

1
Aα

n

2B∑
j=0

Aα−1
n− j D j(x1)D j(x2) (x1, x2 ∈ I).

2.26. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen n ∈ N, z1, z2 ∈ I. Ekkor∣∣∣Mα
n (z1, z2)

∣∣∣ ≤ T 1
B(z1, z2) +

5∑
u=2

2∑
i=1

T u
B(zi, z3−i) + T 6

B(z1, z2) + T 7
B(z1, z2),
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ahol

T 1
B(z1, z2) := D2B(z1)D2B(z2),

T 2
B(zi, z3−i) := (1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

Aα
n

∣∣∣K1
t (zi)

∣∣∣ ,
T 3

B(zi, z3−i) := D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l+1(zi)
∣∣∣ ,

T 4
B(zi, z3−i) := (1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l(zi)
∣∣∣ ,

T 5
B(zi, z3−i) := D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l(zi)
∣∣∣ ,

T 6
B(z1, z2) := (1 − α)

1
Aα

2B

2B−1∑
t=0

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ ,

T 7
B(z1, z2) :=

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣ ,

és i = 1 vagy 2.

Bizonyítás. Először felhasználjuk, hogy n = n(B) + 2B, mivel |n| =
B, így azt kapjuk, hogy

Mα
n =

1
Aα

n

2B∑
j=0

Aα−1
n(B)+2B− jD j(z1)D j(z2) =

1
Aα

n

2B∑
t=0

Aα−1
n(B)+tD2B−t(z1)D2B−t(z2)

=
1

Aα
n

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+tD2B−t(z1)D2B−t(z2).

Továbbá, alkalmazzuk a 2.1 Lemmát. Ekkor

Aα
n Mα

n (z1, z2) =

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+tD2B−t(z1)D2B−t(z2)

=

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+t[D2B(z1) − v2B−1(z1)Dt(z1)] · [D2B(z2) − v2B−1(z2)Dt(z2)]



62

=

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+t[D2B(z1)D2B(z2) − v2B−1(z1)Dt(z1)D2B(z2)

− v2B−1(z2)Dt(z2)D2B(z1) + v2B−1(z1)v2B−1(z2)Dt(z1)Dt(z2)]
=: (I) + (II) + (III) + (IV).

Először az (I) függvény vizsgáljuk:∣∣∣∣∣∣ 1
Aα

n
(I)

∣∣∣∣∣∣ ≤ D2B(z1)D2B(z2)
1

Aα
n

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+t ≤ D2B(z1)D2B(z2) = T 1

B(z1, z2).

A (II) és (III) függvényeket együttesen vizsgáljuk az alábbi alak-
ban:∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

Aα
n

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+tDt(zi)D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
Aα

n
D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
n(B)+tDt(zi)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =: D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣ 1
Aα

n

B−1∑
l=0

Vl(zi)

∣∣∣∣∣∣∣ ,
ahol i = 1 vagy 2. A Vl(zi) kifejezésre alkalmazzuk az Abel-transzfor-
mációt. Ekkor

Vl(zi) :=
2l+1−1∑

t=2l

Aα−1
n(B)+tDt(zi)

=

2l+1−1∑
t=2l

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)
t∑

j=2l

D j(zi) + Aα−1
n(B)+2l+1

2l+1−1∑
t=2l

Dt(zi)

=

2l+1−1∑
t=2l

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)(t + 1)K1
t (zi) + Aα−1

n(B)+2l+1 · 2l+1K1
2l+1−1(zi)−

−

2l+1−1∑
t=2l

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)2lK1
2l−1(zi) − Aα−1

n(B)+2l+12lK1
2l−1(zi)

=:(A) + (B) + (C) + (D).
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Az (A) függvény vizsgálatával kezdünk:

D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣
B−1∑
l=0

1
Aα

n
(A)

∣∣∣∣∣∣∣
= D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
B−1∑
l=0

1
Aα

n

2l+1−1∑
t=2l

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)(t + 1)K1
t (zi)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤(1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

t + 1
n(B) + t + 1

Aα−1
n(B)+t

Aα
n

∣∣∣K1
t (zi)

∣∣∣
≤(1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

Aα
n

∣∣∣K1
t (zi)

∣∣∣ .
Ez a becslés adja a T 2

B függvényt. Míg a T 3
B függvény a következő

számításból következik:

D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣
B−1∑
l=0

1
Aα

n
(B)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

Aα−1
n(B)+2l+1 · 2l+1

Aα
n

∣∣∣K1
2l+1−1(zi)

∣∣∣
≤D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

Aα−1
2l+1 · 2l+1

Aα
n

∣∣∣K1
2l+1−1(zi)

∣∣∣
≤D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

Aα
2l+1

Aα
2B

∣∣∣K1
2l+1−1(zi)

∣∣∣
≤D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l+1−1(zi)
∣∣∣ .

A (C) eset vizsgálata után kapjuk meg a T 4
B kifejezést:

D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣
B−1∑
l=0

1
Aα

n
(C)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
Aα

n

B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)2lK1
2l−1(zi)

∣∣∣∣∣∣∣∣



64

≤(1 − α)D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
n(B)+t

Aα
n

2l

nn(B)+t+1
·
∣∣∣K1

2l−1(zi)
∣∣∣

≤(1 − α)D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

Aα
2B

∣∣∣K1
2l−1(zi)

∣∣∣
≤(1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

Aα
2l+1

Aα
2B

∣∣∣K1
2l−1(zi)

∣∣∣
≤(1 − α)D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)·α
∣∣∣K1

2l−1(zi)
∣∣∣ .

A (D) esetben azt kapjuk, hogy

D2B(z3−i)

∣∣∣∣∣∣∣
B−1∑
l=0

1
Aα

n
(D)

∣∣∣∣∣∣∣ =D2B(z3−i)
B−1∑
l=0

2lAα−1
n(B)+2l+1

Aα
n

∣∣∣K1
2l−1(zi)

∣∣∣
≤D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2lAα−1
2l+1

Aα
n

∣∣∣K1
2l−1(zi)

∣∣∣
≤D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

Aα
2l+1

Aα
n

∣∣∣K1
2l−1(zi)

∣∣∣
≤D2B(z3−i)

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l−1(zi)
∣∣∣ = T 5

B(zi, z3−i).

A (IV) esetben alkalmazzuk az Abel-transzformációt:∣∣∣∣∣∣∣∣
2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+tDt(z1)Dt(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2B−1∑
t=0

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)
t∑

j=0

D j(z1)D j(z2) + Aα−1
n(B)+2B

2B−1∑
t=0

Dt(z1)Dt(, z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣∣
2B−1∑
t=0

(Aα−1
n(B)+t − Aα−1

n(B)+t+1)(t + 1)Kt(z1, z2) + Aα−1
n(B)+2B2BK2B−1(z1, z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
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≤ (1 − α)
2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+t

t + 1
n(B) + t + 1

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ + Aα−1

n(B)+2B2B
∣∣∣K2B−1(z1, z2)

∣∣∣
=: |(IV.1)| + |(IV.2)|.

Ezeket az eseteket az előzőekhez hasonlóan fogjuk becsülni, azaz∣∣∣∣∣∣ 1
Aα

n
(IV.1)

∣∣∣∣∣∣ = (1 − α)
1

Aα
n

2B−1∑
t=0

Aα−1
n(B)+t

t + 1
n(B)+t+1

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣

≤ (1 − α)
1

Aα
2B

2B−1∑
t=0

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ = T 6

B(z1, z2),

és ∣∣∣∣∣∣ 1
Aα

n
(IV.2)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2BAα−1
n(B)+2B

Aα
n

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣ ≤ 2BAα−1

2B

Aα
n

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣

≤
Aα

2B

Aα
n

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣K2B−1(z1, z2)

∣∣∣ = T 7
B(z1, z2).

A bizonyítás ezzel teljes. �

2.27. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen k ∈ N és |n| = B. Ekkor∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

T u
B(z1, z2) d(z1, z2) ≤ Cα,

teljesül u = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 esetén, ahol Cα csak az α-tól függő kons-
tans.

Bizonyítás. Legyen u = 1,∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣D2B(z1)D2B(z2)
∣∣∣ d(z1, z2) = 0,

mivel k ≤ B = |n|, ekkor zi ∈ Īk és D2B(yi − xi) = 0, ahol i értéke vagy
1 vagy 2.

Ha u = 2, 3, 4, 5 és i = 1 (az i = 2 eset hasonlóan kezelhető), akkor∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

T u
B(z1, z2) d(z1, z2) =

∫
(Īk×Ik)∪(Ik×Īk)∪(Īk×Īk)

sup
n≥2k

T u
B(z1, z2) d(z1, z2)
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=

∫
Īk×Ik

sup
n≥2k

T u
B(z1, z2) d(z1, z2)

+

∫
Ik×Īk

sup
n≥2k

T u
B(z1, z2) d(z1, z2) +

∫
Īk×Īk

sup
n≥2k

T u
B(z1, z2) d(z1, z2).

Az utolsó két integrál értéke 0, mivel ha z2 ∈ Īk, akkor D2B(z2) = 0.
Az u = 2 esetben azt kapjuk, hogy

∫
Ik×Ik

sup
n≥2B

T 2
B(z1, z2) d(z1, z2)

= (1 − α)
∫

Īk×Ik

sup
n≥2k

D2B(z2)
B−1∑
l=0

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

Aα
n

∣∣∣K1
t (z1)

∣∣∣ d(z1, z2)

≤Cα

∫
Īk×Ik

sup
n≥2k

D2B(z2)
B−1∑
l=0

2l · 2l(α−1)

2Bα sup
|t|=l

∣∣∣K1
t (z1)

∣∣∣ d(z1, z2)

≤Cα

∫
Īk

∫
Ik

∞∑
B=k

D2B(z2)
B−1∑
l=0

2lα

2Bα sup
|t|=2l

∣∣∣K1
t (z1)

∣∣∣ dz1 dz2

≤Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=0

2lα

2Bα

∫
Ik

D2B(z2) dz2
∫
Ik

sup
|t|=l

∣∣∣K1
t (z1)

∣∣∣ dz1

≤Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=0

2lα

2Bα

∫
Ik

sup
|t|=l

∣∣∣K1
t (z1)

∣∣∣ dz1

≤Cα

∞∑
B=k

k−1∑
l=0

2lα

2Bα (k − l) +

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2lα

2Bα

√
2k

2l

≤ Cα +

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2l(α−1/2)2k/2

2Bα =: Cα + (A),
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ahol a 2.4 Lemmát használtuk. Az α értékétől függően három esetet
különböztetünk meg:

α >
1
2

: (A) ≤ Cα

∞∑
B=k

2B(α−1/2)2k/2

2Bα ≤

∞∑
B=k

2k/2

2B/2 ≤ Cα,

α =
1
2

: (A) = Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2k/2

2B/2 = Cα

∞∑
B=k

(B − k)
2k/2

2B/2 ≤ Cα,

α <
1
2

: (A) ≤ Cα

∞∑
B=k

2k(α−1/2)2k/2

2Bα = Cα

∞∑
B=k

2kα

2Bα ≤ Cα.

A következő esetben legyen u = 3 és használjuk fel a 2.6 Lemmát:∫
Īk×Ik

sup
n≥2k

T 3
B(z1, z2) d(z1, z2)

=

∫
Īk

∫
Ik

sup
n≥2k

D2B(z2)
B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l+1(z1)
∣∣∣ dz1 dz2

≤

∫
Ik

∫
Īk

∞∑
B=k

D2B(z2)
B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∣∣∣K1

2l+1(z1)
∣∣∣ dz1 dz2

≤

∞∑
B=k

B−1∑
l=0

2(l+1−B)α
∫
Ik

D2B(z2) dz2
∫
Īk

∣∣∣K1
2l+1(z1)

∣∣∣ dz1

≤

∞∑
B=k

k−1∑
l=0

C2(l+1−B)α(k − l) +

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

C2(l+1−B)α ·

√
2k

2l

≤ Cα + Cα ·

∞∑
B=k

2−Bα+k/2
B−1∑
l=k

2l(α−1/2) := Cα + (S ).

Az α értékétől függően három esetet különböztetünk meg:

α >
1
2

: (S ) ≤ Cα ·

∞∑
B=k

2−Bα+k/2 · 2B(α−1/2) = Cα

∞∑
B=k

2k/2

2B/2 ≤ Cα,
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α =
1
2

: (S ) ≤ Cα

∞∑
B=k

2−Bα+k/2(B − k) ≤ Cα,

α <
1
2

: (S ) ≤ Cα ·

∞∑
B=k

2−Bα+k/2 · 2k(α−1/2) =

∞∑
B=k

2kα

2Bα ≤ Cα.

Az u = 4 és u = 5 eset bizonyítása az előző esethez hasonlóan
történik.

Legyen u = 6. Ekkor a 2.20 Lemma alapján kapjuk, hogy∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

T 6
k (z1, z2) d(z1, z2)

=

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

(1 − α)
1

Aα
2B

2B−1∑
t=0

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2)

≤ Cα

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

1
Aα

2B

2k−1∑
t=0

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2)

+ Cα

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

1
Aα

2B

2B−1∑
t=2k

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2) =: i1 + i2.

Az első egyenlőtlenség egyszerűen következik a 2.20 Lemmából

i1 ≤ Cα

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2) ≤ Cα.

Valamint alkalmazzuk az (4) egyenlőséget. Így az alábbi becslést kap-
juk

i2 ≤ Cα

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

1
Aα

2B

B−1∑
l=k

2l+1−1∑
t=2l

Aα−1
t

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2)

≤ Cα

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

1
Aα

2B

B−1∑
l=k

Aα
2l+1 sup

2l≤t<2l+1

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2)
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≤ Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2(l−B)α
∫

Ik×Ik

sup
|t|=l

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2)

≤ Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2(l−B)α2(k−l)/3 = Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2l(α−1/3)2k/3

2Bα =: (B).

Az α értékétől függően három esetünk van:

α >
1
3

: (B) ≤ Cα

∞∑
B=k

2B(α−1/3)2k/3

2Bα ≤

∞∑
B=k

2k/3

2B/3 ≤ Cα,

α =
1
3

: (B) = Cα

∞∑
B=k

B−1∑
l=k

2k/3

2B/3 = Cα

∞∑
B=k

(B − k)
2k/3

2B/3 ≤ Cα,

α <
1
3

: (B) ≤ Cα

∞∑
B=k

2k(α−1/3)2k/3

2Bα = Cα

∞∑
B=k

2kα

2Bα ≤ Cα.

Végezetül, legyen u = 7. A 2.20. Lemmát használjuk ismét. Ekkor∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

T 7
B(z1, z2) d(z1, z2) =

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣K2B−1(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2)

≤

∫
Ik×Ik

sup
|t|≥k

∣∣∣Kt(z1, z2)
∣∣∣ d(z1, z2) ≤ Cα.

�

2.28. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2) olyan, hogy
supp f ⊂ Ik × Ik és

∫
f = 0. Ekkor∫

Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ dλ ≤ Cα · ‖ f ‖1 ,

ahol u = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
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Bizonyítás. Alkalmazzuk az előző lemmát. Ekkor∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ dλ =

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

∫
Ik×Ik

∣∣∣ f (x) · T u
B(y − x)

∣∣∣ dx dy

≤

∫
Ik×Ik

| f (y − x)|
∫

Ik×Ik

sup
n≥2k

T u
B(y) dy dx ≤ Cα · ‖ f ‖1 .

�

2.29. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2). Teljesülnek az
alábbi egyenlőtlenségek ∥∥∥∥∥∥sup

t∈N
| f ∗ Kt|

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C · ‖ f ‖∞ ,(i) ∥∥∥∥∥∥sup
B,l∈N
| f ∗ (|Kl| × D2B)|

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C · ‖ f ‖∞ ,(ii) ∥∥∥∥∥∥sup
B,l∈N

∣∣∣ f ∗ (
∣∣∣K1,α

l

∣∣∣ × D2B)
∣∣∣∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C · ‖ f ‖∞ .(iii)

Bizonyítás. Az első eset 2.2. Következményből kapjuk:∥∥∥∥∥∥sup
t∈N
| f ∗ Kt|

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ ‖ f ‖∞

(
sup
t∈N
‖Kt‖1

)
≤ C ‖ f ‖∞ .

A második esetet a 2.1 Következményből kapjuk:∣∣∣ f ∗ (Kl × D2B)(x1, x2)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
I×I

∣∣∣ f (y1, y2)
∣∣∣Kl(y1 − x1)

∣∣∣ · D2B(y2 − x2)
∣∣∣ d(y1, y2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖ f ‖∞ ·

∫
I×I

∣∣∣Kl(x1)
∣∣∣ · D2B(x2) d(x1, x2) ≤ C · ‖ f ‖∞ .

Tehát, ∥∥∥∥∥∥sup
B,l∈N
| f ∗ (Kl × D2B)|

∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C · ‖ f ‖∞ .

Az utolsó egyenlőtlenséget pedig 2.2 Következményből kapjuk:∣∣∣ f ∗ (Kl × D2B)(x1, x2)
∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
I×I

∣∣∣ f (y1, y2)
∣∣∣Kα

l (y1 − x1)
∣∣∣ · D2B(y2 − x2)

∣∣∣ d(y1, y2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ ‖ f ‖∞ ·

∫
I×I

∣∣∣Kα
l (y1 − x1

∣∣∣ · D2B(x2) d(x1, x2) ≤ C · ‖ f ‖∞ .

Így, ∥∥∥∥∥∥sup
B,l∈N

∣∣∣ f ∗ (Kα
l × D2B)

∣∣∣∥∥∥∥∥∥
∞

≤ C · ‖ f ‖∞ .

A bizonyítás ezzel teljes. �

2.30. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2). Ekkor u =

1, 2, . . . , 7 esetén a sup
B∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ operátorok (L∞, L∞)-típusúak.

Bizonyítás. Az előző lemma és a
∥∥∥T u

B

∥∥∥
1
≤ Cα (u = 1, 2, . . . , 7)

egyenlőtlenségek felhasználásával adódik. �

2.31. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen f ∈ L1(I2). Ekkor u =

1, 2, . . . , 7 esetén a sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ operátor gyengén (L1, L1)-típusú.

Bizonyítás. A 2.28 Lemmából kapjuk, hogy a sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ operátor

(L∞, L∞)-típusú. A 2.31 Lemma mutatja, hogy ez az operátor kvázilo-
kális. Felhasználva a standard eljárást (lásd például [27]) azt kapjuk,
hogy a sup

n∈N

∣∣∣ f ∗ T u
B

∣∣∣ operátor gyengén (L1, L1)-típus. �

2.3. Következmény (Gát-Lucskai [D]). A sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Mα
n

∣∣∣ operátor gyen-

gén (L1, L1)-típusú.

Bizonyítás. Gyengén (L1, L1)-típusú operátorok összege is gyen-
gén (L1, L1)-típusú. �

A folytatásban legyen n = 2hs + . . . + 2h0 , ahol hs > . . . > h0 ≥ 0
egész számok. Azaz |n| = hs. Továbbá, legyen n( j) := 2h j + . . . + 2h0 ,
így n = n(s).
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2.32. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen n ∈ N, ekkor

∣∣∣Kα
n (x1, x2)

∣∣∣ ≤ G1(x1, x2) +

s∑
z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) 5∑
j=2

G(x1, x2) + G6(x1, x2),

ahol

G1(x1, x2) =
∣∣∣Mα

n(s)(x1, x2)
∣∣∣ ,

G2(x1, x2) = D2hz (x1)D2hz (x2),

G3(x1, x2) = D2hz (x2)
∣∣∣K1,α

n(z−1)(x1)
∣∣∣ ,

G4(x1, x2) = D2hz (x1)
∣∣∣K1,α

n(z−1)(x2)
∣∣∣ ,

G5(x1, x2) =
∣∣∣Mα

n(z−1)(x1, x2)
∣∣∣ ,

G6(x1, x2) =

s∏
j=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) ∣∣∣Kα
n(τ−1)(x1, x2)

∣∣∣ .
Bizonyítás. Első lépésként alakítsuk át Kα

n(s) magfüggvény az aláb-
biak szerint:

Kα
n(s) =

1
Aα

n(s)

n(s)∑
j=0

Aα−1
n(s)− jD j, j(1)

=
1

Aα
n(s)

2hs∑
j=0

Aα−1
n(s)− jD j, j +

1
Aα

n(s)

n(s)∑
j=2hs

Aα−1
n(s)− jD j, j

= Mα
n +

1
Aα

n(s)

n(s)∑
j=2hs

Aα−1
n(s)− jD j, j.

Mivel n = n(s) = 2hs + n(s−1), így azt kapjuk, hogy

2hs +n(s−1)∑
j=2hs

Aα−1
2hs +n(s−1)− jD j(x1)D j(x2) =

n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−kD2hs +k(x1)D2hs +k(x2)

=

n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−k(D2hs (x1) + v2hs (x1)Dk(x1))(D2hs (x2) + v2hs (x2)Dk(x2))
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= D2hs (x1)D2hs (x2)
n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−k + v2hs (x2)D2hs (x1)

n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−kDk(x2)

+ v2hs (x1)D2hs (x2)
n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−kDk(x1)

+ v2hs (x1)v2hs (x2)
n(s−1)∑
k=0

Aα−1
n(s−1)−kDk(x1)Dk(x2)

= Aα
n(s−1) D2hs (x1)D2hs (x2) + v2hs (x1)Aα

n(s−1) D2hs (x1)K1,α
n(s−1)(x2)

+ v2hs (x2)Aα
n(s−1) D2hs (x2)K1,α

n(s−1)(x1) + v2hs (x1)v2hs (x2)Aα
n(s−1) Kα

n(s−1)(x1, x2).

Ezt az egyenletet helyettesítsük be (1)-be. Ekkor

Kα
n(s)(x1, x2) = Mα

n(s)(x1, x2) +
Aα

n(s−1)

An(s)
D2hs (x1)D2hs (x2)

+ v2hs (x1)
Aα

n(s−1)

Aα
n(s)

D2hs (x1)K1,α
n(s−1)(x2) + v2hs (x2)

Aα
n(s−1)

Aα
n(s)

D2hs (x2)K1,α
n(s−1)(x1)

+ v2hs (x1)v2hs (x2)
Aα

n(s−1)

Aα
n(s)

Kα
n(s−1)(x1, x2).

Mivel n(s−1) ≤ 2hs − 1, így a 2.7 Lemma alapján

Aα
n(s−1)

Aα
n(l)

≤

(
1
√

2

)α(hs−hs−1)

.

teljesül n(s−1) ≥ Cα esetén. Azaz,∣∣∣Kα
n(s)(x1, x2)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Mα
n(s)(x1, x2)

∣∣∣ +

(
1
√

2

)α(hs−hs−1)

D2hs (x1)D2hs (x2)

+

(
1
√

2

)α(hs−hs−1)

D2hs (x1)
∣∣∣K1,α

n(s−1)(x2)
∣∣∣

+

(
1
√

2

)α(hs−hs−1)

D2hs (x2)
∣∣∣K1,α

n(s−1)(x1)
∣∣∣

+

(
1
√

2

)α(hs−hs−1) ∣∣∣Kα
n(s−1)(x1, x2)

∣∣∣ .
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Legyen τ := min
{
j : n( j) > Cα

}
, ahol a Cα értéke a 2.7 Lemma alapján

adott. Alkalmazzuk rekurzívan az előző formulát:∣∣∣Kα
n(s)(x1, x2)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣Mα
n(s)(x1, x2)

∣∣∣ +

s∑
z=τ

s∏
j=z

(
1
√

2

)α(h j−h j−1)

D2hz (x1)D2hz (x2)

+

s∑
z=τ

s∏
j=z

(
1
√

2

)α(h j−h j−1)

D2hz (x2)
∣∣∣K1,α

n(z−1)(x1)
∣∣∣

+

s∑
z=τ

s∏
j=z

(
1
√

2

)α(h j−h j−1)

D2hz (x1)
∣∣∣K1,α

n(z−1)(x2)
∣∣∣

+

s∑
z=τ

s∏
j=z

(
1
√

2

)α(h j−h j−1) ∣∣∣Mα
n(z−1)(x1, x2)

∣∣∣
+

s∏
j=τ

(
1
√

2

)α(h j−h j−1) ∣∣∣Kα
n(τ−1)(x1, x2)

∣∣∣ .
A bizonyítás ezzel kész. �

2.33. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Legyen n = 2hs + . . . + 2h0 , ahol
hs > . . . > h0 ≥ 0 egész számok. Továbbá, legyen n( j) := 2h j + . . .+ 2h0 .
Ekkor ∫

Ik×Ik

sup
n≥2k

G3 dλ ≤ Cα.

Bizonyítás. Használjuk a 2.25 Lemmát. Ekkor∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

G3 dλ =

∫
Ik×Ik

sup
n≥2k

s∑
z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

D2hz (x1)
∣∣∣K1,α

n(z−1)(x2)
∣∣∣ dλ

≤

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

A−a∑
j=0

(
1
√

2

)α(A−a) ∫
Ik

D2a+ j dx1
∫
Īk

sup
|m|=a

∣∣∣K1,α
m

∣∣∣ dx2

+

∞∑
A=k

A∑
a=k

A−a∑
j=0

(
1
√

2

)α(A−a) ∫
Ik

D2a+ j dx1
∫
Īk

sup
|m|=a

∣∣∣K1,α
m

∣∣∣ dx2
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≤Cα

∞∑
A=k

A∑
a=k

A−a∑
j=0

(
2a

2A

)α/2
·

(
2k

2a

)δ

+

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

A−a∑
j=0

(
2∧(k,a+ j)

2k

) (
2a

2A

)α/2
(k − a)

=: Cα + (Q)

Tekintsük a (Q) kifejezést:

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

A−a∑
j=0

(
2∧(k,a+ j)

2k

) (
2a

2A

)α/2
(k − a)

=

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

k−a∑
j=0

2a+ j

2k

(
2a

2A

)α/2
(k − a) +

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

A−a∑
j=k−a+1

(
2a

2A

)α/2
(k − a)

=

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

(
2a

2A

)α/2
(k − a) +

∞∑
A=k

k−1∑
a=0

(
2a

2A

)α/2
(A − k)(k − a) ≤ Cα

�

2.34. Lemma (Gát-Lucskai [D]). Az sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ Kα
n

∣∣∣ operátor, ahol f ∈

L1(I2), gyengén (L1, L1)-típusú.

Bizonyítás. Használjuk fel Kα
n felbontását. Először tekintsük a

sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣∣ f ∗∑s
z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

G5

∣∣∣∣∣∣∣ operátort. A következő becslést kapjuk

sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣∣ f ∗
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

G5

∣∣∣∣∣∣∣ = sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣∣ f ∗
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1) ∣∣∣Mα
n(z−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ sup

n∈N

∣∣∣∣∣∣∣
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

sup
k∈N

∣∣∣ f ∗ Mα
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ Cα · sup
k∈N

∣∣∣ f ∗ Mα
k

∣∣∣ .
Tehát a 2.3 alapján sup

n∈N
| f ∗G1| és sup

n∈N

∣∣∣∣∣∣∣ f ∗∑s
z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

G1

∣∣∣∣∣∣∣ ope-

rátorok gyengén (L1, L1)-típusúak.
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A sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣∣ f ∗
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

G2

∣∣∣∣∣∣∣ operátor felírható az alábbi alak-

ban:

sup
n∈N

∣∣∣∣∣∣∣ f ∗
s∑

z=τ

(
1
√

2

)α(hs−hz−1)

G2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ sup
n∈N

∣∣∣ f ∗ T 1
B

∣∣∣ ,
ahol T 1

B = D2B(z1)D2B(z2). Tehát a 2.31 Lemma alapján gyengén
(L1, L1)-típusú.

A fennmaradó eseteket a "szokásos" eljárás szerint vizsgáljuk, az-
az igazoljuk az (L∞, L∞)-típusú tulajdonságot és a kvázilokális tulaj-
donságot is.

Először a sup
n∈N
| f ∗G6| operátort vizsgáljuk. Mivel n(τ−1) ≤ 2τ, ek-

kor ebből |Kn(τ−1) | ≤ Cα következik. Ezáltal kapjuk, hogy∫
Ik×Ik

sup
n∈N

G6 dλ ≤ Cα.

Egyszerű számítások alapján kapjuk ennek az operátornak kváziloká-
litását. A 2.29 Lemma (i) része alapján ez az operátor (L∞, L∞)-típusú
is.

A fennmaradó operátorok is kvázilokálisak a 2.24 Lemma alapján.
Míg az (L∞, L∞)-típusosság a 2.29 Lemma (iii) részéből következik.

A bizonyítás ezzel teljes, mivel gyengén (L1, L1)-típusú operátorok
összege szintén gyengén (L1, L1)-típusú. �

A 2.2 Tétel igazolása. A vnvm függvények lineáris kombinációja
sűrű halmazt alkot az L1(I2) térben. Ezt a tény és a 2.34 Lemma iga-
zolja a tétel. Az eljárás részletesen a [27] könyvben megtalálható. �



3. FEJEZET

Függelék

3.1. Matlab-kódok

Itt található a MATLAB kódoknak a listája, amely segítségül szol-
gált a 1.5 Tétel igazolásában. Az N természetes szám és x ∈ [0, 1)
számok bináris alakjának n-edik koordinátáját adja meg az alábbi kód.

f unction g = coordN(n,N)
g = mod( f loor(2.ˆ(−n) ∗ N), 2);
end

A következő kód az n-edik Rademacher függvény és az n-edik Walsh
értékét számítja ki az x pontban:

f unction h = rad(n, x)
h = (−1).^(mod( f loor(2.^(n + 1). ∗ x), 2));
end

f unction f = walsh(n, x)
a = f loor(log2(1 + n));
f or b = 1 : 1 : a + 1;
y(b) = rad(b − 1, x)ˆcoordN(b − 1, n);
end
f = prod(y);
end

Az n-edik Dirichlet magfüggvény és az n-edik logaritmikus magfügg-
vény értékét az x pontban az alábbi kód adja meg:
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f unction f = Dir(n, x) f unction f = logkernel(n, x)
f or a = 1 : 1 : n; f or k = 1 : n;
y(a) = walsh(a − 1, x); h(k) = sum(Dir(k, x))/k;
end end
f = sum(y); f = sum(h);
end end

A következő kód megszámolja, hogy hány alkalommal lesz a logarit-
mikus magfüggvény értéke kisebb, mint 2t/16:

f unction f = logkern2t16(n)
A = f loor(log2(n));
f or k = 2 : 2ˆA
x = (k − 1)/2ˆA; t = f loor(log2(1/x));
i f logkernel(n, x) < 2ˆt/16 error(k) = −1;
else error(k) = 0;
end
f = sum(error);
end

Az f (x) = log(128) ·R128 és g(x) = 0.58 ·2t függvényeket a t ∈ {0, 1, 2}
és x ∈ [1/8, 1] esetén az alábbi kód jeleníti meg:

f or k = 1 : 224 x(k) = (k + 31)/256; y(k) = logkernel(127, x(k));
end
plot(x, y, ′k′)
hold on
a1 = [1/8 1/4];
a2 = [1/4 1/2];
a3 = [1/2 1];
b3 = [0.58 0.58];
b2 = [0.58 ∗ 2 0.58 ∗ 2];
b1 = [0.58 ∗ 4 0.58 ∗ 4];
plot(a1, b1, ′ − .′ , a2, b2, ′ − .′, a3, b3, ′ − .′ , ′color′ , [0.4 0.4 0.4])
legend(′ f (x)′ , ′g(x)′)



79

3.2. Az 1.5 azonosságot szemléltető ábrák

A függelék előző részében szereplő kódokkal készült az alábbi két
ábra, amely a 1.5 azonosság alapjául szolgált.

1. ábra. f (x) = log 128 · R128(x) és g(x) = 0.58 · 2t

ábrázolása abban az esetben, amikor t ∈ {0, 1, 2} és
x ∈ [1/8, 1]

2. ábra. f (x) = log 128 · R128 és g(x) = 0.58 · 2t

ábrázolása abban az esetben, amikor t = 0 és
x ∈ [0.8, 1]





Összefoglaló

A disszertáció két fő fejezetet tartalmaz, egy függeléket és egy hi-
vatkozásokat tartalmazó részt. A disszertáció során a diadikus analízis
szokásos jelöléseit alkalmazzuk. Legyen n ∈ N és I := [0, 1). Ekkor

n =

∞∑
n=0

n j2 j és x =

∞∑
n=0

xn2−(n+1)

az x ∈ I és n ∈ N számok diadikus alakja, ahol nk, xk ∈ {0, 1}.
Definiáljunk már karakterrendszert az (I,+) halmazon. Első lé-

pésként az ω = (ωn, n ∈ N) Walsh–Paley- és κ = (κn, n ∈ N) Walsh–
Kaczmarz-rendszer n-edik tagját az alábbi módon definiáljuk:

ωn(x) :=
∞∏
j=0

(−1)x jn j és κn(x) := r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nk x|n|−1−k .

Ezek a rendszerek karakterrendszert alkotnak az (I,+) halmazon, ahol
a + művelet az úgynevezett diadikus vagy logikai összeget jelöli.

Ezen a halmazon a harmadik karakterrendszer a v = (vn, n ∈ N)
2-adikus egészek rendszere. Ebben az esetben a + művelet a 2-adikus
vagy más néven aritmetikai összeget jelöli. A rendszer n-edik tagja az
alábbi módon írható fel,

vn :=
∞∏

n=0

v
n j

2 j , ahol v2n(x) := ε
( xn

2
+ . . . +

x0

2n+1

)
.

Mindhárom esetben n j és x j ( j ∈ N) jelöli rendre az n ∈ N és x ∈ I
számok bináris együtthatóit.

Legyen ϕ ∈ {ω, κ, v}. A Dirichlet-magfüggvényt, illetve az f ∈
L1(I) n-edik Fourier-együtthatóját és Fourier-sorának n-edik részlet-
összegét rendre az alábbi módon definiáljuk:
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Dϕ
n :=

n−1∑
k=0

ϕk, f̂ ϕ(n) :=
∫
I

f (x)ϕ̄n(x) dλ(x),

S ϕ
n f (y) :=

n−1∑
k=0

f̂ (k)ϕk(y), σϕ
n f (y) :=

1
n + 1

n∑
k=0

S k f (y).

Első rész. A disszertáció első részében a Fejér-magfüggvények
maximáloperátorát vizsgáltuk a Walsh–Paley-rendszerben, illetve a
Riesz–logaritmikus közepeket vizsgáltuk a Walsh–Paley- és a Walsh–
Kaczmarz-rendszerekben.

Az említett magfüggvényeket rendre az alábbi módon definiáljuk:

Kϕ
n :=

1
n

n−1∑
k=0

Dϕ
k , Rϕ

n :=
1

log n

n−1∑
k=1

Dϕ
k

k
,

ahol K0 := 0 és ϕ ∈ {ω, κ}.
Walsh–Paley-rendszerben 1955-ben N.J. Fine integrálható függ-

vényekre bizonyította σn f → f majdnem mindenütti konvergenciát
([5]). 1997-ben Gát a Fejér-magfüggvény maximáloperátorára adott
becslés segítségével bizonyította a Fejér-közepek majdnem mindenüt-
ti konvergenciát a Walsh–Paley-rendszerben ([7]).

Ezek után térjünk át a Fejér-magfüggvények maximáloperátorának
a vizsgálatára. Az első ezzel kapcsolatos egyenlőtlenség Gát nevéhez
fűződik, aki 1997-ben igazolta az alábbi egyenlőtlenséget.

Tétel ([7]). Minden a ≤ A ∈ N esetén∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

√
2a−A.

Goginava 2004-ben jobb felső becslést adott az előző eredményhez
képest. Ő az alábbi állítást bizonyította.

Tétel ([15]). Minden a < A ∈ N esetén∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

A − a
2A−a .

Az első eredmény, hogy a Goginava által adott becslés tovább nem
javítható.
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Tétel (Gát–Lucskai [A]).
1∫

δ

sup
n≥N
|Kn(x)| dx ≥ c

log(Nδ)
Nδ

(
N >

1
δ

)
.

Ezt követően térjünk át Riesz-logaritmikus magfüggvények vizs-
gálatára. Trigonometrikus esetben a Fejér-magfüggvények csak pozi-
tív értéket vehetnek fel, így ezt a tulajdonságot felhasználva könnyen
igazolhatjuk, hogy a Riesz-logaritmikus közepek csak pozitív értéket
vesznek fel. Azonban a Walsh–Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rend-
szerben a Fejér-magfüggvények negatív értéket is felvehetnek. Tehát
ezekben a rendszerekben nem használható a trigonometrikus rendszer-
beli bizonyítás. Ennek ellenére a Walsh–Paley-rendszerben sikerült
igazolni az alábbi tételt, amely bizonyítása sokkal összetettebb, mint a
trigonometrikus rendszerre vonatkozó bizonyítás.

Tétel (Gát–Lucskai, [A]). Legyen t, n ∈ N és x ∈ It \ It+1. Ekkor

Rn(x) ≥
2t

16 log n
, ha n > 2t és Rn(x) =

n − 1
log n

, ha n ≤ 2t.

A tételnek két következménye van.

3.1. Következmény (Gát–Lucskai, [A]). A Walsh–Paley-rendszerre
vonatkozó Riesz-logaritmikus magfüggvény pozitív n ∈ N és minden
x ∈ [0, 1) esetén.

A másik következmény egy komoly eltérést mutat a Walsh–Fejér
és a Walsh-logaritmikus közepek között.

3.2. Következmény (Gát-Lucskai [A]). Legyen t, a ∈ N úgy, hogy
t ≥ a teljesüljön. Ekkor

1∫
2−a

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx = ∞.

fennáll a Walsh–Paley-rendszer esetén.

A következő eredményünk egy újabb eltérés mutat a a Walsh–
Paley- és a Walsh–Kaczmarz-rendszerek között. Utóbbi rendszerben
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megadható a Riesz-logaritmikus magfüggvényeknek egy olyan soro-
zata, amely valamely intervallumon negatív értéket vesz fel. Ponto-
sabban teljesül az alábbi tétel.

Tétel (Gát–Lucskai [B]). Legyen A = 2n + 2n−1, 11 ≤ n ∈∈ N és

x =
1
2

+
1
4

+
1

2n+1 Ekkor

log(A)Rκ
A(x) ≤ −0.02 · 2n.

Második rész. Ebben a részben igazoljuk az egydimenziós Riesz-
közepek és a kétdimenziós (C, α)-közepek majdnem mindenütti kon-
vergenciáját.

Először tekintsük az egydimenziós esetet. A Fejér-közepet és a
Riesz-összegzési eljárás Kα,γ

n magfüggvényét a következőképpen defi-
niáljuk:

Kn :=
1

n + 1

n∑
k=0

Dk, Kα,γ
n :=

1
nαγ

n−1∑
k=0

(nγ − kγ)αvk,

ahol K0 := 0, n ∈ N és 0 < min{α, γ} ≤ 1 ≤ max{α, γ} < ∞. Az f
integrálható függvény Riesz-közepe:

σα,γ
n f (y) :=

1
nαγ

n−1∑
j=0

(nγ − kγ)α f̂ ( j).

Ha α = γ = 1, akkor Fejér-középről beszélünk.
Taibleson kérdése az volt, hogy a 2-adikus egészek rendszerében

teljesül-e a σn f → f majdnem mindenütti konvergencia minden f ∈
L1 esetén. Több mint húsz évvel később, 1997-ben Gát a [8] cikkében
igazolta Taibleson sejtését, 2007-ben pedig a [10] cikkében általánosí-
totta az előző eredményét minden α > 0 esetén.

A Riesz-közepek majdnem mindenütti konvergenciáját a trigono-
metrikus rendszerben Riesz igazolta ([22, 38]). A Walsh–Paley-rend-
szerben a 0 < γ ≤ 1 ≤ α esetet Weisz bizonyította ([33]). Weisz
eredményét bizonyítottuk a 2-adikus egészek körében.

Tétel (Gát–Lucskai [C]). Legyen 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Ekkor σα,γ
n f →

f majdnem mindenütt minden f ∈ L1(I) esetén, ahol I jelöli a 2-adic
egészek csoportját.
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Ezután tekintsük a 2-adikus egészek csoportján definiált kétdimen-
ziós Fourier-sorokkal kapcsolatos fogalmakat. A normált Haar-mérték
egybeesik egydimenziós esettel. A kétdimenziós Fourier együttható-
kat, a kétdimenziós Fourier-sor téglalap felett vett részletösszeget és a
(C, α) Marcinkiewicz magfüggvényt és közepet az alábbi módon defi-
niáljuk:

f̂ (n1, n2) :=
∫
I×I

f (x1, x2)vn1(x1)vn2(x2) dλ(x1, x2),

S n1,n2 f (y1, y2) :=
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

f̂ (k1, k2)vk1(y1)vk2(y2),

Kα
n (y1, y2) :=

1
Aα

n

n∑
j=0

Aα−1
n−k D j(y1)D j(y2),

σα
n f (y1, y2) :=

1
Aα

n

n∑
j=1

Aα−1
n−k S j, j f (y1, y2),

K1
n(x1, x2) :=

1
n + 1

n∑
j=0

D j(x1)D j(x2),

ahol n, n1, n2 ∈ N és x1, x2, y1, y2 ∈ I.
A (C, 1) Marczinkiewicz közepek majdnem mindenütti konvergen-

ciáját tetszőleges integrálható függvény esetén Blahota és Gát igazolta
2009-ben ([3]). Ezt az eredmény trigonometrikus rendszerben Grün-
wald ([18]) és Zhizhiashvili ([37]) igazolta. 2006-ban Gát és Gogina-
va igazolta minden integrálható függvény esetén a kvadratikus rész-
letösszegek (C, α) közepének konvergenciáját kétdimenziós Vilenkin-
Fourier sorokra ([11]). Az alábbi eredményünk általánosítja Blahota
és Gát eredményét minden α > 0 esetén, amely eredményt Goginava
igazolta a Walsh–Paley-rendszerben ([14], [16], [17]).

Tétel (Gát-Lucskai, [D]). Legyen 0 < α < 1. Ekkor σα
n f → f

teljesül majdnem mindenütt, minden f ∈ L1(I2) esetén ahol, I jelöli a
2-adikus egészek csoportját.





Summary

My dissertation contains two sections, an Appendix and a biblio-
graphy. During my dissertitaton I use the standard notation of dyadic
analysis. Let n ∈ N and I := [0, 1). Then

n =

∞∑
n=0

n j2 j and x =

∞∑
n=0

xn2−(n+1)

the dyadic expansion of x ∈ I and n ∈ N , where nk, xk ∈ {0, 1}.
Now, we define three character systems on (I,+), which are used

during the dissertation. First step, the nth term of Walsh–Paley ω =

(ωn, n ∈ N) and Walsh–Kaczmarz system κ = (κn, n ∈ N) are defined
in the following way

ωn(x) :=
∞∏
j=0

(−1)x jn j and κn(x) := r|n|(x)(−1)
∑|n|−1

k=0 nk x|n|−1−k .

These systems are a character system on (I,+), where the group ope-
ration + is the so-called dyadic or logical addition.

The third character system on (I,+) is the group of 2-adic integers
v = (vn, n ∈ N). Here the group operation + is the 2-adic (or arithmetic)
sum. The nth term of this system is

vn :=
∞∏

n=0

v
n j

2 j , where v2n(x) := ε
( xn

2
+ . . . +

x0

2n+1

)
.

Both cases n j and x j ( j ∈ N) are the binary coefficients of n ∈ N
and x ∈ I, respectively.

Let ϕ ∈ {ω, κ, v}. The Dirichlet kernels and the nth Fourier coeffici-
ents, the partial sum of the Fourier series, the (C, 1) or the Fejér means
of f ∈ L1(I) are

87
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Dϕ
n :=

n−1∑
k=0

ϕk, f̂ ϕ(n) :=
∫
I

f (x)ϕ̄n(x) dλ(x),

S ϕ
n f (y) :=

n−1∑
k=0

f̂ (k)ϕk(y), σϕ
n f (y) :=

1
n + 1

n∑
k=0

S k f (y)

respectively.

First part. The maximal operator of Fejér kernels for Walsh–
Paley system and the Riesz-logaritmic kernels for Walsh–Paley and
Walsh–Kaczmarz system are investigated in the first part of my des-
sertation.

Now define Fejér kernel and Riesz-logaritmic kernel in the follo-
wing way:

Kϕ
n :=

1
n

n−1∑
k=0

Dϕ
k , Rϕ

n :=
1

log n

n−1∑
k=1

Dϕ
k

k
,

respectively, where K0 := 0 and ϕ ∈ {ω, κ}.
In 1955, N.J. Fine proved that the almost everywhere convergence

σ1
n f → f holds for f ∈ L1 ([4]). By the help of the maximal operator

of Fejér kernels, Gát proved this theorem for Walsh–Paley system in
1997 ([7]). He proved the following ineqaulity in connection with the
maximaloperator of Walsh–Fejér means.

Theorem ([7]). Let a ≤ A ∈ N. Then∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

√
2a−A.

The following result was proved by Goginava in 2004.

Theorem ([15]). Let a < A ∈ N. Then∫
I\Ia

sup
|n|≥A
|Kn(x)| dx ≤ C

A − a
2A−a .

First our result, Goginava’s upper estimation cannot improve.
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Theorem (Gát–Lucskai, [A]).
1∫

δ

sup
n≥N
|Kn(x)| dx ≥ c

log(Nδ)
Nδ

(
N >

1
δ

)
.

After that we investigated Riesz-logarithmic kernels in both sys-
tems. These kernels have only positive values in the trigonometric
system. The proof of this result uses the positivity of Fejér kernels.
However, the Fejér kernels can take negative values the Walsh–Paley
and the Walsh–Kaczmarz systems, therefore we don’t use the proof of
the trigonometric case. But we proved that the Riesz logaritmic ker-
nels can take only positive values also in the Walsh–Paley system. The
proof of the following theorem is more complicated than in the case
of the trigonometric system.

Theorem (Gát–Lucskai, [A]). Let t, n ∈ N and x ∈ It \ It+1. Then

Rn(x) ≥
2t

16 log n
, if n > 2t and Rn(x) =

n − 1
log n

, if n ≤ 2t.

This theorem have two corollaries.

Corollary (Gát–Lucskai [A]). The Walsh–Riesz-logarithmic ker-
nels are positive for each n ∈ N and for all x ∈ [0, 1[.

The next corollary shows a sharp contrast between the Walsh–
Fejér and Walsh–logarithmic kernels.

Corollary (Gát–Lucskai [A]).
1∫

2−a

sup
n≥2t
|Rn(x)| dx = ∞.

The next our result shows that the Walsh–Kaczmarz system is dif-
ferent from the Walsh–Paley system in this point of view. More preci-
sely, we give a sequence of the Riesz-logarithmic kernels such that all
of them take negative values on some intervals.

Theorem (Gát–Lucskai, [B]). Let A = 2n + 2n−1, 11 ≤ n ∈ N and

x =
1
2

+
1
4

+
1

2n+1 . Then

log(A)Rκ
A(x) ≤ −0.02 · 2n.
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Second part. In this part, we investigated the one-dimensional
Riesz means and the two-dimensional (C, α)-means on the group of
2-adic integers.

Firstly, we consider the one-dimensional Riesz means.
The Fejér kernels and the kernel Kα,γ

n of the Riesz summability
method are

Kn :=
1

n + 1

n∑
k=0

Dk, Kα,γ
n :=

1
nαγ

n−1∑
k=0

(nγ − kγ)αvk,

where K0 := 0, n ∈ N and 0 < min{α, γ} ≤ 1 ≤ max{α, γ} < ∞. The
Riesz-means of the integrable functions f are

σα,γ
n f (y) :=

1
nαγ

n−1∑
j=0

(nγ − kγ)α f̂ ( j).

The Riesz means are called Fejér means if α = γ = 1.
For the character system of the group of 2-adic integers, Fejér

means related to Taibleson ([31]). This question was open for a long
time. In 1997, Gát gave an affirmative answer the Taibleson’s question
([8]).

For the trigonometric system, the almost everywhere convergence
of Riesz-means was proved by Riesz ([22, 38]). The case 0 < γ ≤ 1 ≤
α was proved in the case of the Walsh–Paley system by Weisz [33].
We proved the same result in the 2-adic case.

Theorem (Gát–Lucskai, [C]). Let 0 < γ ≤ 1 ≤ α. Then we have
σ
α,γ
n f → f almost everywhere for every f ∈ L1(I), where I is the

group of 2-adic integers.

Next we introduce some notation for two-dimensional Fourier se-
ries on the group of 2-adic integers. The normalized Haar measure is
just as in the one-dimensional case. The two-dimensional Fourier co-
efficients, the retangular partial sums of the Fourier series, the (C, α)
Marcinkiewicz kernels and means, and Fejér kernels are defined as
follows

f̂ (n1, n2) :=
∫
I×I

f (x1, x2)vn1(x1)vn2(x2) dλ(x1, x2),
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S n1,n2 f (y1, y2) :=
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

f̂ (k1, k2)vk1(y1)vk2(y2),

Kα
n (y1, y2) :=

1
Aα

n

n∑
j=0

Aα−1
n−k D j(y1)D j(y2),

σα
n f (y1, y2) :=

1
Aα

n

n∑
j=1

Aα−1
n−k S j, j f (y1, y2),

K1
n(x1, x2) :=

1
n + 1

n∑
j=0

D j(x1)D j(x2),

where n, n1, n2 ∈ N and x1, x2, y1, y2 ∈ I.
The convergence of (C, 1) Marczinkiewicz means was proved in

2009 by Blahota and Gát ([3]). For the trigonometric system this result
was proved by Grünwald ([18]) and Zhizhiashvili ([37]). In 2006 Gát
and Goginava ([11]) proved the convergence of the (C, α)-means of
quadratical partial sums of double Vilenkin-Fourier series for every
integrable function. The following result will generalize the result of
Blahota and Gát for every α > 0, which for the Walsh–Paley system is
due to Goginava ([14], [16], [17]).

Theorem (Gát–Lucskai, [D]). Let 0 < α < 1. Then we have
σα

n f → f almost everywhere for every f ∈ L1(I2), where I is the
group of 2-adic integers.
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