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1. fejezet

Bevezetés

Az algebra egyik legrégebbi problémaja az egyenletek megoldasa. Nap-
jainkban a szamitogépek elterjedésével sok klasszikus algebrai problé-
ma 1j megvilagitasba keriil. A kutatasok egyik fontos iranya az egyen-
letmegoldhatosag probléma bonyolultsaganak meghatarozésa adott vé-
ges algebra felett. A dolgozatban véges csoportokra és véges gytrtikre
vizsgéaljuk ezt a kérdéskort.

Az R véges gytird feletti egyenletmegoldhatdsdg probléma azt kér-
dezi, hogy az R feletti fi, fo input polinomokra az f; = f, egyenlet
megoldhato-e. Azaz létezik-e olyan helyettesités melyre az f; és fo po-
linomok értékei megegyeznek. Egy masik hasonl6 kérdés, hogy az input
polinomok értékei minden helyettesitésre azonosak-e. Az R véges gyti-
i feletti ekvivalencia probléma azt kérdezi, hogy az fi, fo input poli-
nomok ekvivalensek-e R felett (jelolésben R = f1 =~ f2). Azaz fi és fo
ugyanazt a fiiggvényt definialjék-e R felett. Ezen problémék mindig
eldonthetéek a valtozok Osszes lehetséges helyettesitésének kiértéke-
lésével. Az érdekesebb kérdés, hogy milyen gyorsan tudunk dénteni,
azaz ezen dontési problémak mely bonyolultsagi osztalyba esnek.

Az els6 eredmények Hunttol és Stearnstdl [I7] szarmaznak, akik
kommutativ gytiriik felett vizsgaltak az ekvivalencia probléma bonyo-



lultsagat. Késébb Burris és Lawrence [I] nemkommutativ gytrikre
altalanositottak Hunt és Stearns modszerét. Igazoltak, hogy ha R nil-
potens gytirt, akkor az ekvivalencia probléma R felett polinomidében
eldonthets. Tovabba, ha R nem nilpotens akkor az ekvivalencia prob-
léma R felett coNP-teljes. Burris és Lawrence bizonyitasukban a SAT
problémét vezették vissza Osszegek szorzatanak ekvivalencidjara. Ha
azonban egy ilyen szorzatot monomok 6sszegére bontunk, akkor az 1j
polinom hossza akar exponenciélis is lehet az eredeti polinom hosszéa-
ban. A polinomok hosszénak ez a valtozasa befolyasolhatja az ekviva-
lencia probléma bonyolultsagat. Ez motivalta Lawrence-t és Willardot
[20] a szigma probléméak bevezetésében, melyekben az input polino-
mok monomok 0Osszegeiként adottak. Lawrence és Willard azt sejtet-
ték, hogy ha a gytird Jacobson-radikal szerinti faktora kommutativ,
akkor a szigma ekvivalencia probléma polinomidében eldonthets. To-
vabba, ha a gytird Jacobson-radikal szerinti faktora nemkommutativ,
akkor a szigma ekvivalencia probléma coNP-teljes. Szab6 és Vértesi
[24] bebizonyitotték a sejtés coNP-teljes részét. Horvath [11] kommu-
tativ gytriikre igazolta a sejtést. A polinomialis rész teljes bizonyitasa
Horvath, Lawrence és Willard [13] kézirataban talalhato. Tehat véges
gytrik felett mind az ekvivalencia mind a szigma ekvivalencia prob-
lémak bonyolultsdga ismert.

Az alabbiakban osszefoglaljuk az egyenletmegoldhatosag és szigma
egyenletmegoldhatésag problémakkal kapcsolatos eredményeket. Bar
Szab6 és Vértesi [24]-ben nem vizsgaltak az egyenletmegoldhatoség
problémat, de érvelésiikb6l mér kovetkezik, hogy ha a gytird Jacobson-
radikal szerinti faktora nemkommutativ, akkor a szigma egyenletmeg-
oldhatosag probléma NP-teljes. Horvath, Lawrence és Willard [I3]-
ban igazoltak, hogy ha a gytird nem nilpotens de a Jacobson-radikal
szerinti faktora kommutativ, akkor a szigma egyenletmegoldhatosag
probléma polinomidében eldonthets. Az altalanos esetben, ha a gyti-
rii nem nilpotens, akkor az egyenletmegoldhatosag probléma NP-teljes
Burris és Lawrence [I] ekvivalenciara adott érvelésének kovetkeztében.
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Horvath [I0]-ben bebizonyitotta, hogy ha a gytri nilpotens, akkor az
egyenletmegoldhatésag probléma polinomidében eldonthets. Horvath
megmutatta, hogy ha f; és f legfeljebb n hosszu polinomok az R

IR
nilpotens gytri felett, akkor O (n'mR ) id6ben eldonthets, hogy

az f1 = fo egyenletnek van-e megoldésa R-ben. Itt a korlat kitevgjé-
ben szerepld torony magassaga R nilpotenciaosztalya. Horvath a [10]
cikk 3. problémajénak nilpotens gytiriikkel foglalkozo részében kozvet-
leniil rdkérdez, hogy javithato-e ez a korlat. A [3] fejezetben a korlat
jelent&s csokkentésével megvalaszoljuk Horvath 3. probléméajanak nil-
potens gytrtikre vonatkozo6 kérdését. Jelolje a kettes alaptu logaritmust
log. Egy olyan korlatot adunk amelyben a korabbi t6bbszordsen expo-
nencialis kitevs |R|?1°8Rl log® |R|-re csokken.

Tétel (3.1] tétel). Legyen R egy nilpotens gyirt, fi és fo legfeljebb n
hosszi R feletti polinomok. Ekkor O nIRIZER e IR1) dsben eldont-

hetd, hogy az f1 = fo egyenletnek van-e megolddsa R-ben.

Ezt az eredményt [5]-ben publikaltam. Megemlitjiik, hogy egy ettd]
teljesen fiiggetlen tton, Kérolyi és Szabo késébb tovabb javitotta az
idskorlatot [19]-ben.

A véges gytrik utan természetesen adodott a véges csoportok fe-
letti egyenletmegolthatosag és az ekvivalencia problémak bonyolult-
sdganak vizsgalata. A G véges csoport feletti egyenletmegoldhatdosdg
probléma azt kérdezi, hogy a G feletti S, T input csoportkifejezésekre
(azaz valtozok és G-beli elemek formaélis szorzataira) az S = T egyen-
let megoldhato-e. Més szoval 1étezik-e olyan helyettesités melyre S és
T kifejezések értékei megegyeznek. A G feletti ekvivalencia probléma
azt kérdezi, hogy az S,T input csoportkifejezések ekvivalensek-e G
felett (jelolésben G = S ~ T'). Azaz S és T kifejezések értékei minden
helyettesitésre azonosak-e.

Csoportok felett az elsé eredmények Burristsl és Lawrence-t6l [2]
szarmaznak, akik az ekvivalencia probléma bonyolultsagat vizsgaltak.



Bebizonyitotték, hogy ha G nilpotens vagy G izomorf egy paratlan
foku diédercsoporttal, akkor az ekvivalencia probléma G felett poli-
nomidében eldonthets. Burris és Lawrence azt sejtették, hogy ha a
csoport feloldhato, akkor az ekvivalencia probléma polinomidében el-
donthets. Tovabba, ha a csoport nem feloldhato, akkor az ekvivalencia
probléma coNP-teljes. Horvath, Lawrence, Mérai és Szabé [14] bizo-
nyitottak a sejtés coNP-teljes részét. A polinomialis részt Horvath és
Szabo [10] igazolték olyan G ~ A x B csoportokra melyekre A és
B Abel csoportok, A exponense négyzetmentes és (|A], |B|) = 1. Ké-
s6ébb Horvath [12]-ben altalanositotta ezt az eredményt olyan A x B
szemidirekt szorzatokra melyekre A és B/Cg(A) Abel csoportok (itt
Cg(A) az A csoport B-beli centralizatorat jeloli). Feloldhato de nem
nilpotens csoportok felett csak ezekre a specialis szemidirekt szorza-
tokra ismert az ekvivalencia probléma bonyolultsaga. A harom legki-
sebb csoport melyre az ekvivalencia probléma bonyolultsédga a korabbi
tételekkel nem eldonthets az Sy, SL (2,7Z3) és az U (3,Z3) x Z3 cso-
portok (utobbi egy nemkommutativ 54 elemi csoport). Egy részletes
lista ezen csoportokrol [12]-ben talalhato.

Az egyenletmegoldhatdsiag probléma bonyolultsaga még t6bb cso-
portra ismeretlen. Goldmann és Russell [7, 8] bebizonyitottak, hogy
ha G nem feloldhat6, akkor az egyenletmegoldhatosag probléma G
felett NP-teljes. Tovabba ha G nilpotens, akkor az egyenletmegoldha-
tosag probléma G felett polinomidben eldonthetd. Bizonyitéasukbol
azonban nem dertil ki nilpotens csoport felett a polinomiélis idékorlat
pontos kitevGje. Szadmos, a bizonyitasban fontos szerepet jatszo ered-
mény Péladeau és Thérien [23], 25] cikkeibdl szarmazik. A bizonyités
teljes megértéséhez és a pontos idékorlat meghatarozasahoz tehat tobb
cikk [7, 8, 23] 25] alapos tanulmanyozasa sziikséges. Késébb Horvath
[10] kozvetlen bizonyitast adott mely hasonlit a fenti harom cikkbol
Osszeéllithato gondolatmenetre de énmagaban is érthets. Megmutat-
ta, hogy ha S és T legfeljebb n hosszu csoportkifejezések a G nilpo-
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tens csoport felett, akkor O (n ) idében eldonthets, hogy az

S = T egyenletnek van-e megoldésa G-ben. Itt a korlat kitevGjében
szerepld torony magassaga G nilpotenciaosztélya. Horvath a [10] cikk
3. problémajanak nilpotens csoportokkal foglalkozo részében kozvetlen
rakérdez, hogy javithato-e ez a korlat. Az [0 fejezetben a korlat jelen-
t6s csokkentésével megvélaszoljuk Horvath 3. problémajanak nilpotens
csoportokra vonatkozo kérdését. Egy olyan korlatot adunk amelyben
a korabbi t6bbszordsen exponencialis kiteve 3 |G|*log |G|-re csokken.

Tétel . tétel). Legyen G egy nilpotens csoport, S és T legfeljebb
n hosszu csoportkifejezések G felett. Ekkor O nzlGPsIGl) jisben el-

donthetd, hogy az S =T egyenletnek van-e megolddsa G-ben.

Ezt az eredményt [4]-ben publikaltam.

Feloldhaté de nem nilpotens csoportok felett csupan néhény speci-
alis esetben ismert az egyenletmegoldhatésag probléma bonyolultsaga.
Horvath és Szabo bebizonyitottak, hogy ha a |G| = pq valamely p # ¢
primekre [16], vagy G izomorf a negyedfoku alternal6 csoporttal [15],
akkor az egyenletmegoldhatésag probléma G felett polinomidében el-
donthetd. Késsbb Horvath [12] belatta, hogy az egyenletmegoldhato-
sdg probléma polinomidében eldonthetd minden olyan G ~ A x B
szemidirekt szorzatra, ahol A ~ Z, vagy A ~ Z,,. vagy A ~ Z’;,
és B kommutativ. Tehat minden feloldhaté de nem nilpotens G cso-
portra vonatkozo korabbi eredmény esetén G = A x B 1dgy, hogy A
és B is Abel. A harom legkisebb csoport melyre sem az ekvivalencia,
sem az egyenletmegoldhatdsag problémak bonyolultsidga nem ismert
az Sy, SL(2,Z3) és az U (3,Z3) x Z3 csoportok. Horvath kozvetle-
niil rdkérdez ezeknek a problémaknak a bonyolultsagara a [12] cikk
3. probléméjaban az SL (2, Z3) csoport folott; a [12] cikk 4. probléma-
jaban az U (3,Z3) x Z3 csoport {6lott.

A 4] fejezetben speciélis matrixcsoportokra, az ugynevezett szemi-
pattern csoportokra hatarozzuk meg az egyenletmegoldhatosag és ek-



vivalencia problémék bonyolultsidgéit. Egy G = P x A csoportot szemi-
pattern csoportnak neveziink, ha P a szigoru fels6 haromszogmatrixok
részcsoportja, és A a diagonalis matrixok részcsoportja. Igy tobbek
kozott megvalaszoljuk Horvath U (3,Z3) x Z3 csoportra vonatkozo
kérdését [12, 4. problémal.

Tétel . tétel). Legyen G egy szemipattern csoport, S és T legfel-
jebb n hosszi csoportkifejezések G felett. Ekkor O <n|G|log2 ‘G|> 1ddben

eldonthetd az S = T egyenlet megoldhatosiga G felett, valamint az
G = S=T ekvivalencia.

Ezt az eredményt [5]-ben publikaltam.

A [6] fejezetben egy altalanos eljarast adunk amely egységesen ke-
zeli a legtobb olyan feloldhaté de nem nilpotens csoportot melyre a
korabbi tételekkel az egyenletmegoldhatosag probléma eldonthets. S6t
ez az Uj eljaras sok olyan csoportra is alkalmazhaté melyre a korabbi
eredmények nem mondtak semmit. Igy tobbek kozott megvélaszoljuk
Horvath SL (2,Z3) csoportra vonatkozé kérdését [12) 3. problémal.

Tétel . tétel). Legyen P egy p-csoport, A eqy Abel-csoport. Tekint-
sink eqy G = P x A szemudirekt szorzatot. Legyenek S és T legfeljebb

n hossziu csoportkifejezések G felett. Ekkor O (n‘G“Gl 1°g|G|) 1doben el-
donthetd, hogy az S =T egyenletnek van-e megolddsa G-ben.

A [6] fejezetben egy hasonloan altalanos eredmény bizonyitunk az
ekvivalencia problémarol:

Tétel . tétel). Legyen N egy nilpotens csoport, A eqy Abel-csoport.
Tekintstiink eqy G = N x A szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T

legfeljebb n hosszi csoportkifejezések G- felett. Ekkor O (n‘G“Gl 1°g|G|)
iddben eldonthetd a G |= S ~ T ekvivalencia.



Ezeknek az eredményeknek a publikalasa folyamatban van.

A [2] fejezetben Gsszefoglaljuk a dolgozatban hasznalt definiciokat
és korabbi eredményeket. A [3] fejezetben nilpotens gytirik felett vizs-
galjuk az egyenletmegoldhatosag probléma bonyolultsagat és bebizo-
nyitjuk a[3.1] tételt. A fejezetben szemipattern csoportok felett vizs-
galjuk az egyenletmegoldhatosag probléma bonyolultsagat és igazoljuk
a[4.1] tetelt. A B} és [l fejezetek eredményeit egyszerzds cikként [5]
az International Journal of Algebra and Computations folybiratban
publikaltam. Az [5] fejezetben a nilpotens csoportok felett vizsgaljuk
az egyenletmegoldhatésag probléma bonyolultsdgat és bebizonyitjuk
az . tételt. A fejezet eredményeit egyszerzos cikként [4] a Journal
of Algebra folyoiratban publikdltam. Végiil a [6] fejezetben feloldhato
de nem nilpotens csoportok specialis osztalyaira vizsgéaljuk az egyen-
letmegoldhatosag és ekvivalencia problémak bonyolultsagat, és bebi-

zonyitjuk a és [6.2 tételeket.



2. fejezet

Definiciék, elGismeretek

2.1. Csoportok

Legyen G egy véges csoport. Egy G csoport feletti csoportkifejezés
alatt valtozok és G-beli elemek formélis szorzatat értjiikk. Megjegyez-
ziik, hogy csoportkifejezésekben nem hasznalunk invertélast, az = ki-
fejezhets x!G!=1 szorzatként. Egy T =t - - - t,, csoportkifejezés hosszdt
n-nek definialjuk, jele ||T']|. Az S és T csoportkifejezések ekvivalensek
G felett, ha a valtozok barmely helyettesitésére S és T' értéke meg-
egyezik, jele G =S~ T.

A G csoport feletti egyenletmegoldhatdsdg probléma inputja két G
feletti csoportkifejezés S és T, és a kérdés, hogy az S = T egyenlet
megoldhato-e. A G feletti ekvivalencia probléma inputja szintén két
G feletti csoportkifejezés S, T', és a kérdés, hogy S és T ekvivalensek-e
G felett (azaz G |= S ~ T'). Ezen probléméak mindig eldénthetéek a
valtozok Osszes lehetséges helyettesitésének kiértékelésével. Az érde-
kesebb kérdés, hogy mely bonyolultsidgi osztalyba esnek ezen dontési
problémak. Az algoritmusok futasidejének jellemzéséhez bevezetjiik az
O jelolést. Legyenek f,g: Zt — Z7 fiiggvények. Azt mondjuk, hogy



g(n) = O(f(n)), ha van olyan pozitiv egész C, hogy minden pozitiv
egeész n-re g(n) < C - f(n). Jelolje a kettes alapu logaritmust log. A
bonyolultsagelméleti alapfogalmak megtalalhatoak példaul 6l 22]-ben.
Az 5. és 6. fejezetben a kommutétor és a konjugalt alapvets tulaj-
donsagait fogjuk hasznalni. Az z,y € G elemek kommutdtora [z,y] =
et wym‘G‘_lzﬂG'_l' Igy
vy = ayx GG e = [y ya. (2.1)
Az y elem z elemmel vett konjugdltja yv* = zyx!S=1. Igy

IG|—-1

TY = TYIT x=y"w. (2.2)

Legyen [, egy véges test. Tekintsiik azon m x m-es I, feletti matri-
xokat amelyek f6atloja alatt csupa nulla, f6atlojaban csupa nem nulla
elem szerepel. E matrixok csoportot alkotnak a szorzasra nézve melyet
T (m,F,)-val jeloliink. A kovetkezs lemmaban T (m, F,)-beli matrixok
szorzatat a matrixok elemei segitségével jellemezziik. Ezt az eredményt
a tétel bizonyitasaban fogjuk alkalmazni.

2.1. Lemma. Legyen n eqy természetes szam. Legyen minden 1 <
< k <n esetén

ai k h1,2,k h1,3,k e hl,m,k
0  asr hogr ... homp
A, =1 0 0 asrp ... hami| €T (m,F,).
0 0 0 co Ok
Legyen

ar M2 M3 --- Mm
0 @ 13 - Mom
AlAn: 0 0 a3 ... N3m
0 0 0 Oy,



FEkkor

— barmely i =1,...,n indexre
n
a; = | [ ains
k=1

— barmely 1 <1 < j < m indezre

b=0 i<li<..<lp<j kpy1=b+1 kp=b ko=2 k1=1 \co=1

ko—1 ks—1
hisw | T e | hioks | ] o | Pantss

c1=k1+1 co=ka+1

ka—1 kpy1—1
H Uyes | = Py dy oy H L hlb,j,kbﬂ

C3:k3+1 Cb:kb+1

n

I e |- (2.3)

cpr1=kpy1+1

A formula hossza O (n'™).

Bizonyitds. A lemma n szerinti teljes indukciéval igazolhat6. E tech-
nikai bizonyitas helyett azonban elmagyarazzuk, hogyan kaphaté meg
a formula.

Tekintsiik az A; - - - A, matrix i-edik sordnak j-edik elemét az 7, ;
elemet (1 < i < j < m). Az n,; elem kifejezhetd alkalmas szorzatok
osszegeként. Minden ilyen szorzatban minden egyes A;, (1 < k < n)
matrixbol egy elem szerepel. (Az utols6 index jeldli, hogy egy a;,
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vagy egy hy. .k tényezd mely matrixbol szarmazik.) Tovabba minden
szorzatban minden egyes tényezé oszlopindexe megegyezik a kovetkezd
tényezo sorindexével. (Tehat egy a;, vagy hy,_, ;.. alakd tényezdt egy
ai,, vagy hi ..., alaku tényezd kovet.) Minden szorzat elsd tényezdjé-
nek sorindexe i, utols6 tényezGjének oszlopindexe j. Mivel Ay, ..., A,
fels6 haromszogmaétrixok, igy minden szorzat minden egyes tényezdjé-
nek sorindexénél nagyobb vagy egyenls az adott tényezé oszlopindexe.
(Tehat minden f84tlo feletti hy_, ., alaka tényezére [, < l.4q.) Tehat
az Ay - - - A, méatrix i-edik soranak j-edik eleme az 7; ; elem, n tényezds
szorzatok Osszege gy, hogy minden szorzatban

— az elsé tényezd sorindexe i, az utolsd tényezd oszlopindexe j;

— minden egyes tényez6 oszlopindexe megegyezik a kovetkezd té-
nyezG sorindexével;

— minden egyes tényezd sorindexénél nagyobb vagy egyenls az adott
tényezd oszlopindexe.

Vegyiik észre, hogy minden n tényezds szorzatot egyértelmiien meg-
hataroznak azok a tényezd6i melyek sor- és oszlopindexe kiilonbo6z6. Le-
gyen hy, . k. €8 i, g, ke, &szorzat két ilyen egymaést kovetd tényezo-
je. (It i <loy <le <ley1 <jés1l<k.<ke <n.)Ekkor hy,_ 4, k.
s Ny, 1 koo, KOZOtE a szorzat tényezsinek sor és oszlopindexe egyarant
l. és a tényezGk utols6 indexe k.-nél nagyobb de k., 1-nél kisebb. Tehat
a hlc71,lc,kc és hlc,lc+1,kc+1 téﬂy@Zék kozott az Al eot1 Al ko420 Qg eey1—1
szorzatnak kell allnia. Ezzel igazoltuk a formulat.

A tovabbiakban a formula hosszat jellemezziik. A formu-
la szorzatok Osszege. Minden szorzat n tényezGs, igy elegendé a szor-
zatok szamat meghataroznunk. Vegytik észre, hogy egy szorzatot egy-
értelmtien meghataroznak az adott szorzat tényezdinek oszlopindexei.
Pontosabban elegendd az els6 n — 1 tényez6 oszlopindexét ismerniink,
ugyanis az utols6 tényez6 oszlopindexe mindenképp j. Ezeket az inde-
xeket az {i,7+1,...,j — 1, j} halmazbol valaszthatjuk. A kivalasztas
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sorrendje nem szamit. Elegendd azt tudnunk, hany indexet valasztunk
t-nek, 7 + 1-nek, ..., j-nek. Tehat egy j — ¢ + 1 elem® halmazbol n — 1
elemet kell kivalasztanunk gy, hogy lehetséges ismétlédés. Igy a szor-

zatok szama
n—1+j—i+1-1\ (n+j—i-1
n—1 N j—i ’

Mivel minden szorzat hossza n, a (2.3 formula hossza

<n+j—z'—1

i )-n:O(nj_iH)gO(nm).

2.2. Gytrik

Legyen R egy véges gytri. Egy R feletti f polinom alatt egy valtozok-
bol és R elemeibdl a gytird alapmiiveleteivel képzett kifejezést értiink.
(A polinomokban szerepld valtozokat pontosvesszékkel valasztjuk el
a hagyomanyosan hasznalt vesszdk helyett.) Egy f polinom hosszdn
az f-ben szerepld valtozok és konstansok multiplicitassal vett szamat
értjiik, jele || -

Az R gytird feletti egyenletmegoldhatosdg probléma inputja két R
feletti fi, fo polinom, és a kérdés, hogy az f; = f, egyenlet megoldhato-
e R felett. Az R gytird feletti szigma egyenletmegoldhatdsdg probléma
inputja két R feletti monomok 6sszegeként adott fi, fo polinom, és a
kérdés, hogy az f; = f5 egyenlet megoldhato-e R felett.

Legyenek S,S51,...,53 € R. Legyenek n,ni,...,ng pozitiv egé-
szek, és legyenek X = {z; : 1<k <n},Y;={yjr : 1 <k<n;},
1 < 5 < B paronként diszjunkt halmazok. Legyenek fi, fo polino-
mok R[X;Yi;...;Ys] felett. Azt mondjuk, hogy az fi; = fo egyenlet
S,81,...,8-beli helyettesitésre megoldhato R felett (vagy filss,....s;
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= falssy,...s; megoldhato R felett) ha léteznek olyan si,...,s, € S,

S115-+5 81 €515 - S81,-- 558, € Sp elemek melyekre
J1(815 - 5 8n5 8113+ 581y 3881 -+ SBng) =
= f2(815 5803 81,15+ 5 Sy -3 8B -+ -5 SBing)-

Jelolje F, a ¢ elemd testet. Egy f € F,[x1;...;x,] polinomot re-
dukdltnak neveziink, ha

flogcm)= D canmaitooay

0<s1,...,5n<q—1

alakd, ahol ¢y, 5, € F, (0 < s, <¢—1,1<k<n) Ha f(z1;...;2,)
a nulla polinom, akkor f foka 0, egyébként f foka az a maximalis
514+ -+ s, Osszeg melyre a c,, s, egyiitthatoé nem 0. Barmely n vél-
tozos f: Fy — T, fiiggvényhez létezik egy Fy [x1;. .. ; z,]-beli redukalt
polinom mely az adott f fliggvényt reprezentélja [21].

A kovetkezé Wilsontol szarmazé tételben a primhatvany karakte-
risztikaju gytriket fogjuk jellemezni. Ezt az eredményt a [3.1] tétel
bizonyitasaban alkalmazzuk majd.

2.2. Tétel ([26]). Legyen R egy p* karakterisztikdji véges nilpotens
qyirid. Tegqyik fel, hogy az R gyidrinek van m elemd fiiggetlen generd-
torrendszere Zpe felett. Legyen M azon m X m-es Zya felettt mdtrizok
gytrigje melyek minden fddtlobeli és fddtlo alatti eleme a (p) idedlbdl
szarmazik. Ekkor R az M gyidrd homomorf képe.

A kovetkezs [2.3] és [2.4] tételben, valamint [2.5] kovetkezményben
néhany specialis egyenletrendszer-megoldhatoségra ismert eredményt
idéziink fel. A . tételben olyan Z,. feletti egyenletrendszerek meg-
oldhatosagat jellemezziik, melyekben a valtozokat a Z,. gytrtibél he-

lyettesithetjiik. A[2.3] tételt af3] fejezetben fogjuk alkalmazni. A[2.4] té-
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telben olyan IF, feletti egyenletrendszerek megoldhatosagat jellemez-
ziik, melyekben az X halmazbol szarmazo valtozokat a I, testbdl he-
lyettesithetjiik, az Y; halmazbdl szérmazoé valtozokat az adott S; < F;
csoportbdl helyettesithetjiik. A[2.4] tételt a[d] és[f fejezetekben fogjuk
alkalmazni. A kévetkezményben olyan F, feletti egyenletrendsze-
rek megoldhatosagat jellemezziik, melyekben az X halmazbol szarma-
z6 valtozokat csak a Z, résztestbol helyettesithetjiik, az Y; halmazbol
szdrmaz6 valtozokat az adott S; < . csoportbol helyettesithetjiik.
A kovetkezményt a [0} fejezetben fogjuk alkalmazni.

2.3. Tétel ([13]). Tekintsik a Zy gyirit. Legyen
X={zx : 1<k<n}.
Legyenek f1, ..., fi € Zy|X]| redukdlt polinomok. Ekkor az
fi=0

Je=0
Ot2 .
egyenletrendszer megoldhatdosdaga O (maxlgingf,-Han'pQ > idében el-
donthetd Zye felett.

2.4. Tétel (|12, 221 oldal, (d) eset|). Legyen [F, véges test. Legyenek
S1,...,Sp az Fy részcsoportjai. Legyenek

X={x : 1<k<n}, Vi={yjr :1<k<n;}, 1<j<p

paronként diszjunkt halmazok. Legyenek tovdbbd f1, ..., f, redukdlt po-
linomok F,[X;Y1;...;Y5] felett. Ekkor az

(2.4)



egyenletrendszer megoldhatdsiga O (mamlgigm ||fz-||(q_1)m> iddben el-
dontheto Fy felett.

2.5. Kovetkezmény. Legyen F, egy p karakterisztikdji test. Legyen
C egy pozitiv egész. Legyenek

X={ap : 1<k<n}, Vi={yp:1<k<n;}, 1<j<p

pdronkeént diszjunkt halmazok. Legyenek tovdbbd fi, ..., f. olyan redu-
kadlt polinomok F,[X; Y1;...;Y3] felett, melyek barmely monomgja legfel-
jebb C' darab X -beli vdltozdt tartalmaz (multiplicitdssal egyiitt). Ekkor
az
filz,.81,.85 = 0
(2.5)

fmlzy81,.85 =0
egyenletrendszer megoldhatosdga F, felett O (mamlgigm ||fi||(q_1)m> idd-
ben eldonthetd.

Bizonyitds. Legyen m egy olyan F, feletti redukalt polinom mely ér-
tekkészlete Z,,. Legyen X™ = {m(z)) : 1 <k <n } polinomhalmaz és
legyen f;(X;Y1;...;Ys) az az F feletti redukalt polinom melyre

fiXi Vi 5 Ye) = (X7 Y055 V) (1<i<m).

Az f; polinom barmely monomja legfeljebb C' darab X-beli valtozot
tartalmaz, igy
i

Vegyiik észre, hogy az

< £l - ll=ll = O lIfill) -
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egyenletrendszer pontosan akkor megoldhato I, felett, ha az
fz’\]Fq,sl,...,sﬁ =0, 1<i<m

egyenletrendszer megoldhato F, felett. Tehat a (2.5)) egyenletrendszer
megoldhatosaga

~(|(g=1)m —1)m
O (maﬂflﬁgm fi ) =0 (maxlgiﬁm 1£:]1¢@ )
idében eldonthetd. O
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3. fejezet

Nilpotens gytirtk

Ebben a fejezetben nilpotens gytirtk felett vizsgaljuk az egyenletmeg-
oldhatosag probléma bonyolultsdgat. Horvath bebizonyitotta, hogy ha
f1 és fo legfeljebb n hosszt polinomok egy R nilpotens gytiri felett,

LRI
akkor O [ n/RI™

idében eldonthets, hogy az f; = fo egyenlet-

nek van-e megoldasa R-ben. Itt a korlat kitev§jében szereplé torony
magassaga R nilpotenciaosztalya. Wilson tétele segitségével jelen-
tGsen javitjuk az ismert idékorlatot :

3.1. Tétel. Legyen R eqy nilpotens gyird, fi és fo legfeljebb n hosszi
R feletti polinomok. Ekkor O (nm‘mogm‘ log? ‘R‘> 1ddben eldonthetd, hogy

az f1 = fo egyenletnek van-e megolddsa R-ben.

3.1. Egyenletmegoldhatésag probléma nilpo-
tens gytirtk felett

3.2. Lemma. Legyen M azon m X m-es Zyo feletti mdtrizok gyidrije
melyek minden féatlobeli és féatlo alatti eleme a (p) idedlbdl szarmazik.
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Legyen [ egy monomok dsszegeként adott polinom M felett. Ekkor

2. 202

O <Hf]|"‘2m P ) iddben eldonthetd az f = 0 egyenlet megoldhatdsdga
M felett.

Bizonyitdas. Legyen az f polinom egy tetsz6leges monomja ty ---t,.
Azaz t, (1 <k <n) egy valtozo vagy M egy eleme. Minden 1 < k <
< n indexre kicseréljiik t;-t a

Y11,k P T1,2k T1,3k - T1,m,k

Y1k P Y22k P T2.3 k - L2.m,k
T, = | Y31k"P Ys2k P Y33k P ---  T3mk

Ymik P Ym2k P Ym3k P --- Ymmk P

méatrixra az aldbbi moédon:

— Ha t; az M egy eleme, akkor legyenek z; ;, (1 <i < j <m) és
Yisk (1 < j <i<m)a Zp olyan elemei melyekre t;, = T}, és
cseréljik ki tp-t Ty-ra.

— Ha t, egy M feletti valtozo, akkor z; ;1 (1 <i < j < m) jeléljon
egy Zpe feletti valtozot gy, hogy i, j, k, €S T4, j, 6, PONtoOsan
akkor jelolje ugyanazt a valtozot (valamely 1 < i < j; < m,
1 <y < jo <m, 1< ky, ky <nindexekre) ha t; és ty ugyanazt
a valtozot jelolik M felett és iy = ia, j1 = jo. Hasonloan, y; j
(1 <j <i<m)jeloljon egy M feletti valtozot ugy, hogy vi, jr ks
€S Vi, j» ks DONtosan akkor jeldlje ugyanazt a valtozot (valamely
1< <ip <m, 1 <js <iy<m, 1<k, ky <n indexekre)
ha t; és t ugyanazt a valtozot jelolik M felett és iy = iy, j1 =
= Jo. Ahogy x; ;1 és y; jr értékei végigfutnak Zp« elemein, ugy
T}, értékei végigfutnak M elemein. Cseréljiik ki ¢x-t a T}, formalis
matrixra.
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Igy a T monom az alabbi alakra hozhaté:

Y111 P T1,2,1 Z1,31 - T1,m,1
Y211°P Y221°D T2.31 - T2.m,1
T ---T,=1| Y11°P Ys21°P Ys31°D .. T3,m,1
Ym11°P Ym21°P Ym31'P -+ Ymm1' P
Yiin P T1,2,n T1,3n s T1,mn
Yi1n P Y22n P T23n S T2.mn
Y3in P Ys2n'P Y33n-D ... T3,m,n
Ynmin P Ym2n P Ym3n P -+ Ymmn P

A f polinom 6sszes monomjanak atirasa O (|| f||) id6t igényel. Jelolje
F' az atiras utan kapott polinomot.

Jelolje a T7, - - -, T,, matrixok szorzatat
g11 G912 913 --- Gim
921 922 923 --- G2m
T ---T,=1 931 932 933 --- Ygsm
gm,l gm,2 gm,S e gm,m

A[R.1] lemmahoz hasonléan kiszamithatnank a g; ; polinomokat. Azon-
ban nem sziikséges részletesen ismerniink ezeket a formulakat, elegen-
d6 azt megértentink hogyan épiilnek fel. Legyenek 1 < 7,5 < m rog-
zittet indexek. A g;; polinom Z,. feletti monomok &sszege. Minden
monomban minden egyes Tj (1 < k < n) matrixbol egy elem szerepel.
Igy minden monom hossza n. Tehat, a matrixszorzas szabalya sze-
rint, a g; ; polinom legfeljebb m™ ! monom &sszege. Azonban minden
nemzéré monom legfeljebb o — 1 olyan tényez6t tartalmazhat mely a
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foatlobol vagy a f6atlo alol szarmazik, mivel Z, karakterisztikaja p®.
Tehat minden nemzéré monom az aldbbi alaka:

Lijir, 1 * Ligyin2 """ Ligy yjigy k1 Yig lki+1 P Ll iy k42 Ly, " Ligy 1,iny.
N TV V -
k1 darab tényezs ko darab tényezd
Yy la, TP y%kbilvlb—ly- R N .I;kb—h%k’b,n’
N 7
TV

kp darab tényezd

ahol 1 < b < aés0< ky,. .., k. Vegyiik észre, hogy itt ki,... &k <
< m — 1. Val6ban, barmely z; ; tényezd a f6atlo feliil szarmazik, igy
1 < g.BEzért 1 < 17 < dp < .o < i, < m, tehat By < m—1.
Hasonloan ks, ..., k, < m — 1. Igy minden nemzéré6 monom hossza
legfeljebb (m — 1) - a + @ — 1 = ma — 1. Speciélisan, ha ma — 1 <
< n, akkor g; ; minden monomja zér6. Tehét a g; ; polinom legfeljebb
m™*~2 monom &sszege és gy ||gi ;|| < (ma —1)-m™* 2 < a-m™*1,
Az F polinom legfeljebb ||F|| = ||f|| monom &sszege. Legyen

fir fiz fiz oo fim
foa fo2 foz . fom
F=1|fs1 faz f33 - fam

fm,l fm,2 fm,S fm,m

Barmely 1 <i,j < m indexekre az f;; polinom legfeljebb ||f|| darab
gi; polinom 8sszege. Tehat ||fi ;|| < [|f]| - am™ ! = O(]|f]]), mivel
a és m fiiggetlenek f-t6l. Az f; ; polinomok O (||f||) id6ben elkészit-
hetGek.

A métrixalak egyértelmiisége miatt az F' = 0 egyenlet pontosan
akkor megoldhato M felett, ha az

fi,j = 0 Z,j € {1, e ,m} (31)
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egyenletrendszer megoldhaté Z,. felett. A tétel segitségével a

1} egyenletrendszer megoldhatosaga Zy« felett O (H f |]a2'm2’p2a2)

idében eldonthetd.
Az algoritmus idGigénye:

— O (|| f]]) id6t igényel F' elkészitése;
— O (]| f]]) id6t igényel a (3.1) egyenletrendszer elkészitése;

-0 <|| f||°‘2'm2'p202> id6t igényel a 1} egyenletrendszer megold-

hatosaganak eldontése.

Tehat az f = 0 egyenlet megoldhatosaga M felett

a2.m2.p2e2 a2.m2.p2e2
O (LI AN+ LA ) = O (|11
id6ben eldonthetd. O

A[3.1) tétel bizonyitdsa. El6szor megmutatjuk, hogy egy tetszGleges
nilpotens gytiri feletti egyenletmegoldhatésag probléma eldonthetd
néhany specialis nilpotens matrixgytrd feletti szigma egyenletmeg-
oldhatosag probléma segitségével. Ha R egy nilpotens gytird, akkor
R felett az egyenletmegoldhatosag probléma és a szigma egyenlet-
megoldhatosag probléma bonyolultsaga megegyezik. Ugyanis a ¢ nil-
potenciaosztalyu R felett egy tetszdleges f polinom O (|| f|[*) id&ben
szorzatok Osszegére bonthaté. Itt ¢t = log |R|. Igy, cserébe egy extra
log |R| faktorért a futasids kitevGjében, feltehets, hogy az inputként
kapott polinomok monomok 0Osszegei. Masrészt az egyenletmegold-
hatosag problémét elegendd primhatvany karakterisztikaju nilpotens
gytrtkre vizsgalnunk, hiszen barmely véges gytri elGall primhatvany
karakterisztikaju gytrtk direkt osszegeként és az egyenletmegoldhato-
sag probléma komponensenként kezelhets. Wilson a [2.2] tételben jel-
lemezte a primhatvany karakterisztikaju nilpotens gytrtket specialis
M matrixgytrik segitségével.
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Legyen M egy [2.2] tételben szerepld matrixgytird. Azaz M azon
m X m-es Zpy feletti matrixok gytrtje melyek minden f§atlobeli és f6-
atlo alatti eleme a (p) idealbol szarmazik. Legyen R = M /Z. Legyenek
f1 és fo legteljebb n hosszti R feletti polinomok. Legyen f = f; — fs.
Ekkor az f; = f, egyenletnek pontosa akkor van megoldésa R-ben, ha
létezik olyan helyettesités melyre f értéke 0. Itt ||f|| < 2-n = O (n).
A tovabbiakban az f = 0 egyenletet vizsgaljuk R felett.

Legyen F' egy olyan monomok sszegeként adott M feletti polinom
amely R = M/Z izomorfizmusnal vett képe ekvivalens az f polinom-
mal. A[2.2] tétel szerint R karakterisztikaja p®, igy a < log |R|. Tovab-
bam < log|R|, p* < |R|. Ezért a®-m?-p*** < |R|?eRllog" |R|. Tehat
az F = 0 egyenlet megoldhatésaga M felett O <HFH|R|QIOE|R| log* |R|>

id6ben eldonthetd a . lemma alkalmazaséaval. Igy az f = 0 egyenlet
megoldhatosaga R = M /T felett O (|Z] || || IRIZ R og |R|) idében

eldonthets. Itt [Z] < M| < ()™ = O (yRyl‘)gQ‘R'). Vegyiik ész-
re, hogy ha f monomok 6sszegeként adott, akkor ||F|| = O (||f]|). Ha
azonban f tetsz6leges polinom akkor f monomok Gsszegére bontéasaval
egy extra log |R| kitev6t kapunk, igy ||F|| = O (HleOgIR‘). Tehat egy
tetszdleges R nilpotens gytirt felett az f = 0 egyenlet megoldhatosaga
O (Hf ||IRI2 o8 log® IRI) idében eldénthet. 0
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4. fejezet

Szemipattern csoportok

Ebben a fejezetben specialis matrixcsoportokra, az ugynevezett szemi-
pattern csoportokra vizsgaljuk az egyenletmegoldhatosag és ekvivalen-
cia problémak bonyolultsagat. Egy G = P x A csoportot szemipattern
csoportnak neveziink, ha P a szigoru fels6 haromszogmatrixok rész-
csoportja, és A a diagonalis méatrixok részcsoportja. A fels¢ harom-
szogméatrixok szorzatat jellemzo [2.1] lemma segitségével igazoljuk a
kovetkezo allitast:

4.1. Tétel. Legyen G eqy szemipattern csoport, S és T legfeljebb n
hosszi csoportkifejezések G felett. Ekkor O (n'G“OgQ‘G') 1ddben el-

donthetd az S = T egyenlet megoldhatosiga G felett, valamint az
G E S =T ekvivalencia.

Késébb a [6] fejezetben egy altalanos eljarast adunk mely segitsé-
gével az egyenletmegoldhatosag és ekvivalencia problémak egységesen
kezelhet6ek barmely G = P x A csoportra, ahol P egy p-csoport
és A egy Abel csoport. Ez az eljaras a szemipattern csoportokra is
alkalmazhato, azonban az altalanos modszer idékorlatjanak kitevGje
|G|'¢Ilog |G|, szemben a specialisan szemipattern csoportokra ebben
a fejezetben adott |G|log® |G| kitevovel.
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4.1. Szemipattern csoportok

Legyen F, egy véges test. Tekintsiik azon m x m-es I, feletti méatri-
xokat amelyek f6atloja alatt csupa nulla, f6atlojaban csupa nem nulla
elem szerepel. EE matrixok csoportot alkotnak a szorzasra nézve melyet
T (m,F,)-val jeloliink:

T (m,F,) =
( a1 h1,2 h1,3 - hl,m )
0 a9 h273 e h27m
0 0 a o ham| :aqeF heF,1<i<j<m
{ 0 O 0 ... anm )

Jelolje £ az mxm-es egységmatrixot, F; ; azt az mxm-es matrixot,
amely i-edik soranak j-edik eleme egy, minden mas eleme nulla. Legyen
HC{E;; : 1<i<j<m}. Legyen

Py = {E + Z hi,jE@j : hm’ € Fq}

EiijH

Azaz Py azon szigoru fels§ haromszogmatrixok halmaza melyekben a
f6atlo felett nulla all minden olyan (4, j) pozicidban melyre E;; nem
eleme H-nak. Ha Py egy részcsoport T (m,F,)-ban, akkor pattern
csoportnak neveziink. A pattern csoportok részletes leirdsa megtalél-
hato [3, I8]-ban. Legyenek Sy,...,S,, az F, részcsoportjai. Gyjt-
stk Ossze azokat az (i,S;) parokat, melyekre S;#{1}. Legyen D =
={(4,S;) : S;#{1},1 <i <m}. Legyen Ap azon m xm-es F, feletti
maéatrixok halmaza melyek f6atlojanak i-edik eleme S;-beli (1 < i < m),
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minden mas eleme nulla:

(

ap 0 O 0
0 ay O 0
Ap = 0 0 ag 0 aZESz,lgzgm
\ 0 0 O G )

Ha Py egy pattern csoport, akkor a Py - Ap csoport T (m,F,)
egy részcsoportja. Ekkor a Py - A p csoportot szemipattern csoportnak
neveziink, jele SPy p(m,F,). Megjegyezziik, hogy Py < Py - Ap és
igy Py - Ap = Py x Ap. Horvath [12] cikkének 4. probléméjaban
definialt U (3,7Z3) x Z; csoport egy példa szemipattern csoportra:

1 h k
UBZ)xZi = |0 a 1 | :acZl hklcz,
00 1

4.2. Egyenletmegoldhatésag probléma szem-
ipattern csoportok felett

Ebben az alfejezeteben a szemipattern csoportok feletti egyenletmeg-
oldhatosag illetve ekvivalencia problémék bonyolultsagat fogjuk meg-
hatérozni. Ezen problémék bonyolultsaga eddig még az U (3,Z3) x Z3
csoportra sem volt ismert.

4.2. Lemma. Legyen SPy p(m,F,) egy szemipattern csoport, és T
eqy tetszdleges, n hosszi csoportkifejezés SPy p(m,F,) felett. Ekkor a
T =id egyenlet megoldhatosaga O (nm(qfl)(‘HMD')) 1ddben eldonthetd
SPy p(m,F,) felett.

Bizonyitds. Legyen T = t;---t, egy csoportkifejezés SPy p(m,F,)
felett, azaz t (1 < k < n) egy valtozd vagy SPy p(m,F,) egy eleme.

25



Legyen

Yk T12k T13k --- Timk
0 yor Tozk .- Tompk
To=|0 0  %r - Tzmk|. (4.1)

Minden 1 < k£ < n indexre kicseréljiik t,-t a T), matrixalakjara az
alabbi moédon:

— Ha ¢, az SPy p(m,F,) egy eleme, akkor legyenek z;;; (1 <
<i<j<m)az Fyésy (1 <i<m)azS; <FY olyan
elemei melyekre a t; elem métrixalakja T}, és cseréljiik ki tx-t a
T}, matrixra.

— Hat), egy SPy p(m,F,) feletti valtozo és az (i, j) poziciora E; ; ¢
H (azaz SPy p(m,F,) minden elemének méatrixalakjaban az i-
edik sor j-edik eleme 0), akkor legyen z; ;, =0 (1 <1i < j < m).
Ha az (i, j) poziciora E; ; € H, akkor z; ;1 (1 <1 < j < m) jelol-
jon egy F, feletti valtozot tgy, hogy @i, j, k, €S T, j, &, PONtosan
akkor jelolje ugyanazt a valtozot (valamely 1 < i1 < j; < m,
1<y < jo<m, 1<k, ky <nindexre) ha t; és ty ugyanazt
a valtozot jelolik SPy p(m,F,) felett és iy = ia, j1 = jo. Ha-
sonldan, ha az i indexre (i,S;) ¢ D (azaz SPy p(m,F,) minden
elemének matrixalakjaban a f6atlo i-edik eleme 1) akkor legyen
yir = 1 (1 < i < m). Ha az i indexre (i,S;) € D, akkor y;
(1 < i < m) jeloljon egy S; feletti valtozot ugy, hogy v, x, €s
Yin ke DONtosan akkor jelolje ugyanazt a valtozot (valamely 1 <
< ip,ip < my, 1 < ki, ke < n indexre) ha t; és ty ugyanazt
a valtozot jelolik SPy p(m,F,) felett és iy = i5. Mivel minden
csoportelem matrixalakja egyértelmd, ezért ahogy z; ;; értékei
végigfutnak [F, elemein (E;; € H esetén) és y,; , értékei S; ele-
mein ((i,S;) € D esetén), ugy a T} formalis matrix értékei vé-
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gigfutnak SPy p(m,F,) elemein. Cseréljiik ki ¢4-t a T}, formalis

matrixra.

A T szorzat atirdsa a tényez6k matrixalakra torténd cseréjével O (n)

id6t igényel.
Igy a T csoportkifejezés az alabbi alakra hozhaté:

Y11 Ti121 T131 --- Tim,1
0 Y21 T231 --- T2am,1l
T = 0 0 Ys.1 coo T3m
0 0 0 . Ym,1
Yin Ti2n T13n --- Timn
0 Y2.n T23n --- T2mn
0 0 Ysn coo T3mn
0 0 0 coo Ymon

A szorzast elvégezve 2.1] lemma alapjan

fi g12 913 --- Jim

0 fo g3 ..o Gom
T=|0 0 fi - gsm]|,

0 0 0 ... fm
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ahol

fi= Hyi,lm

j—i—1 b ker1—1ki—1 ko—1
giv] : : E : E E E H y’ld() Zl1,k1 H yll,dl
b=0 i<hi<..<lp<jkpp1=b+1 c=1 ke=c dp=1 =k1+1
keg1—1 n
Hxle 1,le,ke H Yie,deTly,jky 11 H Yijdyi-

=ke+1 dpyr1=kpp1+1

Specialisan, ha (¢,S;) ¢ D, akkor f; =1, ha E; ; ¢ H, akkor g;; = 0.
A 2.]] lemma szerint ||g; ;|| = O (n™). Tovabba az f; és g;; polinomok
O (n™) id6ben elkészithetdek.

A métrixalak egyértelmiisége miatt a T' = id egyenletnek pontosan
akkor van megoldésa, ha az

filFy81,8m = 1 (1<i<m,(i,S;) € D) (4.4)
GijlF,.s =0 (1<i<j<m,E;;€H)

----- Sm

egyenletrendszer megoldhato I, felett. A tétel szerint a (4.4) egyen-
letrendszer megoldhatésaga [F, felett eldonthets az alabbi idékorlaton
beliil :

O ((mazicicjem{IIfll lgus [PV =
0 <(nm>(q—1>(|H\+\D|)) — O (nmlaDUHHIDD)

Az algoritmus idGigénye:

— O (n) id6t igényel a t; (1 < k < n) tényezsk cseréje a matrix-
alakjukra;

— O (n™) id6t igényel a (4.4]) egyenletrendszer elkészitése;
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-0 (nm(q_l)(|H +ID ‘)) idét igényel a 1’ egyenletrendszer megold-
hatosdganak eldontése.

Tehat a T' = id egyenlet megoldhatosaga SPy p(m,F,) felett
O (n+ ™ + @ DIHIHIPDY = O (ymla=D(HIHDD)
id6ben eldonthetd. O

A1) tétel bizonyitdsa. Legyenek S = xy---xp és T = y1 -+ -y, CSO-
portklfejezesek G felett ugy, hogy k < n. Tekmtsuk tovabba al =
= x'k - --a:|1G| Y1+ - yp formélis szorzatot. Ekkor az S = T egyen-
letnek pontosa akkor van megoldasa G-ben, ha létezik olyan helyette-
sités melyre 7" értéke id. Hasonléan G |= S ~ T pontosan akkor, ha
minden helyettesitésre T” értéke id. Itt || 77| < |G| -n = O (n), mivel
|G| sem S-t6l sem T-t6l nem fligg, igy n-tdl is fliggetlen. A tovabbi-
akban a 7" = id egyenletet, valamint a G = 7" ~ id ekvivalenciat
vizsgaljuk.

A 2] lemma szerint a G = SPy p(m, F,) feletti 7" = id egyenlet
megoldhatosaga O (n™ 2~ DIAIFIPD) idgben elddnthets. Itt ¢l 21PI <
< |G| Igy

|H| + |D| < log |G|

Az alaldnossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy
m < [H| +|D| < log|G].
Tehat

m(q — D)(|H| +|D|) < |G|log® |G|.
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A G E T' =~ id ekvivalencia pontosan akkor nem teljesiil, ha
T" = g megoldhato valamely id # g € G csoportelemre. Mivel |G|
nem fiigg n-t6l, a G = T" = id ekvivalencia eldénthets a G feletti

egyenletmegolthatosag probléma idékorlatjan beliil. O

30



5. fejezet

Nilpotens csoportok

Ebben a fejezetben nilpotens csoportok felett vizsgaljuk az egyenlet-
megoldhatosag probléma bonyolultsdgat. Egy 1j eljarast adunk amely
jelentGsen javitja az ismert polinomialis idékorlatot.

5.1. Tétel. Legyen G egy nilpotens csoport, S ésT legfeljebb n hosszi
csoportkifejezések G felett. Ekkor O <n%|G|21°g|G|> 1ddben eldonthetd,
hogy az S =T egyenletnek van-e megolddsa G-ben.

5.1. p-csoportok

Legyen P egy p* elemi csoport. Legyen P egy maximélis centralis
lanca {id} = Ng < N; < --- <N, = P. Ekkor N;/N;_; izomorf a
p rendd ciklikus csoporttal (1 < i < «). Minden 1 < i < « indexre
legyen b; € N; \ N;_;. Ekkor 5;N;_; az N;/N,;_; egy generatora. A
B = (b1,...,bs) sorozatot a P csoport (Ng <Ny < -+ <« N, lanchoz
tartozo) bdzisdnak neveziink. Legyen g € P tetszdleges csoportelem.
Ekkor egyértelmiien léteznek olyan uy,...,u, € {0,1,...,p— 1} ki-
tevSk melyekre

g ="0y"--- bl (5.1)
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A g elem B bazisra vonatkozo elsallitasat B-alaknak neveziink.

Az[5.2] lemmaban kiszamitjuk n csoportelem szorzatanak B-alakjat
az elemek B-alakjaibol redukalt Z, feletti polinomok segitségével. Itt
Z, a p-elem testet jeloli a {0,1,...,p — 1} alaphalmazon. A félreér-
tések elkeriilése végett a modulo p Osszeadast @, a modulo p szorzast
® jeloli, mig a hagyoményos, egészek kozotti sszeadast és szorzast +
és - jeloli az [5.2] lemma bizonyitasaban.

5.2. Lemma. Legyen P eqy p* elemi csoport. Legyen P eqy bdzisa
B = (by,...,by). Legyen C,, = (2p — 2)*7L. Egy tetszdleges n pozitiv
egészre legyen

Xpo={2k;  1<k<n1<i<a}.

Ekkor léteznek olyan fi, ..., fo € Zy[Xna) redukdlt polinomok, hogy
barmely g1, ..., g, € P elemekre melyek B-alakjai

gr = b - bt (1 <k <n),
agi--- gy szorzat B-alakja
gL g = bfl(um;---;uwa) . béa(ul,lL--;un,a). (5.2)
Bdarmely 1 < 1 < « indexre az f; polinom foka legfeljebb C,, || fi|| =
=0 (nCa), és fi kiszamithato O (nCO‘) 1ddben.

Bizonyitds. Az[5.2] lemmat « szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Ha
a =1, akkor C; = 1 és P izomorf a p rendd ciklikus csoporttal. Le-
gyen P egy generatora by, ekkor B = (by) bazis. Legyenek ¢1,...,¢9, €
€ P és jeldlje ezen elemek B-alakjait g, = b,"'(1 < k < n). Legyen
filzy;..5x,) =21 D -+ D xyy. Ekkor gy -+ g, = b{l(ul’”"';u"’l). Tovab-
ba f foka 1, || fi]| = O (n), és fi kiszamithato O (n) id6ben. Tehat f;
megfelel az[5.2] lemma feltételeinek.
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Tegyiik fel, hogy a lemma teljesiil barmely p® rendd csoportra és
legyen P egy p®*! rendd csoport. Legyen P egy maximalis centralis
lanca {id} = No<aN; <--- <N, <Ny;1 = P. Legyen P egy Ny <
AN <+ <N, <Ny lanchoz tart6zo bazisa B = (b, ..., ba, bay1).
Legyenek g1,..., 9, € P tetsz6leges csoportelemek és jelolje ezen ele-
mek B-alakjait

g = B Bt (1<k<mn).

Ki fogjuk szamitani a
_qu1ln Ul UL, 041 Un,1 Un, o JUn,a+1
g1 G = Dyt BB e (5.3)

szorzat B-alakjat. Elgszor folvazoljuk a {6 lépéseket majd elmagyaréaz-
zuk a részleteket.

1. A —beli zy = [z, ylyz Ssszefiiggest alkalmazva a b, (1 <

< k < n) tényezsket az szorzat jobb oldalara gytjtjiik.
El6szor a b7 tényezst vissziik jobbra egyenként felcseréve
a b;>" (1 <i<a) tényezskkel, mig b,>7"" mellé keriil. Minden

ilyen cserével egy [b3}7"",b;*"] kommutator keletkezik. Igy vé-

gil b3 és b3 egymas mellett dllnak a szorzatban. Legyen

X € Z,[z;y] a modulo p atviteli fiiggvény:

17 ha x + Yy > b,
X (z3y) = o (5.4)
0, egyébként.

A b és b3 tényezok egymas mellett szerepelnek a szor-
zatban, igy az aldbbi moédon 6ssze tudjuk vonni ket :

bu1,a+1bu2,a+1 . bul,a+1+u2,a+1 . (bp )X(Ul,a+1;u2,a+1) bu1,a+1€Bu2,a+1
a+1 a+1 - Ya+1 - a+1 a+1 .
(5.5)
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Majd a bzlﬁﬂ@ug’a“ tényezdt vissziik jobbra és igy tovabb. A k-
adik lépésben (1 <k <n-1)a bzlﬁﬂ@m@uk’““ tényezdt egyen-
ként feleseréljiik a b,*"™" (1 < i < a) tényezdkkel, mig b."" """

i a+1
) ) A Ul ®Bu g
mellé nem keriil. Ezutan, ésszevonjuk b, 7" R N

tényezdket (5.5) mintajara:

bU1,a+1®---®uk,a+1buk+1,a+1 . b(ul,a+1@-"®uk,a+1)+uk+1,a+1 _
a+1 a+1 - Ya+1 -

_ (bZH_l)X(Ul,a-s-l@“‘@uk,aﬂ;uz,a+1) bZioiJrl@"'@uk,ale@UQ,aJrl' (5.6)

Végiil, miutan az Gsszes b7 tényez6t jobbra gydjtottiik (1 <

< k < n—1), aszorzat vegén b3V gzerepel. Jelol-
je S az —b()l igy kapott formalis szorzatot. Ekkor S utol-
s6 tényezGje bgﬁﬂ@”'@“m“*l. Jelolje T' azt a formalis szorzatot
melyet S-bdl az utols6 tényezs elhagyasaval kapunk. Azaz S =

& P
= T4yt e+t Ekkor T tényez6i

— b; hatvanyok valamely 1 < i < « indexre;

— [bZ1,b!] alaka kommutétorok melyeket a b7, b =
= [b%,,, bY]b/ V%, cserékbdl kaptunk;

3 «

— 0}, hatvanyok melyeket az (5.6)-beli 6sszevonasok soran

«

kaptunk.

Igy T osszes tényezéje az N, részcsoport eleme. Az N, csoport
p® rendd és N, egy bazisa B = (b, ..., b,). Tehat alkalmazhat-
juk az indukcios feltevést a T' szorzat B-alakjanak meghatéaroza-
sédra. Ehhez azonban sziikségiink van némi technikai el6késziilet-
re a2l és[3] 1épésekben.

. Meghatarozzuk a T' szorzatban szerepld [bz H,bﬂ (x,y € Zy,
1 <1 < ) kommutatorok B-alakjait. Bebizonyitjuk, hogy létez-
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nek olyan redukalt ¢ M) e Zpz1;.. xy] (1 <45 < a1 <
< k < n) polinomok melyekre

bm ,a+1D-- DUk, a+1 buk+lz _
a+1 -

_ bwm (U1,a+1;~~-;uk,a+1;uk+1,i) o bzika) (ul,a+l;~~~§uk,a+1§uk+l,i)' (5‘7)

Tovabbaz/} =0 (k1) <O (),
és wm- kiszamithato O (kP~!) < O( ) idében.

3. Hasonl6an meghatarozzuk a 7' szorzatban szerepld (bﬂ H)u (ue
€ Z,) hatvanyok B-alakjait. Bebizonyitjuk, hogy léteznek olyan

redukalt X(k) € Zyxy;..;oy] (1 <i<a,1<k<n) polino-

mok melyekre

(bp ) (U1,a+1@~~-@Uk,a+1;uk+1,a+1) o
a+1

b 1 (ul,CH-l§~~-§uk,a+1§uk+1,o¢+l) bXExk)(Ul,a+1?v--?uk,a+l§uk+1,a+1) (5 8)
< by . .

Tovabba ™ foka legfeljebb 2p—2, ‘ P H — O (k") < O (),
és Xz ) Kiszamithat6 O (kP~1) < O (nP7!) id6ben.

4. Veégil alkalmazzuk az 1nduk01os feltevést a T szorzatra a[2] és[3] 1é-
pésekbdl kapott ¢ és Xz( polinomok felhasznélasaval, és be-
bizonyitjuk az[5.2] lemmat az S szorzatra.

El6szor a szorzat jobb oldaldra gytjtjiik a b, 5" tényezdket (1 <
< k <n). A 2.1)-beli zy = [x,y|lyr Osszefiggést alkalmazzuk x =
= b5y = by esetén és feleseréljiik az b,y és by tényezSket a
g192 szorzatban:

_qu1ll Ut pULatl U217 U227 U23 U2, o U241
G192 = by - b0, 1T by T by by T e b b,

U1,1 ul, Ul,a+1 U2,1 U2,1 73Ul 417 U2,27U2,3 . hu2, U2, 41
— b c bOé & I:ba+1 b ] bl ba+1 b2 b ba, aba+1 .
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Majd az zy = [z, ylyx Osszefiiggést © = b1,y = by>” esetén alkal-

. 1 u , u , o
mazzuk és felcseréljiik b, és b,** tényezoket:

_qu11 uq, Ul,a+1 U2,1 U2,1 Ul,a+1 7U2,2 U2,2 73Ul a417U2,3
g192 = by '“baa[ba—l—l NG ]b1 [ba-i-l b }b2 ba+1 b3

U2 4 U2, U2 a+1
b4 "'ba aba+1

Ezt az eljarast folyatjuk, mig a b} tényezs b,57"" mellé nem keriil:

__ju1 Ui, UL, a1 U2, 1 U2, 1 UL, a1 U2 2 u2,2 UL, a+1 U2, 3
9192 = by "'baa[baﬂ by ]bl [baJrl b ]b2 [baJrl by ]

Uu2,3 UL, a+1 U2, U2, Ul,a+17U2,a+1
b3 "'[ba+l Jba a}ba aba+& ba+1 .

UL, 0+1
a+1

dexre. Majd Osszevonjuk a bui5™ és bi2S™ tényezdket by et
hatvannya. Azonban az uj 441 + Uge4+1 Kitevé nem biztos, hogy a
{0,1,...,p— 1} halmaz eleme. Legyen x: Z; — Z, az -ben defi-
nialt modulo p atviteli fiiggvény. Ekkor létezik egy olyan Z, [x; y]-beli
redukalt polinom mely a x fliggvényt reprezentalja [21]. Ezt a redukalt
polinomot szintén x jelolje. Megjegyezziik, hogy [9]-ben explicit formu-
lat adtak a y fiiggvényt reprezentald redukalt polinomra. Szamunkra
azonban elegendd, hogy a x polinom foka legfeljebb 2p — 2 és kisza-
mithaté. E polinom elkészitéséhez sziikséges id6, csak a P csoporttol

fligg, fliggetlen n valasztasatol. Ekkor

Igy o 1j kommutéatort kapunk: b ,b;'] az Gsszes 1 < i < o in-

buLa+1+uZa+1 ::(bp

)X(Ul,a+1;U2,a+1) bul,a+l@u2,a+1
a+1 a+1

a+1 )
és
_ U1 Ui, Ul,a+1 7 U2,1 U2,1 Ul,a+1 pu2, U2,
9192 _'bl "'ba “ [ba+l 7bl } bl "'[ba+l 7ba a] ba “

(bp )x(ul,a+1;U2,a+1) pULo+1®uz.att
a+1 a+1 .

. u Du , . L ee U, 4 2.
Majd a b, ;777" tényez6t felcseréljitk by™" tényez6vel a g1 g2gs3 szor-
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zatban:

_qul ui, Ul o+l pU2,17 LU2,1 Ulatl Fug, ug,
919293 = bl o ba “ [ba—l—l ’bl } bl e [ba+1 7ba a] ba “

X(U1,04+13U2,041) 3UL,a+1DU2,a+17U3,17U3,2 U3, 0 U3, 041
(biﬂ) ba+1 bl bz "'ba aba+1

__qu1 Ui, UL, a+1 U2, 1 Uu2,1 U, a+1 U2, U2,
_bl "'baa[baJrl 7b1 ]bl ”'[ba+1 7baa]baa

bp )X(Ul,a+1§u2,a+1) bu1,a+1®uz,a+1 bus,l bus,lbul,a+1@U2,a+1
( +1 a+1 » Y1 1 a+1

«
us, 2 U3, U3, a+1
b2 puanpiie
csoz . , U Du A 2 .U, . .
Ezt az eljarast folyatjuk, mig a b, ;7" > tényezd b, ;7" mellé keriil:

_qu1 w1, Ula+l pU217 pU2,1  [pULatl pusg, ug,
919293 = by -+ by [ba—l-l by ] by [ba+1 NS a] b

Ul,a+1,U2,« Ja+10U2, o U U
(bp+1)X( Lot15U2,a+1) [b:i:_lﬂ uzatl g, 31} U

«

bU1,a+1€BU2,a+1 b’u,g’a buS’abul,a+l®u2,a+lb“S,a+1
a+1 » Yo « a-+1 a+1

c ] e U Du . U . 2
Majd Gsszeszorozzuk b, és b7 tényezdket

bul,a+1®u2,a+1bu3,a+1 . (bp

)x(ul,a+1@u2,a+1;u3,a+1) bu1,a+1®U2,a+1®u3,a+1
a+1 a+1 - a+1

a+1 3
igy tehat
_qui1 w1, U4l U217 2U2,1 | [pUla+l jus ug,
919293 = bl T ba “ [ba+1 b } b [ba—l—l 7ba a:| ba “
X(Uu1,a+413u2,041) [ 01,a41BU2,041 Fu31 u3,1
(bhs1) [ba+1 L KR
U1,a+1PUZ,a+1 Fus, u3, X(U1,0+1DU2,0+1;U3,a+1)
|:ba+1 7ba ai| ba “ (prrl)

«

bul ,a+1Du2,a+1Du3, a+1
a+1

Ismét o 1) kommutéatort kapunk: [bgﬂﬁ*l@m'““, bqf”} az osszes 1 <4 <

. , ;. UL, 0+1DU2,a+1DU3, o
< o indexre; és egy Gjabb 07, hatvanyt. Ezutan a b, " et et
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tényezGt vissziik jobbra, stb. Altalanosan, a k-adik 1épésben (1<k<

<n—1) a bty TR tenyerdt feleseréljiik az Gsszes byt 1 <
<1 < « tényezével. E cserékkel o 1j
UL, 041D DUk, o Uk+1,i .
[ o pe (1<i<a) (59

3 : < LU D---Du p U ‘<
kommutator keletkezik. Tovabba b, 7" POt Es bt egymas

UL, a4+1D DUk, a+1 Ue+1,k+1
ésb

mellé keriil a szorzatban. Ekkor 6sszevonjuk b, ot 1

tényezdket :

bul,a+1@-~'@uk,a+1 bua+1,k+1 .
a+1 a+1 -

. X(U1,a+1@ DUk, a4 1;Uk+1,a41) 7UL,at1B - BUk,at+1BUL+1,a+1
Gy Dot . (5.10)

Ezzel az eljéréssal az 6sszes b,57"" tényezst (1 < k < n) jobbra gytjt-

juk és (5.10) mintajara Osszevonjuk ezeket. Végiil a szorzat utolsd

tényezGje bZi‘}“@m@u"’““ lesz. Jelolje S az (5.3)-bol igy kapott formé-

lis szorzatot. Jelolje T' azt a formalis szorzatot melyet S-bél az utolso
UL, a+1D - OUn,a+1

tényez6 elhagyéasaval kapunk. Azaz S = Tb,}] . Ekkor a T
szorzat tényezG6i

— b; hatvanyok valamely 1 < i < « indexre;

u ®---DBu U i , .
boia et b, ’““”} alakt kommutatorok melyeket a

Ul,a+1D QUL a+1 Uk+1,i
b ortgg b, M

il tényezdk cseréibdl kaptunk;

— P, hatvanyok melyeket az ((5.10)-beli sszevonésok soran kap-

«

tunk.

Azaz T Osszes tényezGje az N, részcsoport eleme. Az N, csoport p®
rendi és N, egy bazisa (by,...,b,). Tehat, némi technikai elgkésziilet
utan, alkalmazhatjuk az indukcios feltevést a T szorzat B-alakjanak
meghatéarozasara.
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A [ lépesben az (5.9) alakt kommutéatorok B-alakjainak kiszami-
tasaval folytatjuk. Legyen ¢ ;: Z2 — Z, (1 <1i,j < a) az a fiiggvény
melyre

[V 0] = 0 ),

Ekkor kiszamithato egy olyan Z, [x; y]-beli, redukalt polinom mely a
i (1 <1i,5 < a) fiiggvényt reprezentalja [21]. Ezt a redukalt polino-
mot szintén v; ; jelolje. E polinom elkészitéséhez sziikséges idg, csak a
P csoporttol fiigg, fliggetlen n valasztasatol. A 1); ; polinom foka leg-
feljebb 2p — 2 minden 1 < 4,57 < « indexre. Specialisan megadhatoak
olyan ¢s¢ € Z, (0 < s,t < p — 1) konstansok, hogy

p—1 p—1

¢Z,j xy @@%t@x @y

t=0 s=0

Helyettesitsiik a 1; ;(x; y) polinom z valtézojat az x4 @ - - - B xy, Osszeg-
gel, majd bontsuk fel a zardjeleket és végezziik el a lehetséges Ossze-
vonasokat minden 1 < 4,7 < a és 1 < k < n indexre. Jeldlje ¢§’§.) €
€ Zyx1;. .. 2 y] az igy kapott redukalt polinomot. Ekkor B-
alakja

bul ,a+1D-- DUk, a+1 buk+1 Ji
a-+1

L. . (k) .. .
_ bwm (1,0 153U, 013 UkA41,7) o bii,a(ul,a+1,~~~,uk,a+17uk+1,i). (5.11>

Tovabba, a polinomialis tétel szerint,

p—1 p—1

s! s s
¢z(§) (xl;”-;xk;y) = @@ @ mc&t@xll@"-@xkayt.

t=0 s=0 0<s1,...,5k
S1+-+s=s

A ¢§,kj) polinom s-ed fok monomjainak szdma meghatarozhato k elem
s-ed osztalyt ismétléses kombinacioja segitségével. Igy a monomok
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. k .
szama a 1/}2( j) polinomban

p—1
(k+z 1>:O<kz+p 1 1)20(]6]“)'
0

S= p B 1
A ") polinom foka legfeljebb 2p — 2. Tay ‘ O\ < o). A p®
(1 <i,j <o 1<k < n)polinomok egyiittesen O (3_,_, k*~!) <
< O (n?) id6ben kiszamithatoak.
A . lépesben az —beli Osszevonasok soran kapott p-hatvanyok
B-alakjainak kiszamitasaval folytatjuk. Mivel 0%, € N, ezért egyér-
telmden léteznek olyan ci,. .., c, € Z, konstansok melyekre

— KA Ca
bp+1_b1 ...ba’

azaz
(bZH)X(I;y) — b?@x(m;y) e bgaGX(ac;y).

Helyettesitsiik a x(z;y) polinom z valtézojat az x1 @ - - - @ xy Osszeg-
gel, majd bontsuk fel a zardjeleket és végezziik el a lehetséges Ossze-
vonasokat minden 1 < ¢ < a és 1 < k < n indexre. Jeldlje Xl(-k) €
€ Zy|x1;. .. ;23 y] az igy kapott redukalt polinomot. Ekkor az (5.10))-
beli p-hatvany B-alakja

(bp )X(Ul,a+1@"'@uk,a+1;uk+1,a+1) -
a+1

_ bi(gw(WH;...;W,QH;WH,QH) . bggc)("“'““*'*““‘*““’“*1"**1). (5.12)
(h
hasonloan, O (k*~1). A X@(k) polinom foka legfeljebb 2p—2. Tgy ngk) H <

< O(kP71). A Xz(k) (1 <i<a, 1<k < n)polinomok egyiittesen
O (>"h_, k1) < O (nP) id6ben kiszamithatoak.

Tovabbad a monomok szama a Yy, polinomban, a wz(,kj) polinomhoz

40



Végiil afd] lépesben alkalmazzuk az indukeios feltevést a T' szorzat-
ra. Irjuk at az (n — 1) - « darab (5.9) alaka kommutatort és az (n — 1)

darab ((5.10))-beli p-hatvanyt B-alakjaikra ((5.11]) és (5.12)) alkalmazasa-
val. A T szorzat ezen feliil még n-a darab b, (1<i<a,1 <k <n)

alakt tényez6t tartalmaz. Jelolje n a T tényezGinek szamat, ekkor
n=a-n+a-(n—1)+n—-1=Q2a+1)-n—a—-1=0(n).

A T szorzat minden tényezGje N,-beli, igy minden 1 < k < @ in-
dexhez léteznek olyan g ,,...,u;, € Zy, hogy a k-adik tényezs B-

alakja b?f“’l .. babe Ha a T szorzat k-adik tényezdje b, valamely
1 <i<a,1 <k <n indexekre, akkor
Ug;, haj =1,
A I (5.13)
7 0, ha j # 1.

Ha a T szorzat k-adik tényezsje (5.9) alakid kommutator valamely
1 <i<a, 1<k <n indexekre, akkor

afw = @Di(? (Ut o155 Ukyat 15 Ukr1i) - (5.14)

Végiil, ha a T szorzat k-adik tényezSje (5.10)-beli dsszevonasbol szér-
mazo6 p-hatvany valamely 1 < k < n indexre, akkor

- k
Gy = X5 (Unasts - -5 Ukar 1 ek at1) (5.15)
Legyen Xﬁ@ = {5:,571. : l~c <n1<i< } Az indukecios felte-
vés szerint léteznek olyan f, . . f [ ﬁ7ai| redukalt polinomok,

hogy )
T — b{l(ﬁl,l;---;'aﬁ,a) . bia(ﬂl’l;m;ﬁﬁ’a).

Tovabba barmely 1 < [ < « indexre az f; foka legfeljebb C,, le =
=0 (ﬁCa) =0 (nCC“), és f, kiszamithato O (ﬁC@) =0 (nCa) idében.
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Legyen X, o1 = {ak; : 1 <k <n,1<i<a+1}. Az alabbiak-
ban 1 <[ < « indexre definidljuk az f; redukalt polinomot, melyet az
f, polinomboél kapunk az Ty, ; valtozok (1 < k<nl1<j< «) megfe-
lels (5.13)), (5.14) és (5.15) szerint kapott Z, [X,, a+1] feletti redukalt
polinomokkal valo helyettesmesevel Legyen 1 < k < n rogzitett. Ha
a T szorzat k-adik tényezGje b ,valamely 1 < i < a, 1 < k <n
indexre, akkor

Ty, valtozora, ha j =1,

-, (516)
O-ra, ha j # 1.

az Ty, ; valtozot kicseréljik {

Ha a T szorzat k-adik tényezdije (5.9) alaki kommutator valamely
1 <i<a, 1<k <n indexekre, akkor

az Ty ; valtozot kicseréljiik a wi(f;) (1,041 - - - s Thoat1; Th+1,;) Polinomra.
(5.17)

Végiil, ha a T szorzat k-adik tényezGje —beli Osszevonasbol szar-

mazo6 p-hatvany valamely 1 < k& < n indexre, akkor

az Ty ; valtozot kicseréljik a X§k) (T1,0415 - - - s Thoat1; Tht1,0+1) POlinomra.
(5.18)

Jelolje f; azt a redukélt polinomot melyet az fl polinombol ,

, helyettesitések utan, a zardjelek felbontésaval és a lehet-

séges Osszevonasok elvégzésével kapunk. A T szorzat B-alakja ((5.13)),
(5.14), és (5.15) alapjan
T — b{l(ul,lL..;Un,aJrl) . bia(ul’l;m;un’thl).
Legyen
faJrl (xl,l; cee ;xn,oﬂrl) = @xk,oﬂrla
k=1

ekkor a gy - - - g, szorzat B-alakja

g

g fi(urnsesun,at1) Fo(ur 155t ar1) pfatr1(Ui,155Un,a41)
L ge = b o plalu, ) plot ‘
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Tehat fi,..., fa, far1 eleget tesznek az feltételnek.

Mivel C, = (2p—2)*"", legyen Coyy = (2p—2)%. Az f; poli-
nom foka legfeljebb C,, a indukcios feltevés szerint. Az f; polinomot
az f; polinombol a valtozok helyettesitésével kaptuk. Az f; egy val-
tozbjat esetén xy;-vel vagy O-val helyettesitettiik, ese-
tén wfz)—val helyettesitettiik, esetén ng)—val helyettesitettiik. A
w(k-) és X(k) polinomok foka legfeljebb (2p — 2). Tehat f; foka legfel-

%,] i
jebb (2p —2) - C = (2p — 2)" = Cyy1. Mésrészt H@Dl(];) < O (nPh),

|

jebb O <(n(p_1))ca> =0 (n(p_l)ca) darab monom keletkezik. Tehéat

XE’”H < O(n?™Y), igy f, barmely monomjanak felbontasébol legfel-

Ifill < O (nP=D%) Hﬁ” < O (nr=D%) O (n%) <
<0 (n(zp’Z)C") <0 (nC"“) )

Az f; polinom valtozéinak helyettesitése utan, a zarojelek felbontasa
és a lehetséges Osszevonésok elvégzése O (nca“) idében kiszamithato.
Az f; polinom kiszamitasdnak idGigénye:

-0 (nca) id6t igényel az fl polinom kiszamitasa;
— O (nP) id6t igényel a 1/1,5? polinomok kiszamitasa;

)

— O (n?) id&t igényel a ng polinomok kiszémitésa;

-0 (nca+1) id6t igenyel f; elkészitése az fi, %(/;) és ng) polinomok-
bol.

Figyelembe véve, hogy p < 2p — 2 < C, < Cyy1 az f; polinom kiszé-
mitasnak idGigénye

@) (nC“ +nP +nP + nc‘)‘“) =0 (nC““) .
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5.2. Egyenletmegoldhat6sag probléma nilpo-
tens csoportok felett

Ebben a alfejezetben bebizonyitjuk az [5.1] tételt. Ehhez a kovetkezd
lemmat fogjuk alkalmazni.

5.3. Lemma. Legyen P egy p* elemi csoport, és T egy tetszdleges, n
hosszi csoportkifejezés P felett. Ekkor O <n%(2p’2)%‘> idében eldont-
hetd, hogy a T = id egyenletnek van-e megolddsa P-ben.

Bizonyitds. Legyen P egy bazisa B = (by,...,b,). Legyen T =t ---t,
egy csoportkifejezés P felett, azaz t; (1 < k < n) egy valtozo vagy P
egy eleme. Minden 1 < k < n indexre kicseréljiik t4-t a b7 - - - bo™"

szorzatra az alabbi modon:

— Ha t;, a P egy eleme, akkor legyen x;,; (1 < i < a) a Z, egy
olyan eleme melyre t; B-alakja t;, = b;"" --- by és cseréljiik ki

te-t a b7 -+ bat B-alakra.

— Ha t; egy P feletti valtozo, akkor z;,; (1 < i < «) jeloljon
egy Z, feletti véaltozot ugy, hogy wxy, ; ¢€s xp,,, pontosan ak-
kor jelolje ugyanazt a valtozot (valamely 1 < ky,ky < n, 1 <
< iy,io < « indexre) ha t; és ty ugyanazt a valtozot jelolik P
felett és i1 = i9. Mivel minden csoportelem B-alakja egyértelmi,

ezért ahogy xy1,..., 2, értékei végigfutnak Z, elemein, agy a
biE" - be” kifejezés értékei végigfutnak P elemein. Cseréljiik ki

x x s
ti-t a by""' - - by formélis szorzatra.

A T szorzat atirdsa a t;, tényezok B-alakjaikra torténd cseréjével O (n)
id6t igényel.

Az lemma alkalmazasaval jellemezhetjik a ty---t, szorzat
B-alakjat. Legyen X, , = {zx; : 1<k<n,1<i<a} é C, =
= (2p — 2)>7L. Szamitsuk ki az . lemméban szerepld fi,..., fo €
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€ Zy [ X,) redukalt polinomokat. Ez O (n“) idében megtehetd. Ek-
kor || i = O (n®) minden 1 <! < « indexre. Az 5.2 lemma szerint
aty---t, szorzat B-alakja

oot = b{1($1,1;...;$n,a) . bé"‘(ml‘l;"';x"’a)

Az id B-alakjaid = 09 - -- 0. A B-alak egyértelmtisége miatt, at, -+ - t, =
= id egyenletnek pontosan akkor van megoldasa P-ben, ha az

fl (xl,l; <o ;xn,a) =0
(5.19)

fa (xl,l; .. ;xn,a) =0

egyenletrendszer megoldhato Z, felett. A . tétel szerint az ([5.19)
egyenletrendszer megoldhatosaga Z, felett eldontheté az aldbbi id6-
korlaton beliil :

O (maX Hle(p_l)a) <0 (nca'(pfl)‘a) <0 <n(2p72)°‘_1'(p71)-a) _

1<i<m -
=0 (n%@pﬂ)%) .

Az algoritmus idGigénye:
— O (n) idé6t igényel a t, (1 < k < n) tényezsk cseréje B-alakjaikra;

-0 (n%)=0 (n(2p_2)a71> id6t igényel az f; (1 <1 < «) redukalt

polinomok elkészitése;

-0 n%(Qp_Q)a“> id6t igényel az (5.19) egyenletrendszer megold-

hatosaganak eldontése.
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Tehat a P feletti T = id egyenlet megoldhatdsaga
0 (n L@ n%(zp—m“a) -0 (n%@p—z)aa)

idében eldonthetd. O

Az[5.1] tétel bizonyitdsa. Legyenek S = w1 ---xp és T = yy -+ -y, CSO-
portkifejezések G felett ugy, hogy k < n. Tekintsiik tovabba a T =
xlkG‘_l x -m'lGI_lyl -+ -y, kifejezést. Az S = T egyenletnek pontosa
akkor van megoldasa G-ben ha létezik olyan helyettesités melyre 7"
értéke id. Ekkor |[T"|| < |G|-n = O (n), mivel |G| sem S-t6l sem T-t61
nem fligg, igy n-t6l is fliggetlen. A tovabbiakban a 7" = id egyenletet
vizsgaljuk.

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor G egy p® rendid csoport.
Az [5.3] lemma szerint a T’ = id egyenlet megoldhatosaga G felett

@) <n%(2p’2)aa> idében eldonthets. Itt |G| = p®, a < log|G|, 2p —2 <
<p?, fgy

1 o 1, 1 o
52 =2)%a < opa < |Gl log |Gl

A masodik esetben G legyen egy nilpotens csoport és Py,.... P, a
Sylow részcsoportjai. Ekkor G a Sylow részcsoportok direkt szorzata.
Igy T" = id pontosan akkor oldhaté meg G felett, ha minden 1 < i <
< m indexre T = id megoldhato P; felett. Barmely 1 < i < m in-

dexre a T" = id egyenlet megoldhatosaga P; felett O (n%‘P”zlog'Pi‘) <

<0 (n%‘mzlog'c"" idében eldonthetd. Igy egyiittesen az dsszes 1 < i <

< m indexre O (m - n%\G\ZloglG\) -0 (n%\Gl“oglG\> idékorlat adodik,

mivel m nem fiigg T"-t6l, csak a G csoporttol. ]
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6. fejezet

P x A csoportok

Ebben a fejezetben az egyenletmegoldhatosag problémat vizsgaljuk
olyan G = P x A szemidirekt szorzatokra, ahol P egy p-csoport és
A egy Abel-csoport. Egy altalanos eljarast adunk amely egységesen
kezeli a legtobb olyan feloldhaté de nem nilpotens csoportot melyre a
korabbi tételekkel az egyenletmegoldhatosag probléma eldonthets. S6t
ez az Uj eljaras sok olyan csoportra is alkalmazhaté melyre a korabbi
eredmények nem mondtak semmit.

6.1. Tétel. Legyen P eqy p-csoport, A eqy Abel-csoport. Tekintsiink
eqy G = P x A szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T legfeljebb n
hosszi csoportkifejezések G felett. Ekkor O (n‘G“G‘lOg‘G') iddben el-
donthetd, hogy az S =T egyenletnek van-e megolddisa G-ben.

A [6.1] tétel alkalmazasaval egy hasonléan altalanos eredményt bi-
zonyitunk az ekvivalencia problémarol:

6.2. Tétel. Legyen N nilpotens csoport, A Abel-csoport. Tekintsiink
eqy G = N x A szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T legfeljebb n

hosszi csoportkifejezések G felett. Ekkor O (n‘G“G‘log‘G') iddben el-
donthetd a G |= S =T ekvivalencia.
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6.1. P x A csoportok

Az alabbi szakasz sokban emlékeztet az[5.1] szakaszra mely gondolatait
és modszereit fogjuk alkalmazni.

Legyen P egy p® elemt csoport, A egy Abel-csoport. Tekintsiink
egy G = P x A szemidirekt szorzatot. Vegyilik P egy maximélis cent-
ralis lancat és egészitsiik ki ezt G egy kompozicidlancava: {id} = Ny<
<N;<---<aN, =P =My<M;«- - '<]M5 = G. Ekkor N; <P minden
1 <4 < aindexre, M; <G minden 1 < j < 8 indexre, de N; <G nem
feltétlen teljesiil. Az N;/N;_; csoport izomorf a p rendi ciklikus cso-
porttal (1 <14 < «) és az M;/M,_; csoport izomorf a p; rendd ciklikus
csoporttal, egy alkalmas p; primre (1 < j < ). Minden 1 < i < «
indexre legyen b, € N;\ N,_; és minden 1 < j < § indexre legyen ¢; €
€ M; \ M,_;. Ekkor b;,N;_; az N;/N,_; egy generatora és ¢;M,_; az
M, /M;_; egy generatora. A B = (by,...,bs,c1,...,cg) sorozatot a G
csoport bazisanak neveziink. Legyen g € G tetsz6leges csoportelem.
Ekkor egyértelmiten léteznek olyan uy,...,u, € {0,1,...,p—1} és
v €{0,...,p1—1},...,u3€{0,...,ps — 1} kitevék melyekre

gzb?l---bgacqfl-ncgﬁ. (6.1)

A g elem B bazisra vonatkozo elsallitasat B-alaknak neveziink.

A G = P x A csoport p-Sylow részcsoportja norméalosztd me-
lyet jeloljon Pg,. A G/Pgy csoport Abel melyet jeléljon B. Ekkor
(|Psyl, |B|) = 1, igy a Shur-Zassenhaus tétel szerint G = Pg,; x B.
Tehat G = P x A esetén p { |A| az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetd.

A legkisebb p karakterisztikaju testet mely multiplikativ csoportja
tartalmaz pi,...,ps rendi részcsoportokat a G csoport alaptestének
neveziink. Barmely G csoportnak létezik és kiszamithato az alapteste.
Legyen ugyanis m a pi,...,ps primek legkisebb kozds tobbszordse.
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Ekkor p { |A| miatt p és m relativ primek, igy a

p' =1 mod m
kongruencidnak létezik minimélis pozitiv egész x = s megoldéasa. Te-
hat G alapteste a p® elemid test. Megjegyezziik, hogy s < m < |A|,
igy

p° < plAl (6.2)

Legyen a G csoport alapteste F,. Legyen S; < Fy a p; elemi

ciklikus csoport (1 < j < ). Valamely p; primre jel6lje a modulo p;,

osszeadast ©p,, a ({0,...,p; —1},®,,) csoportot Z, (1 < j < 3).
Legyen egy rogzitett izomorfizmus

0y Ty =S, (1<i<h). (6.3)

Legyenek X, = {z; : 1 <i<a},Yy = {y; : 1 <j<p3}. Ekkor
leteznek olyan xi, ..., Xa € Fy[Xa; Ys] redukélt polinomok, hogy béar-
mely h € P < G és a € A < G elemekre melyek B-alakjai

v
h:b’[fl.~.bgo‘c?...cg7 a/:b(l).-.bgcall...cﬁﬂ

a h® konjugalt B-alakja

Re — b)l(l(u1;...;ua;g@1(v1);...;g@5(vg)) L bga(uu...;ua;sm(’01);._'%905(1),3))0(1] . C%.
(6.4)

Legyenek ugyanis y;: Fot% — F, (1 < i < ) olyan fiiggvények me-
lyek eleget tesznek a feltételnek. Ekkor kiszamithatoak azok az
F, [Xa; Ys]-beli, redukalt x; polinom melyek a x; fiiggvényeket repre-
zentaljak [21]. A x; polinom foka legfeljebb (o + 5) - (¢ — 1) és x;
legfeljebb ¢®*# monom &sszege (1 <i < a).

A 6.3 lemméban kiszamitjuk n darab G-beli csoportelem szorza-
tanak B-alakjat az elemek B-alakjaibol redukalt IF, feletti polinomok
segitségével. A bizonyitas sokat merit az [5.2] lemma bizonyitasanak
gondolatibol.
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6.3. Lemma. Legyen P eqy p* rendi csoport, A eqy Abel-csoport.
Tekintsiink eqy G = P x A szemudirekt szorzatot. Legyen G eqy bd-
zisa B = (by,...,ba,c1,...,c5). Legyen C, = (2p — 2)*~ 1. Legyen G
alapteste F,. Legyenek @1, ..., ¢35 a —beli 1zomorfizmusok. Eqy tet-
szoleges n pozitiv egészre legyen

Xpo={mki : 1<k<n1<i<a},
Yooig=Awk; 1 1<k<n-11<j<p}.
Ekkor léteznek olyan fi, ..., fo € Fy[Xn.a; Yn-14] redukdlt polinomok,

hogy bdrmely hy,...,h, € P < G,ay,...,a, € A < G elemekre
melyek B-alakjai

h’k’ :b?k’l ...bgk‘ac?...cg’ ay :b?...bgci}k’l...czkaﬁ (1 S k Sn)
a hyay - - - hpa, szorzat B-alakja
hlal . hnan :b,{l(u1,1§-~-§un,a§§01(Ul,l)iu-?(PB(Un—l,ﬁ)) .

plan s stn,aip1(vin);i9s(vn—1,8))
«

Bdrmely 1 <1 < a indezre ||fi|| = O (n®T), és az f, polinom kiszd-
mithato O (nCa“) iddben. Tovdbbd az f, polinom bdrmely monomgja
legfeljebb a®(q — 1) darab X, -beli vdltozdt tartalmaz.

Bizonyitds. ElGszor a hyaq - - - hpa, szorzat jobb oldalara gytjtjik az
ar tényezéket (1 < k <n). Ehhez a (2.2)-beli zy = y"x Osszefiiggést
alkalmazzuk:

h1a1 : hQCLQ : thLg s hnan = hlhglalag . h3a3 cee hnan =

= hlhgl h§1“2a1a2a3 s hnan = \hlhgl hglaQ cee h;lllmanfljglagag e CLnl.
TV Vv

ep €A
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Legyen
Tp = hihg' - - - hoton=t, TaA =ay---ay. (6.5)
Ekkor a T szorzat B-alakja:

_ __ 10 0 V1,1 V1,8 0 0 Un,1 Un,B __
TA_al...an_bl...bacl cﬁ ...bl...bacl Cﬁ —

v1,1PBp; - Bpq Un,1 v1,8Ppg " Ppg¥n,g
T R LTRSS N (X

Most kiszamitjuk a (6.5)-beli hy' "' konjugaltak B-alakjait. A
feltételek szerint a hy elem B-alakja
B = BB, (6.7)
Vegyiik észre, hogy az a; - - - a;_1 szorzat B-alakja:

v1,1Dp, - Bpy Vi— v1,80pg " PpgVk—1,8
al"'ak‘—lzb(l)”'bgcl P1 plkl’l...cﬁ B B . (68)
Tovabba a vy ; © p, -+ © p, V1,5 Osszeg (6.3)-beli ¢; izomorfizmus 4l-
tali képe

(V15 D p; - D pUk-15) = Pi(v15) - P (Vk-1,5)- (6.9)

Legyenek x1,...,Xa € Fy[Xa; Y5 a —ben szereplé redukalt poli-
nomok. Minden 1 < i < « és 2 < k < n indexre helyettesitsiik a y;
polinom Gsszes y; valtozojat az yi ;- - - ygp—1; szorzattal (1 < j < ).
Jelolje Xl(k) € F,[Xa: Y1 az igy kapott redukalt polinomot. Ekkor

hpt "' konjugélt B-alakja
hZI"'akfl — bi‘k,l e bzk’accl] . 01%7 (610)
ahol (6.7), és alapjan
~ Uk,i, . 17
Uki =4 (k) . .
s s a0t 15))y ha2 <k <
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Mivel a x; polinom legfeljebb ¢(“*#) monom 6sszege, ezért ng) szintén

legfeljebb ¢(**#) monom osszege. Mivel a y; polinom foka legfeljebb
(a+B)(qg—1) ezért y\F foka legfeljebb a(q — 1) + Blqg — 1)(k — 1) =
= O (k). Tovabba ng) minden monomja legfeljebb (¢ — 1) darab
X,-beli valtozot tartalmaz. Igy HXZ(k)H =0(k). A ng) (1<i<a,2<
< k < n) polinomok egyiittesen > ,_, a- O (k) < O (n?) id6ben kiszé4-
mithatoak.

Végiil meghatarozzuk a —beli Tp szorzat B-alakjat az . lem-
ma alkalmazasaval. A Tp szorzat tényez6i hy, hy', ..., h& %=1 mind a
P < G részesoport elemei. A by konjugalt B-alakjat (6.10)-ban
jellemeztiik. A G csoport B = (by,...,bs,cC1,...,cg) bazisanak elsé
o tagja (by,...,b,) a P csoport egy bazisat alkotja. Igy az|5.2l lem-
ma alkalmazasaval megadhatoak olyan fi, ..., fa € Zp| Xy o) redukalt
polinomok, hogy a Tp szorzat B-alakja

_ f1(ﬂ1,1§~~~§ﬂn,a) fa(ﬂl 1;...;ﬁna) 0
Tp = b b &

0
=0 'C,B'

Legyen C, = (2p — 2)*"!. Ekkor az lemma szerint barmely 1 <
< i < a indexre az f; foka legfeljebb C.,, ) le =0 (nCa), és f, kisza-
mithato O (nCa) idében.

Mivel Z, < FF,, ezért specidlisan f; € F,[X, »]. Minden 1 < <

< « indexre helyettesitsiik az fl polinom 06sszes xy; valtozojat a ng)

redukalt polinommal (1 <i < a,2 < k < n), majd bontsuk monomok
Osszegére a helyettesitésbdl szarmazo polinomokat. Jelolje fi, ..., f, €
€ F,[Xna, Yno1] az igy kapott redukalt polinomokat. A Tp szorzat

Bp-alakja (6.10) alapjan

Tp _bf1(Ul,l;---;un,a;‘ﬂl(U1,1)§---§‘Pﬂ(vn—l,ﬂ)) o bfa(ul,l;---;un,a;sol(v1,1);---;9013(vn—1,5))_
=b; o

NCRRREe (6.11)
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Tehat a hiaq - - - hya, szorzat B-alakja és (6.11)) alapjan
hlal---hnan :Tp 'TA =

— phrnistnaiervin)isps(vn16)) - plaunssunaier(vi)i0p(vn-1,8))
=b o

) cflz1(v1,1;---;vn,1) o Cgﬁ(vl,ﬁ%n%l’n,ﬁ)'

Az f; polinomot az fl polinombdl az xy, ; valtozok ng) polinomokkal
torténd helyettesitésével kaptuk. Az . Lemma szerint az f; polinom
foka C,,. Tovabba. f; legfeljebb || f;|| monom sszege. A ng) polinom fo-
ka O (k) <O (n) és ng) legfeliebb ¢®™# monom 6sszege. Tovabba ng)
barmely monomja legfeljebb «- (¢ —1) darab X, ,-beli valtozot tartal-
maz. Tehét f; barmely monomjénak felbontasabol legfeljebb (q“*ﬁ )Ca

monom keletkezik, f; foka legfeljebb C,, - O (n) és
£l = H]?IH : (anrﬁ)CQ +Co-O(n)=0 (nooc) .0(n)=0 (nCaJrl) '

Tovabba f; barmely monomja legfeljebb a% (¢ — 1)% darab X, ,-beli
valtozot tartalmaz. Az fl polinom ng) polinomokkal torténé helyet-
tesitése és a kapott polinom monomok Gsszegére bontasa O (nCa“)
idében kiszamithato.

Az f; polinom kiszamitasdnak idGigénye:
-0 (nCO‘) id6t igényel az f, polinom kiszamitasa;

— O (n?) id6t igényel a ng) polinomok kiszamitasa;
— O (n%™1) idst igényel f; elkészitése az fi és ng) polinomokbol.
Figyelembe véve, hogy 2 < C, az f; polinom kiszamitasnak idGigénye

@) (nC“ +n?+n%t) =0 (nC““) .
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6.2. Egyenletmegoldhatésag probléma P x A
csoportok felett

Ebben az alfejezetben bebizonyitjuk a [6.1} tételt. Ehhez a kovetkezd
lemmat fogjuk alkalmazni.

6.4. Lemma. Legyen P egy p® elemi csoport, A egy p;---ps rendd
Abel csoport. Tekintsiink eqy G = P x A szemidirekt szorzatot. Legyen
C, = (2p— 2)0‘_1. Legyen G alapteste F,. Legyen T egy tetszdleges,
n hosszi csoportkifejezés G felett. Ekkor O (n(CetDa=D+8) 4ighen
eldonthetd, hogy a T = id egyenletnek van-e megolddsa G-ben.

Bizonyitds. Legyenek az A csoport kompozicidfaktorai rendre izomor-
fak a Z,,, ..., Z,, ciklikus csoportokkal. Legyen a G csoport egy bazisa
B = (by,...,ba,c1,...,c53). Legyen T'=t; - - - t,, egy polinom G felett,
azaz t, (1 < k < n) egy valtozo vagy G egy eleme. Minden 1 < k <n
indexre kicseréljiik fx-t a by - ba" ;" - ¢j"7 szorzatra az alabbi

modon :

— Ha t;, a G egy eleme, akkor legyenek z;; (1 < i < «a) a Z,
és zp; a Zy, (1 < j < B) olyan elemei melyekre a t; elem B-
alakja t), = 0" - ba" e oo és cseréljiik ki ty-t erre a
byt ba et - e B-alakra.,

Ha t; egy G feletti valtozo, akkor z,; (1 < i < «) jeloljon
egy Z, feletti valtozot ugy, hogy i, ;, és xy,:, pontosan akkor
jelolje ugyanazt a valtozot (valamely 1 < ki, ke < m, 1 <iy,is <
< « indexre) ha t; és t ugyanazt a valtozot jelolik G felett és
i1 = 1. Hasonléan z ; jeloljon egy Z,, feletti valtozot (1 < j <
< B) ugy, hogy 2k, ., és zk,j, pontosan akkor jelolje ugyanazt a
valtozot (valamely 1 < ky, ko < n, 1 < j1,jo < [ indexre) ha
t; és ty ugyanazt a valtozot jelolik G felett és j; = 7. Mivel a
G-beli elemek B-alakjai egyértelmiek, ezért ahogy xy 1, ..., Zkq
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értékei végigfutnak Z, elemein és z;, ; értékei a Z,,. elemein, gy a
Tk, 1 Tk,a Zk,1 ZEk,B 1.:L % 2 y PP ’ .
by b e g Kkifejezés értékel végigfutnak G elemein.

R . X X V4 V4 PR
Cseréljiik ki ti-t a ;"' - ba"c;™" - - - ¢;"° formalis szorzatra.
1 1 3

A t), tényezdk B-alakjaikra torténd cseréje O (n) id6t igényel.

Legyen ¢;: Z, — S; a —ban definiélt izomorfizmus (1 < 5 <
< ). Minden 1 < k < nés 1 < j < [ indexre definialjuk y; ;-t a
kovetkezdképp:

— Ha 2z, a Z,, egy eleme, akkor legyen yi; = ©;(2,;)-

— Ha 2, ; egy Z,, feletti valtozo, akkor y; ; jeloljon egy S; feletti
valtozot ugy, hogy i, j, és Y, j, pontosan akkor jelolje ugyanazt
a valtozot (valamely 1 < ki, ks < n, 1 < j;,7o < 8 indexre) ha
2k g1 €8 2hy5, Ugyanazt a véltozot jelolik Z, felett. Ahogy 2 ; ér-
tekei végigfutnak Z, elemein, Ggy a ¢;(2 ;) értékei végigfutnak
S; elemein.

Az yj, ;-k elkészitése O (n) id6t igényel.

A 6.3} lemma segitségével jellemezziik a t; - - - t,, szorzat B-alakjat.
Szamitsuk ki a . lemméban szerepld fi,..., f, redukalt F, feletti
polinomokat. Ez O (nCaH) idében megtehets. Ekkor a lemma
szerint a ty - - - t,, szorzat B-alakja

ot = b{1(11,1;--~;xn,a;y1,1;-~;yn71,/3) o béa(xl,l;-~~§xn,a§yl,1§~~~§yn71,ﬁ)_

R c;m@pﬂ“@pﬁzn’ﬂ.
Itt z1,; a Z, egy elemét vagy egy Z, feletti valtozot jelol, yi; az S;
egy elemét vagy egy S; feletti valtozot jeldl, és z; a Z,, egy elemét
vagy egy Z,, feletti valtozot jelol. Az id B-alakja id = b9 - - - b0¢} - - - 0.
A B-alak egyértelmiisége miatt a ¢y ---t, = id egyenletnek pontosan
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akkor van megoldasa, ha az

fl\zp,sl,...,sﬁ (951,1, s Ty Y1,15 - - - 7yn71,5) = Oqu

fa|Zp,Sl,...,SB (‘7"1,17 e ’xn,aa y1,17 e 7yn—1,ﬁ) - 0]Fq (612)

211 @B p D 2ng = 0z,

21,8 @pﬁ T @pﬁzn,ﬁ = Ozpﬁ

egyenletrendszernek van olyan megoldéasa melyre ¢;(zy ;) = y; min-
den 1 <k <n,1<j < indexre. A egyenletrendszer elsé
egyenlete IF, feletti, mig a kovetkezs [ egyenlet rendre Z,,, ..., Z,, fe-
letti. Ez utébbi 3 egyenletet leforditjuk IF, feletti egyenletekkeé. Vegyiik
észre, hogy a —beli ; izomorfizmus definicidja és az yy, ; definicidja
alapjan barmely 1 < 57 < 3 indexre

215 ©p, - Dp2n = Oz, S Yy Ung = LR,

Legyen f(z1;...;2,) = [[,_,@x — 1. Ekkor a (6.12) egyenletrend-
szernek pontosan akkor van ¢;(zx;) = yk; (1 <k<n,1 < j < B)
feltételeknek eleget tevé megoldasa, ha az

f1|zp,sl,...,s3 (951,1, <o Tpas Y115 - - - ,yn—l,ﬁ) = OJP‘q

falzps1,85 (T115 -+ Tnsas Y115 -+ Yn1,8) = OF, (6.13)
flsi(Wi1s- -5 Yn1) = O,

flss (w185 -5 Ynp) = Op,
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egyenletrendszer megoldhato F, felett. A . lemma, szerint az f;
(1 <i < «) polinom barmely monomja legfeljebb a® - (¢ — 1)% da-
rab X, ,-beli valtozot tartalmaz. Az fi,. .., fa, f polinomok hosszanak
maximuma O (nC““). Tehat a @ egyenletrendszer megoldhatosa-
ga a kovetkezmény segitségével

O (n(Catla-Dla+8))

idében eldonthetd.
A G feletti T' = id egyenlet megoldhatosagat eldonts algoritmus
idGigénye:
— O (n) id6t igényel a t; (1 < k < n) tényezsk cseréje B-alakjaikra;
— O (n) id6t igényel az 6sszes yi; (1 <k <n,1 < j <) elkészi-
tése;
— O (n%*1) idét igényel az f; (1 <1 < «) és f redukalt polinomok

elkészitése;

-0 (n(CaH)(q—l)(a*B)) id6t igényel a 1} egyenletrendszer meg-

oldhatosaganak eldontése.
Tehat a G feletti T' = id egyenlet megoldhatosaga

O (n+ 1+ nCatt 4 p(CarD@D+8)) — O (p(CatDla-1(a+5)

idében eldonthetd. O

A 6.1 tétel bizonyitdsa. Legyenek S = xy---xp és T = yy -+ -y, €SO-
portkifejezések G felett ugy, hogy k < m. Tekintsiik tovabba a 1" =
= xLGl_l . ~a:‘1G|_1y1 -y, kifejezést. Ekkor az S = T egyenletnek pon-
tosa akkor van megoldasa G-ben ha létezik olyan helyettesités melyre
T érteke id. Itt [|T7|| < |G| -n = O (n), mivel |G| sem S-t6l sem T-t6]
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nem fiigg, igy n-tdl is fliggetlen. A tovabbiakban a 7" = id egyenletet
vizsgaljuk.
A[6.4 lemma szerint a G feletti 7" = id egyenlet megoldhatosaga
eldénthets O (n(@Da=D+8)) idgben. Itt |G| = p®p1 - - - pg, gy
a+f <log|Gl,
Cot+1=(2p—2)""+1<2-(2p)* <p*t.

Masrészt (6.2) szerint ¢ < plAl. Mivel 2o + |A| < 22 + |A] < |P| +
+ A <|G[+1, igy

(Co+1)(g—1) < p1plAl < |G|19].
Tehat

(Ca+1)(g = D(a+ B) < |G| log |G

]

6.3. Ekvivalencia probléma N x A csoportok
felett

A[6.3 tétel bizonyitdsa. Legyenek S = xy---x és T = yy -+ -y CSO-
portkifejezések G felett ugy, hogy k < n. Tekintsiik tovabba a T =
= mLGl*l x -x‘lG‘flyl -y, kifejezést. Ekkor G =T ~ S pontosan ak-
kor, ha minden helyettesitésre T" értéke id. Itt | 7] < |G|-n = O (n).
A tovabbiakban a G = T" ~ id ekvivalenciat vizsgaljuk.

Jelolje az N nilpotens csoport Sylow részcsoportjait Py, ..., P,,.
Ekkor N a Sylow részcsoportok direkt szorzata. A P; Sylow részcso-
port karakterisztikus N-ben, igy P; <G (1 <1 < m). Ezért A hatasa
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N-en leirhat6 az A csoport Py, ..., P,, csoportokra gyakorolt hatasa-
ival. Tehat G |=T" ~ id pontosan akkor, ha P; x A |=T" ~ id kiilon-
kiilén minden 1 < I < m indexre. Valamely [ indexre Py x A = T' = id
pontosan akkor nem teljesiil, ha 7" = ¢ megoldhato egy id # g €
€ P; x A csoportelemre. Mivel P; x A < |G| nem fligg n-t6l, a
P, x A E T' =~ id ekvivalencia eldonthets a P; x A feletti egyen-
letmegolthatosag probléma idSkorlatjan beliil. Azaz a[6.1] tétel alkal-
mazasaval P; x A =T’ ~ id eldonthetd

O (n\PMAHPMA\ log|Pl><A|> <0 <n\G\|G‘1og\G|>

idsben. Tehat a G = 1" =~ id ekvivalencia O (n‘G“G‘lOg‘G') idében
eldonthetd. O
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