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1. fejezet

Bevezetés

Az algebra egyik legrégebbi problémája az egyenletek megoldása. Nap-
jainkban a számítógépek elterjedésével sok klasszikus algebrai problé-
ma új megvilágításba kerül. A kutatások egyik fontos iránya az egyen-
letmegoldhatóság probléma bonyolultságának meghatározása adott vé-
ges algebra felett. A dolgozatban véges csoportokra és véges gyűrűkre
vizsgáljuk ezt a kérdéskört.

Az R véges gyűrű feletti egyenletmegoldhatóság probléma azt kér-
dezi, hogy az R feletti f1, f2 input polinomokra az f1 = f2 egyenlet
megoldható-e. Azaz létezik-e olyan helyettesítés melyre az f1 és f2 po-
linomok értékei megegyeznek. Egy másik hasonló kérdés, hogy az input
polinomok értékei minden helyettesítésre azonosak-e. Az R véges gyű-
rű feletti ekvivalencia probléma azt kérdezi, hogy az f1, f2 input poli-
nomok ekvivalensek-e R felett (jelölésben R |= f1 ≈ f2). Azaz f1 és f2

ugyanazt a függvényt definiálják-e R felett. Ezen problémák mindig
eldönthetőek a változók összes lehetséges helyettesítésének kiértéke-
lésével. Az érdekesebb kérdés, hogy milyen gyorsan tudunk dönteni,
azaz ezen döntési problémák mely bonyolultsági osztályba esnek.

Az első eredmények Hunttól és Stearnstől [17] származnak, akik
kommutatív gyűrűk felett vizsgálták az ekvivalencia probléma bonyo-
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lultságát. Később Burris és Lawrence [1] nemkommutatív gyűrűkre
általánosították Hunt és Stearns módszerét. Igazolták, hogy ha R nil-
potens gyűrű, akkor az ekvivalencia probléma R felett polinomidőben
eldönthető. Továbbá, ha R nem nilpotens akkor az ekvivalencia prob-
léma R felett coNP-teljes. Burris és Lawrence bizonyításukban a SAT
problémát vezették vissza összegek szorzatának ekvivalenciájára. Ha
azonban egy ilyen szorzatot monomok összegére bontunk, akkor az új
polinom hossza akár exponenciális is lehet az eredeti polinom hosszá-
ban. A polinomok hosszának ez a változása befolyásolhatja az ekviva-
lencia probléma bonyolultságát. Ez motiválta Lawrence-t és Willardot
[20] a szigma problémák bevezetésében, melyekben az input polino-
mok monomok összegeiként adottak. Lawrence és Willard azt sejtet-
ték, hogy ha a gyűrű Jacobson-radikál szerinti faktora kommutatív,
akkor a szigma ekvivalencia probléma polinomidőben eldönthető. To-
vábbá, ha a gyűrű Jacobson-radikál szerinti faktora nemkommutatív,
akkor a szigma ekvivalencia probléma coNP-teljes. Szabó és Vértesi
[24] bebizonyították a sejtés coNP-teljes részét. Horváth [11] kommu-
tatív gyűrűkre igazolta a sejtést. A polinomiális rész teljes bizonyítása
Horváth, Lawrence és Willard [13] kéziratában található. Tehát véges
gyűrűk felett mind az ekvivalencia mind a szigma ekvivalencia prob-
lémák bonyolultsága ismert.

Az alábbiakban összefoglaljuk az egyenletmegoldhatóság és szigma
egyenletmegoldhatóság problémákkal kapcsolatos eredményeket. Bár
Szabó és Vértesi [24]-ben nem vizsgálták az egyenletmegoldhatóság
problémát, de érvelésükből már következik, hogy ha a gyűrű Jacobson-
radikál szerinti faktora nemkommutatív, akkor a szigma egyenletmeg-
oldhatóság probléma NP-teljes. Horváth, Lawrence és Willard [13]-
ban igazolták, hogy ha a gyűrű nem nilpotens de a Jacobson-radikál
szerinti faktora kommutatív, akkor a szigma egyenletmegoldhatóság
probléma polinomidőben eldönthető. Az általános esetben, ha a gyű-
rű nem nilpotens, akkor az egyenletmegoldhatóság probléma NP-teljes
Burris és Lawrence [1] ekvivalenciára adott érvelésének következtében.
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Horváth [10]-ben bebizonyította, hogy ha a gyűrű nilpotens, akkor az
egyenletmegoldhatóság probléma polinomidőben eldönthető. Horváth
megmutatta, hogy ha f1 és f2 legfeljebb n hosszú polinomok az R

nilpotens gyűrű felett, akkor O
(
n|R|

|R|···
|R|)

időben eldönthető, hogy

az f1 = f2 egyenletnek van-e megoldása R-ben. Itt a korlát kitevőjé-
ben szereplő torony magassága R nilpotenciaosztálya. Horváth a [10]
cikk 3. problémájának nilpotens gyűrűkkel foglalkozó részében közvet-
lenül rákérdez, hogy javítható-e ez a korlát. A 3. fejezetben a korlát
jelentős csökkentésével megválaszoljuk Horváth 3. problémájának nil-
potens gyűrűkre vonatkozó kérdését. Jelölje a kettes alapú logaritmust
log. Egy olyan korlátot adunk amelyben a korábbi többszörösen expo-
nenciális kitevő |R|2 log|R| log5 |R|-re csökken.

Tétel (3.1. tétel). Legyen R egy nilpotens gyűrű, f1 és f2 legfeljebb n
hosszú R feletti polinomok. Ekkor O

(
n|R|

2 log|R| log5 |R|
)
időben eldönt-

hető, hogy az f1 = f2 egyenletnek van-e megoldása R-ben.
Ezt az eredményt [5]-ben publikáltam. Megemlítjük, hogy egy ettől

teljesen független úton, Károlyi és Szabó később tovább javította az
időkorlátot [19]-ben.

A véges gyűrűk után természetesen adódott a véges csoportok fe-
letti egyenletmegolthatóság és az ekvivalencia problémák bonyolult-
ságának vizsgálata. A G véges csoport feletti egyenletmegoldhatóság
probléma azt kérdezi, hogy a G feletti S, T input csoportkifejezésekre
(azaz változók és G-beli elemek formális szorzataira) az S = T egyen-
let megoldható-e. Más szóval létezik-e olyan helyettesítés melyre S és
T kifejezések értékei megegyeznek. A G feletti ekvivalencia probléma
azt kérdezi, hogy az S, T input csoportkifejezések ekvivalensek-e G
felett (jelölésben G |= S ≈ T ). Azaz S és T kifejezések értékei minden
helyettesítésre azonosak-e.

Csoportok felett az első eredmények Burristől és Lawrence-től [2]
származnak, akik az ekvivalencia probléma bonyolultságát vizsgálták.
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Bebizonyították, hogy ha G nilpotens vagy G izomorf egy páratlan
fokú diédercsoporttal, akkor az ekvivalencia probléma G felett poli-
nomidőben eldönthető. Burris és Lawrence azt sejtették, hogy ha a
csoport feloldható, akkor az ekvivalencia probléma polinomidőben el-
dönthető. Továbbá, ha a csoport nem feloldható, akkor az ekvivalencia
probléma coNP-teljes. Horváth, Lawrence, Mérai és Szabó [14] bizo-
nyították a sejtés coNP-teljes részét. A polinomiális részt Horváth és
Szabó [16] igazolták olyan G ' A o B csoportokra melyekre A és
B Abel csoportok, A exponense négyzetmentes és (|A|, |B|) = 1. Ké-
sőbb Horváth [12]-ben általánosította ezt az eredményt olyan A oB
szemidirekt szorzatokra melyekre A és B/CB(A) Abel csoportok (itt
CB(A) az A csoport B-beli centralizátorát jelöli). Feloldható de nem
nilpotens csoportok felett csak ezekre a speciális szemidirekt szorza-
tokra ismert az ekvivalencia probléma bonyolultsága. A három legki-
sebb csoport melyre az ekvivalencia probléma bonyolultsága a korábbi
tételekkel nem eldönthető az S4, SL (2,Z3) és az U (3,Z3) o Z×3 cso-
portok (utóbbi egy nemkommutatív 54 elemű csoport). Egy részletes
lista ezen csoportokról [12]-ben található.

Az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultsága még több cso-
portra ismeretlen. Goldmann és Russell [7, 8] bebizonyították, hogy
ha G nem feloldható, akkor az egyenletmegoldhatóság probléma G
felett NP-teljes. Továbbá ha G nilpotens, akkor az egyenletmegoldha-
tóság probléma G felett polinomidőben eldönthető. Bizonyításukból
azonban nem derül ki nilpotens csoport felett a polinomiális időkorlát
pontos kitevője. Számos, a bizonyításban fontos szerepet játszó ered-
mény Péladeau és Thérien [23, 25] cikkeiből származik. A bizonyítás
teljes megértéséhez és a pontos időkorlát meghatározásához tehát több
cikk [7, 8, 23, 25] alapos tanulmányozása szükséges. Később Horváth
[10] közvetlen bizonyítást adott mely hasonlít a fenti három cikkből
összeállítható gondolatmenetre de önmagában is érthető. Megmutat-
ta, hogy ha S és T legfeljebb n hosszú csoportkifejezések a G nilpo-

4



tens csoport felett, akkor O
(
n|G|

|G|···
|G|)

időben eldönthető, hogy az

S = T egyenletnek van-e megoldása G-ben. Itt a korlát kitevőjében
szereplő torony magassága G nilpotenciaosztálya. Horváth a [10] cikk
3. problémájának nilpotens csoportokkal foglalkozó részében közvetlen
rákérdez, hogy javítható-e ez a korlát. Az 5. fejezetben a korlát jelen-
tős csökkentésével megválaszoljuk Horváth 3. problémájának nilpotens
csoportokra vonatkozó kérdését. Egy olyan korlátot adunk amelyben
a korábbi többszörösen exponenciális kitevő 1

2
|G|2 log |G|-re csökken.

Tétel (5.1. tétel). Legyen G egy nilpotens csoport, S és T legfeljebb
n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n

1
2
|G|2 log |G|

)
időben el-

dönthető, hogy az S = T egyenletnek van-e megoldása G-ben.

Ezt az eredményt [4]-ben publikáltam.
Feloldható de nem nilpotens csoportok felett csupán néhány speci-

ális esetben ismert az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultsága.
Horváth és Szabó bebizonyították, hogy ha a |G| = pq valamely p 6= q
prímekre [16], vagy G izomorf a negyedfokú alternáló csoporttal [15],
akkor az egyenletmegoldhatóság probléma G felett polinomidőben el-
dönthető. Később Horváth [12] belátta, hogy az egyenletmegoldható-
ság probléma polinomidőben eldönthető minden olyan G ' A o B
szemidirekt szorzatra, ahol A ' Zpk vagy A ' Z2pk vagy A ' Zkp,
és B kommutatív. Tehát minden feloldható de nem nilpotens G cso-
portra vonatkozó korábbi eredmény esetén G ∼= A o B úgy, hogy A
és B is Abel. A három legkisebb csoport melyre sem az ekvivalencia,
sem az egyenletmegoldhatóság problémák bonyolultsága nem ismert
az S4, SL (2,Z3) és az U (3,Z3) o Z×3 csoportok. Horváth közvetle-
nül rákérdez ezeknek a problémáknak a bonyolultságára a [12] cikk
3. problémájában az SL (2,Z3) csoport fölött; a [12] cikk 4. problémá-
jában az U (3,Z3)o Z×3 csoport fölött.

A 4. fejezetben speciális mátrixcsoportokra, az úgynevezett szemi-
pattern csoportokra határozzuk meg az egyenletmegoldhatóság és ek-
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vivalencia problémák bonyolultságát. EgyG = PoA csoportot szemi-
pattern csoportnak nevezünk, ha P a szigorú felső háromszögmátrixok
részcsoportja, és A a diagonális mátrixok részcsoportja. Így többek
között megválaszoljuk Horváth U (3,Z3) o Z×3 csoportra vonatkozó
kérdését [12, 4. probléma].

Tétel (4.1. tétel). Legyen G egy szemipattern csoport, S és T legfel-
jebb n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G| log2 |G|

)
időben

eldönthető az S = T egyenlet megoldhatósága G felett, valamint az
G |= S ∼= T ekvivalencia.

Ezt az eredményt [5]-ben publikáltam.
A 6. fejezetben egy általános eljárást adunk amely egységesen ke-

zeli a legtöbb olyan feloldható de nem nilpotens csoportot melyre a
korábbi tételekkel az egyenletmegoldhatóság probléma eldönthető. Sőt
ez az új eljárás sok olyan csoportra is alkalmazható melyre a korábbi
eredmények nem mondtak semmit. Így többek között megválaszoljuk
Horváth SL (2,Z3) csoportra vonatkozó kérdését [12, 3. probléma].

Tétel (6.1. tétel). Legyen P egy p-csoport, A egy Abel-csoport. Tekint-
sünk egy G = PoA szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T legfeljebb
n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G|

|G| log|G|
)
időben el-

dönthető, hogy az S = T egyenletnek van-e megoldása G-ben.

A 6. fejezetben egy hasonlóan általános eredmény bizonyítunk az
ekvivalencia problémáról :

Tétel (6.2. tétel). Legyen N egy nilpotens csoport, A egy Abel-csoport.
Tekintsünk egy G = NoA szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T
legfeljebb n hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G|

|G| log|G|
)

időben eldönthető a G |= S ≈ T ekvivalencia.
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Ezeknek az eredményeknek a publikálása folyamatban van.
A 2. fejezetben összefoglaljuk a dolgozatban használt definíciókat

és korábbi eredményeket. A 3. fejezetben nilpotens gyűrűk felett vizs-
gáljuk az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultságát és bebizo-
nyítjuk a 3.1. tételt. A 4. fejezetben szemipattern csoportok felett vizs-
gáljuk az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultságát és igazoljuk
a 4.1. tételt. A 3. és 4. fejezetek eredményeit egyszerzős cikként [5]
az International Journal of Algebra and Computations folyóiratban
publikáltam. Az 5. fejezetben a nilpotens csoportok felett vizsgáljuk
az egyenletmegoldhatóság probléma bonyolultságát és bebizonyítjuk
az 5.1. tételt. A fejezet eredményeit egyszerzős cikként [4] a Journal
of Algebra folyóiratban publikáltam. Végül a 6. fejezetben feloldható
de nem nilpotens csoportok speciális osztályaira vizsgáljuk az egyen-
letmegoldhatóság és ekvivalencia problémák bonyolultságát, és bebi-
zonyítjuk a 6.1. és 6.2 tételeket.
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2. fejezet

Definíciók, előismeretek

2.1. Csoportok
Legyen G egy véges csoport. Egy G csoport feletti csoportkifejezés
alatt változók és G-beli elemek formális szorzatát értjük. Megjegyez-
zük, hogy csoportkifejezésekben nem használunk invertálást, az x−1 ki-
fejezhető x|G|−1 szorzatként. Egy T = t1 · · · tn csoportkifejezés hosszát
n-nek definiáljuk, jele ‖T‖. Az S és T csoportkifejezések ekvivalensek
G felett, ha a változók bármely helyettesítésére S és T értéke meg-
egyezik, jele G |= S ≈ T .

A G csoport feletti egyenletmegoldhatóság probléma inputja két G
feletti csoportkifejezés S és T , és a kérdés, hogy az S = T egyenlet
megoldható-e. A G feletti ekvivalencia probléma inputja szintén két
G feletti csoportkifejezés S, T , és a kérdés, hogy S és T ekvivalensek-e
G felett (azaz G |= S ≈ T ). Ezen problémák mindig eldönthetőek a
változók összes lehetséges helyettesítésének kiértékelésével. Az érde-
kesebb kérdés, hogy mely bonyolultsági osztályba esnek ezen döntési
problémák. Az algoritmusok futásidejének jellemzéséhez bevezetjük az
O jelölést. Legyenek f, g : Z+ → Z+ függvények. Azt mondjuk, hogy
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g(n) = O(f(n)), ha van olyan pozitív egész C, hogy minden pozitív
egész n-re g(n) ≤ C · f(n). Jelölje a kettes alapú logaritmust log. A
bonyolultságelméleti alapfogalmak megtalálhatóak például [6, 22]-ben.

Az 5. és 6. fejezetben a kommutátor és a konjugált alapvető tulaj-
donságait fogjuk használni. Az x, y ∈ G elemek kommutátora [x, y] =
= xyx|G|−1y|G|−1. Így

xy = xyx|G|−1y|G|−1yx = [x, y] yx. (2.1)

Az y elem x elemmel vett konjugáltja yx = xyx|G|−1. Így

xy = xyx|G|−1x = yxx. (2.2)

Legyen Fq egy véges test. Tekintsük azon m×m-es Fq feletti mátri-
xokat amelyek főátlója alatt csupa nulla, főátlójában csupa nem nulla
elem szerepel. E mátrixok csoportot alkotnak a szorzásra nézve melyet
T (m,Fq)-val jelölünk. A következő lemmában T (m,Fq)-beli mátrixok
szorzatát a mátrixok elemei segítségével jellemezzük. Ezt az eredményt
a 4.1. tétel bizonyításában fogjuk alkalmazni.

2.1. Lemma. Legyen n egy természetes szám. Legyen minden 1 ≤
≤ k ≤ n esetén

Ak =


a1,k h1,2,k h1,3,k . . . h1,m,k

0 a2,k h2,3,k . . . h2,m,k

0 0 a3,k . . . h3,m,k
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . am,k

 ∈ T (m,Fq) .

Legyen

A1 · · ·An =


α1 η1,2 η1,3 . . . η1,m

0 α2 η2,3 . . . η2,m

0 0 α3 . . . η3,m
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . αm

 .

9



Ekkor

– bármely i = 1, . . . , n indexre

αi =
n∏
k=1

ai,k;

– bármely 1 ≤ i < j ≤ m indexre

ηi,j =

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<...<lb<j

n∑
kb+1=b+1

kb+1−1∑
kb=b

· · ·
k3−1∑
k2=2

k2−1∑
k1=1

(
k1−1∏
c0=1

ai,c0

)

hi,l1,k1

(
k2−1∏

c1=k1+1

al1,c1

)
hl1,l2,k2

(
k3−1∏

c2=k2+1

al2,c2

)
hl2,l3,k3(

k4−1∏
c3=k3+1

al3,c3

)
· · ·hlb−1,lb,kb

(
kb+1−1∏
cb=kb+1

alb,cb

)
hlb,j,kb+1 n∏

cb+1=kb+1+1

aj,cb+1

 . (2.3)

A (2.3) formula hossza O (nm).

Bizonyítás. A lemma n szerinti teljes indukcióval igazolható. E tech-
nikai bizonyítás helyett azonban elmagyarázzuk, hogyan kapható meg
a (2.3) formula.

Tekintsük az A1 · · ·An mátrix i-edik sorának j-edik elemét az ηi,j
elemet (1 ≤ i < j ≤ m). Az ηi,j elem kifejezhető alkalmas szorzatok
összegeként. Minden ilyen szorzatban minden egyes Ak (1 ≤ k ≤ n)
mátrixból egy elem szerepel. (Az utolsó index jelöli, hogy egy alc,k
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vagy egy hlc−1,lc,k tényező mely mátrixból származik.) Továbbá minden
szorzatban minden egyes tényező oszlopindexe megegyezik a következő
tényező sorindexével. (Tehát egy alc,. vagy hlc−1,lc,. alakú tényezőt egy
alc,. vagy hlc,lc+1,. alakú tényező követ.) Minden szorzat első tényezőjé-
nek sorindexe i, utolsó tényezőjének oszlopindexe j. Mivel A1, . . . , An
felső háromszögmátrixok, így minden szorzat minden egyes tényezőjé-
nek sorindexénél nagyobb vagy egyenlő az adott tényező oszlopindexe.
(Tehát minden főátló feletti hlc,lc+1,. alakú tényezőre lc < lc+1.) Tehát
az A1 · · ·An mátrix i-edik sorának j-edik eleme az ηi,j elem, n tényezős
szorzatok összege úgy, hogy minden szorzatban

– az első tényező sorindexe i, az utolsó tényező oszlopindexe j ;

– minden egyes tényező oszlopindexe megegyezik a következő té-
nyező sorindexével ;

– minden egyes tényező sorindexénél nagyobb vagy egyenlő az adott
tényező oszlopindexe.

Vegyük észre, hogy minden n tényezős szorzatot egyértelműen meg-
határoznak azok a tényezői melyek sor- és oszlopindexe különböző. Le-
gyen hlc−1,lc,kc és hlc,lc+1,kc+1 a szorzat két ilyen egymást követő tényező-
je. (Itt i ≤ lc−1 < lc < lc+1 ≤ j és 1 ≤ kc < kc+1 ≤ n.) Ekkor hlc−1,lc,kc

és hlc,lc+1,kc+1 között a szorzat tényezőinek sor és oszlopindexe egyaránt
lc és a tényezők utolsó indexe kc-nél nagyobb de kc+1-nél kisebb. Tehát
a hlc−1,lc,kc és hlc,lc+1,kc+1 tényezők között az alc,kc+1·alc,kc+2· · · ··alc,kc+1−1

szorzatnak kell állnia. Ezzel igazoltuk a (2.3) formulát.
A továbbiakban a (2.3) formula hosszát jellemezzük. A (2.3) formu-

la szorzatok összege. Minden szorzat n tényezős, így elegendő a szor-
zatok számát meghatároznunk. Vegyük észre, hogy egy szorzatot egy-
értelműen meghatároznak az adott szorzat tényezőinek oszlopindexei.
Pontosabban elegendő az első n− 1 tényező oszlopindexét ismernünk,
ugyanis az utolsó tényező oszlopindexe mindenképp j. Ezeket az inde-
xeket az {i, i+ 1, . . . , j − 1, j} halmazból választhatjuk. A kiválasztás
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sorrendje nem számít. Elegendő azt tudnunk, hány indexet választunk
i-nek, i+ 1-nek, . . ., j-nek. Tehát egy j − i+ 1 elemű halmazból n− 1
elemet kell kiválasztanunk úgy, hogy lehetséges ismétlődés. Így a szor-
zatok száma(

n− 1 + j − i+ 1− 1

n− 1

)
=

(
n+ j − i− 1

j − i

)
.

Mivel minden szorzat hossza n, a (2.3) formula hossza(
n+ j − i− 1

j − i

)
· n = O

(
nj−i+1

)
≤ O (nm) .

2.2. Gyűrűk
Legyen R egy véges gyűrű. Egy R feletti f polinom alatt egy változók-
ból és R elemeiből a gyűrű alapműveleteivel képzett kifejezést értünk.
(A polinomokban szereplő változókat pontosvesszőkkel választjuk el
a hagyományosan használt vesszők helyett.) Egy f polinom hosszán
az f -ben szereplő változók és konstansok multiplicitással vett számát
értjük, jele ‖f‖.

Az R gyűrű feletti egyenletmegoldhatóság probléma inputja két R
feletti f1, f2 polinom, és a kérdés, hogy az f1 = f2 egyenlet megoldható-
e R felett. Az R gyűrű feletti szigma egyenletmegoldhatóság probléma
inputja két R feletti monomok összegeként adott f1, f2 polinom, és a
kérdés, hogy az f1 = f2 egyenlet megoldható-e R felett.

Legyenek S, S1, . . . , Sβ ⊆ R. Legyenek n, n1, . . . , nβ pozitív egé-
szek, és legyenek X = {xk : 1 ≤ k ≤ n } , Yj = { yj,k : 1 ≤ k ≤ nj },
1 ≤ j ≤ β páronként diszjunkt halmazok. Legyenek f1, f2 polino-
mok R[X;Y1; . . . ;Yβ] felett. Azt mondjuk, hogy az f1 = f2 egyenlet
S, S1, . . . , Sβ-beli helyettesítésre megoldható R felett (vagy f1|S,S1,...,Sβ

12



= f2|S,S1,...,Sβ megoldható R felett) ha léteznek olyan s1, . . . , sn ∈ S,
s1,1, . . . , s1,n1 ∈ S1, . . ., sβ,1, . . . , sβ,nβ ∈ Sβ elemek melyekre

f1(s1; . . . ; sn; s1,1; . . . ; s1,n1 ; . . . ; sβ,1; . . . ; sβ,nβ) =

= f2(s1; . . . ; sn; s1,1; . . . ; s1,n1 ; . . . ; sβ,1; . . . ; sβ,nβ).

Jelölje Fq a q elemű testet. Egy f ∈ Fq [x1; . . . ;xn] polinomot re-
dukáltnak nevezünk, ha

f (x1; . . . ;xn) =
∑

0≤s1,...,sn≤q−1

cs1,...,snx
s1
1 · · ·xsnn

alakú, ahol cs1,...,sn ∈ Fq (0 ≤ sk ≤ q−1, 1 ≤ k ≤ n). Ha f (x1; . . . ;xn)
a nulla polinom, akkor f foka 0, egyébként f foka az a maximális
s1 + · · ·+sn összeg melyre a cs1,...,sn együttható nem 0. Bármely n vál-
tozós f : Fnq → Fq függvényhez létezik egy Fq [x1; . . . ;xn]-beli redukált
polinom mely az adott f függvényt reprezentálja [21].

A következő Wilsontól származó tételben a prímhatvány karakte-
risztikájú gyűrűket fogjuk jellemezni. Ezt az eredményt a 3.1. tétel
bizonyításában alkalmazzuk majd.

2.2. Tétel ([26]). Legyen R egy pα karakterisztikájú véges nilpotens
gyűrű. Tegyük fel, hogy az R gyűrűnek van m elemű független generá-
torrendszere Zpα felett. LegyenM azon m×m-es Zpα feletti mátrixok
gyűrűje melyek minden főátlóbeli és főátló alatti eleme a (p) ideálból
származik. Ekkor R azM gyűrű homomorf képe.

A következő 2.3. és 2.4. tételben, valamint 2.5. következményben
néhány speciális egyenletrendszer-megoldhatóságra ismert eredményt
idézünk fel. A 2.3. tételben olyan Zpα feletti egyenletrendszerek meg-
oldhatóságát jellemezzük, melyekben a változókat a Zpα gyűrűből he-
lyettesíthetjük. A 2.3. tételt a 3. fejezetben fogjuk alkalmazni. A 2.4. té-
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telben olyan Fq feletti egyenletrendszerek megoldhatóságát jellemez-
zük, melyekben az X halmazból származó változókat a Fq testből he-
lyettesíthetjük, az Yi halmazból származó változókat az adott Si ≤ F×q
csoportból helyettesíthetjük. A 2.4. tételt a 4. és 5. fejezetekben fogjuk
alkalmazni. A 2.5. következményben olyan Fq feletti egyenletrendsze-
rek megoldhatóságát jellemezzük, melyekben az X halmazból szárma-
zó változókat csak a Zp résztestből helyettesíthetjük, az Yi halmazból
származó változókat az adott Si ≤ F×q csoportból helyettesíthetjük.
A 2.5. következményt a 6. fejezetben fogjuk alkalmazni.

2.3. Tétel ([13]). Tekintsük a Zpα gyűrűt. Legyen

X = {xk : 1 ≤ k ≤ n } .

Legyenek f1, . . . , fk ∈ Zpα [X] redukált polinomok. Ekkor az

f1 = 0

...
fk = 0

egyenletrendszer megoldhatósága O
(
max1≤i≤k||fi||α

2k·p2α2
)
időben el-

dönthető Zpα felett.

2.4. Tétel ([12, 221 oldal, (d) eset]). Legyen Fq véges test. Legyenek
S1, . . . ,Sβ az F×q részcsoportjai. Legyenek

X = {xk : 1 ≤ k ≤ n } , Yj = { yj,k : 1 ≤ k ≤ nj } , 1 ≤ j ≤ β

páronként diszjunkt halmazok. Legyenek továbbá f1, . . . , fm redukált po-
linomok Fq[X;Y1; . . . ;Yβ] felett. Ekkor az

f1|Fq ,S1,...,Sβ = 0

... (2.4)
fm|Fq ,S1,...,Sβ = 0
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egyenletrendszer megoldhatósága O
(
max1≤i≤m ‖fi‖(q−1)m

)
időben el-

dönthető Fq felett.

2.5. Következmény. Legyen Fq egy p karakterisztikájú test. Legyen
C egy pozitív egész. Legyenek

X = {xk : 1 ≤ k ≤ n } , Yj = { yj,k : 1 ≤ k ≤ nj } , 1 ≤ j ≤ β

páronként diszjunkt halmazok. Legyenek továbbá f1, . . . , fm olyan redu-
kált polinomok Fq[X;Y1; . . . ;Yβ] felett, melyek bármely monomja legfel-
jebb C darab X-beli változót tartalmaz (multiplicitással együtt). Ekkor
az

f1|Zp,S1,...,Sβ = 0

... (2.5)
fm|Zp,S1,...,Sβ = 0

egyenletrendszer megoldhatósága Fq felett O
(
max1≤i≤m ‖fi‖(q−1)m

)
idő-

ben eldönthető.

Bizonyítás. Legyen π egy olyan Fq feletti redukált polinom mely ér-
tékkészlete Zp. Legyen Xπ = { π(xk) : 1 ≤ k ≤ n } polinomhalmaz és
legyen f̃i(X;Y1; . . . ;Yβ) az az Fq feletti redukált polinom melyre

f̃i(X;Y1; . . . ;Yβ) ≈ fi(X
π;Y1; . . . ;Yβ) (1 ≤ i ≤ m).

Az fi polinom bármely monomja legfeljebb C darab X-beli változót
tartalmaz, így ∥∥∥f̃i∥∥∥ ≤ ‖fi‖ · ‖π‖C = O (‖fi‖) .

Vegyük észre, hogy az

fi|Zp,S1,...,Sβ = 0, 1 ≤ i ≤ m
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egyenletrendszer pontosan akkor megoldható Fq felett, ha az

f̃i|Fq ,S1,...,Sβ = 0, 1 ≤ i ≤ m

egyenletrendszer megoldható Fq felett. Tehát a (2.5) egyenletrendszer
megoldhatósága

O

(
max1≤i≤m

∥∥∥f̃i∥∥∥(q−1)m
)

= O
(
max1≤i≤m ‖fi‖(q−1)m

)
időben eldönthető.
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3. fejezet

Nilpotens gyűrűk

Ebben a fejezetben nilpotens gyűrűk felett vizsgáljuk az egyenletmeg-
oldhatóság probléma bonyolultságát. Horváth bebizonyította, hogy ha
f1 és f2 legfeljebb n hosszú polinomok egy R nilpotens gyűrű felett,

akkor O
(
n|R|

|R|···
|R|)

időben eldönthető, hogy az f1 = f2 egyenlet-

nek van-e megoldása R-ben. Itt a korlát kitevőjében szereplő torony
magassága R nilpotenciaosztálya. Wilson 2.2. tétele segítségével jelen-
tősen javítjuk az ismert időkorlátot:

3.1. Tétel. Legyen R egy nilpotens gyűrű, f1 és f2 legfeljebb n hosszú
R feletti polinomok. Ekkor O

(
n|R|

2 log|R| log5 |R|
)
időben eldönthető, hogy

az f1 = f2 egyenletnek van-e megoldása R-ben.

3.1. Egyenletmegoldhatóság probléma nilpo-
tens gyűrűk felett

3.2. Lemma. LegyenM azon m×m-es Zpα feletti mátrixok gyűrűje
melyek minden főátlóbeli és főátló alatti eleme a (p) ideálból származik.
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Legyen f egy monomok összegeként adott polinom M felett. Ekkor
O
(
||f ||α2·m2·p2α2

)
időben eldönthető az f = 0 egyenlet megoldhatósága

M felett.

Bizonyítás. Legyen az f polinom egy tetszőleges monomja t1 · · · tn.
Azaz tk (1 ≤ k ≤ n) egy változó vagyM egy eleme. Minden 1 ≤ k ≤
≤ n indexre kicseréljük tk-t a

Tk =


y1,1,k · p x1,2,k x1,3,k . . . x1,m,k

y2,1,k · p y2,2,k · p x2,3,k . . . x2,m,k

y3,1,k · p y3,2,k · p y3,3,k · p . . . x3,m,k
...

...
... . . . ...

ym,1,k · p ym,2,k · p ym,3,k · p . . . ym,m,k · p

 .

mátrixra az alábbi módon:

– Ha tk azM egy eleme, akkor legyenek xi,j,k (1 ≤ i < j ≤ m) és
yi,j,k (1 ≤ j ≤ i ≤ m) a Zpα olyan elemei melyekre tk = Tk és
cseréljük ki tk-t Tk-ra.

– Ha tk egyM feletti változó, akkor xi,j,k (1 ≤ i < j ≤ m) jelöljön
egy Zpα feletti változót úgy, hogy xi1,j1,k1 és xi2,j2,k2 pontosan
akkor jelölje ugyanazt a változót (valamely 1 ≤ i1 < j1 ≤ m,
1 ≤ i2 < j2 ≤ m, 1 ≤ k1, k2 ≤ n indexekre) ha t1 és t2 ugyanazt
a változót jelölik M felett és i1 = i2, j1 = j2. Hasonlóan, yi,j,k
(1 ≤ j ≤ i ≤ m) jelöljön egyM feletti változót úgy, hogy yi1,j1,k1
és yi2,j2,k2 pontosan akkor jelölje ugyanazt a változót (valamely
1 ≤ j1 ≤ i1 ≤ m, 1 ≤ j2 ≤ i2 ≤ m, 1 ≤ k1, k2 ≤ n indexekre)
ha t1 és t2 ugyanazt a változót jelölikM felett és i1 = i2, j1 =
= j2. Ahogy xi,j,k és yi,j,k értékei végigfutnak Zpα elemein, úgy
Tk értékei végigfutnakM elemein. Cseréljük ki tk-t a Tk formális
mátrixra.
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Így a T monom az alábbi alakra hozható:

T1 · · ·Tn =


y1,1,1 · p x1,2,1 x1,3,1 . . . x1,m,1

y2,1,1 · p y2,2,1 · p x2,3,1 . . . x2,m,1

y3,1,1 · p y3,2,1 · p y3,3,1 · p . . . x3,m,1
...

...
... . . . ...

ym,1,1 · p ym,2,1 · p ym,3,1 · p . . . ym,m,1 · p

 · · ·

· · ·


y1,1,n · p x1,2,n x1,3,n . . . x1,m,n

y2,1,n · p y2,2,n · p x2,3,n . . . x2,m,n

y3,1,n · p y3,2,n · p y3,3,n · p . . . x3,m,n
...

...
... . . . ...

ym,1,n · p ym,2,n · p ym,3,n · p . . . ym,m,n · p

 .

A f polinom összes monomjának átírása O (||f ||) időt igényel. Jelölje
F az átírás után kapott polinomot.

Jelölje a T1, · · · , Tn mátrixok szorzatát

T1 · · ·Tn =


g1,1 g1,2 g1,3 . . . g1,m

g2,1 g2,2 g2,3 . . . g2,m

g3,1 g3,2 g3,3 . . . g3,m
...

...
... . . . ...

gm,1 gm,2 gm,3 . . . gm,m

 .

A 2.1. lemmához hasonlóan kiszámíthatnánk a gi,j polinomokat. Azon-
ban nem szükséges részletesen ismernünk ezeket a formulákat, elegen-
dő azt megértenünk hogyan épülnek fel. Legyenek 1 ≤ i, j ≤ m rög-
zíttet indexek. A gi,j polinom Zpα feletti monomok összege. Minden
monomban minden egyes Tk (1 ≤ k ≤ n) mátrixból egy elem szerepel.
Így minden monom hossza n. Tehát, a mátrixszorzás szabálya sze-
rint, a gi,j polinom legfeljebb mn−1 monom összege. Azonban minden
nemzéró monom legfeljebb α − 1 olyan tényezőt tartalmazhat mely a
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főátlóból vagy a főátló alól származik, mivel Zpα karakterisztikája pα.
Tehát minden nemzéró monom az alábbi alakú:

xi,i1,1 · xii,i2,2 · · ·xik1−1,ik1 ,k1︸ ︷︷ ︸
k1 darab tényező

·yik1 ,l1,k1+1 · p · xl1 ,̄i1,k1+2 · xī1 ,̄i2,. · · ·xīk2−1 ,̄ik2 ,.︸ ︷︷ ︸
k2 darab tényező

· yīk2 ,l2,. · p · · · yîkb−1
,lb−1,.

· p · xlb−1 ,̃i1,.
· · ·xĩkb−1 ,̃ikb ,n︸ ︷︷ ︸

kb darab tényező

,

ahol 1 ≤ b ≤ α és 0 ≤ k1, . . . , kb. Vegyük észre, hogy itt k1, . . . , kb ≤
≤ m− 1. Valóban, bármely xi,j,k tényező a főátló felül származik, így
i < j. Ezért 1 < i1 < i2 < . . . < ik1 ≤ m, tehát k1 ≤ m− 1.
Hasonlóan k2, . . . , kb ≤ m − 1. Így minden nemzéró monom hossza
legfeljebb (m− 1) · α + α− 1 = mα− 1. Speciálisan, ha mα − 1 <
< n, akkor gi,j minden monomja zéró. Tehát a gi,j polinom legfeljebb
mmα−2 monom összege és így ||gi,j|| ≤ (mα− 1) ·mmα−2 < α ·mmα−1.

Az F polinom legfeljebb ||F || = ||f || monom összege. Legyen

F =


f1,1 f1,2 f1,3 . . . f1,m

f2,1 f2,2 f2,3 . . . f2,m

f3,1 f3,2 f3,3 . . . f3,m
...

...
... . . . ...

fm,1 fm,2 fm,3 . . . fm,m

 .

Bármely 1 ≤ i, j ≤ m indexekre az fi,j polinom legfeljebb ||f || darab
gi,j polinom összege. Tehát ||fi,j|| ≤ ||f || · αmmα−1 = O (||f ||), mivel
α és m függetlenek f -től. Az fi,j polinomok O (||f ||) időben elkészít-
hetőek.

A mátrixalak egyértelműsége miatt az F = 0 egyenlet pontosan
akkor megoldhatóM felett, ha az

fi,j = 0 i, j ∈ {1, . . . ,m} (3.1)
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egyenletrendszer megoldható Zpα felett. A 2.3. tétel segítségével a
(3.1) egyenletrendszer megoldhatósága Zpα felett O

(
||f ||α2·m2·p2α2

)
időben eldönthető.

Az algoritmus időigénye:

– O (||f ||) időt igényel F elkészítése;

– O (||f ||) időt igényel a (3.1) egyenletrendszer elkészítése;

– O
(
||f ||α2·m2·p2α2

)
időt igényel a (3.1) egyenletrendszer megold-

hatóságának eldöntése.

Tehát az f = 0 egyenlet megoldhatóságaM felett

O
(
||f ||+ ||f ||+ ||f ||α2·m2·p2α2

)
= O

(
||f ||α2·m2·p2α2

)
időben eldönthető.

A 3.1. tétel bizonyítása. Először megmutatjuk, hogy egy tetszőleges
nilpotens gyűrű feletti egyenletmegoldhatóság probléma eldönthető
néhány speciális nilpotens mátrixgyűrű feletti szigma egyenletmeg-
oldhatóság probléma segítségével. Ha R egy nilpotens gyűrű, akkor
R felett az egyenletmegoldhatóság probléma és a szigma egyenlet-
megoldhatóság probléma bonyolultsága megegyezik. Ugyanis a t nil-
potenciaosztályú R felett egy tetszőleges f polinom O (||f ||t) időben
szorzatok összegére bontható. Itt t = log |R|. Így, cserébe egy extra
log |R| faktorért a futásidő kitevőjében, feltehető, hogy az inputként
kapott polinomok monomok összegei. Másrészt az egyenletmegold-
hatóság problémát elegendő prímhatvány karakterisztikájú nilpotens
gyűrűkre vizsgálnunk, hiszen bármely véges gyűrű előáll prímhatvány
karakterisztikájú gyűrűk direkt összegeként és az egyenletmegoldható-
ság probléma komponensenként kezelhető. Wilson a 2.2. tételben jel-
lemezte a prímhatvány karakterisztikájú nilpotens gyűrűket speciális
M mátrixgyűrűk segítségével.
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Legyen M egy 2.2. tételben szereplő mátrixgyűrű. Azaz M azon
m×m-es Zpα feletti mátrixok gyűrűje melyek minden főátlóbeli és fő-
átló alatti eleme a (p) ideálból származik. LegyenR ∼=M/I. Legyenek
f1 és f2 legfeljebb n hosszú R feletti polinomok. Legyen f = f1 − f2.
Ekkor az f1 = f2 egyenletnek pontosa akkor van megoldása R-ben, ha
létezik olyan helyettesítés melyre f értéke 0. Itt ‖f‖ ≤ 2 · n = O (n).
A továbbiakban az f = 0 egyenletet vizsgáljuk R felett.

Legyen F egy olyan monomok összegeként adottM feletti polinom
amely R ∼=M/I izomorfizmusnál vett képe ekvivalens az f polinom-
mal. A 2.2. tétel szerintR karakterisztikája pα, így α ≤ log |R|. Továb-
bám ≤ log |R|, pα ≤ |R|. Ezért α2·m2·p2α2 ≤ |R|2 log|R| log4 |R|. Tehát
az F = 0 egyenlet megoldhatósága M felett O

(
||F |||R|2 log|R| log4 |R|

)
időben eldönthető a 3.2. lemma alkalmazásával. Így az f = 0 egyenlet
megoldhatósága R ∼= M/I felett O

(
|I| · ||F |||R|2 log|R| log4 |R|

)
időben

eldönthető. Itt |I| ≤ |M| ≤ (pα)m
2

= O
(
|R|log2|R|

)
. Vegyük ész-

re, hogy ha f monomok összegeként adott, akkor ||F || = O (||f ||). Ha
azonban f tetszőleges polinom akkor f monomok összegére bontásával
egy extra log |R| kitevőt kapunk, így ||F || = O

(
||f ||log|R|

)
. Tehát egy

tetszőleges R nilpotens gyűrű felett az f = 0 egyenlet megoldhatósága
O
(
||f |||R|2 log|R| log5 |R|

)
időben eldönthető.
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4. fejezet

Szemipattern csoportok

Ebben a fejezetben speciális mátrixcsoportokra, az úgynevezett szemi-
pattern csoportokra vizsgáljuk az egyenletmegoldhatóság és ekvivalen-
cia problémák bonyolultságát. Egy G = PoA csoportot szemipattern
csoportnak nevezünk, ha P a szigorú felső háromszögmátrixok rész-
csoportja, és A a diagonális mátrixok részcsoportja. A felső három-
szögmátrixok szorzatát jellemző 2.1. lemma segítségével igazoljuk a
következő állítást:

4.1. Tétel. Legyen G egy szemipattern csoport, S és T legfeljebb n
hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G| log2 |G|

)
időben el-

dönthető az S = T egyenlet megoldhatósága G felett, valamint az
G |= S ∼= T ekvivalencia.

Később a 6. fejezetben egy általános eljárást adunk mely segítsé-
gével az egyenletmegoldhatóság és ekvivalencia problémák egységesen
kezelhetőek bármely G = P o A csoportra, ahol P egy p-csoport
és A egy Abel csoport. Ez az eljárás a szemipattern csoportokra is
alkalmazható, azonban az általános módszer időkorlátjának kitevője
|G||G| log |G|, szemben a speciálisan szemipattern csoportokra ebben
a fejezetben adott |G| log2 |G| kitevővel.
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4.1. Szemipattern csoportok
Legyen Fq egy véges test. Tekintsük azon m ×m-es Fq feletti mátri-
xokat amelyek főátlója alatt csupa nulla, főátlójában csupa nem nulla
elem szerepel. E mátrixok csoportot alkotnak a szorzásra nézve melyet
T (m,Fq)-val jelölünk:

T (m,Fq) =


a1 h1,2 h1,3 . . . h1,m

0 a2 h2,3 . . . h2,m

0 0 a3 . . . h3,m
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . am

 : ai ∈ F×q , hi,j ∈ Fq, 1 ≤ i < j ≤ m


.

Jelölje E azm×m-es egységmátrixot, Ei,j azt azm×m-es mátrixot,
amely i-edik sorának j-edik eleme egy, minden más eleme nulla. Legyen
H ⊆ {Ei,j : 1 ≤ i < j ≤ m }. Legyen

PH = {E +
∑
Ei,j∈H

hi,jEi,j : hi,j ∈ Fq}.

Azaz PH azon szigorú felső háromszögmátrixok halmaza melyekben a
főátló felett nulla áll minden olyan (i, j) pozícióban melyre Ei,j nem
eleme H-nak. Ha PH egy részcsoport T (m,Fq)-ban, akkor pattern
csoportnak nevezünk. A pattern csoportok részletes leírása megtalál-
ható [3, 18]-ban. Legyenek S1, . . . ,Sm az F×q részcsoportjai. Gyűjt-
sük össze azokat az (i,Si) párokat, melyekre Si 6={1}. Legyen D =
= { (i,Si) : Si 6={1}, 1 ≤ i ≤ m }. Legyen AD azonm×m-es Fq feletti
mátrixok halmaza melyek főátlójának i-edik eleme Si-beli (1 ≤ i ≤ m),
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minden más eleme nulla:

AD =




a1 0 0 . . . 0
0 a2 0 . . . 0
0 0 a3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . am

 : ai ∈ Si, 1 ≤ i ≤ m


.

Ha PH egy pattern csoport, akkor a PH · AD csoport T (m,Fq)
egy részcsoportja. Ekkor a PH ·AD csoportot szemipattern csoportnak
nevezünk, jele SPH,D(m,Fq). Megjegyezzük, hogy PH C PH · AD és
így PH · AD

∼= PH o AD. Horváth [12] cikkének 4. problémájában
definiált U (3,Z3)o Z×3 csoport egy példa szemipattern csoportra:

U (3,Z3)o Z×3 =


1 h k
0 a l
0 0 1

 : a ∈ Z×3 , h, k, l ∈ Z3

 .

4.2. Egyenletmegoldhatóság probléma szem-
ipattern csoportok felett

Ebben az alfejezeteben a szemipattern csoportok feletti egyenletmeg-
oldhatóság illetve ekvivalencia problémák bonyolultságát fogjuk meg-
határozni. Ezen problémák bonyolultsága eddig még azU (3,Z3)o Z×3
csoportra sem volt ismert.

4.2. Lemma. Legyen SPH,D(m,Fq) egy szemipattern csoport, és T
egy tetszőleges, n hosszú csoportkifejezés SPH,D(m,Fq) felett. Ekkor a
T = id egyenlet megoldhatósága O

(
nm(q−1)(|H|+|D|)) időben eldönthető

SPH,D(m,Fq) felett.

Bizonyítás. Legyen T = t1 · · · tn egy csoportkifejezés SPH,D(m,Fq)
felett, azaz tk (1 ≤ k ≤ n) egy változó vagy SPH,D(m,Fq) egy eleme.
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Legyen

Tk =


y1,k x1,2,k x1,3,k . . . x1,m,k

0 y2,k x2,3,k . . . x2,m,k

0 0 y3,k . . . x3,m,k
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . ym,k

 . (4.1)

Minden 1 ≤ k ≤ n indexre kicseréljük tk-t a Tk mátrixalakjára az
alábbi módon:

– Ha tk az SPH,D(m,Fq) egy eleme, akkor legyenek xi,j,k (1 ≤
≤ i < j ≤ m) az Fq és yi,k (1 ≤ i ≤ m) az Si ≤ F×q olyan
elemei melyekre a tk elem mátrixalakja Tk és cseréljük ki tk-t a
Tk mátrixra.

– Ha tk egy SPH,D(m,Fq) feletti változó és az (i, j) pozícióra Ei,j /∈
H (azaz SPH,D(m,Fq) minden elemének mátrixalakjában az i-
edik sor j-edik eleme 0), akkor legyen xi,j,k = 0 (1 ≤ i < j ≤ m).
Ha az (i, j) pozícióra Ei,j ∈ H, akkor xi,j,k (1 ≤ i < j ≤ m) jelöl-
jön egy Fq feletti változót úgy, hogy xi1,j1,k1 és xi2,j2,k2 pontosan
akkor jelölje ugyanazt a változót (valamely 1 ≤ i1 < j1 ≤ m,
1 ≤ i2 < j2 ≤ m, 1 ≤ k1, k2 ≤ n indexre) ha t1 és t2 ugyanazt
a változót jelölik SPH,D(m,Fq) felett és i1 = i2, j1 = j2. Ha-
sonlóan, ha az i indexre (i,Si) /∈ D (azaz SPH,D(m,Fq) minden
elemének mátrixalakjában a főátló i-edik eleme 1) akkor legyen
yi,k = 1 (1 ≤ i ≤ m). Ha az i indexre (i,Si) ∈ D, akkor yi,k
(1 ≤ i ≤ m) jelöljön egy Si feletti változót úgy, hogy yi1,k1 és
yi2,k2 pontosan akkor jelölje ugyanazt a változót (valamely 1 ≤
≤ i1, i2 ≤ m, 1 ≤ k1, k2 ≤ n indexre) ha t1 és t2 ugyanazt
a változót jelölik SPH,D(m,Fq) felett és i1 = i2. Mivel minden
csoportelem mátrixalakja egyértelmű, ezért ahogy xi,j,k értékei
végigfutnak Fq elemein (Ei,j ∈ H esetén) és yi,k értékei Si ele-
mein ((i,Si) ∈ D esetén), úgy a Tk formális mátrix értékei vé-
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gigfutnak SPH,D(m,Fq) elemein. Cseréljük ki tk-t a Tk formális
mátrixra.

A T szorzat átírása a tényezők mátrixalakra történő cseréjével O (n)
időt igényel.

Így a T csoportkifejezés az alábbi alakra hozható:

T =


y1,1 x1,2,1 x1,3,1 . . . x1,m,1

0 y2,1 x2,3,1 . . . x2,m,1

0 0 y3,1 . . . x3,m,1
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . ym,1

 · · ·

· · ·


y1,n x1,2,n x1,3,n . . . x1,m,n

0 y2,n x2,3,n . . . x2,m,n

0 0 y3,n . . . x3,m,n
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . ym,n

 . (4.2)

A szorzást elvégezve 2.1. lemma alapján

T =


f1 g1,2 g1,3 . . . g1,m

0 f2 g2,3 . . . g2,m

0 0 f3 . . . g3,m
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . fm

 , (4.3)
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ahol

fi =
n∏
k=1

yi,k,

gi,j =

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<...<lb<j

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

yi,d0xi,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

yl1,d1

b∏
e=2

xle−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

yle,dexlb,j,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

yj,db+1
.

Speciálisan, ha (i,Si) /∈ D, akkor fi = 1, ha Ei,j /∈ H, akkor gi,j = 0.
A 2.1. lemma szerint ‖gi,j‖ = O (nm). Továbbá az fi és gi,j polinomok
O (nm) időben elkészíthetőek.

A mátrixalak egyértelműsége miatt a T = id egyenletnek pontosan
akkor van megoldása, ha az

fi|Fq ,S1,...,Sm = 1 (1 ≤ i ≤ m, (i,Si) ∈ D) (4.4)
gi,j|Fq ,S1,...,Sm = 0 (1 ≤ i < j ≤ m,Ei,j ∈ H)

egyenletrendszer megoldható Fq felett. A 2.4. tétel szerint a (4.4) egyen-
letrendszer megoldhatósága Fq felett eldönthető az alábbi időkorláton
belül :

O
(
(max1≤i<j≤m{‖fi‖ , ‖gi,j‖})(q−1)(|H|+|D|)

)
=

O
(
(nm)(q−1)(|H|+|D|)

)
= O

(
nm(q−1)(|H|+|D|)) .

Az algoritmus időigénye:

– O (n) időt igényel a tk (1 ≤ k ≤ n) tényezők cseréje a mátrix-
alakjukra;

– O (nm) időt igényel a (4.4) egyenletrendszer elkészítése;
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– O
(
nm(q−1)(|H|+|D|)) időt igényel a (4.4) egyenletrendszer megold-

hatóságának eldöntése.

Tehát a T = id egyenlet megoldhatósága SPH,D(m,Fq) felett

O
(
n+ nm + nm(q−1)(|H|+|D|)) = O

(
nm(q−1)(|H|+|D|))

időben eldönthető.

A 4.1. tétel bizonyítása. Legyenek S = x1 · · ·xk és T = y1 · · · yn cso-
portkifejezések G felett úgy, hogy k ≤ n. Tekintsük továbbá a T ′ =
= x

|G|−1
k · · ·x|G|−1

1 y1 · · · yn formális szorzatot. Ekkor az S = T egyen-
letnek pontosa akkor van megoldása G-ben, ha létezik olyan helyette-
sítés melyre T ′ értéke id. Hasonlóan G |= S ≈ T pontosan akkor, ha
minden helyettesítésre T ′ értéke id. Itt ‖T ′‖ ≤ |G| · n = O (n), mivel
|G| sem S-től sem T -től nem függ, így n-től is független. A további-
akban a T ′ = id egyenletet, valamint a G |= T ′ ≈ id ekvivalenciát
vizsgáljuk.

A 4.2. lemma szerint a G = SPH,D(m,Fq) feletti T ′ = id egyenlet
megoldhatósága O

(
nm(q−1)(|H|+|D|)) időben eldönthető. Itt q|H| ·2|D| ≤

≤ |G|. Így

q − 1 < |G| ,
|H|+ |D| ≤ log |G|.

Az álalánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy

m ≤ |H|+ |D| ≤ log |G|.

Tehát

m(q − 1)(|H|+ |D|) < |G| log2 |G|.
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A G |= T ′ ≈ id ekvivalencia pontosan akkor nem teljesül, ha
T ′ = g megoldható valamely id 6= g ∈ G csoportelemre. Mivel |G|
nem függ n-től, a G |= T ′ ≈ id ekvivalencia eldönthető a G feletti
egyenletmegolthatóság probléma időkorlátján belül.
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5. fejezet

Nilpotens csoportok

Ebben a fejezetben nilpotens csoportok felett vizsgáljuk az egyenlet-
megoldhatóság probléma bonyolultságát. Egy új eljárást adunk amely
jelentősen javítja az ismert polinomiális időkorlátot.

5.1. Tétel. Legyen G egy nilpotens csoport, S és T legfeljebb n hosszú
csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n

1
2
|G|2 log |G|

)
időben eldönthető,

hogy az S = T egyenletnek van-e megoldása G-ben.

5.1. p-csoportok
Legyen P egy pα elemű csoport. Legyen P egy maximális centrális
lánca {id} = N0 C N1 C · · · C Nα = P. Ekkor Ni/Ni−1 izomorf a
p rendű ciklikus csoporttal (1 ≤ i ≤ α). Minden 1 ≤ i ≤ α indexre
legyen bi ∈ Ni \ Ni−1. Ekkor biNi−1 az Ni/Ni−1 egy generátora. A
B = (b1, . . . , bα) sorozatot a P csoport (N0 CN1 C · · · CNα lánchoz
tartozó) bázisának nevezünk. Legyen g ∈ P tetszőleges csoportelem.
Ekkor egyértelműen léteznek olyan u1, . . . , uα ∈ { 0, 1, . . . , p− 1 } ki-
tevők melyekre

g = bu11 · · · buαα . (5.1)
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A g elem B bázisra vonatkozó (5.1) előállítását B-alaknak nevezünk.
Az 5.2. lemmában kiszámítjuk n csoportelem szorzatának B-alakját

az elemek B-alakjaiból redukált Zp feletti polinomok segítségével. Itt
Zp a p-elemű testet jelöli a { 0, 1, . . . , p− 1 } alaphalmazon. A félreér-
tések elkerülése végett a modulo p összeadást ⊕, a modulo p szorzást
� jelöli, míg a hagyományos, egészek közötti összeadást és szorzást +
és · jelöli az 5.2. lemma bizonyításában.

5.2. Lemma. Legyen P egy pα elemű csoport. Legyen P egy bázisa
B = (b1, . . . , bα). Legyen Cα = (2p − 2)α−1. Egy tetszőleges n pozitív
egészre legyen

Xn,α = {xk,i : 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ α } .

Ekkor léteznek olyan f1, . . . , fα ∈ Zp[Xn,α] redukált polinomok, hogy
bármely g1, . . . , gn ∈ P elemekre melyek B-alakjai

gk = b
uk,1
1 · · · buk,αα (1 ≤ k ≤ n),

a g1 · · · gn szorzat B-alakja

g1 · · · gn = b
f1(u1,1;...;un,α)
1 · · · bfα(u1,1;...;un,α)

α . (5.2)

Bármely 1 ≤ l ≤ α indexre az fl polinom foka legfeljebb Cα, ‖fl‖ =
= O

(
nCα
)
, és fl kiszámítható O

(
nCα
)
időben.

Bizonyítás. Az 5.2. lemmát α szerinti teljes indukcióval igazoljuk. Ha
α = 1, akkor C1 = 1 és P izomorf a p rendű ciklikus csoporttal. Le-
gyen P egy generátora b1, ekkor B = (b1) bázis. Legyenek g1, . . . , gn ∈
∈ P és jelölje ezen elemek B-alakjait gk = b

uk,1
1 (1 ≤ k ≤ n). Legyen

f1(x1; . . . ;xn) = x1 ⊕ · · · ⊕ xn. Ekkor g1 · · · gn = b
f1(u1,1;...;un,1)
1 . Továb-

bá f1 foka 1, ‖f1‖ = O (n), és f1 kiszámítható O (n) időben. Tehát f1

megfelel az 5.2. lemma feltételeinek.
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Tegyük fel, hogy a lemma teljesül bármely pα rendű csoportra és
legyen P egy pα+1 rendű csoport. Legyen P egy maximális centrális
lánca {id} = N0 CN1 C · · · CNα CNα+1 = P. Legyen P egy N0 C
CN1 C · · ·CNαCNα+1 lánchoz tartózó bázisa B = (b1, . . . , bα, bα+1).
Legyenek g1, . . . , gn ∈ P tetszőleges csoportelemek és jelölje ezen ele-
mek B-alakjait

gk = b
uk,1
1 · · · buk,αα b

uk,α+1

α+1 (1 ≤ k ≤ n).

Ki fogjuk számítani a

g1 · · · gn = b
u1,1
1 · · · bu1,αα b

u1,α+1

α+1 · · · bun,11 · · · bun,αα b
un,α+1

α+1 (5.3)

szorzat B-alakját. Először fölvázoljuk a fő lépéseket majd elmagyaráz-
zuk a részleteket.

1. A (2.1)-beli xy = [x, y]yx összefüggést alkalmazva a buk,α+1

α+1 (1 ≤
≤ k ≤ n) tényezőket az (5.3) szorzat jobb oldalára gyűjtjük.
Először a b

u1,α+1

α+1 tényezőt visszük jobbra egyenként felcseréve
a bu2,ii (1 ≤ i ≤ α) tényezőkkel, míg bu2,α+1

α+1 mellé kerül. Minden
ilyen cserével egy

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,i
i

]
kommutátor keletkezik. Így vé-

gül bu1,α+1

α+1 és bu2,α+1

α+1 egymás mellett állnak a szorzatban. Legyen
χ ∈ Zp [x; y] a modulo p átviteli függvény:

χ (x; y) =

{
1, ha x+ y ≥ p,
0, egyébként.

(5.4)

A b
u1,α+1

α+1 és bu2,α+1

α+1 tényezők egymás mellett szerepelnek a szor-
zatban, így az alábbi módon össze tudjuk vonni őket:

b
u1,α+1

α+1 b
u2,α+1

α+1 = b
u1,α+1+u2,α+1

α+1 =
(
bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 .
(5.5)
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Majd a bu1,α+1⊕u2,α+1

α+1 tényezőt visszük jobbra és így tovább. A k-
adik lépésben (1 ≤ k ≤ n− 1) a bu1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 tényezőt egyen-
ként felcseréljük a b

uk+1,i

i (1 ≤ i ≤ α) tényezőkkel, míg b
uk+1,α+1

α+1

mellé nem kerül. Ezután, összevonjuk bu1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 és buk+1,α+1

α+1

tényezőket (5.5) mintájára:

b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 b
uk+1,α+1

α+1 = b
(u1,α+1⊕···⊕uk,α+1)+uk+1,α+1

α+1 =

=
(
bpα+1

)χ(u1,α+1⊕···⊕uk,α+1;u2,α+1) b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1⊕u2,α+1

α+1 . (5.6)

Végül, miután az összes buk,α+1

α+1 tényezőt jobbra gyűjtöttük (1 ≤
≤ k ≤ n− 1), a szorzat végén b

u1,α+1⊕···⊕un,α+1

α+1 szerepel. Jelöl-
je S az (5.3)-ból így kapott formális szorzatot. Ekkor S utol-
só tényezője bu1,α+1⊕···⊕un,α+1

α+1 . Jelölje T azt a formális szorzatot
melyet S-ből az utolsó tényező elhagyásával kapunk. Azaz S =
= Tb

u1,α+1⊕···⊕un,α+1

α+1 . Ekkor T tényezői

– bi hatványok valamely 1 ≤ i ≤ α indexre;

–
[
bxα+1, b

y
i

]
alakú kommutátorok melyeket a bxα+1b

y
i =

= [bxα+1, b
y
i ]b

y
i b
x
α+1 cserékből kaptunk;

– bpα+1 hatványok melyeket az (5.6)-beli összevonások során
kaptunk.

Így T összes tényezője az Nα részcsoport eleme. Az Nα csoport
pα rendű és Nα egy bázisa B = (b1, . . . , bα). Tehát alkalmazhat-
juk az indukciós feltevést a T szorzat B-alakjának meghatározá-
sára. Ehhez azonban szükségünk van némi technikai előkészület-
re a 2. és 3. lépésekben.

2. Meghatározzuk a T szorzatban szereplő
[
bxα+1, b

y
i

]
(x, y ∈ Zp,

1 ≤ i ≤ α) kommutátorok B-alakjait. Bebizonyítjuk, hogy létez-
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nek olyan redukált ψ(k)
i,j ∈ Zp [x1; . . . ;xk; y] (1 ≤ i, j ≤ α, 1 ≤

≤ k ≤ n) polinomok melyekre[
b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 , b
uk+1,i

i

]
=

= b
ψ
(k)
i,1 (u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,i)

1 · · · bψ
(k)
i,α(u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,i)
α . (5.7)

Továbbá ψ(k)
i,j foka legfeljebb 2p−2,

∥∥∥ψ(k)
i,j

∥∥∥ = O (kp−1) ≤ O (np−1),

és ψ(k)
i,j kiszámítható O (kp−1) ≤ O (np−1) időben.

3. Hasonlóan meghatározzuk a T szorzatban szereplő
(
bpα+1

)u (u ∈
∈ Zp) hatványok B-alakjait. Bebizonyítjuk, hogy léteznek olyan
redukált χ(k)

i ∈ Zp [x1; . . . ;xk; y] (1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k ≤ n) polino-
mok melyekre(

bpα+1

)χ(u1,α+1⊕···⊕uk,α+1;uk+1,α+1) =

b
χ
(k)
1 (u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,α+1)

1 · · · bχ
(k)
α (u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,α+1)
α . (5.8)

Továbbá χ(k)
i foka legfeljebb 2p−2,

∥∥∥χ(k)
i

∥∥∥ = O (kp−1) ≤ O (np−1),

és χ(k)
i kiszámítható O (kp−1) ≤ O (np−1) időben.

4. Végül alkalmazzuk az indukciós feltevést a T szorzatra a 2. és 3. lé-
pésekből kapott ψ(k)

i,j és χ(k)
i polinomok felhasználásával, és be-

bizonyítjuk az 5.2. lemmát az S szorzatra.

Először a szorzat jobb oldalára gyűjtjük a buk,α+1

α+1 tényezőket (1 ≤
≤ k ≤ n). A (2.1)-beli xy = [x, y]yx összefüggést alkalmazzuk x =
= b

u1,α+1

α+1 , y = b
u2,1
1 esetén és felcseréljük az bu1,α+1

α+1 és bu2,11 tényezőket a
g1g2 szorzatban:

g1g2 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα b

u1,α+1

α+1 b
u2,1
1 b

u2,2
2 b

u2,3
3 · · · bu2,αα b

u2,α+1

α+1

= b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1 b

u1,α+1

α+1 b
u2,2
2 b

u2,3
3 · · · bu2,αα b

u2,α+1

α+1 .
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Majd az xy = [x, y]yx összefüggést x = b
u1,α+1

α+1 , y = b
u2,2
2 esetén alkal-

mazzuk és felcseréljük bu1,α+1

α+1 és bu2,22 tényezőket:

g1g2 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,2
2

]
b
u2,2
2 b

u1,α+1

α+1 b
u2,3
3

b
u2,4
4 · · · bu2,αα b

u2,α+1

α+1 .

Ezt az eljárást folyatjuk, míg a bu1,α+1

α+1 tényező bu2,α+1

α+1 mellé nem kerül:

g1g2 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,2
2

]
b
u2,2
2

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,3
3

]
b
u2,3
3 · · ·

[
b
u1,α+1

α+1 , bu2,αα

]
bu2,αα b

u1,α+1

α+1 b
u2,α+1

α+1 .

Így α új kommutátort kapunk:
[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,i
i

]
az összes 1 ≤ i ≤ α in-

dexre. Majd összevonjuk a b
u1,α+1

α+1 és bu2,α+1

α+1 tényezőket bu1,α+1+u2,α+1

α+1

hatvánnyá. Azonban az u1,α+1 + u2,α+1 kitevő nem biztos, hogy a
{ 0, 1, . . . , p− 1 } halmaz eleme. Legyen χ : Z2

p → Zp az (5.4)-ben defi-
niált modulo p átviteli függvény. Ekkor létezik egy olyan Zp [x; y]-beli
redukált polinom mely a χ függvényt reprezentálja [21]. Ezt a redukált
polinomot szintén χ jelölje. Megjegyezzük, hogy [9]-ben explicit formu-
lát adtak a χ függvényt reprezentáló redukált polinomra. Számunkra
azonban elegendő, hogy a χ polinom foka legfeljebb 2p − 2 és kiszá-
mítható. E polinom elkészítéséhez szükséges idő, csak a P csoporttól
függ, független n választásától. Ekkor

b
u1,α+1+u2,α+1

α+1 =
(
bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 ,

és

g1g2 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1 · · ·

[
b
u1,α+1

α+1 , bu2,αα

]
bu2,αα(

bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 .

Majd a bu1,α+1⊕u2,α+1

α+1 tényezőt felcseréljük bu3,11 tényezővel a g1g2g3 szor-
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zatban:

g1g2g3 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1 · · ·

[
b
u1,α+1

α+1 , bu2,αα

]
bu2,αα(

bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 b
u3,1
1 b

u3,2
2 · · · bu3,αα b

u3,α+1

α+1

= b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1 · · ·

[
b
u1,α+1

α+1 , bu2,αα

]
bu2,αα(

bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
[
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 , b
u3,1
1

]
b
u3,1
1 b

u1,α+1⊕u2,α+1

α+1

b
u3,2
2 · · · bu3,αα b

u3,α+1

α+1 .

Ezt az eljárást folyatjuk, míg a bu1,α+1⊕u2,α+1

α+1 tényező bu3,α+1

α+1 mellé kerül :

g1g2g3 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1 · · ·

[
b
u1,α+1

α+1 , bu2,αα

]
bu2,αα(

bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
[
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 , b
u3,1
1

]
b
u3,1
1 · · ·[

b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 , bu3,αα

]
bu3,αα b

u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 b
u3,α+1

α+1 .

Majd összeszorozzuk bu1,α+1⊕u2,α+1

α+1 és bu3,α+1

α+1 tényezőket

b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 b
u3,α+1

α+1 =
(
bpα+1

)χ(u1,α+1⊕u2,α+1;u3,α+1)
b
u1,α+1⊕u2,α+1⊕u3,α+1

α+1 ,

így tehát

g1g2g3 = b
u1,1
1 · · · bu1,αα

[
b
u1,α+1

α+1 , b
u2,1
1

]
b
u2,1
1 · · ·

[
b
u1,α+1

α+1 , bu2,αα

]
bu2,αα(

bpα+1

)χ(u1,α+1;u2,α+1)
[
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 , b
u3,1
1

]
b
u3,1
1 · · ·[

b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 , bu3,αα

]
bu3,αα

(
bpα+1

)χ(u1,α+1⊕u2,α+1;u3,α+1)

b
u1,α+1⊕u2,α+1⊕u3,α+1

α+1 .

Ismét α új kommutátort kapunk:
[
b
u1,α+1⊕u2,α+1

α+1 , b
u3,i
i

]
az összes 1 ≤ i ≤

≤ α indexre; és egy újabb bpα+1 hatványt. Ezután a bu1,α+1⊕u2,α+1⊕u3,α+1

α+1
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tényezőt visszük jobbra, stb. Általánosan, a k-adik lépésben (1 ≤ k <

< n − 1) a bu1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 tényezőt felcseréljük az összes buk+1,i

i , 1 ≤
≤ i ≤ α tényezővel. E cserékkel α új[

b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 , b
uk+1,i

i

]
(1 ≤ i ≤ α) (5.9)

kommutátor keletkezik. Továbbá b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 és buα+1,k+1

α+1 egymás
mellé kerül a szorzatban. Ekkor összevonjuk bu1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 és buα+1,k+1

α+1

tényezőket:

b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 b
uα+1,k+1

α+1 =

=
(
bpα+1

)χ(u1,α+1⊕···⊕uk,α+1;uk+1,α+1)
b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1⊕uk+1,α+1

α+1 . (5.10)

Ezzel az eljárással az összes buk,α+1

α+1 tényezőt (1 ≤ k ≤ n) jobbra gyűjt-
jük és (5.10) mintájára összevonjuk ezeket. Végül a szorzat utolsó
tényezője bu1,α+1⊕···⊕un,α+1

α+1 lesz. Jelölje S az (5.3)-ból így kapott formá-
lis szorzatot. Jelölje T azt a formális szorzatot melyet S-ből az utolsó
tényező elhagyásával kapunk. Azaz S = Tb

u1,α+1⊕···⊕un,α+1

α+1 . Ekkor a T
szorzat tényezői

– bi hatványok valamely 1 ≤ i ≤ α indexre;

–
[
b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 , b
uk+1,i

i

]
alakú kommutátorok melyeket a

b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 és buk+1,i

i tényezők cseréiből kaptunk;

– bpα+1 hatványok melyeket az (5.10)-beli összevonások során kap-
tunk.

Azaz T összes tényezője az Nα részcsoport eleme. Az Nα csoport pα
rendű és Nα egy bázisa (b1, . . . , bα). Tehát, némi technikai előkészület
után, alkalmazhatjuk az indukciós feltevést a T szorzat B-alakjának
meghatározására.
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A 2. lépesben az (5.9) alakú kommutátorok B-alakjainak kiszámí-
tásával folytatjuk. Legyen ψi,j : Z2

p → Zp (1 ≤ i, j ≤ α) az a függvény
melyre [

bxα+1, b
y
i

]
= b

ψi,1(x;y)
1 · · · bψi,α(x;y)

α .

Ekkor kiszámítható egy olyan Zp [x; y]-beli, redukált polinom mely a
ψi,j (1 ≤ i, j ≤ α) függvényt reprezentálja [21]. Ezt a redukált polino-
mot szintén ψi,j jelölje. E polinom elkészítéséhez szükséges idő, csak a
P csoporttól függ, független n választásától. A ψi,j polinom foka leg-
feljebb 2p− 2 minden 1 ≤ i, j ≤ α indexre. Speciálisan megadhatóak
olyan cs,t ∈ Zp (0 ≤ s, t ≤ p− 1) konstansok, hogy

ψi,j (x; y) =

p−1⊕
t=0

p−1⊕
s=0

cs,t � xs � yt.

Helyettesítsük a ψi,j(x; y) polinom x váltózóját az x1⊕· · ·⊕xk összeg-
gel, majd bontsuk fel a zárójeleket és végezzük el a lehetséges össze-
vonásokat minden 1 ≤ i, j ≤ α és 1 ≤ k < n indexre. Jelölje ψ(k)

i,j ∈
∈ Zp [x1; . . . ;xk; y] az így kapott redukált polinomot. Ekkor (5.9) B-
alakja[

b
u1,α+1⊕···⊕uk,α+1

α+1 , b
uk+1,i

i

]
=

= b
ψ
(k)
i,1 (u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,i)

1 · · · bψ
(k)
i,α(u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,i)
α . (5.11)

Továbbá, a polinomiális tétel szerint,

ψ
(k)
i,j (x1; . . . ;xk; y) =

p−1⊕
t=0

p−1⊕
s=0

⊕
0≤s1,...,sk
s1+···+sk=s

s!

s1! · · · sk!
cs,t�xs11 �· · ·�x

sk
k �y

t.

A ψ
(k)
i,j polinom s-ed fokú monomjainak száma meghatározható k elem

s-ed osztályú ismétléses kombinációja segítségével. Így a monomok
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száma a ψ(k)
i,j polinomban

p−1∑
s=0

(
k + s− 1

s

)
= O

(
k + p− 1− 1

p− 1

)
= O

(
kp−1

)
.

A ψ
(k)
i,j polinom foka legfeljebb 2p − 2. Így

∥∥∥ψ(k)
i,j

∥∥∥ ≤ O (kp−1). A ψ
(k)
i,j

(1 ≤ i, j ≤ α, 1 ≤ k < n) polinomok együttesen O (
∑n

k=1 k
p−1) ≤

≤ O (np) időben kiszámíthatóak.
A 3. lépesben az (5.10)-beli összevonások során kapott p-hatványok

B-alakjainak kiszámításával folytatjuk. Mivel bpα+1 ∈ Nα, ezért egyér-
telműen léteznek olyan c1, . . . , cα ∈ Zp konstansok melyekre

bpα+1 = bc11 · · · bcαα ,

azaz (
bpα+1

)χ(x;y)
= b

c1�χ(x;y)
1 · · · bcα�χ(x;y)

α .

Helyettesítsük a χ(x; y) polinom x váltózóját az x1 ⊕ · · · ⊕ xk összeg-
gel, majd bontsuk fel a zárójeleket és végezzük el a lehetséges össze-
vonásokat minden 1 ≤ i ≤ α és 1 ≤ k < n indexre. Jelölje χ(k)

i ∈
∈ Zp [x1; . . . ;xk; y] az így kapott redukált polinomot. Ekkor az (5.10)-
beli p-hatvány B-alakja(

bpα+1

)χ(u1,α+1⊕···⊕uk,α+1;uk+1,α+1)
=

= b
χ
(k)
1 (u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,α+1)

1 · · · bχ
(k)
α (u1,α+1;...;uk,α+1;uk+1,α+1)
α . (5.12)

Továbbá a monomok száma a χ
(k)
i polinomban, a ψ

(k)
i,j polinomhoz

hasonlóan, O (kp−1). A χ
(k)
i polinom foka legfeljebb 2p−2. Így

∥∥∥χ(k)
i

∥∥∥ ≤
≤ O (kp−1). A χ

(k)
i (1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k < n) polinomok együttesen

O (
∑n

k=1 k
p−1) ≤ O (np) időben kiszámíthatóak.
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Végül a 4. lépesben alkalmazzuk az indukciós feltevést a T szorzat-
ra. Írjuk át az (n− 1) ·α darab (5.9) alakú kommutátort és az (n− 1)
darab (5.10)-beli p-hatványt B-alakjaikra (5.11) és (5.12) alkalmazásá-
val. A T szorzat ezen felül még n ·α darab buk,ii (1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k ≤ n)
alakú tényezőt tartalmaz. Jelölje ñ a T tényezőinek számát, ekkor

ñ = α · n+ α · (n− 1) + n− 1 = (2α + 1) · n− α− 1 = O (n) .

A T szorzat minden tényezője Nα-beli, így minden 1 ≤ k̃ ≤ ñ in-
dexhez léteznek olyan ũk̃,1, . . . , ũk̃,α ∈ Zp, hogy a k̃-adik tényező B-
alakja b

ũk̃,1
1 · · · bũk̃,αα . Ha a T szorzat k̃-adik tényezője buk,ii valamely

1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k ≤ n indexekre, akkor

ũk̃,j =

{
uk,i, ha j = i,
0, ha j 6= i.

(5.13)

Ha a T szorzat k̃-adik tényezője (5.9) alakú kommutátor valamely
1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k ≤ n indexekre, akkor

ũk̃,j = ψ
(k)
i,j (u1,α+1; . . . ;uk,α+1;uk+1,i) . (5.14)

Végül, ha a T szorzat k̃-adik tényezője (5.10)-beli összevonásból szár-
mazó p-hatvány valamely 1 ≤ k ≤ n indexre, akkor

ũk̃,j = χ
(k)
j (u1,α+1; . . . ;uk,α+1;uk+1,α+1) . (5.15)

Legyen X̃ñ,α =
{
x̃k̃,i : 1 ≤ k̃ ≤ ñ, 1 ≤ i ≤ α

}
. Az indukciós felte-

vés szerint léteznek olyan f̃1, . . . , f̃α ∈ Zp
[
X̃ñ,α

]
redukált polinomok,

hogy
T = b

f̃1(ũ1,1;...;ũñ,α)
1 · · · bf̃α(ũ1,1;...;ũñ,α)

α .

Továbbá bármely 1 ≤ l ≤ α indexre az f̃l foka legfeljebb Cα,
∥∥∥f̃l∥∥∥ =

= O
(
ñCα
)
= O

(
nCα
)
, és f̃l kiszámítható O

(
ñCα
)
= O

(
nCα
)
időben.
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Legyen Xn,α+1 = {xk,i : 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ α + 1 }. Az alábbiak-
ban 1 ≤ l ≤ α indexre definiáljuk az fl redukált polinomot, melyet az
f̃l polinomból kapunk az x̃k̃,j váltózók (1 ≤ k̃ ≤ ñ, 1 ≤ j ≤ α) megfe-
lelő (5.13), (5.14) és (5.15) szerint kapott Zp [Xn,α+1] feletti redukált
polinomokkal való helyettesítésével. Legyen 1 ≤ k̃ ≤ ñ rögzített. Ha
a T szorzat k̃-adik tényezője buk,ii , valamely 1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k ≤ n
indexre, akkor

az x̃k̃,j változót kicseréljük

{
xk,i változóra, ha j = i,
0-ra, ha j 6= i.

(5.16)

Ha a T szorzat k̃-adik tényezője (5.9) alakú kommutátor valamely
1 ≤ i ≤ α, 1 ≤ k ≤ n indexekre, akkor

az x̃k̃,j változót kicseréljük a ψ(k)
i,j (x1,α+1; . . . , xk,α+1;xk+1,i) polinomra.

(5.17)
Végül, ha a T szorzat k̃-adik tényezője (5.10)-beli összevonásból szár-
mazó p-hatvány valamely 1 ≤ k ≤ n indexre, akkor

az x̃k̃,j változót kicseréljük a χ(k)
j (x1,α+1; . . . , xk,α+1;xk+1,α+1) polinomra.

(5.18)
Jelölje fl azt a redukált polinomot melyet az f̃l polinomból (5.16),
(5.17), (5.18) helyettesítések után, a zárójelek felbontásával és a lehet-
séges összevonások elvégzésével kapunk. A T szorzat B-alakja (5.13),
(5.14), és (5.15) alapján

T = b
f1(u1,1;...;un,α+1)
1 · · · bfα(u1,1;...;un,α+1)

α .

Legyen

fα+1 (x1,1; . . . ;xn,α+1) =
n⊕
k=1

xk,α+1,

ekkor a g1 · · · gn szorzat B-alakja

g1 · · · gn = b
f1(u1,1;...;un,α+1)
1 · · · bfα(u1,1;...;un,α+1)

α b
fα+1(u1,1;...;un,α+1)
α+1 .
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Tehát f1, . . . , fα, fα+1 eleget tesznek az (5.2) feltételnek.
Mivel Cα = (2p− 2)α−1, legyen Cα+1 = (2p− 2)α. Az f̃l poli-

nom foka legfeljebb Cα a indukciós feltevés szerint. Az fl polinomot
az f̃l polinomból a változók helyettesítésével kaptuk. Az f̃l egy vál-
tozóját (5.16) esetén xk,i-vel vagy 0-val helyettesítettük, (5.17) ese-
tén ψ(k)

i,j -val helyettesítettük, (5.18) esetén χ
(k)
i -val helyettesítettük. A

ψ
(k)
i,j és χ(k)

i polinomok foka legfeljebb (2p − 2). Tehát fl foka legfel-

jebb (2p− 2) · Cα = (2p− 2)α = Cα+1. Másrészt
∥∥∥ψ(k)

i,j

∥∥∥ ≤ O (np−1),∥∥∥χ(k)
i

∥∥∥ ≤ O (np−1), így f̃l bármely monomjának felbontásából legfel-

jebb O
((
n(p−1)

)Cα)
= O

(
n(p−1)Cα

)
darab monom keletkezik. Tehát

‖fl‖ ≤ O
(
n(p−1)Cα

) ∥∥∥f̃l∥∥∥ ≤ O
(
n(p−1)Cα

)
O
(
nCα
)
≤

≤ O
(
n(2p−2)Cα

)
≤ O

(
nCα+1

)
.

Az f̃l polinom változóinak helyettesítése után, a zárójelek felbontása
és a lehetséges összevonások elvégzése O

(
nCα+1

)
időben kiszámítható.

Az fl polinom kiszámításának időigénye:

– O
(
nCα
)
időt igényel az f̃l polinom kiszámítása;

– O (np) időt igényel a ψ(k)
i,j polinomok kiszámítása;

– O (np) időt igényel a χ(k)
i polinomok kiszámítása;

– O
(
nCα+1

)
időt igényel fl elkészítése az f̃l, ψ

(k)
i,j és χ(k)

i polinomok-
ból.

Figyelembe véve, hogy p ≤ 2p − 2 ≤ Cα ≤ Cα+1 az fl polinom kiszá-
mításnak időigénye

O
(
nCα + np + np + nCα+1

)
= O

(
nCα+1

)
.
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5.2. Egyenletmegoldhatóság probléma nilpo-
tens csoportok felett

Ebben a alfejezetben bebizonyítjuk az 5.1. tételt. Ehhez a következő
lemmát fogjuk alkalmazni.

5.3. Lemma. Legyen P egy pα elemű csoport, és T egy tetszőleges, n
hosszú csoportkifejezés P felett. Ekkor O

(
n

1
2

(2p−2)αα
)
időben eldönt-

hető, hogy a T = id egyenletnek van-e megoldása P-ben.

Bizonyítás. Legyen P egy bázisa B = (b1, . . . , bα). Legyen T = t1 · · · tn
egy csoportkifejezés P felett, azaz tk (1 ≤ k ≤ n) egy változó vagy P
egy eleme. Minden 1 ≤ k ≤ n indexre kicseréljük tk-t a bxk,11 · · · bxk,αα

szorzatra az alábbi módon:

– Ha tk a P egy eleme, akkor legyen xk,i (1 ≤ i ≤ α) a Zp egy
olyan eleme melyre tk B-alakja tk = b

xk,1
1 · · · bxk,αα és cseréljük ki

tk-t a b
xk,1
1 · · · bxk,αα B-alakra.

– Ha tk egy P feletti változó, akkor xk,i (1 ≤ i ≤ α) jelöljön
egy Zp feletti változót úgy, hogy xk1,i1 és xk2,i2 pontosan ak-
kor jelölje ugyanazt a változót (valamely 1 ≤ k1, k2 ≤ n, 1 ≤
≤ i1, i2 ≤ α indexre) ha t1 és t2 ugyanazt a változót jelölik P
felett és i1 = i2. Mivel minden csoportelem B-alakja egyértelmű,
ezért ahogy xk,1, . . . , xk,α értékei végigfutnak Zp elemein, úgy a
b
xk,1
1 · · · bxk,αα kifejezés értékei végigfutnak P elemein. Cseréljük ki
tk-t a b

xk,1
1 · · · bxk,αα formális szorzatra.

A T szorzat átírása a tk tényezők B-alakjaikra történő cseréjével O (n)
időt igényel.

Az 5.2. lemma alkalmazásával jellemezhetjük a t1 · · · tn szorzat
B-alakját. Legyen Xn,α = {xk,i : 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ α } és Cα =
= (2p− 2)α−1. Számítsuk ki az 5.2. lemmában szereplő f1, . . . , fα ∈
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∈ Zp [Xn,α] redukált polinomokat. Ez O
(
nCα
)
időben megtehető. Ek-

kor ‖fl‖ = O
(
nCα
)
minden 1 ≤ l ≤ α indexre. Az 5.2. lemma szerint

a t1 · · · tn szorzat B-alakja

t1 · · · tn = b
f1(x1,1;...;xn,α)
1 · · · bfα(x1,1;...;xn,α)

α

Az id B-alakja id = b0
1 · · · b0

α. A B-alak egyértelműsége miatt, a t1 · · · tn =
= id egyenletnek pontosan akkor van megoldása P-ben, ha az

f1 (x1,1; . . . ;xn,α) = 0

...
fα (x1,1; . . . ;xn,α) = 0

(5.19)

egyenletrendszer megoldható Zp felett. A 2.4. tétel szerint az (5.19)
egyenletrendszer megoldhatósága Zp felett eldönthető az alábbi idő-
korláton belül :

O

(
max

1≤l≤m
‖fl‖(p−1)α

)
≤ O

(
nCα·(p−1)·α) ≤ O

(
n(2p−2)α−1·(p−1)·α

)
=

= O
(
n

1
2

(2p−2)αα
)
.

Az algoritmus időigénye:

– O (n) időt igényel a tk (1 ≤ k ≤ n) tényezők cseréje B-alakjaikra;

– O
(
nCα
)
= O

(
n(2p−2)α−1

)
időt igényel az fl (1 ≤ l ≤ α) redukált

polinomok elkészítése;

– O
(
n

1
2

(2p−2)αα
)

időt igényel az (5.19) egyenletrendszer megold-
hatóságának eldöntése.
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Tehát a P feletti T = id egyenlet megoldhatósága

O
(
n+ n(2p−2)α−1

+ n
1
2

(2p−2)αα
)
= O

(
n

1
2

(2p−2)αα
)

időben eldönthető.

Az 5.1. tétel bizonyítása. Legyenek S = x1 · · · xk és T = y1 · · · yn cso-
portkifejezések G felett úgy, hogy k ≤ n. Tekintsük továbbá a T ′ =
= x

|G|−1
k · · ·x|G|−1

1 y1 · · · yn kifejezést. Az S = T egyenletnek pontosa
akkor van megoldása G-ben ha létezik olyan helyettesítés melyre T ′
értéke id. Ekkor ‖T ′‖ ≤ |G| ·n = O (n), mivel |G| sem S-től sem T -től
nem függ, így n-től is független. A továbbiakban a T ′ = id egyenletet
vizsgáljuk.

Először azt az esetet vizsgáljuk, amikor G egy pα rendű csoport.
Az 5.3. lemma szerint a T ′ = id egyenlet megoldhatósága G felett
O
(
n

1
2

(2p−2)αα
)
időben eldönthető. Itt |G| = pα, α ≤ log |G|, 2p− 2 ≤

≤ p2, így
1

2
(2p− 2)α α ≤ 1

2
p2αα ≤ 1

2
|G|2 log |G| .

A második esetben G legyen egy nilpotens csoport és P1, . . . ,Pm a
Sylow részcsoportjai. Ekkor G a Sylow részcsoportok direkt szorzata.
Így T ′ = id pontosan akkor oldható meg G felett, ha minden 1 ≤ i ≤
≤ m indexre T ′ = id megoldható Pi felett. Bármely 1 ≤ i ≤ m in-
dexre a T ′ = id egyenlet megoldhatósága Pi felett O

(
n

1
2
|Pi|2 log|Pi|

)
≤

≤ O
(
n

1
2
|G|2 log|G|

)
időben eldönthető. Így együttesen az összes 1 ≤ i ≤

≤ m indexre O
(
m · n 1

2
|G|2 log|G|

)
= O

(
n

1
2
|G|2 log|G|

)
időkorlát adódik,

mivel m nem függ T ′-től, csak a G csoporttól.
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6. fejezet

PoA csoportok

Ebben a fejezetben az egyenletmegoldhatóság problémát vizsgáljuk
olyan G = P o A szemidirekt szorzatokra, ahol P egy p-csoport és
A egy Abel-csoport. Egy általános eljárást adunk amely egységesen
kezeli a legtöbb olyan feloldható de nem nilpotens csoportot melyre a
korábbi tételekkel az egyenletmegoldhatóság probléma eldönthető. Sőt
ez az új eljárás sok olyan csoportra is alkalmazható melyre a korábbi
eredmények nem mondtak semmit.

6.1. Tétel. Legyen P egy p-csoport, A egy Abel-csoport. Tekintsünk
egy G = P o A szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T legfeljebb n
hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G|

|G| log|G|
)

időben el-
dönthető, hogy az S = T egyenletnek van-e megoldása G-ben.

A 6.1. tétel alkalmazásával egy hasonlóan általános eredményt bi-
zonyítunk az ekvivalencia problémáról :

6.2. Tétel. Legyen N nilpotens csoport, A Abel-csoport. Tekintsünk
egy G = NoA szemidirekt szorzatot. Legyenek S és T legfeljebb n
hosszú csoportkifejezések G felett. Ekkor O

(
n|G|

|G| log|G|
)

időben el-
dönthető a G |= S ≈ T ekvivalencia.
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6.1. PoA csoportok
Az alábbi szakasz sokban emlékeztet az 5.1. szakaszra mely gondolatait
és módszereit fogjuk alkalmazni.

Legyen P egy pα elemű csoport, A egy Abel-csoport. Tekintsünk
egy G = PoA szemidirekt szorzatot. Vegyük P egy maximális cent-
rális láncát és egészítsük ki ezt G egy kompozícióláncává: {id} = N0C
CN1C· · ·CNα = P = M0CM1C· · ·CMβ = G. EkkorNiCPminden
1 ≤ i ≤ α indexre, MjCG minden 1 ≤ j ≤ β indexre, de NiCG nem
feltétlen teljesül. Az Ni/Ni−1 csoport izomorf a p rendű ciklikus cso-
porttal (1 ≤ i ≤ α) és az Mj/Mj−1 csoport izomorf a pj rendű ciklikus
csoporttal, egy alkalmas pj prímre (1 ≤ j ≤ β). Minden 1 ≤ i ≤ α
indexre legyen bi ∈ Ni \Ni−1 és minden 1 ≤ j ≤ β indexre legyen cj ∈
∈Mj \Mj−1. Ekkor biNi−1 az Ni/Ni−1 egy generátora és cjMj−1 az
Mj/Mj−1 egy generátora. A B = (b1, . . . , bα, c1, . . . , cβ) sorozatot a G
csoport bázisának nevezünk. Legyen g ∈ G tetszőleges csoportelem.
Ekkor egyértelműen léteznek olyan u1, . . . , uα ∈ { 0, 1, . . . , p− 1 } és
v1 ∈ { 0, . . . , p1 − 1 } , . . . , vβ ∈ { 0, . . . , pβ − 1 } kitevők melyekre

g = bu11 · · · buαα c
v1
1 · · · c

vβ
β . (6.1)

A g elem B bázisra vonatkozó (6.1) előállítását B-alaknak nevezünk.
A G = P o A csoport p-Sylow részcsoportja normálosztó me-

lyet jelöljön PSyl. A G/PSyl csoport Abel melyet jelöljön B. Ekkor
(|PSyl|, |B|) = 1, így a Shur-Zassenhaus tétel szerint G ∼= PSyl o B.
Tehát G = P oA esetén p - |A| az általánosság megszorítása nélkül
feltehető.

A legkisebb p karakterisztikájú testet mely multiplikatív csoportja
tartalmaz p1, . . . , pβ rendű részcsoportokat a G csoport alaptestének
nevezünk. Bármely G csoportnak létezik és kiszámítható az alapteste.
Legyen ugyanis m a p1, . . . , pβ prímek legkisebb közös többszöröse.
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Ekkor p - |A| miatt p és m relatív prímek, így a

px ≡ 1 mod m

kongruenciának létezik minimális pozitív egész x = s megoldása. Te-
hát G alapteste a ps elemű test. Megjegyezzük, hogy s ≤ m ≤ |A|,
így

ps ≤ p|A|. (6.2)

Legyen a G csoport alapteste Fq. Legyen Sj ≤ F×q a pj elemű
ciklikus csoport (1 ≤ j ≤ β). Valamely pj prímre jelölje a modulo pj
összeadást ⊕pj , a ({ 0, . . . , pj − 1 } ,⊕pj) csoportot Zpj (1 ≤ j ≤ β).
Legyen egy rögzített izomorfizmus

ϕj : Zpj → Sj (1 ≤ j ≤ β). (6.3)

Legyenek Xα = {xi : 1 ≤ i ≤ α } , Yβ = { yj : 1 ≤ j ≤ β } . Ekkor
léteznek olyan χ1, . . . , χα ∈ Fq[Xα;Yβ] redukált polinomok, hogy bár-
mely h ∈ P ≤ G és a ∈ A ≤ G elemekre melyek B-alakjai

h = bu11 · · · buαα c0
1 · · · c0

β, a = b0
1 · · · b0

αc
v1
1 · · · c

vβ
β

a ha konjugált B-alakja

ha = b
χ1(u1;...;uα;ϕ1(v1);...;ϕβ(vβ))
1 · · · bχα(u1;...;uα;ϕ1(v1);...;ϕβ(vβ))

α c0
1 · · · c0

β.

(6.4)

Legyenek ugyanis χ̃i : Fα+β
q → Fq (1 ≤ i ≤ α) olyan függvények me-

lyek eleget tesznek a (6.4) feltételnek. Ekkor kiszámíthatóak azok az
Fq [Xα;Yβ]-beli, redukált χi polinom melyek a χ̃i függvényeket repre-
zentálják [21]. A χi polinom foka legfeljebb (α + β) · (q − 1) és χi
legfeljebb qα+β monom összege (1 ≤ i ≤ α).

A 6.3. lemmában kiszámítjuk n darab G-beli csoportelem szorza-
tának B-alakját az elemek B-alakjaiból redukált Fq feletti polinomok
segítségével. A bizonyítás sokat merít az 5.2. lemma bizonyításának
gondolatiból.
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6.3. Lemma. Legyen P egy pα rendű csoport, A egy Abel-csoport.
Tekintsünk egy G = P o A szemidirekt szorzatot. Legyen G egy bá-
zisa B = (b1, . . . , bα, c1, . . . , cβ). Legyen Cα = (2p − 2)α−1. Legyen G
alapteste Fq. Legyenek ϕ1, . . . , ϕβ a (6.3)-beli izomorfizmusok. Egy tet-
szőleges n pozitív egészre legyen

Xn,α = {xk,i : 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ i ≤ α } ,
Yn−1,β = { yk,j : 1 ≤ k ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ β } .

Ekkor léteznek olyan f1, . . . , fα ∈ Fq [Xn,α;Yn−1,β] redukált polinomok,
hogy bármely h1, . . . , hn ∈ P ≤ G, a1, . . . , an ∈ A ≤ G elemekre
melyek B-alakjai

hk = b
uk,1
1 · · · buk,αα c0

1 · · · c0
β, ak = b0

1 · · · b0
αc
vk,1
1 · · · cvk,ββ (1 ≤ k ≤ n)

a h1a1 · · ·hnan szorzat B-alakja

h1a1 · · ·hnan =b
f1(u1,1;...;un,α;ϕ1(v1,1);...;ϕβ(vn−1,β))
1 · · ·

b
fα(u1,1;...;un,α;ϕ1(v1,1);...;ϕβ(vn−1,β))
α ·

· cv1,1⊕p1 ···⊕p1vn,11 · · · c
v1,β⊕pβ ···⊕pβ vn,β
β .

Bármely 1 ≤ l ≤ α indexre ‖fl‖ = O
(
nCα+1

)
, és az fl polinom kiszá-

mítható O
(
nCα+1

)
időben. Továbbá az fl polinom bármely monomja

legfeljebb αCα(q − 1)Cα darab Xn,α-beli változót tartalmaz.

Bizonyítás. Először a h1a1 · · ·hnan szorzat jobb oldalára gyűjtjük az
ak tényezőket (1 ≤ k ≤ n). Ehhez a (2.2)-beli xy = yxx összefüggést
alkalmazzuk:

h1a1 · h2a2 · h3a3 · · ·hnan = h1h
a1
2 a1a2 · h3a3 · · ·hnan =

= h1h
a1
2 h

a1a2
3 a1a2a3 · · ·hnan = h1h

a1
2 h

a1a2
3 · · ·ha1···an−1

n︸ ︷︷ ︸
∈P

a1a2a3 · · · an.︸ ︷︷ ︸
∈A
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Legyen

TP = h1h
a1
2 · · ·ha1···an−1

n , TA = a1 · · · an. (6.5)

Ekkor a TA szorzat B-alakja:

TA = a1 · · · an = b0
1 · · · b0

αc
v1,1
1 · · · cv1,ββ · · · b0

1 · · · b0
αc
vn,1
1 · · · cvn,ββ =

= b0
1 · · · b0

αc
v1,1⊕p1 ···⊕p1vn,1
1 · · · c

v1,β⊕pβ ···⊕pβ vn,β
β . (6.6)

Most kiszámítjuk a (6.5)-beli ha1···ak−1

k konjugáltak B-alakjait. A
feltételek szerint a hk elem B-alakja

hk = b
uk,1
1 · · · buk,αα c0

1 · · · c0
β. (6.7)

Vegyük észre, hogy az a1 · · · ak−1 szorzat B-alakja:

a1 · · · ak−1 = b0
1 · · · b0

αc
v1,1⊕p1 ···⊕p1vk−1,1

1 · · · c
v1,β⊕pβ ···⊕pβ vk−1,β

β . (6.8)

Továbbá a v1,j ⊕ pj · · · ⊕ pjvk−1,j összeg (6.3)-beli ϕj izomorfizmus ál-
tali képe

ϕj(v1,j ⊕ pj · · · ⊕ pjvk−1,j) = ϕj(v1,j) · · ·ϕj(vk−1,j). (6.9)

Legyenek χ1, . . . , χα ∈ Fq[Xα;Yβ] a (6.4)-ben szereplő redukált poli-
nomok. Minden 1 ≤ i ≤ α és 2 ≤ k ≤ n indexre helyettesítsük a χi
polinom összes yj változóját az y1,j · · · yk−1,j szorzattal (1 ≤ j ≤ β).
Jelölje χ(k)

i ∈ Fq[Xα;Yn−1,β] az így kapott redukált polinomot. Ekkor
a ha1···ak−1

k konjugált B-alakja

h
a1···ak−1

k = b
ũk,1
1 · · · bũk,αα c0

1 · · · c0
β, (6.10)

ahol (6.7), (6.8) és (6.9) alapján

ũk,i =

{
uk,i, ha k = 1,
χ

(k)
i (uk,1; . . . ;uk,α;ϕ1(v1,1); . . . ;ϕβ(vk−1,β)), ha 2 ≤ k ≤ n.
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Mivel a χi polinom legfeljebb q(α+β) monom összege, ezért χ(k)
i szintén

legfeljebb q(α+β) monom összege. Mivel a χi polinom foka legfeljebb
(α + β)(q − 1) ezért χ(k)

i foka legfeljebb α(q − 1) + β(q − 1)(k − 1) =

= O (k). Továbbá χ
(k)
i minden monomja legfeljebb α(q − 1) darab

Xα-beli változót tartalmaz. Így
∥∥∥χ(k)

i

∥∥∥ = O (k). A χ
(k)
i (1 ≤ i ≤ α, 2 ≤

≤ k ≤ n) polinomok együttesen
∑n

k=2 α ·O (k) ≤ O (n2) időben kiszá-
míthatóak.

Végül meghatározzuk a (6.5)-beli TP szorzat B-alakját az 5.2. lem-
ma alkalmazásával. A TP szorzat tényezői h1, h

a1
2 , . . . , h

a1···an−1
n mind a

P ≤ G részcsoport elemei. A h
a1···ak−1

k konjugált B-alakját (6.10)-ban
jellemeztük. A G csoport B = (b1, . . . , bα, c1, . . . , cβ) bázisának első
α tagja (b1, . . . , bα) a P csoport egy bázisát alkotja. Így az 5.2. lem-
ma alkalmazásával megadhatóak olyan f̃1, . . . , f̃α ∈ Zp[Xn,α] redukált
polinomok, hogy a TP szorzat B-alakja

TP = b
f̃1(ũ1,1;...;ũn,α)
1 · · · bf̃α(ũ1,1;...;ũn,α)

α c0
1 · · · c0

β.

Legyen Cα = (2p − 2)α−1. Ekkor az 5.2. lemma szerint bármely 1 ≤
≤ i ≤ α indexre az f̃l foka legfeljebb Cα,

∥∥∥f̃l∥∥∥ = O
(
nCα
)
, és f̃l kiszá-

mítható O
(
nCα
)
időben.

Mivel Zp ≤ Fq, ezért speciálisan f̃l ∈ Fq[Xn,α]. Minden 1 ≤ l ≤
≤ α indexre helyettesítsük az f̃l polinom összes xk,i változóját a χ(k)

i

redukált polinommal (1 ≤ i ≤ α, 2 ≤ k ≤ n), majd bontsuk monomok
összegére a helyettesítésből származó polinomokat. Jelölje f1, . . . , fα ∈
∈ Fq [Xn,α, Yn−1,β] az így kapott redukált polinomokat. A TP szorzat
BP-alakja (6.10) alapján

TP =b
f1(u1,1;...;un,α;ϕ1(v1,1);...;ϕβ(vn−1,β))
1 · · · bfα(u1,1;...;un,α;ϕ1(v1,1);...;ϕβ(vn−1,β))

α ·
· c0

1 · · · c0
β. (6.11)
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Tehát a h1a1 · · ·hnan szorzat B-alakja (6.6) és (6.11) alapján

h1a1 · · ·hnan = TP · TA =

= b
f1(u1,1;...;un,α;ϕ1(v1,1);...;ϕβ(vn−1,β))
1 · · · bfα(u1,1;...;un,α;ϕ1(v1,1);...;ϕβ(vn−1,β))

α ·

· ch1(v1,1;...;vn,1)
1 · · · chβ(v1,β ;...;vn,β)

β .

Az fl polinomot az f̃l polinomból az xk,i változók χ
(k)
i polinomokkal

történő helyettesítésével kaptuk. Az 5.2. Lemma szerint az f̃l polinom
foka Cα. Továbbá f̃l legfeljebb ‖fl‖ monom összege. A χ

(k)
i polinom fo-

ka O (k) ≤ O (n) és χ(k)
i legfeljebb qα+β monom összege. Továbbá χ(k)

i

bármely monomja legfeljebb α · (q−1) darab Xn,α-beli változót tartal-
maz. Tehát f̃l bármely monomjának felbontásából legfeljebb

(
qα+β

)Cα
monom keletkezik, fl foka legfeljebb Cα ·O (n) és

‖fl‖ =
∥∥∥f̃l∥∥∥ · (qα+β

)Cα · Cα ·O (n) = O
(
nCα
)
·O (n) = O

(
nCα+1

)
.

Továbbá fl bármely monomja legfeljebb αCα ·(q − 1)Cα darabXn,α-beli
változót tartalmaz. Az f̃l polinom χ

(k)
i polinomokkal történő helyet-

tesítése és a kapott polinom monomok összegére bontása O
(
nCα+1

)
időben kiszámítható.

Az fl polinom kiszámításának időigénye:

– O
(
nCα
)
időt igényel az f̃l polinom kiszámítása;

– O (n2) időt igényel a χ(k)
i polinomok kiszámítása;

– O
(
nCα+1

)
időt igényel fl elkészítése az f̃l és χ

(k)
i polinomokból.

Figyelembe véve, hogy 2 ≤ Cα az fl polinom kiszámításnak időigénye

O
(
nCα + n2 + nCα+1

)
= O

(
nCα+1

)
.
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6.2. Egyenletmegoldhatóság probléma PoA

csoportok felett
Ebben az alfejezetben bebizonyítjuk a 6.1. tételt. Ehhez a következő
lemmát fogjuk alkalmazni.

6.4. Lemma. Legyen P egy pα elemű csoport, A egy p1 · · · pβ rendű
Abel csoport. Tekintsünk egy G = PoA szemidirekt szorzatot. Legyen
Cα = (2p− 2)α−1. Legyen G alapteste Fq. Legyen T egy tetszőleges,
n hosszú csoportkifejezés G felett. Ekkor O

(
n(Cα+1)(q−1)(α+β)

)
időben

eldönthető, hogy a T = id egyenletnek van-e megoldása G-ben.

Bizonyítás. Legyenek az A csoport kompozíciófaktorai rendre izomor-
fak a Zp1 , . . . ,Zpβ ciklikus csoportokkal. Legyen aG csoport egy bázisa
B = (b1, . . . , bα, c1, . . . , cβ). Legyen T = t1 · · · tn egy polinom G felett,
azaz tk (1 ≤ k ≤ n) egy változó vagy G egy eleme. Minden 1 ≤ k ≤ n
indexre kicseréljük tk-t a bxk,11 · · · bxk,αα c

zk,1
1 · · · czk,ββ szorzatra az alábbi

módon:

– Ha tk a G egy eleme, akkor legyenek xk,i (1 ≤ i ≤ α) a Zp
és zk,j a Zpj (1 ≤ j ≤ β) olyan elemei melyekre a tk elem B-
alakja tk = b

xk,1
1 · · · bxk,αα c

zk,1
1 · · · czk,ββ és cseréljük ki tk-t erre a

b
xk,1
1 · · · bxk,αα c

zk,1
1 · · · czk,ββ B-alakra.

– Ha tk egy G feletti változó, akkor xk,i (1 ≤ i ≤ α) jelöljön
egy Zp feletti változót úgy, hogy xk1,i1 és xk2,i2 pontosan akkor
jelölje ugyanazt a változót (valamely 1 ≤ k1, k2 ≤ n, 1 ≤ i1, i2 ≤
≤ α indexre) ha t1 és t2 ugyanazt a változót jelölik G felett és
i1 = i2. Hasonlóan zk,j jelöljön egy Zpj feletti változót (1 ≤ j ≤
≤ β) úgy, hogy zk1,j1 és zk2,j2 pontosan akkor jelölje ugyanazt a
változót (valamely 1 ≤ k1, k2 ≤ n, 1 ≤ j1, j2 ≤ β indexre) ha
t1 és t2 ugyanazt a változót jelölik G felett és j1 = j2. Mivel a
G-beli elemek B-alakjai egyértelműek, ezért ahogy xk,1, . . . , xk,α
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értékei végigfutnak Zp elemein és zk,j értékei a Zpj elemein, úgy a
b
xk,1
1 · · · bxk,αα c

zk,1
1 · · · czk,ββ kifejezés értékei végigfutnak G elemein.

Cseréljük ki tk-t a b
xk,1
1 · · · bxk,αα c

zk,1
1 · · · czk,ββ formális szorzatra.

A tk tényezők B-alakjaikra történő cseréje O (n) időt igényel.
Legyen ϕj : Zpj → Sj a (6.3)-ban definiált izomorfizmus (1 ≤ j ≤

≤ β). Minden 1 ≤ k ≤ n és 1 ≤ j ≤ β indexre definiáljuk yk,j-t a
következőképp:

– Ha zk,j a Zpj egy eleme, akkor legyen yk,j = ϕj(zk,j).

– Ha zk,j egy Zpj feletti változó, akkor yk,j jelöljön egy Sj feletti
változót úgy, hogy yk1,j1 és yk2,j2 pontosan akkor jelölje ugyanazt
a változót (valamely 1 ≤ k1, k2 ≤ n, 1 ≤ j1, j2 ≤ β indexre) ha
zk1,j1 és zk2,j2 ugyanazt a változót jelölik Zpj felett. Ahogy zk,j ér-
tékei végigfutnak Zpj elemein, úgy a ϕj(zk,j) értékei végigfutnak
Sj elemein.

Az yk,j-k elkészítése O (n) időt igényel.
A 6.3. lemma segítségével jellemezzük a t1 · · · tn szorzat B-alakját.

Számítsuk ki a 6.3. lemmában szereplő f1, . . . , fα redukált Fq feletti
polinomokat. Ez O

(
nCα+1

)
időben megtehető. Ekkor a 6.3. lemma

szerint a t1 · · · tn szorzat B-alakja

t1 · · · tn = b
f1(x1,1;...;xn,α;y1,1;...;yn−1,β)
1 · · · bfα(x1,1;...;xn,α;y1,1;...;yn−1,β)

α ·

· cz1,1⊕p1 ···⊕p1zn,11 · · · c
z1,β⊕pβ ···⊕pβ zn,β
β .

Itt xk,i a Zp egy elemét vagy egy Zp feletti változót jelöl, yk,j az Sj
egy elemét vagy egy Sj feletti változót jelöl, és zk,j a Zpj egy elemét
vagy egy Zpj feletti változót jelöl. Az id B-alakja id = b0

1 · · · b0
αc

0
1 · · · c0

n.
A B-alak egyértelműsége miatt a t1 · · · tn = id egyenletnek pontosan
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akkor van megoldása, ha az

f1|Zp,S1,...,Sβ(x1,1, . . . , xn,α, y1,1, . . . , yn−1,β) = 0Fq
...

fα|Zp,S1,...,Sβ(x1,1, . . . , xn,α, y1,1, . . . , yn−1,β) = 0Fq (6.12)
z1,1 ⊕ p1 · · · ⊕ p1zn,1 = 0Zp1

...
z1,β ⊕ pβ · · · ⊕ pβzn,β = 0Zpβ

egyenletrendszernek van olyan megoldása melyre ϕj(zk,j) = yk,j min-
den 1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ β indexre. A (6.12) egyenletrendszer első α
egyenlete Fq feletti, míg a következő β egyenlet rendre Zp1 , . . . ,Zpβ fe-
letti. Ez utóbbi β egyenletet lefordítjuk Fq feletti egyenletekké. Vegyük
észre, hogy a (6.3)-beli ϕj izomorfizmus definíciója és az yk,j definíciója
alapján bármely 1 ≤ j ≤ β indexre

z1,j ⊕ pj · · · ⊕ pjzn,j = 0Zpj ⇔ y1,j · · · yn,j = 1Fq .

Legyen f(x1; . . . ;xn) =
∏n

k=1 xk − 1. Ekkor a (6.12) egyenletrend-
szernek pontosan akkor van ϕj(zk,j) = yk,j (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ β)
feltételeknek eleget tevő megoldása, ha az

f1|Zp,S1,...,Sβ(x1,1, . . . , xn,α, y1,1, . . . , yn−1,β) = 0Fq
...

fα|Zp,S1,...,Sβ(x1,1, . . . , xn,α, y1,1, . . . , yn−1,β) = 0Fq (6.13)
f |S1(y1,1; . . . ; yn,1) = 0Fq

...
f |Sβ(y1,β; . . . ; yn,β) = 0Fq
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egyenletrendszer megoldható Fq felett. A 6.3. lemma szerint az fi
(1 ≤ i ≤ α) polinom bármely monomja legfeljebb αCα · (q − 1)Cα da-
rabXn,α-beli változót tartalmaz. Az f1, . . . , fα, f polinomok hosszának
maximuma O

(
nCα+1

)
. Tehát a (6.13) egyenletrendszer megoldhatósá-

ga a 2.5. következmény segítségével

O
(
n(Cα+1)(q−1)(α+β)

)
időben eldönthető.

A G feletti T = id egyenlet megoldhatóságát eldöntő algoritmus
időigénye:

– O (n) időt igényel a tk (1 ≤ k ≤ n) tényezők cseréje B-alakjaikra;

– O (n) időt igényel az összes yk,j (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ j ≤ β) elkészí-
tése;

– O
(
nCα+1

)
időt igényel az fl (1 ≤ l ≤ α) és f redukált polinomok

elkészítése;

– O
(
n(Cα+1)(q−1)(α+β)

)
időt igényel a (6.13) egyenletrendszer meg-

oldhatóságának eldöntése.

Tehát a G feletti T = id egyenlet megoldhatósága

O
(
n+ n+ nCα+1 + n(Cα+1)(q−1)(α+β)

)
= O

(
n(Cα+1)(q−1)(α+β)

)
időben eldönthető.

A 6.1. tétel bizonyítása. Legyenek S = x1 · · ·xk és T = y1 · · · yn cso-
portkifejezések G felett úgy, hogy k ≤ n. Tekintsük továbbá a T ′ =
= x

|G|−1
k · · ·x|G|−1

1 y1 · · · yn kifejezést. Ekkor az S = T egyenletnek pon-
tosa akkor van megoldása G-ben ha létezik olyan helyettesítés melyre
T ′ értéke id. Itt ‖T ′‖ ≤ |G| ·n = O (n), mivel |G| sem S-től sem T -től
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nem függ, így n-től is független. A továbbiakban a T ′ = id egyenletet
vizsgáljuk.

A 6.4. lemma szerint a G feletti T ′ = id egyenlet megoldhatósága
eldönthető O

(
n(Cα+1)(q−1)(α+β)

)
időben. Itt |G| = pαp1 · · · pβ, így

α + β ≤ log |G| ,
Cα + 1 = (2p− 2)α−1 + 1 ≤ 2 · (2p)α−1 ≤ p2α−1.

Másrészt (6.2) szerint q ≤ p|A|. Mivel 2α + |A| ≤ 2α + |A| ≤ |P| +
+ |A| ≤ |G|+ 1, így

(Cα + 1)(q − 1) < p2α−1p|A| ≤ |G||G| .

Tehát

(Cα + 1)(q − 1)(α + β) ≤ |G||G| log |G| .

6.3. Ekvivalencia probléma NoA csoportok
felett

A 6.2. tétel bizonyítása. Legyenek S = x1 · · ·xk és T = y1 · · · yn cso-
portkifejezések G felett úgy, hogy k ≤ n. Tekintsük továbbá a T ′ =
= x

|G|−1
k · · ·x|G|−1

1 y1 · · · yn kifejezést. Ekkor G |= T ≈ S pontosan ak-
kor, ha minden helyettesítésre T ′ értéke id. Itt ‖T ′‖ ≤ |G| ·n = O (n).
A továbbiakban a G |= T ′ ≈ id ekvivalenciát vizsgáljuk.

Jelölje az N nilpotens csoport Sylow részcsoportjait P1, . . . ,Pm.
Ekkor N a Sylow részcsoportok direkt szorzata. A Pl Sylow részcso-
port karakterisztikus N-ben, így Pl EG (1 ≤ l ≤ m). Ezért A hatása
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N-en leírható az A csoport P1, . . . ,Pm csoportokra gyakorolt hatása-
ival. Tehát G |= T ′ ≈ id pontosan akkor, ha Pl oA |= T ′ ≈ id külön-
külön minden 1 ≤ l ≤ m indexre. Valamely l indexre PloA |= T ′ ≈ id
pontosan akkor nem teljesül, ha T ′ = g megoldható egy id 6= g ∈
∈ Pl o A csoportelemre. Mivel Pl o A ≤ |G| nem függ n-től, a
Pl o A |= T ′ ≈ id ekvivalencia eldönthető a Pl o A feletti egyen-
letmegolthatóság probléma időkorlátján belül. Azaz a 6.1. tétel alkal-
mazásával Pl oA |= T ′ ≈ id eldönthető

O
(
n|PloA||PloA| log|PloA|

)
≤ O

(
n|G|

|G| log|G|
)

időben. Tehát a G |= T ′ ≈ id ekvivalencia O
(
n|G|

|G| log|G|
)

időben
eldönthető.
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