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Bevezetés

A formadlis nyelvek elméletének, mint 6nallé kutatasi teriiletnek a kialakuldsa
a szazadforduldra nyulik vissza. Kezdetekben a nyelvészek probéltak olyan
rendszereket 1étrehozni, melyekkel megoldhaté az emberi nyelveknek a pon-
tos, preciz leirdsa. A késObbiekben szandékuk volt egy olyan dltaldnos mo-
dell 1étrehozéasa, mely segitségével megoldhatd az él6 nyelvek gépi egymésba-
forditasa. Ez az elképzelés a beszélt nyelvek Osszetettsége miatt tulzottnak
bizonyult, viszont a szdmos kapott eredmény felhasznalhatéova valt a
szamitastechnikiban alkalmazott magas szinti nyelvek gépi kddra torténd
forditdsdban. Innentél kezdve a formalis nyelvek kutatdsa fokozatosan atkerult
a matematikusok, informatikusok kezébe. A matematikai alapok lerakasiaban
a legnagyobb jelentOssége Noam Chomskynak volt, a mondatszerkezetii nyelv-
tan modelljének elkészitésével (1959). Az azéta eltelt tobb mint négy
évtizedben szadmos Uj eredmény latott napviligot. A formdlis nyelvek
elméletét igen sok teruleten alkalmazzidk, a gyakorlatban és az elméletben
egyarant. Hatékony forditéprogramok, interpreterek, szintaktikai elemzOk
készitése elképzelhetetlen a formdlis nyelvek magas szintd ismerete nélkiil,
de az algoritmusok bonyolultsaganak vizsgalatdban és a nyelvészetben is jo
szolgédlatot tehet a megfelel6 szintii jartassdg a formadlis nyelvek elméletében.

A nyelvek analizisének egyik igen fontos kérdése, hogy az adott nyelv
mely szinten szerepel a Chomsky-féle hierarchidban. FEnnek a kérdésnek
az eldontéséhez szdmos ismert moddszer all rendelkezésre. A leggyakrab-
ban hasznalt eszkozok a pumpdlés lemmdk, melyek olyan feltételeket
tamasztanak, melyek mindig teljesiilnek az adott nyelvosztalyba tartozo
nyelvekre. Amennyiben egy nyelv nem elégiti ki az adott feltételt, abban az
esetben a nyelv nem eleme a feltételhez tartozo nyelvosztalynak. Ugyanakkor
meg kell jegyezni, hogy amennyiben egy nyelv kielégiti egy pumpdalds lemma
feltételeit, az még nem vonja maga utdn, hogy az adott nyelv a lemmdahoz
tartozé nyelvosztily eleme. Részletek megtaldlhatéak tobbek kozott a [7],



[11] és [13] cikkekben. A nyelvek vizsgdlatdnak egy mésik fontos kérdése
nyelvek illetve nyelvtanok karakterizicigja. Ha meg tudjuk adni egy nyelv
felépitését, illetve meg tudunk adni egy adott nyelvet generdld nyelvtant, akkor
sokkal kozelebb kertulunk a nyelv megismeréséhez, megkonnyitjik gyakorlati
felhasznalasat, és - amennyiben nem volt ismert - meg tudjuk adni a nyelv
Chomsky-féle hierarchidban elfoglalt helyét is.

A primitiv szavak nyelvével kapcsolatos kutatdsok mintegy 15 évre nydlnak
vissza. HEgy igen intenziven vizsgilt teruletrél van sz, ezt mutatja, hogy
szamos dolgozat foglalkozik a primitiv és a nemprimitiv szavak altal alkot-
ott nyelvekkel, tobbek kozott: [6], [9], [18], [24], [25], [26] és [27]. Egy
adott (legaldbb kétbetiis) dbécé feletti Gsszes primitiv szavak nyelve azok
kozé a nyelvek kozé tartozik, melyekrdl a mai napig nem ismert, hogy a
Chomsky-féle hierarchia mely szintjén helyezkednek el. Azaz nyitott kérdés,
hogy az Osszes primitiv szavak nyelve generalhato-e kérnyezetfliggetlen nyelv-
tannal, vagy pedig valédi kornyezetfiigg nyelv. Az Osszes nemprimitiv
sz0 &altal alkotott nyelvrol a legismertebb pumpdlds lemma, a Bar-Hillel
Lemma segitségével sikeriilt igazolni, hogy valédi kornyezetfuggd nyelv. A
tovabbiakban érdekes kérdés, hogy a nemprimitiv szavak mely részhalmaza
generadlhaté kornyezetfiggetlen, linedris és reguldris nyelvtannal, valamint
szintén érdekes kérdés a Chomsky-féle hierarchia kiilonboz6é szintjein 1évo,
csak primitiv szavakat generalé nyelvtanok karakterizdcidja. A disszertaciéban
ezekre a kérdésekre keresunk valaszt.

A disszertacio ot fejezetbdl all.

Az els6 fejezetben [4], [5] és [21] alapjan rovid dttekintést adunk a formadlis
nyelvek elméletének azon fogalmairdl, melyekre sziikségiink van a tovabbi
fejezetekben.

A maiasodik fejezet els6 részében ismertetiink néhiany nyelvet, melyek
esetében - tobbunyire a Bar-Hillel Lemma segitségével, egy esetben pedig
az. adott nyelv karakterizacidjanak segitségével - bizonyithaté, hogy hol
helyezkednek el a Chomsky-féle hierarchidban. A masodik részben a primitiv
szavak nyelvét vizsgéljuk, ismertetiink szdmos iterdciés (pumpdlds) lemmét,
és Domosi Pél, Horvath Sandor, Ito Masami, Kéaszonyi Laszlo, és Katsura
Masashi [6] cikkének segitségével megmutatjuk, hogy egy adott dbécé feletti
Osszes primitiv szavak nyelve minden ismertetett iteracios lemma feltételét
kielégiti, igy ebben az esetben az iteraciés lemmak nem alkalmasak annak a
kérdésnek az eldontésére, hogy a primitiv szavak nyelve valédi kornyezetfiiggo
nyelv-e.



A harmadik fejezetben attériink a nemprimitiv szavak nyelvére. Mivel
a Bar-Hillel Lemmaval igazolhatd, hogy ez a nyelv valédi kornyezetfiggd
nyelv, ezért ebben az esetben a tovabbi vizsgdlatok a nemprimitiv szavakbol
allé kornyezetfuggetlen, linedris és regularis nyelvek karakterizacidira kon-
centralnak. Elészor néhiany 1) fogalmat vezetiink be - slrii nyelvek és disz-
junktiv nyelvek - Shyr [15] konyve és Shyr és Thierrin [23] cikke alapjdn, majd
megadjuk a nemprimitiv szavakbdl allo kornyezetfiiggetlen nyelvek karak-
terizacidjat Ito és Katsura [18] cikkének segitségével.

A negyedik fejezet a [2] cikkben 6sszefoglalt, Démosi Péllal és Ito Masami-
val kozos eredményeket tartalmaz. Ebben a fejezetben a harmadik fejezet foly-
tatdsaként megadjuk a nemprimitiv szavakbél 4116 linedris és regularis nyelvek
karakteriziacidit. A bizonyitasokban fontos szerepet jatszanak a linedris és
reguldris nyelvekre vonatkoz6 iterdcidés lemmdk, valamint Shyr és Thierrin
illetve Lyndon és Schiitzenberger egy-egy tétele. Végil ezen eredmények
ismeretében megadjuk a Chomsky-féle hierarchia kulonbozé szintjein elhe-
lyezkedd, nemprimitiv szavakbodl 4ll6 nyelvek hierarchidjat.

Az otodik fejezetben a csak primitiv szavakat generdld, kis
kornyezetfiggetlen nyelvtanok vizsgilatira keriil sor. Ebben az esetben
Chomsky-féle normdal format haszndlunk kornyezetfiggetlen nyelvtanok
helyett, a konnyebb kezelhet&ség érdekében. Ezt megtehetjik, mivel minden
A-mentes kornyezetfiggetlen nyelvtanhoz 1étezik vele ekvivalens Chomsky-féle
normdl formaji nyelvtan, igy amennyiben egy kornyezetfiggetlen nyelv-
tan generdlja egy adott abécé felett az Osszes primitiv szot, akkor létezik
Chomsky-féle normdl formaji nyelvtan is, ami szintén generdlja az Osszes
primitiv szét az adott abécé felett. Tovabbd elegendd csak azt igazolni
egy-egy nyelvtanrél, hogy az adott nemtermindlis abécé felett nem generdl
nemprimitiv szét, ezért csak a nyelvtanok vazat adjuk meg. 1 és 2 nemter-
mindlis esetén konnyl helyzetben vagyunk, a nyelvtanok karakterizicidja
egyszeri, viszont 3 nemtermindlis esetén a lehetséges vizak nagy szama miatt
sziikséges szamitégép és megfeleld program hasznilata, annak ellenérzésére,
hogy adott hosszisigig mely vazak generalnak csak primitiv szét. Itt meg
kell jegyezniink, hogy a fejezet célja nem a fenti feladatot megoldd algoritmus
kidolgozasa és leprogramozéasa. Egy igen egyszerti programrol van sz, melyet
mindoGssze szamitasi eszkozként hasznalunk. A program altal szolgaltatott
eredményeket matematikai modszerekkel igazoljuk, ezek bizonyitjdk, hogy
eredményeink helyesek. A program 3 nemtermindlis esetére 12 maximalis
vazat szolgdltatott, melyek 12 hosszisigig csak primitiv szavakat generalnak,



ezek mindegyikérol bizonyitjuk, hogy tetszéleges hosszisigig csak primitiv
szavakat generdlnak, ezzel megadjuk a legfeljebb 3 nemtermindlis feletti
Osszes, maximalis, csak primitiv szavakat generdlé, Chomsky-féle normal
formaju nyelvtan karakteriziciéjat. Eredményeinket a Domosi Péllal, Man-
fred Kudlekkel és Dirk Hauschildtel kozos [1] dolgozatban foglaltuk Ossze.
A nyelvtanok karakterizicigjabol kiderul, hogy minden - a fentebbi alaknak
megfelel6 - nyelvtan a primitiv szavak végtelen, valodi részhalmazit generdlja,
valamint azt is igazolni tudjuk, hogy létezik olyan, csak primitiv szavakbol
all6 kornyezetfliggetlen nyelv, mely nem generdlhaté reguldris nyelvtan-
nal, igy a csak primtiv szavakbol all6 kornyezetfiiggetlen nyelvek osztdlya
b6évebb, mint a csak primitiv szavakbol 4llé reguldris nyelvek osztilya.
4 nemtermindlis esetén a maximalis szamitasi kapacitast kihasznalva 27
hosszisagig vizsgaltuk a lehetséges vazak altal generdlt szavakat, de ennél a
hossznal még mindig 413 maximdlis vazat kaptunk, melyek szama til nagy
ahhoz, hogy mindegyik esetrél bizonyitsuk, hogy 27 hosszisig felett is csak
primitiv szavakat generdlnak. Ugyanakkor megéllapithatjuk, hogy ha egy
nyelvtan egy legalabb kétbetiis abécé felett generdlja az Osszes primitiv szét,
és nem general egyetlen nemprimtiv sz6t sem, akkor a mondatszimboélum
nem szerepelhet egyetlen, a nyelvtan &ltal generalt legaldbb 2 hossztusigu
szoban sem. Ezek utdn azokra a nyelvtanokra korldtozzuk vizsgalatainkat,
melyekben egyik szabdly jobboldalan sem szerepel a mondatszimbdélum, hisz
csak ezek a nyelvtanok generdlhatjik az Osszes primitiv szé6t 3 nemtermindlis
betii felett. A program ebben az esetben - ismét 12 hosszusigig vizsgilva a
fentebbi alaknak megfelel6 lehetséges vazakat - 30 maximalis vazat adott,
melyek mindegyikér6l bizonyitjuk, hogy 12 hosszisag felett is csak primitiv
szavakat generdlnak, ezzel megadjuk a fentebbi alaknak megfelel$ osszes vaz
karakterizacijat. Ezen eredményeket a [3] dolgozatban foglaljuk Ossze. A
kapott vazak mindegyike ebben az esetben is végtelen, valddi részhalmazat
generdlja a 3 nemtermindlis feletti Osszes primitiv sz6 altal alkotott nyelvnek.
Az 5 nemtermindlis esetének vizsgalatira jelenleg nem all rendelkezésre a
megfelel6é szamitasi kapacitdas, de varhatéan a program daltal szolgaltatott
vazak szama tovdbb emelkedne a 4 nemtermindlis esetében - megszoritasok
nélil - kapott 413 vézhoz képest.



1. Fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben attekintést adunk az értekezésben felhasznalt fogalmakrél.

1.1. Az abécé, a szavak és a nyelvek

Abécé alatt egy véges, nemires halmazt értiink: 0 < |V| < oco. Az &bécé
elemeit betdknek hivjuk. Az abécét V-vel jeloljuk. Betiik egy véges lancat
szonak nevezziik. Egy P sz0 hosszdn a szot alkotdé betlik szamat értjik
ismétlédésekkel egytitt. (Jele: |P|.) Az egyetlen betiit sem tartalmazé szét
tres szonak nevezziik és A-val jeloljik. V* jeloli az V abécé feletti Osszes
szavak halmazdt, és V1 jeloli a V abécé feletti Osszes, nemiires szavak hal-
mazat. VT =V*\ {A}.

1.1.1. Definicié Ap=xz122...2p é5a q = Y192 ... Ym 520 egyenld, han =m
és x; =y; Vi€ {1...n}re.

1.1.2. Definicié Ap=x1... 2, é8q=y1...Yn (T1,. ., Ty Y1,---,Yn E V)
szavak szorzatdn a pq = x1...ZTmY1 ... Yn Szét értjuk.

A szavak szorzésa mint mivelet altaldban nem kommutativ. Egy V*-
beli p 526 és az ires sz0 pA szorzatdn magat a p sz6t értjik. Ugyanigy, az
iires sz6 és egy V T-beli p sz6 Ap szorzatdn magat a p szét értjik. Tovabba
AN = A. Mivel (pq)r = p(gr) minden p,q,r € VT esetén teljesiil, vagyis a
szavak szorzésa mint mfivelet a V' elemeire nézve asszociativ, VT a szavak
szorzasara nézve félcsoportot alkot, melyet V' feletti szabad félcsoportnak is
hivunk. Hasonlban, tekintettel arra, hogy (pg)r = p(¢r) minden p,q,r € V*



esetén teljesiil, azaz a szavak szorzdsa V* elemeire nézve is asszociativ, tovabba
arra, hogy A\p = p\ = p, azaz A egységelemet alkot V*-ban a szorzasra nézve, a
V* a szavak szorzasidra nézve egységelemes félcsoportot, mas néven monoidot
alkot, melyet V feletti egységelemes szabad félcsoportnak vagy V feletti szabad
monoidnak is hivunk.

1.1.3. Definicié Legyen ¢ = p; ...p, alakd, ahol py,...,p, egyenl6 szavak.
Ekkor a ¢ szt a p sz6 n-edik hatvinydanak nevezzik. (Jele: p™.)

1.1.4. Definicié Egy sz6 hatvdnyszd, ha barmely szénak legalabb mésodik
hatvanya.

1.1.5. Definicié Barmely sz6 0. hatvinya az ures sz0.

1.1.6. Definicié A p szd részszava a q szonak, ha léteznek r, s szavak ugy,
hogy ¢ = rps.

1.1.7. Definicié A p sz6 kezddszelete a ¢ szénak, ha létezik olyan s sz0,
melyre ¢ = ps.

1.1.8. Definicié A p szd végzddése a q szénak, ha létezik r sz6 gy, hogy
q=rp.

1.1.9. Definicié Egy adott abécé feletti Osszes szavak egy részhalmazit az
adott abécé feletti formdlis nyelvnek, vagy roviden csak nyelunek nevezzuk.
Jele: L, (L C V™).

1.1.10. Definicié Azt a nyelvet, amelynek egyetlen szava sincs, ures nyelvnek
nevezzik. Jelolés: (). Nem tévesztendd Gssze a {A} nyelvvel, amely egyediil az
ires szot tartalmazza.

1.1.11. Definicié Egy nyelv wvéges, ha csak véges sok szot tartalmasz,
egyébként végtelen.

Miiveletek: A formadlis nyelvekre, mint széhalmazokra kozvetleniil
értelmezhetOk a halmazelméleti alapmiiveletek.

L1UL2:{P|PEL1V3gyPEL2}
LlﬂLQZ{P|PEL1éSPEL2}
Ll\LQZ{P|PEL1éSP¢L2}
L=V*\L



P4

LI-LQZ{PQ|PEL1éSQEL2}.

1.1.13. Definicié Legyen : = 1,2,.... Ekkor egy L nyelv i-edik hatvanyan
a nyelv i-szer egymas utdni, onmagaval valé konkatenacigjat értjik. Jelolés:
L'. Megéallapodés szerint L° = {\}.

1.1.14. Definicié A konkatendcio lezdrdsdt az L* = |2, L' osszefiiggéssel
értelmezziik.

Haszndlatos még az Lt = L* \ {\} jelolés is.

1.2. A generativ nyelvtan és a Chomsky-féle hier-
archia

1.2.1. Definicié6 A G = (Vy,Vr, S, H) rendezett négyest generativ gram-
matikdnak vagy generativ nyelvtannak nevezzik, ha V. = Vy UV, Vy és Vi
diszjunkt véges abécék, azaz Vy NVy =0, S € Vy, H C (V UVp)*Va(Vy U
Vr)* x (Vy U Vp)*. A Vy elemeit nemtermindlis jeleknek vagy véaltozoknak
nevezzik, és dltalaban nagybetiikkel jeloljik. A Vi elemeit termindlis jeleknek
vagy konstansoknak nevezzik, és altalaban kisbetiikkel jeloljik. Az S egy
kitiintetett nemtermindlis jel, amely a G nyelvtanban a generilds kezdGeleme.
S-et mondatszimbolumnak hivjuk. A H elemeit képezé (P, () rendezett
parokat helyettesitési szabdlyoknak nevezzik, és altaldban P — @ alakban
irjuk. 0 < |H| < oo. A H elemei olyan helyettesitési szabalyok, amelyek
baloldala tartalmaz legaldbb egy nemtermindlist.

1.2.2. Definicié A Q sz6 a P szébol egy lépésben levezethetd, ha léteznek
A, B € (VU Vp)* szavak ugy, hogy P = ARB, () = ATB és létezik R — T €
H szabdly.

Jelolés: P = Q.

1.2.3. Definicié Tobb lépésben levezethetd a @) szd a P szdbdl, ha léteznek
Ry, ..., R, szavak agy, hogy Ri =P, R, =Q, R, = R;11,1=1,...,n—1.
Jelolés: P = Q.



1.2.4. Definicié A @ sz6 a P sz6bdl levezethetd, ha P = @ vagy P = Q.
Jelolés: P = Q.

1.2.5. Definicié6 A G = (Vy,Vr, S, H) generativ nyelvtan &ltal generdlt

*

nyelven az L(G) = {P | S = P, P € Vy*} halmazt értjik.

1.2.6. Definicié Két generativ grammatika ekvivalens, ha az altaluk generalt
nyelv megegyezik.

1.2.7. Definici6 Chomsky-féle hierarchia

A G = (VN,Vp,S,H) nyelvtan i tipusi, ha az aldbbi megkotések koztil
az 1. teljesul ra.

0. tipusi: mondatszerkezetii nyelvtan
A generativ nyelvtan altaldnos definicigjan kiviil nincs kiilon megkotés.

1. tipusi: kornyezetfiiggd nyelvtan
Minden H-beli szabily PX(Q — PR(Q alakid, ahol P,Q € (Vy U Vp)*,
X € Vy, R e (Vy UVp)T, vagy pedig S — X alaki, de ha S — A € H,
akkor S nem fordulhat el6 egyetlen H-beli szabaly jobboldaldn sem.

2. tipusi: kornyezetfiiggetlen nyelvtan
Minden H-beli szabédly P — @ alaki, ahol P € Viy, Q € (Vy U Vp)*.

3. tipusi: jobbrdl linedris vagy regularis nyelvtan
Minden H-beli szabily P — a vagy P — a@ alakd, ahol P,Q € Vy,
a € Vp*.

1.2.8. Definicié Az i = 0,1,2,3 értékek esetén azt mondjuk, hogy egy L
nyelv 1 tipusi, ha L-hez van olyan i-tipusi G nyelvtan, amely azt generdlja:
L = L(G). Az i tipust nyelvek osztalyat L£;-vel jeloljiik.

1.2.1. Tétel [4] Minden 3. tipusi grammatika egyben 2. tipusi, és minden
1. tipusi egyben 0. tipusi is. Tehdt Lo D Ly és Lo D Lg.

1.2.2. Tétel (["Ires sz6 lemma) [4] Minden G = (Vn,Vy,S,H) 2. tipusi
nyelvtanhoz létezik olyan 1. tipusi G' = (VN',Vr,S', H') nyelvtan, amelyre
L(G) = L(G").



1.2.1. Kovetkezmény A Chomsky féle nyelvosztdlyok hierarchidt alkotnak,
azaz Lo D L1 D Ly D L3.

Megmutathatd, hogy a fenti hierarchia valédi, azaz Lo D L1 D Lo D L3.

1.3. Chomsky-féle normal alak kornyezetfiiggetlen
nyelvekre

1.3.1. Definicié Azt mondjuk, hogy egy G = (Vw,Vr,S,H) nyelvtan
normdlis alakban van, ha a helyettesitési szabdlyokban termindlis jelek csak
X — a (X € Vy, a € V) alaku szabédlyokban fordulnak eld.

1.3.1. Tétel [4] Minden nyelvtanhoz megadhaté wvele ekvivalens normdlis
alakd nyelvtan.

1.3.1. Kovetkezmény Minden nyelvtanhoz megadhatd vele ekvivalens olyan
nyelvtan, melynek szabdlyai baloldaldn termindlis betii nem fordul eléd.

1.3.2. Definicié Egy nyelvtant A-mentesnek neveziink, ha a szabdalyok jobb-
oldaldn egyaltalan nem fordul el a A, ezért a nyelvtan altal generdlt nyelv
nem tartalmazza az lires szot.

1.3.3. Definicié Egy G = (Vy,Vy, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl azt
mondjuk, hogy Chomsky-féle normdl alakd, ha minden szabdlya X — a vagy
X — Y Z alaku, ahol XY, Z € Vi és a € V.

1.3.2. Tétel [4] Minden M-mentes kiornyezetfiggetlen G grammatikdhoz
megadhaté vele ekvivalens Chomsky-féle normdl alakd G' grammatika.
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2. Fejezet

Szavak és nyelvek
kombinatorikus tulajdonsagai

2.1. Bevezetés

A nyelvek kombinatorikus tulajdonsdgai vizsgilatdnak kozéppontjaban Aall
az adott nyelvek Chomsky-féle hierarchidban elfoglalt helye. Vannak olyan
nyelvek, melyekr6l mar bizonyitott, hogy pontosan melyik szinten helyezked-
nek el a hierarchidban, ilyen példaul egy adott 4bécé feletti osszes palindrémak-
vagy reptitiv szavak nyelve. Megoldatlan probléma, hogy az Osszes primitiv
szavak nyelve egy adott legaldbb kétbetlis abécé felett kornyezetfuggd-e,
- mint azt feltételezziik, - vagy pedig kornyezetfiiggetlen nyelvtannal is
generadlhaté. Ismertetni fogjuk a palindromikus- és repetitiv nyelvek pon-
tos helyét a Chomsky-hierarchidban, valamint a primitiv szavak vizsgilatandl
hasznalt szamos eljarast, melyek sok esetben segitenek annak a kerdésnek az
eldontésében, hogy egy adott nyelv generdlhaté-e kornyezetfiiggetlen nyelv-
tannal.

2.2. Palindromikus- és repetitiv nyelvek
Legyen X egy abécé. A p = z1...z, (21, ..., 2, € X) 526 inverze a pf* = x,,...11
s26. A p szé palindréma, ha p = p®. (A X fires sz6 trividlisan palindréma.)

Ezek utdn az L C X™* nyelv palindromikus, ha minden szava palindréma.

11



2.2.1. Tétel [12] Az L C X* reguldris nyelv palindromikus akkor és csak
akkor, ha véges unidja az aldbbi formdju nyelveknek:

Ly ={p}, Lgrs=qr(sr)*q" (p,q,r,s € X¥)
ahol p, v és s palindréma.

2.2.2. Tétel [12] Az L C X* kornyezetfiggetlen nyelv palindromikus akkor
és csak akkor, ha az aldbbi formdji:

L= J {pap™|peL(a)}
aceXU{A}

ahol az L(a) (a € X U{A}) nyelvek reguldris nyelvek.

2.2.3. Tétel [6] Ha |X| > 1 akkor az X feletti dsszes palindromdk halmaza
kornyezetfiggetlen.

Az | X| =1 esetben az X* nyelv minden szava palindréoma és X* egy igen
egyszerd reguldris nyelv.

A p nemiires sz6 négyzetszo6, ha létezik x sz6, hogy p = 2. A p sz6 repetitiv,
ha tartalmaz négyzetszot. A p sz6 nemrepetitiv (vagy négyzetmentes), ha nem
tartalmaz négyzetszét. Lathatd, hogy a négyzetmentes szavak egy kétbetis
abécé felett maximum harom hosszisaguak lehetnek. Thue a [17] cikkében bi-
zonyitotta, hogy egy legalabb harombetiis Abécébdl végtelen sok nemrepetitiv
sz6 képezheto.

Az alabbi - Bar-Hillel Lemma néven ismertté valt - tétel klasszikus példédja
az iterdciés lemmdknak. Egy olyan - legtobb esetben konnyen ellendrizheto
- megkotést tesz a nyelv bizonyos szavainak alakjira, mely teljesul minden
kornyezetfiiggetlen nyelvre, ezért szamos esetben jol alkalmazhatd egy adott
nyelv nem kornyezetfiggetlen voltanak igazoldsira.

2.2.4. Tétel (Bar-Hillel Lemma) [8] Minden L  kornyezetfuggetlen
nyelvhez léteznek n,m természetes szamok gy, hogy ¥V p € L, |p| > n széra
p = wowzy alakban irhatd, ahol |vwz| < m, |vz| > 0 és uv'wzly € L minden
1 > 0 egész szamra.

A Bar-Hillel Lemma segitségével konnyen beldthatd, hogy a nemrepetitiv
szavak egy tetszéleges halmaza egy adott abécé felett kornyezetfiiggetlen akkor
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és csak akkor, ha véges. Figyelembe véve, hogy egy legalabb harombetiis 4bécé
felett végtelen sok nemrepetitiv szé taldlhatd, kovetkezik az alabbi tétel:

2.2.5. Tétel [6] Az dsszes nemrepetitiv  szavak halmaza egy legaldbb
hdrombetiis dbécé felett nem kornyezetfiggetlen.

Mivel az X* \ L nyelv regularis, ha L C X* véges, ezért lithat6, hogy
az Osszes repetitiv szavak halmaza egy egybetilis vagy kétbetlis dbécé felett
reguldris nyelvet alkot. A tObb betiis esetre az alibbi tétel vonatkozik:

2.2.6. Tétel [14] Egy adott, legaldbb hdarombetis dbécé feletti dsszes repetitiv
szavak halmaza nem kornyezetfuggetlen.

Végezetiil meg kell jegyeznlink, konnyen bizonyithato, hogy kérnyezetfiiggo
nyelvtannal generdlhaté egy adott Abécé feletti osszes repetitiv és nemrepetitiv
szavak nyelve is.

2.3. A primitiv szavakbdl all6 nyelvek

A p szd primitiv sz0, ha nem &ll el6 egy mésik szd hatvanyaként. Pontosabban
megfogalmazva barmely w széra és i > 2 egészre p # w'. A p sz6 nemprimitiv
s26 (vagy hatvdnyszd,) ha létezik w sz6 és i > 2 egész, hogy p = w'. fgy az ures
$z6 AA = A miatt nemprimitiv. Jelolje () az Osszes primitiv szavak halmazat
az X abécé felett.

2.3.1. Definicié Egy L nyelv determinisztikus kornyezetfiiggetlen, ha felis-
merhet6 determinisztikus veremautomatdval.

A determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek valddi részhalmazit
alkotjdk a kornyezetfiiggetlen nyelveknek.

2.3.1. Tétel [6] Az L nyelv determinisztikus kornyezetfiggetlen akkor és csak
akkor, ha X* \ L determinisztikus kornyezetfiggetlen nyelv.

A fenti tétel értelmében annak bizonyitisdhoz, hogy () nem eleme a de-
terminisztikus kornyezetfiiggetlen nyelveknek, elegend6 bebizonyitani, hogy az
X*\ @ nem elégiti ki a Bar-Hillel feltételt. Mivel ez igaz | X| > 1 esetén, ezért
igaz az alabbi tétel:

2.3.2. Tétel [6] Q nem eleme a determinisztikus kornyezetfiggetlen nyelvek
halmazdnak, ha | X| > 1.
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Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy | X| > 1 esetén @ valédi kornyezetfiiggé
nyelv-e, vagy pedig (nem determinisztikus) kérnyezetfiiggetlen nyelv?

Els6 lehet6ség természetesen a Bar-Hillel Lemma alkalmazésa a ) nyelvre,
am ez nem vezetett eredményre, mivel ismert az alabbi tétel:

2.3.3. Tétel [6] Q eleget tesz a Bar-Hillel Lemma feltételeinek.

Mivel a Bar-Hillel Lemma nem vezetett eredményre, mas, a
kornyezetfuggetlen nyelvekre teljesiilo, er6sebb, vagy legalabbis nem gyengébb
iteracids és egyéb feltételeket prébaltak alkalmazni a @ nyelvre. ElGszor
néhany lemmat adunk meg, melyek fontos szerepet jatszottak a tovabbi tételek
bizonyitasiban. Jelolje az Inko(ay,...,ay) az ai, ..., a, pozitiv egészek legna-
gyobb kozos osztdjat.

2.3.1. Lemma [10] Legyenek z,y € X szavak. Ha az x* és az y) szavaknak
legaldbb |z| + |y| — Inko(|z|,|y|) hosszi azonos kezddszelete van, akkor x és y
ugyanazon szonak a hatvdnya.

2.3.2. Lemma [15] Legyen i > 1 egész szdm és uv € {p' | p € Q}. Ekkor
vu € {p* | p € Q}. Mdsképp fogalmazva, a {p* | p € Q} (i > 1) halmaz zdrt a
ciklikus permutdcidora nézve.

2.3.3. Lemma [15] Haa € X, pg € X" \a™ és pag € X1\ Q, akkor pq € Q.

2.3.4. Lemma [6] Ha a,b € X, a #b, pqg € XT és pag € X\ Q, akkor
pbg € Q.

A jelenleg rendelkezéstinkre 4ll6, minden kornyezetfiiggetlen nyelvre tel-
jesuld, a Bar-Hillel Lemméatél erésebb feltételek kozul el6szor az Ogden feltételt
ismertetjik.

2.3.2. Definicié (Ogden feltétel) [13] Legyen L C X* egy adott nyelv.
Tegyiik fel, hogy létezik csak az L-t6l fuggd n > 2 egész Ggy, hogy ha z € L
és megjelolink tobb mint n ”kitintetett” poziciét z-ben, akkor z felirhaté
z = uvwzy alakban ugy, hogy teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. vagy w,v,w vagy pedig w,z,y mindegyike tartalmaz ”kituntetett”
poziciot,

2. vwz legfeljebb n "kituntetett” poziciét tartalmasz,
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3. wv™wz™y € L minden m > 0 egészre.

Ekkor azt mondjuk, hogy L kielégiti az Ogden feltételt.
2.3.4. Tétel [13] Minden kornyezetfiggetlen nyelv kielégiti az Ogden feltételt.
2.3.5. Tétel [6] Q kielégiti az Ogden feltételt.

Mivel bizonyitasra kerilt, hogy az Ogden feltételt is kielégiti a @ nyelv,
ezért a kornyezetfuggetlen nyelvekre ismert pumpalés lemmak kozul egy még
er0sebb, az er6s Bader-Moura feltétel kerult alkalmazdsra.

2.3.3. Definici6é (Er6és Bader-Moura feltétel) [11] Legyen L C X* egy
adott nyelv. Tegyuk fel, hogy létezik csak az L-t6l fuggé n > 2 egész ugy,
hogy ha z € L és megjeloliink d "kitiintetett” poziciét, valamint e "kizart”
poziciét z-ben, (egy pozicié lehet egyszerre "kitiintetett” és ”kizart” is,) ahol
d > ntl, akkor z felithaté z = uvwry alakban gy, hogy teljesiilnek az aldbbi
feltételek:

1. vagy wu,v,w vagy pedig w,z,y mindegyike tartalmaz ”kitintetett”
poziciét, valamint vz nem tartalmaz kizart poziciot,

2. Ha d' és € a "kituntetett” és "kizart” pozicidk szamdt jeloli vwz-ben,
akkor d' < n€*t1,

3. wv™wa™y € L minden m > 0 egészre.

Ekkor azt mondjuk, hogy L kielégiti az er6s Bader-Moura feltételt.

2.3.6. Tétel [11] Minden kornyezetfiggetlen nyelv eleget tesz az erds Bader-
Moura feltételnek.

2.3.7. Tétel [6] Q eleget tesz az erds Bader-Moura feltételnek.

Vannak az ismertetett lemmaktol er6sebb pumpdalds lemmak is, de () azon
lemmdk feltételeinek is eleget tesz, ezért ezzel a moddszerrel nem lehet bi-
zonyitani @) kornyezetfiiggoségét.

2.3.4. Definicié (Sokolowski feltétel) [16] Az L nyelv kielégiti a
Sokolowski feltételt, ha minden ¥ C X, |Y| > 2 &bécére és minden
u1,ug,ug € X* szora, ha {ujzugzus | z € YT} C L, akkor léteznek
' 2" e YT, x' # 1" szavak gy, hogy uiz'usz"us € L.
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2.3.8. Tétel [16] Minden kornyezetfiggetlen nyelv kielégiti a Sokolowski
feltételt.

A Sokolowski feltételrél bebizonyosodott, hogy az erés Bader-Moura
feltétel teljesiilése maga utan vonja a Sokolowski feltétel teljesulését is, ezért
igaz az alabbi tétel:

2.3.9. Tétel [6] Q kielégiti a Sokolowski feltételt.

Klasszikus lehet6ség, hogy keresiink egy R reguldris nyelvet, melyre Q N R
nem kornyezetfuggetlen, ezzel igazoljuk, hogy () sem az. Mindeziddig egyetlen
ilyen reguldris nyelvet sem sikeriilt taldlni. A vizsgilatok sordn alkalmaztik az
R, = (a*b)", a,b € X, a # b, n > 1 nyelvet, de bizonyitasra keriilt, hogy ha
n legfeljebb 4 kiilonb6z6 prim hatvany szorzataként, vagy négynél tobb olyan
D1, .-, Pp, Prim hatvany szorzataként el64ill, hogy 1/p; +...4+1/p, < 4/5, akkor
@ N R ebben az esetben kornyezetfiggetlen. Nyitott kérdés, hogy ez minden
n-re fennall-e.
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3. Fejezet

Nemprimitiv szavakbdl allo
kornyezetfiggetlen nyelvek

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben megismeriink szidmos problémat, melyek felmeriilnek a
kornyezetfuggetlen, csak nemprimitiv szavakat tartalmazé nyelvek kapcsan, és
ezekre a problémadakra keresiink valaszt.

El6szor néhany 1j fogalommal ismerkediink meg. Legyen A egy adott
nyelv. Jelolje AW a kovetkezd nyelvet: AW = {u’ | u € A}, i > 1 egész.
Azt mondjuk, hogy az u és v szavak konjugdltak, ha u = zy és v = yzx
valamely z,y € X* szavakra. Egy A C X* nyelvet sirid nyelvnek hivunk,
ha X*uX*NA # () igaz minden u € X* szdéra. A definiciobdl kovetkezik, hogy
a sfiri nyelvek végtelenek. Megjegyezziikk még, hogy barmely v € X1 sz6
egyértelmiien felithaté v = p", p € Q, n > 1 alakban, ezért X = U Q(”).

n>1
Konnyen lathaté, hogy @ és X1\ @Q is eleme a sfirti nyelvek osztalyanak.

Legyen A C X*. Az X* feletti P4 ekvivalencia reliciét az A &ltal adott
f6 kongruencidnak hivjuk, és a kovetkezOképp definidljuk: u = v (P4) akkor
és csak akkor, ha zuy € A & zvy € A teljesil az Osszes x,y € X* parra.
Egy A C X* nyelv reguldris, ha a P4 relicidhoz tartozo ekvivalencia osztalyok
szdma véges. A diszjunktiv nyelvek osztilyat a kovetkezOképpen definidljuk:
az A C X* nyelv diszjunktiv, ha teljesiil minden u,v € X* szora, hogy ha
u=wv (Py), akkor u = v. Egy tipikus példa a diszjunktiv nyelvekre a Q.
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3.2. Megoldott problémak és nyitott kérdések a
kornyezetfliiggetlen nyelvek témakorébol

Az aldbbiakban allitdsok és hozzdjuk kapcsolddo kérdések egyiitt szerepelnek.
A problémak megoldasat a fejezet hatralévd részében ismertetjik.

(C.1) Létezik L C X* végtelen kornyezetfiiggetlen nyelv ugy, hogy L C Q.
(C.2) Létezik L C X* végtelen kornyezetfiiggetlen nyelv gy, hogy L C Q).

(C.3) Legyen 7 > 3. Létezik L C X* végtelen kornyezetfiiggetlen nyelv gy,
hogy L C QW?

(C.4) Minden n > 1 szdmra létezik L C X* végtelen kornyezetfiiggetlen nyelv
dgy, hogy LEC |J QY és [Ln QM| = 0.
1<i<n
A (C.1) allitdsra j6 példa az L = {ab*} nyelv, ahol X = {a,b,...} és a # b.
A (C.2) allitas igaz az L = {ab'ab’ | i > 1} nyelvre, ahol X = {a,b,...} és a # b.

A (C.4) 4llitdsra példa az L = {(ab™)"} nyelv, ahol n > 1 egész, valamint
X ={a,b,...} és a #b.

A tovdbbiakban sitiri  (vagy  diszjunktiv) nyelvekre tesziink
megallapitasokat. Megjegyezzilkk, hogy ezen Aallitisok egy része nem
igaz reguldris nyelvek esetén, példdul nem létezik L C X* slirl reguldris
nyelv, melyre teljesil, hogy L C Q.

(DC.1) Létezik L C X* diszjunktiv kornyezetfiiggetlen nyelv gy, hogy L C Q.

(DC.2) Létezik L C X* silirti (vagy diszjunktiv) kornyezetfiiggetlen nyelv 1gy,
hogy L € Q)7

(DC.3) Legyen i > 3. Létezik L C X* stirdt (vagy diszjunktiv)
kornyezetfiiggetlen nyelv gy, hogy L C Q)7

(DC.4) Létezik L C X* diszjunktiv kornyezetfiiggetlen nyelv gy, hogy L C
QUQRY, ILNQ|=o0és [LNQD| = .
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(DC.5) Létezik L C X* diszjunktiv kornyezetfiiggetlen nyelv dgy, hogy |L N
Q| = oo minden i > 1 egész szamra.

A (C.3), (DC.2) valamint a (DC.3) problémdk megolddsihoz meg kel-
lett hatdrozni az X+ \ Q valamint a Q®) nyelvek struktirajit, melyet kiilon
részekben ismertetiink.

3.3. Az X'\ @ elemeibdl all6 kornyezetfiiggetlen
nyelvek felépitése

Ebben a részben ismertetjik azon kornyezetfiggetlen nyelvek felépitését,
melyek X1\ Q egy részhalmazit tartalmazzak. ElsOként egy 0j lemmat adunk
meg.

3.3.1. Lemma [20] Legyenek u,v € X* konjugdltak, és legyen v € QW
valamely i > 1 egészre. Ekkor v e Q.

Ezutdn kovetkezhet a tétel, mely megadja az X+ \ Q strukturajat.

3.3.1. Tétel [18] Legyen L C X* egy olyan kiérnyezetfiggetlen nyelv,

melyre L C Xf \ Q. Ekkor Ly = LN Q@ kérnyezetfiggetlen nyelv és

Ly =LnN (UQ(Z)) requldris nyelv. Pontosan megadva, Lo felirhato az aldbbi
i>3

formdban:

Ly=( | f™(ffHurF

1<i<r
ahol fi € Q, m; > 3, ki > 1 (1 < i < r)ésF C UQ(i) véges hal-

i>3
maz.

A bizonyitisban a 3.3.1. lemmat, az eléz6 fejezet 2.3.1. lemmajat és a Bar-
Hillel Lemmat hasznaltak.

Ezek utdn mér meg tudjuk adni a vélaszt a (C.3) és a (DC.3) kérdésekre.

3.3.1. Kovetkezmény [18] Ha i > 3, akkor nem létezik L C X* végtelen
kornyezetfiggetlen nyelv dgy, hogy L C Q.
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3.4. A Q¥ elemeibsl &ll6 kornyezetfiiggetlen
nyelvek meghatarozasa

A Q@ részeként el6alls kornyezetfiiggetlen nyelvek meghatirozasshoz
sziikséges volt az el6z6 fejezetben targyalt Ogden Lemma, valamint az aldbbi
lemmak:

3.4.1. Lemma [20] Legyen z,y € X*. Ha xy = yx, akkor létezik p € Q s26,
valamint i,j > 1 szdmok gy, hogy = = p' ésy = p’.

3.4.2. Lemma [18] Legyenek u,v € Q konjugdlt szavak, és legyen u =
zy, v =yx, T,y € XT. Ekkor (z,y) egyértelmien meghatdrozott.

3.4.3. Lemma [18] Legyen z = uvwzy € X1 gy, hogy vz # \. Ha
uowzy € QP minden n > 1-re, akkor v és x konjugdltak.

3.4.4. Lemma [18] Legyen o € Q és f ¢ aX* U X*a, 8 # X. Ekkor ha
o'Bad Bk € QP valamely 4,5,k > 1 egészekre, akkor j =i+ k.

3.4.5. Lemma [18] Legyen L C X* a Q®) elemeibdl dll6 kérnyezetfiiggetlen
nyelv, és legyen a € Q, f ¢ aoX* U X*«, B # X. Tovdbbd legyen Lo g =
LnatBatpat. Ekkor léteznek T és M pozitiv egészek, melyekre teljestilnek
a kovetkezok:

1. (Pt 'Ba®)? € Loz minden n > 0 egészre, ha (afBad)? € Lop és
p=M,

2. (aPBadt™2 € L, g5 minden n > 0 egészre, ha (aPBat)® € Lopg és
q2M,

8. (Pt Bait™mIN2 € L, 5 minden n,m > 0 egészekre, ha (aPfad)? € Lo g
ésp,g > M.

Legyenek ezek utan w,v € X* és T,p,q pozitiv egészek.  Jelolje
Lifu,v;T,p,q) az {(wPt™vu)®> | n > 0} nyelvet, Ly[u,v;T,p,q]
az  {(WPou™"T)2 | n > 0} nyelvet, valamint Llu,v;T,p,q] az
{ (Pt yudtmIY2 | ' m > 0} nyelvet.
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3.4.1. K6vetkezmény [18] Legyen L C X* a Q@ elemeibdl dlls
kornyezetfiggetlen nyelv, és legyen o € Q, B ¢ aX* U X*a, B # A
Ekkor

La,ﬂ = F U ( U Ll[aa671—'zapza%]) U ( U Lr[a7/671—j;ap;7q;]) U
1<i<d 1<j<e
( U Llos Ty s ai)
1<k<f

ahol F' wvéges halmaz, és Tipiqi, 1 < i < d, Tj,pj,q;, 1 < j <

e, Ty, i qp, 1 <k < f pozitiv egészek.

3.4.6. Lemma [18] Legyen L C X* a Q@) elemeibdl dllé kornyezetfiiggetlen
nyelv, és legyen a € Q, B ¢ aX* U X*a, B # A\, f = B1P2. Tovdbbd legyen
Log, 8, = LN Boc BaT By. Ekkor léteznek T és M pozitiv egészek dgy, hogy
BoaP T B+l By € L, 5, 5, minden n > 0 egészre, ha Bac? BaP By € Ly g, 5,
ésp>M.

Legyen u,v,w € X*, és legyenek T, p pozitiv egészek. Ezek utdn
Llu,v,w; T, p] jelélje a {(wuPt"Tv)? | n > 0} nyelvet.

3.4.2. K6vetkezmény [18] Legyen L C X* a Q@ elemeibsl dlls
kérnyezetfiggetlen nyelv, és legyen o € Q, f ¢ aX*UX*a, B # A, = [1/s.
Ekkor

LawBl”BZ :FU( U L[aaﬂlaﬂ%ﬂapi])
1<i<d

ahol F' véges halmaz és T;,p; pozitiv egészek.

3.4.1. Tétel [18] Legyen L C X* a Q) elemeibdl dll6 kornyezetfiggetlen
nyelv. Ekkor

L=Fu( | {(efbia")? [ n,m > 1) U( J {(gh]f})* | n>1})
1<i<r 1<7<s

ahol ba? € Q (1 < i < ), figihj € Q (1 < j < s) és F € QW
véges halmaz.

Ezek utdn beldthat, hogy az {(a?b;a™)? | n,m > 1} (1 < i < 7)
nyelv, és a {(gjh?fj)2 | n > 1} (1 < j < s) nyelv is kornyezetfiiggetlen.
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Az {(ab;a™)? | n,m > 1} (1 < i < r) nyelvre tekintsiikk az aldbbi
kornyezetfuggetlen nyelvtant:

Gi=\V,X,8,P), 1<i<r, V={S5TU},
P={S—>TT, T — a;Ta;, T — U, U — b;}.

A {(gjh?fj)2 | n>1} (1 <j < s) nyelvet pedig az alabbi kdrnyezetfiiggetlen
nyelvtan generalja:

Gj = (V,X,S,Pj), 1 S] < S, V= {S,T,U},
f’j = {S — ngfj, T — thhj, T — U, U — fjgj}-
Mindezek felhasznaldsdval meg tudjuk véalaszolni a (DC.2) kérdést:

3.4.3. Kovetkezmény [18] Nem létezik olyan L C  X* sdri
kornyezetfiggetlen nyelv, melyre L C Q2.

Tudjuk, hogy az L C X* stirli reguléris nyelvre LN(Q) diszjunktiv nyelv lesz.
Ugyanakkor a strl kérnyezetfiggetlen nyelvekre csak az alibbi megallapitast
tehetjuk:

3.4.2. Tétel [18] Legyen L C X* sirii kornyezetfiggetlen nyelv. Ekkor LN Q
surd nyelv.

Tovabbra is megoldatlan probléma, hogy az L N Q diszjunktiv nyelv-e, ha
L C X* diszjunktiv kornyezetfiiggetlen nyelv.
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4. Fejezet

Nemprimitiv szavakbdl allo
linearis és regularis nyelvek

4.1. Bevezetés

Konnyen beldthat6, hogy megfelel6 linearisan korlatolt (determinisztikus) au-
tomataval eldontheté egy tetszOleges szordl, hogy primitiv szé-e. Szintén
egyszerien bizonyithaté, hogy minden ¢ > 2 esetén linedrisan korlatolt
(determinisztikus) automatdval eldonthetd, hogy egy adott szé eleme-e a
Q" nyelvnek. Ugyancsak linedrisan korlatolt (determinisztikus) automata
hasznélatdval eldsuthetd minden szérél, hogy eleme-e az | J Q¥ nyelvnek.
i>2
Mindezekbdl kovetkezik, hogy ezek a nyelvek kornyezetfiiggtek. Tovabba is-
mert, hogy a kornyezetfuggd nyelvek metszete is kornyezetfuggd, ezért minden
L kérnyezetfiiggd nyelvre az LNQ, LNQW, i > 2 és LN( U Q™) nyelvek mind-
i>2
egyike kornyezetfliggs lesz. Ezekbdl az egyszerit tényekbol kovetkezik, hogy
a nemprimitiv szavakbol all6 kornyezetfiiggé nyelvek mindegyike felirhat6 az
alabbi formdban: L = L' N (U Q), ahol L' kornyezetfiiggd nyelv. Masképp
i>2
fogalmazva, minden L' kornyezetfiiggd nyelvre az L = L' N (U Q") nyelv
i>2

is kornyezetfuget lesz. Mindezeket figyelembe véve lathatd, hogy a nem-
primitiv szavakbdl allé kornyezetfiggd (vagy b6vebb) nyelvek felépitésének
tovabbi vizsgalatara nincs sziikség.

Ito és Katsura megadta a nemprimitiv szavakbdl all6 kornyezetfiggetlen
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nyelvek felépitését, melyet Osszefoglaltunk a 3. fejezetben. Ebben a fejezetben
megadjuk a nemprimitiv szavakbdl 4ll6 linedris és reguldris nyelvek karak-
terizacidjat, ezzel teljessé téve a Chomsky hierarchia kiillonb6zé szintjein elhe-
lyezkedd, nemprimitiv szavakbdl 4116 nyelvek felépitéseinek meghatirozasit. A
fejezetben kidolgozott eredmények a szerzé és a [2] dolgozatban kézremiik6dé
tarsszerzOk kozos munkijianak eredménye.

4.2. Tteracios tételek linearis és regularis nyelvekre

Els6ként meg kell hatdroznunk, mely nyelveket tekintunk linedris nyelveknek.
Linedris nyelvek azok a nyelvek, melyek generdlhatéak olyan nyelvtannal,
melyben minden H-beli szabaly P — p vagy P — aRb alakd, ahol P, R € Vy,
p,a,b € Vp*. Példaul egy legaldbb kétbetiis dbécé feletti bsszes palindrémak
nyelve linedris nyelv.

A tovabbiakban hirom segédtételt ismertetiink, melyek fontos szerepet
jatszanak bizonyitasainkban. Az aldbbiakon tul haszndlni fogjuk még a 2.3.2.
lemmat is.

4.2.1. Tétel [22] Legyen f,g € Q, f # g. Ekkor f™g" € Q minden m >
2, n > 2 egészekre.

4.2.2. Tétel (Itericiés Lemma reguldris nyelvekre) [19] Legyen L
requldris nyelv.  Ekkor létezik n konstans, hogy ha z tetszdleges szava
az L nyelvnek és |z| > n, akkor z felirhaté z = wow alakban dgy, hogy
luv| < m, |v| > 1 és minden i > 0 esetén wv'w is eleme az L nyelvnek.
Tovdbbd n nem mnagyobb, mint az L nyelvet felismerd minimdlis véges
automata dllapotainak o szdma.

4.2.3. Tétel (Itericiés Lemma linedris nyelvekre) [19]  Minden L
linedris nyelvhez létezik n konstans, hogy az L nyelv bdrmely legalabb n
hosszisdgi z szava felirhatd z = uwowzy alakban igy, hogy luvzy| < n, |ve| > 1
és minden i > 0 esetén uwv'wz'y is eleme az L nyelvnek.

Megjegyezziik még, hogy barmely v € X sz6 egyértelntien megadhaté
uw=p", p€Q,n>1alakban, igy X* el6alla Q, i > 0 halmazok uniéjaként:
x*=JQW.

i>0
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4.3. Az X'\ Q elemeibdl 4ll6 linedris és reguldris
nyelvek felépitése

Els6ként megadjuk a nemprimitiv szavakbdl &ll6 linedris nyelvek karak-
terizacidjat:

4.3.1. Tétel Legyen L olyan linedris nyelv, melyre L C Xt \ Q. Ekkor
L felirhat6 L = Ly U Ly alakban, ahol Ly = LN Q@ linedris nyelv, és
Ly,=LnN (U Q(Z)) requldris nyelv. Pontosan megadva:
i>3
Ly=Fu( U {(figihy)* | n=1})
1<j<s
ahol Fi C Q® véges halmaz, valamint figihj € Q, 1 <j <s.
Lo felépitése megegyezik a kornyezetfuggetlen esettel, azaz

(U MU
1<i<r
ahol Fy C UQ(i) véges halmaz és f; € Q, m; >3, k; > 1, 1 <i<r.
i>3

Bizonyitds: Kozismert tény, hogy minden L linedris nyelvre L N R is line4ris
nyelv, ha R regularis nyelv. Tovabba a 3.3.1. tétel értelmében Lo =
LN (UQ(i)) reguldris nyelv minden L kornyezetfiiggetlen nyelvre. Mivel a
i>3
line4ris nyelvek egyben kornyezetfiggetlen nyelvek, ezért Lo reguldris lesz
akkor is, ha L linedris. Ezutdn, mivel L; = L \ L9, ahol L lineéris és
Lo reguléris ezért Ly linedris nyelv. Amit még bizonyltanunk kell, hogy
L, U {(fjgihj) )2 | n>1}) ahol F; C Q® véges halmaz, és
1<]<s

figih; € @, 1 <j <s.

Elészor megmutatjuk, hogy az {(fg"h)? | n > 1} nyelv linedris nyelv.
Tekintsiik az aldbbi linedris nyelvtant, mely pontosan az {(fg"h)? | n > 1}
nyelvet generalja: S — fTh, T — g1T'g, T — hf. Ebb0l latszik, hogy az L,
nyelv generdlhaté linearis nyelvtannal.

A 3.4.1. tételben lathattuk, hogy kornyezetfiiggetlen esetben a Q) ele-
meibél 4116 nyelv felépitése a kovetkezé: £ U ( | ) {(a}'bia]*)? | n,m > 1}) U

1<i<r

U {(gjh f]2|n>1}) ahol bia? € Q, 1 <i<r, figihj€Q, 1<j<s
1<j<s
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6s F C Q@) véges halmaz. A tovdbbiakban még be kell litnunk, hogy az
Ly = U {(ab;a™)? | n,m > 1} nyelv felirhaté harom nyelv uniéjaként,
1<i<r
melyek koziil az elsé kettd U {(g;ih7} fi)? | n > 1} alakd, a harmadik rész
1<j<s
pedig nem generalhaté lineér_ié nyelvtannal.

Az Ly; nyelv felithaté {a’ba’T*ba* | j,k > 1} alakt nyelvek véges
unidjaként. Minden a,b € X esetén az Ly = {a/ba’t*ba® | j < n, k > 1}
nyelv és az Lp = {a/ba?t*ba* | § > 1, k < n} nyelv is véges unidja az
{(fg"h)? | n > 1} alaki nyelveknek, amennyiben L, esetén f = a/b, g =
a, h = X\ és Lp esetén f = X\, g = a, h = ba". Lipg \ {LaULp} =
{a?ba?t*ba¥ | j, k > n}. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy minden L C Q(?)
linedris nyelv esetén létezik n > 1 egész, melyre L nem tartalmaz elemet az
{a?ba?**ba® | j,k > n} nyelvbol.

Indirekt feltételként legyen L C Q®@ olyan linedris nyelv, melyre birmely n
esetén LN{a’ba’T*ba* | j,k > n} # 0. Az nlegyen a 4.2.3. tételnek megfeleld.
Valasszunk egy z = a®ba*T'ba! szét az L nyelvbdl gy, hogy s,t > n. Ekkor a
4.2.3. tétel értelmében z felirhaté z = vvwzy, |uvzy| < n, |vz| > 1 alakban,
ugy, hogy minden i > 0 egészre uv'wz'y € L. Itt meg kell jegyezniink, hogy
a linedris nyelvek zartak a homomorfizmusra és az inverz homomorfizmusra
nézve, ezért feltehetjik, hogy u,v,z,y € a*. Példdul tekintsiik az alabbi
homomorfizmust: 9 : {¢,d} — X* ¢(c) = a, P(d) = b és az v'v'w'z"y
a 2’ = cfdc*tldc sz6 felbontdsa a 4.2.3. tételnek megfelelden, |[u'v'z'y’| <
n', ['z'| > 1, uvw'z"y' € {JddtRdck | j,k > 1}, i > 0, ahol n' egy
megfeleld pozitiv egész. Természetesen ekkor (u') = u, P(v') = v, Y(w') =
w, P(z') =z, P(y') =y, ahol u,v,x,y € a*.

Ugyanakkor z = a®ba*ttba! € Q) amibél kovetkezik, hogy a®ba’ € Q.
Mivel a 2.3.2. lemma alapjan Q™) n > 1 zart a ciklikus permutaciéra nézve,
ezért ba*Tt € Q. Legyen f = ba*Tt, és g = h gy, hogy h € Q, h* = a. Ekkor
a 4.2.1. tétel értelmében f2¢g™ € @ minden m > 2 egészre. Ismét alkalmazva
a 2.3.2. lemmat azt kapjuk, hogy uv'wzly € Q, i > 2, ami ellentmond azon
feltevésiinknek, hogy uwv'wziy € Q@), i > 0.

O

A kovetkezOkben a reguldris esetre fogalmazunk meg egy tételt.

4.3.2. Tétel Legyen L reguldris nyelv gy, hogy L C X*t\ Q. Ekkor L, =
LNQ® véges nyelv, és Ly = LN (U Q(l)) requldris nyelv, melynek felépitése
i>3
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megegyezik a kornyezetfuggetlen €s a linedris esettel.

Bizonyitds: A 4.3.1. tétel értelmében elegendd bizonyitani, hogy minden
a,bc € Xt esetén az L C Q@ reguldris nyelv csak véges szdmu elemet
tartalmaz az {(ab™c)? | m > 1} nyelvbdL

Ismét indirekten bizonyitunk, az indirekt feltétel a kovetkezo: 1étezik L C
Q® regularis nyelv, melyre minden n pozitiv egész esetén L N {(ab™c)? | m >
n} # (. Ekkor a 4.2.2. tétel értelmében létezik n pozitiv egész ugy, hogy m > n
és z = ab™cab™c felirhaté z = uvw alakban 1gy, hogy |uv| < n, |v| > 1 és
wv'w € L, i > 0. A reguldris nyelvek szintén zartak a homomorfizmusra
és az inverz homomorfizmusra, ezért az el6z6 tétel bizonyitasaban hasznalt
megfontolasok alapjan most is feltehetjilk, hogy

1. v =a, vagy

2. v b, vagy

3. veabt.

Tekintsiik el6szor a v = a esetet. Ekkor a 4.2.2. tétel értelmében
a'bcab™c € L minden i > 0 egészre. Hasznéaljuk a 4.2.1. tételt dgy, hogy
legyen f = ab™c és g = d, d € Q, d = a. Ekkor azt kapjuk, hogy
ab™cab™cat € Q, © > 2. Innen a 2.3.2. lemma értelmében a'b"cab™c € ), i >
3, ami ellentmond annak, hogy a’b™cab™c € Q?), i > 0.

Tekintsiik most a v = b' esetet. Ekkor a 4.2.2. tétel értelmében létezik
k pozitiv egész, hogy ab™t*Fcab™c € L minden i > 0 egészre. Haszniljuk a
4.2.1. tételt tigy, hogy legyen f = cab™ és g = d, d € @, d’ = b. Ekkor azt
kapjuk, hogy cab™cab™* € @, i > 2. Innen a 2.3.2. lemma értelmében
ab™ticab™e € @Q, i > 2, ami ellentmond annak, hogy ab™t"*Fcab™c €
QY. i>o.

Tekintsiik végiil a v = ab™ esetet. Ekkor a 4.2.2. tétel értelmében létezik k
pozitiv egész, melyre (ab®)'6™ *cab™c € L minden i > 0 egészre. Haszndljuk
a 4.2.1. tételt tgy, hogy legyen f = b™ Fcabk és g = d, d € Q, d¥ = ab”.
Ekkor azt kapjuk, hogy 0™ Fcab™cab’(ab¥)? € @Q, i > 2. Innen a 2.3.2.
lemma értelmében (ab®)'b™ *cab™c € Q,i > 3, ami ellentmond annak, hogy
(abk) o™ Fcab™c € Q)i > 0.

O

4.4. Az X\ Q elemeibdl 4llé6 nyelvek hierarchigja

A kovetkezOkben Osszefoglaljuk a Chomsky hierarchia kiillonb6z6 szintjein el-
helyezked6, nemprimitiv szavakbdl 4ll6 nyelvek felépitéseit:
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4.4.1. Kovetkezmény Legyenek Ly, L1, Lo, €s L3 az aldbbi nyelvosztdlyok:
Lo az X1\ Q elemeibdl dllé véges nyelvek osztdlya,

L1 azon nyelvek osztdlya, melyek az aldbbi alakiak:
U AU i€, mi>3, ki>1, 1<i<r,
1<i<r
Lo az aldbbi formdjd nyelvek osztdlya:
U {(fighhj)? | n>1}, figih; €@, 1 <j <s,
1<j<s
L3 azon nyelvek osztdlya, melyek struktirdjo o kovetkezo:
U {(ab;a™)? | n,m > 1}, ahol a?b; € Q, 1 <i <7
1<e<r

Ekkor a kovetkezoket mondhatjuk:

(a) L nemprimitiv szavakbdl dllé kornyezetfiggetlen nyelv akkor és csak
akkor, ha L =Ly ULy ULoULs, L; € L, 1 =0,1,2,3.

(b) L nemprimitiv szavakbol dllé linedris nyelv akkor és csak akkor, ha
L=LyUL1 ULy, L;eL;, 1=0,1,2.

(¢) L nemprimitiv szavakbol dllé reguldris nyelv akkor és csak akkor,
ha L=LyULy, Ly € L;, 1=0,1.

(d) L nemprimitiv szavakbdl dllé véges nyelv akkor és csak akkor, ha
L =Ly, Ly € Ly.

Az (a) allitas Ito és Katsura eredménye, melyet az el6z6 fejezetben is-
mertettink, a (d) 4llitds pedig trividlis. Megemlitjik még, hogy néhény
nevezetes, specidlis alakid, nemprimitiv szavakbol allé kornyezetfiiggé nyelv
karakterizacidja még megoldatlan probléma.
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5. Fejezet

Primitiv szavakat generalo,
Chomsky-féle normal formaju
kis nyelvtanok

5.1. Bevezetés

A miésodik fejezetben felmerult a kérdés, hogy egy adott dbécé feletti Osszes
primitiv szavak nyelve valédi kornyezetfiiggd nyelv-e, vagy pedig generalhato
kornyezetfuggetlen nyelvtannal is. Ez a kérdés tovabbra is nyitott. A ku-
tatasok segitése érdekében, valamint mivel onmagaban is érdekes a kérdés,
ebben a fejezetben megadjuk az 0Osszes, legfeljebb hdrom nemtermindlisbdl
allé, Chomsky-féle normdl formdjd, csak primitiv szavakat generalé nyelv-
tant, és az altaluk generdlt nyelvek karakterizdciéjat. Ezek a nyelvtanok
kicsik és maximdlisak. Kicsik abban az értelemben, hogy legfeljebb hirom
nemtermindlist tartalmaznak, és maximadlisak, mivel barmely Gjabb szabdlyt
hozzijuk véve mar generalnak nemprimitiv szét is. Chomsky-féle normal
forméat hasznalunk kornyezetfiiggetlen nyelvtanok helyett, a konnyebb kezel-
het6ség érdekében. Mivel minden Chomsky-féle normdl forméji nyelvtan-
hoz létezik vele ekvivalens Chomsky-féle normdl formaju nyelvtan, melyben
minden nemtermindlis betibél legaldbb egy, csak termindlisokbdl 4ll6 szé le-
vezethetO, ezért elegendd ezekkel a nyelvtanokkal foglalkoznunk. Ebben az
esetben ahhoz, hogy egy nyelvtan csak primitiv szavakat generdljon a ter-
mindlisok abécéje felett, elengedhetetleniil szitkséges, hogy a nemtermindalisok
abécéje felett is csak primitiv szavakat generdljon, ezért elegendé megadnunk
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a nyelvtanok vazat, valamint a vdzakhoz tartoz6 mondatformik halmazit.
A kapott nyelvtanok vizsgilatabdl kideril, hogy létezik olyan Chomsky-féle
normal formaji, harom nemtermindlisbdl all6 nyelvtan, mely dltal generalt
nyelv nem reguldris, ezért a kornyezetfiuggetlen, csak primitiv szavakbdl allé
nyelvek osztalya bévebb, mint a regularis, csak primitiv szavakbdl 4ll6 nyelvek
osztdlya. Az is lathatd, hogy minden, a fentebbi alaknak megfeleld nyelvtan a
primitiv szavak végtelen halmazat generalja.

5.2. Betii-izomorf nyelvtanok, redukalt nyelvtanok,
vazak

A fejezet hitralévd részében nyelvtan alatt G = (N, X, S, P} alakban adott,
A-mentes, Chomsky-féle normal formdja nyelvtant értiink. A G nyelvtan mon-
datformdinak halmaza az S(G) = {W | W € (NUX)*, S= W} halmaz.

A G = (N1,%41,S51, P1) nyelvtan beti-izomorf a Go = (Na, X, So, P)
nyelvtannal, ha létezik ¢ : Ny U X; — Ny U X9 bijektiv leképezés tgy, hogy
©(S1) = S2, {p(4) | A € Ni} = Ny, {¢(a) | a € L;} = Eg, valamint
{o(x1)...p(xs) = @©(y1)..p(yt) | z1...x5 = y1..y¢ € P} = P,. Ebben a fe-
jezetben nem tesziink kilonbséget a betii-izomorf nyelvtanok kozott.

Minden x termindlis betiire legyen N(z) ={X e N | X -z € P}. AG
nyelvtan redukdlt, ha kielégiti az alabbi feltételeket:

(I.) Barmely z,y termindlis szimbdélumok esetén ha N(z) = N(y), akkor
T =y.

(IT.) Minden z € N U X esetén létezik W1, Wy € (N U X)* par dgy, hogy
WizWsy € S(G)

A tovabbiakban redukilt nyelvtanokat hasznalunk.

Minden X € N nemtermindlisra legyen X(X) = {z € ¥ | X — z € P},
ahol X(X) = 0 is lehetséges.

Ezek utdn legyen a G = (N, X, S, P) nyelvtan vdza a Gy = (N, S, Py), ahol
Py={A—BCe€P|AB,CcN}. Az S(Gy) ={W €Nt |S=W} hal-
mazt a Gy vdz dltal generdlt (mondatformdgji) nyelonek nevezzik. A Gy vaz
maximdlis (a primitiv szavakra nézve,) ha S(Gy) csak primitiv szavakat tartal-
maz, valamint minden X,Y,Z € N, X - YZ ¢ P, esetén a G|, = (N, S, Fy),
Py = PyU{X — Y Z} vézhoz tartoz6 S(G{)) nyelv tartalmaz nemprimitiv sz6t
is.
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Jelolje @y a X feletti primitiv szavak halmazét, és Qn az N feletti primitiv
szavak halmazit. Ekkor L(G) C Qx = S(Gp) C Qn.

Az S(Gy) C Qn = L(G) C Qy allitas igaz, amennyiben X(X)NX(Y) =0
teljesil minden X, Y € N, X #Y esetén.

Ezen allitas bizonyitasihoz tekintsiik egy tetsz6leges w € L(G) sz6 bindris
levezetési fajat. VAagjuk le az osszes x € X levelet, melyhez X — « alaku
szabdlyok segitségével jutottunk. Ekkor a W € N sz6 binaris levezetési fajat
kapjuk, ahol W = w. A (X)) N S(Y) = O feltétel kovetkeztében minden
x € X termindlishoz egyértelmiien létezik X € N nemtermindlis gy, hogy
z € 3(X). Definidljuk a betiit betlibe képez6 ¢ : ¥ — N homomorfizmust a
kovetkezéképp: ¢(z) = X, ha z € £(X). Amennyiben w = u¥, k > 1, akkor
W = c(w) = (c(u))*, ami ellentmondas.

Az el6z6 Allitas alapjan rogzitett szamd nemtermindlis esetén a maximdlis
vazak karakterizdcidinak felhaszndldsaval meg tudjuk adni a redukilt nyelv-
tanok karakterizaciéit.  (JN| > 2 esetén figyelni kell a termindlisok
felcserélhetdségére is.)

5.3. Maximalis vazak 1 és 2 nemterminalissal

Maximalis vdz 1 nemterminalissal

Ha |N| = 1, akkor az egyetlen maximdlis vdz a Gy = (N, S,0), és az
egyetlen redukdlt nyelvtan a G = ({S}, {s},S,{S — s}).
O

Maximadlis vaz 2 nemtermindlissal
Ha |N| = 2, akkor az egyetlen maximdlis vaz Gy, ahol
Py={S—-5X, S— XS X - XX}

S(Gy) = {X}*-{S} - {X}* (csak az {S — SX, S — XS} szabdlyok
sziikségesek,) és S(Gy) C Qn nyilvanvalé.

A redukalt nyelvtanok az aldbbi alakuak:

G=({S X}, {s,z},PAUPU{S = s, X —z},S), ahol

P C{S— SX, S XS}, P,C{X — XX}, P #0.
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5.4. Maximalis vazak 3 nemterminalissal

Harom nemtermindlis esetén a lehetséges vazak nagy szdma miatt sziikség
volt szamitogép, és a lehetséges maximalis vazak meghatirozasara képes prog-
ram haszndlatdra. A sziikséges programot a szerzd készitette Pascal nyelven,
majd - mivel nem allt rendelkezésre megfelelé gépkapacitis, - ezt a programot
Dirk Hauschildt irta 4t C nyelvre, és a végsd verziét a Hamburgi Egyete-
men rendelkezésre 4ll6 gépeken futtatta. A program elédllitotta az Gsszes
maximalis vazat, melyek altal generdlt osszes, legfeljebb 12 hosszt szé primitiv
sz0. A kapott vazakon tul - a mondatszimbdélumtol kilonbozd két nemter-
mindlis felcserélésével vagy pedig az osszes X — Y Z alaku szabdly X — ZY
alaku szabdlyra cserélésével kaphaté szimmetrikus vazaktodl eltekintve - nincs
tobb, csak primitiv szavakat generdlé maximdlis viz. A kapott 12 viz egyike
nem redukdlt, és a maradék 11 vaz mindegyikérdl sikeriilt bebizonyitani, hogy
12 hosszisag felett is csak primitiv szavakat generdlnak. A bizonyitasok
alapotlete az els6 10 esetben a szerz6tdl szarmazik, a 11. eset bizonyitdsa
a szerz6 és az [1] dolgozatban kézremiikods tarsszerz0k kozos munkdjanak
eredménye.

A program feladata alapvetéen a kovetkezd volt:
Eléallitotta az Osszes lehetséges vazat, majd ellendrizte a vazakrdl, hogy
12 hosszusagig csak primitiv szavakat generdlnak-e, vagy pedig generdlnak
nemprimitiv szo0t is. A kapott, csak primitiv szavakat generdld vizak kozil
kivalasztotta a maximalisakat.

A futési sebesség novelése érdekében az aldbbi médositdsok torténtek:
A program tobb lépésben futott. Elsé lépésben 6 hosszusigig vizsgilta a
véazak altal generalt szavakat, és létrehozta az N halmazt, melybe azok a
minimdlis vazak keriiltek, melyek nemprimitiv sz6t is generdlnak, valamint a
P halmazt, melybe a maximadlis, 6 hosszisagig csak primitiv szavakat generald
vazak keriiltek. Ezek utdn P elemeit megvizsgalva sikeriilt bizonyitani néhany
vazrél, hogy nem generdlnak nemprimitiv szot. Ezeket megtartottuk a P
halmazban, a tobbi vazat elhagytuk a P halmazbdl. A kovethez6 futtatds
mar 8 hosszusagig vizsgalta a lehetséges vazak altal generalt szavakat, de
ekkor mar csak azokat a viazakat kellett vizsgdlni, melyek nem tartalmazzik
N elemeinek egyikét sem, és a P halmazban taldlhaté vdzak egyikének sem
részei. Az Gjabb eredmények ismeretében moédositottuk a P halmazt, majd
ezt az eljarast ismételtik 9, 10 és 12 hosszusagig, mig végiil eljutottunk a 12
maximalis vadzhoz, melyek kozul egy nem redukalt.

Az aldbbiakban bizonyitjuk mind a 11 redukalt vizrél, hogy csak primitiv
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szavakat generdlnak. A szimmetrikus esetektdl eltekintve az aldbbiakon tul
nincs a fenti feltételeknek megfeleld vaz.

A tovabbiakban legyen N = {S, X, Y}, S a mondatszimbdlum, és jelolje
Q = Qn az N feletti 0sszes primitiv szavak halmazat.

1. eset

Pp={S— XY, S—>58X, S—- XS5 S—-YX, X - XX,
Y -S8X,Y XS, Y 5 XY,Y - YX}

S(Go) = (X*-{S,V} - X)\{V} C Q.

Erre a vazra tekintsiik az alabbi bizonyitast:

Legyen L = X*({S} U{Y})X*\ {Y}. Megmutatjuk, hogy S(Gy) = L.
El6szor teljes indukcidt alkalmazunk. S € L, és barmely Py-beli szabdlyt alkal-
mazva egy tetszéleges W € L széra, W' € L szét kapunk. Ebb6l kovetkezik,
hogy S(Go) C L.

Mésrészt megmutatjuk, hogy minden W € L sz6 levezetheté az S mon-
datszimbdélumbdl. S, XY, Y X € L trividlis. X™SX"™ € L levezetheto az
S = X™mS & X™SX" levezetéssel, ahol az {S — XS, S — SX} szabdlyokat
haszndltuk, és az XY X" € L (m > 0 ) alakd szavak levezethetGek az
st xm-l1g & xm-lgxn L Xxmy X0 levesetéssel, az {S — XS, S —
SX, S — XY} szabélyok alkalmazisival. Végezetiil az Y X alaku szavakhoz
haszndljuk az §"5' SX™~1 L Y X™ levezetést, és az {S — SX, S — Y X}
szabélyokat. Mindezekbél kovetkezik, hogy L C S(Gy).

Megjegyezzik még hogy csak az {S — XS, S — SX, S - XY, S - YX}
szabalyok sziikségesek S(Gy) generdlasahoz.

S(Gp) C @ trividlis, hiszen minden W € S(Gy)-beli sz6 pontosan egy S
vagy Y betiit tartalmaz.

SY ¢ S(Gy) kovetkeztében S(Gy) C Q.

2. eset
Pp={S— XY, S—>58X, §S—-XS5 S—-YX, X XX, Y->YY}
S(Go) = (X*- ({SPUY ™) - X))\ YT CQ.

A bizonyitds hasonlé az 1. eset bizonyitasahoz. S(Gy) C L igazoldsidhoz
ismét indukciét hasznalunk. Lathato, hogy barmely szabalyt alkalmazva
barmely L-beli széra, ismét L-beli szét kapunk. Az L C S(Gy) bizonyitdsa
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mindGssze annyiban tér el az 1. esett6l, hogy az ¥ — Y'Y szabalyt is
hasznaljuk.
Ebben az esetben csak az {S - XS, S - SX, S—- XY, S—>YX, Y —
Y'Y} szabdlyok alkalmazisa sziikséges S(Gy) elallitasdhoz.
S(Go) C @ kovetkezik abbdl, hogy minden W € S(Gy) sz6 W = X™mSX"
vagy pedig W = X™Y* X" alaki, valamint SY ¢ S(G)).
O

3. eset

Pp={S—- XY, §S—-85Y, S—->XS, X—>XX, Y >YY}

S(Go) = (X*- ({S}UXT) - Y)\XT CQ.

Ismét az 1. esetben latott bizonyitast haszndljuk. L C S(Gy) igazolhaté
az S SYn B XmGY™ és az ST XTI D xmolgyn d xmyn (1> 0)
levezetésekkel, ezért SY™, X™SY", X™Y" € L.

Csak az {S — XS, S = SY, S — XY} szabdlyok sziikségesek.

S(Goy) € @ trividlis, hiszen minden W € S(Gy) sz6 W = X™SY™ vagy

pedig W = XY™ alaku, és SX & S(Gy) miatt S(Go) C Q.
O

4. eset

Py={S— XS, §S—=>YS S—85X, S—>S8Y, X - XX, X— XY,
X5YX, X5YY,Y 5XX,Y XY, Y 5YX,Y 5 YY}

S(GO) = {va}* ’ {S} ’ {X’Y}* CQ.

Ismét hasonld az 1. esethez. L C S(Gy) kovetkezik abbdl, hogy barmely
USV sz6, ahol U,V € {X,Y}* levezethet az {S — XS, S - YS, § —
SX, S — SY} szabalyokkal.

Mivel W € S(Gy) pontosan egy S betlit tartalmaz, és XY & S(Gy), ezért
S(Gy) C Q.

O

5. eset
Pp={S— XS, X—-8Y, X - XX, X >YY}
S(Go) ={X,SY,YY}*-{S}.
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Az S(Gy) = L igazoldsa ismét hasonlé az 1. esethez. L C S(Gy) kovetkezik

az S = XS, S=>XS2YYS, S= XS = SYS levezetésekbil.

A sziikséges szabdlyaink {S — XS, X =YY, X — SY}.

Tegyiik fel, hogy W = U* € S(Gy), k > 1. Ekkor U = YU'S, ahol az
U sz6 elején szerepld Y-ok szdma paros, mivel a W sz6 elejére, az els6 S elé
csak az X — Y'Y alakua szabdly alkalmazasaval keriilhet Y. Ugyanakkor az
U sz6 elején szerepld Y-ok szdma paratlan, mert a W széban minden S utan
paratlan szamu Y &ll, kivéve az utélsdé S-t. Ez ellentmondds.

SX ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

6. eset
PB={S—> XS, X>8Y, X XX, X > XY, Y 5YX,Y > YY)}
S(Gy) ={X,SY} - {X,Y,SY}*-{S}U{S} CQ.
S(Gy) = L igazoldsa ismét az 1. esethez hasonlé. L C S(Gy) kovetkezik

az S = XS, X = XY, és X = SY = XSY levezetésekbil.
Csak az {S — XS, X — XY, X — SY} szabdlyok alkalmazdsa sziikséges.
W = U* € S(Gy), k > 1 esetén egyrészt U = XU'S vagy U = SYU'S,
mdasrészt viszont U = YU'S ellentmondés.
Mivel SX & S(Gy), igy S(Go) C Q.

7. eset
Pp={S— XY, S—>8Y,Y -XS Y->YY}
S(Gy) ={5, X} -{Y, XS, XX}*-{Y, XS} U{S} CQ.
(a) S(Go) C L igazoldsa megegyezik az 1. esetben litottal.

(b) L C S(Gp) a kovetkezd levezetések kovetkezménye: S - 5y, §=&

XY, S22 SY", Y2 XS=2XSY, Y= XS XXY. AvY - YY
szabaly kivételével a tobbi szabdlyra szikség van.

(¢) Az S(Goy) C Q igazoldsira 4 lehetéséget kell megvizsgalnunk. Ehhez
legyen W € S(Gy) \ Q, azaz W = U* k> 1.

(ca) W =SV S. Ekkor U = SU'XS ellentmondds, hiszen SS nem részszava
egyetlen W € S(Gy) szoénak sem.
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(cb) W = SVY. Ekkor U = SU'Y. Ekkor minden egymdst kovetd két S
kozott paratlan szdmia X Aall, mig az utélsé S utdn paros szdmu. Ez
ellentmondas.

(cc) W = XVS. Ekkor U = XU'XS. Ekkor minden egymdést kovetd két
S kozott paratlan szamu X 4ll, mig az els6 S elott paros szami. Ez
ellentmondas.

(ed) W = XVY. Ekkor U = XU'Y. Ekkor az X-ek és S-ek szdménak az
Osszege paros barmely két Y kozott, és paratlan az els6 Y elott. Ez
ellentmondas.

fgy S(Go) C Q, mivel SX & S(Gy).

8. eset
Py={S—- XY, S—-YX, X =SS}

Jelolje n(S),n(X),n(Y) az S, X, Y betiik szimét a generélt szoban. Elin-
dulva az n(S) =1, n(X) =0, n(Y) = 0 értékekbdl indukciéval bizonyithato,
hogy az n(Y) = 2n(X) + n(S) — 1 egyenléség mindig teljesiil. Legyen
W =U* k> 1, és jeldlje ny(S), ny(X),ny(Y) rendre az U széban taldlhaté
S-ek, X-ek és Y-ok szamat. Ekkor n(S) = kny(S), n(X) = kny(X), n(Y) =
kng(Y') ellentmondés.

Ezek utin S(Gy) C Q, mivel SX & S(G).

9. eset
Py={S— XY, X - XS, Y- SY}

A szabélyok felépitésébdl kovetkezik, hogy barmely W € S(Gy) esetén
n(X) =n(Y), ahol n(X) jeloli a W széban szerepl$ X betiik szdmat, és n(Y")
az Y betiik szdmat. Tovdbba minden W € S(Gy), W # S sz6 W = XVY
alaku.

Indukciéval bizonyithatd, hogy minden Z széra, ahol Z a W € S(Gy), W #
S sz6 valodi kezdOszelete fendll, hogy ny(X) > ny(Y), ahol ny(X),nz(Y)
jeloli a Z széban taldlhaté X-ek és Y-ok szdmét. Ez W = XY esetén trividlis.
Az X — XS és az Y — SY szabdly alkalmazasa esetén vagy csokken az
nz(Y) eggyel, vagy pedig az nz(X) és az nz(Y') értéke is véltozatlan marad.
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Az S — XY szabély alkalmazasival pedig vagy megn6 az ny(X) eggyel, vagy
az nyz(X) és az nz(Y) is megnd eggyel.

Most legyen W = U¥, k > 1. Jelolje ny(X),ny(Y) az U széban talilhaté
X-ek és Y-ok szamat. Ekkor n(X) = kny(X), n(Y) = knyg(Y), ezért
ny(X) = ny(Y). Ugyanakkor az U sz6 kezdGszelete a W szénak, ez ellent-
mond3s.

Mivel SX & S(Gy) ismét S(Gp) C Q.

A fenti esetben S(Gy) nem reguldris. Ezt a kovetkez6képpen igazoljuk:
(S(Go) N{X, Y }7) U{A} = h(S(Go)) = {X} - D(X,Y) - {Y}U{A},

ahol a h : {S,X,Y} — {X,Y} homomorfizmus h(S) = A, h(X) =
X, h(Y) =Y, valamint D(X,Y) az {X,Y} abécé feletti Dyck nyelv, azaz
A€ D(X,Y) és minden W € D(X,Y), W # X egyedi médon felirhaté

k
W=][(X -U;-Y)
i=1
alakban, ahol U; € D(X,Y), 1 <i<k.
Mivel a Dyck nyelvek nem generdlhatéak regulris nyelvtannal, ezért ele-
gendo a fenti allitast bizonyitani.
XY € 5(Gy), és tegyik fel, hogy XUY € S(Gp) minden U € D(X,Y),
|U| < |W| széra. Ekkor

k
S= XY & xsty & x - ([[XU;Y)-Y
i=1
miatt XWY € S(Go) N{X,Y }* minden W € D(X,Y) szbra.
Ebbo6l kovetkezik, hogy {X} - D(X,Y) - {Y} C S(Gy) N {X,Y }*.

A misik irdnyhoz tekintsiik az aldbbi allitast:

h(S(Go)) € {X} - D(X,Y)-{Y}U{A}
Ezt is indukcioval igazolhatjuk, a kovetkezé modon:
h(S) =Xés h(XY)=XY € D(X,Y). Tegytik fel, hogy h(W) € D(X,Y).
Ha W =USV = UXYV = W' akkor h(W') € D(X,Y),
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ha W = UXV & UXSV = W' akkor h(W') = h(W) € D(X,Y),

és ha W = UYV & USYV = W' akkor h(W') = k(W) € D(X,Y).
Mindezek miatt {X} - D(X,Y) - {Y} C S(Go) N {X,Y}* C h(S(Gy)) C
{X}-D(X,Y) - {Y}U{A}, igy

S(Go) N{X, Y U{A} = h(S(Go)) ={X} - D(X,Y) - {Y}U{A}.

Ezért S(Gy) nem reguldris nyelv.

10. eset

Pp={S— XS, S—-8X, X -YS, X —>8Y, X - XX,
Y - XY, Y - YX).

Jelolje n(S) ésn(Y) az S és Y betiik szamat a generalt szoban. A szabdlyok
felépitésébdl kovetkezik, hogy az n(Y) = n(S) — 1 egyenléség minden W €
S(Go) szora teljesiil. Tovdabbd minden W € S(Gg) legaldbb egy S betlit
tartalmaz. Legyen W = U*, k > 1, és jeldlje ny(S) és ny(Y) az U széban
talalhaté S-ek és Y-ok szamat. Ekkor n(S) = kny(S), n(Y) = kny(Y)
ellentmond a fenti egyenléségnek.

Mivel SY & S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

11. eset
Py={S— XY, X =>8Y, Y = XS}

(a) Legyen P, = {S — SYY, Y — SYS}, G, = (N \ {X},S,P1), és
ah:{X,S,Y} — {SY,S,Y} homomorfizmus h(X) = SY, h(S) =
S, h(Y) =Y.

(b) S(G1) = 5(Go) N{S,Y}* = h(S(Go)).
S(G1) C S(Go)N{S, Y }* kovetkezik abbdl, hogy mindkét G1-beli szabély
levezethetd a G szabdlyaibol: S = XY = SYY, Y = XS = SYS.
A miésik irdny bizonyitdsdhoz tekintsiik egy tetszbleges W € S(Ggy) N

{S,Y}* sz6 levezetési fajat. Az X egy cstcsba csak az S — XY vagy
pedig az Y — XS szabdly alkalmazdsaval kertilhet. Mivel nincs X-el
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jelolt levél a levezetési fiban, ezért minden X-el jelolt cstucsra alkal-
maztuk az X — SY szabdlyt. Ebbdl kovetkezik, hogy minden ilyen
alkalommal Gi-ben vagy az S — SYY vagy pedig az ¥ — SYS
szabalynak megfelel6 szabdlyokat alkalmaztunk, két lépésben. Ezért
S(Go) N{S,Y}* € 5(G).

h(S(Go)) € S(Gp) N{S,Y }*, hiszen egy tetszbleges X-re a h(X) = SY
homomorfizmus alkalmazasa pontosan azt a hatdst éri el, mintha az X —
SY szabalyt alkalmaztuk volna.

S(G1) = S(Go) N{S,Y}* C h(S(Gy)), mivel S(G1) C S(Gy) és ezért
S(G1) = h(S(G1)) € h(S(Go)).

Mindezek kovetkezménye, hogy S(Go) € @ < S(G1) C Qsy;}-
(¢) Minden W € S(G,) felirhaté az alabbi alakban:
m—1
W=(]] s% Y) S
=0

aholm >0¢ést; >0, 0<¢<m.

Jelolje n(S) és n(Y) az S és Y betiik szdmét a W széban. Ekkor n(Y') =
m = 2ny és n(S) = 2ng + 1 valamely ny, ng egészekre, mivel az S —
SYY szabdly alkalmazdsa noveli n(Y') értékét kettével, az ¥ — SY S
alkalmazdsa pedig az n(S) értékét noveli kettével. W levezetésében az
S — SYY szabdlyt ny alkalommal hasznaljuk.

Legyen tgo = 1, és jelolje t; j az S-ek szdmét egy S-blokkban, ahol ¢ az
Y indexe és j a levezetés 1épésszama. Egy levezetésben az ¥ — SY S
szabdly alkalmazdsakor a megfeleld 7 > 0 esetén ¢; ;41 = t;; + 1 és
tiv1,j+1 = tit1; + 1. Ennek kovetkeztében egy paros indexti S-blokk és
egy paratlan indext S-blokk szdma né eggyel. Az § — SYY szabdly
alkalmazdasakor tkjt1 = iy ha k£ < 7, tovabba tij+1 + tivoj+1 = tij,
tit1,j+1 = 0, és végiil tx 40 11 =t ; ha k > 4, a megfelel6 7 esetén. Igy
a paros indexli S-blokkok és a paratlan indext S-blokkok szdmossaga is
valtozatlan marad.

Mindezek miatt igaz az alabbi egyenlGség:
ny —1

ny
Zt% =1+ Z 12i41-
=0 =0
(d) Legyen W = U*, k > 1 valamely U € {S, Y}t széra. Ekkor
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H St .y). §tm

ahol m = kn =0 (mod 2).

Mivel ny (S) = kny(S) = 1 (mod 2) és nw (Y) = kny(Y) =0 (mod 2),
ezért k=1 (mod 2), ny(S) =1 (mod 2) és n =ny(Y) =0 (mod 2). Igy
TLU(Y) =2n'.

Tovabb4 minden 0 < 1 < n, 0 < j < k esetén t; = t;j,, és minden
0 <j <k esetén t;, = to + tp, hiszen W = Uk,

Mindezek kévetkezménye hogy

nyl

Z toiv1 =k - Z t2i+1

eS
n'—1

ny
tsi=k-((to+tm)+ Y t2)
=0 =1

ezért
Y ny—l
Zt% — Z t2i+1 =0 (mod k),
=0 =0
ami ellentmond annak, hogy
ny ny —1
Zt% — Z t2i+1 =1 (mod /{)
=0 =0

SX ¢ S(Gy), és mivel igazoltuk, hogy S(G1) C Qs yy ezért S(Go) C Q.
O

A fentebbi 11 redukélt maximélis vdzhoz hozzdadhatjuk az egyetlen nem

redukalt maximdlis vizat, mely annyiban tér el a 2 nemtermindlis {S, X'}
esetétol, hogy hozzavesszik mind a 9 lehetséges szabdlyt, melyek bal oldaldn
Y szerepel.

Maximalis vazak 4 nemterminalissal

A programot futtattuk 4 nemtermindlis esetére is. A program el6szor 6
hosszisagig vizsgalta a vazak altal generalt szavakat, majd noveltiik a hosszat
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8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, és végll 27 hosszisagig.
Ennél a hossznal még mindig 413 maximalis vizat kaptunk, melyek szama tal
nagy ahhoz, hogy mindegyik esetrdl igazoljuk, hogy csak primitiv szavakat
generalnak.

Ugyanakkor megéllapithatjuk, hogy ha egy nyelvtan egy legalibb kétbetis
abécé felett generdlja az Osszes primitiv szét, és nem generdl egyetlen nem-
primtiv sz6t sem, akkor a mondatszimbdélum nem szerepelhet egyetlen, a nyelv-
tan altal generdlt legaldbb 2 hosszisagu széban sem. Ezt az 4llitdst indirekten
bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy az ASB sz6t generélja a nyelvtan, ahol S a mon-
datszimbd6lum, A, B pedig megfelel$ szavak. Ekkor létezik olyan primitiv sz6,
hogy X"BAX" valamely X betiire és n pozitiv egészre, tehit az X"BAX"
sz6 levezethet$ a mondatszimbélumbél. Ekkor viszont az AX"BAX"B sz6 is
levezethetd, ami nemprimitiv szd, ezzel ellentmondashoz jutottunk.

Ezek utdn azokra a nyelvtanokra korlatoztuk vizsgilatainkat, melyekben
egyik szabdly jobboldaldn sem szerepel a mondatszimbdélum, hisz csak ezek a
nyelvtanok generalhatjik az Osszes primitiv szot 3 nemtermindlis bett felett. A
programot lefuttattuk a fentebbi alaknak megfelel$ vazakra 12 hosszusagig. 28
redukalt maximalis vazat kaptunk, valamint 2 nem redukalt maximdlis vazat,
melyek mindegyikérdl sikertiilt bizonyitani, hogy 12 hosszisig felett is csak
primitiv szavakat generdlnak. A bizonyitisok mindegyike a szerzé munkija,
melyet a [3] dolgozatban foglalunk Gssze.

A tovabbiakban legyen N = {S,X,Y,Z}, S a mondatszimb6lum, és a
Gy vaz altal generdlt S(Gy) nyelven az egyszeriiség kedvéért a G vaz &ltal
generdlt legaldbb 2 hosszu szavak halmazit értjik. Jelolje @ az {X,Y,Z}
abécé feletti osszes, legalabb 2 hosszu primitiv szavak halmazit.

1. eset

Php={S— XY, S—>YX, S—>XZ S—ZX, S—YZ,
S 2Y, X 5 XX, Y >YY, Z— ZZ).

S(Go) = (XT-YHut - XHu(Xt.-ZHuZt-XtH)u(yt-zZzhHu
(Zt-YT) CQ.

A bizonyitds hasonlé az 5.4. fejezet 1. esetének bizonyitisahoz. S(Gy) C L
igazolasdhoz ismét indukciot hasznalunk. Lathatd, hogy barmely szabdlyt al-
kalmazva barmely L-beli széra, ismét L-beli sz6t kapunk. Az L C S(Gy) bi-
zonyitasa mindOssze annyiban tér el az 5.4. fejezet 1. esetének bizonyitasatol,
hogy minden szabdlyt felhaszndlunk S(Gy) eléllitasahoz.
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S(Go) C Q kovetkezik S(Gy) felépitésébdl, valamint abbol, hogy XY X ¢
S(Go).
O

2. eset

Php={S—XY, S—>YX, S—>XZ S—4X, S—>YZ,
S—2ZY, X XX, Y >YY, Z— XY, Z—-YX}.

S(Gy)=(XT- YT - XU T - XT. Y ) U(XT-{Z})h)U({Z} - XT)U
Y*-{zhu({z}-Y"ce.
A bizonyitds gyakorlatilag megegyezik az 1. eset bizonyitdsdval. S(Gy) C
L indukcidval igazolhaté, L C S(Gy) bizonyitdsahoz ismét minden szabdly

alkalmazdasa szukséges.
S(Go) C Q, mivel XY Z ¢ S(Gy).

3. eset

Py={S—> XY, S—>YX, S—>XZ, S—»27ZX, S—YZ S—ZY,
XXX, Y>YY, Zo XY, Z—>XZ, Z— ZY).

S(Go) = (Y*- X*{Z,\} - YHHU(X*-{Z, N} - Y*- X*)\{\, X", YT, Z} CQ.
A bizonyitas ismét megegyezik az 1. eset bizonyitdsaval. S(Gy) C L, és az

L C S(Gy) bizonyitdsahoz minden szabdly alkalmazisa sziikséges.
XYZ ¢ 5(Go), igy S(Go) C Q.

4. eset

Py={S—XY,S—>YX, S—>XZ S—4X, S—>YZ S— ZY,
XXX, Y>YY, Z-XZ Z—-2X,Z—-YZ Z—ZY}.

S(Go) =(XT-YHUT- XU X, Y} {2} {X,Y}) \{Z} CQ.

Az L C S(Gy) bizonyitdsdéhoz minden szabaly alkalmazdsa sziikséges.
S(Goy) C @, mivel minden W € S(Gy) szb vagy pontosan egy Z betiit
tartalmaz, vagy XY™ illetve YT XT alaku, és S(Gy) C Q, mivel XY X ¢
S(Go).
O
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5. eset

Php={S— XY, S—>YX, S—>XZ S—-7ZX, S—YZ,
S 7Y, X 5 XX, X >YZ, X - ZY}.

Jelolje n(Y),n(Z) az Y, Z betiik szdmat a generalt széban. Indukcidval
bizonyithaté, hogy az n(Y) £ 1 = n(Z) egyenléség teljesiil minden W €
S(Go), |W| > 3 széra. Legyen W = UF, k > 1, és jelolje ny(Y), ny(Z) rendre
az U szoban taldlhaté Y-ok és Z-k szamét. Ekkor n(Y) = kny(Y), n(Z) =
kny(Z), igy knu(Y) £1 =kny(Z), k > 1, ami ellentmondés.

Ezek utan S(Gy) C @, mivel XY X ¢ S(Gy).

6. eset

Php={S— XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX, S—YZ,
S ZY, X5 XX, X >5YZ Y >YX, Z— XZ).

(a) Ha a generdlds az {S — XY, S =YX, S - XZ, S— ZX} szabalyok
valamelyikébél indul, akkor az el6z6 esetben bizonyitott n(Y)+1 = n(Z)
egyenltség fenndll.

(b) Ha a generdlis az S — Y Z szabdlybdl indul, akkor az 5.4. fejezet 9.
esetében bizonyitott vézzal betii-izomorf vazat kapunk. (Az X — XX
szabdly felesleges.)

(¢) Végul vizsgiljuk meg azt az esetet, hogy a generdlis az S — ZY
szabalybdl indul. Tegyiik fel, hogy létezik W nemprimitiv sz, melyet
az S — ZY szabalybdl indulva generdl a nyelvtan. Ekkor, mivel a nem-
primitiv szavak zartak a ciklikus permutdaciéra nézve, létezik Wy nem-
primitiv szé is, melyet az § — Y Z szabdlybdl kiindulva kapunk. Ez
viszont ellentmond a (b) esetben bizonyitott eredménynek.

XYY ¢ S(Go), igy S(Go) C Q.

7. eset

Pp={S— XY, S—>YX, S—>XZ S—-7ZX, S—YZ,
S ZY, X 5 XX, Y 5 XY, Y 5YX, Y 5 YZ,
Y 5 2Y, Z— X7, 7 — ZX}.

Ebben az esetben minden S(Gy)-beli W széban
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(a) pontosan egy Y betli taldlhaté, ha az {S — XY, S - YX, § —
YZ, S — ZY} szabélyok valamelyikébél indulunk ki,

(b) vagy pedig pontosan egy Z betd, ha az {S — XZ, S — ZX}
szabalyokbdl indulunk ki.

XYY ¢ 5(Gy), ezért S(Go) C Q.

8. eset

Pyp={S—XY, S—>YX, S—>XZ S—4X, S—>YZ,
S—2ZY, X -YZ X = 2ZY,Y - XZ, Y - ZX}.

() Az {S — XZ, S —- ZX, S —- YZ, S — ZY} szabdlyok kozil
barmelyikbél kiindulva, a generdlt szoban mindig pontosan egy X vagy
pedig pontosan egy Y lesz.

(b) Az {S — XY, § — Y X} szabdlyokbdl indulva pedig az n(X)+n(Y) = 2
egyenléség fenndll minden sz6ban, és amennyiben n(X) = 2 vagy pedig
n(Y') = 2, akkor n(Z) paratlan.

XY X §E S(Go), ezért S(Go) C Q.

9. eset

Pp={S—- XY, S—>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,
Y SYY,Y 527 Z =YY, Z— 22, Y Y2,
Y 5 2Y, Z-YZ, Z— ZY}

§(Go) =(XT{Y, Z}H)u (Y, 2} - XT) c@.

A bizonyitas ismét megegyezik az 1. eset bizonyitisival. Az L C S(Gy)
bizonyitisdhoz csak az {S — XY, S - YX, S - XZ, S - ZX, X —
XX, Y =YY Z - ZZ, Y - YZ, Y — ZY} szabdlyok alkalmazdsa
sziikséges.

YZ & S(Gy), ezért S(Go) C Q.
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10. eset

Pp={S—=XY, S—>YX, S—>XZ S—7X, X - XX, Y =YY,
Z—=YY, Z—-XY, Z—-YX, Z—>XZ Z— ZX}.

S(Go) = (X" {2,YT}- X)\{Z Y} Cce.

A bizonyités ismét az 1. eset bizonyitdsdhoz hasonlé. Az L C S(Gy)
bizonyitisdhoz csak az {S — XY, S - YX, S - XZ, S —- ZX, X —
XX, Y =YY, Z— XY, Z— XZ} szabilyok alkalmazdsa sziikséges.

YZ ¢& S(Gy), ezért S(Go) C Q.

11. eset

Pp={S—> XY, S—>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,
Y SYY, ZoYY, Zo XY, Z—XZ, 7 — ZY}.

S(Go) = (X* - {Z,A}-Y*- X*)\ {\, X+, Y+, ZY*} C Q.

A bizonyitds ismét az 1. eset bizonyitdsdhoz hasonlé. Az L C S(Gy)
bizonyitdsdhoz a Z — Y'Y szabdly kivételével minden szabdly sziikséges.
YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

12. eset

Pp={S— XY, S>YX, S—-XZ S—7ZX, X - XX,
Y SYY,Y >YZ Z— XZ).

(@) Az {S — XZ, S — ZX} szabalyok koziil barmelyikbél kiindulva a
generalt szoban mindig pontosan egy Z betii lesz.

(b) Az S — YX szabdlybél indulva a generdlt W sz6 mindig
Y{Y,Z X+ Z}*X* alakii lesz. Ekkor ha W = U*, k > 2, akkor egyrészt
U =YU'X alakt, mésrészt viszont U = ZU'X vagy U = XU'X alaky,
ami ellentmondas.

(¢) Mivel az S — Y X szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk,
és a primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutdciora nézve, igy az
S — Y X szabdlybdl indulva is csak primitiv szavakat kapunk.
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YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

13. eset
Pp={S—XY, S—>YX, S—>XZ S—7X, X - XX, X >YZ,

X 2Y,Y > XY,Y>YX, 72— XZ, Z— ZX}.

Jelolje n(Y),n(Z) az Y, Z betlik szdmdt a generdlt széban. Indukcidval
bizonyithatd, hogy az n(Y)+£1 = n(Z) egyenléség teljesiil minden W € S(G))
széra. Legyen W = Uk, k > 1, és jeldlje ny(Y),ny(Z) rendre az U széban
talalhat6 Y-ok és Z-k szamat. Ekkor n(Y) = kny(Y), n(Z) = kny(2), igy
kny(Y) £ 1 =kny(Z), k> 1, ami ellentmondés.

YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

14. eset
Php={S—=XY,S—>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,

(@)

XoYZ Y- XY, Y > XZ)

Az S — XY szabalybdl kiindulva a generdlt W sz6 mindig
{X,YYW{Y,XZ' Y Z7} alakii lesz a megfelelé V széra, ahol i > 1, i
paratlan, 7 > 2, j paros. Ugyanakkor W-ben minden Y betiit, minden
XZ' i >1, i paratlan szét és minden Y Z7, j > 2. j péros szét is Z
kovet. Ekkor ha W = U*, k > 2, akkor egyrészt U = {X,Y }U’ alakd,
mdésrészt viszont U = ZU' alaki, ami ellentmondés.

Az S — Y X szabdlybdl indulva a generdlt W sz6 mindig primitiv lesz,
hisz az S — XY szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciora nézve.

Az S — XZ szabdlybdl kiindulva a generdlt W sz6 vagy X Z1 vagy
Y Zt vagy pedig {X,Y}V{XZ' Y ZI} alaki lesz a megfelels V széra,
ahol ¢+ > 1, ¢ pératlan, j > 2, j paros. Ugyanakkor W-ben minden
XZ' i >1, i paratlan szét és minden Y Z7, j > 2. j péros szét is Z
kovet. Ekkor ha W = U¥, k > 2, akkor egyrészt U = {X,Y U’ alak,
mdsrészt viszont U = ZU' alak, ami ellentmondés.

Az S — Z X szabdlybdl indulva a generdlt W sz6 mindig primitiv lesz,
hisz az S — X Z szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciora nézve.

46



YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

15. eset

Pp={S— XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,
Y5 XY,Y>YX,Y > XZ Y > ZX, Z - XY,
7YX, Z—XZ, Z— ZX}.

Indukcidval bizonyithatd, hogy a generalt sz6 mindig pontosan egy Y, vagy
pedig poutosan egy Z betiit tartalmaz.
YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

16. eset

Php={S—=XY, S—>YX, S—>XZ S—4ZX,Y =YY, Y = ZZ
Z =YY, Z 77, X > XY, X->YX, X - XZ
X—>ZX,Y>YZ Y—ZY, Z—-YZ Z—ZY}.

Indukciéval bizonyithat6, hogy a generalt szé mindig pontosan egy X betiit
tartalmaz.

YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

17. eset

Pp={S—XY, S—>YX, S—>XZ S—ZX,Y =YY,
Y - Z2Z, Y - XZ}.

(a) Az {S — XZ, S — ZX} szabalyokbdl kiindulva az {XZ, ZX} véges
nyelvet kapjuk.

(b) Az S — YX szabdlybél kiindulva a generdlt W sz6 mindig
{X,Y, Z'}V{X} alaki lesz a megfeleld V széra, ahol i > 2, i paros.
Ugyanakkor W-ben minden X betiit paratlan szamu Z kovet. Ekkor ha
W = U*, k> 2, akkor egyrészt U = {X,Y, Z*}U" alakt, ahol i péros,
mésrészt viszont U = Z'U’ alakt, ahol i paratlan. Ez ellentmondés.

(¢) Az S — XY szabdlybdl indulva a generdlt W szé mindig primitiv lesz,
hisz az S — Y X szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutéciéra nézve.
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YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

18. eset
Py={S—> XY, S>YX, S—-XZ S—-ZX,Y =YY,

(@)

(b)

()

Z—-77,Y - XZ,Y - YZ}.

Az {S — XZ, S — ZX} szabalyokbdl indulva az {XZT, ZTX} csak
primitiv szavakbdl allé nyelvet kapjuk.

Az S — Y X szabalybdl kiindulva a generalt W sz6 mindig {X, Y }V{X}
alaku lesz a megfelelé6 V széra. Ugyanakkor W-ben minden X betlit Z
betii kovet. Ekkor ha W = U*, k > 2, akkor egyrészt U = {X,Y}U’
alakt, masrészt viszont U = ZU' alakd. Ez ellentmondas.

Az S — XY szabdlybdl indulva a generalt W sz6 mindig primitiv lesz,
hisz az S — Y X szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciora nézve.

YZ ¢ 5(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

19. eset
Py={S—=XY,S—>YX, S—>XZ S—4X,Y—~ZZ Z— XY}
Jelolje n(X),n(Y),n(Z) az X,Y, Z betiik szdmét a generdlt széban.

(@)

El6szor vizsgaljuk meg azokat a szavakat, melyeket az {S — XY, S —
Y X} szabdlyokbdl indulva generdl a vaz. Indukcidval bizonyithato,
hogy ebben az esetben a 2n(Y) 4+ n(Z) — n(X) = 1 egyenléség tel-
jesiil minden W € S(Gy) széra. Legyen W = U*, k > 1, és jelolje
ny(X),ny(Y),ny(Z) rendre az U szoban taldlhaté X-ek, Y-ok és Z-k
szamat. Ekkor n(X) = kny(X), n(Y) = kny(Y), n(Z) = kny(2), igy
kE2ny(Y) +ny(Z) —ny(X)) = 1, ami ellentmondds.

Most tekintsuk azt az esetet, mikor az S — X Z szabdlybdl indulunk el.
Ekkor a 2n(Y) + n(Z) = n(X) egyenldség teljesiil minden W € S(Gy)
széra. Ugyanakkor minden W € S(Gy) sz6 valédi kezdGszeletében igaz
a 2n(Y) +n(Z) < n(X) egyenltlenség. Legyen W = U¥, k > 1, és
jelolje ny (X),ny(Y),ny(Z) rendre az U széban taldlhaté X-ek, Y-ok
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és Z-k szamat. Ekkor n(X) = kny(X), n(Y) = kny(Y), n(Z) =
knu(Z), és mivel az U sz6 a W szé valédi kezdészelete, igy teljesil a
E2ny(Y) + ny(Z)) < kny(X) egyenlStlenség, ami ellentmond annak,
hogy 2n(Y') + n(Z) = n(X).

(¢) Az S — ZX szabalybdl indulva a generdlt W sz6 mindig primitiv lesz,
hisz az S — X Z szabalybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutéciéra nézve.

YZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

20. eset
Pp={S—=XY, S—>YX, XXX, X>2ZZ X—>YZ Y — XY}

(@) Az S — XY szabdlybdl kiindulva a generdlt W sz6 mindig
{X,Y, Z'}V{Y} alaki lesz a megfelel6 V széra, ahol i > 2, i paros.
Ugyanakkor W-ben minden Y betiit paratlan szama Z kovet. Ekkor ha
W = U*, k> 2, akkor egyrészt U = {X,Y, Z*}U" alakt, ahol i péros,
mésrészt viszont U = Z'U’ alaki, ahol i paratlan. Ez ellentmondés.

(b) Az S — Y X szabdlybdl indulva a generdlt W szé mindig primitiv lesz,
hisz az S — XY szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutéciéra nézve.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

21. eset

Po={S— XY, S>YX, X > XX, Y >YY, ZZZ,
X 5 XZ X—>ZX,Y 5YZ Y - ZY}.
S(Go)=({X,Z2}-X-Z*-{Y,Z}*- Y - Z*)U
{Y, 2} Y -2+ {X,Z} - X - Z*) C Q.
Ebben az esetben az L C S(Gy) bizonyitdsdhoz a Z — ZZ szabdly
kivételével minden szabalyra sziikség van.
Legyen L; az a nyelv, melyet az S(Gy) nyelvbdl ugy kapunk, hogy az S(Gy)
szavaibol az Osszes Z betiit elhagyjuk. L1 = {XTY T, YT X1} Tegyik fel,
hogy létezik a vaz altal generdlt W nemprimitiv sz6. Ekkor létezik W' € L
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nemprimitiv sz6, melyet ugy kapunk, hogy a W szobdl elhagyjuk az Osszes Z
betiit. Ez ellentmondas.
XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

22. eset

Po={8—=XY,S>YX, XXX, Y >YY, ZZZ,
X XZ, Y= 2ZY, 272X, Z—YZ).

(a) Az S — XY szabalybdl kiindulva a generdlt W szé mindig {X}V{Y}
alaku lesz a megfelel6 V széra. Ugyanakkor W-ben minden Y betiit YV
vagy Z kovet. Ekkor ha W = UF, k > 2, akkor egyrészt U = XU’
alakt, mésrészt viszont U = {Y, Z}U' alaki. Ez ellentmondas.

(b) Az S — Y X szabalybdl indulva a generdlt W szé mindig primitiv lesz,
hisz az S — XY szabalybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciora nézve.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

23. eset

Py={S—= XY, So>YX, X 5 XX, Z— XX, Z-YY,
777, X >XZ, X > 72X, 7> X7, 7 — ZX}.

(@) Az S — XY szabdlybdl kiindulva a generdlt W sz6 mindig
{X,Z,Y'}V{Y7} alaki lesz a megfelelé V széra, ahol i > 2, i paros,
j > 1, j paratlan. Ugyanakkor W-ben minden paratlan szimua Y betiit
paratlan szamui Y kovet. (Eltekintve a szé végén taldlhaté Y-blokktol.)
Ekkor ha W = U*, k > 2, akkor egyrészt U = {X, Z,Y*}U' alaki, ahol
i > 2, i paros, masrészt viszont U = YJU' alaki, ahol j > 1, j paratlan.
Ez ellentmondas.

b) Az S — Y X szabdlybdl indulva a generdlt W szé mindig primitiv lesz,
g g
hisz az S — XY szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciora nézve.
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XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

24. eset

Py={S— XY, S—>YX, X > XX, Z-YY, Z— 77,

(@)

(b)

X XZ X—>ZX, Y >YZ Y > ZY).

Legyen L; az a nyelv, melyet az S(Gy) nyelvbél ugy kapunk, hogy az
S(Gy) szavaibol az Osszes Z betiit elhagyjuk. Az S — XY szabélybdl
kiindulva a generdlt W € S(Gy) széhoz tartozé W' € L; szé mindig
{X,Y}V{Y7} alakii lesz a megfeleld V széra, ahol i > 2, 4 péaros, j >
1, j péaratlan. Ugyanakkor W'-ben minden paratlan szidmud Y betiit
paratlan szamu Y kovet. (Eltekintve a sz6 végén talalhatd Y-blokktol.)
Ekkor ha W' = U*, k > 2, akkor egyrészt U = {X,Y?}U’ alakt, ahol
i > 2, i paros, masrészt viszont U = YJU' alakd, ahol j > 1, j paratlan.
Ezzel bizonyitottuk, hogy minden, az S — XY szabdlybdl indulé le-
vezetéssel kaphatdo W € S(Gy) sz6h6z tartozé W' € Ly szé primitiv
sz6. Tegyik fel, hogy a Gy vaz generdl az S — XY szabdalybdl indulva
W € S(Gy) nemprimitiv sz6t. Ekkor az a W' € Ly sz6 is nemprimitiv
lesz, melyet gy kapunk, hogy a W sz6bdl elhagyjuk az Gsszes Z betiit.
Ez ellentmondas.

Az S — Y X szabdlybdl indulva a generdlt W sz6 mindig primitiv lesz,
hisz az S — XY szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciéra nézve.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Goy) C Q.

25. eset

Py={S— XY, S>YX, X > XX, Z— 27, X > XZ,

(@)

X>YZ Y > XY, Z— ZX).

Az S — XY szabélybodl kiindulva a generdlt W sz6 mindig {X,Y }V{Y}
alaku lesz a megfelelé V' széra. Ugyanakkor W-ben minden Y betiit Z
kovet. Ekkor ha W = U*, k > 2, akkor egyrészt U = {X,Y }U’ alaki,
masrészt viszont U = ZU' alaki, ami ellentmondés.
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(b) Az S — Y X szabalybdl indulva a generdlt W szé mindig primitiv lesz,
hisz az S — XY szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutaciora nézve.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

26. eset
Py={S—XY, S—>YX, X—~ZZ Z—-XY, Z—->YX}

Jelolje n(X),n(Y),n(Z) az X,Y, Z betilkk szamat a generélt szoban. In-
dukciéval bizonyithat6, hogy a 2n(X) + n(Z) — n(Y) = 1 egyenlSség tel-
jesiil minden W € S(Gy) széra. Legyen W = Uk, k > 1, és jeldlje
ny(X),ny(Y),ny(Z) rendre az U széban taldlhaté X-ek, Y-ok és Z-k
szamét. Ekkor n(X) = kny(X), n(Y) = kng(Y), n(Z) = kny(Z), igy
E(2ny(X) +ny(Z) —ny(Y)) = 1, ami ellentmondés.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Go) C Q.

27. eset

Py={S—= XY, So>YX, Z—> XX, Z>YY, Z— ZZ,
X XZ X5 ZX, Y >YZ Y = ZY}

Legyen Lj az a nyelv, melyet ugy kapunk, hogy az S(Gy) szavaibdl az
Osszes Z betlit elhagyjuk. Mivel minden W € S(Gy) tartalmaz X és Y betiit
is, ezért ha W nemprimitiv sz6, akkor az Gsszes Z betit elhagyva W-bol
W' € Ly nemprimitiv szét kapunk. Ezért annak bizonyitdsdhoz, hogy S(Gy)
nem tartalmaz nemprimitiv szot, elegend6 igazolni, hogy az L; nyelv nem
tartalmaz nemprimitiv szoét.

Az L nyelv szavainak felépitése a kovetkezd: Az XY vagy pedig az Y X
sz6bdl indulunk, és barmely betii elé vagy utdn beszirhatunk X X vagy YY
sz0t.

Legyen V = U¥, k > 1 tetsz6leges nemprimitiv sz6 az { X, Y} dbécé felett.
Hagyjuk el U-bdl az 6sszes X X szét, majd az 0sszes Y'Y szét, és ismételjik ezt
az eljarast addig, amig létezik X X vagy Y'Y sz6. Az igy kapott U’ sz6 eleme
lesz az {{ XY }'-{X,\},{Y X}*-{Y, A} | i > 0} halmaznak. Legyen V' az a sz6,
melyet gy kapunk, hogy az U'* széra végrehajtjuk a fentebbi eljardst, azaz
az U'" sz26bél elhagyjuk az 6sszes X X sz6t, majd az osszes Y'Y sz6t. Ekkor ha,

52



az U' sz6 hossza péaros volt, akkor V' eleme lesz az {{XY }*F {Y X}k | § >
0, k£ > 1} halmaznak, ha pedig az U’ sz6 hossza paratlan volt, akkor V' eleme
lesz az {U’, A} halmaznak.

Ezek utdn tegyiik fel, hogy létezik W' € Li, W' = U*, k > 1 nem-
primitiv sz6. Ekkor mivel a W' széban pdratlan szami X és pdratlan
szamu Y taldlhatd, ezért k paratlan, és az U sz6é hossza paros. Hajtsuk
végre a W' szén a fentebbi eljarast. A kapott W' sz6 ekkor eleme lesz az
{{XY}*k {Y X}k | i >0, k > 1} halmaznak, mivel U’ paros. Ugyanakkor a
generdlas az XY vagy pedig az Y X sz6bdl indult, ami nem felel meg a fentebbi
alaknak, ez ellentmondas.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Go) C Q.

28. eset
Php={S—XY, S—>YX, X->YZ Y —>ZX, Z—-YX}

(a) Ha a generdlds az S — Y X szabdlybdl indul, akkor az 5.4. fejezet 11.
esetében bizonyitott vazzal betli-izomorf vizat kapunk.

(b) Az S — XY szabdlybdl indulva a generdlt W szé mindig primitiv lesz,
hisz az S — Y X szabdlybdl indulva csak primitiv szavakat kapunk, és a
primitiv szavak halmaza zart a ciklikus permutéciéra nézve.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gy) C Q.

Végezetil tekintsiik a nem redukalt eseteket:

29. eset

Py={S—= XY, S>YX, X5 XX, Y 5YY, Z— XX,
Z5YY, Z—ZZ Z—XY, Z—YX, Z— XZ,
77X, 2 -YZ 7= ZY).

S(Go) = (Xt -YH)u(Y+-X+) cQ.

Nem redukdlt nyelvtan, Z nem szerepel egyetlen W € S(Gj) széban sem.
Az L C S(Gy) bizonyitdsahoz csak az {S — XY, S - Y X, X - XX, YV —
Y'Y} szabélyok sziikségesek.

53



XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.

30. eset

Po={8—= XY, S—>YX, X 5 XX, Z—> XX, Z-YY,
7272, Y 5 XY,Y >YX, Z— XY, Z-YX,
7 X7, 77X, Z—>YZ, 7= ZY}

S(Go) = (X*-Y - X)\{Y} CQ.

Nem redukdlt nyelvtan, Z nem szerepel egyetlen W € S(Gy) széban sem

Az L C S(Gy) bizonyitasdhoz csak az {S - XY, S - YX, Y - XY, YV —
Y X'} szabélyok sziikségesek.

XZ ¢ S(Gy), ezért S(Gyp) C Q.
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ésszefoglalé

A disszertacié ot fejezetbOl all. Az elsO fejezetben rovid attekintést adunk
a formadlis nyelvek elméletének alapveté fogalmairdl, melyeket a disszerticid
tovabbi részeiben hasznidlunk. A mdsodik és a harmadik fejezetet a kutatdsi
téma ismertetésére és az irodalmi el6zmények bemutatisdira szinjuk. A ne-
gyedik és az 0todik fejezetben a sajat eredmények bemutatdsara kertl sor.

Az els6 fejezetben bevezetjuk az abécé, a szd, a nyelv és a nyelvtan
fogalmat, ismertetjiikk a Chomsky-hierarchiat, végil pedig a Chomsky-féle
normdl forma és a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok kapcsolatardl széld tételt

7

ismertetjik, melyet hasznalni fogunk a késébbiekben.

A maésodik fejezetben kiilonbozé nyelveknek a Chomsky-féle hierar-
chidban elfoglalt helyérol esik szé. Bevezetjik a palindréma, a repetitiv-,
a nemrepetitiv-, a primitiv- és a nemprimitiv szé fogalmat, és megadjuk az
altaluk alkotott nyelvek Chomsky-féle hierarchidban elfoglalt helyét. Meg-
mutatjuk, hogy a legalabb kétbetiis dbécé feletti Osszes palindromak halmaza
kornyezetfuggetlen, a legaldbb harombetiis 4bécé feletti Osszes nemrepetitiv
szavak halmaza kornyezetfuggd és a legalabb hirombetiis 4bécé feletti Osszes
repetitiv szavak halmaza is kornyezetfuggd nyelvet alkot. A legalabb kétbetis
abécé feletti Osszes nemprimitiv szavak halmaza szintén kornyezetfuggo.

A fentebbi &llitasok igazolasiban a Bar-Hillel Lemma - kozismert nevén
pumpalés lemma kornyezetfiggetlen nyelvekre - igen fontos szerepet jatszik,
mivel azok a nyelvek melyek nem elégitik ki a Bar-Hillel feltételt nem
generalhatdak kornyezetfiiggetlen nyelvtannal. @, egy legalabb kétbetiis Abécé
feletti Osszes primitiv szavak halmaza kielégiti a Bar-Hillel feltételt. Ezek
utdn szamos, erésebb iterdcids feltételt ismertetiink, (Ogden feltétel, Bader-
Moura feltétel, erés Bader-Moura feltétel valamint Sokolowsky feltétel,) és
megmutatjuk, hogy mindezen feltételeket kielégiti a () nyelv, ezért ezzel a
modszerrel nem lehet igazolni a @) nyelv kornyezetfiggdségét. Tovabbra is
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megoldatlan probléma marad, hogy @ valédi kornyezetfigegd nyelv-e, vagy
pedig generdlhaté kornyezetfiiggetlen nyelvtannal is.

A harmadik fejezet elején 1) fogalmakat vezetiink be: konjugilt szavak,
stri nyelvek és diszjunktiv nyelvek. Ezek utdn felvetunk szdmos kérdést a
nemprimitiv szavakat generdlé kérnyezetfiiggetlen nyelvek, stirti nyelvek és dis-
zjunktiv nyelvek témakorébol. Ezek egy része konnyen megvilaszolhatd, mig
mds kérdések megvalaszolasahoz sziikség van az X1\ Q és a Q@ elemeibdl
all6 kornyezetfiiggetlen nyelvek felépitéseinek meghatdrozasira. A kovetkez6
részben megadjuk az Xt \ @ elemeibdl 4116 kornyezetfiiggetlen nyelvek karak-
terizacigjat, mely utdn mar meg tudjuk valaszolni az egyik kérdést: Ha
1 > 3, akkor nem létezik L C X* végtelen kornyezetfuggetlen nyelv igy, hogy
L C QW. A kovetkezd rész 6 eredménye, hogy ismertetjitk a Q2 elemeibdl
allé kornyezetfiggetlen nyelvek felépitését, majd ennek ismeretében tjabb két
megéllapitast tehetiink: Nem Iétezik olyan L C X* sirii kérnyezetfliggetlen
nyelv, melyre L C Q®). ; Legyen L C X* stirti kornyezetfiggetlen nyelv.
Ekkor L N Q stri nyelv. Végezetil egy megoldatlan problémat ismertetink:
Ha L C X* diszjunktiv kornyezetfuggetlen nyelv, akkor L N @) diszjunktiv
nyelv?

A harmadik fejezetben ismertettilk Ito és Katsura eredményét, akik
megadtdk az XT \ @ elemeibdl 4ll6 kornyezetfiiggetlen nyelvek karak-
terizacidjat. A negyedik fejezetben ezt az eredményt terjesztjik ki
linedris és reguldris nyelvekre, teljessé téve ezzel a Chomsky-féle hierarchia
kiilonbo6z6 szintjein elhelyezkedd, csak nemprimitiv szavakbdl 4ll6 nyelvek
felépitéseinek meghatirozasat. Els6ként ismertetunk néhiny tételt, melyeket
a bizonyitdsainkban haszndlni fogunk: megadjuk Lyndon és Schiitzenberger
egyik tételét, valamint az iterdciés lemmakat linedris és regularis nyelvekre.
Ezek utdn megadjuk az Xt \ Q elemeibdl 4116 linedris és reguldris nyelvek
karakterizdcidjat, majd oOsszefoglaljuk az ismert eredményeket, megadva a
nemprimitiv szavakboél 4ll6 nyelvek hierarchiijat.

Az 6todik fejezetben az Osszes, legfeljebb harom nemtermindlist tartal-
mazd, Chomsky-féle normal forméja, csak primitiv szavakat generdlé nyelv-
tan karakterizdciéjat adjuk meg. Ezek a nyelvtanok kicsik és maximalisak.
Kicsik abban az értelemben, hogy legfeljebb hirom nemtermindlist tartalmaz-
nak, és maximalisak, mivel barmely Gjabb szabalyt hozzajuk véve generalnak
nemprimitiv szét is. Mivel minden Chomsky-féle normal formaji nyelvtan-
hoz létezik vele ekvivalens Chomsky-féle normdl formaji nyelvtan, melyben
minden nemtermindlis betib6l legaldbb egy, csak termindlisokbdl all6 sz6 le-
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vezethetO, ezért elegendd ezekkel a nyelvtanokkal foglalkoznunk. Ebben az
esetben ahhoz, hogy egy nyelvtan csak primitiv szavakat generdljon a ter-
mindlisok abécéje felett, elengedhetetleniil szitkséges, hogy a nemtermindlisok
abécéje felett is csak primitiv szavakat generdljon, ezért elegendé megadnunk
a nyelvtanok vazat, valamint a vdzakhoz tartozé mondatformik halmazit.
A kapott nyelvtanok vizsgilatabdl kideriil, hogy létezik olyan Chomsky-féle
normal formajd, harom nemtermindlisbdl all6 nyelvtan, mely altal generalt
nyelv nem reguldris, ezért a kornyezetfiggetlen, csak primitiv szavakbdl allo
nyelvek osztalya bévebb, mint a regularis, csak primitiv szavakbdl 4116 nyelvek
osztalya. Az is lathatd, hogy minden, a fentebbi alaknak megfelel6 nyelvtan a
primitiv szavak végtelen halmazat generilja.

A fejezet elején bevezetjik a betli-izomorf nyelvtan, a redukélt nyelvtan, a
vaz és a vaz altal generalt mondatformdja nyelv fogalmat. Ezek utdn megadjuk
az egy és két nemtermindlisbdl alld, csak primitiv szavakat generald vazakat
és az altaluk generalt nyelvek karakterizacidjat. Harom nemtermindlis esetén
a lehetséges vizak nagy szdma miatt sziikség volt szamitogép és megfeleld
program haszndalatira, mellyel meg lehetett hatdrozni a lehetséges maximalis
vazakat. A program segitségével 12 kiilonb6éz6 maximalis vazat kaptunk, el-
tekintve a mondatszimbdlumtél kilonbozd két nemtermindlis felcserélésével
vagy pedig az Osszes X — Y Z alakd szabaly X — ZY alaka szabdlyra
cserélésével kaphatd szimmetrikus vazaktdl. A program feladata az volt,
hogy kivalogassa azokat a maximadlis vazakat, melyek 12 hosszisigig csak
primitiv szavakat generalnak. Ezek utdn matematikai médszerekkel igazoltuk,
hogy a fentebbi 11 redukalt és 1 nem redukilt vaz mindegyike csak primitiv
szavakat generdl. A programot futtattuk 4 nemtermindlis esetére is. A prog-
ram el6szor 6 hosszusagig vizsgilta a vazak altal generdlt szavakat, majd
noveltiikk a hosszat 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, és
végul 27 hosszuisdgig. Ennél a hossznal még mindig 413 maximadlis vazat kap-
tunk, melyek szama tul nagy ahhoz, hogy mindegyik esetrdl igazoljuk, hogy
csak primitiv szavakat generdlnak. Ugyanakkor megéllapithatjuk, hogy ha egy
nyelvtan egy legaldbb kétbetiis 4bécé felett generdlja az Gsszes primitiv szét,
és nem general egyetlen nemprimtiv sz6t sem, akkor a mondatszimbélum nem
szerepelhet egyetlen, a nyelvtan altal generdlt legaldbb 2 hossziisdgi széban
sem. Ezek utan azokra a nyelvtanokra korlatoztuk vizsgalatainkat, melyekben
egyik szabdly jobboldaldn sem szerepel a mondatszimbdlum, hisz csak ezek a
nyelvtanok generalhatjik az Osszes primitiv sz6t 3 nemtermindlis betii felett.
A programot lefuttattuk a fentebbi alaknak megfelel$ viazakra 12 hossziséigig.
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28 redukalt maximdlis vazat kaptunk, valamint 2 nem redukdlt maximalis

vazat, melyek mindegyikérél sikeriilt bizonyitani, hogy 12 hossztusag felett is
csak primitiv szavakat generalnak.
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Summary

”Context-free languages have played an important role as bases of programming
languages from the practical point of view. On the other hand, the algebraic
studies of languages have been indispensable not only for the theory of formal
languages but also for the theory of semigroups from the theoretical point of
view. There have been many tools for classifying languages. Among them, the
study on relationships between the free semigroup X+ generated by an alphabet
X and the set of all primitive words QQ over X has received special interest.”[18]
In this dissertation we investigate @), the language of all primitive words, and
X1\ @, the language of all nonprimitive words over an alphabet.

The dissertation consists of five chapters. In the first chapter we introduce
the basic notions and notations of formal language theory. The second and
third chapters are the preliminaries of our new results, which are presented in
the fourth and fifth chapters.

In the first chapter we introduce the notions of alphabet, words, lan-
guages and grammar. We present the Chomsky-hierarchy and we show the
theorem about the connection of the context-free grammars and the Chomsky
normal form, which is used in the following chapters.

In the second chapter we investigate various combinatorial properties of
languages and their position in the Chomsky-hierarchy. We introduce the no-
tions of palindromicity, repetitivity, nonrepetitivity, primitivity and nonprim-
itivity. We show that the set of all palindromes over the alphabet contains at
least two letters is properly context-free. The set of all nonrepetitive words
over a three or more letters alphabet is not context-free, and the set of all
repetitive words over an alphabet having three or more letters is not context-
free. The set of all nonprimitive words over an alphabet having at least two
letters is not context-free.
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In the proofs of these theorems, the Bar-Hillel lemma - a well-known it-
eration lemma for context-free languages - plays an important role. @), the
language of all primitive words over an alphabet having two or more letters
satisfies the Bar-Hillel condition. We investigate various iteration conditions,
such as Ogden’s, Bader and Moura’s, BM strong and Sokolowsky’s condition,
and we show that () satisfies the conditions of all above-mentioned iteration
lemmas. It remains an unsolved problem whether or not @) is properly context-
sensitive.

At the beginning of the third chapter we introduce the notions of conju-
gate words, dense languages, principal congruence, and disjunctive languages.
After them, we present various problems related to context-free languages
consisting of nonprimitive words, dense languages, and disjunctive languages.
Some of these problems are quite simple, but to answer the other part of ques-
tions we have to determine the structures of context-free languages contained
in X7\ Q and in Q®. In the next section we give the characterization of
context-free languages consisting of X+ \ @, and then we can answer one of
the previous questions: For any ¢ > 3, there is no infinite context-free language
L C X*, such that L C Q. The main result of the following section is the
characterization of the context-free languages contained in Q). The solving
of this problem answers some more questions: There is no dense context-free
language L C X*, such that L C Q®. ; Let L C X* be a dense context-free
language. Then L N @ is a dense language. Finally we present an open prob-
lem: Is LN @ a disjunctive language when L C X™ is a disjunctive context-free
language?

In the third chapter we present the result of I[to and Katsura, determining
the structure of the context-free languages contained in X\ Q. In the fourth
chapter we extend the characterization for linear and regular languages. First
we introduce Lyndon and Schutzenberger’s theorem, and the iteration lemmas
for linear and regular languages. These theorems play an important role in
our following proofs. In the following section we give the characterization of
the linear languages contained in X \ @, and the characterization of regular
languages contained in X\ Q. Finally we summarize our results, and present
a hierarchy of languages counsisting of non-primitive words. It remained a
further problem to characterize some important special classes of context-
sensitive languages containing non-primitive words.

In the fifth chapter we characterize all context-free grammars having
Chomsky normal form with not more than three nonterminals generating only
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primitive words. These grammars are small with respect to nonterminals and
maximal with respect to productions. Since a necessary condition for the
generated language to contain only primitive words (over terminal symbols)
is that all sentential forms are also primitive words (over nonterminals) it
suffices to consider only the sentential form languages. It was the hope to
deduce from the structure of such grammars some insight for a proof of the
conjecture that the entire set of primitive words is not context-free by showing
that there are always certain primitive words missing in the language generated
by the grammar. Another conjecture was that any such grammar (and also
all non-maximal ones) generate only regular sets of primitive words. This
conjecture does not hold since we show that there exists a maximal grammar
with 3 nonterminals generating a nonregular infinite set of primitive words. It
turned out that all such grammars generate infinite sets of primitive words.

At the beginning of this chapter we introduce the notions of letter-
isomorphic grammars, reduced grammars, skeletons and sentential form lan-
guages generated by a skeleton. After that we present the maximal skele-
tons with 1 and 2 nonterminal symbols. For the 3 nonterminal cases a com-
puter program is created. Using the computer program we found 12 differ-
ent maximal skeleton candidates, (one of them is not reduced) up to sym-
metries, with 3 nonterminals (S, X,Y). These symmetries are o defined by
o(X) =Y, o(Y) = X, and 7 defined by (A — BC) = A — CB, with the
properties 02 = 72 = 1, 7o = on. The computer program in question checked
that none of these 12 skeletons generates a nonprimitive word W of nontermi-
nals with length |W] < 12. We present the exact mathematical proof for all
of these skeletons generating only primitive words with no length limitation.
The program was run for the case of 4 nonterminals, starting with length 6,
and repeating the procedure for length 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22,
24, 25, 26, and 27. The program produced 413 candidates for maximal skele-
tons which number is too big to prove for all of them to be maximal skeletons
indeed. However, a grammar which generates all primitive words over an (at
least two letter) alphabet and does not generate any non-primitive word can
not contain the start symbol on the right part of any rule. So we limited our
examination for skeletons, the right part of whose rules do not contain the
start symbol. Using the computer program we found 30 different maximal,
above mentioned skeleton candidates, (2 of them are not reduced) and we
present the exact mathematical proof for all of these skeletons generating only
primitive words.
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Melléklet

Az 5. fejezet mellékleteként megadjuk a 3 és 4 nemtermindlis esetében hasznalt
C programot.

/************************************************************************/

/* */
/* primitiv.cc */
/* */
[ F Rk sk ks oksk ok osk koo ok ok okokok ki sk ok sk ki skok sk ki skok sk ks ok ok ks ok sk sk ok sk sk ko sk ok ok ok ok /
/* Looking for maximum grammars with three symbols and rules in CNF, */
/* which do not generate non-primitive words of length >= ’limit’. */

#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <iomanip.h>
#include <fstream.h>

const rl_num = 24,
gr_num = 500,
max_len = 15,
trace = 0;

struct string
{
int len;
char val[max_len+1];

string O {3;
string (const string &s);
string (const char  *s);
void operator = (const string &s);
“string O {};
const char &operator [] (int i) comnst { return vallil; }
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char &operator ()

(int i)

{ return vall[il; }
friend ostream &operator << (ostream &s, const string &r);

A -
I R

“

s
inline string::string (const char *s) : len (strlen (s))
{
strcpy (val, s);
}
inline ostream &operator << (ostream &s, const string &r)
{
[/ %* return s << "(" << r.len << ", ’" << r.val << "’)";
return s << r.val;
}
struct rule
{
char 1, r[3];
int db;
s
struct grammar
{
int bits;
grammar O : bits (0 )
grammar ( int i) : bits (i )
grammar (const grammar &g) : bits (g.bits)
void operator = (const grammar &g) { bits = g.bits;
~grammar O {
void set (int 1) { bits |= 1 << i
void clear (int 1) { bits &= ~ (1 << i);
void rotate 0O;
bool operator <= (const grammar g) const;
bool operator [] (int i) const { return (bits >> i) & 1; }
friend ostream &operator << (ostream &s, const grammar g);
s
inline bool grammar::operator <= (const grammar g) const
{
return (bits & “g.bits) == 0;
}

/* List of all three symbol rules except S=>SS; S=>XX; S=>YY
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const string start ("S");

const rule rl[rl_num] =

{{757 s nyyn s 0}’ {757 s nyxn s 0}’
{)S), ||sxl|, 0}’ {)S), llSYII’ 0}’ {)S), llxsll’ 0}, {757’ lleIl’ 0},
{,X,, "SS", 0}’ {’Y’, IISSII’ 0}’
{,X,, IISXII’ 0}’ {’Y’, IISYII’ 0}’ {,X,, IISYII’ 0}’ {’Y’, IISXII’ 0}’
{)x), IIXSll, 0}’ {)Y), lleIl’ 0}’ {)x), lleIl’ 0}, {’Y’, llxsll’ 0},
{,X,, IIXXII’ 1}’ {’Y’, IIYYII’ 1}’ {,X,, IIYYII’ 0}’ {’Y’, IIXXII’ 0}’
{,X,, "XY", 0}’ {’Y’, IIYXII’ 0}’ {,X,, IIYXII’ 0}’ {’Y’, IIXYII’ 0}},

const grammar even = OxAAAAAA, odd = 0x555555;

int p_num = O, /* number of primitive grammars found so far */
n_num = 0, /* number of nonprimitive grammars found so far */
cp =0, /* number of rules in the actual grammar */
limit = 0; /* max. length of primitiv words to generate */

grammar g, /* the actual grammar */
p_list[500], /* list of maximal primitive grammars x/
n_list[500]; /* list of minimal nonprimitive grammars */

ifstream fin; /* known primitive grammars */

ofstream fout; /* output medium */

inline void clear () { cout << "\033[H\033[2J"; }

inline void home () { cout << "\033[\OO5H"; }

inline void clreol () { cout << "\033[K"; flush (cout); }

inline void goto_xy (int x, int y)

{ cout << "\033[" << y << 7;’ << x << ’H’; }

void write (int row, int col, int val)

{
goto_xy (3 * col + 7, row);
cout << setw (3) << val;
clreol ();
home ();
}
/* This function decides whether or not the actual word contains */
/* a repetitive part of length n. */

bool rep (comst string &w, int n)

{

for (int i =0 ; i < nj; i++ )
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for (int j = i+n; j < w.len; j += n)
if (w[i] != w[j]l) return false;
return true;

/* Application of ’r’ on position ’pos’ in ’src’ results in ’dest’. x/

string &apply (string &dest, const string &src, int pos, int ri)
{

dest.len = src.len + 1;

strncpy (&dest(0), &src[0], pos);

dest(pos ) = rll[ri].r[0];

dest(pos+1) = rl[ri].r[1];

strcpy (&dest(pos+2), &src[pos+l]);

if (trace) write (3, src.len, ri);
return dest;

}

/* This function decides whether the actual grammar generates a */
/* non-primitive word of length up to ’len’. x/
/* It returns true if this is not the case. */
/* Rule applications on positions before ’pos’ are assumed to be x/
/* already checked. x/

bool primitive (const string &word, int pos, int len) return r
{

int wi, ri;

string ww;

if (trace) { goto_xy (12, 4); cout << word; clreol; }

switch (word.lemn)

{
case 1: r = true; break;
case 4: r = !rep (word, 2); break;
case 6: r = !rep (word, 2) && !'rep (word, 3); break;
case 8: r = !rep (word, 4); break;
case 9: r = !rep (word, 3); break;
case 10: r = !rep (word, 5) && !rep (word, 2); break;
case 12: r = !rep (word, 6) && !rep (word, 4); break;
case 14: r = !rep (word, 7); break;
case 156: r = !rep (word, 3) && !rep (word, 5); break;
default: r = !rep (word, 1);

}
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if (r && word.len < len)

{
ri = rl_num;
for (wi = pos; wi < word.len && ri == rl_num; wi++)
{

if (trace) { write (2, word.len, wi);
write (3, word.len, 0); }

ri = 0;
while ( ri < rl_num
&& ( glril
|| word[wi] !'= rl[ri].l
|l (rllril.db && wi && word[wi] == word[wi-1])
|l primitive (apply (ww, word, wi, ri), wi, lemn)))
rit++;
}
return ri == rl_num;
}

/* Equivalent to exchanging all ’X’ and ’Y’-symbols
void grammar::rotate ()

{
bits = ((bits << 1) & even.bits) + ((bits >> 1) & odd.bits);

/* Write the actual rule to a file

ostream &operator << (ostream &s, const grammar g)

{
int i = 0;
while (i < rl_num && !g[i]) i++;
if (i < rl_num)
{
s << rl[i].1 << "=>" << rl[i].r;
while (++i < rl_num)
if (glil) s << ", " << rl1[i].1 << "=>" << rl[i].r;
s << 7.’ << endl;
}
return s;
}

/* Is the given grammar g or its X<-->Y permutation covered by the set
/* of primitive grammars?
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bool covered (grammar g)

{
int i;
for (i = 0; i < p_num && !'(g <= p_list[il); i++);
if (i < p_num) return true;
g.rotate ();
for (i = 0; i < p_num && !'(g <= p_list[il); i++);
g.rotate ();
return i < p_num;
}

/* Is the given grammar g or its X<-->Y permutation covering an element */
/* of the set of nonprimitive grammars? */

bool covering (grammar g)

{

int i;

for (i = 0; i < n_num && !(n_list[i] <= g); i++);

if (i < n_num) return true;

g.rotate ();

for (i = 0; i < n_num && !(n_list[i] <= g); i++);

g.rotate ();

return i < n_num;
}
/* append the actual grammar to the set of primitive grammars if */
/* neither the grammar itself nor its X<-->Y permutation is already */
/* covered by the set. x/

void p_append (grammar g)

{
if (!covered (g))
{
if (p_num == gr_num)
{
cerr << "Too many primitive grammars" << endl;
exit (1);
X
p_list[p_num++] = g;
fout << g;
X
X
/* append the actual grammar to the set of nonprimitive grammars if */
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/* neither the grammar itself nor its X<-->Y permutation is already

/* covering an element of the set.

void n_insert (grammar g)

{

if (!covering (g))

{

grammar h = g;
h.rotate ();

int i = 0, j;
for (j = 0; j < n_num; j++)
if (!(g <= n_list[j1) && !(h <= n_list[j]))

n_list[i++] = n_list[j]l;

if (i == gr_num)

{
cerr << "Too many nonprimitive grammars" << endl;
fout << "Too many grammars" << endl;
for (i = 0; i < gr_num; i++) fout << n_list[i];
exit (1);

}

n_list[i] = g;

n_num = i + 1;

/* This procedure partitions the set of grammars consisting of some
/* of the 24 main rules into a set N of grammars that do generate
/* non-primitive words of length up to ’len’ and the set P of

/* so-called ’primitive grammars’.

/*

/* N is represented by the set of its minimal elements in ’n_list’.
/* Accordingly, the maximal elements of P are stored in ’p_list’.

bool test (int act) return b (0)

{

const int bounds[] = { 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, OxT7FFF};
g.set (act); cpt+;

if (trace) { write (1, cp, act); }

if (!covering (g))

{

if (!covered (g))
{

int 1i;
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for (i = 0; bounds[i] <= limit &&
primitive (start, O, bounds[i]); i++);

b = bounds[i] > limit;

if (!b) n_insert (g);

}

else b = 1;

if (b)

{
int longer = 0;
for (int i = act + 1; i < rl_num; i++) longer += test (i);
if (longer == 0) p_append (g);

}

g.clear (act); cp--;

};

void read_it (istream &s, int &num, grammar *1list)
{
char 1, r[3], x[256];
int 1i;
cerr << "Reading ...";
while (fin.peek () != EOF)
{
list[num] = 0;
do {
if (!fin.scan ("%hc=>%2s", &1, &r))
{ cerr << "Invalid input!" << endl; exit (1); }

for (i = 0; 1 < rl_num && (1 '= rl[i].1 ||
stremp (r, rl[il.r)); i++);

if (i == rl_num)
{
cerr << "Invalid Rule: " << 1 << "=>" << r << 7!’ << endl;
exit (1);
}
list[num] .set (i);
fin >> 1;
}
while (1 == ’,’);
if (1 '= ?.?) { cerr << "Invalid input!" << endl; exit (1); }
fin.get ();
num++;
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cerr << "Done ..." << endl;

}
main (int argc, char *xargv)
{
if (argc >= 2) limit = atoi (argv[1]);
if (argc >= 3) fin.open (argv[2]);
else fin.open ("known.txt");
read_it (fin, p_num, p_list);
fin.close ();
if (argc >= 4) fin.open (argv[3]);
else fin.open ("down.txt");
read_it (fin, n_num, n_list);
fin.close ();
if (argc >= 5) fout.open (argv[4]);
else fout.open ("output.prt");
if (trace)
{
clear ();
cout << "Grammar:\n" << "Position:\n" << "Rule:\n" << "Word:\n";
home ();
}
for (int i = 0; i < p_num; i++) fout << p_list[i];
for (int i = 0; rl[i].1 == ’S’; i++) test (i);
fout << endl;
for (int i = 0; i < n_num; i++) fout << n_list[i];
fin.close ();
fout.close ();
}
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