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Bevezetés

Az 1853-ban megfogalmazott Pohlke tétel kimondja, hogy a rajz sikjanak barmely

O’ pontjabdl kiinduld O'E;,O'E'y,O’E; szakasza mindig tekinthetd egy
O(EXE yEZ) derékszogli megfelel6 méreti egyenldszara koordinatatengelykereszt

paralel projekcidjanak, amennyiben az egyes szakaszok kiilonb6z6 egyenesekre
esnek. A tétel alapjdul szolgalt az tigynevezett axonometrikus abrazolds preciz
matematikai megalapozasanak. A tétel ezen formdban magasabb dimenzidra nem
altalanosithato. Tovabbi megfogalmazasai is ismertek, melyek kozil a
legéltalanosabb a kovetkezd: Egy alakzat axonometrikus képe mindig hasonlé az
alakzat valamely paralel projekcidjahoz. Erdekességként emlitjiik meg, hogy a
tételt a névaddja nem tudta bebizonyitani. Ma kb. 30 bizonyitads ismert, ami a tétel

rendkiviili fontossagat emeli ki.

A latas geometridjanak jobban megfeleld centralprojekcids (perspektivikus) képek
eléallitasa az abrazold geometria szintén nagy fejezete. A 20. szdzad elején
kialakult projektiv  abrazol6 geometria is egy térbeli O(ExEyEZ)
tengelykeresztb6l indul ki, annak ,projektiv képét” megadva adhaté meg a
leképezés. Az 1. abran lathatdo konfiguracidt projektiv tengelykeresztnek
(centrdlaxonometrikus alapalakzatnak) nevezzilkk, ha az O°E’U; 1=1,2,3
kozonséges pontok paronként kiillonbozoek és kollinedrisak, valamint az

U’ pontok  kozil legalabb  egy  kozonséges  pont. Jelolése

#:(0° S By B2, B ULLUSLUS)



oy

Oc.'

1. abra

Magénak a leképezésnek a definicioja megtaldlhaté [KRU23] 185. oldalan., vagy
[SZA78]-ban. Roviden a lényeg az, hogy a térbeli Descartes-rendszer egy P
pontjahoz tartozd koordinata hasab leképezettje a kettOsviszony invariancia

alapjan egyértelmiien eloall.

Mig az axonometrikus leképezés a valds Euklideszi teret képezi le az euklideszi
sikra, addig a projektiv abrazol6d geometria vagy masképpen centralaxonometria a
valds projektiv teret képezi le annak egy sikjara. Ebben a témakdorben a projektiv
teret illetve sikot az euklideszi tér illetve sik kibdvitéseként célszerli kezelni. A
centralaxonometria tehat a paralel axonometria természetes altalanositasa képen
foghato fel. Megalapozasa E. Kruppa nevéhez fiiz6dik [KRU23]. Tovabbi

eredmények kapcsolodnak Stiefel, F. Hohenberg, H. Brunner nevéhez.



Felmeriil a kérdés, hogy az axonometrikus kép és a paralel projekcid kozotti
kapcsolathoz hasonléan milyen kapcsolat van egy alakzat centralis képe ¢és az
alakzat centrdlaxonometrikus képe kozott. Elmondhatd, hogy egy projektiv
tengelykeresztnek specidlis feltételeket kell kielégitenie ahhoz, hogy az alakzat
centrdlaxonometrikus képe centralis projekcidé legyen. Ha pl. az irdnypontok
haromszége nem hegyesszogli, biztos, hogy az nem lehet derékszogli
koordinatarendszer centralis vetiilete. Erre vonatkozoan az elsd eredmény
Kruppatdl szarmazik, 1923-bdl [KRU23]. A kés6bbiekben, egészen napjainkig
tobb tétel sziiletett e témaban. Kiemelendd ezek koziil Szabd Jozsef 1994-ben

publikalt eredménye [SZA94] (Tarsszerzok: H. Stachel, H. Vogel).

A problémakort szamitogépi grafikai oldalrol kozelitve fontos aspektus lehet
gyakorlati szempontbol hasznalhaté eredmények produkaldsa. A grafika a linearis
leképezések megvaldsitdsara azok matrix reprezentdcidjat hasznalja. A
haromdimenzios Euklideszi teret kibovitjiik végtelen tavoli elemekkel. A 3
dimenzids projektiv teret a valos 4 dimenzios vektortérbe dgyazzuk be, a projektiv
tér pontjainak reprezentdlasa a zérus vektortdl kiilonb6zé 4 dimenzids vektortér
vektorainak egy-egy osztalyaval torténik. Egy osztalyba tartoznak a lineéarisan

fliggd vektorok. Vagy masképp az egymassal aranyos szamnégyesek ugyanazt a
pontot reprezentaljdk. Ezeket a koordinatdkat nevezzilk a pontok homogén
koordinatdinak. Ha a pont negyedik koordinataja nem zérus, akkor a pont [’ -nak
is pontja, egyébként a pont végtelen tdvoli pont. A végesben 1évd pontok

inhomogén koordinatait megkapjuk, ha a negyedik koordinataval elosztjuk a pont

elsd harom koordinatajat: y, =—, aholx, #0.
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A dolgozatban roviden osszefoglalom a centrdlaxonometridval kapcsolatos
jelentosebb eddigi eredményeket, valamint a linedris leképezések iranydabol
megkozelitve a témadt, komputergrafikai alkalmazhatosag szempontjabol
haszndlhato kritériumokat adok arra nézve, egy linedris leképezés mikor
centrdlprojekcio. Ennek alkalmazdsdval bizonyitom az [SZA94]-ben publikalt

tételt.

A leképezések madtrix reprezentdciojat megadva a komputerrel torténd
szamitdsok egyszeriien elvégezhetok. Az ismertetendd modszer alapjan
egyszeriien dllithatok elo a grafikai irodalmakban szereplo ismert
centrdlprojekcios leképezések. Ezeket konkrét példdkkal illusztralom. Adott
projektiv tengelykereszt esetén elodllitok egy linedris leképezést, amely egy

specidlis térbeli tengelykeresztet a megadottba visz, természetesen a tengelyek
irdnypontjait is beleértve.

Specidlis esetként az axonometrikus leképezések kezelése is megvalosul.
Modszert adok arra nézve, hogy ha egy projektiv tengelykereszt daltal definialt
kép centrdlis kép, a raj; sikjahoz rogzitett koordindtarendszerben mi lesz a

centrum elodallitasa. Ezen utobbi eredmény hozzdjarul ahhoz, hogy

centrdlaxonometridban is alkalmazhassunk lathatoésdgi eljardsokat.



1. A témakor fontosabb eredményeinek
osszefoglalasa

Az axonometrikus &brazolds fejlddése torkollott a centrdlaxonometridba. Szabo
Jozsef kandidatusi értekezésében 1978-ban irta, hogy ,, Az axonometrikus
dbrazolas fejlodesét a [CSET47] munkdjaban négy szakaszra osztja és ennek
1910-ben kezdodo és napjainkig tarto szakasza a central axonometria” [SZJ78].
A megallapitas ma is all, ugyanis a 1992-t61 kezddédden igen jelentds eredmények

szlilettek, az altalam ismert legiijabb 2004-ben, H. Stachel altal [STA2004].

A témaban alapmiinek tekintheté Miiller, E., és E. Kruppa: ,,Vorlesungen iiber
darstellende Geometrie, I. Bd.:E Kruppa: Die linearen Abbildungen, Wien,

(1923)” ciml miive. Innen szarmazik az alabbi két fontos tétel:

T1 Minden perspektiv hdaromszogpar tekinthetd egy olyan ortonormalt bdzis
linearis (centrdlaxonometrikus) képének, mely egybevdgo egy eldre adott

ortonormalt vektorharmassal. ((KRU23], 184. o. 1. tétel)

Masképpen fogalmazva mindig l1étezik adott egységii ortonormalt bazis, melynek

projektiv leképeyése az adott centralaxonometrikus tengelykereszt.

T2 Minden perspektiv  hdaromszogpar tekinthetd egy olyan projektiv
koordinatarendszer linearis (centralaxonometrikus) képének, mely egybevdgo egy

eldre adott projektiv koordindatarendszerrel. ([KRU23], 184. o. 2. tétel)
Stiefel fontos tételei az alabbiak:

T3 A centralaxonometrikus leképezés egyenes és kettosviszony tarto ([STI71],

134.0)



T4 Egy alakzat centrdlaxonometrikus képe mindig projektiv az alakzat centrdlis

vetiiletéhez. ([STI71], 134.0)

TS Ha az iranypontok nem kollinearisak, akkor az alakzat centralaxonometrikus

képe affin az alakzat egy centrdlis vetiiletéhez. ([ST171], 134.0)

T6 Egy alakzat centralaxonometrikus képe dltalaban nem egyezik meg az alakzat
centralis projekciojaval.

A centralaxonometria ¢s centralprojekcid kapcsolatdra vonatkozik Kruppa

eredménye 1923-bol. [KRU23].

A tételben szerepel egy korrelacid, amely a 2. dbra jeloléseinek megfeleléen az

alabbi mdédon definialt:

Jelolje h az iranypontok és az egységpontok haromszogének perspektivitasi
tengelyét, melyek nyilvanvaléan Desargues-féle haromszogek. Jelolje H a
hegyenes harmonikus tarsat az U; U; U; haromszdgre vonatkozoan. A tételben

szerepld  korrelaciot az  aldbbi  elem  parok  hatdrozzak  meg:

h—H, UU;, ->U;, UU; ->U,, U,U; > U

2. abra



T7 Egy alakzat centralaxonometrikus képe pontosan akkor centralis projekcioja

az alakzatnak, ha a 2. abra jelolései szerint a
h— H, UU, > U;, UU;, ->U;, UyU; > U, korreldcio vezetd kipszelete

elsofaju képzetes kor.

A bizonyitas hosszadalmas, projektiv geometriai alapokon nyugszik. Grafikai
szempontbol torténd direkt alkalmazasa, azaz olyan projektiv tengelykereszt

megadasa, amely eleget tesz a tétel feltételeinek igen koriilményes volna.

A tétel elsO elemi eszkozokkel torténd bizonyitasat L. Drs [DRS57] 1957-ben,

kandidatusi értekezésében publikalta.

Stiefel konyvének 3. kiaddsabdl valdé a kovetkezd eredmény, amely specidlis

esetre vonatkozoan ad egy analitikus feltételt.

T8 Legyen a projektiv tengelykereszt egyik iranypontja U, végtelen tavoli pont, és
UU; egyenes merdleges O°E; -re. A tengelykereszt dltal definidlt central-
axonometria akkor és csakis akkor centralis projekcio, ha fennall:
N2 N2 N2
EUY L (EUsY (Ui
O°E;f O°E; O°E;

U

&




Az altalanos esetre Szabo Jozsef kandidatusi értekezésében jelent meg egy

analitikus kritérium, [SZA78], 149. oldal.

T9: Tekintsiik a  ¢: (OC S ECES ED U U US ) centralaxonometrikus
tengelykeresztet. Vezessiik be az alabbi jeloléseket: g, = O°E; ,h, = E;U;,i=1,2,3,
valamint o, jelolje az U U,U; iranypontok hdromszogének megfeleld szogét. A

@ alapalakzat akkor és csakis akkor tekintheto egy térbeli Deskartes-rendszer

centrdlis projekciojanak, ha

1. az UUU; irdnypontok haromszége hegyesszogii

2 2 2
c 2 )
sin“ ¢« ¢ . h, | sin"a, [ . h
2. (—h' j —— (sm2 a, —cos’ a2)+( - j —2 (sm2 a, —cos’ a, ) = (—3 j

&) sm 8, ) S a, &3

2 .
3 & h _sing, cosa,
h g, sina, cos ¢,

egyidejiileg fenndlnak.

4. abra



A tétel kovetkezménye egy eldzé tételnek, melynek a bizonyitdsa igen

hosszadalmas.
Szintén Szabo Jozsef publikilta a tételnek egy egyszertiibb alakjat, [SZJ94]-ben.
T10: Az elozo tétel jeloléseit haszndlva a ¢ alapalakzat akkor és csakis akkor

tekintheto egy térbeli Deskartes-rendszer centralis projekcidjanak, ha

1. az UUU; iranypontok haromszége hegyesszogii

2 2 2
2. (ﬁj (sin2 a, cos’ 2a, ) + (ﬁj (sin2 a, cos’ 2a, ) = —[Ej sin’

8 &> &3

2 .
3 & h _sing, cosa,
h g, sina, cos ¢,

Attorést jelentett a Stachel, Vogel Szabd szerz6harmas 1995-6s eredménye. Az
alabbi tételre tobben hivatkoztak, 2004 6ta Stachel professzor révén Szabo-tétel

néven valt kozismertté. Az el6zo jeloléseket hasznaljuk ismét.

T11: A ¢ alapalakzat akkor és csakis akkor tekintheté egy térbeli Deskartes-

rendszer centralis projekciojanak, ha

2 2 2
& &> &3

— S B I R =toq, . fga, . 1ex
[h] [hj [hj ca, 1ga, :1gax

A fenti eredmény gyakorlati szempontbdl is hasznalhato. Mivel a feltétel
baloldala affinitassal szemben invarians, alkalmas affinitassal
centralaxonometrikus képbdl centralis projekciot lehet eldallitani. A szdmitasok

megtalalhatéak [SZJ94] habilitacids értekezés 29. oldalan és [SZJ95] 10. oldalon.

Hoffman Mikloés 1997-ben megmutatta, hogy Stiefel T7 tétele T10 tétel

hataratmeneteként adédik [HOF97].



Havlicek 1995-ban vizsgalta, hogy egy x:E” —E"” ,m<n linearis leképezés,

ahol O—>OE > E U, —»U/j=1,..n mikor tekinthet6 centralis képnek.

E™,E™ jeloli a valés euklideszi terek projektiv bévitését. Jeldlje C « linedris
transzformacid egy matrixreprezentaciojat, és legyen Crangja m+1. A homogén
koordinatak értelmezése a bevezetSben leirtak szerint torténik. Allitsuk eld

C métrixot az alabbiak szerint: C els6 sorét jeldlje ¢, .. Cutolsé sorat és oszlopat

elhagyjuk. A c,e¢,,...c, sorvektorokat rendre helyettesitjiik ¢, -re merdleges

m+1

komponenseikkel.

C -C
m+l 1
¢ - €t
cm+1 ' cm-H
C=
c .. -C
m+l m
cm - cm+1
cm+1 ’ cm-*—l

A fenti elokészités utan a tétel:

T12: A C matrixu x:E" >E",m<n leképezés pontosan  akkor

centrdlprojekcié, ha a CC” szorzatmdtrix legkisebb sajdtértékének multiplicitsa

legalabb (2m —-n+ 1) .

Mig Havlicek bizonyitasa E”,E™ kozti linearis leképezésként tekintve H.
Brauner [BRA86] egy eredményén alapszik, Stachel [STA1995] munkdjaban

kozvetleniil E” -ben végzi vizsgalatait és egyéb eredmények mellet bizonyitja

T11-et, geometriai tartalommal ellatva az egész témakort.

A kovetkezd eredmény 2003-ban sziiletett, A. Diir [DUR03] munkdja. A 5. dbra

jeloléseinek megfelelden helyezziik el a centralaxonometrikus alapalakzatot egy
10



C -vel jelolt komplex szamsikon. Jelolje e; € C az E; egységpontok komplex
koordinatait (i=1,2,3), valamint p, = (OCEfU?),pi’ =1-p.,i=1,23

1

T13: Egy centrdalaxonometrikus kép pontosan akkor centralprojekcio, ha

(i€~ pip.es) +(pioes — pipses) +(pipses — pipres) =0

(2
Z=x+iy
¥
E
(1
29
Fo
& ’ =

5. abra

Mig a Szab¢ tételnél az iranypontok mindegyike kozonséges pont, Diir tételében

az iranypontok tetszélegesek lehetnek.

A fenti tételnek adta 0ij bizonyitdsat és tobb dimenzidra vald altalanositasat

Stachel [STA04] munkajaban.

A témahoz kapcsolddik még [MOL9S] cikk. Ebben a cikkben a szerzdk a
projektiv geometria néhany gyakorlati alkalmazasi lehetdségét ismertetik —
egyebek mellett-a szamitdo gépi grafikdban (CAD rendszerekben) szokasos
leképezési modellt irjadk le. A centrdlprojekcidt, mint elfajult lineéris

transzformaciot tekintik.

11



2. Leképezési transzformaciok eldallitasa.

Altalaban a grafikai alkalmazasok mindegyikében a szokasos leképezési
transzformaciok valdsulnak meg, konkrétan centralis illetve paralel projekcid.
Ezen transzformacidk esetén van nézOpont, illetve leképezési irany. A takarasi
problémak megoldasa szempontjabodl tehat értelmezhetd a ,,kdzelebb” fogalom. A
leképezések elfajult affin vagy projektiv leképezésként vald kezelésekor a
lathatosagi kérdések vizsgalatanal tobb probléma felmeril, igy a vetités irdnyanak
meghatdrozasa. Paralel axonometria esetében a Pohlke-tétel miatt ilyen irany
egyértelmiien 1étezik. Centradlaxonometria esetében pedig ismert néhany
szlikséges ¢s elegendd feltétel arra, hogy a leképezés mikor centrdlprojekcid,
ekkor a centrum létezése nyilvanvald6. Ha a centrdlaxonometria nem
centralprojekcio, -mint késobb latni fogjuk- , akkor is tartozik hozza egy bizonyos
értelemben vett centrum. Az aldbbiakban a paralel axonometria és a central
axonometria esetében tisztdzzuk a felmeriild problémakat, és meghatarozzuk a

vetitési irdnyt, illetve a centrumot.

2.1. Vetitési irany meghatarozasa paralel axonometria
esetében

A paralel axonometriat a szokasos modon az axonometrikus tengelykereszt
egységpontjai képének a rajz-koordinatarendszerben torténd megadéasaval
valositjuk meg, feltételezve, hogy a tengelykereszt origdjanak képe egybeesik a
rajz-koordinatarendszer kezddépontjaval. Ekkor a vilag-koordinatarendszerbeli
P(x,y,z) pont P'(x',y") képét az alabbi egyenletek adjak:

’_
X = a“x+ a,y + asz

’_
Yy =ayX+a,y+ayz

12



kocka O, E.E E. csucsainak a képei a rajz koordinatarendszerbeli
0'(0,0), £ (a,,,a,)), E} (ay,,ay,), E.(a;,a,;) pontok lesznek. A vetitési irany
meghatérozasa tehat az a,,,a,,,a,,,a,,,a,,,a,, paraméterek fiiggvényében torténik.
A keresett irdany vildg koordinatarendszerbeli eldallitasat jelolje a v(v,,v,,v;)
vektor. Legyen az origora illeszkedd vetitOsugar egy pontja a P(v,,v,,v;) pont,

melynek képe nyilvanvaldan az O'(0,0) pont, ezért (1)-be helyettesitve kapjuk:
0=a,v +a,v, +a,v

0=a,v, +a,v, +a,v,

amib6l adddnak v koordinatai:

Ay "Ay3 =y, " A5

Vl :V3
Ay Ay —dy tdyy

Ay i3 —dyy Ay

V, =V,
Ay Ay —dy tdy,

Mivel az O', E}, E} pontok nem lehetnek kollinearisak, a,, -a,, —a, -a, #0.

A kapott eredmény fliggetlen a képsik vilag koordinatarendszerbeli helyzetétdl.
Ha képsikul E’ {x, y} koordinatasikjat valasztjuk, a fenti leképezés egy plandris

affinitas és egy z tengellyel parhuzamos iranyu ortogonalis vetités szorzataként all

elo. A megfeleld transzformacios matrixok:
a, a, a; 1 00

A =la, a, ayl|,A,=|0 1 0]|. A keresett vetitési irdny a z tengely
0 0 1 0 0 0
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6sképével parhuzamos Jelslje P(0,0, v;),v; #0a z tengely egy pontjat. Ekkor a

keresett iranyt az oP adja, ahol:

1 Ay, =, 4, dyp—dy-a,|l 0
T _
P=A"P= —Qy 4 Gy A —acay || 0=
Ay " Ay —dy "4 0 0 ) _ )
Ay "y =0y "4y || V3

Ay Ay =0y " dyp
Vs

Ay Qi3 —dpy t Ay
Ay Ay — 4y 04y, 1

egyezoen (3.)-mal.

: ' ' . a a
Mivel a O ELE, pontok nem lehetnek kollinearisak, azaz det e

ay Ay

mindig 1étezik.

2.2. Képpont elballitasa a centralaxonometrikus
alapalakzatbdl projektiv alapokon.

Elészor a klasszikus projektiv abrazold geometriai modszer szerint jarunk el. A

képsikon  —egyenlére- inhomogén  koordinatarendszert  tekintiink. A
¢ :(OC;Ef JE L E UL USUS ) centralaxonometrikus alapalakzat pontjainak

inhomogén koordinatai legyenek az alabbiak:

0 X, O.X,
O =| LE =" U= ""|i=1,2,3
0 Y, 5.,

Jelolje a ¢:(0;E1,E2,E3,U Uzw,U%O) Descartes rendszerbeli P(p,) pont

loo?

koordinatahasdbjanak tengelyekre illeszkedd csucsait rendre F,P,P, . Ezen

pontok centralaxonometrikus képét pedig jelolje B°,P°,P°. A kettdsviszony
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invariancia és az illeszkedés tartds miatt ezen pontok rajzkoordinatai kénnyen

szamolhatoak. Ha példaul P° pont rajzkoordinatait &,7,, i =1,2,3 jeloli, akkor :

é, é;xi_éi :Z,é‘iyi_ﬂi
X 'é‘ixi_xi Vi ' é‘i'xi_yi

pi:(PiEiOUioo):(PicE?OCU?): , amibol &7, -t

kifejezve:

S, : O
§I:M valamint Ui:M> i=1,23.
pi+§i_1 pi+5i_1

Jelolje a P( pl.) ponthoz tartozd koordinatahasab koordinatasikokra illeszkedd
pontjait P,,P,,P, , és ezen pontok -centrdlaxonometrikus képét pedig

BP,°,P,, P, . Az 6. abra jeloléseineck megfeleléen példaul a P,” pont az B°U,°

12 »723 »731
ésa P U, egyenesek metszéspontjaként egyszerlien meghatarozhat6. Hasonldan,
a P,° pont koordinatdinak kiszdmitasa P°U," és a PBU,” egyenesek
metszéspontjaként torténik. Ezek utan a P( P,-) pont rajzkoordinatait a B,"U," és

a P,U‘ egyenesek metszéspontjaként hatarozzuk meg. Ha bevezetjiik a
homogén koordinatdkat, azaz harmadik koordinataként mindenhova 1-et irunk,
formalisan a vektoridlis szorzat segitségével szamithatjuk a kérdéses egyeneseket
¢és pontokat:

ECUzc — })IC XUzL"PZCUIC — })26’ X UIC,1)2CU3C — })26’ XU}C’}%('UzC — })30 X Uzl,
EZC — Plc’UZC XPZCUC P c — P26U3C XP:;CUZC

1 °723

P =R, U xP,U’

A szamitasok elvégzése a gyakorlatban szamitogéppel nyilvan egyszerii. A
szamitasokat paraméteres formaban Maple-lel is elvégeztem (I. melléklet), az

eredmény némi szdmolassal az alabbi homogén alakra hozhato:
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5%, 0,%, 0,X,
Oh .
51_1p1 52_1]?2 53—1103

0,
517
1

oy 9,y
pe=| I, 4 7272 4 4
51775 1P

1 1

" + +1
PR SR A S L

6. abra
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2.3. Specidlis linearis transzformacio
matrixreprezentacidjanak elballitasa a
centralaxonometrikus alapalakzatbol

[&* projektiv bévitésében, homogén koordinatdkat hasznalunk, beagyazva P°-at a
valés E* euklideszi vektortérbe. A képsik E’ {x, y} koordinatasikja legyen, mely
sik projektiv  koordinatai (0,0,1,0) . A ¢° :(O” ;Ef,E;,E;,Uf,U;,U;)
centralaxonometrikus alapalakzatot ugy helyezzik el a képsikon, hogy
0=0°=[0,0, O,I]T. Az alapalakzat tovabbi pontjainak koordinatdi az abranak

megfelelden az alabbiak legyenek:

7. abra

17



A ¢, #0,d #0 szorzék a homogén koordindtdzads miatt sziikségesek. Célunk
olyan A 4x4-es matrix eloallitasa, amely a

¢:(O;E1,E2,E3,U UZOO,U%)alapalakzathoz a ¢C:(OC;Ef,EZ",Ef,Uf,Uzc,U;)

loo®

alakzatot rendeli. A képsik specidlis valasztasa miatt az A matrix harmadik

soranak minden eleme zérus, és OZOC:[O,O,O,I]T miatt utolsé oszlopa

[0,0, O,I]T lesz. Az A matrix rangja természetesen 3.

Legyen
1 0 0O 1 0 0O
E[EEEO]OIOOU[UUUO]OIOO1't
_ — , =\U_U,U,O|= , valamin
B 0010 e e 0010
1 1 1 1 0 0 0 1
X, CXx, ¢x; 0
c _ cpperpee | clyl CZy2 c3y3 O
E = EE;E;0° | = o ol
G c, ¢ 1
dox, d,ox, dyo;x; 0
d, o, da,o. d.o. 0
U* :[Ulchzch;wOﬂz 191 20,5 303)3
0 0 0 0
d, d, d, 1
Ekkor fennall:
AE=E‘, AU=A=U = A=EE"' =U", azaz
ax, 6x, ¢x; O 1 0 0 O dox, d,o,x, dyox; 0
ay, Gy, ¢y, 0] 0 1 0 0 _ doy, d,0,y, do,y, 0 -
0 0 0O o0jJo o0 1 O 0 0 0 0
o ¢ ¢ 1]-1 -1 -1 1 d, d, 1

0 0 0

ds
doyx, d,o,x, d,0x; 0
0
0
d, d, d, 1

0

oy Gy, ¢y 0 didy,  dyo,y, diosy;
0
1
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A megfelel6 elemek egyenldsége alapjan:

CX; = di5ixi
1

)
cy,=doy r=c = -1 = ¢=——, d=c-1=—— i=12,3.
lyl llyl 1 (l )l 1 é‘l—l 5 1

1 1

c,—1=d, !

1

Mivel Ef #US, &, #1.1gy a keresett métrix az alabbi alakban 4l el:

J X, % X, % x, 0
s—1" 5,-1° -1
) 0. 0.
A= 511_1)’1 522_1)’2 533_13’3 0
0 0 0 0
1 1 1 1
| 5-1  &-1  &-1 |

Az U; pontok barmelyikét végtelen tavoli pontnak is valaszthatjuk, ekkor o, - o,
és a megfelel oszlopvektor hatarértéke [x; v, Ol]T alaki lesz. Ha mindharom

U; végtelen tavoli pont, akkor az ismert axonometrikus leképezést kapjuk meg.

Az eredmény illusztralasara készitett program egy egységkockat abrazol, az alabbi

képek a programmal késziiltek.

i
Application
Infinity: [Z] lamhda0 [Z] lamhbdal

[ Central praj... Reload

J/ =8l

Centralaxomometrikus kép

[ lambda2
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Application
Infinity: 2 lambdad [ lambdat

[ Central proj... Reload

[l lambda2

U; végtelen tavoli pont




i8]

Application

Application

Infinity: [¥ lambdal [¥] lambda1 Infinity: [C] lamhda0 [Z] tambdat
[v] lamhda2 [C1 Central proj... Reload [ tlambda2 [Z] Central praj... Reload

£
Fz
- 1
y

Wz

Paralel axonometria A kocka ,,szétesése”

Az eredményhez méas modon is el lehet jutni. Jelolje az F 4x6-es matrix a

¢:(0;E1,Ez,E3,U1m,U2w,U3m) alakzat egység ¢&s végtelen tavoli pontjainak

oszlopvektorba rendezett koordinatait, FE, ,E,,E,,U

F* pedig a képekét. Ekkor F° = AF alapjan:

€, X, CyX, C3X, d,0,x, d,0,x, d;0,x, a, a,a;0(/100100
€Y, 630y, dy0,y, diOsyy || @y ay a3 011010010

00 0 0 0 0 | |00 00001001
¢ ¢ ¢ d d, d, a,a,a;sl|111000
a, a, a, a4, a, d;

a,, a,, a,; d, a,, dy

0 0 0 000

a, +la, +la, +lay a, a,

A megfelel6 elemek egyenldsége miatt egyszerlien leolvashato:

cixi:dié;xi S
. 1
cy.=doy r—=c=(c-1)0 = ¢=——, d=c-1=—— i=12,3 ami
lyll ;{lyl 1 (l )l 1 51_1 1 1 6‘1_1
¢ —1=aq

megegyezik az el6z6 eredménnyel.
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2.4. Linearis leképezés matrixreprezentaciojanak
eléallitasa a centralaxonometrikus alapalakzatbol.
A viladg koordinatarendszer €s a rajzkoordinata rendszer egymashoz viszonyitott

helyzetétdl fiiggetleniil is eljarhatunk.

AP - P? leképezéshez tartozd A 4x3-asigynevezett “redukalt” métrixot allitjuk
els. Jelolje F azt a 6x3-as matrixot, melyet F harmadik soranak elhagyasaval

nyeriink, F°-b6l elhagyva a harmadik sort kapjuk F¢-ot. F¢ = AF alapjan:

o 100100 B _ L
CX) CyX, C3X; d,0,x, d,0,x, dy05x; a, a,, a; 0 010010 a, 4 43 44,4
OV, CrY, 6Y3 10y, dy0,y, di03ys | =| Ay, Gy Ay 0 001001 =| 4y Gy Gy Gy 4y ay
¢ ¢ ¢ d, d, ay, dy, ay, 1 111000 ay +1a, +1ay, +1a, a, ay,
A 2.2-beli eredménynek megfelelden:
J X, % X, % x, 0
0, -1 0, -1 0,—1
~ o fo) 0.
A — 1 2 3 0
51_1)’1 52_1% 53_1)’3
1 1 1 1
i 0,—1 0,-1 0,—1 |

Stachel [STAO04]-ben Diir tételének 0 bizonyitdsat adta, mely bizonyitdsban a
fentivel lényegében megegyezd eredményt kap, a kép vonatkozdsaban komplex

koordinatakat hasznalva.
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2.5. Altalanos sikra torténé linearis transzforméacio
matrixreprezentacidjanak elballitasa a
centralaxonometrikus alapalakzatbol.

Az el6z0 meggondoldsokat alkalmazzuk. A centradlaxonometrikus alapalakzat

fekiidjon egy az origon athaladé 7z sikon, amit s[#, u, u,| normalvektora

jellemez. Ebben a sikban adottak az egységpontok képei, melyeket az

e (x,y,z),i=123 vektorral  adunk  meg. Természetesen  ekkor

(s,ef) =0,i=1,2,3. A szamitasok megegyeznek a korabbiakkal, az eredmény:

o X, % X, % x, 0
s-1" 517 5.1
é‘l 52 53
0
51_1)/1 52_1)/2 53_1)/3
A:
J z, % z, % z; 0
6,-1 o, -1 o, -1
1 1 1 |
5 -1 0,1 o, —1 |

Rang( A )=3, mivel a bal fels6 3x3-as matrix az e/(x,,y,,z,),i=1,2,3 linedrisan

figgd vektorrendszer skalarszorosaibdl all.

2.6. Centrum meghatarozasa
Vilagos (T6), hogy egy centralaxonometrikus kép altalaban nem centralprojekcio.
A 2.4 beli A leképezéshez tartozik egy ,.cltlinési” sik, azaz olyan I1 sik, mely
pontjainak a képei a IT képsik végtelen tavoli pontjai lesznek. Ha Pell és
P=[ D P> Ds l]T , akkor P ° negyedik koordinataja 0, azaz P ° = AP alapjan

fennall:
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1
b+ p2+5_1p3+l=0

A fenti sikegyenlet tehat az eltlinési sik egyenlete lesz. Megmutatjuk, hogy a IT,
siknak létezik egy Cpontja, melynek nincs képe I1-n, azaz a AC=[0 0 O]T.
Masképpen fogalmazva, ha a megfelels P’ ~ E* P> ~ E’ beagyazo vektortereket

tekintjiik, a A matrixa linearis leképezés null terét keressiik. Ez a null tér 1

dimenzids, ha rang(&):3 . Ez most nyilvan fennall, hiszen a
o :(Oc;Ef,EZ",E;,Uf,U;,Ug) alapalakzat E,E;,E; pontjai nem kollinedrisak,

azaz

S S, S,
X X, X3
0,—1 0,—1 0,—1
fo) 0. 0.
det 1 2 3 =0
51—1y1 52_1y2 53_1)’3
1 1 1
| 0, -1 0, -1 0,—1 |

A C=[c ¢, c, I]T pont meghatarozasa ezek utin a AC = [0 O O]T inhomogén

linedris egyenletrendszerrel torténik:

5‘_ X6+ xzcz+—3_x3c3:O
1 2 3
0.

! +—2—yc,+——y,c; =0
é‘l—lyll 52_1)’22 53_1)’33

1 1 1
5 1c1 +5 102 +5 103 =-1
1 2 3

A megoldas:
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¢ = —(6, —16,6,(x,y; —x,9,)
0,0,(X,, =X, 3,) + 0,05 (X; 1, = X,13) + 0,0, (%, 13 — X3,)

¢, = 6,(9, =15 (x5, —x,y5)
0,0,(X,y, =X, 1) + 6,05 (X, = x,¥3) + 6,0, (%, 13 — X3,)

— _5152(53 - Dy, —x,0)
6,0,(X, 1, =x,3,) + 6,05 (X; 3, = x,13) + 0,0, (X, 13 — X3 ;)

G

Megmutatjuk, hogy ha P¢Il ,Q e PC, akkor P° =Q°, azaza C ponton athalado
IT, -re nem 1illeszkedd egyenesek vetitOsugarként tekinthet6k. Tekintsiik a PC
egyenesen a C=[¢ ¢, ¢ I]T P=[p, p, P I]T alappontok  4ltal

meghatarozott projektiv koordinatarendszert. Ekkor O =¢,C+¢,P és Qképe:
0" =AQ=A(5C+6,P) = A(,P) =, AP = ¢, P" = P*

Definicio: A C pontot a centralaxonometrikus leképezés centrumanak tekintjiik.

Segitségével a targytér algoritmusok implementalasa is Ilehetséges, igy
megoldhatd a hatsé lapok eltavolitasa, 4rnyalds vagy alkalmazhat6 a

festdalgoritmus is. Az alabbi képeket el6allitdo programkddok idevago részletei a

II. mellékletben talalhatdak.
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3. Centralaxonometriak osztalyozasa

Ebben a fejezetben E’ projektiv bdvitésében, homogén koordinatakat hasznalunk,
beagyazva P’ -at a valés ' euklideszi vektortérbe. Elészor A

P’ —» P? centralaxonometrikus transzformacidkat jellemezziik. Teret sikra

képeziink le, ezért a beagyazo vektortereket tekintve a képtér dimenzidja 3, a
leképezést leird A métrix 4xd-es, és rang(A)=3. Természetesen a képsik [’

vektortér egy hipersikja lesz. A transzformacionak pontosan egy sajatértéke zérus,

melyhez tartozd sajatvektor lesz a centrum. A transzformécidhoz tartozd

karakterisztikus egyenlet a zérus sajatérték miatt A(A—4,)(A” +bA +c)alaku lesz,
ahol A4, jeldli a biztosan 1étezd valos sajatértéket. Az osztalyozas alapjat az képezi,

hogy karakterisztikus egyenletben a A°+bA+c=0 masodfoki rész gyokei

valosak avagy nem.

3.1. Valos sajatértékek

Ha a A% +bA+c=0egyenletnek van két valos gydke, és a sajatvektorok pedig

E* egy bézisit alkotjak, akkor a transzformacié diagonizalhato, és a sajatvektorok

bazisaban a transzformacié matrixa az alabbi alaku:

=diag(21’/12’ﬂ’3’0)

>
o o o >
o o o
o> o o
o o o o

Geometriai értelmezést a fentieknek a kovetkez6 modon adhatunk:
A A, 4,, 4, sajatértékekhez tartozo sajatvektorok feszitik fel a képsikot, a zérus
sajatértékhez tartozo sajatvektor pedig a 2.6 fejezetben meghatdrozott centrumba
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mutat. A beagyazo Euklideszi térben a képsikot felfeszitd harom sajatvektor egy-
egy egydimenzids invaridns alteret jelent, tehat leképezést a képsik pontjaira

sztkitve elmondhatd, hogy 3 fix pontja van (a képsikot felfeszité 3 pont).

3.2. Komplex sajatértékek
Ha az 1> +bA+c =0 gyokei komplex konjugéltak, akkor a matrix gynevezett
kvazidiagonal (normal) alakra hozhato. Ha a két komplex sajatérték 4, =a + fi,

akkor:

Ebben az esetben a komplex sajatértékparhoz egy kétdimenzids invarians altér
tartozik, mely alteret generald vektorpar egyszerien szamolhato. ([RP]205 old). A
képsikra szoritkozva tehat ebben az esetben egy fix pont létezik, valamint egy

invarians egyenese van a transzformacionak.

3.3. Centralaxonometria megadasa

A fentiekbdl kovetkezik, hogy egy centralaxonometridt megvaldsitd linedris
leképezés matrixa hasonlo A -hoz, azaz A=B'AB fennall, ahol a
B=[b] b, b, b4]val(')s sajatértékek esetén A sajatvektoraibol allo bazis, a
két komplex sajat érték esetén pedig az elsd két oszlopvektor fesziti fel a képsik
invarians egyenesét.

Gyakorlati alkalmazasok szempontjabol hasznos a fenti Osszefliggésbol adodo

A=BAB" kapcsolat, amely lehetdvé teszi, hogy meghatarozzunk egy
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centralaxonometriat természetes bazisban (vilagkoordinata rendszer). Elészor az
A transzformacihoz tartozo kitiintetett elemeket keressiik meg. A sajatvektorok
bazisaban a képsik a végtelen tavoli sik, vonalkoordinatdi: U[0 0 0 1], a
centrum é’[O 0 0 l]T.Kénnyﬁ latni ezen specialis leképezés centralis jellegét,

hiszen a C -n athalad6 egyenesek minden pontjdnak a képe megegyezik (egy

homogén szorzdt figyelembe véve). A bazis megvaltozasaval az illeszkedések

megmaradnak, tehdt mar ebbdl is lathatd a A=BAB™' alaku leképezések

centralis jellege.
A B bazis els6 harom oszlopvektora b,,b,,b, fesziti fel a képsikot, b, pedig a

centrum. Most megmutatjuk a A = BAB™ alaku transzformécié centralis jellegét.

A képsik alakja a vilag-koordinatarendszerben U=UB'=[0 0 0 1]B". A
centrum : C=b, =BC=B[0 0 0 I]T. Legyen P # C tetszdleges, ekkor képe

P°=AP=BAB'P. Megmutatjuk, hogy P‘illeszkedik a képsikra, azaz fennall

UP°=0.

UP°=[0 0 0 1]B'BAB'P=[0 0 0 1]JAB'P=0,hiszen

4 0 0 O a - 0 0
0 4 0 O . a 0 0
[O 0 0 1] =0, illetve [0 0 0 1] =0
0 0 4 O 0 0 4, 0
0O 0 0 O 0 0 0 O

Most bebizonyitjuk, hogy ha Q € PC, akkor P°=Q°, azaz a vetités centralis.

0=pP+p,C.= 0 =A(pP+p,C)=pP +p, (BAB_1 )Bé =p P+ szAé =

Q° = p,P°, hiszen AC =0 a vals illetve a képzetes esetben is.

Fentiekbdl kovetkezik, hogy:
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I. Tétel Egy centralaxonometrikus leképezést a képsik harom nem kollineéris

pontja, a centrum ¢&s egy valds szdmharmas egyértelmiien meghataroz.

Megjegyzés: A tételben szerepld adatok jelentése értelemszeriien eltér a valds és a

komplex esetben.
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4. Centralaxonometria és centralprojekcid
kapcsolata

Megmutatjuk, hogy a centrdlaxonometriat biztositd matrixok koziil az egyezd

sajatértékekkel rendelkezdk centralprojekcidt 1étesitenek.
II. Tétel: Legyen A egy x:E* — E’linearis transzformacié matrixa. x akkor és
csak akkor centralis projekcié P’ -ban, ha

1. rang(A)=3

2. A sajatértékeire fennall: 4, =4, =4,,4, =0

3. A sajatvektorai bazist alkotnak E*-ben
Bizonyitas:
A) A feltétel sziikséges.

Megmutatjuk, hogy ha A egy centralis projekcié matrixa, akkor fennallnak a tétel
feltételei. Az elsé feltétel nyilvanvald, hiszen P° -at P* -re képezziik, ami a
beagyazd vektorterekre vonatkozoan egy defektusu linearis leképezést jelent, azaz
rang(A)=3 . Jelolje FE,(e,) a centrdlis projekcid centrumat, ¢és
E,(e),E,(e,),E,(e,)a képsik hirom nem kollinedris pontjat. Mivel E,-nek P°-
ban nincs képe (centralis projekcioban c¢ centrumnak nincs képe), vilagos, hogy
AE,=[0 0 0 0] =0, ha tehit Ae, =le, = 0=Jle,, azaz A =0 sajétérték,
e, pedig a hozza tartozd sajatvektor. Legyen P(p)a képsik egy pontja. Ekkor

p eldall az e ,e,,e, linedris kombindcidjaként, azaz P(p)=ee, +e,e, +e;e,
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Mivel a képsik pontjai fixek, Ap = Ap ,ahol A # 0 valamilyen homogén szorzo.

(ha példaul p, # 0, akkor A = GarPr ). Vektorokkal:
y2n

A(ee, +e.e, +ee,)=A(ee, +ee, +ee,) =

Aee, +Lee, + Lee, = lee + lee, + lee,

ahol A4, #0,i=1,2,3 jeloli a homogén szorzokat. Mivel e e, e, fliggetlen
vektorrendszer, 4, =4, =4, =4 . Mivel az E,E,,E,,E, pontnégyes nem lehet
komplandris, az e ,e,,e,, e, vektorrendszer fiiggetlen, tehat bazisa E* -nek. Az
e,e, e, e, vektorok sajatvektorok, a megfeleld sajatértékek pedig
A=A=4=4,1,=0.

B) A feltétel elégséges

Legyen A a feltételeket kielégité matrix, a sajatvektorokat jeldlje e, e,.e;.e,, a
megfeleld sajatértékekre pedig 4, =4, =4, =4,4, =0 teljesedjen. A feltételbdl

nyilvanvaloan kovetkezik, hogy 4 csak valds lehet. Megmutatjuk, hogy:

1 Barmely E,(e,) -t6l kiilonb6z8 pont képe az E,(e,), E,(e,), E;(e;) pontok altal

felfeszitett 7 sikra esik:

Legyen P(p) tetszoleges E,(e,) -t6] kiilonb6zd pont, p =ee, +e,e, +ee, +e.e, .

Ekkor P képe:
P =AP=A(ee, +ee, +tee, +ee,)=A(ee, +ee, +ee,)
Mivel e ,e,,e,, e, sajatvektorok A =4, = A, = 4,1, = 0 sajatértékekkel, ezért:
P =A(ee, +ee,+ee,)+0-ee, =A(ee +ee, +ee,)=> P ern

2 A rsik a leképezés fix sikja:
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Legyen Perx , ekkor P eldall a e e, e, linearis kombinacidjaként, azaz:
p=ee +ee,tee, . P =A(ee +ee, +ee,)=A(ee +ee, +tee)=>P ~P
(A # 0homogén szorzo).

3 Az E,(e,) pont centrum:

Megmutatjuk, hogy ha P ¢ 7 = e, # Otetszlleges E, -tol kiilonb6z6 pont, akkor
P,P,E, kollinedrisak. Az e ,e,,e,,e, bazisbeli eloallitast tekintve a P,P‘,E,

pontok koordinatai:

P(e,e,,e,e,), P'(le, e, Ae;,0), E,(0,0,0,1), azaz p° = Ap +e,e,.

Q.E.D
A fenti tulajdonsdgti matrixok Ggynevezett egyszerli  struktirdjuak.
Karakterisztikus polinomjaik (x—A)’x alakuak. Minimal polinomjaik pedig
(x—A)x alakuak. A linearis transzformaciot a e,,e,,e,,e, bazisban irjuk fel,

matrixa az alabbi alaku:

>
Il

= diag(2, 2, 2,0)

S O O N
S O > O
= )
o o o o

Mivel a sajatértékek Dbazistranszformacioval szemben invaridnsak ¢és a

sajatvektorok ismét fiiggetlen rendszert alkotnak, kimondhato:

IIT Tétel: Egy A matrixd linearis transzformdcié akkor ¢és csak akkor
centralprojekcié, ha A =BAB™ alaku.

Bizonyitas:
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131

Legyen A = , ami egy specidlis projektor matrix. Mivel homogén

S o o =
S O = O
S = O O
oS O o O

koordinatdkat hasznalunk, kimondhaté, hogy egy A matrixii linedris
transzformaci akkor és csak akkor centralprojekcio, ha A = BAB™ alaku, azaz
van olyan hasonlésagi transzforméacio, mely A -t A -ba viszi.

A kovetkezd tétel kimondasdhoz két linearis algebrai kozismert tételre lesz

sziikség.
T14: Egy matrix nyoma hasonldsagi transzformacidval szemben invarians.

T15: Minden matrix kielégiti minimalegyenletét. (Cayley-Hamilton tétel

élesitése)
A fenti tételek alapjan a II. Tétel kovetkezményeként kimondhato az alabbi tétel:

IV. Tétel: Egy A matrixii linearis transzformacio akkor és csak akkor

centralprojekcio, ha

(i) Rang(A)=3

(ii.) (A— TrgA) EjA =0,

i 2

4
ahol 7r(A)=>a,, E pedig az egységmatrix.
1

Bizonyitas: Centralprojekcid esetén az allitds nyilvanvald, hiszen I Tétel szerint

ekkor Tr(A) =34, és a T15 tétel miatt (A — AE) A = 0 teljesiil.
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Forditva, tegyiik fel, hogy A olyan 4x4-es matrix, melyre (i) Rang(A) =3 &s (ii)

[A—%A)EJA:O. (i1) miatt A minden sajatértéke 0 és A, ahol l:M.

Mivel (i) miatt Rang(A)=3, a zérus sajatérték multiplicitasa 1, 4 -é pedig 3.
Miutan A minimalpolinomjdban mindkét tényezd elsé foku, A Jordan formaja

diagonalis matrix, azaz A hasonlo A -hoz. Q.E.D

A kovetkezd tétel centrdlis projekcid matrixdnak meghatirozdsdhoz teremt

egyszerl lehetdséget.
V. Tétel: Legyenek A, és A, hasonloak, gy hogy teljesedjenck az alabbi

feltételek:
(i) A, és A, hasonl6 diag(A,4,4,0)-hoz
(i) Van olyan ¢ # 0 vektor, melyre Ac=A,c=0,
akkor A, = A,
Bizonyitas:
Mivel ¢ # 0kozos sajatvektor, mely a 0 sajatértékhez tartozik, ezért biztosan van

olyan {b,,b,,b,,c} bazis, melyben mindkét transzformaciés matrix felbomlik

egy-egy 3x3-as és 1x1-es blokkra, ahol az 1x1-es blokk tartalmazza a 0 k6zos

sajatértéket. Mivel A, és A, hasonl6 diag(A,4,4,0)-hoz, ezért a transzformaci6
sziikitése ~a  {b,,b,,b,} vektorhdrmas altal felfeszitett altérre a
Al skalartranszformacid lesz. Ezért egy tetszéleges v =ab, + b, +yb, +d¢
vektor esetén A v=A,v=A(ab,+pb,+yb;) , azaz ugyanarr6l a

transzformaciérol van szo. Q.E.D.

33



A tétel szemléletes jelentése a kovetkez6: Egy C pontbdl 3 pontjaval adott sikra

torténé centralis projekcié matrixat A =BAB™' alakban felirhatjuk, és az
eloallitas fuggetlen a pontok sikbeli helyzetétdl. A kovetkezd fejezetekben néhany

konkrét centralis vetités matrixat allitjuk elo.

4.1. Vetités az {X,J/}‘ koordinatasikra

Legyen a 7 képsik altalanos helyzetli, és P e x,i=1,2,3 harom nem kollineéris

helyzeti pont a képsikon. Legyen Cg¢x a projekcido centruma. Jeldlje

B =[RP,P,C] oszlopvektorokbdl allé matrixot. A P, P,,P,C pontok altalanos

172573

helyzete miatt B nem szingularis, van inverze. A II és V. tételek alapjan a

{C, 7} altal definialt centralis projekci6 matrixa A = BAB ' alaki.

Legyen a centralis projekcio képsikja az {x, y} koordinatasik, centruma a

z tengely s koordinataju pontja. Valasszuk példaul a B, P,, P,pontokat az alabbi

152>

modon:

1 0 0 0

0 1 0 . 0
b= P = P = , valamint C =

0 0 0 S

1 1 1 1
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1 0 0
1 0 0 O 0 1 0
0100 q
B= , Bo=l-1 -1 — 1}
000 s P
S I S
L s
1 0 0 0]
) 01 0
A=BAB'=|0 0 0
OO_—ll
L s

A kapott A a grafikai irodalmakban kozismert alakja a centralprojekcionak

[JUH95]. Ha a centrumot altalanos helyzetiinek valasztjuk, azaz

C=[¢, ¢ ¢ ¢, akkorakapott matrix:

1 0 —¢ O

Ao 1101 = 0
(0 0 0 0

0 0 —, 1

, ami megfelel [MO95]-ben kozolt eredménynek. Nyilvan ¢, # 0, hiszen a
centrum nem illeszkedhet az {x, y} koordinatasikra. Ha ¢, =0, akkor az

ugyancsak sok helyen szerepld {x, y} sikra t6rténé (c,,c,,c; ) iranyu paralel

projekciot kapjuk [JUH9S5].

4.2. Vetités altalanos helyzetii képsikra

Legyen a zképsik adott az Ufu, u, u, u,] vonalkoordinatikkal, a centrum

C=[e, ¢ ¢ ¢ . Ekkor legalibb egy koordinita nem zérus. Felvesziink 7 -
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n hdrom P, P,, P, altalanos helyzetli pontot. Tekintsiik az alabbi matrixokat:

—u, —U; —U, u, 0 0
B u, 0 0 B, - —u, —u; —u, ’
0 0 0 u, 0
0 0 u | | 0 0 u, |
u, 0 | fu, 0 0 |
= | 0 u 0 B _ 0 wuw O
3 s 4 T
—u, —u, -—u, 0 0 u,
0 0 u | | —u, —u, g |

Mindegyik matrix rangja 3, hiszen ha toroljiik az i. sorat, diagonal matrixot

kapunk. A konstrukciobol vilagos, hogy ha u, # 0, akkor a keresett B, P,, P,

pontok B, oszlopvektorai lesznek. Jelslje B, a B,-nek

C=[c ¢ q c4]T oszlopvektorral vald kiegészitését. A keresett

transzformécid ekkor tehat A =B I.ZB[.’I alakban all el6. A 4.1-beli eredmények

specialis esetként adédnak. Konkrétan pl. B = B, -et alkalmazva, 4ltaldnos sikra

altalanos centrumbol az alabbi matrix vetit:

A=B-diag{1,1,1,0}-B™ =

CU, +Cyuy +c,u, —Cu, —C U, —Ccu,

| —C,U, qu, +cuy +cu, —C,U, —C,U,

(U,C) -, —CU, qu, +c,u, +cu, —cu,
—C,U, —C,U, —C,l, Uy +cu, +ciy |
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5. Centralaxonometriai tételek bizonyitasa

5.1. A képsik parhuzamos eltolasa

Nyilvanvald tény, hogy centralprojekcio esetében a képsikot parhuzamosan
eltolva az eredeti képhez hasonld képet kapunk. Az allitas a centralaxonometriara
1s igaz, azzal a megszoritassal, hogy az eltolast ugy kell megvaldsitanunk, hogy az
eredeti centralaxonometridt definidlé alapvektorokat a leképezés centrumébol
nagyitjuk, és a skalarokat valtozatlanul hagyjuk. Ezt a megszoritast figyelembe

véve kimondhato az alabbi tétel:

VI. Tétel: Ha egy centradlaxonometria alapvektorait a centrumbol nagyitjuk, akkor

a két centralaxonometrikus kép hasonlo.

Bizonyitds: A III. szama mellékletekben mindkét alapesetre vonatkozdan
egyszerll szamitassal igazolhato a tétel. A szamitasbol az is nyilvanvald, hogy a
hasonlosag mértéke az alapvektorokra vonatkozo nagyitas mértékével (p) egyezik
meg.

Ebben a fejezetben bizonyitunk néhany ismert centralaxonometridra vonatkozd
tételt a A =B1§‘B_1 Osszefiiggésre alapozva. A moddszer lényegében azonos lesz.
Az allitasok sziikségessége a A- diag{l 1 1 0}matrixbol kiindulva egyszerii
szamitassal igazolhat6. Konkrétan a III. tételben igazolt allitds alapjan a
; = diag{l 11 0} matrixhoz hasonld matrixot hasznalva szamitéssal

igazolhatjuk a kiilonb6z6 tételekben szerepld metrikus 0sszefiiggéseket. Nehezebb

feladat az 4llitasok elegenddségének bizonyitasa.
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Mint lattuk, egy A4ltalanos centrdlaxonometria matrixa hasonlé az

A, =diag{i 4, 4 0} vagy Ak=<{z _f

}130> matrixhoz.  Ezen

matrixokrél latjuk be, hogy a metrikus feltételek teljesedése esetén a valos

esetben 4, =4, = 4,, vagy a képzetes esetben o = A, és f=0, azaz a kérdéses

leképezés valdban centralprojekceio. Igen leegyszerisodnek a szamitasok, hogy ha
a képsik athalad az origdn. Ilyen képsik valasztdsa nem megy az altalanossag
rovasara, hiszen a VI. tétel alapjan parhuzamos sikokra képezve a keletkez6 képek
hasonloak lesznek. A bizonyitds a kovetkezd fontos allitdson alapszik: Legyen a

centralaxonometria centruma c¢. A képsik pontjaiba mutaté valamely b,,b,,b,

fiiggetlen vektorrendszerbél kiindulva képezzik a B={b,,b,,b,,c} bazist és

tekintsiik a A = BAB ™' matrixhoz tartozé linearis leképezést, ahol A= Av vagy

A= Ak. Ha meg tudjuk mutatni, hogy bizonyos (az ismert tételekben szerepld)
metrikus Osszefliggések fennalldsa esetén az A = BAB™' matrixt transzformacio
centralis projekcid, (azaz A:diag{/l A A 0} ) akkor a képsik pontjaiba
mutatd, barmely b ,b,,b, rendszert véve is centralis projekciot kell kapnunk,
hiszen a sajatértékek invariansak.

Az alkalmasan valasztott (minél egyszerlibb szdmitast biztositd) transzformaciods

matrix alapjan meghatarozzuk a ¢:(O;E1,EZ,E3,U100,UZOO,U3OO) alapalakzat

centralaxonometrikus képét, felirjuk a megfeleld osszefiiggést, és ebbdl vezetjiik

le, hogy A =diag{A A A 0}.
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5.2. Az ortogonalis (paralel) axonometria alaptétele

Jol ismert, hogy az ortogonalis axonometridban a rovidiilések négyzetosszege
kettd. Egyszerli példaként eldszor ezt igazoljuk. A B, matrixot hasznaljuk,
valamint legyen u, =0 ,azaz feltessziik, hogy a képsik nem parhuzamos a z

koordinatatengellyel, és illeszkedik az origora. Az axonometria most paralel, tehat

a C centrum negyedik koordinatdja, ¢, =0. A transzformacids matrix:

u; +u;  —uu,  —uy; 0

A - % —uU, ul2 + u32 —2u2u32 0
uy +uy fuy | —uuy,  —uuy,  up +u, 0

0 0 0 1

Meghatarozzuk a tengelykereszt képét ¢° : (O" B ES B ) -t, azaz

0
) 0
O = Aorta.xo = s
0
1
u; +ui —uu,
2 2 2 2 + 2 + 2
1 U +u, +u, 0 u U, T Uy
_ 2 + 2
0 uu, 1 U tuy
Ec _ A _ 2 2 2 Ec _ A _ 2 2 2
1 ortax 0 - Z’ll +T/I2 +I/I3 22 ortax 0 - ul +M2 +u3 2
1 —U Uy 1 —Uy)Uy
2 2 2 2 2 2
u, +u2+u3 u, +u2+u3
1 1

2 2 2
=| U +u, +u,
2 2

u, +u,

2 2 2
U +u;, +u,

A rovidiilések négyzetosszege:
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2

2 2 2 2
s 2w+l u +u; ul +us

2
O°E! +|0°E;

O°E:

=2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
uy ‘uy Huy o ou] ) tuy o us
Q.E.D

Részletesebb szamolasok a IV. mellékletben talalhatoak.

5.3. Stiefel-féle kritérium

A T8 tételt bizonyitjuk. A B = B, matrixot valasztjuk, u, =u, = Omellett, azaz a

képsik illeszkedik a z koordinatatengelyre, a leképezés matrixa A = BAB':

Au,c,  —Au,c, 0 0

Ao 1 —-Auc, Auc, 0 0

uc +u,c, | —Auc, —Au,c; Auc +u,c,) 0
-Auc, Au,c, 0 A (uc, +u,c,)

Meghatarozzuk az alapalakzat képét:

Ay, Atty¢,
0 Ay (¢, +uye, —uicy) Ay (uyey +uyc, —uycy) 0]
0 —Au,c, Au,c, 0
0" = 0 JEY =1 Aue +uyc, —ue,) | E; =| A(ue +uye, —uye,) | E; = &
1 _ﬂ“zulcs _jzuzc} 13
A (uc, +uyc, —uc,) A (uc, +u,c, —u,c,) 1
L 1 _ (- 1 .
e, ey 0
Y SECUCY 0
Uf=| Ae U, =| Aue, |U; = 2
Ac, Ac, »(ue +uyc,)
- - 1
Ac, Ae,
L 1 . L 1 -

El6szor megmutatjuk, hogy a U/U; LOU;, 0sszefiiggés fennall, hiszen

(Ufug, O”U;O) 0.
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2 N2 er e \2
Mivel a E U, + U, | _[UY Osszefiiggés baloldalan osztoviszonyok
OE | | OE: O°E:

szerepelnek, a baloldal szamitdsakor elegend6 e képpontok valamely

koordinataival szamolnunk:

[Efo ]2 . ( EU: Jz (¢, +u,c, ) (] +15)

o nle c e = 2.2 2
O°E, O°E, u;u5c;

A jobboldalon a szakaszok hosszat ki kell szamolnunk, az eredmény:

g d 2.2 2 2
O°E:

LU UL Cy

(UlcUzc jz _ Al (”101 +”202)2 (”12 +u22)

Egyenldség a két oldal kozott akkor és csak akkor dllhat fenn, ha 4° =4, . Ha

megcseréljilk B masodik és harmadik oszlopat, akkor hasonld szdmolas utan

Al =2} adédik. Ha A4, =4, =4, , akkor a feltétel teljesedik. Forditva viszont
lathatd, hogy a feltételbol csak |ﬂ1| = |/12| = |/13| kovetkezik, azaz ha eltérd eldjeliiek

a sajatértékek, akkor a centralis vetités tikrozéssel is parosul.

5.4. Szabo kritérium
A B =B, matrixot valasztjuk, u, = Omellett, azaz a képsik illeszkedik az origora.

A leképezés matrixa A = BAB™', egyszertibb alakja:

A (e, +ucy) —Aug, —Ausq 0
—Auc, Auq +ucy) —Auc, 0
A=| y u,
_u_(/%”zcz +Aue, —Au,c, ) u_ (11“101 — A6 — A ) Aue +uc, 0
3 3
L _/731’[1 Gy _%”2 G _%”304 ﬂ? (ul G TUC, + UG )
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Ismét meghatarozzuk a ¢: (OC s ECES ED U U US ) alapalakzat koordinatait. A

T11 kritérium baloldala ismét affin invaridns, tehat elegendé a pontok valamely

koordinataja alapjan szamolni. A V. mellékletben kozolt szamitdsok szerint a

h, A

Szabd-kritériummal ekvivalens alak: —-= . A kifejezést

W il — Al —

egyszertsitve adodik:
(u; +u5) (A —24)=0=4 = 4,

A A =4, 0sszefiiggés hasonléan adodik.
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6. Osszefoglalas

A dolgozatban roviden Osszefoglalom a centrdlaxonometriaval kapcsolatos

jelentdsebb eddigi eredményeket. A centralaxonometriat klasszikus mddon
megadd ¢° :(O" s ECES ED U U US ) projektiv tengelykeresztet a képsikon az

origdjaval, az egységpontokkal valamint a végtelentavoli pontok képével

inhomogén koordinatakkal az alabbi médon adom meg:

. 0 . X; . é‘i‘xi
o =| |E =" U= i=1,2.3
0 Vi 5%

Komputergrafikai alkalmazhatésag szempontjabol a leképezést analitikusan

allitom eld. A szamitasok eredménye az alabbi lesz:

J X, % X, % x, 0
51 517 -1
~ 1) 0. 0.
A= 1 2 3 0
517 517 50
1 1 1 1
51 5-1 &1 |

Bebizonyitom a leképezés centralis jellegét, azaz meghatarozom a C pontot,

amely lényegében a linearis leképezés null tere:

¢ = —(6, =1)6,6,(x,y; —x;7,)

0,0,(X,, =X,31) + 0,05 (X; 1, = X,V3) + 6,6, (x, 15 — X3,)
¢, = 6,(8, =1)0, (x50, — X))

6‘152(x1y2 —x2y1)+5153(x3y1 _x1y3)+ 5253(x2y3 _x3y2)
¢, = —6,9,(%, —D(xy, =%, 1)

6,0,(X, 1, =x,3,) + 0,05 (X33, = X,13) + 6,0, (X, 13 — X3,)

43



A C pontrdl belatom, hogy a rajta athaladd egyenesek pontjainak képe
megegyezik. Ez alapjan nyilik lehet6ség arra, hogy a centralaxonometridban is
alkalmazzuk a lathatdésagot biztositdo eljarasokat. Megmutatom, hogy a
leképezéshez tartozik ugynevezett eltlinési sik is, amely sik pontjai a képsik

végtelen tavoli pontjaiba képezddnek, és egyenlete:

1
pt p2+5_1p3+1:0

Osztalyozom a centralaxonometridkat és megmutatom, hogy mindegyik az alabbi

két matrix valamelyikéhez hasonld matrixxal irhato le:

=diag(,,4,,4,,0) és

S O O O

Feltételt adok arra vonatkozéan, hogy egy centrdlaxonometria mikor
centralprojekcidé és megmutatom, hogy ez akkor és csak akkor all fenn, ha a
transzformaci6 matrixa hasonlé a diag(A,4,4,0) matrixhoz. Bizonyitok t6bb
tételt arra vonatkozdan, hogy linearis leképezés mikor centralprojekcid. Erre
alapozva meghatarozom egy tetszéleges pontbdl tetszéleges sikra torténd

centralprojekcio altaldnos alakjat.

A sajatértékekre vonatkozd feltétel alapjan bizonyitok néhany tételt a
centralprojekcid — centrdlaxonometria vonatkozasaban, igy az ortogonalis

axonometria alaptételét, a Stiefel kritériumot, a Szabo kritériumot.
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A dolgozat mellékletében illusztracioként bemutatok egy C++ kodrészletet,

amelyben egy kockat abrazoltam lathatdsag szerint.

A bizonyitasokhoz tartozd szamitdsokat Mapple-lel végeztem, ezek a szdmitdsok

szintén a mellékletben talalhatdoak
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7. Summary

In this paper I have given a short summary of the most important results of
central-axonometric mapping from the start up till the present day. In order to

define such a mapping in a synthetic way one is to give the central axonometric
reference system by ¢° :(OC ;Ef,Ezc,Eg,Uf,Ug,Ug) in P* on the image plane. To

put into practice this mapping in computer graphics it is necessary to describe it in

an analytic way. To characterize the mapping I have used the following

O xi é;xi
o =| |E‘=|"" U= i=1,2,3
0 Vi o)

I prove that the linear mapping which belongs to this reference system will be the

coordinates:

following:

J X, % X, % x, 0
s1 517 51
~ o, 0. 0.
A= 1 2 3 0
51 5 s
1 1 1 |
| 5-1 5,1 &1

It has been shown that this mapping has a central character, namely the point C

with the following coordinates:

¢ = —(, —1)0,6;(x, 5 —x;%,)

0,0,(X,, =X, 1,) + 0,05 (X; 1, = X,13) + 0,0, (%, 13 — X3,)
¢, = 6,(9, =15 (X3, —x,5)

0,0,(X,y, =X, 1) + 6,05 (X; 1, = x,V3) + 6,6, (X, 13 — X3,)
¢, = —0,0,(0; (%Y, =X, )

6,0,(X, ¥, =x,3,) + 0,05 (X; 3, = X,13) + 6,0, (X, 13 — X3,)
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is the center, which means that the points of the lines fitting on C have the same
image. This makes the use of hidden-line, hidden surface methods practicable in
computer graphics at the central-axonometric mappings, too. I have shown that

the mapping has a disappearing plane, which is the following:

1
pt p2+5_1p3+1=0

The central axonometric mappings have been classified into two classes, which

are represented with the following matrices:

:diag(ﬂ‘l’)’zaﬂ’jao) and

oS O O O

{5 2]es)

I have given a condition of central projection, and have proved that a central

S o o O

axonometric mapping is a central projection then and only then if the matrix of the

mapping is similar to diag(A1,4,1,0). Several other statements have also been

proved for the central axonometric mappings, and using these I have given the

general form of a central projection from an optional center to an optional plane:

A=B-diag{1,,1,0}-B" =

[ cu, +cu, +c,u, -, —cly —cu,

1 —c,lU, U, +cu, +cu, —C,lU; —c,u,

(U ,C ) —c,l, -, ou, +cu, +cu, —cl,
i —c,u, —c,u, —c,ll; iy + Gty +Cidy |
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Based on the new condition of central projection I have proved some already
known results, namely the condition of the orthogonal axonometric mapping, the

Stiefel-criteria, the Szabo criteria.

For illustration I have attached a C++ program code, in order to demonstrate the
efficiency of the method. Some of the computations were made by Maple, which

are also attached.
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Mellékletek

. Centralaxonometrikus kép projektiv

abrazolégeometriai alapokon

> restart;
Az egységpontok:

> with (LinearAlgebra) :
Ec := Matrix(3,3,symbol=e) ;Ec[3,1..3]:=1;Ec;

el,l el,2 61,3

A végtelentavoli pontok:

>

delta=Vector (3,symbol=delta) ;Vc:=Matrix ([<delta[l] *Ec[1
..2,11,1>,<delta[2] *Ec[1l..2,2],1>,<delta[3]*Ec[l..2,3],
1>])

81
5=| 8,
83
81 el,l 82 el,2 63 61,3
Ve:= 8l 62,1 82 eZ,Z 83 62 3

A koordinatak és a keresztszorzatok kiszamolasa:

> PKx:=<(delta[l]*p[l]*Ec[1l,1])/(delta[l]-1+p[1]),
(delta[l]*p[1l]*Ec[2,1])/ (delta[l]-1+p[1]),1>;
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8, p, €1 |

o, —l+p,

PKx:=| 8, p, e

o, —l+p,
1

> PKy:=<(delta[2]*p[2]*Ec[1,2])/(delta[2]-1+p[2]),
(delta[2]*p[2] *Ec[2 ,_2] )/ (del_ta[2] -1+p[2]),1>;
5, P, €2
o,—l+p,
PKy:=| 6,p, e,
o, —l+p,
1

> PKz:=<(delta[3]*p[3]*Ec[1,3])/(delta[3]-1+p[3]),
(delta[3]*p[3] *Ec[2 ,_3] )/ (del_ta[3] -1+p[3]),1>;
83p3 €3
83—1+p3
PKz:=| &,p,e,,
83—1+p3
1

> PyVx:=CrossProduct (PKy,Vc[l..3,1]); )

82]9262,2 _5 e
o, —l+p, 1721
8217261,2
PyVx = 9, e —m
5, P, 61,281 €1 B 5,p, 62,281 N
I o,—l+p, 5, —1+p, |
> PxVy:=CrossProdu_ct(PKx,Vc[1. .3,21);
5,p, €1 _5. e
o, —l+p, 2722
5, p, 1
PxVy = 9, el,z—m
8110161,18262,2 8117162,18261,2
o0, —l+p, a 6, —l+p,

> Pxy:=CrossProduct (PxVy, PyVx) ;

Pxy =
5 e - P e, 0,P,€,0,6, _52p2 €20 €
2723 —1+p, o, —l+p, d,—l+p,
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_(811’1 62622 8117162182612][8 0 8zpzel,z H
81—1+p1 6, —1l+p, Lt 8 -1+p,
|:[81p1 82622 811‘7162182612]( 82pzez,2 _5 e ]
6—1+pl o, —1+p, o, —1l+p, 121
(Spl 2,1 J[sz 1,2 5, 21_6p262,25161,1”
) —1+p1 o,—l+p, o, —1+p,
[[817121 _5 e ][Se szlz]
o, —1+p, 2¢ L1 5, - 1+p,
(o s i [ ne
1 1 2 2
> PyVz: —CrossProduct(PKy VecI[l..3,3]1);
S,p,e 22 5, |
o, —1+p, 3723
o, p,e
PyVz .= 9, e s _822—214-1;2
5, p, .2 S, .3 B 5,p, ©.2 S, .3
5, —1+p, 5, —1+p,
> PzVy: —CrossProduct(PKz VecI[l. .3,2]);
S,pye 23 5,
o, —1+p, 2722
o,.p.e
PzVy = 0, e, 8:—1+1p33
0Py, 38,6, 8pye,;8,¢,
I 83—1+p3 - o, — 1l +p, |
> Pyz:=CrossProduct (PyVz, PzVy) ;
Pyz =
[[53 e, 3_882j921i1,2 ][531;3_1 82622 _83p3 5236261 2]
| b, 3 e 6, —l+p,
_(82p2el 283 €3 62p262283e1 3][6 o _ 83pzel,3
o,—l+p, o, —1+p, 22 3, —1+p,
{[82}561263823 82p2e2’283e1’3 5, p, €.3 _5 e ]
d,—l+p, o, —l+p, o, —l+p, 2722
(sz 22 g }[8173 222 8]9362382612
o,—l+p, 0, — l+p, o, — 1 +p,
[[szzz_a ][Se 817313]
o, —-1+p, 3 L2 o, —1+p,
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82pz €2

83p3 62,3

>

}(83—1+p3

)

J

PxyVz:=CrossProduct (Pxy,Vc[l..3,3]) ;PyzVx:=CrossProduct

(Pyz,Vc[1l..3,1]);
PxyVz =

8lpl eZ,l

82172 e2,2

81p1 € 82 € B
81 —1+pl

62 €2
81 —1+p1 82

~1+p, -9, 82,1]

_( 5, p, “1 _5 e ](82p281,281 “ _82p2€2,281 °11
o —l+p, 2722 o,—l+p, o, —1+p,
[6117162,1 _5. e ][8 o Szpzem]
o —l+p, 2722 PLL 3, —1+p,
B 8261,2_;lfjllj_l,p1 582_p21j_2; -9, €1 ]6362,3}
1 1 2 2
[[ 5, p, €1 5 e 5 e - 821’261,2
o —l+p 2722 PLL 3, —1+p,
B 8261,2_381_[)11?,]91 ;zj?zliz,pz -9, €1 ]83 .3
1 1 2 2
B Szelz_slf)llil,l 82§2i1,1281 “1 62p2i2,281 €
’ 1 P, 2 tP, 6,~1+p,
N 5, p, 61,18262,2_61171 62,18261,2][8 o 8zpze1,2
o, —1+p, o, —1+p, PLE 3, - 1+p,
H 5,e - 6512?,1 }(52? il,lzfn ¢ 9P, iz,zsl €
' 1 P, 2 TP, 82 I+p,
_ 5, p, 61,18262,2_611)1 ez,lszel,zJ(S o 5217261,2
o, —1+p, o, —1+p, PLE 3, - 1+p,

6lpl el,l 82 62,2

8]—l+p]
B 81plez,1 5 e
E‘>1—1+p1 272,2

81pl 62,18261,2 82pzez,2
8]—1+p] 82—1+p2

_81 62,1]

62102 62,2 81 el,l

82pz €2 81 €1 3
82 -1 +p,

o,—l+p,
PyzVx =
[[62p261,283 .3 _8217262,28361,3][ ;P54 5 e ]
5, —1+p, o,—l+p, o,—l+p, 2722
_( 6217262,2 _5 e ](831’3 e1,362ez,2_83p3 62,36261,2
o, —l+p, 3723 o, —1+p, o, —1+p,
{Szpzez,z _5 e ][8 o 5, s .3 ]
6,—l+p, 3723 27128, - 1+p,

52
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e e
—| 95, 562?1 J:;Z 5i3f?31 j}; —d,¢,, ]51 62,1}
[[ 82pzez,2 _5 e 5 0 - 83p3el,3
o, —1+p, 3723 2L 8, - 1+p,
S5, p, e S5,p.e
~1 8 .3 Szzfyzl _:;2 533f?31 _5;3_62 €.2 ]81 €
3 83613_58{)21?72 63g3i11362622_83p3i2362e12
’ P, e 6, —1+p,
N 82[)261263623 821’262253613J[8 o 83p3el,3
o,—l+p, 5, —1+p, 272§ - 1+p,
{[ 5 0 — 8219261,2 ](63%61 382622 831736238261 2
3L 8, —1+p, o, - 1+p, o, - 1+p,
3 82p261263623_82p262,263el,3)[8 o _ 83pze173
o, —1+p, 5, —1+p, 2712 8, - 1+p,
82[9261283823 62[9262263813 63pse2,3
o, l+p, o, —l+p, ][63—1+p3_ 24,2
_( 62pzez,2 _5 e ](631’381,36262,2_83p3ez362612
o, —1+p, 3723 o, —1+p, o, —1+p,
> PK:=CrossProduct (PxyVz,h PyzVX) ;
PK =
|:[[8p1 2,1 ~5.e ][ _82p281,2]
o, —l+p, ‘i o,—l+p,
d, 3,
B 826172 p11+1pl }( pij;2_81 62,1]]8361,3
s e 8p1 11}(81)2 1261621_82p262,26161,1
2712 5 —1+p o, —l+p, o, —l+p,
N 5, p¢ 82‘922_81101‘821 2 ]ZJ(S o 5217261,2
61—1+p1 o, —1+p, Lt 8 —1+p,
5 0 - 8217261,2 ][6319361382622_6317362382812]
37L3 3, —1+4p, 6, —1+p, o, —1+p,
_(52p261283 €3 _52p2 62,253 81’3}[6 o 5, P, R
o,—l+p, o, —l+p, 27128~ 1+p,
[Szpzel263623_8219262263613][ 0,p5¢, 4 5 e ]
5, —1+p, 5, —1+p, o, —l+p, 2722

53

J

Il
)

62,1_[



_[ 82]9262,2 5 e ](8319381362622 8310362382612
o,—l+p, 3723 o, —l+p, o, — l+p,
(82 e, 2_881171161,1 ][Szpzel = ©1 _Szpzez,zsl 61,1]

: - 1+p, 5, - 1+p, 5, —1+p,

_(511)1 62622_6117162182612][8 o _ 62p261,2

o, —l+p, o, —l+p, Lt 8, -1+p,
[81])1 82622_8117162162812][ 62pzez,2 _5 e ]
81—1+p1 o, —1+p, o, —1+p, 12!

_( 5, p, “1 5 e ](Szpzel,zésl ©1 _Szpzez,zsl °11
o, —l+p, 2722 o, —l+p, o, —l+p,

8pZ 2,2

) —l+pz_8

|

6p2 1,2

o

d;p5 ¢
S ,—1+p,

|

6p3 2,3

%, “37% -1 +p,

519
86 212

1+p3
o.e

- 82 ez,zn 81 €1

83p3eZ3

62e12

1+p2
5,p,e 1,2 o, €3

Ji
|

) —1+p3

(5p3 1,372 %2,2
p
)

d e

62p2 1,2 71 72,1

5,p, ©.2 o e

83—1+p3

53—1+p3

83p3 el,3

|

1,1

I

_61p1621

o, —l+p, B

Se

2 71,2

6lpleZl

81—1+p1
0. e

2 71,2 82p2e2

J(Sl €1

,2

82 -1 +p,
62pz €2

8]—1+p]

- 62 ez,z] {

82p2 62 2

|

82p2 e1)28 e

82 -1 +p,
821’2 €. 81 €

_81 62,1]

82—1+p2

12,1
o, —l+p,

5, ps €,

,3

82—1+p2

-9d,¢e

3723

62

- 83 62,3](

82e

o

3713
83p3 el,3 62 e2,2

83—1+p3
%156,

_82 62,2]

d.e

2 71,2

-1+p,

53— 1 +p,
83p3 €3
83— 1 +p,
83p3ez,3

1,2

|

. 8 e
81
5,p e,
d,e
82
5 Py,
82—1+p2
Szpzel,z
2,2

|

8lpleZl

|

o, —1+p,

d. e

2 71,2 62p262

,2

83—1+p3

_82 ez,zJ] 81 62,1] _[

2722
—1+p]
|ttt 2t
81—1+p1
82pzelz 36,3
-1+p,
3 2
82—1+p2
8217262,2
o p e d,¢e
51—1+p1

81—1+p1

|
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3 81pl €
51 —1+p1
81p1 €

— Q8. e
81—1+p1

2

6lpl el,l

- 82 ez,zj (

82p261261621

82pz ©.2 81 ¢

61

82—1+p2

82p2 el,2

e

82p2 82,2

o (82 €12

o, —l+p

I

S

3p3el3

82—1+p2
d.e

2 72,2

82—1+p2

|
o)

83p3e23

82—1+p2

o, e

2 71,2

o, p,e
282 %12
(6361,3_

|

82pz €. Oy e

83—1+p3

o, —1+p,
_(52p2612 39,3

)

82p2 eZ 2

2—1+p2
o, e

3713

1,3
){82 €127

83p3 62,3

|

63p3 el,3

83—1+p3

o,e

o,—l+p,

Szpzelzfi e
5,

8lpl 82822

_63 62,3}(

61p1e21

82

-1+p,

|

83p3 el,3 62 eZ,Z

53—1+p3
_83psez3

_62 62,2]

d.e

2 71,2

83—1+p3

o, —1+p,
S, e

2 71,2

53—1+p3

62p2 e2,2

3723
—l+p2
62pzez,2
5, - 1+p,
{[ 81—1+pl
81plez,1
- o, —1+p,
[Slplez,l
1

o, —l+p,

- 82 ez,z} [
a 82 ez,z] [61 e

)

1_1+p1

82[726126 e

o,—1+p,

1 72,1

€1

82102 62,2 81 el,l

62 -1 +p,
5,p, €2

82—1+p2

52—1+p2

o p. e o5, p, e

_(6261,2_51f)11 "‘ll; }(ngzl +2p2 -9, 62,1]]8362,3][(
1 1 2 2

[Szpzez,z ~5,e ][ 0, P, 13]

o, —1+p, “.277% ,—1+p,

(5., 510212}(519323_ ]]86
351,37 L+p, || 8,—1+p, 2 .2 1511
~|8,e, - sz 12](8 3P 1362622 8317362382612

; —1+p, ) —1+p3 o, —1+p,
N 5,P, 1283623_ 2p2e22 3 € j(s o 8319361,3
o, —l+p, o, —l+p, 2712 8~ 1+p,
81p1ez,1 _5 e ](8 0 5,p, 12]
o, —1+p, 2¢ 1TL1 g ,—l+p,

_(62 €2

_[82 €127
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8p111 6p222—8e 5 e
—1+p, 1+p2 12,1 31,3
6p1 1,1 8pz 1,2 5, 21_82p282,28161,1
6, —1l+p, o,—l+p, o,—l+p,



N 8117181,18262,2_811’7162,16261,2 5 o 8zpzel,z
o, —l+p, o, —l+p, Lt 8 —1+p,

0,p,€,0;¢,, _82pzez,283 €13 [83}73 .3 _5. e
5, —1+p, 5, —1+p, o, —l+p, 2722

_( 82pzez,2 _5 e ](8317361,38262,2_8317362,38261,2)_[
o,—l+p, 3723 o, — l+p, o, — l+p,

821)262,2 —8 e 8 e _ 83p3 el,3
5, 1+p, 3223|2275 “T4p,

o, p,e o,.p.e
|5 e 22712 3% 5, 5 e
(3 1378, —1+p, || 8,—1+p, 2722 1921

A képpont homogén alakija:

> PK:=simplify (PK/PK[3]) ;
PK =

[(61,1 83 82pl 81 P 81 €1 0

P, 82 ) 81 —P, 82 €2 83 +52p2 €2 +el,3 83 81 82103 T 83 81p3

—p,d,e . +63p3el’3)/(—8263+81 8,8,+p, 8,8, +8,-8,p,— 8,3,

1,372
+81 82p3—82p1—83p2+81 83p2+83—81 83_pl 63+p2—81p2—1+p3+81

_61,183171 81+81p1 61,1+e o p281 83

2 1,2 72

-3, p, +p1)]

[(62,1 83 82pl 81 P 81 € 5
-P, 82 62,261 —P, 82 62,283 +52p2 e2’2+83 81 €3 82173 _63 81 €303

—P; 9, e2’382+83p3 82,3)/(_82 0,+98,8,0,+p,8,8,+5,-98,p,-98,9,
+61 82p3—82p1 —83p2+81 831724'83_81 83 P 83 +p2_81p2_1+p3+81

2_62,183p1 81+81p1 62,1+83 82811?262,2

-8, p,+p,)]
[1]

A transzformacidé matrixa:

> A:=Matrix (3,4, [[Ec[l,1]*delta[l]*(delta[2]-

1) *(delta[3]-1),
Ec[l,2]*(delta[l]-1)*delta[2]*(delta[3]-1),
Ec[l,3]*(delta[l]-1)*(delta[2]-

1) *delta[3]],

[Ec[2,1]*delta[l] *(delta[2]-1) * (delta[3]-

1),

Ec[2,2]* (delta[l]-1) *delta[2]*(delta[3]-1),
Ec[2,3]*(delta[l]-1) *(delta[2]-

1) *delta[3]],

[ (delta[2]-1) *(delta[3]-1), (delta[l]-1) *(delta[3]-

1), (delta[l]-1) * (delta[2]-1), (delta[l]-1)*(delta[2]-

1) *(delta[3]-1)]11);
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e, 8, (8,-1)(8,=1), e ,(8,-1)8,(8,-1), e, ,(8,~1)(8,-1)3,, 0
A=le, 8, (8,-1)(8,-1), ,,(8,-1)8,(8,-1), ¢,,(8,~1)(8,-1)3,, 0
(8, 1)(8,-1),(8,~1)(8,~1),(8,~1)(8,~1),(8, - 1)(8,~1)(8,~ 1)

A képpont eldéallitasa matrixxal:
>PM:=A.<p[1],p[2],p[3],1>;
PM:=

L8 (B, =) (8, 1) p e, (8, 1)8,(8,—1)p,+e,, (8, -1)(8,- 1) 8, p,

[
e
]
[
e, 19,8, -1)(8,-1)p, +€2’2(51 —-1)8, (3, - 1)p2+ez,3(61 -1)(8,-1)%,p,
]

[(8,~ 1) (8, ~1)p, +(8, = 1) (8, ~ 1) p, + (8, ~ 1) (3, D) p,
+(8,-1)(3,-1)(3,-1)]

> PM:=PM/PM[3] ;

PM =
[(
e, 18, (8,=1)(8,=1)p +e , (8 ~1)8,(8,-1)p,+e (8§ ~1)(8,-1)8,p,
) /((3,-1) (8, = )p,+(8,-1) (8, = )p,+(8, - 1)(8,- 1) p,
+(8,-1)(8,-1)(8,-1))]
[(
e, 8, (8,-1)(3,~1)p, +e, ,(8,-1)8,(8,~1)p,+e, , (8 ~1)(8,-1)8, p,
) /((3, - 1) (8, = D)p, +(8,-1) (8, = 1) p, +(8, - 1) (8,- 1) p,
+(8,-1)(8,-1)(8, - 1))]
[1]

A két eredmény Osszevetése:

> simplify (PM-PK) ;
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Il. Kocka centralaxonometrikus képe. C++ kod

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#include <math.h>
#include <dos.h>
#include "graphics.h"

//#include "graphics.h"

typedef double m3x4[4][4];

struct point {
double x;
double y;

}i

struct point3d {
double x;
double vy;
double z;

}i

struct alapalakzat {

double x1,vyl,x2,y2,x3,y3,11,12,13;
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struct edge {

int A;

int B;

}i

struct squer {

int A;

int B;

int C;

int D;

int COLOR;

b

struct palettetype pal;

int asqure([8];

point3d VertexRot[8];

float s=53;

point3d CC;

alapalakzat F;

struct box {

point min;

point max;

point initpoint (double x,double

59



point p;
P.X=X;pP.Y=Y/

return p;

box initbox (double minx,double miny,double maxx,double maxy) {
box abox;
abox.min=initpoint (minx,miny) ;
abox.max=initpoint (maxx,maxy) ;

return abox;

alapalakzat initalapalakzat (double x1,double yl,double

x2,double y2,double x3,double y3,double 11,double 12,double 13) {
alapalakzat F={x1,vyl,x2,y2,x3,y3,11,12,13};

return (F) ;

point wvtrf (box W, box V , point P) {
point Q;

Q0.x=(P.x-W.min.x) * (V.max.x-V.min.x)/ (W.max.x—

W.min.x)+V.min.x;

Q.y=(P.y-W.min.y)* (V.max.y-V.min.y) / (W.max.y-

W.min.y)+V.min.y;

return Q;
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point3d Vertex[8] = {{-1,-1,1},

{11_111}/

{11_11_1}1

{_11_11_1}1

{_11111}1

{1,1,1},

{1111_1}1

{-1,1,-1} };

edge E[12] =
{{0,1},1{1,2},{2,3},(3,0},{0,4},{1,5},{2,6},{3,7},{4,5},{5,6},{6,7}

17,4 )

squer S[6] = {{ 1,2,6,5,RED},

{2,3,7,6,YELLOW},

{3,0,4,7,MAGENTA},

{0,1,5,4,LIGHTBLUE},

{0,3,2,1,CYAN},

{4,5,6,7,LIGHTRED} };

point centproj (float s, point3d P) {

point Q;

Q.x=P.x*s/ (s-P.z);

Q.y=P.y*s/(s-P.z);

return Q;
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point centrax (m3x4 A, point3d P) {

point3d QH;

point Q;

QH.x=A[0] [0]*P.

QH.y=A[1][0]*P.

QH.z=A[2] [0]*P.

Q=initpoint (QH.

return Q;

x+A[0] [1]*P.y+A[0] [2]*P.z;

x+A[1] [1]*P.y+A[1l] [2]*P.z;

x+A[2] [1]*P.y+A[2] [2]*P.z+]1;

x/QH.z,QH.y/QH.z) ;

point3d centercentrax(alapalakzat F) {

LA2*F

L12%F.

LX2FF

.y3*F.

L13*F

point3d C;

double

deta= (-

X2*FLVI1*FLy14F . 12%F . x2*F . 13*F . y34+F.12*F.y2*F.11*F.x1-

y2*F.13*F.x34F.13*F.x3*F.11*F.yl1-F.13*F.y3*F.11*F.x1) ;

C.x=-F.12*%F.13% (-F.y2*F.x3*F.11-

LY3+F.x2*F.y3*F.114F.y2*F.x3) /deta;

C.y=

F.11*F.13*(F.x3*F.yl-F.x3*F.12*F.

x1+F.x1*F.12*F.y3) /deta;

C.z=-F.l11*F.12* (F.x2*F.yl-F.y2*F.x1-

LX2*FL.y1+4F.13*F.y2*F.x1) /deta;

return (C)

’

void matrixgen (alapalakzat F,m3x4& A) {
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.yl

.yl

.y2

.y2

.y3

.y3;

if (F.11!'=0) {

F.11 / (F.11 - 1); A[2][0]

else {A[0][0] = F.x1;

if (F.12!=0) {

F.12 / (F.12 - 1); A[2][1]

else {A[0][1] = F.x2;

*

*

F.11 / (F.11 -

1/

0;1}

(F.11 - 1);}

F.1l2 / (F.12 -

1/

0}

(F.12 - 1);}

* F.13 / (F.13 -

1/

(F.13 - 1);}

1);

1);

1),

A[1][0]

A[1][2]

point3d rotate (double alfa,double beta,double gama,point3d P) {

point3d P1,P2;

Pl.x=P.x;

Pl.y=P.y*cos(alfa)-P.z*sin(alfa);

Pl.z=P.y*sin(alfa)+P.z*cos (alfa);
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P2

P2

P2.

Pl

Pl

P1.

re

/*int isvis

.x=Pl.x*cos (beta)+Pl.z*sin (beta) ;

.y=Pl.y;

z=-Pl.x*sin (beta)+Pl.z*cos (beta) ;

.x=P2.x*cos (gama)-P2.y*sin (gama) ;

.y=P2.x*sin (gama)+P2.y*cos (gama) ;

z=P2.z;

turn P1;

ible (int 1) {

point3d AB,BC,N,A;

A=VertexRot [S[i].A];

AB.x=VertexRot[S[1].B].x-VertexRot[S[i].A].

AB.y=VertexRot[S[i].B].y-VertexRot[S[i].A].

AB.z=VertexRot[S[i].B].z-VertexRot[S[i].A]

BC.x=VertexRot [S[1].C].x-VertexRot [S[1].B]

BC.y=VertexRot[S[i].C].y-VertexRot[S[i].B].

BC.z=VertexRot [S[1].C].z-VertexRot[S[i].B].

N.x=AB.y*BC.z - AB.z*BC.y;

N.y=-AB.x*BC.z + BC.xX*AB.z;

N.z=AB.x*BC.y - AB.y*BC.x;

return ((-A.x*N.x-A.y*N.y+(s-A.z)*N.z)>0);
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double vhossz (point3d V)

return (sqrt(V.x*V.x+V.y*V.y+V.z*V.z));

int isvisible(int i, point3d Light) {

point3d AB,BC,N,A;

int szin;

A=VertexRot [S[i].A];

AB.x=VertexRot [S[i] .B].x-VertexRot [S[i].A].x;

AB.y=VertexRot[S[i].B].y-VertexRot[S[i].A].y;

AB.z=VertexRot[S[i].B].z-VertexRot[S[i].A]l.z;

BC.x=VertexRot[S[1].C].x-VertexRot[S[1].B].x;

BC.y=VertexRot [S[i].C].y-VertexRot[S[i].B].y;

BC.z=VertexRot [S[1].C].z-VertexRot[S[i].B].z;

N.x=AB.y*BC.z - AB.z*BC.y;

N.y=-AB.x*BC.z + BC.x*AB.z;

N.z=AB.x*BC.y - AB.y*BC.x;

if (((CC.x-A.x)*N.x+ (CC.y-A.y) *N.y+ (CC.

A.z)*N.z)<0) szin=0;else
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szin= int (14* (((Light.x-A.x) *N.x+ (Light.y-

A.y)*N.y+ (Light.z-A.z)*N.z) /vhossz (N) /vhossz (Light)))+1;

return (szin);

void palettadef ()

int 1i;

for(i=1;i<16;i++) setrgbpalette(i,100+i*4,0,0);

int main (void)

int gd, gm, errorcode,stop=0;

/* initialize graphics and local variables */

detectgraph (&gd, &gm) ;

gm=VGAMED;

initgraph(&gd, &gm, "");

/* read result of initialization */

errorcode = graphresult();
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if (errorcode != grOk) /* an error occurred */

printf ("Graphics error: %$s\n",

grapherrormsg (errorcode)) ;

printf ("Press any key to halt:");

getch (),

exit(l); /* terminate with an error code */

box W,V;

/* start animation and rotating of cube */

getpalette (&pal);

int 1i,page=0,szin;

double alfa=0,beta=0,gama=0;

m3x4 A;

point P2d[8],0;

o.x=getmaxx () /2; o.y=getmaxy()/2;

W=initbox (-2,-2,2,2);

V=initbox (0.x-150,0.y+150,0.x+150,0.y-150) ;

setcolor (YELLOW) ;

setlinestyle(0,0,2);

double ds=3;
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double dds=0.05;

char ch='2";

F=initalapalakzat(1,-1.5,-1.2,-1,0.8,1,13,14,15);

CC=centercentrax (F) ;

//point3d Light={0,0,100};//CC;

point3d Light=CC;

//devout (CC.x) ;

matrixgen (F,A);

while (ch!=27) {

setactivepage (page) ;

cleardevice () ;

setcolor (GREEN) ;

// rectangle (int ( V.min.x),int ( V.min.y),int (

V.max.x),int( V.max.y));

alfa=alfa+0.05 ;beta=beta+0.04;gama=gama+0.03;ds+=dds;

if (alfa>2*M PI) alfa=alfa-2*M PI;

if (beta>2*M PI) beta=beta-2*M PI;

if (gama>2*M PI) gama=gama-2*M PI;

if (ds>5 || ds<2) dds=-dds;

W=initbox (-ds, -ds,ds,ds) ;

for (i=0 ; i<8 ;++1)

VertexRot[i]=rotate(alfa,beta,gama,Vertex[i])
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P2d[i]=centrax (A,VertexRot[i]);

P2d[i]=wvtrf (W,V,P2d[1i]);

switch (ch) {

case 'l

palettadef ();

for (i=0 ; 1i<6 ;++i){

szin=isvisible (i, Light);

if (szin>0)

asqure[0]=int (P2d[S[i].A].x),

asqure[l]=int (P2d[S[i].A].Vy),

asqure[2]=int (P2d[S[i].B].x),

asqure[3]=int (P2d[S[i].B].y),

asqure[4]=int (P2d[S[i].C].x),

asqure[5]=int (P2d[S[i].C]l.Vy),

asqure[6]=int (P2d[S[i].D].x),

asqure[7]=int (P2d[S[i].D].vy),

setfillstyle (SOLID FILL,szin),

setcolor(szin),

fillpoly (4, asqure);}

if (stop) getch() ;break;

case 2!
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setallpalette (&pal);

setcolor (YELLOW) ;

for (i=0 ; i<12 ;++1) {

line (int (P24d[E[i].A].x),int (P2d[E[i].A].y),int(P2d[E[i].B].x),int(

.Bl.v))s

break;

case '3'

for (i=0 ; i<6 ;++1i){

setallpalette (&pal) ;

if (isvisible (i, Light))

asqure[0]=int (P2d[S[i].A].x),

asqure[l]=int (P2d[S[i].A]l.Vy),

asqure[2]=int (P2d[S[i].B].x),

asqure[3]=int (P2d[S[i].B].Vy),

asqure[4]=int (P2d[S[i].C].x),

asqure[5]=int (P2d[S[i].C].Vy),

asqure[6]=int (P2d[S[i].D].x),

asqure[7]=int (P2d[S[i].D].y),

setfillstyle (SOLID FILL,S[i].COLOR),

setcolor (S[i] .COLOR),
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fillpoly (4, asqure) ;}

break;
case '4'
stop=1;
break;
case '5'
stop=0;
break;

setvisualpage (page) ;

delay (40);

page=1l-page;

if (kbhit()) ch=getch();

}i

return O;
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lll. A képsik eltolasa

Képsik parhuzamos eltolasa valds eset

restart;

with (LinearAlgebra) :

:=Vector (4,symbol=lambda) ;L[4] :=0;
centralaxonometria alapmatrixa

> VYV

>AH := DiagonalMatrix(L,4,4);
A, 0 0 0]
0 2, 0 0
AH =
0 0 A, O
100 0 0]

C:centrum

>C:=Vector (4,symbol=c) ;C[4] :=1;

Az eredeti és az eltolt képsikot meghatarozé vektorok

>B0:=Matrix (3,3, symbol=Db) ;

>
Bl:=Matrix(4,4,[<BO[1..3,1],1>,<BO[1..3,2],1>,<BO[1..3,
31,1>,C]);

B2:=Matrix (4,4, [<rho*BO[1..3,1]+(1-
rho) *C[1..3],1>,<rho*B0O[1..3,2]+(1-
rho) *C[1..3],1>,<rho*BO[1..3,3]+(1-rho)*C[1..3],1>,C]);
_bl’l b, b c, |
Bl = b2,l bz,z 2,3 2
b b

3,1 73,2 73,3 73
1 | 1 1

o

_pr1+(1—p)c1 pr2+(1—p)c1 PbL3+(1_P)Q '
Pb2’1+(1—p)c2 pb2’2+(1—p)c2 pr3+(1_p)% ,
pby +(1=p)ey pby,+(1=p)e; pby s +(1-p)e; ¢

1 1 1 1

9}

B2 =

o

> Blinv:=MatrixInverse (Bl) ;B2inv:=MatrixInverse (B2) ;
A transzformacidés matrix vilagkoordinatarendszerben
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> Al:=simplify (B1.AH.Blinv) ;A2:=simplify (B2.AH.B2inv) ;
Egy tetszdéleges pont

> P:=Vector (4,symbol=p) ;P[4]:=1;
A pont képe homogén koordinatakban

>

PK1:=Al.P;PK2:=A2.P;PK1H:=PK1/PK1[4] ; PK2H:=PK2/PK2[4] ;
A centrumbél a pontképébe mutatd vektor
>CP1:=PK1H-C;CP2:=PK2H-C;

>
simplify (CP2[1]/CP1[1]) ;simplify (CP2[2]/CP1[2]) ;simplif

y(CP2[3]/CP1[3]);

képsik parhuzamos eltolasa valds eset

> restart;
> with (LinearAlgebra) :
A centralaxonometria alapmatrixa

> AH Matrix (4,4, [<alpha,beta,0,0>,<-

beta,alpha,0,0>,<0,0,1lambda[3],0>,<0,0,0,0>]) ;

S O O O

C:centrum
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>C:=Vector (4,symbol=c) ;C[4] :=1;

Az eredeti és az eltolt képsikot meghatarozé vektorok

>B0:=Matrix (3,3, symbol=b) ;

>
Bl:=Matrix (4,4, [<BO[1l..3,1],1>,<BO[1..3,2],1>,<BO[1..3,
31,1>,C]);

B2:=Matrix (4,4, [<rho*BO[1..3,1]+(1-

rho) *C[1..3],1>,<rho*B0O[1..3,2]+(1-

rho) *C[1..3],1>,<rho*BO[1..3,3]+(1-rho)*C[1..3],1>,C]);
> Blinv:=MatrixInverse (Bl) ;B2inv:=MatrixInverse (B2) ;

A transzformdcidés matrix vilagkoordinatarendszerben

> Al:=simplify (B1.AH.Blinv) ;A2:=simplify (B2.AH.B2inv) ;
Egy tetszdéleges pont

> P:=Vector (4,symbol=p) ;P[4] :=1;
A pont képe homogén koordinatakban

>

PK1:=Al1l.P;PK2:=A2.P;PK1H:=PK1/PK1[4] ;PK2H:=PK2/PK2[4];
A centrumbél a pontképébe mutaté vektor
> CP1:=PK1H-C;CP2:=PK2H-C;

>
simplify (CP2[1]/CP1[1]) ;simplify (CP2[2]/CP1[2]) ;simplif

y(CP2[3]/CP1[3]);
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IV. Ortogonalis axonometria

Orogondlis axonometria roévidilés négyzetdsszege=2

> restart;
> with (LinearAlgebra) :
L:=Vector(4,[1,1,1,01);

A centrdlaxonometria alapmatrixa

>AH := DiagonalMatrix(L,4,4);
1 0 0 O
01 0 0
AH =
0 01 0
0 00 O

U: képsik az origén at, C:centrum végtelentavoli, OC

meréleges a képsikra->

ortogonalis axonometria

>U:=Vector (4,symbol=u) ;U[4] :=0,C:=U;

ha u3<>0, azaz a képsik nem parhuzamos z-vel B=B3

> B:=Matrix (4,4, [<U[3],0,-U[1],0>,<0,U[3],-
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u, 0 0 u,
5. 0 u, 0 u,
—u, —u, 0 uy
0 0 uy 0
> Binv:=MatrixInverse (B) ;
r 2 2
u, +u, U, u, u,
2 2 2 2 2 2 2
(uy +u, +u, u, (uy +u, +u, u, u, +u, +u,
2 2
u,u, u, +u, u,
2 2 2 2 2 2 2 2
Binv = (uy +u, +u, Yu, (uy +u, +u, )u, u, +u, +u,
0 0 0
u u, Uy
2 2 2 2 2 2 2 2 2
] u, +u, +u, u, +u, +u, u, +u, +u,
A transzformacidés matrix B bazisban
> A:=simplify (B.AH.Binv);
i A ) _
u, +u, U, u, u u, 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2
u, +u, +u, u, +u, +u, u, +u, +u,
2 2
U, u, u, +u, U, u, 0
A= 2 2 2 2 2 2 2
u, +u, +u, u, +u, +u, u, +u, +u,
2 2
u u, U, U, u, +u, 0
2 2 2 2 2 2 2
u, +u, +u, u, +u, +u, u, +u, +u,
i 0 0 0 1]

A transzformacidés matrix egyszeridbb alakban

>A:=simplify ((U[1]*C[1]+u[2]*C[2]+u[3]*C[3])*A) ;

Uy u, Uy Uy
3 T, !
—uyu, U tu,

0 0 u
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A térbeli alakzat origéja, egységpontjai,

végtelentavoli pontjai

>
K:=Matrix(4,7,[<0,0,0,1>,<1,0,0,1>,<1,0,0,0>,<0,1,0,1>,

<0,1,0,0>,<0,0,1,1>,<0,0,1,0>]) ;

01 1 00 0O

000 1 1 0O
K =

000 0 01 1

1 101 01 0

A centraaxonometrikus alap alakzat eldéallitasa

> KC:=A.K;
- 5 5 _
0, u, tu, , Uy tu, U U, U U, U U, U U
2 2 2 2
0, —u U, U U, Uy U, U tU U U, U U
KC:= 2 2 2
0, U Uy, U U, U U, U UL, U Uy, U U
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
u, +u; +u, u; +u +u, ,O,u3 tu, tu, ,(),u3 +tu, +u, ,0

Inhomogenizalas

> OC :=simplify(KC[1l..4,1]/KC[4,1]);
0

ocC =

- o O

> E1C:=simplify(KC[1..4,2]/KC[4,2]);
- 12,2107

Ll3 +u2

2 2 2
Ll3 +1/ll +u2

> E2C:=simplify (KC[1..4,4]/KC[4,4]);
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B u, u,
u, +u, +u,
2 2
u, +u,
E2C = 2 2
u, +u, +u,
B u, u,
u, +u; +u,
- l -
> E3C:=simplify (KC[1..4,6]/KC[4,6]);
u, u,
T2 2 2
u, +u, +u,
u, uy
.__ 2 2 2
E3C = u, +u, +u,
2 2
u, +u,
u, +u, +u,
- 1 -

A rovidilések négyzetdsszege

> gx:=simplify (VectorNorm(OC-E1C,2,conjugate=false)*2);
qy :=simplify (VectorNorm (OC-E2C, 2, conjugate=£false) *2) ;
gz:=simplify (VectorNorm (OC-E3C, 2, conjugate=£false) *2) ;

2 2

Uy
qx - 2 2 2
u, +u +u

2 2

Uy

qQy =

u, +u+u,

2 2

. u +u,
gz - 2 2 2

>simplify (gx+qy+qz) ;
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V. Szabo tétel

Szabdé tétel bizonyitasa valds sajatértékek

> restart;
> with (LinearAlgebra) :
L:=Vector (4,symbol=lambda) ;L[4] :=0;
=
1

A centralaxonometria alapmatrixa

>AH := DiagonalMatrix(L,4,4);
A, 0 0 0]
0 2, 0 0
AH =
0 0 A, 0
10 0 0 0]

U: képsik az origén at, C:centrum

>U:=Vector (4,symbol=u) ;C:=Vector (4, symbol=c) ;

u,
u
2
U=
Uy
¢
c
2
C:=
Gy

ha u3<>0, azaz a képsik nem parhuzamos z-vel B=B3, origon
at :U[4]=0

> B:=Matrix (4,4, [<U[3],0,-U[1],0>,<0,U[3], -
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u, 0 0 ¢
5. 0 u, 0 c,
Cu, —u, 0
I 0 0 uy c4_
> Binv:=MatrixInverse (B) ;
i cu,t+u,c, c u, ¢,
(c3u3+u1 cl+uzcz)u3 a (c3u3+u1 cl+uzcz)u3 - cuu,+u ¢ tu,c,
c,u, c,u,tu c c,
B o (c3 u, +u ¢ +u, 02)143 (c3 u, +u ¢ tu, 02)u3 cu,tu ¢ tu,c,
Uy C U, G
B (c3u3+u1 c1+u202)u3 a (c3u3+u1 cl+uzcz)u3 - cu,+u ¢ +u,c,
u u, Uy
cu,tu ¢ tu,c, cu,tu ¢ tu,c, c,uytu ¢ tu,c,
A transzformacidés matrix B bazisban
> A:=simplify (B.AH.Binv) ;
A=
A (cyuytu,cy) Aoc u, u, k¢,
cu,tu ¢ tu,c, T cu,tu c tu,c, o cu,tu ¢ tu,c, >0
i A, c,u, A, (cyu,+u c)) u, \,c,
- cu,tu ¢ tu,c, ’ c,u +u ¢ tu,c, o c,u,+u ¢ tu,c, >0
Cou, (M cquy+hu e, —uyhyc,) uy (U h e =k, couy— A, uc
- (cyu,+u c +u,c))u, ’ (cu,+u c +tu,c)u, ’

u, 7»1 ¢, +u, }*2 c,

2
c3u3+ul cl+u2cz

k3 cu, X3 c, U, u, k3 ¢,

- [ s s
3
C3u3+ulcl+1/1202 C3M3+ulcl+u202 C3M3+ulcl+u202

A transzformacidés matrix egyszeridbb alakban
>A:=simplify ((U[1]*C[1]+u[2]*C[2]+u[3]*C[3])*A) ;

A=

(A, (cyuy+u,c,), =k ¢ u,,—u, A ¢ ,0]

(A, e u &y (cyuy+u c),—u,hyc,,0]
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_“27“202) ”2(“17‘101_7‘263 ”3_7“2”1 cl)

u u

u, (7‘1 Cyu, + 7‘1 u,c,
- s 5
3 3

u1k1c1+u2kzc2,0

(A, cou s —hyc u,,—u, hyc,,(cu, +u ¢ +u,c,)h,]
A térbeli alakzat origébja, egységpontjai,

végtelentavoli pontjai

>
K:=Matrix (4,7, [<0,0,0,1>,1,0,0,1>,<1,0,0,0>,<0,1,0,1>,

<0,1,0,0>,<0,0,1,1>,<0,0,1,0>]) ;

01 10000O0
K'=0 001100
100 00 0 11

1 101 010

A centraaxonometrikus alap alakzat eldallitéasa

> KC=4.K
KC =
(0,4, (cyuy+u,c,), A (cyuy+u,c,),—h ¢ u,,—A c u

20 Uy 7‘101’_“3 7‘101]

[0, A, cyu =, cyu, A, (cyu,+u c), A (ciu,+u ¢ ), —u,hyc,,—u,h,c]
0 u, (7»1 C, u3+k1 u,c, —u, 7»2 cz) u, (?»1 C, u3+k1 u,c, —u, ?»2 cz)
s s

’
u3 u3

“2(”17‘101_7”203 u3—k2u1 Cl) ”2(“17‘161_7‘203 ”3_7”2”1 Cl)

B B
u3 u3

”1)‘101"'”27” c

2 2’”1}\'lcl+u2}\'2c2

[(cyuy+u e +uyc,) by, —hyc u +(cyu,+u ¢ +u,c,)hy,—hyc u,,
—hyc uy (e uy+u e +u, )by, —hc u,,—uy Ao+ (c uy+u e tu,c)h
, U, 7“3 ¢,

> OC :=simplify (KC[1..4,1]/KC[4,1]);
0

0
ocC =
0
1
> El1C:=simplify (KC[1..4,2]/KC[4,2]);
81



EIC =

A (cyuy+u,c,

Ay (—c u +c u,+u c +u,c,)

hycyu,

Ay(—c,u +c uy+u ¢ +u,c,

u, (A, c, u, +A u,c,—uyh,c,)
My (—cu e u,+u ¢ +u,c,)u,

1

> UlC:=simplify (KC[1l..4,3]/KC[4,3]);

UiC =

> E2C:=simplify(K(;[1. .4,4]1/KC[4,4]);

E2C =

> U2C:=simplify (KC[1..4,5]/KC[4,5]);

v2cC

7‘1 (c3 u, +u, Cz)

7»3 c,u,
7‘2 )

A

36

klc3 M3+7\,1 uzcz—uzkzc2
k3 c, u,

1

Ay,

My (—c,u,+c uy+u ¢ +u,c,)

Ay (cyu,+u c)

Ay (—c u,+eju,+u e +u,c))

u, (”1 }“101 _7“2 G ”3_7‘2 u Cl)

Ay (e u, +e u,+u e +u,c)u,

1

}‘1 ‘

X3 ¢,

7“2 (c3 u, +u, cl)

= 7»3 c, U,

ul}\'lcl_}\’zc3u3_7\‘2u1 ¢

7\.3041/[

1

3

> E3C:=simplify (KC[1..4,6]/KC[4,6]);
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u, 9“1 ¢

Ay (-uyc,+c u+u ¢ +u,c,

Uy, c,

E3C:=| A (-uyjc,+cyu,+u c +u,c))

u, 7»1 ¢, tu, 7»2 c,

My (—uyc,+cju,+u e +u,c))

1
> U3C:=simplify (KC[1..4,7] /KC[4,7]);
[ 7‘101 ]
7»3 ¢,
Ay,
U3C = A, e,

u, 7‘1 ¢, +u, 7“2 c,

uy k3 ¢,

1

A Szabdé tétel bal oldala, x koordinatakra

> e2f2x:=simplify ((OC[1]-E2C[1])/(E2C[1]-U2C[1]));
c, u
e2f2x :=— 12

C3u3+u101+u20

2

> e3f3x:=simplify((OC[1]-E3C[1])/(E3C[1]-U3CI[1]));
c, u
e3f3x :=— L

C3u3+u101+u20

2

>bo:=simplify((e2f2x/e3£3x)*2) ;

A tétel jobboldala

> tg2:=simplify (Transpose (U2C-U3C) . (U2C-U1C)) ;

3 2 2 2
1g2 ==, (cyu+u ¢ +u,c,)(=hu, c;—hyu, u ¢, —hyu, uyc,+u, u k c
2 2 2 3 3 2 2 2 2
—uy, hycu,—u, hyu cotu, hciu,tu, o, —u, kzcz)/(k3 c, u, u,
)
> tg3:=simplify (Transpose (U3C-U2C) . (U3C-U1CQC)) ;

1
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2
7‘1 (c3 u, +u ¢ +u, cz) 7»2

1g3 =
>jo:=simplify (tg3/tg2) ;

2
Z42 }Ll

Jo == 2 2 2
—k2u3 +u, kl—uz 7‘2

>eq:=simplify (bo-jo) ;

2 2 2 2 2
eq'=u2 (A u, +u, A —u, hy+h u, )
‘ 2 2 2 2
u, (_7‘2 u, +u, 7‘1_”2 7»2)
> factor(-lambda[2] *u[3]*2+u[2]*2*1lambda[l] -

u[2]*2*lambda[2]+lambda[1] *u[3]*2)=0;

2 2
(u, +uy )(A, —1,)=0

Amibol ) =X, =0

Oszlopcsere B-ben, majd az el6zdeknek megfeleléen

> B:=Matrix (4,4, [<U[3],0,-

U[1] IO>I<OIOIOIU[3]>I<OIU[3] I_U[2] IO>IC]) ’

3 2
B:= 0

U U, G

0 u, 0 ¢,

> Binv:=MatrixInverse (B) ;
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i cu,+u,c, c u, ¢,
(cu,+u c +u,c))u, _(c3u3+ulcl+uzcz)u3 _03u3+u1c1+u2c2
B c,u, B c, U, B ¢,
B o (c3 u, +u ¢ +u, cz)u3 (03 u, +u ¢ +u, cz)u3 cu,tu ¢ tu,c,
c,u, c,u,+u c c,
_(c3u3+u1cl+uzcz)u3 (c3u3+ulc1+uzc2)u3 _c3u3+ulcl+u2cz
u u, Uy
cu,tu ¢ tu,c, cu,tu ¢ tu,c, c,uytu ¢ tu,c,
> A:=simplify (B.AH.Binv) ;
A=
A (cyu,+u,c,) Aoc u, u, A, ¢
c3u3+ulcl+u262’_c3u tu c tu,c, _c3u3+ulcl+uzc >0
i Ay, u, Ay (cyu,+u c) U, hy C, 0
— - b

b b
Cu,tu ¢ tu,c,’ cutu e tuyc,’ cu,tu ¢ tu,c,
u (A cuy+hu,c,—uyhyc,) u,(u hjc —hyciu,—hu c)

9
(c3 u, +u, cl+uzc2)u3 (03 u, +u, cl+uzcz)u3

u, 7»1 ¢, +u, k3 ¢,

9
c3u3+ul CI+M202

7“2 cu, 7“2 c, U, u, k2 ¢,

b b
c3u3+ulcl+uzcz c3u3+ulcl+uzcz

>T2
c3u3+u1 c1+u202

>A:=simplify ((U[1]*C[1]+u[2]*C[2]+u[3]*C[3])*A) ;

A=
(A, (cyuy+u,c)), =k ¢ u,,—u; A c ,0]
[Aycyu ,h(cyuy+u ¢ ), —u; A c,,0]
u (A cuy+h u,c,—uyhycy) u,(u hjc —hyciu,—hu c))
- u, ’ u, ’
u, k ¢, tu k3c2,0
(A, c,u =k, c uy,—u,h,c,,h,(c;u,+u ¢ +u,c,)]
> KC:=A.K;
KC =

(0,0, (cyuy+u,c,), A (cyuy+u,c,),—h ¢ uy,—h c u,,—u, A c ,—uk c]

29
[0,—A,cyu ,—h,c,u ,7»3(031/13+u1 cl),K3(c3u3+ul ¢,),—uyhyc,,—u hyc,]
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0 u, (Kl c3u3+klu202—uzk302 u, (7»1 c3u3+7»1u202—u27»302
b 9 b
Uy Uy
u, (ul }‘1 ¢ _}”3 Cy u3—k3 u cl) u, (ul }‘1 ¢ _}‘3 Cs Uy _7‘3 U Cl)

u ’ u ’
3 3

ulklcl+u2k3cz,ulklcl+u2k3cz

(A, (cyuy+u ¢ +u,c,),—hyc u +h, (cyu,+u ¢ +u,c,),—h,cou,
“Ayc u, +h, (cuy+u ¢ +u,c,),—h,cu,,—u b, +h, (c;u,+u ¢ +u,c,

, U 7»2 ¢,

> OC :=simplify(KC[1l..4,1]/KC[4,1]);
0

ocC =

—_— o O

> E1C:=simplify (KC[1..4,2]/KC[4,2]);
[ A (cyuy+u,c,)

Ay, (—c u +cju,+u ¢ +u,c,)
hye
EIC = My (—c,u +c u,+u ¢ +u,c,)

u (A cyu,+h u,c,—u, hyc,)
Ay(—c,u +c u,+u ¢ +u,c,)u,
i 1

> UlC:=simplify(KC[1l..4,3]/KC[4,3]);
i 7\.1 (c3 u, +u, Cz)

Kz c,u,
7‘3 )

UiC = AC

274

ch3u3+K1uzcz—u2K3cz

kzc4u

1

3

> E2C:=simplify (KC[1l..4,4]/KC[4,4]);
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}“1 ¢t

Ay (—c,u,+c u,+u ¢ +u,c

2
7»3 (03 u, +u, C1)

E2C:=| A, (—cju,+cyu,+u c +u,c,

u, (uy by, —hycyu,—hu c)

Ay (—c,u,+c,u,+u ¢ +u,c,)u,

1

> U2C:=simplify (KC[1..4,5] /KC[4,5]);

>\'1 €

AC

2%
k3 (c3 u, +u, cl)

U2C = 7»2 c,u,

ulklc —k3c3u3—k3ul ¢,

}‘2 c, Uy

1

> E3C:=simplify (KC[1..4,6]/KC[4,6]);
i u3 7\'1 cl

1

M (muye +c uy+u ¢ +u,c,)
Uy hy
E3C:=| A, (-uyc,+cu,+u c +u,c,)

u, 7“1 ¢, +u, 7L3 c,

A, (-uyc,+c u,+u e +u,c))

1

> U3C:=simplify (KC[1..4,7]/KC[4,7]);
: - )
171

7“2 ¢,

}\’3 C2
U3C := h,c,

u, 7»1 ¢, tu, k3 c,

u, 7‘2 ¢,

1

> e2f2x:=simplify((OC[1]-E2C[1])/(E2C[1]-U2C[1]));

c, u
e2f2x =— 12

c3u3+ul Cl+M202

> e3f3x:=simplify((OC[1]-E3C[1])/(E3C[1]-U3C[1]))
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C41/l3
c3u3+u1 Cl+u20

e3f3x ==—

2

>bo:=simplify ( (e2f2x/e3£3x)*2) ;

> tg2:=simplify (Transpose (U2C-U3C) . (U2C-U1CQC)) ;

3 2 2 2
182 =—(cyuy+u c ru,c,) A (“hyuy co—hjuy uyc —hyju, u, ¢, +u, u h c
2 2 2 3 3 2 2 2 2

—uy, hycuy—u, hyu cotu, hAcu,tu, o, —u, X3c2)///(k2 c, u, u,

)
> tg3:=simplify (Transpose (U3C-U2C) . (U3C-U1CQ)) ;

3

2
7‘1 (c3 u, +u c +u, cz) 7»3

1g3 =

2. 2 2
u, 7“2 ¢,
> jo:=simplify (tg3/tg2) ;
2
o= u, 7‘1
. 2 2 2
—X3 u, +u, kl—uz X3
>eq:=simplify (bo-jo) ;
2 2 2 2 2
:u2 (—k}u3 +u, Xl—uz k3+k1u3 )

eq - 2 2 2 2
u, (“Ayu, +u, A —u, L)
> factor(-lambda[3]*u[3]*2+u[2]*2*1lambda[l] -

u[2]*2*lambda[3]+lambda[1l] *u[3]*2)=0;

2 2
(u, +uy ) (A, ~2)=0

Szabé tétel bizonyitasa ha a transzformacié matrixa
kvazidiagonalis

(két komplex-konjugalt sajatérték)
88



> restart;

> with (LinearAlgebra) :
L:=Vector (4,symbol=lambda) ;L[4] :=0;
=
1

A centralaxonometria alapmatrixa
> AH 1= Matrix (4,4, [<L[1] ,beta,0,0>,<-
beta,Lnf[1],0,0>,<0,0,L[3],0>,<0,0,0,0>]) ;Eigenvectors (AH

) ;

A, B 0 0]
A0 0

am=| >
0 0 &, 0
0 0 0 0
B 0 0
A=BIl{1 1 00
A 00 1 0
o |00

U: képsik az origén at, C:centrum

U:=Vector (4,symbol=u) ;C:=Vector (4,symbol=c) ;U[1] :=1;C[4

1:=1;
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ha ul<>0,

4t :U[4]=0

azaz a képsik nem parhuzamos x-vel B=B1, origon

> B:=Matrix (4,4, [<-U[2],1,0,0>,<-

v[(sj,o,1,0>,<0,0,0,1>,CJ]) ;

—u, —u, 0 ¢
1 0 O c,
B =
0 1 0 ¢
3
0 0 1 1
> Binv:=MatrixInverse (B) ;
c, c uy u,c, 0
Cu,+e,u,+c cu,+e u, Cu,+e, U+
¢ cu, c,u,+c 0
. cu,+eyu,+c cu,+c,u,+c cu,+eyu,+c
Binv =
1 u, Uy |
Cu,+e,u,+c C U, +e,u, C U, +e U+
1 u, Uy 0
_c3u3+czu2+cl cyu+c,u,+c cyu +c,u,+c |

A transzformacidés matrix B bazisban

> A:=simplify (B.AH.Binv) ;
A:

Meu,+Buyc,—PBeyu,+h cyu

3

2 2
”27‘101+”3 Bc3+u3[301+c3u2 B
9

c

3u3+c2u2+cl

2 2
u, c2[3+u2 [3cz+uz[301—u37»lc1

!

_7‘1 cz+[303

M3+Czl/lz+cl

b

,0

c

31/l3+6‘2u2+6’1

klc3u3+klcl+ﬁc3u2 7V1“302+BC2“2+[301

2

6‘3 u3+czu2+cl
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b

B Bcz+7‘103 Bc3u3+Bcl—klcsu2 5”362_7‘102“2_7“101 0}
b

5
i C3M3+Czl/l2+cl C3u3+C2U2+Cl C3U3+C2u2+cl
}\'3 7\431/[2 7\431/[3 A
- [ s 5
3
i C3u3+C2u2+Cl C3u3+czu2+cl C3u3+C2u2+Cl

A transzformacidés matrix egyszeridbb alakban

>A:=simplify ((U[1]*C[1]+u[2]*C[2]+u[3]*C[3])*A);

A

A

>

2 2
(A cyuy+Buyc,=PBeju,+h couy,—uyhjc,—u, Be,—u,pe—cou, B,
2 2

u, ¢,B+u, pe,+u,Be —u k¢ ,0]

[, c,+Bey, A cqu,+h e +Beyu,,—huc,~Bc,u,—Bc ,0]
[Be,=A ey, Beyu,+Be —h cu,,Bu,c,+h c,u,+h ¢ ,0]

[y, —Ayuy,—hyu,, (cyu, +c,u,+¢ ) A,]

térbeli alakzat origédja, egységpontjai,

végtelentavoli pontjai

K:=Matrix(4,7,[<0,0,0,1>,<1,0,0,1>,<1,0,0,0>,<0,1,0,1>,

<0,1,0,0>,<0,0,1,1>,<0,0,1,0>]);

01 100O0O0
K'=0 001100
1000 00 I 1

1101 010

A centraaxonometrikus alap alakzat eldallitéasa

> KC=4.K
KC =

[0,7»1czu2+Bu3cz—BC3u2+klc3u3,klczu2+[3u302—Bc3u2+7»103u3,
2 2 2 2
_”27“101_”3 B6’3_143[301_03”2 ’_”2}‘161_”3 Bc3—u3[3cl—c3u2 P,
2 2 2 2
u, 02B+u2 Bcz+uzﬁcl—u3klcl,u3 02[3+u2 Bcz+uzﬁcl—u3klcl]
[0,—%1cz+BC3,—klcz+Bc3,klc3u3+klcl+Bc3u2,klc3u3+klcl+Bc3u2,
_}“1“362_602”2_[301’_}‘1”302_[302”2_861]

[0,-Bec,—A,c;,Be,—A ¢

. 3,Bc3u3+[301—klc3u2,Bc3u3+Bcl—ch3u

2 3
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u,+h ¢l

—Bu3cz+chzu2+chl,—Bu3cz+k1 c,u,
[(c3 u3+czu2+cl)k3,—X3+(c3u3+czu2+cl)k3, 7»3,
—hyuy+(cquy+e uy+e ) hy,—Ayuy,—hu +(c;uy+cu,+c )y, —h,u]

> OC :=simplify(KC[1l..4,1]/KC[4,1]);
0

0
ocC =

0

1

> E1C:=simplify(KC[1l..4,2]/KC[4,2]);
7»1czu2+Bu3cz—Bc3u2+klc3u3

M (“l+c,u +c,u,+c))
—h, ¢, + P,
My (“l+cyu,+c,u,+c))
Be,+2, ¢
My (=l+cyu,+c,u,+c¢))
1

EIC =

> UlC:=simplify (KC[1. .4,3]/KC[4,3]);
Xlczu2+Bu3cz—Bc3u2+klc3u3

)”3
B —Xl ¢, + B C,
UiC = X3
B ¢, + 7»1 c,
7‘3
1 -

> E2C:=simplify (KC[1..4,4]/KC[4,4]);
r 2 2
uzklcl+u3 [303+u3Bc1+c3u2 B

7»3 (—L12+c3 u3+c2u2+cl)

llc3u3+chl+Bc3u2

E2C = —

C k3( u2+c3u3+czu2+cl)
Bc3u3+Bcl—7L103u2
k3 (—L12+c3 u3+czu2+cl)
1

> U2C:=simplify(KC[1l..4,5]/KC[4,5]);
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_ 5 -
u2klc1+u3 B(:S+u3[3cl+c3u2 B

Ayu,
hcyu,+h e +Beu,

U2C = k3 u,

_Bc3u3+ﬁcl—klc3u2

Ay,

> E3C:=simplify(KC[1..4,6] /KC[4,6]);

2 2
u, 62B+u2 Bcz+uchl—u3klc1

My (muy+c u +c,u,+c))

Klu3cz+BCZu2+Bcl

E3C = _x3(—u3+c3u3+c2u2+c1)

B”302_7‘102”2_}“101
7»3 (—u3+c3 u, +c, u2+cl)

1

> U3C:=simplify (KC[1..4,7]1/KC[4,7]);

2 2
u, 02[3+u2 Bcz+uchl—u3k1c1

}“3 Uy
7‘1”302+B02”2+B01
U3C = k3 u,

B”scz_xlczuz_klcl
}‘3”3

1

A Szabd tétel bal oldala, x koordinatakra

> e2f2x:=simplify((OC[1]-E2C[1])/(E2C[1]-U2C[1]));
u
2

cyuy e, uy+c

e2f2x :=—

> e3f3x:=simplify ((OC[1]-E3C[1])/ (E3C[1]-U3C[1]));
u
e3f3x =— ’

C3Z/l3+021/l2+cl

>bo:=simplify((e2f2x/e3£3x)*2) ;



A tétel jobboldala

>tg2:=simplify (Transpose (U2C-U3C) . (U2C-U1C)) ;

o 2 3 3, 2 , 2 2 5 2 3 5
182 =(2P A cyuy, u; c;+uy Be +u B +2u; PBeju, ¢ +2u; Biciu,c,

3 3 3 4
2
+2u, B e u, e, +2Bu,hciuy c;+2Bu, hjciuye, +2BA cu, uy g

4

2 2 4 2 3 2 2
+Pu, e uy +2Bu, Ao, +PBA e, uy ug +Puy ke u,

3 2 2 2 2 5 5
tPu, Ay uy +2cu uh e +2cu u, e, +2c u,u, BT tuy k¢

2 3,2 2 2 2 3 4 5 2
2 2 2
tog ug A +2PBuy hjcuy eytes uy BrA2uy Breju, e tuy, P

2 2 4 5 3., 2 2 , 2 2 2 5, 3
+2c,u, cyu, b +2u, Breye +uy Breg uy, vuBre u, tu, Blugc

3
2 3 2
+Bu2 7»1 ¢,

2 2

4 2 s 2, 2 2 2 2
2
+u, B u,c, +BA ¢, u, +2c,uy hoc e, uy ugh

2 2 2 5 2 .5 3 2 2
+2c,u, Boe +e, u, Pru,+2u, Bieu, cz)/(k3 u, u,)

> tg3:=simplify (Transpose (U3C-U2C) . (U3C-U1C)) ;

4 3 3
g3 =(2Pu, hc,c;=2Bu, hciu,c +u, B2cl +c u, B +u, B2 c

2

2 3.2 2 2 3 2 2 4
2 2 2
to, u, A +u, koo +uy, Bie, ug +2u, Be,c +u, P c1 u,

4 5 2 2 5 2 3 3 2 2 5 2 2,
+u, B Cy U, tu, B cy U, —Bu3 klcl —Bklc3 u, +c; u, B u,

2 2 2 2 2, 2 3
2
+2c,u, Bre +ey uy uyh +2c,u, hoe,=2Buyh ciu, c,

—2[3u3 cukc—ZBu c, U, Kc Bu3c22u47» -BA, czu3u2

3 2

2
2 2
+2c3u3u2 Be,+2c uyu, B e, +2c,u, k| 2u2 *Loec u3u2k

5., 2 2 5 2 2 2
+u, BT, +2u, P u, ¢, —2Pu, 7»10103u2 _6”37‘101 u,

2 2 3
2
u, A +2u,Bcu, c

4 3 3
2 2
+2u, Breu,c;+2u, Piciuye,—Bu,y c ;G

2 5 3 2 2
+2u, B7c,u, c3)/(7»3 u, u,)

2

>jo:=simplify (tg3/tg2) ;

3.0 5 2 3 2 , 2

:uz(u2 B +u2[3 +uzk1 —Bu3 kl—Bu3klu2 +u2[3 u3)
, 2 3 5 5 3 2 2

(u3[3 u, +u, B +u3B +[3u2 Kl+u3k1 +Bu2klu3 )u3

>eq:=factor (simplify (bo-jo));
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2
2 2
uzﬁkl(uz +u, )

eq =

2 , 2 3 5 ) 3 2 2
u, (u3[3 u, +u, B +u3[3 +Bu2 7‘1"’”37‘1 +Bu2klu3)

Amibs1 B =0

95



Irodalomjegyzék

[BRAS86] Brauner H: Lineare Abbildungen aus euklidischen Raumen. Beitr.

Algebra u. Geometrie 21, 5-26, 1986

[CSET47] H. ®&. YerBepyxwH, Bompocbkl coBpeMEHHON HauyeTaTeITbHOU

reometpun, Mocksa, C6. Crareii, 334. 0., 1947

[DRS57] Drs L., V zakladni vete centralni axonometrie. Casopis pro pestovanim-

tematiky, roc. 82, 1957. 165-173

[DURO3] L- Diir: An algebric Equation for Central Projection. J. Geometry

Graphics 7, 137-143, 2003

[HAV96] H. Havlicsek: On the Matrices of Central linear Mappings. Math.

Bohem, 121,151-156 1996

[HOF97] Hoffman Miklds: On the Theorems of Central Axonometry, Journal for

Geometry and Graphics, Volume 1, (1997) No2 , 151-155

[JUH9S] Juhasz Imre: Szamitogépi geometria és grafika, Miskolci Egyetemi

Kiado, Miskolc, 1993., 1995

[KRU10] Kruppa, E.:Zur achsonometrischen Methode der darstellenden
Geometrie,

Sb. Akad Wiss. Wien (math.-nat. K1.) 119 (1910), 487-506

[KRU23] Miiller, E.,und E. Kruppa: Vorlesungen tiber darstellende Geometrie, I.
Bd.:

E Kruppa: Die linearen Abbildungen, Wien, (1923), S.183.

[MOL95] Pal Ledneczky and Emil Molnar: Projective geometry in ingineering,

Periodika Polytechnika Ser. Mech. Eng., Vol 39. No. 1, 43-60, 1995
96



[RP74] Rézsa Pal: Linedaris algebra és alkalmazasai, 1974

[STA95] H. Stachel: Zur Kennenzeichnung der Zentralprojectionen nach H.

Havlicek, Technical Report Nr. 19., 1995

[STA04] H. Stachel: On Arne Diir’s Equation Concerning Central Axonometries,

J. Geometry Graphics 8, 215-224, 2004

[STI38] Stiefel, E.:Zum satz von Pohlke. Comment. Math.Helv. 10(1938), 208-

225

[STI71] Stiefel, E, Lehrbuch der darstellenden Geometrie, I. Bd. , 3 Aufl. Basel,

Stuttgart, (1971)

[SZJ78] Szabo Jozset: Az Eckhart-féle 6sszemetszési eljaras egy altalanositasa €s

annak komputergrafikai alkalmazasa, kandidatusi értekezés, 1978

[SZJ94] J. Szabo, H.Stachel, H. Vogel: Ein Satz tiber die Zentralaxonometrie.
Sitzungsber., Abt. II, osterr. Akad. Wiss., Math.-Naturw. K1. 203, 3-11

(1994)

[SZJ95] Szabd Jozsef: Eine analitische Bedingung dafiir, daf eine

Zentralaxonometrie Zentralprojection ist. Publ. Math., 1995

97



Publikaciok és eloadasok

Publikaciok

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

A ciklografikus leképezés két altalanositasarol

1979,KLTE (egyetemi elsddijas palyamunka)

Masodrend feliiletek abrazolasa és sikmetszése szamitastechnikai
eszkozokkel.

TDK-dolgozat, 1979 KLTE

Masodrendii feliiletek abrazolasa és sikmetszése szamitastechnikai
eszkozokkel.

XV. OTDK nivédijas palyamunkai III. kotet 520. old ,1982.

Masodrendii feliiletek abrazolasa és athatasa szdmitastechnikai eszkozokkel.
Doktori értekezés, KLLTE,1984.,64 oldal

Description of second order surfaces by devives of computer geometry.
Rostocker Informatik-Berichte, Heft 2 ,105-109, 1985.

A ciklografikus leképezés két altalanositasarol.

Acta academiae Pedagogicae Nyiregyhaziensis Tom. 11/¢,57-75,1988
Visibility of convex polyhedras

Bull. Appl. Math. 50, No.576, 237-243 (1988)

[ZB:659.52001]

Hidden line problem in the case of a body consisting of two convex
polihedra

Rostocker Informatik-Berichte, Heft 8 , 84-87, 1989.

Description and plane section of certain rotation surfaces

Studientexte Computergeometrie,Heft 109/90 Teil3,166-174,1990
Forgasfeliiletek abrazolasa

Acta academiae Pedagogicae Nyiregyhaziensis Tom. 12/d, 85-91, 1990.
Desription of special SNAKE surfaces.

Acta academiae Pedagogicae Nyiregyhaziensis Tom. 12/d, 91-97, 1990.
Desription of special SNAKE surfaces.

Konstruktive Geometrie Vortragssammlung, 143-148, 1990

A visibility algorithm for a collection of convex polyhedra.

Acta academiae Pedagogicae Nyiregyhdziensis Tom. 13/d, 109-112, 1992
[ZB:881.68119]

Centralaxonometric Mapping in Computer-graphics.

Geometria i grafika in inzynierska z. 1, Gliwice, 37-44, 1996

Hidden Surface and Shading Problem for special Bodies.

7™ International Conference on Engineering Computer Graphics and
Descriptive Geometry Prceedings, 192-194, 1996

[19990500033 CompuTec]

A komputergrafikai tantargyak oktatasi koncepcidi €s tantargyi tematikai a
KLTE-n. (Grundprinzip fiir Unterricht und Themenkreise der
Computergraphik an der KLTE) (Szab¢ J, Schwarcz T. Hoffmann M.,
Ledeczky G., Sulyok P., Varady L.) Proc. Informatika a Fels6oktatasban '96
U

Networkshop '96; Debrecen, 1996. ISBN 963 0470 27 6. 1. kotet 662-664.
old.

98



17. Bitmap transformation based on projective invariants
Geometria 1 grafika in inzynierska z. 2, Gliwice, 15-23, 1998
(Tornai Rébert tarsszerzovel)

18. Bitmap Transformations
4rd International Conference on Applied Informatics. Eger-Noszvaj
(Hungary), 169-178., 1999
(Tornai Rébert tarsszerzovel)

» Hermite curves with given curveture —Kéziratban, 2005
» Degenerated linear transformations and central projection- Elokésziiletben,
2006

Szakmaspecifikus alkotasok

o 2d-s modellezést lehetdvé tévo rajzold szoftver fejlesztése. 1999

o Dinamikus modellezést lehetévé tévo 2d-s rajzold szoftver
fejlesztése. 2004

o Altalasnos lekérdezémodul fejlesztése Firebird adatbazis-motorhoz
2005

Eloadasok

1. Description of second order surfaces by devives of computer geometry,
DIGRA 84, 1984, Rostock

2. HiddenLine Problem in the case of a body consisting of two convex
polyhedral, DIGRA 88, 1988

3. Description and plane section of certain rotation surfaces, TU Dresden,
Computergeometrie, 1990, Gausig

4. Desription of special SNAKE surfaces, Konstruktive geometrie, 1990,
Debrecen

5. About the STEINER-Relationship. 7. ungarish-osterreiches Geometrie-
Symposium, 1992,Seggauberg

6. Eine Verallgemeinerung der Zyklographhie, Welttagung iiber Geometrie,
1995, Seggauberg

7. Hidden Surface and shading Problem for special Bodies, 7. ICECGDG,
1996 Cracow

8. Bitmap Transformations based on projective invarants, Geometria [
Komputer, 1997, Wisla

9. Efficiency Concideration for Ray Tracing, 3. ICAI, 1997, Eger

10. Projective Geometrie sotfwer. SDG, 2000,Drezda

11. Bitmap Transformations, 4. ICAI, 1999, Eger

12. Imaginary Elements in Projective Geometry, TU Miinchen, 2000,
Miinchen

13. Imaginary Elements in Projective Geometry, 5. ICAI 2001, Eger

99



14.
15.
16.
17.
18.

19.

3D reconstruction of coronary ,Vienna University of
Technology,Department of Geometry, 2002 méjus

Central axonometric mapping in computergraphics. Geometria I Komputer,
2003, Wisla

Central axonometric mapping in computergraphics.SDG, 2003, Drezda
Central axonometric mapping in computergraphics. 6. ICAI, 2004, Eger
Central axonometric mapping, Konstruktiv Geometria, 2005,
Balatonfoldvar

Centralaxonometrikus leképezés komputergrafikai alkalmazasa, 2005,
Gyires Béla Informatikai Napok

100



A centralaxonometrikus leképezés és

komputergrafikai alkalmazasa

Ertekezés a doktori (Ph.D.) fokozat megszerzése érdekében
a Matematika és Szamitastudomanyok tudomanyagban
frta: Dr. Schwarcz Tibor
okleveles matematika-abrazologeometria szakos tanar
Késziilt a Debreceni Egyetem Matematika és Szamitastudomanyok

Doktori Iskolaja (Informatika programja) keretében.

Témavezetd: Dr. Szabo Jozsef

A doktori szigorlati bizottsag:

elnok: Dr.Maksa Gyula  .....................
tartalék elnok: Dr.Lajk6 Karoly — .....................
tagok: Dr. Hoffman Miklés .....................

Dr. Kozma Laszl6 .....................
tartalék tagok: Dr. SzilvasiMarta .....................

Dr. Bacs6é Sandor ... ...

A doktori szigorlat idopontja: 2006.01.12

Az értekezés birdloi:

Dr. Nagy Péter
Dr. Molndr Emil ...
tartalék biralo: Dr. Temesvari Agota. .. ..................

A biraldbizottsag:

elnok: Dr. Araté Matyas ...

tartalék elnok: Dr. Sztrik Janos ...

tagok: Dr. Fazekas Gdbor ... ... L
Dr. Varterész Magdolna ~ .....................
Dr. Juhdsz Imre ...
Szilvasi Marta ...

tartalék tagok: Dr. Kuki Attila ..

Dr. Kovacs Emé6d ..

Az értekezés védésének idopontja: 2006. . ...........

101



