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1. Bevezetés

Ebben a disszertacioban bemutatott kutatast 16 évnyi gimndziumi matematikatanitas
tanari tapasztalatai inspiraltak. Kezdeti véletlenszerii felfedezéseimet, késobb tudatos
megfigyelések, majd a doktori iskoldban eltdltott évek alatt megismert szakirodalom, végiil
pedagogiai kisérletek tamasztottak ala. Ilyen megfigyelésem volt, hogy a legtobb téma pusztan
a ,,szamok kicserélésével” torténd gyakoroltatasa egy id6 utan nem visz elébbre. Hany diakkal
érhettem volna hamarabb célhoz, ha mar palydm kezdetén magaménak tudhattam volna Revuz

gondolatat, miszerint

,,A tanitds kezdeti idoszakaban lehet a legsulyosabb szinte jovatehetetlen karokat
okozni azzal, hogy a valodi megértést a tanultak mechanikus gyakoroltatasaval

potoljak”. (Revuz 1973, p. 14.)

Miutan a szolgai begyakorlas helyett, immar igyekeztem valtozatos feladatokkal, tobb
problémaszituaciot alkotva gyakoroltatni példaul az azonos alapu hatvanyok szorzasat, egyszer
a kovetkezd feladatot tliztem ki: Végezziik el a miiveletet: 31+ 3% -33-.... 31901 Tsbb didk
egyszerre kialtott fel: Gauss médszer, majd helyesen oldottak meg a feladatot. Azéta minden
évben megprobalom ezt kilencedikeseknél, s hosszabb-révidebb ravezetés utan, ugyanez a
szituacio ismétlodik meg. Arra gondoltam, hogy bar fizika tudasom nagyon alapszintii, mégis
emlékszem Archimédesz torvényére, hiszen az utcan mezteleniil kiabalva rohan6 tudosrol sz61o
torténet orokre emlékezetembe vés6dott, s — mintegy velejardként — a tételt is megjegyeztem.
Ugyanezt élhették at azok a diakok, akik szamara a ,.kis Gauss torténete” egy modszer hosszi
tdvl memoriaba torténd rogziilését segitette.

A kérdés adta magat: van-e mas olyan torténet, amivel egy matematikai tételnél néhany
didk esetében hasonld hatést érhetnénk el? Matematikatorténeti konyveket olvasva gyiijtottem
mindent, ami a gimnaziumi tananyaghoz kapcsolddott. Olvasmanyaim soran feltiint, hogy a
matematikat népszeriisiteni kivandé konyvek (pl. Simon Singht6l A Nagy Fermat-sejtés)
rengeteg matematikatorténeti vonatkozast tartalmaznak, azaz masok is tigy gondolhattak, hogy
a matematikatorténet vonzova és érdekesebbé tudja tenni ezt a tantargyat. Az ordkra egyre
tobbszor bevitt, néhany masodpercet igénybe vevé megjegyzések (pl. ,,a differencialhanyadost
eleink kiilzeléki hanylatnak nevezték™) felkeltették a diakok érdeklédését, s érezhet6en oldani

tudtak a néha unalmasnak hat6 o6rak hangulatat. Van kollégam, aki minden 6ran elmond egy-
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egy viccet, van, aki az asztal tetejére maszva probalja egy fontos részre felhivni a figyelmet,
van, aki szamitogéppel probal szines és villogd animaciokat Kivetiteni. A matematikatorténet
az asztalmaszasnal kevesebb faradtsaggal jard, miikodd informatikai eszk6zt nem igénylo,
ugyanakkor tobblet tartalommal bird pedagogiai eszkdzként épiilt be tanari kelléktaramba. Nem
egyetlen ¢€s kizarolagos, s bizonyara nem minden diaknal azonos pozitiv hatast elérd eszkdzrol
van szo. Illyen valdsziniileg nem is létezik.

E felismerés 6rome arra késztetett, hogy beszamoljak rola kdzvetlen kollégdimnak és
matematikat tanité ismerdseimnek, akik egymastol fliggetleniil ugyanazt mondtak: heti 22-26
tanitasi 6ra mellett, nincs idejiik és energiajuk elolvasni és kijegyzetelni egy 200-300 oldalas
konyvet azért, hogy egy-két mondatot mondjanak beldle el egy matematikadran. EImondott
példaimat a beszélgetések soran a legtobben felirtdk egy papirra, hogy el ne felejtsék, ami
egyértelmiien mutatta szamomra, hogy ezeket a kollégak is érdekesnek és a tanitasba
beépithetdnek érezték. Ugyanakkor a fentebb emlitett érv arrdl is meggydzott, hogy akarmilyen
szépen megirt kronologikusan felépitett, vagy egy-egy személy életmiivét bemutatd
matematikatorténeti miivet adnék a legtobb tanar ismer6som kezébe, annak a mindennapok
tanitasi oOrdira kevés kihatasa lenne. Ezért gy gondoltam, hogy a felépités modjan kell
valtoztatni, s a tananyag felépitési logikdjat kovetve, a tandraba vald beépithetdséget
figyelembe véve kell 1étrehozni egy matematikatorténeti segédanyagot.

Szendrei Janos a matematikaoktatassal kapcsolatos kutatds eredményeinek
rendszerezésekor megemliti a ,, gyakorlati hatékonysdagot novelé kategoriat”, amelyhez
szerinte azok a tananyagfejlesztések tartoznak, amelyet a gyakorld tanarok mindennapi
munkajukba be tudnak épiteni, s amely segit nekik jobban megismerni azt a tananyagot, amit
tanitanak (Szendrei Janos, 1993).

Ez a disszertacio egy ilyen kutatasi eredményt kivan bemutatni. Idészeriliségét az adja,
hogy az elmult évtizedekben a matematikatorténet szerepe jelentdsen megndtt a hazai
kozoktatasban. Példaul a 2017. januar 1-t6l érvényes érettségi vizsgakdvetelmény szerint az
emelt szintli szobeli érettségin a vizsgadzo ismertetheti az adott témakor matematikatorténeti
vonatkozasait. Igy azok a tanarok, akik a matematikatorténetben nem jartasak, komoly
problémaval néztek szembe a vizsgaztatds vagy a vizsgara valo felkészités soran. Szamukra is
hasznalhatdo példat szeretem volna adni arra, hogy mit, mikor s hogyan Iehet
matematikatorténetbdl tanitani magyarorszagi matematikaorakon.

Kutatasom elsddlegesen a kozoktatast érettségi vizsgaval befejezni kivand, legfoképpen
nappali tagozatos gimnazista didkok matematika tananyagat célozta meg. Felmeriilhet a kérdés,

hogy miért éppen 6k? A valasz tobb dsszetevoji:
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- azilyen didk a kozépiskolai évei alatt végig tanul matematikat;

- matematikatudast tekintve ez a legszélesebb réteg (hiszen ugyanugy ide tartozik a

matematika tagozatos didkolimpikon és a miivészeti Szakgimnazista is);

- ¢ széles spektrum ellenére a matematika érettségi vizsga egységes kimeneteli

kovetelményként jelenik meg;

- ezt aréteget ismerem a legjobban, mindennapi munkam soran veliik talalkozom.

A disszertacid a kovetkezOképpen épiil fel. Eldszor a matematikatorténet oktatasba
torténd beépitésével kapcsolatos fobb kutatasok torténetét, és a dolgozat elméleti hatterét, majd
Kicsit részletesebben a matematikatorténet hazai kozoktatasi rendszerbe torténd beépiilését
foglaltam 0ssze. A kovetkezd rész a segédanyag elkészitésének kapcsan felmeriilé kérdések
tisztazasat tartalmazza. Milyen elvek mentén, mit tartalmazva ¢épiiljon fel a segédanyag? Mi
lehet az egyes tananyagtartalmak célja? Milyen formaban illeszthetd be a tanitasi 6raba? A
kovetkezd rész ezen altalanos elvek megvalosulasaként elkészitett segédanyag bemutatasarol
szol. Itt annak csak a bevezetd algebra és szamelmélettel® kapcsolatos részét kozlom, mivel a
kiprobalasi kisérletek is erre vonatkoztak. A segédanyag tobbi tananyaghoz kapcsolodo
tartalmanak egyes részei az el6z6 fejezet példaiban jelennek meg. A kovetkezo részek a kutatasi
kérdések megvalaszolasat lehetévé tevé kiprobalast és felméréseket, majd az ezekbdl
leszlirhetd tanulsagokat és kovetkeztetéseket, valamint a tovabbi kutatasi lehetGségeket

mutatjak be.

1 A kiprobalasok és a felmérések a 2018/19-es és a 2019/20-as tanévben zajlottak, amikor ezek a részek még
kilencedik évfolyam tananyagaban szerepeltek. Az azéta megjelent Nemzeti alaptanterv a szdmelméletet 11-12.
évfolyamhoz rendeli.



2. A nemzetkozi kutatasok attekintése, a dolgozat elméleti
hattere

2.1. A nemzetkozi kutatasok attekintése

A matematikatorténet tjkori kutatasanak kezdeteit Vekerdi Laszlo a XVIII. szazadra teszi.
Mivel azonban a XIX. szazadban a torténeti kutatas elsdsorban a politika- és miivészettorténetre
fokuszalt, igy e fejlodés gyorsan elakadt, s — az idokdzben kikristalyosodott segédtudomanyok
figyelembevételével — csak a XIX. szazad masodik felében indult ujra nagy lendiilettel
(Vekerdi, 1994). Az, hogy ezen kutatasok eredményei az oktatasban felhasznalhatok-e, tobb
pedagogus (pl. Barwell, 1913), filozofus (pl. Bachelard, 1934) és matematikus (pl. Lebesgue)
érdekldését is felkeltette. Kordnak egyik legelismertebb matematikusa?, Henri Poincarré
egyenesen a kovetkezoképp fogalmazott: ,,4 neveld feladata, hogy a gyermek lelkét ujra
vezesse at — néhany allomdsndl gyorsabban, de egyet sem kihagyva — arra, amerre egykor apai
lelke is jart. Ilyesforman a tudomany torténetének kell kalauzunknak lennie. ” (Poincarré, 1889,
p. 159.) David Eugene Smith az 1923-ban megjelent History of Mathematics cimi konyvének
elészavaban mar a matematikatorténet matematikatanar-képzésben, valamint a kozép- és
felsGoktatasban jatszott szerepének fontossagat hangstlyozta.

Az 1960-as évek végétol kezdddden a matematikatorténet matematikatanitasba torténd
beépitésének lehetdsége népszerli kutatasi teriiletté valt. Rengeteg cikk, konyv jelent meg
ebben a témaban. Szamos szerz6 k6zO6s munkajaként, a National Council of Teachers of
Mathematics® altal 1969-ben megjelentetett, s azota tobb kiadast megért Historical Topics for
the Mathematics Classroom e téma kutatasanak fejlodésérdl tanuskodik. E konyv 120 egy-két
oldalas ,,matematikatorténeti kapszulat” tartalmaz, melyeket a szerzOk a matematika fejezetei
koré csoportositva rendszereztek.

E kotet megjelenésének évében alakult meg Parizsban — André Revuz kozremiikodésével —
az els6 Matematikatanitassal Kapcsolatos Kutatasok Intézete (IREM - Institut de Recherche sur
I’Enseignement des Mathématiques), amely azoéta is Osszefogja az oktatas kiilonb6z6 szintjén

egy ,tankeriiletben” dolgoz6 matematikatanarokat. A matematikadidaktikai kutatasok eme

2 Elismertségét mutatja, hogy a Magyar Tudomdany Akadémia &ltal 1902-ben a matematikdban &ttord
eredmények elérésének elismerésére létrehozott Bolyai Janos Nemzetkézi Matematikai dijat els6ként
Poincarrénak itélte oda a Bolyai Bizottsag, amelynek tagjai kozott szerepelt példaul Jean Gaston Darboux és Félix
Klein is.

3 Az Amerikai Egyesiil Allamok matematikatanarainak egyesiilete.
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centrumainak szama azota 36-ra emelkedett. A matematikatorténet kozoktatasban torténd
felhasznalasanak lehetdsége e kutatohelyeken kezdetektdl fogva a vizsgélatok targyat képezte.

1972-ben Exeterben, a masodik matematika tanitasrol rendezett nemzetk6zi kongresszus
(International Congress on Mathematical Education — ICME) alkalmaval 1étrejott egy e témaval
foglalkoz6 nemzetkozi kutatocsoport, The international study group on the relation between
the History and Pedagogy of Mathematics (HPM), amely azdta négyévente nemzetkozi
konferenciat szervez, s évente harom alkalommal publikal®.

A kutatok személyes talalkozasanak ezeken feliil tobb rendszeres nemzetkozi talalkozo és

konferencia is helyet biztosit. Példaul

e Francia tanarkozosségek 1980-as évek eleje 6ta megrendezett talalkozdjabol nétt ki, az
elészor 1993-ban Lyonban megrendezett Europeen Summer University on the
epistemology and history in mathematics education (ESU), melyet elébb altalaban harom,

majd 2010-t61 négyévente rendeznek meg.

e A Bolyai Janos Matematika Tarsulat kezdeményezésére 2000 ota kétévente keriil
megrendezésre a Matematikatorténet és Matematikaoktatas konferencia (History of
Mathematics and Teaching of Mathematics).

E konferenciak létrejotte is mutatja, hogy a matematikatorténet oktatasban vald
felhasznalasanak kutatasa az 1990-es évektdl Gjabb lendiiletet kapott. Tobb kutatd sorakoztatott
fel érveket a matematikatorténet oktatasba torténd beépitése mellett (pl. Fauvel, 1991).

E téma kutatdsanak igazi mérfoldkove a vilag tobb pontjan dolgozé kutatok munkéjat
osszefoglald History in mathematics education — The ICMI Study (Fauvel & van Maanen, 2000)
megjelenése volt, amely azaltal, hogy az addig Osszegyiilt tapasztalatokat, kérdéseket és
kétségeket rendszerezte, a jovobeni kutatasok iranyara is kihatott.

Bar Lefebvre ¢ témat 6sszefoglald cikkében figyelmeztet, hogy ,, minden kategorizilasi
maod kockadzatos és onkényes részeket hordoz” (Lefebvre, 1993, p. 24.) mégis az 1990-es évekre
feler6sodott a miért és hogyan kérdések megvalaszolasara, illetve a valaszok kategorizalasara
valo torekvés. Példaul Fried a Fauvel (1991) altal adott 15 matematikatorténet mellett sz016
érvet a kovetkez6 harom téma koré csoportositotta: (1) a matematika emberibbé tétele; (2) a
matematika érdekesebbé, érthetdbbé, megkozelithetébbé tétele; (3) a problémakba,
problémamegoldasba torténé mélyebb betekintés lehetové tétele (Fried, 2001).

Roy (2006) a matematikatorténet tanoraba torténd beépitésének (a hogyannak) kétféle

modjat ismerteti Oratervekkel ellatva, foglalkozasokra lebontva. Egyfeldl eredeti szovegek

413sd: http://www.clab.edc.uoc.gr/HPM/



http://www.clab.edc.uoc.gr/HPM/

tanulmanyozasaval kapcsolatos tevékenységeket ir le a célok, a sziikséges forrasok, S
modszertani megjegyzések feltiintetésével, masfeldl otleteket ad arra, hogy hogyan lehetne
matematikatorténetet kapcsolni példaul idegen nyelv, foldrajz vagy torténelem és allampolgari
ismeretek orakhoz. Utobbi esetben 6 maga is megjegyzi, hogy ehhez a gyakorlatban a masik
targyat tanitd tanar hathatos tdmogatasara van sziikség.

Jankvist (2009a) e témaban irddott cikke igyekszik kategorizalni a felhasznalt modszereket
(a hogyanokat), s toliik elvalasztva a felhasznalas mellett sz6l16 érveket (a miérteket). A
modszereket harom kategdridba sorolta. Anekdotikus megkozelités, tanuldsi modulokon
keresztiili megkozelités, valamint az integralt torténeti megkozelités. Az els6 leginkabb izolalt
torténetekkel, anekdotakkal probalja megfiiszerezni a matematikatanitast. Ide tartoznak az
elmult évtizedekben tobb magyarorszagi tankdnyv (pl. Sokszinii matematika tankonyvsorozat®,
Ut a tudashoz tankonyvsorozat®) margojan megjelend képek, valamint fejezetek elején vagy
végén taldlhatd torténetek, anekdotdk. A maésodik kategoridba tartozik példaul egy
matematikatorténeti témara épiild probléma hosszabb vizsgalata, tanul6i kutatomunkak és
kiseldadasok elkészitése vagy a Quadrature matematikai magazin allandé rovatat (Textes en
questions) képezd eredeti szovegekkel megfogalmazott matematikai problémak targyaldsa. A
harmadik kategéria egy adott tananyagrészre kiterjed6 matematikai anyag fejlédésének,
alakulasanak bemutatdsat jelenti. A miért kérdésre adott valaszokat két kategdriaba sorolta.
Egyfeldl a tanitast és tanulast segitd motivacids tényezok, masfeldl a ,,matematika lelkét” és
fejlodését megjelenitd eszk6zok, amelyek lehetévé teszik a diak szamara, hogy a matematikara
ne készként kapott dologként tekintsen, amely a maga tokéletességében, axiomatikusan
felépitve ,, szdllt ala az égbol™.

Az ezredfordulot kovetd els6 évtizedben a matematikatortént oktatasba torténd
beemelésével kapcsolatos korabbi kétségek nagyobb figyelmet kaptak. Tobb kutato utal a téma
irant lelkes tanarok nehézségeire (pl. Fried, 2001; Siu, 2007), az empirikus kutatasok szama
novelésének szlikségességére (pl. Jankvist, 2009b), vagy az ilyen tanulmanyok kutatas-

modszertani nehézségeire (pl. Guillemette, 2011).

5 (Kosztolanyi, Kovécs, Pintér, Urban & Vincze, 2020)
6 (Abraham, Kosztolanyiné Nagy & Téth, 2012)



2.2. A Kkutatas modszerének bemutatasa

gy a 2000-es évek elsd két évtizedében e téma legfontosabb kutatasi céljai kozott —a miért
¢s hogyan kérdések megvalaszolasa mellett — a matematikatorténet oktatasba torténd
beépitésének empirikus vizsgalata vetédott fel, amelyhez ez a disszertacio is igyekszik
hozzajarulni. Célunk kettds volt. Egyfeldl 1étrehozni egy, a magyar oktatasi rendszerhez késziilt
matematikatorténeti segédanyagot, masfeldl annak kiprobalasat és hatékonysagat vizsgalni. Ez
az oktatasi segédanyagot létrehozé kutatas annak a kutatasi modszernek a hasznalatat
implikalta, melyet az angol nyelvii szakirodalom educational design researchnek’ nevez. Ezt
magyarul kutatassal tamogatott fejlesztésnek lehetne legbeszédesebben visszaadni, ugyanis ez
a korilirasos megfogalmazas all a legkozelebb az educational design research azon
jellemvonasahoz, miszerint a gyakorlati €s Osszetett oktatdsi problémak megoldasanak
ismétl6do fejlesztése mellett helyet kap a tudomanyos vizsgalat is. E ketts cél érdekében
szisztematikusan és egyidejiileg végzett munka tekintheté az educational design research
legfontosabb jellemzdjének. (McKenney & Revees, 2015)

Az elmult években végzett kutato és fejleszté munkank, valamint e disszertacio felépitése
(Reeves, 2006) altal a design research folyamataként megadott 1épéseket koveti, melyeket

Osszefoglaldan az 1. tablazat szemléltet.

REEVES ALTAL MEGADOTT KUTATO- ES DISSZERTACIOBELI
LEPESEK FEJLESZTOMUNKA MEGJELENESE
a problémak beazonositasa
¢és elemzése kutatok és a segédanyag létrehozasa bevezetés
gyakorlati szakemberek iranti igény felismerése els6 harom fejezet

egyiittes tevékenységével

a segédanyag rendezd

egy prototipus megoldss elveinek megfogalmazasa,

kifejlesztése majd a segédanyag negyedik €s 6todik fejezet
létrehozéasa
, o kutatési kérdések
a megoldas tesztelése és . h . 4
finomitasa a gyakorlatban megfogalmazasa atodik, hete(_hk €s
a segédanyag kiprobalasa, nyolcadik fejezet

ismétlddo ciklusokkal A S
ismetlods javitasa, 0jboli kiprobalasa

visszacsatolas a
tervfejlesztési elvek
megalkotasahoz, a megoldas
gyakorlatban torténd
altalanositasa

a kutatasi kérdések
megvalaszolasa, tovabbi
fejlesztési lehetdségek
megfogalmazasa

kilencedik fejezet

1. tablazat

7 A design research 2003-2004-ben valt altaldnosan ismertté féleg az Educational Researcher és a Learning
Sciences folydiratokban megjelent cikkek nyoman.



3. A matematikatorténet beépiilése a magyar iskolai
gyakorlatba

3.1. Bevezetés

Az elmult évtizedekben végbemend hazai valtozasok a matematikatorténet
kozoktatasban valdo megjelenését, szerepének felértékelddését is magukkal hoztak. Szénassy
Barna, a matematikatorténet egyik legnagyobb magyarorszagi szaktekintélye a rendszervaltas

¢veiben igy foglalta 6ssze az akkori helyzetet.

., Megitélésem szerint a matematikatorténet szerepe az utolso két-harom évtizedben
minden oktatdsi intézményiinkben jelentésen novekedett. Az dltalanos és
kozépiskolaban a tankényvek, szakkori fiizetek és folydiratok nyujtanak segitséget
a tanaroknak, és a tanuloifjusagot is érdeklik ezek az irasok, tanulmanyok. Egy-egy
alkalmas helyre beillesztett matematikatorténeti adat nagymértékben élénkitheti a
matematikai ordk egyhangusagat. A tandrképzo foiskoldk és tudomanyegyetemek is
tartanak ilyen targyu kollégiumokat, gyakoriak a matematikatérténeti

szakdolgozatok.” (Staar 1990, p. 122.)

Az azota eltelt harminc évben ezek a valtozasi folyamatok folytatodtak, s6t felerdsodtek,
¢és a kozoktatds minden teriiletét érintették. A kdvetkez6kben ebbdl a szempontbdl tekintjiik at
a kozépfoku oktatasi rendszert — kiemelten a gimnaziumokat — tobb teriileten érintd
valtozasokat. Nem célunk egy-egy ilyen teriilet részletes elemzése, csupan a
matematikatorténetre vonatkoz6 fobb tendenciat akarjuk tényszeriien kiemelni, s tobb

szempontbol bemutatni a mai allapothoz vezetd utat.



3.2.  Matematikatorténet az elmult 30 év oktatasi szabalyozasaban

A mai magyarorszagi kozoktatasi rendszer egy Osszetett szabdlyozdson alapszik. Az
alappillér az elveket és szemléletet megfogalmazo, az elsajatitandd kulcskompetencidkat
kijell6 Nemzeti alaptanterv (tovabbiakban NAT). A kerecttanterv az, amely a NAT-ban
megfogalmazott miveltségteriileteket, minimum odraszamokat megadva tantargyakra bontja.
Erre épiil az intézményi sajatossagokat figyelembe vevd, igy adott iskola osztalytipusaira
késziilt helyi tanterv. A tartalmaban és mélységében adott osztalytipushoz igy kialakitott
tananyag mellett a valésagban legalabb ilyen fontos szerepe van a kimeneti kovetelmények
szabalyozasanak, az ¢érettségi kovetelményt leird rendeletnek. Kijelenthetd, hogy a
matematikatorténet szerepe ezen jogszabalyokban az elmult harminc évben folyamatosan nétt.

Az 1994-ben elfogadott els6 NAT®-ban még semmiféle utalds nincs
matematikatorténetre. A 2003-as NAT® a matematikatanitds szerepének ismertetésekor elsé
helyen emliti a matematika kulturalis 6rokségként valdé bemutatasat, valamint megemliti, hogy
a bevezetdben felsorolt célok, értékek és kompetenciak megjelenitéséhez jelenjenek meg a
matematika felépiilési elvei. A tOrténetiség mas tudoméany és miivészeti agakkal vald
kapcsolatként, valamint a matematikanak az emberiség kultirtorténetébe vald beépiilésében
jelenik megq. ,, 4 miiveltségi teriilet tanuldsa sordn elérhetd a matematika szerepének megértése
a természet- és tarsadalomtudomanyokban, a human kultiura szamos agaban, a dontésképesség
fejlesztésében. Mindez hozzajarul a torténeti szemléletmod kialakitasahoz is.” Lényegében
ugyanezt ismétli meg sz6 szerint a négy évvel késébb megjelent NATC s,

Mindezeket azonban mar sokkal kordbban megfogalmaztak a matematika tanitasarol
gondolkodok. A német természetvizsgalok €s orvosok 1905-6s merani kozgytilésén hozott
hatarozatok kihatottak a magyar matematikaoktatasra is. Ennek is kdszonhetd, hogy a Beke
Man6 egyetemi ¢és Mikola Sandor gimnaziumi tanar vezetésével 1906-ban 1étrejovo
reformbizottsag jelentésében mar szerepelt az a cél, hogy a tanuldban fejlédjék ki annak tudata,
hogy a matematika fontos kulturalis tényez0 is (Kratofil, 1938).

A matematikatdrténetet komoly szerephez elészor a 2012-es NAT! juttatja. Maga a

,matematikatorténet” kifejezés is itt fordul el elészér. Mar az alapcéloknal a kdvetkezd

831/1994. (lll. 12.) Korm. rendelet a Nemzeti alaptanterv Tantervi alapelveinek kiadasardl

9243/2003. (XII. 17.) Korm. rendelet a Nemzeti alaptanterv kiaddsardl, bevezetésérél és alkalmazasarol
10202/2007. (VII. 31.) Korm. rendelet a Nemzeti alaptanterv kiadasardl, bevezetésérél és alkalmazésarol sz616
243/2003. (XIl. 17.) Korm. rendelet médositasardl

11110/2012. (VI. 4.) Korm. rendelet a Nemzeti alaptanterv kiadasardl, bevezetésérél és alkalmazasardl
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olvashato: ,,Fontos néhdany neves matematikus és a tudomany fejlodése soran felmeriilt, érdekes
matematikai probléma megismertetése a didkokkal.”

A korabban 6t kategériaba sorolt kdzmiivelddési tartalom'? a

., Tudomanytorténeti és
matematikai érdekességek, neves matematikusok” megjelenésével itt hatra modosul, a
kovetkezd tartalmakkal.

e 14 osztaly: Rubik-kocka.

e 5 8. osztaly: Euklidész, Pitagorasz, René Descartes, Bolyai Farkas, Bolyai Janos.

o 9-—12. osztaly: Thalész, Euler, Carl Friedrich Gauss, Blaise Pascal, Georg Ferdinand

Cantor, Erdés Pal, Neumann Janos, Rényi Alfréd.

A NAT Aaltal kijelolt elvek mentén késziilt kerettantervekbdl érthetd meg leginkabb,
hogy a fél mondatnyi utaldsokat, célokat a tantervek készitdi hogyan gondoltdk beépiteni az
adott targy oktatasaba, igy a 2012-es gimnaziumi kerettanterv'® részletesen emliti tobb helyen
a matematikatorténet hasznalatat. ,, 4 matematikatanitasnak ebben a szakaszaban sok érdekes
matematikatorténeti vonatkozassal lehet kozelebb hozni a tanulokhoz a tantargyat. A témakor
egyes elemeihez kapcsolodva mutassuk be néhany matematikus életutjat.

A Kkerettantervnek a matematikatorténet tananyagba torténd beépitésével harom
deklaralt célja is van. Egyfel6l motivécios eszkdzként, masfeldl a matematika kulturtdrténetbe
torténd beagyazddasanak bemutatdsdra hasznalja. Ezeket a célokat leginkdbb a
matematikatorténet egy-egy mozzanatanak megismertetésével, a meg nem oldott, egyszerii
sejtések  megfogalmazasaval, ¢és nagy matematikusok ¢életének, munkassaganak
megismertetésével javasolja elérni. Harmadrészt pedig megemliti, hogy az anyanyelvi
kommunikéci6 fejlesztésére szant o6ndlldo kiseldadasok és prezentaciok elkészitéséhez a
matematikatorténet feldolgozdsa kivaloan alkalmas. Ez a kerettanterv egy téblazatot is
tartalmaz, amelyben az adott tananyagrészeknél 6sszesen 14 esetben tiintet fel kiilon kiemelve

egy-egy nevet vagy fogalmat.

Példaul a véges és végtelen halmazokkal kapcsolatos ismereteknél (2. tabldzat).

Ismeretek Fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Véges €s végtelen halmazok. | Annak megértése, hogy csak
Végtelen szamossag a véges halmazok elemszama
szemléletes fogalma. adhat6 meg természetes
Matematikatorténet: Cantor. | szdmmal.
2. tabldzat

12 Ezek a kévetkezdk: (1.) Gondolkodési mddszerek, halmazok, matematika logika, kombinatorika, grafok, (2.)
Szamelmélet, algebra (3.) Geometria, (4.) Fliggvények, az analizis elemei (5.) Statisztika, valdszinliség
1351/2012. (XIl. 21.) szdmG EMMI rendelet 3. melléklete
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Ugyanakkor meg kell jegyezni, hogy ahogyan a kerettanterv szovegében a
matematikatorténet tipografiailag elkiiloniil, ugyanugy elvalik a matematikai ismeretektdl is, és
tobb esetben erdltetettnek hat. Példdul Cantor munkéssaganak (megértetheté-e egy 9.
osztalyossal?) és életrajzanak ismerete kevéssé segiti a véges és végtelen halmazok fogalmanak
megértését, igy csupan a kommunikacios készség fejlesztését szolgalhatja.

A 2020-ban megjelent NAT*-ban szintén szerepel a matematikatorténet, de mar
konkrét nevek emlitése és az életrajzok ismertetésének kovetelménye nélkiill. Megmarad
viszont a matematikatorténet, mint érdekesség forrasa, illetve a 9-12. osztalyosok szamara
megfogalmazott altalanos kdvetelményeknél, a Matematikai kommunikacio ala irva az el6z6
NAT-bol atemelt elvaras: , ismer a tananyaghoz kapcsolodo matematikatorténeti
vonatkozasokat”. Ugyanezt a kommunikéaciohoz tartozd vonalat erdsiti a NAT-bol a hozza
tartozod kerettantervbe sz szerint atemelt rész. ,, 4 tanulo a matematika szaknyelvét érti és
tudatosan haszndlja. Eletkordnak megfelelé matematikai, matematikatorténeti szoveget képes
onalloan olvasni, értelmezni. Mind irasban, mind szoban képes gondolatait a matematika
szaknyelvének szabatos alkalmazasaval kézolni. " ° Az érdekesség és figyelemfelhivo szerep —
a korabban meglévd tanulodi kiseldadasok mellett — itt Gjabb feldolgozasi mddban is megjelenik,
amikor példaul a Hatviny, gyok, exponencidlis fiiggvény, logaritmus témakornél a kovetkezd
javasolt tevékenységi format talaljuk: , Matematikatorténeti érdekességek (példaul déloszi
probléma) feldolgozdasa projektmunkdaban.” Osszességében a 2020-ban megjelent NAT — a
korabbiakhoz hasonléan — figyelemfelkeltd, matematikai szaknyelven zajlé kommunikéaciot
erdsitd, a matematikat az emberiség kultirtorténetéhez illesztd szerepet szant a
matematikatorténetnek, amit valtozatos munkaformakkal javasol elérni.

A realitasokat figyelembe véve nagyon fontos megemliteni, hogy a legtobb kozépiskolai
matematikatanar az Orajan targyalt tananyagot és annak mélységét nem a NAT-hoz, a
kerettantervhez vagy a helyi tantervhez, hanem a kimeneti kdvetelményhez igazitja. E sorok
ir6janak munkahelyén a tandri szobaban a matematikatanarok asztalan mindig ott van egy
példanyban kinyomtatva a mindenki 4ltal folyamatosan hasznalt, aktualis érettségi
kovetelmény, mig a helyi tantervet csak annak modositasakor szokta a munkakdzosség-vezetd
emailen elkiildeni. Ezért ha egy gyakorlé matematikatanart a matematikatorténet kozépiskolai
tandrai bevezetésérol kivannank meggydzni, akkor ezt a kérdést az érettségi kovetelmény feldl

érdemes megkozeliteni.

145/2020. (I. 31.) Korm. rendelet A Nemzeti alaptanterv kiaddsardl, bevezetésérdl és alkalmazéasardl sz6l6
110/2012. (V1. 4.) Korm. rendelet mdédositasarol
15 https://www.oktatas.hu/kozneveles/kerettantervek/2020 nat/kerettanterv_gimn 9 12 evf
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A matematika érettségin 1981-t61 kezdve 2005-ig a feladatok egy véges zart halmazbol
(Gabor, Gyapjas, Harspatakiné, Palmay, Pogats, Reiman, & Scharnitky, 2003) keriiltek ki. Az
adott feladatok megoldasa nem kivant matematikatdrténeti ismeretet, igy a tanul6 ilyen tipusu
tudasa az érettségin semmilyen szerepet nem kapott. Ez hozzajarult ahhoz, hogy a
matematikatanarok koziil sokan ne is érdeklddjenek a kimeneti kdvetelmény szempontjabol
teljesen kozOmbds matematikatorténet irant. Sokan gy gondolhattdk, ez egy olyan plusz
informaciohalmaz, amivel nem szabad és nem érdemes a didkokat terhelni. Néhany, ebben a
korban szocializalodott tanartarsam ma is folosleges fecsegésként, és az ,, Oldjuk meg az alabbi
egyenletet a valos szamok halmazan!” tipusu ,,tiszta matematikatol” vald devianciaként tekint
a matematikatorténetre.

A Kétszintii érettségi bevezetése utani kimeneti kovetelményt meghatarozo 40/2002. (V.
24.) OM rendeletben még nincs szerepe a matematikatorténetnek. Azonban 2017. januar 1-t61
hatalyos érettségi kovetelményben a matematikatorténet megjelent az emelt szintli vizsga
szobeli részében, mivel a vizsgazo feleletének a kovetkezdket kell tartalmaznia:

., - egy, a téemahoz tartozo, a vizsgazo valasztasa szerinti definicio pontos kimondasa;

- egy, a témahoz tartozo, a vizsgdzo valasztdsa szerinti tétel pontos kimonddsa és bizonyitasa;
- a kitiizott feladat megoldasa,

- a téma matematikan beliili vagy azon kiviili alkalmazasa, illetve matematikatorténeti
vonatkozdsa (t6bb ismertetése vagy egy részletesebb bemutatdasa) ’°.

Ettél kezdve pedig a matematikatdrténet bizonyos foku ismerete tobb ezer diak szamara
a pusztan ,,apré betlis”, kiegészitd anyagbol elsajatitando és vizsgan is szerepet kapo résszé

emelkedett.

16 1. melléklet a 33/2015. (VI. 24.) EMMI rendelethez
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3.3. Matematikatorténet a kozépiskolai tankonyvekben és feladat-
gyujteményekben

Egy adott korszak matematikatanitdsanak a jogszabalyi eldirdsok és kovetelmények
mellett a legfontosabb mutatoi az adott kor tankonyvei. Sok tanar igyekszik ezek szerint
haladni, az o6rak anyagat pedig az adott csoporttal aktualisan vagy a palyéaja soran korabban
hasznalt tankonyvekbdl és feladatgytijteményekbél éllitja Ossze. Eppen ezért érdemes
megvizsgalni, hogy a matematikatorténet hogyan jelent meg az elmult idészak tankonyveiben,
feladatgylijteményeiben. Ha csak az elmult néhany évtized tendencidi irant érdeklddiink, akkor
is érdemes idében nagyobbat hatra 1épni, hiszen egy-egy tankonyv csak jogilag éviil el egyik
naprol a masikra. A valosdgban akarmilyen reform is jon, egy adott konyv ott marad a tanér
konyvespolcan. Igy példaul a mostani diakok koziil is sokan olyan tanaroktol tanulnak, akik a

matematikat évtizedekkel korabban, még régebben irott tankdnyvekbdl sajatitottak el.

A masodik vilaghaboru elotti  kozépiskolai mennyiségtan tankonyvekbdl a
matematikatorténet altaldban hidnyzott. Persze vannak kivételek is. Ilyen példaul a
Debrecenben megjelent, reformatus kozépiskolak szamara engedélyezett, Jonas Marton altal a
gimnaziumok és leanygimnaziumok szamara irt 8 részes mennyiségtan tankonyvsorozat, amely
utolso kotetének utolso fejezete a matematika teljes torténetét kb. masfél oldalban (!) tekinti at.
Az 0Osszefoglalo tomorsége a szerzd személyiségébdl (Németh, 2014), s mennyiségtani

tankonyvekrdl vallott elveibél!’ adédhatott.

A hivatalos torzsanyag mellett inkabb a matematikat népszertisitd szakirodalomban
talalhatunk matematikatorténettel foglalkozo konyveket, ismeretterjeszté cikkeket. Utobbiakra
példa a Kozépiskolai Mathematikai Lapok hasabjain 1896-t61 1908-ig Baumgartner Alajos
tollabol megjelend (féleg az Okori matematikat bemutatd) tudomdanytorténeti irdsok. A
harmincas évek ismeretterjesztd irodalmabol pedig tobb késébbi matematikusunk
visszaemlékezésében (Roka, 2013) megjelend harom tn. Egmont Colerus-féle konyvet'® kell
megemliteniink, melyek koziil a harmadik — az 1942-ben megjelent Pythagorastol Hilbertig —

matematikatorténettel foglalkozott.

17 )énéas gy gondolta, hogy , az idedlis tankényv: a jél sszedllitott, béséges példatdr.” Errél irt gondolatait a
Protestans taniigyi szemle 1933. évi 1. szamaban fejti ki Az idedlis mennyiségtani tankényv cim( irasaban.

18 A Franklin-tarsulat Bavér kényvei sorozatdban a kévetkez6k jelentek meg: Az egyszeregytdl az integralig. Amit
a matematikdbdl mindenkinek tudnia kell (1937); A ponttdl a négy dimenzidig. Amit geometridbdl mindenkinek
tudnia kell (1938); Pythagorastdl Hilbertig. Amit a matematika torténetérél mindenkinek tudnia kell (1942).
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Miutan az egyetemeken a tanarszakosok tantervében szerepet kaptak a
matematikatorténeti szeminariumok, eléaddsok, megjelent magyar nyelvli matematikatorténeti
szakirodalom is, a matematikatorténet apranként belépett egy-egy témakor tanitasanak
modszertanaba is. Az 1980-as évek legelején a Pelle Béla altal szerkesztett kétkotetes Igy
tanitjiuk a matematikat modszertani konyvben (Pelle, 1982) mar szerepel olyan fejezet, mint az

., Erdekességek a szamelmélet torténetébdl” .

A rendszervaltas elotti idészak kozépiskolai tankonyvei koziil az els6 figyelemre mélto
mennyiségli matematikatorténeti részt tartalmazok a gimnazium szamara Hajnal Imre altal irt
tankonyvek®® voltak. Harom sorozat is fiizddik a nevéhez. A legszélesebb kérben hasznalt a
gimnaziumok szamara az 1988/89-es tanévtdl engedélyezett négykotetes sorozat volt. Ebben
»apro betlis” kiegészitd ismertetdk (pl. Pitagoraszrol), torténetek (pl. Cardanordl és
Tartagliardl), magyar vonatkozasu bizonyitasok (pl. Dugonics Andras Pitagorasz tételére adott
bizonyitasa) és régi korok matematika feladatai (pl. Petzval Ottd 1856-0s konyvének feladatai)
is megtalalhatok. Az ilyen részek sehol sem tiinnek erdltetettnek és céltalannak. Az az
évtizedekkel késébb megjelent NAT-ban megfogalmazott cél, hogy a tanuld képes legyen
¢letkoranak megfeleld matematikatorténeti szoveg olvasasara ¢€s értelmezésére, itt mar a
gyakorlatban megjelenik, hiszen példaul a régi szovegezési feladatok megoldasanal a
tanulonak Onalldan kell a szoveget olvasnia és értelmeznie, amihez a tankonyviré minden
segitséget megad. A konyvet forgatva az olvasdban az az érzés fogalmazodik meg, hogy a
matematikatorténetet a szerzé sajat belsd késztetésébdl, az évtizedek alatt felhalmozott
hatalmas tudasanak atadasi kényszerébdl adddoan, a tantervek altal eldirt témak mélyebb
megismerése érdekében irta bele. Habar az akkori érettségin nem volt elvaras az ilyen iranyt
tajékozottsag, Hajnal Imre ezt értéknek tartotta, amit tovabb kivant adni. A tankonyv sikeres
volt, amit az is mutat, hogy amikor megjelenése utan kozel két évtizeddel a kétszintii érettségi
bevezetésével a megvaltozott kovetelményrendszerbdl adoddan idejét multta valt, nem

kivontdk a forgalombdl, hanem ,,aktualizaltak™.

Ugyanilyen mddon jelenik meg a matematikatorténet a joval sziikebb kozonség, a
specialis matematika tagozatok szdmara irt tankonyvében, melynek csak egy, az 1. osztaly
szamara irt kotete jelent meg. Ennek a kis 1étszam célkozonségnek az elmult 30 évben nem

irodott 0 tankonyv, igy tobb tanar ma is ezt hasznalja.

1% (Hajnal, Némethy, 1992), melyekben Hajnal Imre a matematika, Némethy Katalin pedig a fiiggelékben
megjelend szamitastechnikai fejezeteket irta.
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A gimnazium III. €és IV. osztalya szdmara irddott, ma is megvasarolhaté fakultativ B
véltozatos (a ,,B faktos”) tankdnyvekben? tipografiailag a matematikatorténet nem kiiloniil el
,,apro betlis részként”, viszont tobb esetben kiilon fejezetként van torténeti kitekintd egy-egy
téma végénél (pl. Az integral és alkalmazésai). Ami az el6z6 konyvekhez képest kiilon
figyelmet érdemel, az a masodik kotet végén talalhatd 4 matematika nehany filozofiai kérdése

cimi fejezet, amely a kovetkezd részekbdl all:

e a matematikai fogalmak fejlédése;
e a fliggvény fogalménak fejlodése;
e amatematika fejlodésének kiilso és belsod hajtoerdi — a matematika és az alkalmazasok;
e amatematika modszerei — az igazsag fogalma a matematikaban.
E tankonyveknél kiilon meg kell emliteni a hozzajuk kapcsol6do tanari kézikonyvet, amelyben
a szerzok®! az el8szoban leirjak, hogy az akkori gondok és valtozasok jobb megértéséhez a

magyarorszagi gimndziumi matematikatanitas torténetét is kozlik az elsd fejezetben.

A tankOnyvpiac rendszervaltas utani liberalizacidjaval tobb kiadd is megjelentetett
kozépiskoldk szamara irt tankonyvsorozatot. A Mozaik Kiadé Sokszinii Matematika??,
valamint a Maxim Kiadé Ut a tudashoz®® sorozata mar jelentds mennyiségii
matematikatorténeti ismeretet tartalmaz. Ez éltaldban a fejezet elején (vagy végén) talalhatod
rovidebb-hosszabb torténeti dsszefoglaloban, illetve a konyvek margdjan 1évé matematikusok
arcképeiben vagy matematikatorténeti adalékokban (pl. elnevezésekrdl, jelolésekrdl) jelenik
meg. A tankonyvpiac Ujboli atalakuldsa utdn megjelend tankdnyvekben, mint példaul (Juhasz,
Orosz, Paréczay, Szaszné dr. Simon, 2010) ehhez hasonl6 moddon van jelen a
matematikatdrténetet. Osszességében elmondhaté tehat, hogy a matematikatorténet a

tankonyvekben az elmult negyven évben egyre nagyobb és nagyobb teret kapott.

Hasonl6 tendencia figyelhetd meg a feladatgylijtemények vizsgalatakor. A
3. tablazat egymast valtd, komoly orszagos felhasznaltsaggal bird feladatgytijtemények
matematikatorténeti vonatkozast tartalmaz6 feladatainak szamat 6sszegzi tigy, hogy a baloldali

oszlopban a korabbi, a jobboldali oszlopban a ,,nekik megfeleld” ujabb példatarak szerepelnek.

20 Az 1978/79-t8l felmend rendszerben induldé gimnaziumi képzésben matematikaoktatds szempontjibdl négy
lehet6ség volt a zardjelben megadott heti 6raszamok mellett: alap osztély (5 — 4 — 3 — 3), fakultativ ,A valtozat”
(5-4-5-6), ,Bvaltozat” (5 —4 — 7 — 8) és specialis matematika tagozat (8 -8 —9 - 9).

21 Hajnal Imre, Nemetz Tibor és Pintér Lajos

22 (Kosztolanyi et all., 2020)

23 (Abraham, et all. 2012)
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Sandorné, dr. Pintér Lajosné

cim Matematika feladatgyiijtemény I. | Matematika Gyakorlé és
érettségire felkészito feladat-
gyijtemény I.
szerzok Bartha Gabor, Bogdan Zoltan, Csuri | Dr.  Ger6cs Laszlo, Orosz
Jozsef, dr. Dur6 Lajosné, dr.| Gyula, Paroczay Jozsef,
Gyapjas Ferencné, dr. Kantor | Szdszné Simon Judit

megjelenés éve, helyszine

1987, Budapest

2006, Budapest

Hack Frigyes, dr. Kantor Sandorné,
dr. Koranyi Erzsébet

torténeti feladatok 0 16
szama®*
cim Matematika feladatgyiijtemény II. | Matematika Gyakorl6o és
érettségire felkészitd feladat-
gylijtemény II.
szerzok Bartha Gabor, Bogdan Zoltan, dr. | Dr. Ger6cs Laszlo, Orosz
Dur6 Lajosné, Gyapjas Ferencné, | Gyula,  Paroczay  Jozsef,

Szaszné Simon Judit

megjelenés éve, helyszine

1987, Budapest

2006, Budapest

torténeti feladatok 0 7
szama
cim Geometriai feladatok gyijteménye | Matematika Gyakorlé és
L és I1. érettségire felkészito feladat-
gylijtemény III.
Geometriai feladatok
gylijteménye
szerzok Horvay Katalin, Reimann Istvén, dr. | Czapary = Endre,  Czapary
So6s Paula, Czapary Endre Endréné, Csete Lajos, Hegyi
Gyorgyné, Ivanyine Harrd

Agota, Morvai Eva, Reimann
Istvan

megjelenés éve, helyszine

1969, Budapest

2006, Budapest

Harspatakiné Dékany Veronika, dr.
Koranyi Erzsébet, Palmai Lorant,
Pogats Ferenc, Dr. Reiman Istvén,
Dr. Scharnitzky Viktor

torténeti feladatok 3 13
szama
cim Osszefoglalo feladatgyiijtemény | Egységes érettségi feladat-
matematikabol gyljtemény matematika L. és
1.
szerzok Gabor Endréné, Gyapjas Ferencné, | Hortobagyi Istvan, Marosvari

Péter, Palmay Lorant, Poésfai
Iiéter, Siposs Andras, Vancso
Odoén

megjelenés éve, helyszine

1981, Budapest

2002, Piliscsaba

torténeti feladatok
szama

0

5

3. tabldzat

24 Azokat a feladatokat tekintettiik ilyennek, melyek olyan matematikatdrténethez kapcsolédé adatokat
tartalmaznak (pl. a feladat elsG ismert kitlizGjének nevét, a feladat kit(izésének korlilményét), amelyek a feladat
megoldasahoz nem sziikségesek, tehat egyértelmden tobbletinformacidként vannak jelen.
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Hogy cél volt a matematikatorténet beemelése (s nem pusztan véletleniil pont ilyen

feladatokkal egésziiltek ki a korabbi példatarak), az abbdl is latszik, hogy tobb esetben eléfordul

lényegében ugyanaz a feladat matematikatorténeti adattal kiegészitve. Példaul:

Egy észvér és egy szamar terhet cipelve
beszélget. A szamar igy szolt: ,,Ha dtvennék a
terhedbdl 100 kg-ot, az enyém kétszer olyan
nehéz lenne, mint a tiéd.” Az oszveér igy felelt:
,,Az am, de ha te adnal nekem 100 kg-ot, akkor

én hdaromszor annyi sulyt cipelnék, mint te.’

Hany kg-ot vitt az egyik, és hanyat a masik?

(Bartha, et al., 1987, p. 284.)

Az okorbol maradt rank az alabbi feladat (a

hagyomany  szerint  Euklidesz ~ gordog

matematikustol szarmazik):

LA lo és az dszvér egymas mellett mentek,
hatukon zsdakokkal, mikor a lo panaszkodni
kezdett nehéz terhére. Erre az oszver azt

mondta:

- Ha egy zsakot atveszek a hatadrol, akkor az
én csomagom kétszer olyan nehéz lesz, mint a
tied. Ha azonban te vennél at egy zsdkot az én
hatamrol, akkor a te csomagod még mindig csak

olyan nehéz lenne, mint az enyém.

Hany (egyenlé nehéz) zsdkot vitt a 1o és az

oszver?”

(Gerdcs, et al., 2006, p. 148.)

Meg kell persze jegyezni, hogy bar a torténeti vonatkozast tartalmazo feladatok szama

szemmel lathatéan nétt, azonban aranyuk a feladatgyiijtemények osszes feladatdhoz képest még

igy 1s eléggé csekély, hiszen valamennyi felsorolt példatar tobb ezer feladatot tartalmaz.

Mindazonaltal a névekvé tendenciat ezek a szamok is jelzik.
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3.4.  Matematikatorténet az érettségi vizsgan

A kétszintii érettségiben az elmult kb. 15 év alatt a matematikatorténet két modon jelent
meg. Egyfeldl a 2015-6s jogszabalyi valtozasbol adodoan emelt szintli szobeli érettségin az
alkalmazasok emlitésé¢hez hozza keriilt a matematikatorténeti vonatkozasok bemutatdsa. Ez a
foleg egyszakos, illetve matematika-bolcsész szakparral rendelkezé kollégak szamara
konnyebbséget hozott, hiszen szamukra a didkok altal szobeli felkésziilésre hasznalt
anyagokban talalhato fizikai és kémiai példak? sok esetben nehézséget okoztak. Szamukra a
matematikatorténeti vonatkozasok KkedvezObbnek tiinhetnek, hiszen azokat a ,sajat
tantargyukon beliil maradva” tudjak megérteni. llyen iranyl ismereteik bovitése is sokkal
kisebb erdfeszitést igényel, és érdeklédési koriikhoz is kdzelebb allhat, mint tobb, szakjuktol
idegen tantargybol vett alkalmazasok megtanulasa, amelyek megértéséhez sziikséges alapokkal
nem feltétleniil rendelkeznek. Az emelt szinti érettségi kovetelményeibe torténd beemelés
egyértelmiien emelte a didkok és az ilyen vizsgara felkészitd tanarok matematikatdrténet iranti

érdeklodését.

A masik forma, ahol a matematikatorténet megjelent az érettségin, az az irasbeli
feladatok szovege. Ezekben tobb alkalommal matematikatorténeti tobbletinformacié jelent

meg. Példaul:

., Thalész a hét gorog bolcs egyike, egy nevezetes, neki tulajdonitott mérés soran egy folyoban

levd sziget AB hosszat a folyoparton maradva hatarozta meg.

Elészor felvett egy e egyenest a parton. Ezen az e
egyenesen megkereste azt a C, illetve D pontot, amelyekben a
CA, illetve a DB irany merdleges az e egyenesre. Ezutan a CD
szakasz F felezopontjat is megjelolte egy jelzékaroval. Ezt
kovetden az AC egyenesen haladva megjelolte azt a G pontot,

amelyre B, F és G egyenesre illeszkedik; és hasonloan az AF és

BD egyenesek H metszéspontjat is megjelolte. Thalész azt

allitotta, hogy a sziget hossza a GH tavolsaggal egyezik meg.

1. dbra

¢, Igazolja Thalész allitasanak helyességét ™

25 Az internetrdl elérhetd, kidolgozott tételek, az aldbbihoz hasonlé példakat tartalmaznak: ,Gravitdcids
erétérben a barometrikus magassdgformuldban a levegd sirlisége a magassdggal exponencidlisan
cs6kken.”(https://www.mozaik.info.hu/Homepage/pdf/emelt matek eretts temakorok 2019.pdf)
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3.5.  Matematikatorténet a matematikaversenyeken

Az elmult harminc évben a hazai matematikaversenyek palettaja jelentdsen kiszélesedett.
Kiilon elény, hogy ezt a bdviilést sok esetben kiilonféle célok hoztak 1étre, s nem pusztan az
ugyanolyan tipusu versenyek szaporodtak. Néhany példa az elmult harminc évben 1étrejovo

mas és mas szempont alapjan szervezddd matematikaversenyekre:

e specidlisan  megszolitott célkozonség (pl. reformatus gimnaziumok
matematikaversenye);

e specidlis témak (pl. egyenletmegoldo verseny);

e iskolai kereten tulmutato csapatversenyek (pl. Kavics Kupa);

e népszerlsitd jellegli, mozgassal egybekotott verseny (pl. Medve matek).

A sokszinli kinalatban immar a kevésbé jo feladatmegoldd, de a matematikat szeretd, a
matematikatorténet irant érdeklodd didkok is megtaldlhatjdk a helyiiket. Ilyen példaul a
Természet vilaga c. folyoirat szerkesztdsége®® altal a rendszervéltds ota, vagy csak a

127 kozel 15 éve minden tanévben kiirt

matematikara szoritkozva az SZTE Bolyai Intézet alta
kozépiskolas didkoknak sz616 palyazat. Egy ilyen palyamunka elkészitéséhez a kdzépiskolasok
szamara a matematikatorténet idedlis terepet biztosit. A dolgozat megirasa pedig a matematika
torténetében vald kutakodas mellett szamtalan hasznos munkafolyamat (példaul

irodalomjegyzék-készités) gyakorlasat is lehetové teszi.

Bar szamuk csekély, megemlitjiik, hogy klasszikus feladatmegold6d versenyeken is
el6fordultak mar matematikatorténeti feladatok. Példa erre a rendszervaltds utdn néhany évvel
indult, s azdéta minden évben Debrecenben megrendezett reformatus gimnaziumok
matematikaversenye. Példaul 2009-ben a Lévardi & Sain (1982) 293-as feladata szerepelt a 9.
osztalyosok feladatsoraban, 2011-ben pedig a kovetkez6 felvezetéssel indult egy feladat: ,,Az
interneten olvashatoak szerint az alabbi feladatot sokan Einstein logikai feladvanyanak tartjak,

melyet még a 19. szazadban taldltak ki.” (Bajza, 2012, p. 36.)

Ezek alapjan elmondhatd, hogy mar a kozépiskoldsok szamara meghirdetett

versenyeken is megjelenik a matematikatorténet.

26 A verseny kiirdsat lasd a kdvetkez6 helyen: https://termvil.hu/2020/06/10/felhivas-es-versenyszabalyzat/

27 A verseny kiirdsat lasd a kévetkez8 helyen: http://www.math.u-szeged.hu/mathweb/index.php/hu/leendo-
hallgatoinknak/versenyek-koezepiskolasoknak/69-koezepiskolas-palyazatok/655-palyazat-koezepiskolasoknak-
2019-aktualis-palyazati-felhivas
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3.6. A matematikatorténet kozépiskolai felhasznildsinak magyar-
orszagi uttoroi

Azdbta, hogy David Lajos eldszor tartott eléadasokat matematikatorténetbdl a Budapesti
Tudomanyegyetemen? addig, hogy a matematikatorténet beépiiljon az érettségibe, kozel szaz
esztendo telt el. Ez ido alatt hazankban kivalé matematikatorténészek munkalkodtak, akik
komoly eredményeket értek el a matematikatorténet egy-egy fejezetének feltarasaban. Ahhoz
azonban, hogy a matematikatorténet megjelenjen a kozoktatasban, néhany lelkes gyakorlé tanar

kitartd6 munkajara is sziikség volt.

Ilyen volt Sain Marton, aki 1915-ben Maramarosszigeten sziiletett. A vilaghaboru utani
gyermekéveit Oroshazan  toltotte, ahol iskoldit kezdte. 1933-ban érettségizett
Hodmezdvasarhelyen, a Bethlen Gdbor Reformatus Gimnaziumban, ahol a kés6bbi debreceni
matematikus rektor, Rapcsak Andras osztalytarsa volt. Egykori iskoldjarol, Stépan Gabor és

Frigyesi Miklos altal 1993. &prilis 27-én késziilt interju soran igy nyilatkozott.

,,Jo6 iskola volt. Németh LaszI6 tanitott ott. Mdr én nem voltam ott. O probalta ezt a
torténelmi keretbe agyazva tanitdast minden targybol. Hdat persze az, az egy remek dolog, csak
ahhoz egy Németh Laszloi koponya kell. Mert, mert ¢ a kvantumelméletrdl is ugy irt, csak ugy
mellékesen, egy kis eszmefuttatdst, hogy amikor az ember elolvassa, azt hiszi, hogy egy fizikus
szakember irta. Ezt nem tudja mindenki csindlni. Hat most egy kicsikét a vesszoparipamra
térnénk ra. Mondjuk, a matematikat matematikatanarok nyugodtan tanithatnak a
matematikatorténet keretében. Mindjart mas tigy volna. Sajnos erre késon jon ra az ember,

mert, hogy mire megtanuljuk, hogy hogy kell élni, akkordra kériilbeliil meg is halunk. %

Kozépiskolas kordban még reformatus lelkésznek késziilt, am 1938-ban matematika és
fizika szakos tanari oklevelet szerzett a Pazmany Péter Tudomanyegyetemen, ahol kedvenc
targya az analizis volt, melyet Fejér Lipotnal és Szasz Palnal hallgatott. Szakvizsgdjat a
geométer piarista tanarnal, Sutak Jozsefnél tette. Tbb iskolaban is tanitott. O szerkesztette azt
a tobb kotetes feladatgylijteményt, melyet az ELTE gyakorloiskoldinak tanaraibol alakult
munkakdzosség allitott 6ssze. A tanitds mellett tobb konyvet irt 6nalldan vagy tarsszerzoként,

melyek koziil tobb matematikatorténeti témaja. Ezek (els6) megjelenésiik sorrendjében:

28 A mai E6tvos Lorand Tudomdnyegyetem 1873-tdl 1921-ig viselte a Budapesti Tudomanyegyetem nevet.
29 https://www.youtube.com/watch?v=BpZ5b_ogIXM
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e Matematikatorténeti ABC, Adatok, tények, érdekességek a matematika kdzépfoka

tanitasahoz és tanulasahoz;

e Matematikatorténeti feladatok (Dr. Lévardi Laszloval kozosen);

e Nincs kiralyi ut!.

A harom koétet harom kiilonb6z6 rendezdelv szerint ad bepillantast a matematika
torténetébe. Az elsé (melynek lektora, ,,a matematikatorténet szerény apostola”, Szénassy
Barna volt) lexikonszerien abécérendben ko6z6l szocikkeket. A masodik egy
feladatgylijtemény, ahol a feladatok nem tartalmi, hanem idérendi sorrend szerint vannak
rendezve. A harmadik egy monumentélis, tobb mint 800 oldalas mii, amely a matematika
torténetét az emberiség kultirtdrténetébe agyazva targyalja a kezdetektdl a XX. szazad masodik

feléig.

Nagyon fontos kiemelni, hogy mindhdrom koényvnél kimondott és kovetkezetesen
betartott elv volt az, hogy kézépiskolai tudast feltételezve szovege érthetd legyen. Eppen ezért
— tartalmazzanak barmennyi hibat, targyi tévedést — komoly ismeretterjeszté funkciot toltdttek
be, s toltenek be ma is, igy kozépiskolai tanari korokben mindharom népszert lett. Gyakori
forrasai lettek a Sulinet Digitalis Tudasbazisnak. Szamtalan az interneten keringd diakreferatum
¢s kiseldadas PPT-jében talalhatok meg hivatkozasi alapként. Ugyanigy idézték és maig idézik
kozépiskolai tankonyvek (pl. A Maxim Koényvkiadé Ut a tudashoz tankonyvsorozata) és

folyoiratok ismeretterjesztd cikkei®.

Egy maésik tandr, akinek szintén orszadgos szinten volt hatisa arra, hogy a
matematikatorténet bekeriiljon a kozoktatasba, a tankonyvird Hajnal Imre Laszlo volt, aki
1926-ban sziiletett Hodmezdévasarhelyen. Sain Martonhoz hasonldéan a Bethlen Gabor
Reformatus Gimnaziumban érettségizett 1945-ben, s 6 is reformatus lelkésznek késziilt.
Egyetemi tanulmanyait Szegeden kezdte, majd az elsd elvégzett tanév utan Budapestre kertilt,
ahol az ELTE-n 1950-ben matematika-fizika szakos tanari diplomat szerzett. Diplomaszerzés
utan egykori kozépiskoldjaba tért vissza tanitani. Az 1965-t61 1988-as nyugdijazasaig volt a
JATE Sagvari Endre Gyakorldo Gimnazium szakvezetd tanara. Az egyetemhez vald kotddése
abban is kifejez6dott, hogy rendszeresen oktatta a matematika szakos hallgatokat elemi

matematikara.

Szerény, csendes, de hatalmas tuddsu ember volt, aki otthonosan mozgott a

torténelemben, irodalomban és a miivészetekben is. Sziviigye volt a matematika- és foleg a

30 Ld. pl. (Ringler, 2010).
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matematika tanitasanak torténete, amit halalaig kutatott. EbbOl a témabol irta 1984-ben
gimnaziumokban az Entwurftol 1979-ig. 1969-t6]1 nyugdijazasaig Csongrad megyében
szakfeliigyel6i feladatokat is ellatott a késdbbi Ratz Tanar Ur Eletmiidijas Tatar Istvan
parjaként. Ilyen mindségében rendszeresen tartott — ahogy a Ratz Tanar Ur életmiidijas Tarcsay
Tamés fogalmazott — ,,nagyon gondolatgazdag és szinvonalas” tovabbképzéseket tanarok
szamara. Tobbszor adott eld a matematika tanarok éves Ratz Laszld6 Vandorgytilésén is.
Tankonyveiben megjelend matematikatorténetr6l mar kordbban szoltunk. Hajnal Imre
tanfeliigyeloként, tovabbképzések rendszeres eldadojaként, tankonyvirdként, szakvezetdként,
kés6bbi matematikatanarok tandraként tobb kollégéja szivébe iiltette el a fogékonysagot a

matematikatorténet irant.

A magyarorszagi matematikatorténet-irds mellett a matematikatorténet kdzépiskolaban
torténd megjelenésére is hatassal volt Szénassy Dénes Barna, aki Ungvaron sziiletett 1913-ban.
Az els6 vilaghabort utan csalddjaval Gyulara koltozott, ahol az elemi és a kozépiskolat végezte.
Bar eredetileg mérnok hallgatoként szeretett volna Budapesten tanulni, mivel ott kollégiumi
elhelyezést nem kapott, ezért a debreceni egyetemen, matematika — fizika szakon tanult tovabb,
ahol 1936-ban kapta meg kozépiskolai tanari oklevelét. Tobb kozépiskolaban 6sszesen 13, a
debreceni egyetemen 31 tanévet tanitott aktiv stituszu tandrként. Matematikatorténészi
tevékenysége itthon és kiilfoldon is ismert és elismert. Konyvirdként részt vallalt abban is, hogy
a matematikatorténet eljusson a kozépiskoldsokhoz. Az 1950-es években indult Kézépiskolai
szakkori fiizetek sorozat két kotete is matematikatorténettel foglalkozik. Az 1953-ban
megjelent Ligeti Béla altal irt kisfiizet A magyar matematika torténete a XVIII. szazad végéig

folytatasa, a Vazlatok a magyar matematika ujkori torténetébdl Szénassy Barna miive volt.

., O inditotta el a matematikatorténeti kollégiumokat, 1963-t61 a matematika tandr
szakos hallgatok szamara kotelezo targy lett a matematikatorténet. Szerinte a
matematikatorténet az oktato- és nevelomunkaban egyarant haszonnal alkalmazhato. Az a didk,
aki ismeri egy probléma gyokerét és a megoldasra tett probalkozdsokat, latjia a hibdkat, a
kozelito megoldasok fejlodését, kozelebb keriil a matematikahoz, mert a helyiikre keriilnek a
fogalmak, jelentéseik vilagosabba valnak. Azt vallotta, hogyha egy hallgato — a késébbi tanar
vagy matematikus — nemcsak a tételek tartalmaval van tisztaban, hanem azzal is, hogy az

egyetemes tudomanytorténet mit koszonhet a magyar matematikusoknak, akkor ez egy
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s,

egészséges nemzeti onbecsiilés forrasa lesz. ' — irta rola egykori tanitvanya, Kantor Sandorné

Varga Tiinde.

A matematikatorténet kozoktatasba torténd beemelésére irdnyuld orszagos jelentdségii
kezdeményezések mellett — a teljesség igénye nélkiil — megemlitink még néhany helyi
kezdeményezést is. Példa ilyenre egyfel6l az SZTE Sagvari Endre Gyakorld6 Gimnaziumban
Kopasz Katalin 2003-as tanitasi gyakorlata, melyet szakvezet6jével, Tarcsay Tamassal harom
cikkben, a jo gyakorlat terjesztése céljabol a Sulineten dokumentaltak®?. Masfell nem iskolai,
hanem matematika tabor keretében torténd tanitasra is van példa, melyet Gosztonyi Katalin
valésitott meg, s egy esettanulmanyaban®® publikalt. Egy adott téma teljesen torténeti alapon
torténd bemutatasara is akad példa (Gazs6, 1972), amely szintén hozzajarulhatott a

matematikatorténeti ismeretek elterjedéséhez.

31 https://slideplayer.hu/slide/7946992/
32 https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/pedagogia/matematikatortenet-tanitasa-a-kozepiskolaban-i
33 https://dtk.tankonyvtar.hu/xmlui/bitstream/handle/123456789/4687/gosztonyi katalin leirat.pdf?sequence=1
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3.7.  Osszefoglalé problémafelvetés

Lathattuk tehat, hogy a nemzetkdzi tendencidkkal szinte parhuzamosan
Magyarorszagon is megjelent az érdeklddés a matematikatorténet ¢és annak iskolai
felhasznalasa irant. Voltak a témat magukénak érzé ,,tudds tanarok™, akik a sziikséges
hozzaférheté matematikatorténeti szakirodalom megteremtésével, tanarképzésben ¢és
tovabbképzésben valdo aktiv részvételiikkel lefektették az alapjait annak, hogy a
matematikatorténet beépiilhessen a hazai matematikaoktatasba. Hiaba azonban a szamtalan
cikk és konferencia — ahogyan arra Fried (2001) felhivja a figyelmet — a matematikatorténet
felhasznalasardl elmondottakbol és leirtakbol a gyakorlatban magukhoz az iskolakhoz kevés

jutott el, ami mindenképp el kell gondolkoztassa a kutatdkat.

A matematikatorténetnek az oktatas tartalmat és kimeneteli kovetelményeit szabalyozo
jogszabalyokban vagy a kozépiskolai versenyekben valé megjelenése azonban mar nem engedi
meg a gyakorl6 tanaroknak, hogy ezekrdl a valtozasokrol ne vegyenek tudomast. A valtozés
ugyanakkor mindig hoz kétségeket és kérdéseket. Nemzetkozi szinten a 2000-es évek elején
megfogalmazodott kétségek® €s ellenérvek szintézisét adta az ,,0rdog iigyvédjének szerepét
felvallalo™ cikk (Siu, 2007), amely 16 okot sorol fel arra vonatkozélag, hogy miért nem hasznal
a tanar matematikatorténetet a tanoran, s amelyekkel kapcsolatban 608 gyakorl6 és jovenddbeli
tanar véleményét kozli. E lehetséges okokat €s a megkérdezett tanarok hozzajuk kapcsolodo
véleményét az 1-es szami melléklet tartalmazza. Osszesen harom olyan kijelentés van,
amelyekre a valaszadok kozel kétharmada adta az ,,egyetért” vagy ,.teljesen egyetért valaszt”

(utdbbi aranyt zardjelben tiintettiik fel).

e A tandran erre nincs id6. (66,94%)

e Hianyzik hozz4 a sziikséges forrdsanyag. (64,47%)

e Hianyzik hozza a tanar képzettsége. (82,89%)

A tobbi megallapitas esetén az egyetértdk vagy teljesen egyetértok aranya 4,94%-tol
48,19%-ig terjed. Ez a felmérés is megerGsiti a bevezetdben vazolt problémat, miszerint, ha
gyakorlo tanarokat arrél szeretnénk meggydzni, hogy foglalkozzanak matematikatorténettel az
oraikon, akkor a tananyag felépitéséhez igazodo, abba beépithetd, olyan kész segédanyagot kell

rendelkezésiikre bocsatani, aminek bemutatasara e disszertacio is vallalkozik.

34 (Fauvel & van Maanen, 2000) mér tartalmaz egy 10 elembdl 4ll4 ilyen listat.
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4. A matematikatorténet tananyagba torténé beépitésének
sarkalatos pontjai

4.1. A matematikatorténet tanorai tanitasanak altalanos elvei

Miel6tt a mai magyarorszagi kozépiskolai tandrai anyagot ,,megtlizdelnénk”
matematikatorténeti részekkel, fel kell tenniink a kérdést:

e Mindezt milyen alapelvek szerint tegyiik?

e Mik legyenek azok a rendezéelvek, amelyek segitségével donthetiink arrél, hogy egy
matematikatorténeti elem bekeriiljon vagy kimaradjon, illetve ha bekeriil, akkor milyen
részletességgel keriiljon targyaldsra a tanoran?

Ezen elvek megfogalmazasahoz érdemes figyelembe venni a hazai didkok, tanérok,
szllok és a jogalkoto iskolai tanitassal (és egymassal) kapcsolatban tdmasztott elvarasait.
Utobbi leginkabb a neveléssel és oktatassal kapcsolatos jogszabalyokbol érthetd meg. A
diakok, tanarok és sziilék elvarasairol tobb iras®, iskolai felmérés® késziilt. Erdemes kiilon
megemliteni a 2014-ben végzett orszagos, nagymintas felmérést (Nikitscher, 2016), amely
alapjan a didkok altal idealisnak latott tanart érdekes és élményszerii orat tartd, igazsagos,
tantargyat jol ismerd, a didkot partnerként kezeld, ugyanakkor diakjai el6tt tekintéllyel bird
embernek irhatnank le (Kéarpati, 2017). Marpedig e tulajdonsagokbol kettére, az érdekes
Orat tarto és targyat jol ismerdre is kozvetlen hatassal lehet az, ha a tanar torténeti elemeket
is emlit a tanoran.

Rendezdelveinket tigy érdemes megfogalmazni, hogy azokat csak a jelenlegi
kozoktatasi rendszer matematika tanitdsat érintd gyokeres atalakulasa esetén kelljen
modositani. Tehat példaul fliggetlenek legyenek attol, hogy egy adott fogalom vagy tétel
ki- vagy bekeriil a kovetelményrendszerbe. A kétszintii érettségi bevezetése Ota az elmult
évek valtozasai dontd tobbségben ezen a szinten mozogtak. Nyilvan szélsdséges esetek (pl.
a matematikatorténet kiilonallo tantargyként jelenik meg, vagy megsziinik a matematika
tantargy), ahogyan az egész kozoktatasi rendszeriinket, ugy a megfogalmazni kivant elveket

1s feliilirhatnak.

35 Ld. pl. (Zétényi, 1998., Tuza, 2011.)
36| d. pl. a PTE Babits Mihaly Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnazium esetében:
https://babits.pte.hu/dokumentumfile/szulok.pdf
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Véleményiink szerint két olyan elv van, amelynek be nem tartdsa didkbol, tanarbodl (és a
didk érettségijéért aggddo sziilobol) nagyfokl ellenszenvet valtana ki, betartasuk viszont
mindegyik fél megelégedésére segitené a kozos munkat. Ezeket roviden a kovetkezdképpen

foglalhatnank ossze.

o Mc¢értékletesség.

e A matematikatorténet a matematikatanitas eszkoze legyen.

A mértékletesség kiterjed a matematikatorténeti anyagok mennyiségére. Egy-két perc
Pitagorasszal kapcsolatos informacio még figyelemfelkeltd, de egy 15 perces ismerteté mar
hosszll s unalmas lehet (marpedig a didk, mint a fentebb emlitett kutatasok utalnak ra,
érdekes orat var a tanartol).

Ugyanigy kiterjed a mértékletesség a bevitt matematikatorténeti tananyag gyakorisagara
is. Ha egy feladatgyiijtemény egy feladatrol plusz informacioként feltiinteti, hogy példaul
., Kb. 4000 éves egyiptomi ,, matematika” feladat” (Egységes Erettségi feladatgyiijtemény®’
1516-o0s feladata), akkor kiemeli a tobbi koziil. A tanulé meg tudja jegyezni, hogy ,,az az
egyiptomi feladat”. Ha tobb ilyen van a fejezetben, akkor elvesziti egyedi jellegét.
Ugyanigy nem érdemes minden matematikus nevét megemliteni, aki valaha is foglalkozott
egy-egy kozépiskolai témaval, hanem elég azokrél beszélni, akiknek a neve ismeretét
egyébként is elvarjuk a didkoktol. Ez torténhet azért, mert egy fogalom vagy tétel is
kapcsolodik a nevéhez (pl. Descartes-féle koordinata rendszer), vagy mert beépiilt a
kultarankba (pl. van réla utca, intézmény elnevezve a kozelben).

Ugy véljiikk, hogy a mértékletesség elve vélaszként szolgal a matematikatorténetet
tandrai beépitését elvetd azon érvre, miszerint tobb didk nem szereti a torténelmet, igy nem
fogja a matematikatorténetet sem szeretni (Fauvel & van Maanen, 2000; Siu, 2007).

A masik elv lényege, hogy a matematikatorténetet nem oktatasi célként, hanem
segédeszkdzként, a mindenkori matematika torzsanyag hatékonyabb elsajatitdsa és a
matematika tudomanyanak jobb megismerése érdekében alkalmazzuk. Csak akkor érdemes
egy régebbi eljarast megmutatni (pl. négyzetgyok szamoltatdsa), ha annak elvégeztetésével

a mostani tananyagot gyakoroltatjuk®®. Csak akkor érdemes egy anekdotat, torténetet,

37 (Hortobdagyi et al., 2009. p. 256.)

38 Erre példat Matos (2019) tanulménya, amely hét kdzépiskoldsok szdmara is megérthetd négyzetgydkvonasi
maodszert ismertet, mikdzben bemutatja, hogy az egyes mddszerek, mely kézépiskolai tananyag gyakorlasara és
mas probléma szituacidba helyezésére alkalmasak.
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¢letrajzi adatot elmondani, ha az segiti az adott tananyagrész elsajatitdsat, megjegyzését,
hasznossaganak elfogaddsat, a matematika fejlodésének ¢és belsé ¢€pitd elvének
felvillantasat. Igy az életrajzi adatok kozlésénél célszerti arra a hasznos minimumra
torekedni, amely térben ¢és idoben segit elhelyezni egy adott matematikust, vagy amelynek
jelentésége van a matematika fejlodése szempontjabol.

Ugyanennek az elvnek kovetkezménye, hogy a matematikatorténet nem vehet el id6t a
matematikai torzsanyag tanuldsatol. Bar szamos kiilfoldi kisérlet probalkozik kiilon
matematikatOrténet tanitasaval, azt elismerik, hogy igy is csak feliiletes matematikatorténeti
ismereteket sikeriil atadni didkoknak (pl. Fredette, 2010). Az altalunk 0Osszeallitott
segédanyagnak nem célja a mély matematikatorténeti ismeretek atadasa, nem szenteliink
kiilon orat régi szovegek olvasasanak, hanem torténeti elemek hol nagyobb, hol kisebb
terjedelmili beemelésével probaljuk hatékonyabba tenni a matematika megismerését és az
¢érettségire valo felkésziilést.

Osszességében azt gondoljuk tehat, hogy a matematikatdrténet legyen egy eszkoz a
matematikatanar kezében, amit adott esetben, ilyen vagy olyan céllal ,be tud vetni”.
Egyetértiink azonban Dienes Zoltan figyelmeztetésével, miszerint ,, Minden taneszkoz
haszndlata bizonyos foku merevséghez vezethet, ha valaki tulsagosan a rabjava valik.
Tudataban kell lenniink ennek a veszélynek!” (Dienes, 1973, p. 43.). Ezért ugy gondoljuk,
hogy a matematikatorténet hasznalata nem zarhatja ki mas (pl. IKT) eszk6z6k hasznalatat,

s azok sem szorithatjak ki a tanar kelléktarabol a matematikatorténeti adalékokat.
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4.2.  Mi épitheté be matematikatorténetbdl egy tanéraba?

4.2.1. A matematika nyelvezetének (szakkifejezések, jelolések) eredete

A kozépiskolai matematikatanulas egyik nagy nehézsége a didkok szdmara az, hogy el
kell sajatitaniuk a tartalom mellett a matematika sajat nyelvezetét is, ami a fogalmak és
tételek elnevezésébdl, jeldlésekbdl és a hozzajuk kapcsolodo irasmodbol all.

Egy tabla teleirva als6 és felsé indexekkel ellatott x-ekkel, szumma ¢és integral jelekkel,
Oonmagaban az absztrakt tudomany megtestesitdje, de ez sok diak szamara ijesztéen hat.
Polya Gyorgy hivja fel a figyelmet arra a tényre, hogy ez nem csak a ,,rossz tanulok™ esetén

lehet igy.

., Nemcsak a legreménytelenebb fickoknak lehet averziojuk az algebraval szemben, hanem
egészen értelmes didkoknak is. A jelolésekben mindig van valami onkényes és mesterkélt,
uj jelolés megtanulisa uj teher az emlékezotehetség szamdra. Az értelmes diak
visszautasitia a teher vallalasat, ha nem latja, kap-e érte ellenszolgadltatast. Az értelmes
didknak az algebra iranti ellenszenve igazolast nyer, ha nincs tag lehetosége arra, hogy
sajat tapasztalatabol gyozodjon meg arrol, hogy a matematikai jelek nyelve segiti az
ertelmet. A tanar fontos feladata, sét mondhatni, egyik legfontosabb feladata, hogy segitsen
neki ilyen iranyu tapasztalatokat szerezni.” (Polya, 2000, p. 131.)

A tandrnak, ha ismeri egy jelolés vagy elnevezés kialakuldsanak torténetét, vagy a
korabbi, valamilyen ok miatt a hasznalatbol kikopottat, akkor lehetdsége van arra, hogy
errdl beszélve a didkoknak megmutassa egy jelenleg hasznalt jelolési mod eldnyét. Példaul
a hindu-arab szamjegyekkel, helyiértékes irasmodban sokkal konnyebb miiveleteket
végezni, mint romai szamokkal. Sajat tapasztalatbol tudjuk, hogy a diakok sokkal
konnyebben elfogadjak a betlik hasznalatat a 9. évfolyamon, ha latjak a hasznalatuk értelmeét
¢s céljat. Ez utobbirdl vald ,,meggydzés” egyik eleme lehet a torténeti rész, amiben
megmutatjuk, hogy valamit milyen igény, sziikség hozott 1étre, s ennek segitségével milyen
fejlédés indulhatott meg, milyen problémak valtak konnyen kezelhet6vé csupan a megfeleld

jelolésmod megtalalasaval.
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4.2.2. Egy feladat®® eredete, torténete

Matematikai folyoiratokban megjelend cikkek bevezetdjében vagy végén sok esetben
feltlintetik, hogy kit6l szarmazott az eredeti probléma, ki altalanositotta vagy fogalmazta at.
Ugyanezt sok esetben egy kozépiskolai feladatmegoldd 6rén is meg lehet tenni. Példaul
kozépszintii érettségit tenni szandékozo diakokkal is megoldhato az a feladat, hogy hogyan
aranylik egymashoz az egyenld oldali henger, a bele irt gdbmb és a hengerbe irhato kup
térfogata. A feladat megoldésa utan elmesélhetd, hogy Archimédesz olyan szépnek talélta
a kapott aranyt, hogy azt kérte, véssék a sirjara.

Szamos diakban ¢l az a téveszme, hogy a matematika fogalmak ¢és tételek halmaza, s a
feladatok pusztan ezek begyakorldsara szolgalnak. Holott, ahogyan Vincze Szilvia

fogalmaz:

., Aki a matematika titkat a problémak tajan keresi valosziniileg nem nagyot fog
tévedni. A matematika barmely dagahoz tartozo feladat elemzése hozzajarul a
feladatok megoldasahoz sziikséges matematikai gondolkodas természetének
megismeréséhez.” (Vincze 2003, p. 230.)

Ezt a gondolatot erdsitheti didkjainkban az, ha latjak, hogy egy-egy feladat kitliz6jének,
vagy egy mas, korabban kitliztt probléma megolddjanak neve ugyantigy fennmaradhat a
torténelemben, mint egy tétel felfedezdjée, s egy jo feladat meg- vagy atfogalmazasa,
megoldasa vagy altalanositasa sokszor ugyanolyan elismerést érdemlé teljesitmény, mint
egy Uj matematikai fogalom megalkotasa.

Bar ebben a disszertacioban nem vizsgéljuk, de tapasztalataink alapjan ugy
gondoljuk, hogy a feladatok torténetének emlitése apré segitség azon probléma
kezelésére is, hogy a tanulok dontd tobbsége az életszerii feladatokat is csak

mechanikusan oldja, s nem figyel az élet adta feltételekre®.

3% Bar egyes szerz6k a problémat és a feladatot élesen megkilonbodztetik, ahogyan Ambrus Andras is (Ambrus,
2004) Claus felfogasat koveti, mi is szubjektiv valasztévonalat latva nem tesziink éles kiilonbséget a kett6 kozott.
igy a tovabbiakban, a kozépiskolaban inkdbb hasznélatos feladat elnevezéssel éliink, s csak a legtobb kdzépiskolas
szamara valdban Osszetett megoldasi mdédokat igényld feladatokat nevezzik problémanak.

40 pé|daul Csikos Csaba nemzetkézi kutatast idézve megemliti, hogy a tanuldk elsdpré tdbbsége 10-et adta meg
a kovetkez6 feladat megolddsaként: ,Pisti 4 darab, egyenként 2,5 méter hosszu deszkat vasarolt. Hany darab 1
méteres darabot tudott ezekbdl leflirészelni?” (Csikos, 2002. p. 11.)
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4.2.3. A matematika egy-egy aganak kialakulasa

Ahogyan érdemes egy-egy feladat torténetét megemliteni, ugyantigy indokoltnak tartjuk
a matematika egy-egy agat 1étrehivo probléma (pl. Konigsberg hidjai) és problémakor (pl.
foldmérés, derékszogelés) a csoport szintjéhez igazitott mélységben torténd tanorai
targyaldsat is.

Evvel alkalmunk nyilik annak megemlitésére is, hogy van a matematikanak olyan aga
(pl. valdszinliségszamitas), amit gyakorlati problémakra adott valaszkeresés, s van (pl.
hiperbolikus geometria), amit az absztrakt gondolkodas hozott létre. Elsé esetben a
gyakorlati problémak megoldasat kovette a 1étrejovo fogalmak és allitdsok rendszerezése,
illetve a tudomanyag axiomatikus felépitése, mig masik esetben az egzakt felépitést (akar
évtizedekkel késobb) kovetden jelentek meg alkalmazéasok, s az elméleti problémak

megoldasa soran 1étrejovo modell adott gyakorlati probléma megoldasahoz segitséget.

4.2.4. Matematikusokhoz kapcsolédo torténetek, életrajzi adatok

Aki matematikat tanul, talalkozik matematikusok neveivel, hiszen tételek (pl.
Pitagorasz-tétel), fogalmak (pl. Feuerbach-kor), vagy akar egész tudomanyag (euklideszi
geometria) gyakran viseli matematikus vagy matematikusok nevét. Mindenki
megtapasztalhatja, hogy ez a fajta hivatkozas milyen hasznos, ha példaul talalkozik a
., korhoz kiilsd pontbol huizott érintd- és szeldszakaszok tétele” elnevezéssel. Nem lett volna
rovidebb XY tételének nevezni? — tegyiik fel a (kolt6i) kérdést a diakoknak. A matematika
kultartorténeti bedgyazottsagat mutatja, hogy az elnevezésekben orszdgonként ¢&s
nyelvenként*! vannak eltérések, amit mindenképp érdemesnek tartunk didkoknak
megemliteni.

Annyit elmondani egy matematikusrél, hogy mikor sziiletett, s milyen szarmazasu (akar
pontos adatok helyett csak azt, hogy XVII. szazadi francia matematikus) biztosan nem vesz
el 10-15 masodpercnél tobbet egy tanorabol. Igy ellenérvként (azt leszamitva, hogy esetleg
a tanar sem tudja) csak annyit lehet mondani, hogy a didk ,,agyis elfelejti”. Mellette viszont

elmondhatd, hogy ha van egy-két diak, aki megjegyzi, vagy akkor és ott az adott

41 példaul Thalész tétele alatt tobb orszagban a parhuzamos szel6k/szel6szakaszok tételét értik.
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matematikust térben és id6ben el tudta helyezni, akkor mar nem volt hidbavalé a mondat.
A nemzetiség elmondasa mellett sz6l6 érv lehet, hogy ez a név kiolvasasanal sok esetben
segitséget jelent. Igy a tantargyak kozotti kapcsolatként is megemlitendd, hogy példaul
Cauchy nevének helyes kiejtésével gyakoroltattuk a francia olvasasi szabalyokat®,

Raadésul sokszor mar ezek a minimalis ¢életrajzi adatok is bepillantast engednek a
matematika épiilésébe, amit szinte vétek szo nélkiil hagynia a matematikatanarnak. Példaul
fakultacion a valdsziniiség fogalmanak tisztdzasakor a didk taldlkozik a Kolmogorov
axiomakkal (Andrej Nyikolajevics Kolmogorov orosz matematikus 1903 — 1987), majd jo
néhany oraval késobb a Bayes-tétellel (Thomas Bayes angol matematikus, presbiterianus
lelkész 1702 — 1761). Itt pedig felhivhatjuk a figyelmet arra, hogy a valoszinliség
fogalmanak axiomatikus megalkotasa kozel 200 évvel egy ezt hasznalo tétel utan sziiletett
meg, azaz a valdszinliségszamitas szép péld4ja annak, hogy évtizedeken, évszdzadokon
keresztiil felhalmozott ismereteket axiomatizalnak és rendszereznek, s nem az
alapfogalmak és axidémak megalkotasaval jon 1étre a matematika egy aga.

A jelenlegi magyarorszagi matematikatanitas alapvetd céljai kozott szerepel, hogy ,,a
tanulo megismerje a matematikai gondolkodds természetét és a matematika alapveto
sajatossagait” (2020-as NAT). A megfelelé életrajzi adatok segitségével ujra és Gjra
felhivva a kiillonbozé témaknal erre a didkok figyelmét sokat tehetiink e cél
megvalositasaért.

Kiilondsen fontosnak tartjuk egy-egy matematikus életrajzabol a sziiletési adatain és
nemzetiségén tul az esetleges magyar vagy helyi kotddését. Ilyen lehet példaul, ha a
kozépponti és kertileti szogek tételének bizonyitdsakor Bolyai Farkas bizonyitasat

valasztjuk (Hajnal, 1991), vagy legalabb megemlitjiik 1étezését.

42 Francia szakosként a francia olvasdsi szabdalyokat tdbbszdr elsésorban a didkok altal is ismert tulajdonneveken
(pl. Renault, La Fontaine, Bastille stb.) keresztiil tanitottam, ami nagyon jdl bevalt.
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4.3. Miért épitsiink be matematikatorténetet a tanéraba?

4.3.1. Hosszu tavii memoriaba valo beépiilés segitése

Gyakori jelenség, hogy a tanultakat a didkok jelentds része néhany o6ra mulva elfelejti.
Fontos gyakorlati kérdés tehat, hogy mivel tudnank segiteni a hosszu tdvii memoriaba vald
rogziilést.

Ehhez a matematikatorténet kétféleképpen is hozzajarulhat. Egyfeldl lehetéséget ad egy
tananyaghoz kapcsolodd torténet elmeséléséhez, amihez kotve a didk konnyebben
megjegyezheti magat a tananyagot is (pl. a ,,kis Gauss torténete” és az elsé n pozitiv egész
Osszegének zart alakban torténd felirasa).

Szendrei Julianna igy fogalmazza meg a masik okot, amiért a matematikatorténet

segitheti a tananyag hosszu tavi memoridba torténd rogziilését:

., Erdekes korban éliink. Most taldlkozik dssze a pedagdgia sok gyakorlati tandcsa az
agykutatdas konkrét kutatasi eredményeivel. A hosszu tavu memoriaba valo bevésés
folyamatarol mar igen sok bizonyitott eredmény latott napvilagot. Az egyik legkiemeltebb
kutatasi teriilet a megértés kozben torténo ismétlés és a mdr tanultak mas oldalrol valo
megvilagitasanak fontossaga. Az ezzel kapcsolatos kisérleteket ausztriai egyetemek
veégezték. Azt taldltik, hogy ismétlésen kiviil a tobb szempontu megkozelités segitette
leginkabb a hosszu tavu memoriaba valo rogzitést, valamint a tanultaknak

problémaszitudciokban valo alkalmazasat.” (Szendrei Julianna, 2005, p. 186.)

A matematika torténete soran rengeteg probléma mertilt fel, amikre a kor matematikusai
— mas eszkoziik nem lévén — elemi modszerekkel adtak valaszt. Ezeknek a problémaknak
és/vagy megoldasi modszeriiknek a kdzépiskolai tananyagba torténd integralasa lehetdséget
ad egy adott tétel tobb szemponti megvilagitdsara, mas-mas problémaszituacioba vald
elhelyezésére.

Példaként gondolhatunk arra, hogy a Pitagorasz-tételnek szamtalan olyan bizonyitasa
maradt rank, amelyeket a diakok is megértenek. Ilyen példaul Garfield (mar a neve hallatan

felfigyelnek a diakok) altal az 1870-es években felfedezett bizonyitas*.

43 Forrds: (Deledicq & Casiro, 1998)
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A 2. dbra szerinti a és b alapu, (a + b) magassagu
trapéz teriiletét felirjuk a trapéz teriiletképletével és a
harom haromszdg teriiletének dsszegeként:

a+b a'b a'b c-c »

(a+b) = Sttt

Innen ekvivalens atalakitassal adodik a tétel.

A trapéz terliletképletét tanitva egyszerre adodik 5 dbra
lehetdséglink a Pitagorasz-tétel (4jboli) bizonyitasara, igy

egy régebbi ismeret felelevenitésére és az Gjonnan tanult ismeret, a trapéz teriiletképletének
egy klasszikus teriiletszamitasi feladatoktol gyokeresen eltérd szitudcidban torténd
alkalmazéasara. Ugyanez a helyzet a nevezetes azonossagok hasznalataval, és betlis
kifejezésekkel torténd miveletvégzéssel. A feladat a didkok kordhoz tokéletesen
alkalmazkodo diszkussziojaként a tanar felteheti a kérdést, milyen abrat kapunk, ha az

t44

eredeti haromszog egyenlészari. Mindehhez pedig tarsulhat egy apro torténet™, ami szintén

segiti a hosszll tavli memoriaba torténd rogziilést.

4.3.2. Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése

Egy adott tétel vagy fogalom megértésének tobb szintje lehetséges. Az amerikai kutato,
Usiskin egy fogalom megértésének 6tféle aspektusat kiilonbozteti meg, koztik a (mintegy
legmagasabb szintet jelentd) torténeti aspektust is (Usiskin, 2012). Elmélete szerint a
megértés kiillonféle tipusi mozzanatai §sszekapcsolodnak, s egymasra hatassal vannak. Egy
ilyen mozzanat a torténetiség, amely tehat nagyban segitheti a mélyebb szintli megértést.
Pé¢ldaul a szamrendszerek tanitdsandl hasznos, ha ellenpéldakat is mutatunk a helyiértékes
irasmodra (tizes alapu, de nem helyiértékes az egyiptomi, nem tizes alapu és nem
helyiértékes a romai szdmiras).

Skemp a fogalom és az dket jelolé szimbolumok kapcsolatat a 3. dbra segitségével irja

le (Skemp, 2005. p. 107.).

44 James Abram Garfield az USA masodik olyan elndke volt, akit megéltek. Allitélag képes volt egyszerre egyik
kezével latinul, masikkal gorogul irni.
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szimbdlumok fogalmak
fgy kell hogy legyen, * N

N\

nem pedig igy.

De, taldn meglepd :\/
m(‘)don, igy még jObb. /

3. dbra

A fogalmak megértése szempontjabdl (ahogyan 6 is megjegyzi meglepd modon) az

utolsot tartja jobbnak, amit késébb a kovetkezdvel indokol:

., Ha egyszer megtanulunk valamit megfeleléen osztdalyba sorolni, akkor az ut nagy részet
megtettiik afele, hogy elsajatitsuk, hogyan is banunk vele. [...] A »megfelelo« olyan modot
vagy modokat jelent, amelyek segitenek szamunkra az éppen felmeriilé probléma
megoldasaban, és igy minél tobb modon tudunk osztalyba sorolni, anndl nagyobb azoknak
a problémdknak a vdltozatossaga, amelyeket képesek vagyunk megoldani. Es minél tobb
szimbolumot tudunk ugyanahhoz a fogalomhoz hozzakapcsolni, annal tobbféle modon

tudjuk a kérdéses fogalmat osztdlyba sorolni.” (Skemp, 2005., p. 112.)

Marpedig sok olyan matematikai fogalom létezik, amely jelolésére torténelme soran
tobbféle szimbolumot hasznaltak, amelyek valamilyen ok folytdn kikoptak. Ez az ok
gyakran az adott fogalom valamely tulajdonsagabol adodott, amely megfeleld
megjelenitésére az adott szimbolum vagy szimbolumrendszer alkalmatlan volt. Példaul a
pozitiv egész szamok halmazanak végtelen tulajdonsaga miatt, ezen szamok tizes alapt, de
nem helyiértékes egyiptomi szamirdsban torténd megjelenitése csak végtelen kiillonb6zo
szimbélummal lenne lehetséges. Igy az egyiptomi szamiras didkoknak torténd
megmutatasaval hangsulyt kap e szamhalmaz egy fontos tulajdonsaga, s ezaltal a fogalom

mélyebb megértése.
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4.3.3. Mas tudomanyokhoz valo kapcsolodas

Gyakran talalkozhatunk avval a jelenséggel, hogy a diak egy adott ismeretet csak egy
bizonyos tantargy 6rain tud hasznalni (pl. a matematikadran hibatlanul dolgoz6 megijed egy
egyenletrendezéstdl fizikadran). A probléma kezelése komplex moddszert igényel, aminek
egyik komponense lehet az, ha a tanuldt a ,tantargyak kozott mozgatjuk”, azaz egy
matematikaoran eldkeriild fogalom kapcsan beszéliink példaul nyelvészetrdl, torténelemrol,
foldrajzrol, vagy irodalomrol. Bar ehhez — Sain Marton koradbban idézett szavaival élve —
tényleg ,,Németh Laszloi koponya kell ” vagy legalabb egy ilyen szempontbol 6sszeallitott,
s a tanar rendelkezésére allo segédanyag.

Egy masik komponens lehet az is, ha a tanul6 megtapasztalja, hogy egy adott tantargy
altal hozott probléma milyen matematikai eszkdzrendszer megjelenését, fejlodését segitette
el6. A matematikatorténet mindkét komponensnek idedlis teret biztosit, ahogyan azt a
kovetkezo példa is mutatja.

A korabbi korok elnevezései ma gyakran viccesnek hathatnak a didkok szdmadra, igy
elmondhatjuk nekik, hogy példaul Géresi Istvan a nagybanyai iskola egykori tanitdja a
XVII. szazadban a kivonni sz6 helyett a ki lopni, ki vinni, ki venni, subtrahalni szavakat
hasznalta (Szénassy, 1970). A tantargyak kozotti kapcsolat pedig tovabb szOhetd azaltal,
hogy tobb idegen nyelvben a ma is hasznalt szakkifejezés — az itteni alakokhoz hasonléan
— latinbdl épiilt be a mai miinyelvbe (pl. a kivonas sz6 franciaul soustarction, angolul
substraction, németiil Subtraction, spanyolul sustraccion). Nagybanya nevét kimondva
szoba keriilhet annak fOldrajzi elhelyezkedése és/vagy a magyar festészettorténet
meghataroz6 eleme, az egykor ott mitkodo festdiskola. Ilyen esetben felmeriilhet kérdésként
az is, hogy mi kell ahhoz, hogy egy sz6 meggydkeresedjék a nyelvben®. A puszta
figyelemfelkeltésen tul a tantargyak kozotti kapcsolatokat erGsitve mutatja ez a tanorabol
egy-két percnél nem tobbet elvevd példa, hogy a matematika fejlddése és az emberiség

kultartorténetének fejlédése (jelen esetben a nyelviyjitas) elvalaszthatatlanok.

4 errél Id. (Keresztesi, 1935).
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4.3.4. Motivacios eszkoz

Ahogyan arra tobb szakirodalom is felhivja a figyelmet*®

, egy tanoran a legjobb
fegyelmezési eszkoz a figyelem fenntartasa, igy egy tanar szamara minden hasznos lehet,
amivel a figyelmet fel tudja kelteni és fenn tudja tartani. Kiilondsen fontos ez olyan diakok
esetében, akik szamara a matematika Oonmagaban nem bir figyelemfelkeltd erdvel.
Szamukra ilyen er6vel birhatnak példaul korabbi korok matematikusainak kiiloncségei (pl.
a pithagoreusok tartézkodtak a l1obabtdl), hozzajuk kapcsolodé legendak (pl. Bhaskara
matematika kdnyvet irt partdban maradt banatos leanyanak megvigasztalasara), egy régies
nyelvezetil, régebbi kor feladatdnak megoldasa, vagy egy altaluk mar ismert eredmény régi
korokban torténé meghatarozasa (pl. négyzetgyokkeresé eljarasok, vagy a kor keriiletének
és atmérdjének hanyadosa, ami a Biblidban 3 volt az 6szovetségi korban*’).

Egyetértiink Schoenfelddel, aki felhivja a figyelmet arra, hogy a problémamegoldasban
fontos szerepe van a tanuld hozzdalldsdnak, a tananyagrdl és a matematikardl alkotott
véleményének (Schoenfeld, 1985). gy, ha ezek az érdekességnek szant torténetek a tanulok
egy részénél figyelemfelkeltd erével birnak, akkor a tanorabdl rajuk szant néhany perc
busasan megtériil, s talan konnyebb lesz a feladatok megoldasara ravenni a diakokat.

Egy masik ok miatt is lehet motivalé erejii a matematikatorténet. A legtobb didkban ott
motoszkal a kérdés: miért kell ezt tanulni? A probléma kezelésének egyik utja lehet, ha egy
probléma felmeriilésének torténeti okaira, vagy egy fogalom ¢és Osszefliggés korabbi
alkalmazasaira vilagitunk ra a tanérakon. Példaul a logarléc megmutatasakor a logaritmus
azonossagait jelenithetjik meg fizikailag (tananyaghoz kapcsoloddan) mikdzben
ravilagitunk arra, hogy néhany évtizede még ténylegesen ennek az absztraktnak tlind
fogalomnak ¢és azonossagainak segitségével szamoltak eleink. Raadasul — ahogyan
évenként tapasztalom — az, hogy a lécek mechanikus tologatasaval szorozni és osztani lehet,
sok diak érdeklodését kelti fel, s 6k ezért innent6l mar nem foglalkoznak avval, hogy mi
haszna van a logaritmusnak, s miért is kell nekik ezt tanulniuk. Ahogyan Dienes Zoltan irja:

., [a gyerek] sosem kérdezi meg, hogy ami érdekes, egyuttal hasznos-e” (Dienes, 1973, p. 31.).

46 példaul (Boros, 1996) e témardl sz616 fejezetének egyenesen az a cime, hogy Figyelem — fegyelem.
47 Azutdn készitett egy éntott tengert, amelynek eqyik pereme a mdsik peremétél tiz kényéknyire volt, kér alakd,
és ot kényék magas volt, és harminc kény6k hosszu zsindr érte kériil.” (1Kir 7,23)
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4.3.5. A matematika megjelenitése é16 tudomanyként

Egy 12 évig iskolai keretben matematikat tanulo olyan didkban, aki tokéletes
felépitésben a matematikanak csak az eredményeit kapja meg készen, onkénteleniil is
kialakulhat az a torz kép, miszerint a matematika egy lezart tudomany. Lezart abban az
értelemben, hogy egy kész axiomarendszerben gondolkodunk, abban linearisan haladunk,
s az elérehaladast maximum jabb tétel megalkotasa / megtalalasa (?) jelentheti. EQy ilyen
diaknak miért jutna eszébe, hogy példaul az alapoknal torténd modositassal akar tobb
fejlodési ut is 1étrehozhato. Ez torténhet egy-egy axioma helyettesitésével (pl. Bolyai Farkas
helyettesité axiomai), vagy egy adott uton beliil a jel6lési rendszer modositasaval. Marpedig
a matematika torténete sordn tobb alkalommal az igazdn nagy eldrelépést egy jelolési
rendszer megvaltoztatasa (pl. romai szamokrol valo attérés a helyiértékes szdmirasra) vagy
Uj tipusu szemlélet és kérdésfeltevés (pl. a geometria algebrizalasaként az analitikus

geometria megjelenése) alapozta meg.

4.3.6. A matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz valo
hozzajarulas

Hajlamosak lehetiink természetesnek venni az altalunk hasznalt matematikai
szaknyelvet, noha az egy hosszu és nem lezart kialakulasi folyamat eredménye. Ha a tanar
felhivja erre a didkok figyelmét, segitheti Oket a tanuldsban. Példaul sok didk nem tudja
megjegyezni, hogy a haromszog melyik nevezetes vonalai melyik nevezetes pontban
metszik egymast. Erdemes (t6bb alkalommal) felhivni a figyelmet arra a tényre, hogy a ma
hasznalt magyar matematikai miinyelv nagy része viszonylag késon kezdett el kialakulni, s
igy volt id6 és lehetdség eléggé beszédes szakszavakat alkotni. fgy a stlyvonalak a
stlypontban, a magassagvonalak a magassagpontban metszik egymast. Ez nem minden

k8 is a sulypontot, igy a

nyelvben van igy. Elnevezhették volna eleink ,,gravitacids pontna
mai beszédes név csupan nyelvijitoink jol atgondolt dontésén mult. Mindezek nyilvan a

tananyag memorizalasat is segitik.

48 péld4ul francidul a sulypont: centre de gravité, a sulyvonal médiane.
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Tudatosithatjuk didkjainkban tovabba, hogy a matematikai jel6lések esetében is jelen
van a ,.,hagyomany6rzo irasmod”. Ennek egy formaja, ha tisztazzuk, hogy hallgatolagos
szabalyként, csupan hagyomanyt 6rizve irjuk példaul a kovetkezdket:

e bizonyos betiik bizonyos fogalmakra torténé hasznalata (pl. k, 1, m: egész szamok);

e megszokott sorrend tartasa (pl. 3x: egyiitthatdo — ismeretlen);

e idegennek hat6” jelolési mod (pl. P(€ = 3): annak a valoszinlisége, hogy a

valoszinliségi valtozonak nevezett fliggvény altal felvett érték 3).

A tan6rakbol erre szant néhany perc semmiképpen sem nevezhetd hasztalan idének. Ha

kihagyjuk, el6bb-utobb ugyis valamelyik diak felteszi példaul azt a kérdést, hogy ha & nem

k-val, hanem z-vel jelolte az adott egész szamot, az baj-e.

4.3.7. Tanterven kiviili matematikai tartalmak beemelése

Béarmennyire is torekszik ra valaki, a kozépiskolai matematika nem épithetd fel szigort
axiomatikus targyalassal. A kozépiskolai didkok erre még nem érettek. Vannak allitasok,
amiket érdemes bizonyitani, vannak, amiket elegendé részlegesen (pl. természetes
szamokra bizonyitjuk, de a tételt mar valés szamokra mondjuk ki), s vannak, amiknek
bizonyitasat teljesen elhagyjuk. Tananyagtol és osztalytdl fiiggben mind a harom eljarast
hasznosnak tartjuk avval a kikotéssel, hogy a két utobbi esetben a bizonyitas
részlegességére vagy hianyara hivjuk fel a didkok figyelmét. Az egyes részek kozott
valamifajta  logikai  kapcsolat ~ viszont  elengedhetetleniil  hozzatartozik  a
matematikaoktatashoz. Marpedig ezt a logikai kapcsolatot, tobb esetben a

matematikatorténet tudja biztositani, amint arra Munkacsy Katalin is felhivja a figyelmet.

A torténetiség elve, a matematikatorténeti ismeretekkel valo foglalkozas
lehetové teszi fontos fogalmak megemlitését, szemléletes bemutatasat akkor is, ha
azok egyébként nem szerepelhetnek az eloirt tananyagban, a kévetkezetesség

didaktikai elvének megsértése nélkiil.” (Munkacsy, 2002, p. 89.)

Példa erre a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometria, illetve az abszolut geometria,
amelyekrdl Ggy gondoljuk, minden magyar kozépiskolas didknak érdemes hallania. 9.

osztalyban, amikor az euklideszi geometria targyalasat elkezdjiik, érdemes id6t szanni arra,
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hogy beszéljiink arrdl is, hogy ezen axidmarendszert hogyan probaltak redukalni, majd
modositani a torténelem soran. Az axiéma ¢€s az axiomatikus felépités fogalma is biztosan
jobban megérthetd, ha egy felépitett rendszer kozlése helyett emlitést tesziink arrol, hogy

mit okoz az alapok ilyen vagy olyan tipusi modositasa.

4.3.8. Nevelés a lényeg Kisziirésére

Skemp a feladatmegoldast —a [Hls0 vildg matematikai vildg
absztrahdlds
kozépiskolaban is jol hasznalhaté 4. dbra @ =

segitségével irja le (Skemp, 2005, p. 321.).

a modell

A megfogalmazott problémabol (példaul hasznélata

egy szoveges feladatbol) megalkotunk egy

tjra-

matematikai  modellt  (példaul egy megtestesités

egyenletet). Miutan a  matematikai

modellben feldolgozzuk a feladatot (azaz 4.dbra

megoldjuk az egyenletet), a kapott eredményt visszakonvertaljuk a kiinduldsi probléma
nyelvére (azaz adunk egy szdveges valaszt).

Amint arra tobb tanulmany is ramutat*®, a harom 1épésbol a didkok szamara a
legnehezebb a matematikai modell megalkotisa. Ennek egyik 1épése a feladat
megoldasdhoz sziikséges adatok ¢€és a megoldas szempontjabol indifferens zajok
szétvalasztasa. Példaként alljon itt egy korabbi érettségi feladat, s kevesebb zajjal torténd

atfogalmazasa:

Az eredeti feladat:

,»Egy nemzetkozi konferencia 5 résztvevdje all egy asztal koriil a kavésziinetben (jeldlje
6ket A, B, C, D, illetve E). Tudjuk, hogy A ismer mindenkit az asztalnal. B nem ismeri E-t,
de a tobbieket ismeri. C két résztvevot ismer, D pedig harmat.

Abrézolja az 6tfés tarsasag tagjai kozotti ismeretségeket egy graffal, és adja meg, hogy
kiket ismer az asztalnal az E-vel jelolt személy! (Minden ismeretség kolcsonds.)”

(Kézépszintii érettségi, 2020. majus 5.)

4 Ld. pl. (Csikos, 2002.)
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A feladat atfogalmazva, kevesebb zajjal:

»A, B, C, D, E korben all. A jelen 1év6 személyek koziil A mindenkit, B E-t leszamitva
mindenkit, C kett6, D pedig hiarom embert ismer. (Minden ismeretség kolesonds.) Abrazolja
ezen tarsasag tagjai kozotti ismeretségeket egy graffal, s adja meg, hogy kiket ismer a

tarsasagbol E!”

A zajoknak ugyanakkor komoly pedagogiai szerepiik is van. Ezek teszik életszeriivé a
feladatokat, tanitjak a 1ényeg kisziirését, ezaltal pedig az absztrakcios folyamat részei.
Ezeket a funkciokat torténeti adalékokkal szintén elérhetjiikk, amint az az 5. dbralathato

2017. majus 9-1 emelt szintli érettségi feladat példaja mutatja.

h

Az interneten érdekes hirként jelent meg 2015-ben, hogy a matematikusok 1jabb, egybe-
vago 6tszogekbol allé hézagmentes siklefedést (parkettiazast) fedeztek fel. (A két abran a
parkettizas egy részlete, illetve a parketta egyik 6tszégének néhany adata lathato: E4 =
AB=CD=1,BC=2,EAB/ =90°, ABC/ = 150°, BCDZ = 60°.)

a) Igazolja, hogy az dbrdn megadott 6tszog B csticsabdl huzott két atlo 75°-os szoget
zér be egymassal!

5. dbra
Azon feliil, hogy a torténeti bevezet6 nem tlinik er6ltetettnek, tobblettartalommal is bir.
Ugyanis, ha egy feladatot torténet vezet be, akkor az egyben felhivja a figyelmet annak életb6l
val6é kiragadottsadgara, igy bujtatott mddon figyelmezteti a tanulokat a feladat életszerii

mivoltara is.
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4.4, Hogyan valésithato meg a matematikatorténet tanoraba torténé
beemelése?

Hissziik, hogy a tandr a sajat maga altal hasznosnak vélt modon tud a leghatékonyabban
dolgozni. Ha valaki kényszerliségbdl kezd IKT eszkdzoket hasznalni vagy parmunkaban
dolgoztatni, az hiteltelen lesz didkjai eldtt, akik azonnal megérzik a kényszeredett valtast.
Klein Sandor a Varga Tamas féle komplex matematikatanitas kapcsan a kovetkezot irta:
. Magyarorszagon az 1974-es orszagos elterjesztést elrendeld hatarozat volt a »vég
kezdete«: ujra bebizonyosodott, hogy a jot nem lehet rderdltetni az emberekre.” (Klein,
2005, p. 8.) Tanulva az akkori hibabdl, az elkészitett segédanyagban sehol nem irtuk elo,
hogy mit milyen munkaformaban kell megvalositani, s6t kiilon megemlitjiik, hogy az egyes
anyagrészek jellegét figyelembe véve tobbféle feldolgozasi moddszert is hatékonynak
gondolunk.

A bemutatott anyagrészek jelentds része rovid, fél és két perc kozott elmondhat6 adalék,
melyet szerintlink leghasznosabb, ha a tanar oszt meg a didkokkal. Ugyanezt megteheti
hosszabb részek, példaul egy régebbi algoritmus ismertetése esetén is. Ennek a tanari
magyarazatnak elénye, hogy az iranyitas végig a tanarnal van. Ha akarja, néhany tervezett
részt kihagyva felgyorsitja mondanivalojat, vagy érdeklddo tekintetek esetén valamiben
jobban elmélyiilhet.

Ugyanakkor tobb tananyagrész tanitasa is elképzelhetd par- vagy csoportmunkaban.
P¢éldaul miutan a tanar ismerteti, hogy Chuquet milyen jeloléseket hasznalt, kiadhato, hogy
az egymas mellett il6k egyike alkosson algebrai kifejezést evvel a jelolésmoddal, a masik
tanul6 pedig irja ezt 4t mai alakra. Hasonlo feladat, példaul a korabeli és a mai jel6lések
Osszeparositasa akar interaktiv tablan is kitlizhetd.

A 2020-ban megjelent NAT-hoz tartozd kerettantervben tobb helyen is ajanlott
tevékenységi formak kozott szerepel a tanuloi kiseldadas, melyek koziil tobb
matematikatorténeti témaju (pl. 10-estdl kiillonb6zd alapu szdmrendszerek hasznalatarol a
multban és ennek mai napig tartd hatasair6l). A segédanyag tobb ilyen témat érint, éppen
ezért az oran elmondandoknal valamivel tObbet, hattérismereteket, valamint forrast is
tartalmaz. Igy a tanar, ha ezt a modszert vélasztja, rendelkezik azokkal a sziikséges
informaciokkal, amikkel el tudja inditani a didkot az 6nallo felkésziilés utjan. Ugyanez

lehet6vé teszi a tanar szamara is, hogy egy-egy résznek utana nézzen.
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5. A kidolgozott segédanyag bemutatasa

5.1. A segédanyag felépitése

Ez a fejezet a segédanyag egy részét — mint az altalanos elvek egy adott témakorben torténd

megjelenitését — tartalmazza. A segédanyag bevezetdje az el6z6 fejezet Osszefoglalasat

tartalmazza, aminek fontos szerepe van abban, hogy a kiprobalé tanar megértse azt a

szemléletet, amelyet a matematikatorténet tanorai megjelenitése kapcsan fogalmaztunk meg.

A dolgozatban a 9. évfolyamon tanitott algebra és szamelmélet témakorhoz késziilt

fejezettel foglalkozunk. Ennek a témakdrnek a valasztasat az alabbiak indokoljak.

A segédanyag elso, részletesen kidolgozott fejezetéhez minél korabban eldkeriild témat
szerettlink volna valasztani, mivel a didkok kozott meglévd kiillonbségért itt okolhat6 a
legkevésbé a gimnaziumi matematikaoktatas.

Tapasztalatunk szerint, ha a didknak van valahol lehetdsége kilépni a sajat
matematikatudasarol alkotott képébdl, akkor az ez az évfolyam. Uj tanar és
osztalytarsak veszik koril, akik tobbsége nem tudja, hogy korabban milyen jegye volt
matematikabol, vagy mit nem sikeriilt megértenie a korabbi tanulmanyok soran. A
gimnaziumi tananyag is ugy van felépitve, hogy kilencedik évfolyamon szinte csak az
altaldnos iskolai anyag rendszerezd ismétlése és kibévitése torténik. fgy példaul, ha
valakinek eddig nem sikeriilt megértenie a fliggvényeket, akkor itt szinte elejérdl
kezdheti azok tanulasat. Ezen az évfolyamon a tandr-didk kapcsolat sem terhelt még
esetleges korabbi konfliktusok emlékétol.

A kerettanterv kétéves bontasban adja meg a tanitandoé anyagokat. Példaul a geometriai
transzformaciok kilencedik, tizedik vagy mindkét évfolyamon tanithatok. Viszont
tapasztalatunk szerint a bevezetd algebrai részt — bar torvényileg lehetdség lenne akar
tizedik évfolyamon is tanitani — valamennyi tanar a kilencedik évfolyam elején tanitja.
fgy a kisérleti és a kontrollcsoportban parhuzamos haladésa itt volt a legjobban mérhetd.
Ez az egyik legnagyobb kozépiskolai témakor. A rendelkezésre allo id6 azonban
altalaban nagyon feszitett tempot igényel, igy a beépithetdség kérdése itt kiilondsen
relevans. Ez nem igy lenne egy olyan témakor esetén, ahol a megtanitandé tananyag

mennyiségéhez képest aranyaiban sokkal tobb 1d9 all rendelkezésre (pl. logika).
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e Eztatémakort a benne eléforduld témak (hatvanyozas, algebrai tortekkel vald szamolas,

szamelmélet) nagyon valtozatossa teszik, igy sok kiilonboz6 matematikatorténeti rész

kapcsolhaté hozza. Ez pedig lehetéséget teremthet arra, hogy a kiprobald tanarnak

tényleges valasztasa legyen a beépiteni kivant blokkok kivalasztasakor.

e Az is lényeges szempont volt, hogy a kiprobalo tanar a kisérlet el6tt egy-két honappal

(ne sokkal kordbban, s ne is kdzvetleniil a tandra eldtt) at tudja nézni a segédanyagot, at

tudja venni a szemléletét, s ha kérdése van, azt a kiprobalas elétt fel tudja tenni. Erre

augusztusban még realis esély van, amikor a tanar az 0j tanévet késziti elo, mig tanév

kdzben ez kevésbé megvaldsithato.

A segédanyag a 9. osztalyos algebra és szamelmélet t¢émakorének kdvetkezd menetrend szerinti

felépitését koveti (4. tabldzat).

ORA
SORSZAMA

1.
2.

10.
11.

12.

ORA TiPUSA

Uj anyag feldolgozo
Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo
Uj anyag feldolgozo
Uj anyag feldolgozo
Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

AZ ORA CIME

Betiik hasznalata a matematikaban
Hatvanyozas egész kitevore

A hatvanyozas azonossagai: a"-a™;
an:am: (a™)*

A hatvanyozas azonossagai: a™ - b";
a™:b"

Kéttagu 0sszeg négyzete

Héromtagu 6sszeg négyzete, kéttagu
0sszeg kobe

Binomialis tétel

Szamok normal alakja, gyakorlas
Algebrai kifejezések atalakitasa
Szorzatta alakitas kiemeléssel
Szorzatté alakitas kiemeléssel

Szorzatta alakitas nevezetes

azonossaggal (a2 — b?)
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ORA

SORSZAMA

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.
30.
31.
32.

ORA TiPUSA

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo
uj anyag feldolgozé
uj anyag feldolgozé
feladatmegoldo
feladatmegoldo
Uj anyag feldolgozo
feladatmegoldo
Uj anyag feldolgozo
Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo

Uj anyag feldolgozo
feladatmegoldo

uj anyag feldolgoz6

feladatmegoldo

feladatmegoldo
Osszefoglalod
osszefoglalo

témazaro dolgozat

AZ ORA CIME

Szorzatta alakitas nevezetes

azonossaggal (a3 + b%)

Algebrai tortek egyszeriisitése
Algebrai tortek szorzasa, osztasa
Algebrai tortek osszeadasa, kivondsa
Algebrai tortek Osszeadasa, kivonésa
Gyakorlas

Emeletes tortek, lanctortek
Gyakorlas

Oszthatosag ¢€s tulajdonsagai
Oszthatosagi szabalyok
Primszamok, 6sszetett szamok

Legnagyobb k6zds oszto, legkisebb

k6z6s tobbszoros

Osztok szama

Vegyes szamelméleti feladatok
Szamrendszerek

Szamrendszerekkel kapcsolatos

feladatok megoldasa
Gyakorlés
Osszefoglalas
Osszefoglalas
Témazard dolgozat

4. tébldzat

MAT.TORTENETI

BLOKKOK SZAMA

0

o O o o O B O O o o Bk

o &~ —, O

o O o o

Ez a menetrend a segédanyag Osszeallitasa szempontjabol két dolgot jelent. Egyfeldl az

egyes matematikatorténeti részeket ezen felépités szerint haladva adjuk meg mindig ott, ahol a

tanuld mar rendelkezik a sziikséges ismeretekkel és készségekkel. Az ettdl vald fobb eltéreési

lehetdségekre minden blokknal a kapcsolddasi pontok résznél utalunk. Masfeldl jelenti azt is,

44



hogy a matematikatorténeti blokkokat mindig egy itt feltlintetett tandra keretébe agyazva adjuk

meg.

Amennyiben kapcsolodhat matematikatorténet a tanorahoz, akkor azt a kovetkezo

struktiraban mutatjuk be.

Az 6ra cime.

Az ora célja.

Az o6ra menecte (a felsorolt részeknél zardjelben feltiintetve, a hozza kapcsolddod
matematikatorténeti blokk).

A késdbbi hivatkozasok konnyitésére minden blokkot egy elé irt betiivel lattunk el. A
matematikatorténeti blokk felirat utani zarojeles szam arra utal, hogy ennek targyaldsa
varhatéan mennyi id6t vesz igénybe. Ha ez kevesebb, mint egy perc, azt < 1' jelzéssel
jeloltiik. Fontos, hogy ez a szdm csak magara a matematikatorténetre vonatkozik. Sok
esetben egy feladat vagy egy elméleti rész a matematikatorténet emlitése nélkiil is
szerepelhet a tanoran. A tandrarészlet leirasakor mar a teljes feladatra szant id6t adtuk

meg.

Az adott blokk (zarojelben feltiintetve annak nehézsége).

A matematikatorténeti blokk cime utani zardjelbe tett pozitiv egész szam, jelzésiil
szolgal a megmutatand6 rész nehézségét illetden. 1-es jelzést kapott a barmely osztalyba
bevihetd blokk. Ezek foleg aprobb, tanari ismeretk6zl6 részek (pl. honnan szarmazik
egy elnevezés). 2-es jelzésli a gyengeébb osztalyokba bevihetd, de mar az osztalytdl is
cselekvd aktivitast igényld rész (pl. egy feladat elvégzése). 3-as jelzést kapott az atlagos,
4-est az atlagosnal kicsit jobb, és 5-Ost a kifejezetten jo képességli, példaul specialis
matematika tagozatos osztalyok szamara szant rész. Tobb helyen két szam (pl. 2-3) jelzi,
hogy a matematikatorténeti rész annak bontdsaval kiilonboz6 szinten is targyalasra
keriilhet. Természetesen ez a skaldzas elég szubjektiv, igy csak tdjékoztato jellegii.

Az egyes részekhez tartozd anyagok mindig egy matematikatorténeti ismertetdvel
indulnak. Ez sokszor t6bb informaciot tartalmaz annal, mint amit érdemes a didkoknak
elmondani. A tobbletinformacidk a tanarnak szdlnak, aki igy a szdmdara kedvezonek

tlind mélységben tudja az adott részt ismertetni.
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Forras.

A blokkokban leirtak valosagtartalmat igyekeztiink vagy elsddleges, vagy legalabb
egymastol fliggetlen forrasokbodl ellendrizni. Mivel azonban e blokkok nem egy
matematikatorténeti konyv fejezeteinek, hanem oktatasi segédanyagnak késziiltek, ezért
e részben mindegyik blokkhoz igyekeztiink a magyar nyelvii, s barki altal konnyen
hozzaférhetd forrasmunkakat megjelolni. Amennyiben a blokk szd szerinti idézetet
tartalmazott egy miibél, az itt feltiintetésre keriilt. igy ha tanarnak vagy didknak tovabbi
kérdése van, akkor idegennyelv-ismeret nélkiil is el tud kezdeni egy adott résszel
kapcsolatos kutatast. Ugyanigy a kozérthet6ség indokolta a forrasmunka
megjelolésének modjat is.

Eléfordulhat egy tanarral, hogy egy torténet vagy feladat 6ran valdé bemutatdsat nem a
tanmenet és a tanorara valo felkésziilés, hanem az adott tandran varatlanul eldkeriilé
szituacio sziili. Igy végezetill néhany ilyen lehetséges (a segédanyag Osszeallitdjaval
mar megtortént) esetet targyalunk, amelyre a tanar matematikatorténeti tartalommal
felelhet. Az ezekhez kapcsolodd matematikatorténeti blokkoknal a forrasok nincsenek
pluszként feltiintetve, hiszen természetiikbdl addéddan e blokkok nem egy esetleges

mélyebb kutatomunka (pl. tanuloi kiseldadas) kiindulépontjai.

Az adott blokk egy lehetséges beépitése a tanoraba.

Itt megadjuk, hogy egy adott rész mennyi id6t vesz igénybe, illetve leirjuk a korabbi
tapasztalatokbol adodo tandcsokat, megjegyzéseket. Ez a rész, a kutatasi modszeriinkbdl
(design research) adoddan folyamatosan béviil. Hangstlyozzuk azonban, hogy ez csak
példa arra, hogy hogyan lehet beépiteni az adott részt egy tanoraba, igy a teljes
Oratervbdl csak a matematikatorténeti blokk szerepel részletezve. A tandra tobbi

részében a tandr a sajat oratervét tudja kovetni.

A matematikatorténeti blokk funkcidja az adott tandran beliil.

A tanterven kiviili matematikai tartalmak matematikatorténettel torténd beemelésére
ebben a témakorben nem gondoltunk sort keriteni, igy ez a funkcio, itt nem jelenik meg.
Lehetséges kapcsolodasi pontok alatt soroljuk fel az olyan tananyagrészeket, ahol az

adott blokk szintén targyalhato.
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5.2.  Matematikatorténeti blokkok a 9. osztalyos algebra és szam-
elmélet témakor tanitasahoz

Ebben a fejezetben az algebra és szamelmélet témakorhoz kapesolodd matematikatorténeti
blokkokat, a 2018/19-es és 2019/20-as tanévben torténd kiprobalasok utan végrehajtott aprobb

modositasokkal egylitt a 4. tablazatban megjelolt tanorak szerint haladva ismertetjik.

5.2.1. Betiik hasznalata a matematikaban
Az oOra célja:

e a betiilk matematikéban torténd hasznalatanak megvilagitasa;

e a formalizmus szilikségszertiségének belattatasa €s a formalis matematika eldnyeinek
tisztazasa;

e a betis kifejezésekkel kapcsolatos fogalmak, elnevezések és jelolések tisztazasa;

e az absztrakcios készség fejlesztése (attérés szamokrol betiikre).
Az Ora menete:

e a halmazokkal kapcsolatos el6z6 dolgozat megbeszélése;

e atéma felvezetése (A);

e Miért haszndlunk a matematikdban betiis kifejezéseket? (B);
e betls kifejezések értelmezési tartomanya,

e Dbetis kifejezések csoportositasa,;

e Dbetiis kifejezések fokszama (C);

e hazi feladat feladasa.

[A] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (1°)

Az algebra szo eredete, s kiilonféle megfeleldi (nehézségi szint: 1)

Az Okori gorog matematika legfobb eredményeinek jelentds része a geometria és (a
szamokat dselemként tiszteld piithagoreusoknak kdszonhetden) kisebb részben a szamelmélet

teriiletén sziiletett. A gorogok utani évszazadokban az eurdpai matematika fejlédése megallt.
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P¢ldaul bar mas teriileteken maradandot alkottak, a romai civilizaci6 egyetlen figyelemre mélto

matematikust sem adott a vilagnak.

Az els6 komoly tovabblépést a keleti (indiai, kinai és arab) matematikusok tették meg.
A mi algebra szavunk is az arabul ird perzsa tudos al-Hvarizmi (780 — 845) Kitab al-Dzsabr va

I-Mukabala (dzsabr: 0sszeilleszkedés, jracgyesités) cimii konyvének cimébol szarmazik.

Mar6thi Gyorgy mar az 1740-es években hasznalta az ,algebra” szét. Am a
mindenképpen magyarositani akaré korabeli matematikusaink szamtalan ajanlassal éltek,
amelyre ime néhany példa: betd-vetés (Dugonics Andrés, 1784), betiizvény (Besnyak, 1786),
betiitudakossag (Bartzafalvi Szabé David, 1787), betliszamvetés (19. szazad). Nyelvujitoink
ezen torekvései szépen mutatjak, hogy még az akkori iskolai elemi algebrara is betiikkel valo
szamolasként tekintettek. Ezért irja Dugonics Andras: ,, Ha az én édes Eleim azért nevezhették
az Arithmetikat szamvetésnek, mert e tudomdny a szamok egybe-vetésében foglalatoskodik;
meg-engedik Kedves Utoim, hogy az Algebrdt Beto-vetésnek nevezzem, mivel e tudomany a
betok egybe-vetésérdl elmélkedik. ”(Dugonics,1784 p. 14.)

Forras
Keresztesi Maria: 4 magyar matematikai miinyelv torténete. Debrecen, 1935.

Dugonics Andrés: A4 tuddkossagnak elso konyve mellyben foglaltatik beto-vetés (algebra). Pest,
1784.

Az anyag beépitése a tandraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A cimben (algebra és szamelmélet) szerepld
» algebra  sz0  magyarazasakor, annak | Egy-két mondatos tandri megjegyzés,
megemlitése, hogy volt id6, mikor ezt | melynek célja a betiis kifejezések bevezetése.

betiivetésnek probaltak eleink nevezni.
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https://hu.wikipedia.org/wiki/Muhammad_ibn_M%C3%BAsza_l-Hv%C3%A1rizmi

A matematikatorténeti blokk funkcioja

Hozzéajarul a matematika nyelvének megértéséhez ¢és elfogadasahoz, mert ravilagit az

elnevezésre, s magyarazattal él kés6bbi, idegennek tind elnevezésekre.

A matematikat nem lezart, hanem ¢l6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert bepillantast

enged a matematika nyelvezetének fejlodésébe.

A matematika mas tudomanyokhoz valé hozzakapcsolasa, mert a nyelvyjitas folyamatanak

megemlitésén keresztiil kapcsolodik a nyelvtanhoz.

[B] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (3°)
Retorikus, szinkopalt, formalis matematika fogalma (nehézségi szint: 1)

A matematika altaldban olyan fogalmakkal és mddszerekkel dolgozik, melyek az életben és
mas tudomanyokban csak attételesen fordulnak eld, igy sziikség volt egy tomor és pontos,
sajatos matematikai szaknyelv kialakitasara. Ez egy tobb évszazados (s maig nem lezart)

folyamat.

Kezdetben, az tgynevezett retorikus matematika korszakaban a matematikusok mindent
¢él6szoban és irasos koznyelven fejeztek ki. Evvel az ,,irdAsmoddal” azonban a ma egyszeriinek
tiind feladatok is komplikaltak. Probaljuk csak megoldani (formalizalas nélkiil) a kovetkezd
feladatot: Melyik az a szam, amely felénél eggyel nagyobb szamhoz a szam harmadanak a
kétszeresét adva, az eredeti szadm 6todeénél hattal tobbet kapunk? Példank jol mutatja, hogy még
egy ilyen egyszerli feladat is szinte kezelhetetlenné valik, vagyis egyenletek ¢és
egyenlOtlenségek megoldasat célzo algebra ilyenfajta jel6lési moddal (azaz formalis

matematika hidnyaval) csak hatalmas isteni adottsaggal miivelhetd.

Késobb (els6ként az alexandriai Diofantosz (200 — 284)) szoroviditéseket kezdtek
alkalmazni. A matematikanak ezt a korszakat nevezik szinkopalt matematikanak. Példaként

alljon itt a reneszansz kori matematika jeldlési probalkozasa.

Nicolas Chuquet (1445 — 1488) utan Estienne La Roche (1470 — 1530) a kovetkezd
jeloléseket hasznalta: a francia plus (tobb, plusz) és moins (kevesebb, minusz) szavak
kezddbetiijébol az dsszeadast p —vel, a kivonast 711 —vel jeldlte. Ismeretlenre nem vezetett be

betiit, hanem annak fokat az egyiitthato fels6 indexébe irta. fgy a konstans tag a 0 foka tag lett.
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Egyenldségjel helyett az egaulx szot hasznalta (Sain, 1986). Példaul: 23p3%2m5 egaulx7°-t

ma igy frnank: 2x3 + 3x2 — 5x = 7

A jelolések megreformalasanak masik jelentds uttoréje Frangois de Viéte (1540 — 1603),
aki foglalkozédsara nézve jogasz volt, és csak a csillagaszati érdeklddése kedvéért kezdett
matematikaval foglalatoskodni. ,,Az egyenletmegoldas altalanos modszereit kereste. Ezért
igyekezett az algebrai egyenleteket szimbolumokkal felirni. Az egyiitthatok helyett betiiket
hasznalt. Az ismeretlen mennyiségeket maganhangzokkal, az egyiitthatokat massalhangzokkal

jelslte.” (Sain, 1978. p. 228.)

Ahogyan a jelek elszakadtak az dket eredetileg jelentd szavaktol, s 6nallo jelentéssel bird

szimbolumokkd valtak, ugy jott 1étre a mai korra jellemz6 formalis matematika.

Forras

Sain Marton: Matematikatorténeti ABC Adatok, tények, érdekességek a matematika kozépfoku
tanitdsahoz és tanulasahoz Tankonyvkiadd, 3. Kiadés, Budapest, 1978.
Sain Marton: Nincs kiralyi ut!. Gondolat Konyvkiado, Budapest, 1986.

https://hu.wikipedia.org/wiki/Matematika

Az anyag beépitése a tandraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

Miért van sziikség betlikre a
matematikaban?

) L A tanar kérdésekkel vezeti rd a didkokat a
o képletek tanulhatosaga
] betlis kifejezések hasznara. A végén ezekre
10° o cgységesség, nyelvfiiggetlenség . )
) példaként beszél a formdalis matematika
o rovidség o

kialakulasanak torténetérdl roviden.
o formalizmus szerepe a szamolasban

Ez utdbbinal keriil el6 példaként a B blokk.
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A matematikatorténeti blokk funkcioja

A motivacid eszkoze, mivel a didkok altal is hasznalt eszkdzrendszer hatterére vilagit ra.

Hozzajarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz, mert ramutat arra, hogy a
matematikai fejlodést életbdl jovo problémak taplaljak, jeldlésrendszere pedig ezek

szolgalataban fejlodott olyannd, amilyennek ma ismerjiik.

A hosszu tavii memoridba vald beépiilés segitése, mert az egyhatarozatlani monom

fokszaménak fogalmat sajatos problémaszituacidoba helyezve hasznalja.

A matematikat nem lezart, hanem €16 tudomanyként segit megjeleniteni, mivel felvillantja a

mai formalis matematika létrejottét, s kiszakitja a didkot a ,,mindig is igy volt” szemléletbdl.

Lehetséges kapcsolodasi pont:

e szoveges feladatok.

[C] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (1°)

Betiis kifejezésekkel kapcsolatos elnevezések eredete (nehézségi szint: 1)

ismeretlen

Az ismeretlen, a latin incognitus szo6 szerinti leforditasabol keletkezett, s kortol fiiggéen volt
ismeretlen (1693), esmeretlen (1784), 6smeretlen (1839). A 19. szazad elején torténd erdszakos
magyar megfelel6k gyartdsa soran javasolt ,titoktarto betsli” (Pethe 1812) nem vette
figyelembe a miszavakkal kapcsolatos olyan alapveté kritériumot, hogy azok konnyen
ragozhatok ¢és toldalékolhatok, valamint rovidek legyenek, igy hasznalata nem terjedt el.
Ugyanezen okoknal fogva, a genfi zsoltarokat magyar nyelvre forditdé Szenczi Molnar Albert
matematikat jelentd ,,bizonyos erdsségbdl és megmutatasbol allé tudomany” kifejezésének

es¢lye sem volt a megmaradasra.
egyiitthato

Pethe Ferenc 19. szazad eleji szoalkotasa, amely a latin coefficiens szdszerinti forditasaként

keletkezett.
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egynemii

A latin homogeneus helyett Apaczai Csere Janos altal a XVII. szazad kozepén bevezetett

kifejezés.

Forras

Keresztesi Maria: A magyar matematikai miinyelv térténete. Debrecen, 1935.

Az anyag beépitése a tanoraba

Idé | Az 6ra menete Megjegyzés

Betiis kifejezésekkel kapcsolatos alapvetd
" fogalmak tisztazasakor az elékeriild szavak

eredetérol néhany informacidadalék

megemlitése.

A matematikatorténeti blokk funkcioja

A motivacid eszkoze, mert néhany régi megnevezés ma mokasan hathat (pl. titoktarto betsit).

Hozzdjarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasdhoz, mert ravilagit az

elnevezésre, s magyarazattal ¢l késobbi, idegennek tlind elnevezésekre.

A matematikat nem lezart, hanem ¢l6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert bepillantast

enged a matematika nyelvezetének fejlddésébe.

A matematika mas tudomanyokhoz vald hozzakapcsoldsa, mert a nyelvyjitas folyamatanak

megemlitésén keresztiil kapcsolodik a nyelvtanhoz.
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5.2.2. Hatvanyozas egész Kitevore
Az ora célja:

e az egész kitevés hatvanyozas fogalmanak és a hozza kapcsolodod elnevezéseknek,
jeloléseknek tisztazasa;
e az n-edik gyok és a logaritmus fogalmanak el0készitése;

e szamoldas gyakoroltatasa.

Az ora menete:

e hazi feladat ellendrzése;

e a hatvanyozas, mint a szorzasra épiilé miivelet megjelenése;
e a hatvanyozas soran hasznalt elnevezések tisztazasa (D);

e az egész kitevdjli hatvany fogalmanak bevezetése;

o feladatok megoldasa;

e hazi feladat feladasa.

[D] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (< 1°)

Hatvanyozassal kapcsolatos elnevezések (nehézségi szint: 1)

A 19. szazadban a korabbi idegen kifejezéseket felvaltando, kisebb részben azok sz6 szerinti
leforditasaval, nagyobb részben inkdbb 0j szavak gyartasaval probalkoztak a nyelvyjitok. Az
elébbinek volt eredménye a latin exponens kifejezés sz6 szerinti forditasaként megjelend kitevo
szavunk, amelyrdl Abel Karoly (1836- 1877), 19. szazadi tankonyvird kozépiskolai tanar azt
mondta ,,ennek ki kell tenni a sziirét” (Keresztesi, 1935, p. 39.). Ennek ellenére fonévi alakban
maig tartja magat. Taldn e heves ellenallas okozta, hogy melléknévi alakja (kitevdleges, kitevoi)
helyett tovabbra is a latin alakot Orizziik: exponencidlis (pl. exponencidlis egyenlet,

exponencialis fliggvény).

Nagy Karoly, a reformkor tankdnyvirdja és a tehetséggondozas uttordje, a kitevore a mara

kikopott ,,mutatd” sz6t hasznalta (Kantor Sandorné Varga, 2013).
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Forras

Kéntor Sandorné Varga Tiinde: Nagy Karoly (Révkomarom, 1797 — Périzs, 1868), a reformkor
tankonyviroja, a tehetséggondozas uttoréje. Polygon XXI. (1-2.), 2013.

Keresztesi Maria: A magyar matematikai miinyelv térténete. Debrecen, 1935.

Az anyag beépitése a tanéraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A tanoran az elnevezések, (hatvany)alap,
Az 23 = 8 kifejezésben szerepeld szamok | kitevé, (hatvany)érték tisztizasakor a
27
elnevezése. kitevé/exponens elnevezéseknél hangzik

el példaul tanari ismeretkozlésként.

A matematikatorténeti blokk funkcioja

Hozzajarul a matematika nyelvének megértéséhez ¢és elfogadasahoz, mert ravilagit az
elnevezésre, s magyarazattal él kés6bbi, idegennek tind elnevezésekre.

A matematikat nem lezart, hanem él6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert bepillantast
enged a matematika nyelvezetének fejlddésébe.

A matematika mas tudomanyokhoz val6é hozzakapcsolasa, mert a nyelvujitas folyamatanak

megemlitésén keresztiil kapcsolodik a nyelvtanhoz.

5.2.3. A hatvanyozas azonossagai: azonos alapu hatvanyok szorzasa
és osztasa, hatvany hatvanyozasa

Az oOra célja:

e az azonos alapu hatvanyok szorzésara és osztasara, valamint a hatvany hatvanyozasara
vonatkoz6 azonossag megismerése;

e egész szamok korében végzett 6sszeadds, kivonas, szorzas gyakorlasa,

e betlis kifejezésekkel valo szamolas;

e tobbtagu Osszegekkel vald szamolas;

e azelsO n pozitiv egész Osszegének zart alakjara vonatkozé formula megismerése.
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Az Oora menete:

e hazi feladat ellendrzése;

e az azonossag fogalmanak tisztazasa, korabban tanult példak azonossagokra;
e azonos alapu hatvanyok szorzasa (E);

e azonos alapt hatvanyok osztasa,

e hatvany hatvanyozasara vonatkozd azonossag;

e hazi feladat feladasa.

[E] MATEMATIKATORTENETI BLOKK 2)
A, kis Gauss” torténete (nehézségi szint: 2 - 3)

A jol ismert anekdota egyik verzioja szerint, ,, A gyermek Gauss tanitéja [Biittner] mar
koran észrevette tanitvanya kivételes tehetségét. Az akkori idok megszokott modjan a tanito
egyszerre tobb osztallyal foglalkozott. Ugyanazon teremben egyiitt volt mind a négy osztaly.
Mig a tanito az egyik évfolyamot iranyitotta, addig a tobbinek valamilyen onallo munkat adott.
Egy ilyen alkalommal a hatéves Gauss osztalya azt a feladatot kapta, hogy adjik Ossze a
természetes szamokat 1-t6l 40-ig. Alig tiizte ki a tanito a feladatot, a kis Gauss mar vitte is ki
palatabldjat a katedra asztalara, és szasz tdjszolassal mutatta az eredményt: »Da liggest es.«
(Itt fekszik.) A tanito mar-mdr megfenyitette volna, amikor a szeme a palatablan megakadt a
helyes eredményen. (820) »Hogy kaptad meg az eredményt?« kérdezte. A kisfiu mint magatol
ertetodot felelte: 40 meg 1 az 41; 39 meg 2 az 41. Husz ilyen par van, tehat az eredmény 20-
szor 41, azaz 820.” (Sain, 1978, p. 99.)

A torténetnek szamtalan valtozata ismert. Valtozhat példaul Gauss életkora (6, 7, ..., 10

éves volt), az 6sszeadando szamok (40-ig, 100-ig, 700-ig stb.), az 6sszeadas modszere Stb.

Az egész torténet Wolfgang Sartorius Gausst bucsuztatd beszédébdl ered. Itt Sartorius
szdmtani sorozatrol besz€lt (s nem arrol, hogy mettdl meddig kellett szamokat 6sszeadni), nem
emlitette sem Gauss életkorat, sem pedig a moédszert, amivel a szamokat Osszeadta. Ez

utobbiakat mar a késobbi korok tették hozza (Hayes, 2006).
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Forras

Hayes, Brian: Gauss's Day of Reckoning. American Scientist, 94. (3.), 2006, Retrieved from

https://www.americanscientist.org/article/gausss-day-of-reckoning

Sain Marton: Nincs kirdlyi ut!. Gondolat Kényvkiadd, Budapest, 1986.

Az anyag beépitése a tanéraba

A kis Gauss torténetének elmesélése (pl.

40-ig), majd a kitiizott feladat 6nallo
tanuloi megoldasa végil kozos

ellendrzése.

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés
Adjuk meg a kovetkezd szorzatot Az azonossag alkalmazasaval egy tijabb
egyetlen hatvanyként! problémaval, az 0Osszeg =zart alakra
hozasaval talalkozik a tanulo. A ,,Gauss-
al-a?-ad-a*- .- q% - qloo
féle modszer” kozel hozza, szemléletessé
7’

¢s megjegyezhetové teszi a megoldast.
Elképzelhetd, hogy egy korabban tanult
keriil

modszer elevenedik fel és

alkalmazasra 0j problémahelyzetben.

A matematikatorténeti blokk funkcigja

A motivaci6 eszkoze, mert a tanuld mesés, konnyen megjegyezhetd torténettel talalkozik.

A hosszi tavi memoridba vald beépiilés segitése, mert a formula hozzdkapcsolodhat a

torténethez.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert megmutatja a formula egyik

lehetséges keletkezését.

A matematikat nem lezart, hanem ¢é16 tudomanyként segit megjeleniteni, mert a matematika

fejlddésének egy lehetséges pillanatat mutatja be.

A matematika mas tudomanyokhoz vald hozzakapcsolasa, mert a tanuldban erdsiti a

torténelemtudomanyban fontos forraskritikai szemléletet.
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Lehetséges kapcsolédasi pontok:

e a hatvanyozas gyakorlasakor gyakorl6 oran;

e a hatvanyozas modul 6sszefoglalasakor;

e az algebra és szamelmélet témakor dsszefoglalasakor;

e szamtani sorozatok tanitasakor;

e (Gauss nevének barmilyen emlitésekor (pl. szabalyos sokszogek, egyenletrendszerek

megoldasa stb.).

5.2.4. A binomialis tétel
Az oOra célja:

e abinomialis tétel megismerése;

e cgész szamok korében végzett 6sszeadas, kivonas, szorzas gyakorlasa,
e a hatvanyozas azonossagainak gyakorlasa;

o betlis kifejezésekkel vald szdmolas, absztrakcios készség fejlesztése;

e tobbtagu Osszegekkel vald szamolas;

e az altalanositas lehetdségeire torténd figyelemfelhivas;

e arekurziv gondolkodas fejlesztése.

Az ora menete:

e hazi feladat ellendrzése;

e atéma felvezetése (pl. az eddig tanult kéttagh 6sszeg masodik és harmadik hatvanyara
vonatkozo formula altalanositasanak lehetoségei);

e abinomidlis tétel torténete (F);

e a binomialis tétel gyakorlasa fokozatosan nehezedé feladatokon keresztiil, a Pascal
haromsz6g néhany egyszerl tulajdonsaga;

e hjazi feladat feladasa.

[F] MATEMATIKATORTENETI BLOKK 1. (2)

A binomialis tétel torténete (nehézségi szint: 2)
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A formulat, a Pascal-haromszoggel egyiitt gyakran Blaise Pascalnak (1623 — 1662)
tulajdonitjak, de a korabbi korok matematikaja szdmara sem volt ismeretlen. [smerte mar a kinai
Yang Hui (1238 — 1298) és a mai Iran teriiletén 1évé Neisapur varosaban sziiletett és meghalt
kolto, Omar Khajjam (1048 — 1131) is. Kindban és Indidban az 1100-as években (vagy elobb)
fedezhették fel. A formulat altalanosabb alakjaban Isaac Newton 1665-ben irta le és
bizonyitotta. Ezért Newton-féle binomidlis tételnek is szoktdk nevezni. Mindez szép példaja

annak, hogy egy matematikai tételt egymastol fiiggetlentil is tobben fedezhetnek fel.

A tétel korai ismerete arra enged kovetkeztetni, hogy azt elemi uton is konnyen meg lehet

talalni. Ilyen lehetséges ut lehetett példaul a kovetkezo.

Az (a + b) n-edik hatvanyat ugy fogjuk fel, mint az (n — 1)-edik hatvanyanak és (a + b)-nek a
szorzatat. Ezt ugy végezziik el, hogy a meglévo részt eldszor a-val, majd b-vel szorozzuk, és a
szorzatokat 6sszeadjuk. Ezt szemlélteti a 6. abra (Lévdrdi, Sain, 1982, p. 116.) Itt az a és b als6
indexek az indexelt tag szorzasat jelképezik a-val, illetve b-vel és a nyilak a mar Gsszevont
eredmény felé mutatnak. (Nyilvan a betiik ilyen hasznalata a mai kor matematikajanak

jelolésmodjat tikrozi.)

o b A} = el
A T R ¢
SN L P2 i = (a+b)’
4 % :
03/ +\3022>/ + \3ab’2/ + \b3 (a+b)’
a2 ; 3 ¥ i b = (ag+b)
AL S T e R
G b poh, + 6o + 4ab) + b = (a+b)’
P e SN
&°. '+ Beb + 0B + b + Sobt o+ B =

(0+b)°

6. dbra

Forras

Lévardi Laszlo — Sain Marton: Matematikatorténeti feladatok, Tankonyvkiado, Budapest, 1982.
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Az anyag beépitése a tanéraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A felépités gondolatmenete rekurziv: (0, 1, 2
- A binomialis tétel fent ismertetett bevezetése | kitevére ismert), (n-1)-edik kitevorol 1épiink
¢s Osszekapcsolasa a Pascal-haromszoggel. az n-edik kitevére. Elokésziti a teljes

indukciot.

A matematikatorténet funkcioja

Hozzajarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz, mert a tanul6 talalkozik
avval a ténnyel, hogy egy fogalmat, tételt, tobb ember egymastol fliiggetlentil is felfedezhet, ami

magyarazatul szolgal arra, hogy a matematikai elnevezések nyelv- és orszagfiiggoek.

A hosszu tavi memoriaba valod beépiilés segitése, mert ez a fajta nagyon elemi levezetés segit

megérteni a binomialis tételt, a Pascal-haromszog elnevezés pedig segit a megjegyzésben.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tételt nem készen kapja meg a

rrrrrr

A matematikat nem lezart, hanem €16 tudomanyként segit megjeleniteni, mert a tanul6 latja,

hogy ugyanazt a tételt egymastol fiiggetleniil tobben is megtalaltak.

A matematika mas tudomanyokhoz vald hozzakapcsolasa, mert a tanuld matematika Oran is
talalkozik fizikusok neveivel, vagy latja, hogy ugyanaz az ember irodalomban ¢&s
matematikaban is tudott maradand6ot alkotni (vs. humdn ¢és redl gondolkoddsuak

szembeallitasa).

Lehetséges kapcsolodasi pontok:

e nevezetes azonossagok;
e kombinaciok, binomialis egylitthatok;

e binomidlis eloszlas.
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5.2.5. Szamok normal alakja, feladatok megoldasa
Az ora célja:

e anormal alak fogalmanak tisztazasa,

e racionalis szamokkal végzett alapmiiveletek gyakorlasa;

e betls kifejezésekkel vald szamolas;

e tobbtagu 0sszegekkel vald szamolas;

e azelsO n pozitiv egész Osszegének zart alakjara vonatkozé formula atismétlése;

e korabban tanultak 6nall6 felhasznalasa feladatok megoldasaban.

Az Oora menete:

e hazi feladat ellendrzése;

e normal alak fogalma, gyakorlé feladatok normal alak felirdsara,
e kordbban tanult ismeretek gyakorlasa;

e korabban tanult ismeretek alkalmazasat igénylo feladatok (G);

e hizi feladat feladasa.

[G] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (1°)
Haromszogszamok (nehézségi szint: 3)

Piithagorasz (Kr. e. 570 — K. e. 495) koriil még ¢életében egy filozofiai iskola, kozosség
szervezddott Kroton varosaban. A plithagoreusok szigort €letelvek (pl. nem ettek lobabot) és
babonak (pl. nem vették fel a f6ldre hullott kenyeret) szerint éltek. Hittek a 1élekvandorlasban.
Tarsasaguknak Piithagorasz feltétlen iranyitdja volt, akir6l rengeteg legenda terjengett.
Allitolag — misztériumat névelve — mindig egy lepel mogiil szolt kovetdihez, igy nem volt
lathato, csak hallhatd. Ezekkel a kiils6ségekkel a plithagoreus iskola szinte egy szektava notte

ki magat, amely a ndk és férfiak szamdara egyarant nyitva allt.

A piithagoreusok szivesen foglalkoztak ugynevezett figuralis, vagyis olyan szamokkal,
amelyeket példaul kavicsok mértani alakzatba helyezésével tudtak megjeleniteni. llyenek
voltak a négyzetszamok (1, 4, 9 stb.) és a haromszdgszamok. Utobbiak az elsé n pozitiv egész

Osszegének megjelenitéseként jottek 1étre (7. dabra).
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1 3 & 10

o O © O © O

© O 0 O

7. abra%o

A szamok ilyen megjelenitésével konnyen felismerheté néhany Osszefiiggés.
FELADAT

Igazoljuk, hogy barmelyik haromszogszam 8-szorosdhoz egyet hozzdadva négyzetszamot

kapunk.
MEGoOLDAS

Abrazoljuk az elsé néhany haromszogszamot. Ekkor észrevehetjilk, hogy az n-edik

haromszogszam megegyezik az elsd n pozitiv egész dsszegével, vagyis igazolandd, hogy
(1+2+3+...+n)8+ 1 négyzetszam.

nn+1
%-8+1=4n2+4n+1= (2n + 1)?
Forras

Filep Laszlo: A tudomanyok kiralyndje (a matematika fejlédése). Budapest, Typotex, 1997.
Szabé Arpad: A gorog matematika kibontakozdsa, Magvetd Kiadé, Budapest, 1978.

https://hu.wikipedia.org/wiki/H%C3%Alromsz%C3%B6gsz%C3%Almok

%0 Forras: https://hu.wikipedia.org/wiki/H%C3%A1lromsz%C3%B6gsz%C3%A1lmok
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Az anyag beépitése a tanéraba

szorosahoz egyet hozzdadva négyzet-szamot
kapunk.
Onallo tanuldi feladatmegoldas utan kozos

ellendrzés.

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés
Matematikatorténeti bevezeté a hdromszog-
szamokrol.
A feladat kitlizése.
Sziikség esetén segitd kérdésekkel (példaul:
6’ Igazoljuk, hogy barmelyik haromszogszam 8-

Hogyan fejezhetd ki az n-edik haromszdg-

szam?) lehet vezetni a tanuldkat.

A matematikatorténet funkcidja

A motivacio eszkoze, mert konnyen érthetd, érdekes torténettel talalkozik a tanulo.

Hozzajarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz, mert eléjohet, hogy a ma

is hasznalt négyzetszdm egy specialis figuralis szdm, s magyarazatot ad az elnevezésre.

A hosszu tavu memoriaba vald beépiilés segitése, mert ezen a feladaton keresztiil korabban

tanult ismereteket ismétlink 4t.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a feladat megoldasa a korabban

tanult ismeretek hasznalatat igényli, és gyakoroltatja a szovegértést.

Lehetséges kapcsolodasi pont:
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5.2.6. Algebrai kifejezések atalakitasa
Az ora célja:

e akorabban bevezetett elnevezések és fogalmak (pl. masodfoku polinom) hasznalatanak
gyakorlasa,

e zargjel felbontasanak gyakorlasa,

e betls kifejezésekkel valo szamolas;

e tObbtagu Osszegekkel vald szamolas;

e korabban tanultak 6nall6 felhasznéldsa feladatok megoldasaban;

e abizonyitas igényének felkeltése és megfogalmazasa,

e szovegesen elmondott, konkrét példakon megismert eljards altalanos alakban torténd

felirasa.

Az ora menete:

e hazi feladat ellendrzése;
e algebrai kifejezés atalakitasi lehetdségeinek attekintése;
e szorzatbol Gsszeg alakra torténd attérés gyakorlasa példakon keresztiil (H);

e hazi feladat feladasa.

[H] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (6°)
Regula pigrorum (=lustak szabalya) (nehézségi szint: 2-3)

Ez a 12. szdzadbodl szarmazo szabaly lehetdvé teszi, hogy a szorzashoz a szorzdtablakat
csak az 6tosig kelljen megtanulni a tizes helyett. Innen a neve, lustdk szabalya. Eurdpaban
Petrus de Dacia (1235 — 1289), feltehetdleg dan szarmazast, Svédorszagban elhunyt domonkos
rendi szerzetes munkaja révén valt ismerté. A hazankban megjelent konyvek koziil példaul
Mard6thi Gyorgy 1743-as Arithmeticdja tartalmazza (hiszen a didkok nem csak a kézépkorban

nem szerették a szorzotablat tanulni).

A szabdly segitségével 5-nél nagyobb szamok szorzatit a kovetkezOképpen
szamithatjuk ki. Egymas ala irjuk a két tényez6t, s melléjiik azokat a szamokat, amelyek ezeket

10-re egészitik ki. (Emiatt hivtak régen komplementeres szorzasnak is.) A bal fels6 és a jobb
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als6 (vagy a bal alsé és jobb felsd) kiilonbsége adja a szorzat tizeseit, az 6tnél kisebb, jobb

oldali jegyek szorzata pedig a szorzat egyeseit.
Példaul: kiszamitando, a 8-7.

8 2

7 3

8 —3=5;2:3=6, igy 8-7=56.

Oldjuk meg a feladatot altalanosan is, azaz végezziik el az a - b szorzast, ahol 5 <a, b <10 és

a,b €Z.

a 10—-a
b 10-b
Az eredmény: a—(10-b) (10—a)(10->b) =
=10[a — (10 = b)] + 1- (10 — a)(10 — b) =
= 10a — 100 + 10b + 100 — 10b — 10a + ab = ab
Forras

Szénassy Barna: A magyarorszagi matematika torténete (A legrégibb idoktol a 20. szdazad
elejéig), Akadémiai Kiad6, Budapest, 1970.

64



Az anyag beépitése a tanéraba

végezzik el az a - b szorzést, ahol

5<a,b<10¢ésa,b €.

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés
A ,lustak szabalya” elnevezés magyarazata. Elmondhaté a didkoknak, hogy miért is
A szabaly bemutatésa tobb példan (7-9, 6-8) | kellett a szorzotablat 1x1-t61 10x10-ig
keresztiil. tanulni, s miért nem volt sziikség példaul a
) ) 12-es szorzotablara. Példaként elvégezhetd
Oldjuk meg a feladatot altalanosan is, azaz _
10° egy irasbeli szorzas.

aki
megkérdezi, hogy ,, Ez mindig miikodik? .

Tapasztalat szerint mindig van,
Ekkor érdemes kimondani, hogy ez a

kérdés a bizonyitas igényét jelenti.

A matematikatorténet funkcioja

A motivaci6 eszkoze, mivel mindenki 4altal birtokolt ismerethez (szorzds) ad tjfajta

megkozelitést.

A hosszu tavi memoriaba valo beépiilés segitése, mert 1) problémaszituacidban gyakoroltatja

a zéardjelfelbontast.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a helyiértékes irasmod

kihasznalésa jelentds szerephez jut a bizonyitas soran.

A matematikat nem lezart, hanem €16 tudomanyként segit megjeleniteni, mert bemutat egy régi

szabalyt, amely egykori tananyagbol mara torténeti érdekességgé valtozott.

Lehetséges kapcsolodasi pontok:

mas alaptl szdmrendszerekben végzett miiveletek;

szamjegyekkel kapcsolatos szoveges feladatok.
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5.2.7. Gyakorlas, algebrai tortek egyszeriisitése
Az ora célja:

e akorabban bevezetett elnevezések és fogalmak (pl. masodfoku polinom) hasznalatanak
gyakorlasa,

e zargjel felbontasanak gyakorlasa,

o betls kifejezésekkel és tobbtagu dsszegekkel vald szamolashoz szoktatas;

e korabban tanult ismeretek gyakorlasa;

e korabban tanultak 6nall6 felhasznalasa feladatok megoldasaban.

Az O6ra menete:

e hazi feladat ellendrzése;

e azonossagok segitségével torténd szorzatta alakitas gyakorlasa fokozatosan nehezedd
példakon keresztiil;

o feladatok megoldasa (I);

e hizi feladat feladasa.

[1] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (2°)

Feladat a Bakhsdli Kéziratbol (nehézségi szint: 4)

A jelenleg ismert legrégebbi dél-azsiai matematikai kézirat, amely a mai Pakisztan
tertiletén 1évé Bakhshali falu mell6l keriilt elé 1881-ben. A nyirfakéregre (1) irddott kézirat nem
teljes, mivel csupan 70 nyirfakéreg lap maradt fenn, de ezek koziil tobb is sériilt. Jelenleg az
Oxfordi Egyetem konyvtara 6rzi. A keletkezés datumat a kiilonboz6 kutatok mas-mas szempont
alapjan a 2. és a 12. szazad (ezer éves kiilonbség) kozotti idészakra tették. 2017-ben a kéziratbol
harom mintat elemeztek szénizotopos kormeghatarozéssal; a vizsgélat szerint a mintdk az
1d6szamitasunk szerinti 3., 7. €s 9. szazadbol szarmaznak. Maig rejtély fedi, hogy a kiilonb6z6
évszazadokbodl szdrmazo részek miképpen keriiltek egybe. A kovetkezd feladatra a kézirat

Otletes megoldast ad:

FELADAT
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., Melyik az a természetes szam, amely négyzetszam lesz, ha hozzaadunk 5-ot, de négyzetszamma

valik akkor is, ha 11-et elvesziink beléle?” (Lévardi & Sain, 1982. p. 37.)

MEGOLDAS

A két négyzetszam kiilonbsége 16, igy x2 — y? = 16, ahol x, y € N.
(x=y)(x+y) =16

Mivel e szorzat tényezdi természetes szamok,

igy x —y =1¢és x +y = 16, ahonnan 2-vel osztva a két egyenlet Osszegét: x = g;y = —

vagy x —y = 2 és x + y = 8, ahonnan 2-vel osztva a két egyenlet 6sszegét: x = 5;y = 3.

A feladat szovegének természetes szdmokra valé megszoritdsa miatt megoldast csak az utobbi

eset ad, tehat a két négyzetszdm a 25 és a 9, s a feladat megoldésa 25 — 5 = 20.

Hax —y =4 és x + y = 4, akkor 2-vel osztva a két egyenlet 0sszegét: x = 4;y = 0. Ekkor

a keresett szam a 11.

Forras

Lévardi Laszl6 — Sain Marton: Matematikatorténeti feladatok, Tankonyvkiado, Budapest, 1982.

https://hu.wikipedia.org/wiki/Bakhs%C3%A11%C3%AD k%C3%A9zirat

Az anyag beépitése a tanoraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A tanar ismerteti a feladat eredetét.

Melyik az a természetes szam, amely
négyzetszam lesz, ha hozzdadunk 5-6t, de
100
négyzetszamma valik akkor is, ha 11-et

elvesziink beldle?

Ko6zos feladatmegoldas.
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A matematikatorténet funkcioja

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tananyagot a szokvanyostol

eltérd problémaszitudcidba helyezi.

A matematikat nem lezart, hanem ¢él6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert felvillantja a

matematika folyamatos fejlodését.

A matematika mas tudomanyokhoz valé hozzakapcsoldsa, mert megemlithetjik a

kormeghatarozas kérdését.

Lehetséges kapcsolédasi pontok:

e az a’— b? azonossag tanitasakor, kiemelkedden jo képességii osztalyban;
e oszthatosagi feladatok megoldasakor;

e egyenletrendszerek megoldasakor.

5.2.8. Emeletes tortek, lanctortek
Az oOra célja:

e alapmiiveletek elvégzésének gyakorlésa,
e miiveleti sorrend gyakorlasa,

o Dbetls kifejezésekkel valo miiveletvégzés;
e korabban tanult ismeretek gyakorlasa;

e korabban tanultak 6nallo felhasznélasa feladatok megoldasaban.

Az ora menete:

e hazi feladat ellenérzése;

e miveletek emeletes tortekkel;

e lanctortekre példa, egy szam atirdsa lanctort alakra;
e lanctort értékének kiszdmolasa;

o feladatok megoldasa (J);

e hazi feladat feladasa.
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[J] MATEMATIKATORTENETI BLOKK 1. (1)
Bombelli négyzetgyok-keresési modszere (nehézségi szint: 3 — 4)

Raffael Bombelli (1526 — 1572) olasz matematikus L.’ Algebra cimii miivében végtelen

lanctort segitségével kozeliti 13 négyzetgyokét a kdvetkezOképpen:
V13 =3+x(0<x<1)(*

Mindkét oldalt négyzetre emelve: 13 = 9 + 6x + x2, ahonnan

4 =x(x+6)
4 —
6+x_x

amit (*)-ba behelyettesitve kapjuk, hogy

4
V13 =3 +—
6+ x
majd ezt ismételve
4
Vi3 =3+ Z

fgy az egyes tortek értékét kiszamolva a kovetkezé +/13-hoz konvergalé sorozathoz

jutunk: 3; 3+==3,6;34— =3,6,3 +—+ = 3,60; 3 + —— ~ 3,6055045872.
6 6+ 6+—3 6+—
4

6
6+6

Osszehasonlitasként (zsebszamologéppel) V13 ~ 3,605551275, azaz sorozatunk
otodik tagja mar négytizedesjegy pontossaggal adja meg V13 értékét. Megjegyezziik, hogy
kevésbeé ,,szerencsés” szam valasztisa esetén a konvergencia nem ennyire gyors. Fontos

kiemelniink, hogy Bombelli lanctortje tulajdonképpen egy sorozatot definialt, amely a v13-hoz

konvergal. Azonban ez nem jelenti azt, hogy csak ez az egyetlen ilyen tulajdonsagl sorozat.

Euler (1707 — 1783) médszerével konnyen tudunk masik v/13-hoz tartd sorozatot

konstrualni. Ha x = v/13, akkor x? = 13. Mindkét oldalhoz x-et adva:

x>+x = x+13

o
~
=
+
[N
~
1

(x+1)+12
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12

x = 1+—
1+x
12
V13 = 1+2+T
12

2+T
. N " ) 5 31 61
Igy a kovetkezd sorozatot kapjuk: 1; 7; 5= 2,5; -~ 4,43; o 3,21.

A diakok korabbi tanulmanyaiban egy mivelet bevezetését annak irasbeli elvégzésének

megtanulasa kovette. A négyzetgyokvonas az elsé miivelet™, aminek eredményét a didk nem
tanulja meg eldallitani, hanem tablazat vagy szamologép segitségével hatarozza meg. igy sok
didkban még ott van egyfajta természetes kivancsisag arra vonatkozoélag, hogy milyen

algoritmussal lehet tetszdleges pontossaggal meghatarozni egy szam négyzetgyokeét.

Forras

Matos Zoltan: Square root in secondary school. Teaching Mathematics and Computer Science,
17/1, 2019.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Extras/Bombelli algebra/

Az anyag beépitése a tanoraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A tanar az algoritmus ismertetésekor

folyamatos kérdésekkel ravezeti a soron

A tanar a V13 péld4jan keresztiil ismerteti kvetkez Iépésekre a didkokat.

12> | Bombelli algoritmusat.
Mindkét algoritmus ismertetése esetén

A tanulok nalldan kozelitik a v40-et. parmunkaban ugyanaz a szam kozelittethetd.

51 Bar a négyzetgydkvonas matematikai értelemben nem egy, a valds szamok 6sszeaddsahoz hasonld kétvaltozds
mivelet, a didkok ebben az életkorban mdveletként tekintenek ra.
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A matematikatorténet funkcidja

A motivacio eszkoze, mert mindenki altal érthetd modszert mutat egy szam négyzetgyokének

tetszOlegesen pontos kozelitésére.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tanuld a tanoran szerzett
ismereteket (formalizalas, kikotés tétel, kéttagn 0sszeg négyzetre emelése, egyenletrendezés,
szorzattd alakitds), valamint fogalmak (racionalis, irracionalis, valos szamok) tulajdonsagait

egy szokatlan problémaszituacidoban alkalmazhatja.

A matematikat nem lezart, hanem €16 tudomanyként segit megjeleniteni, mert beszélhetiink
arrdl, hogy ugyanazt a problémat tobben, tobbféleképpen oldottak meg, illetve megjelenik egy

olyan modszer, amit a szamologépek megjelenése kiszoritott.

Lehetséges kapcsolédasi pontok:

e négyzetgyok;
e nevezetes szamhalmazok (racionalis — irraciondlis szamok) atismétlésekor magasabb
¢vfolyamon (itt olyan raciondlis tagli sorozatokat konstrudlunk, amelyek irracionalis

szamot kozelitenek meg tetszleges pontossaggal).

5.2.9. Primszamok, osszetett szamok
Az oOra célja:

e primszam, Osszetett szam fogalmanak tisztdzasa, a szamelmélet alaptételének

ismertetése;
e Kkoraban tanultak atismétlése, mas problémaszituacioba torténd helyezése;
e aszamelmélet gyakorlati felhasznalasanak felvillantésa;

e adirekt és indirekt bizonyitas fogalmanak tisztazasa.
Az O0ra menete:

e hazi feladat ellenOrzése;

e primszam, Gsszetett szam fogalmanak tisztazasa,
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o végtelen sok primszam 1étezésének bizonyitasa;
e primszam kereso algoritmus ismertetése (K);
e primszamokkal kapcsolatos feladatok;

e hazi feladat feladasa.

[K] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (5

Eratoszthenész szitaja (nehézségi szint: 1-2)

A gordg Eratoszthenész (Kr. e. 276? — 196?) tobb eredménnyel gazdagitotta az Okori
tudomanyt. Bar a valos adatnak csupan az 6tvened részét kapta, koranak legjobb becslését
sikeriilt adnia a Fold keriiletére. ,, 4 matematikusok szamdra leginkdabb szitaja Orzi
Eratoszthenész nevét. A szita primszamok megkeresésére szolgal. Felirjuk egymas utan a
paratlan szamokat, majd 3-tol indulva minden harmadikat, 5-tol indulva minden otodiket stb.
kihuzzuk. Veégiil a ki nem huzott szamok lesznek a primek, hozzajuk véve az egyetlen paros
primszamot a 2-6t. [...] Szamtdblazatat Eratoszthenész egy pergamenlapra irta fel, amit egy
keretre feszitett és atszurta a kieso szamokat. A laikus szomszédok azt gondoltak, hogy valami
kiilonleges szitat készit igy, ezért elnevezték az eszkozt Eratoszthenész szitdjanak.” (Filep, 1997,

p. 96.)

Forras

Filep Laszlo: 4 tudomanyok kiralyndje (a matematika fejlédése). Typotex, Budapest, 1997.

Az anyag beépitése a tandraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

Tanari ismeretkozlés. Példaul 60-ig | Felvetédhet kérdésként, mely szamok
. felijuk a pozitiv egész (paratlan) | tobbszordsét kell kihuzni ahhoz, hogy a
szamokat. A tanar elkezdi, a tanuldk | ki nem huzott szamok kozott mar

befejezik a szita készitését. biztosan csak prim maradjon.
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A matematikatorténet funkcidja

A motivaci6 eszkoze, mert egyszer primkereso eljaras.

A matematikat nem lezart, hanem €16 tudomanyként segit megjeleniteni, mert a tanuld egy régi

primszamkereso eljarassal talalkozik.

5.2.10. Vegyes szamelméleti feladatok

Az oOra célja:

e alapmiiveletek elvégzésének gyakorlasa;
e korabban tanult ismeretek gyakorlasa;

e korabban tanultak 6nall6 felhasznalasa feladatok megoldasaban.

Az O0ra menete:

e hazi feladat ellendrzése;
o feladatok megoldasa (L);

e hazi feladat feladasa.

[L] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (2’)

Feladat a ,, Tiz klasszikusbol” (nehézségi szint: 3-4)

Az Okori és kozépkori kinai matematikar6l jol attekinthet6 képet ad egy gylijteményes mii,
amelyben megprobaltak a sziikséges matematikai ismereteket 0sszefoglalni. A konyv elsd
leir6ja Csang Can (Kr. e. 150 tajékan) egy kinai allamférfi. A mii cime ekkor Csiu-csang Szun-
su (Matematika kilenc fejezetben) volt. E konyvet sokszor irtak ujra, és egészitették ki. A
legjelentdsebb bdvitést — a tizedik fejezetet — Liu Hui irta Kr. u. a 3. szazadban (t6bb, mint 300
évvel a megkezdés utan). Az igy kiegésziilt miivet szoktak ,, Tiz klasszikusként” emlegetni. Sok
szaz évig — Szinte valtozatlanul — ez volt a kinai hivatalnokok szamara el6irt tananyag. Ebbdl a

miibdl valo (az egyébként napjaink példataraibol is ismerds) kovetkezd feladat.
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FELADAT

Melyik az a természetes szam, amely osztva 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal, maradékul rendre 1-

et, 2-t, 3-at, 4-et ad? (Lévardi & Sain, 1982, p. 29.)

MEGOLDAS

Az osztd és a hozza tartozd maradék kiilonbsége mindegyik esetben 2. Ha tehat a keresett

szamhoz 2-t adunk, akkor az 0j szam oszthatdo mindegyik felsorolt osztoval. Az ilyen szdmok

az 0sztok kozos tobbszordsei. Ezek kozil a legkisebb a 60. A feltételnek megfeleld legkisebb

szam tehat az 58. Az Osszes ilyen szam pedig 60n — 2 alaku, ahol n € Z*.

Forras

Lévardi Laszl6 — Sain Marton: Matematikatorténeti feladatok, Tankonyvkiado, Budapest, 1982.

Sain Marton: Nincs kiralyi ut!. Gondolat Konyvkiado, Budapest, 1986.

Az anyag beépitése a tanoraba

A didkok 3
gondolkodnak

4 percig Onalléan
rajta, majd kozdsen

megbesz¢lik a megoldast.

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés
Atlagos képességli osztalyban érdemes
A tanar a tOrténeti rész ismertetése utan atfogalmazni a feladatot Ggy, hogy
kitlizi a feladatot: ,melyik a legkisebb olyan természetes
Melyvik az a természetes szam, amely szam, amely...” (ekkor a megoldas az 58)
osztva 3-mal, 4-gyel, S-el és 6-tal, Ilyen esetben is megkérdezhetd, hogy csak
§> | maradékul rendre I-€t, 2-t, 3-at, 4-et ad? egy ilyen szam van-e, miért kell a

legkisebb feltétel stb.

Hazi feladatként célszerli egy hasonlot
feladni. Példaul: Melyik az a legkisebb
pozitiv egész szam, amely 4-gyel osztva 3,

5-tel osztva 4 maradékot ad?
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A matematikatorténet funkcidja

A motivacio6 eszkoze, mert torténet kapcsolddik a feladathoz, ami egy idegen kultira vilagaba

enged bepillantani.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tanulénak korabban tanult

ismereteket 11 problémaszituacioban kell felhasznalnia.

A matematikat nem lezart, hanem ¢l6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert a torténet
ravilagit a kutatd és a meglévo ismerteket atado szemlélet kozti kiilonbségre, s megmutatja,

hogy a matematika fejlodik, még ha torténetében voltak is stagnald idészakok.

Lehetséges kapcsolodasi pontok:

o legkisebb kdzos tobbszoros,

e 0osztasi maradékok.

5.2.11. Szamrendszerek
Az ora célja:

e alapmiiveletek elvégzésének gyakorlasa;

e a helyiértékes szdmrendszer fogalmanak atismétlése, eldnyeinek megjelenitése;

e aromai szamiras logikdjanak megértése;

e annak belattatasa, hogy egy megfeleld irasmod mekkora jelentdséggel bir;

e annak hangsulyozasa, hogy a jelenleg hasznalt jel6lési formak mogott tobb évezred

tapasztalata és gondolata van.

Az ora menete:

e hazi feladat ellendrzése;

e téma felvezetése, a szamok irdsarol (M);

e az altalunk hasznalt szdmrendszer: tizes alapu, helyiértékes;

e példa nem helyiértékes, tizes alapi szamrendszerre: az egyiptomi szamiras (N);

e pé¢lda nem helyiértékes, nem tizes alapu szamrendszerre: romai szamok (O);
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e példa nem tizes alapu, helyiértékes szamrendszerekre (P);

e hizi feladat feladasa.

[M] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (6°)
Szamneélkiiliség, alfabetikus és egyéb szamirdasi fajtak (nehézségi szint: 1)

Bar manapsag természetesnek tlinik a szdmolds, hiszen mar a bolcsddés gyerek is
(legalabb a bujocskdhoz hasznalt monddka szintjén) ismeri a szamokat, és az alsd tagozaton
tananyag a négy alapmiivelet szobeli és irasbeli elvégzése, ennek ellenére a mai korban is élnek
emberek, akinek nyelve (példaul a valpiri) egyaltalan nem tartalmaz egyt6l kiilonb6z6
szamokat. Ha megkérdeznek valakit, hogy hany gyereke van, a szdmuk megnevezése helyett
felsorolja a gyerekek nevét. Hogy mérnek ezek az emberek tavolsagot, id6t stb? Nem meglepd,
hogy ez a nép — mivel nyelve, azaz gondolkodasanak kézege ilyen — nem adott matematikusokat
a vilagnak. Fontosak tehat a szamok, de a leirasuknak van-e ugyanekkora jelentdsége? Fontos-

e egyaltalan, hogy hogyan irjuk le 6ket?

Szamos népnél (pl. gorogok, zsidok, perzsak, arabok) talalkozunk avval, hogy a
szamokra nem voltak specialis jeleik, hanem az irasra szolgalo jeleket hasznaltak. Ha sziikséges
volt, a betiktél valé megkiilonboztetésiil kiegészitd jelet (pl. feliilvonast, alahtizast vagy

¢kezetet) tettek.
Példaul a gorog alfabetikus szamok a kovetkez6képpen néztek kizl = @, 2 = 3 stb.
Ennek a fajta szadmirasnak elénye, hogy nem kellett kiilon 0j jeleket tanulni.

Mas népek hoztak 1étre kiilon jeleket, amelyek sokszor egészen érdekes alakot oltottek.
P¢ldaul a majak ,linnep1” szamiradsanak jegyei a szinte miivészeti értékkel bird fejszdmok

voltak (8. dbra), amelyek szintén alkalmatlanok lennének napi szintii hasznalatra.
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8. Gbras?

Forras

Filep Laszlo: A tudomanyok kiralyndje (a matematika fejlodése). Typotex, Budapest, 1997.
Sain Marton: Nincs kiralyi ut!. Gondolat Konyvkiadd, Budapest, 1986.

https://www.youtube.com/watch?v=s0bgZVc9siw

Az anyag beépitése a tanéraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A tanar figyelemfelkeltd eldadast tart a
szamokrol, s ravilagit arra, hogy
6> | civilizacionkban  természetesnek  tlind
dolgok az emberiség kultartorténetében

nem mindig voltak jelen.

52 Forras: (Sain, 1986, p. 428.)
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A matematikatorténet funkcioja

A motivaci6é eszkoze, mert figyelemfelkeltd, és a didk sajat megszokott jeldlési rendszerétol

eltérdvel taladlkozhat.

Hozz4jarul a matematika nyelvének megértéséhez ¢és elfogadasdhoz, mert felhivja a figyelmet
arra, hogy tobbféleképpen jelolhetd ugyanaz, s a mi jelolésiink igen letisztult és egyszerti (hindu

arab szamjegyek vs. maja fejszamok).

A matematikat nem lezart, hanem ¢él6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert ravilagit arra,

hogy kiilonbdz6 népek milyen jeloléseket hasznaltak ugyanarra a matematikai fogalomra.

[N]| MATEMATIKATORTENETI BLOKK (8°)
Az egyiptomi szamiras (nehézségi szint: 2)

Az egyiptomiak szamirdsa ugynevezett hieroglifikus szamiras volt, ahol a szamokra
nem betiiket, hanem sajat karaktereket vezettek be. Ezeknek a jeleknek értékiik van, amelyeket
a rendszer csomoszdmainak neveziink. Az egyiptomiakndl ezen értékek tiz hatvanyai szerint

jottek, igy a rendszert tizes alapunak nevezhetjiik (9. dbra)®.

ne 3 A\ N

1 10 100 1000 10000 100000 1 000 000

9. dbra

A szamok értékét a leirt szamjegyek értékének osszege adja (10. dbra) >*.

Il hann S8

ra9= ||
it nnnn Q%Q

10. dbra

53 https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/pedagogia/a-szamiras-fejlodese
54 https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/pedagogia/a-szamiras-fejlodese
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gy ebben a rendszerben az osszeadas nagyon konnyen elvégezhetdé miivelet, hiszen

csak egymas mellé kell irni a jegyeket, s ha valamelyikbdl tl sok van, azt be kell valtani.

Hasonloan konnyen elvégezheté miivelet a duplazas, amikor minden jelbdl kétszer
annyit kell irni. Erdekességként megjegyezhetd, hogy példaul az elsé magyar szerzd tollabol
szarmaz6 matematikakonyv, Magyarorszagi Gyorgy Mester 1499-es aritmetikaja még kilenc

alapmiiveletet sorol fel, koztiik a kétszerezést.

Az egyiptomiak az egész szamok egész szammal torténd szorzasat erre a két miiveletre
vezették vissza. Leirtdk a szamot, s mellé az egyest. Ala kétszerezéssel kapva a szam
kétszeresét, s mellé, hogy kettd, majd ebbdl kétszerezéssel kapva az eredeti szam négyszeresét,

s mellé, hogy négy stb. Ezt kdvetden a megfeleld sorok szamait dsszeadtak.

Példaul (anakronisztikusan mai szamirassal irva): 13-12.

1 12
2 24
4 48
8 96

Mivel 13=1+4+8,igy 13- 12=12+48+96 =156
Ezt a fajta ,,egyiptomi szorzast” még a kozépkorban is tanitottdk Eurdpa szerte.

Az egyiptomiak szamirasanak azonban hatranyai is voltak. E18szor is mivel tiznek végtelen
sok pozitiv egész kitevojli hatvanya van, végtelen sok jelet igényelne, masodszor az egy-egy
szam leirasahoz hasznalt karakterek szama tal sok is lehet. Példaul a 789 szamhoz 24 karakter

kell.

Forras
Filep Laszlo: 4 tudomanyok kirdalyndje (a matematika fejlédése). Typotex, Budapest, 1997.
Sain Marton: Nincs kiralyi ut!. Gondolat Konyvkiado, Budapest, 1986.

https://hirmagazin.sulinet.hu/hu/pedagogia/a-szamiras-fejlodese
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Az anyag beépitése a tanéraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A tanar bemutatja az egyiptomi szamirast.

Kérdésekkel ravezeti a tanuldkat arra, hogy

) (s - , Az eljards kulcsa, hogy minden pozitiv
az Osszeadas ¢és a duplazds konnyen ) » NOgY p

clvégezhetdk, majd megmutatia  az egész szamot fel tudunk irni kettd

egyiptomi szorzést hatvanyok Osszegeként. Ez kérdésként
8, .

felmeriilhet mar ennél a feladatnal (illetve

A tanulok ondlldan is elvégeznek egy utalhatunk ra a kettes szamrendszer

szorzast egyiptomi mddon. tanitasanal).
A tanar kérdésekkel ravezeti a tanulokat

ezen szamiras fogyatékossagaira.

A matematikatorténet funkcioja

A motivacié eszkoze, mert a didk sajat megszokott jelolési rendszerétél és szamolasi

algoritmusatol eltérdvel taldlkozhat, amely kdnnyen érthetd.

Hozz4jarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz, mert felhivja a figyelmet

arra, hogy tobbféleképpen jeldlhetd ugyanaz, s a mi jelolésiink igen letisztult és egyszerti.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tanuld lat példat tizes alapu, de

nem helyiértékes szamrendszerre.

A matematikat nem lezart, hanem ¢l6 tudoméanyként segit megjeleniteni, mert ravilagit arra,
hogy kiilonb6z6 népek, kiilonbdzoé korokban milyen jeldlést hasznaltak ugyanarra a matematika

fogalomra.

A matematika mas tudomanyokhoz valdé hozzékapcsolasa, mert a tanuld megismeri az

egyiptomi kultara egy olyan részletét is, amellyel a torténelemoran nem talalkozik.

[O] MATEMATIKATORTENETI BLOKK (8°)
A romai szamiras, atallas a hindu-arab szamokra (nehézségi szint: 2)
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Szintén hieroglifikus szamirds, amely csomoészadmainal az egyiptomi szadmiras
hosszusag problémajat kezelendd, ,,felezd” szamokat iktattak be. Igy egy tizes alapt rendszer

vonasait magan viseld, se nem tizes, se nem helyiértékes rendszer jott 1étre.

A romai csomoészamok: I=1, V=5, X=10,L =50, C=100, D=500, M =1000. A
nagyobb szamok leirasdhoz a szdm fOlé tett wvonallal jelolték az ezerszerest,
példaul: XV CLVII = 15.157, igy nem csak a hosszisag, de a sziikséges karakterek szamanak
problémajat is tudtak kezelni. Avval, hogy az azonos tizes helyiértéken 1év6 nagyobb szam elé
irt kisebb szam esetén azt kivonjak (IV =5 — 1 = 4), s a mogé irt kisebb szam esetén pedig azt
hozzaadjak (VI=5 + 1 =6), egy olyan sajatsagos rendszert hoztak 1étre, ami szamolasra teljesen
alkalmatlan lett. Ekkor kezdett el terjedni a kavicsos szamold tabla, melynek moédosult
valtozata, az abakusz a vilag szamos helyén (pl. Oroszorszag, Kina) még a XX. szazadban is
hasznalatos volt. Megjegyezziik azonban, hogy abban az esetben, ha a ,,kivondsos” irdsmodot
elhagynank, s helyette attérnénk az Osszeadasos irasmoédra (pl. XLIV helyett XXXXIIII-t
irnank), akkor az dsszeadas miivelete mar konnyen elvégezhetdvé valna. Utobbi irasmodot Orzi

az orakon — esztétikai okbol — IV helyett hasznalt 1111,

A romai szamok hasznalata Europaban sokaig megmaradt. A hindu szamirds arab
kozvetitéssel kertilt csak Europaba az 1100-as években, ezért is szokas hindu-arab szamirasnak
nevezni. Elterjesztésében nagy szerepe volt az elsd francia szdrmazisu papanak, IL
Szilveszternek, aki Szent Istvan szdmara a koronat kiildte, s aki szerzetes koraban még Gerbert
d'Aurillac néven matematika konyvet is irt. Az arab szamirds masik terjesztdje a 100 évvel
késobb ¢élt Leonardo di Pisa, mas néven Fibonacci volt, aki fiatal koraban kereskedd apjahoz
utazott Afrikaba. Itt ismerkedett meg a hindu-arab szamirassal, amit a romai szamoknal
egyszerlibbnek és hatékonyabbnak talalt. 1202-ben Liber Abacci (Az abakusz konyve, avagy

,Konyv a szamtanrdl”) cimmel kiadta az utazasai soran tanultakat.

A hindu-arab szamjegyeket azonban nehezen fogadta be Eurdpa, hiszen a kdzember
nem értette, a keresked6k pedig csalastol féltek (romai szamok elé/mogé/kozé nehezebb ujabb
jegyet iktatni, mint az arab szamirassal felirt szam esetén). 1299-ben példaul Firenze varosa
torvényileg tiltotta meg a hindu-arab szamok ¢€s a nulla hasznalatat (a romai szamok kozott
nincs nulla). Az elsd olyan kdnyv, amelyben az oldalak szdmozasa mar hindu-arab szamokkal
tortént, egy 1471-es Petrarca kiadas volt. Pénzérméken Sziciliaban 1138-ban, Franciaorszagban
1485-ben, Magyarorszagon 1499-ben, Oroszorszagban 1654-ben hasznaltak el6szor hindu-arab

szamjegyeket.
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Forras

Filep Laszlo: 4 tudomdnyok kiralyndje (a matematika fejlédése). Typotex, Budapest, 1997.

Sain Marton: Nincs kiralyi ut!. Gondolat Konyvkiad6, Budapest, 1986.

Az anyag beépitése a tanoraba

Id6 | Az 6ra menete Megjegyzés

A tanir bemutatja a romai szamirast,
kifejezetten annak logikai felépitésére

koncentralva.
87
Feladatként a didkok atvaltanak romai
szamokat arab, majd arab szdmokat rémai

szamokra.

A matematikatorténet funkcidoja

A motivacid eszkoze, mert a didk sajat megszokott jeldlési rendszerétdl eltérdvel talalkozhat.

Hozzajarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz, mert felhivja a figyelmet

arra, hogy tobbféleképpen jeldlhetd ugyanaz, s a mi jelolésiink igen letisztult és egyszert.

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tanuld l1at példat nem tizes alapu,

nem helyiértékes szamrendszerre.

A matematikat nem lezart, hanem ¢16 tudomanyként segit megjeleniteni, mert bemutat egy
jelolésvaltast, ami a matematikdban a didk szédmadra is érthet6 moddon tette lehetdvé a

matematika fejlodését.
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[P| MATEMATIKATORTENETI BLOKK (6°)
A kettes szamrendszer (nehézségi szint: 1)

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) — akir6l Nagy Frigyes porosz kiraly azt mondta,
hogy ,,0nmagaban egy akadémia” — volt az, aki 1703-ban megjelent konyvében megadta a kettes
szamrendszer leirasat. ,, O, aki fdleg azért foglalkozott matematikaval, hogy abban feltaldlja a
gondolkodas legaltalanosabb torvényeit, természetes, hogy a 2-es szamrendszert is igyekezett
beilleszteni filozofiai-teologiai rendszerébe. Csodds parhuzamot latott abban, hogy amint az osszes
szam felirdasdhoz csak az »eQy« és a »Semmi« sziikséges, ugyanugy a Biblia teremtéstorténete
szerint Isten a vilagot a semmibol teremtette. Csak két osprincipium létezik: Isten és a Semmi. E

kettébdl jott létre Minden, ahogy az 1 szamjegy a »semmi« -vel létrehozta az dsszes szamot.” (Sain,

1986, p. 300.)

A nem tizes alapu szamrendszerek nyomai (nehézségi szint: 1)

Egy nép életében az egykor hasznalt, nem tizes alapi szamrendszernek egyik nyoma
nyelvében talalhat6. Példaul az egykori huszas alapu kelta szamrendszer nyoma a franciaorszagi
francia nyelvben a nyolcvan képzése: quatre-vingts, ami magyarul négy huszat jelent. Erdekes,
hogy a szintén franciaul besz¢ld, de mas eredetii svajciak vagy belgdk nem igy, hanem 6ndll6 szoval

(octante, huitante) fejezik ki a nyolcvanat. Szintén huiszas szamrendszert hasznaltak a majak.

Korabban hasznalt, mas alapti szamrendszerek nyoma a német és az angol nyelvben is
megtalalhat6: 12-ig van a szamoknak ©6nallé neve. A nagyobb szamokat ugyanakkor mar a
tizesekhez kapcsolhato dsszetétellel képzik. De 12-es szamrendszer maradvanya az év 12 honapra;
anap kétszer 12 drara torténd felosztasa vagy a szamos nyelvben el6fordulé ,,tucat ” sz6. Az egykori
babiloni 60-as szamrendszer maradvanya a szogek (1°=60"; 1'=60"") és az idéegység felosztasa

(1 6ra= 60 perc; 1 perc = 60 masodperc).

., Az ugorok kozos hetes szamrendszerére a nyelvi bizonyiték az 1 — 7 szamnevek kézos
gyokere, valamint a »hét« szo kettos jelentése. jelenti a hét szamot és a hét napbol allo egységet.
Csak kevés nyelvben van igy. A magyar mesék és regék nem véletleniil beszélnek hétmérfoldes
csizmarol, hétfejii sarkanyrol, hetedhét (azaz 49) orszagrol.” (Filep, 1997. p. 39.) Az ugor népeken
kiviil Afrikaban és a Kozel-Keleten talalkozunk a hetes szamrendszer nyomaival. Bizonyos afrikai
népeknél ma is misztikus szerepet tolt be a hetes szam, ezért neve tabu, s kimondasahoz inkabb a 6

+ 1-et hasznaljak.
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., A nem tizes alapu szamrendszerek haszna” (nehézségi szint: 1)

A 20. szazadi eurdpai matematika egyik legkiemelkeddébb alakja Fejér Lipot volt, akinek

didk kordban problémaja akadt a matematikaval. Allitolag ,,szdmtanbdl tandrt kellett mellé

fogadni, mert nehezen boldogult a szamolasokkal. Csak miutan a tizes szamrendszeren kiviil

mas szamrendszerekkel is megismerkedett, akkor kezdett megmutatkozni tehetsége.’

Forras

»55

Filep Laszlo: 4 tudomanyok kiralyndje (a matematika fejlédése). Typotex, Budapest, 1997.

Sain Marton: Nincs kiralyi ut!. Gondolat Kényvkiad6, Budapest, 1986.

http://konyvtar.ady-debr.sulinet.hu/konyvlap/tananyag/matek/magymagy.htm

Az anyag beépitése a tandraba

1dé

Az 0ra menete

Megjegyzés

20°

A tanar bemutatja a kettes szamrendszert egy példan
keresztiil.

Megmutat egy atvaltast, majd a tanulokkal valtat at kettes
szamrendszerben felirt szamot tizes szdmrendszerbe majd
forditva.

Megemliti, hogy a kettes szamrendszert pl. az informatika
hasznélja, mert igy minden szam felirhato két karakterrel.
A két karakter helyettesithetd barmivel: elektromos
impulzussal és annak hidnyaval, felmutatott és lehajtott
ujjal, ,,taval és tivel” stb.

Elmeséli Leibniz torténetét.

A tanulok mas szdmrendszerekben felirt szamokkal
végeznek atvaltasokat.

Kozosen megbeszélik, hogy milyen nyomai vannak mas

alapt szam-rendszereknek az egyes népeknél.

55 http://konyvtar.ady-debr.sulinet.hu/konyvlap/tananyag/matek/magymagy.htm
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A matematikatorténet funkcidoja

Egy fogalom vagy tétel mélyebb megértésének segitése, mert a tanuld lat példakat mas
szamrendszerek hasznalatara, s igy egy matematikai fogalom, a szamrendszer fogalma élet-
kozelibbé valik.

A matematika mas tudomanyokhoz val6é hozzakapcsoldsa, mert a tanuld latja, hogy hogyan
hasznalja a legkiilonfélébb tudomany a matematikat, s milyen hatdssal van a matematika

példaul a nyelvre.

5.3. Szituaciokhoz kapcsolodo matematikatorténeti anyagok

A kovetkez6kben matematika oran el6-eloforduld szituacidkhoz adunk matematikatorténeti
adalékokat. Ebben a fejezetben csak a matematikatorténeti részt irjuk le és a hozza kapcsolodo

pedagdgiai tobbletet. Az itt kzoltek mind 1-es nehézségiiek.

5.3.1. A didk a nevezo és a szamlalo elnevezéseket hibasan hasznalja,
vagy azt mondja ,,alul”, ,feliil”.

[Q] Matematikatorténet (1°)

A magat ,,sz6csinalonak” nevezé Marothi Gyorgy 1743-ban jelentette meg Arithmetica
vagy a szadmvetésnek mestersége cimii konyvét, amely az els0 magyar nyelvii iskolai
matematika tankonyv. Magyarositasa végiggondolt és célszeri volt, igy szamos altala
bevezetett szakszo maradt meg. Ilyenek példaul az Osszeadas, kivonas, (sok)szor(o)zas,

szamlalas, tortszam, hiba, kertilet.

Nem maradtak fent viszont a tort szamlaloja és nevezbje helyett javasolt kifejezései. O
ugyanis az Arithmetica bevezet6jében igy fogalmazott: ,, 4 Fractiokban, hogy a felsé szamot
Numeratornak, az alsot Denominatornak hivjak, annak ugyan van valami haszna. De mivel
gyakorta abban is megakadhat a gyenge Szamvetd, hogy a felsdt hivjak-e Numeratornak, vagy
az alsét: En jobbnak gondoltam, ha egyiket Felsonek, masikat Alsénak nevezziik, mert igy nem

lehet tévedés benne.” (Marothi, 1743, p. 5.). A kdnyvben végig jelen vannak a latinos s veliik

85



parhuzamosan a magyar elnevezések. A Fractiokrol / Tortt-szamokrdl szolo fejezet elején,
ismételten tisztazva az elnevezéseket a kovetkezot irja: ,, 4 Felsot hivjak dedkul Numeratornak;
az Alsot Denominatornak. De mi Magyarul a Numreatort tsak Felsének, a Denominatort

Alsonak fogjuk hivni. A Kinek tetzik tarzsa meg a Dedk neveket.” (Mar6thi, 1743, p. 179-180.)

Sajnos a tort also és tort fels6 elnevezések annak ellenére sem honosodtak meg
nyelviinkben, hogy olyan nagynevii matematikus, mint Valyi Gyula, a kolozsvari egyetem
tanara is megprobalta elterjeszteni. Maradtak ezek helyett a szamldlo és a nevezd, a latin

Numeratror €¢s denominator sz6 szerinti magyar forditasai.

A matematikatorténet funkcidja

A motivacié eszkoze, mert a didk altal is hasznalt, sajat maga altal alkotott szonak mar a

torténelemben valo eldfordulasarol hall.

Hozzajarul a matematika nyelvének megértéséhez és elfogadasahoz, mert egy mostani
elnevezés eredetére vilagit ra, s ramutat arra, hogy bar tobbszor is probaltdk meghonositani az

,»alsot” és ,,felsét”, azok mégsem mentek at a hasznalatba.

A matematikat nem lezart, hanem ¢él6 tudomanyként segit megjeleniteni, mert ravilagit arra,

hogy matematikai szaknyelviink folyamatosan valtozik.

A matematika mas tudomanyokhoz valé hozzakapcsolasa, mert a tanuldé a minyelv

kialakulasan keresztiil a matematika €s a nyelvészet kapcsolataval talalkozik.

5.3.2. A didak tul nehéznek talil egy eljarast, s ezt széva is teszi.

[R] Matematikatorténet (1°)

Proklosz azt irja, hogy ,,egy alkalommal maga Ptolemaiosz kiraly, miutan meghallgatta
Euklidész egyik matematikai targyu eléadasat, azt kérdezte volna tole: Miért nem lehet a
Matematikat egyszertibben tanitani? Euklidész pedig azt felelte volna erre: azert nem, mert a

matematikahoz nem vezet kiralyi ut.” (Szabd, 1983, p. 9.)
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A matematikatorténet funkcidja

A motivacio eszkoze, mert a didkok latjak, hogy egy provokativ kérdésre a tanar egy torténettel

tud felelni.

5.3.3. A diak megkérdezi, hogy ,,Mi haszna van ennek?”

[S] Matematikatorténet (1°)

Sztobaiosz a kovetkezd torténetet jegyezte fel Euklideszrol. ,, Megkérdezte egyszer valaki
Euklidésztol: Aztan mi haszna lesz abbol, ha megtanulta a matematika tételeit bizonyitasaikkal
egyiitt? Euklidész pedig erre - mondja tovabb a folytatas - szolitotta volna rabszolgajat: Adjon
mar egy oboloszt a kérdezének, hogy valami haszna is legyen abbdl, amit tanult. - Mert antik
elgondolas szerint azt, aki elég foldhéz ragadt ahhoz, hogy a matematikanak (és foként pedig a
matematikai bizonyitasnak) a hasznat keresse, ahelyett, hogy belefelejtkeznék a matematikai

gondolatok szépségébe - azt csak igy lehet kifizetni.” (Szabo, 1983. p. 9.)

A matematikatorténet funkcioja

A motivacio eszkoze, mert a didkok latjak, hogy egy provokativ kérdésre a tanar egy torténettel

tud felelni.

A matematika mas tudomanyokhoz valé hozzakapcsolasa, mert a tanulod belelathat az okori

gordg gondolkoddsmodba.

5.3.4. Amikor a tanar hibazik

[T] Matematikatorténet (<1°)

Riesz Frigyes a 20. szazad egyik legjelentésebb magyar matematikusa volt. ,, Egyszer egyetemi
eléadasan a tablara helyesen felirt tételt szoban rosszul mondta el. Amikor erre figyelmeztették,
akkor azt mondta: »Ne azt figyeljék, amit mondok, hanem azt, amit irok.« Késébb egy masik
tételt jol mondott el, de rosszul irta fol. Ekkor azt mondta: »Ne azt figyeljék, amit irok, hanem

amit mondok.« Néhany perc mulva mind szoban, mind irasban eltévesztett valamit. Ekkor azt
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mondta: »Ne azt figyeljék, amit irok, se nem azt, amit mondok, csak arra figyeljenek, amit

gondolok.« "°®

A matematikatorténet funkcidja

A motivacid eszkoze, mert érdekes és mulatsagos torténettel szemléltethetjiik emberi

gyarlosagunkat.

5.3.5. Amikor Kkideriil valakirdl, hogy a szokasok mozgatjak

[U] Matematikatorténet (1°)

Az els6 vilaghdbort utan, a kincses varos egyeteme, a Kolozsvari Magyar Kiralyi Ferenc
Jozsef Tudomanyegyetem eldszor rovid ideig Budapesten, majd 1921-t61 grof Klebelsberg
Kunoénak kdszonhetéen Szegeden talalt uj otthonra, igy ez az intézmény lett a jelenlegi Szegedi
Tudoményegyetem elddje. Matematika Intézete, a Bolyai Intézet két egymast kdvetden itt
munkalkodo ,,triumvirdtusnak™ kdszonhetden gyorsan ismertté valt az egész vilagon. Az elsot
Riesz Frigyes, Haar Alfréd és Kerékjarto Béla, a masodikat Kalmar Laszl6, Rédei Laszlo és

Szdkefalvi-Nagy Béla alkotta. Emlékiiket kozos plakett 6rzi a szegedi Dom téren a Panteonban.

Rédei Laszlorol, az algebra eme kivalo, és igen szoérakozott miiveldjérdl rengeteg torténet

maradt fenn. Ezek koziil az egyik igy szol:

., Szeles idoben sétalt az egyetem felé. Féluton ra akart gyujtani, s hogy a szembeszél ki ne oltsa
a gyufat, megallt és hatrafordult. A sikeres akcio utan nyugodtan megindult, s gondolataibol
csak akkor eszmélt fol, amikor lakasaba érve felesége, Jolanka, meglepett arccal fogadta: Mi

az, Laci, ma nem tart eléaddst? >’

56Forras: http://konyvtar.ady-debr.sulinet.hu/konyvlap/tananyag/matek/magymagy.htm
57 http://www.math.u-szeged.hu/~csakany/Sz%C3%B6vegek/redeietc.pdf
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A matematikatorténet funkcidja

A motivacid eszkoze, mert érdekes és mulatsagos torténettel szemléltethetjiik emberi

gyarldsagunkat.

A matematika mas tudomanyokhoz val6 hozzakapcsolasa, mert a tanuld a triumviratus széval

talalkozik, mert szoba keriil a trianoni szerz6dés és annak egyik kovetkezménye.

5.3.6. Amikor Kideriil, hogy a diaknak problémaja van az irasbeli az
osztassal

[V] Matematikatorténet (<1°)

Szénassy Barna a 16. és 17. szadzadi magyarorszagi matematikaoktatas helyzetét elemezve
a kovetkezOt irja: ,, Vajon kereshetiink-e a kulturdlis téren visszaeso, elszegényedo orszdagban
sok kiemelkedé matematikai munkat, amikor abban az idében még voltak olyan — kedvezébb
koriilmények kozott munkalkodo — kiilfoldi egyetemek is, amelyek azzal szereztek hirnevet, hogy

a hallgatoik osztani tudtak?” (Szénassy, 1970, p. 35.)

A matematikatorténet funkcidoja

A matematikat nem lezart, hanem ¢l6 tudomdnyként segit megjeleniteni, mert a tanuld
belepillanthat abba, hogy mas korokban mi okozott kihivast, s mara egy egykori egyetemi

tananyag az altaldnos iskola also tagozatanak tananyagéava valt.

5.3.7. Amikor a didk kavés poharral érkezik az orara, vagy arrol
panaszkodik, hogy faj a feje, mert nem ivott kavét

[W] Matematikatorténet (<1°)

Rényi Alfréd a XX. szdzadi magyar matematika egyik meghatarozé alakja volt. O hozta
létre a Magyar Tudomanyos Akadémia vilaghiriivé valt Alkalmazott Matematikai Intézetét,
amelyet halalaig vezetett. Ez a mai Rényi Alfréd Matematikai Kutatdintézet, amely a

magyarorszagi és eurdpai matematikai kutatasok egyik fellegvara. Rényi eredményei kozott a
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Goldbach-sejtéssel kapcsolatos komoly eredmények is szerepelnek. Ezen sejtés szerint minden

kettdnél nagyobb paros egész szam felirhato két primszam dsszegeként.

Rényi fiatalon, 48 évesen hunyt el, amiben szerepe volt a cigarettanak és a rengeteg
feketekavénak. Hires mondasa szerint: ,,A matematikus olyan gép, amely kavébol tételeket

keszit.”

A matematikatorténet funkcioja

A matematika mdas tudoményokhoz valé hozzadkapcsolasa, mert egészséges ¢életmaddra

neveliink.

6. Kutatasi kérdések és a hozzajuk kapcsolodo hipotézisek

A 2018 augusztusara osszeallitott segédanyagot két 1épcsében probaltuk ki. El6szor
annak Osszedllitdja (a dolgozat szerzdje) akciokutatas jelleggel a Sajat maga altal tanitott

csoportban, mig a kdvetkezo tanévben ugyanazon intézmény egy masik tanara tette ezt.

Az elsd kiprobalas utan a segédanyagon aprobb javitdsokat végeztiink. Szerkezetében
valtozas nem tortént, 0j elemként a két utolso szituaciohoz kapcsolodo blokk (5.3.6. és 5.3.7.

fejezet) keriilt be.
A kiprobalasok sordn az alabbi kérdésekre kerestiik a valaszokat.

K.1. Alkalmas-e a segédanyag arra, hogy eqy kozépiskolai tandar kiilonbozé profilu osztdalyok
matematikaordjan hasznalja?

K.2. Meghagyja-e a segédanyag a tandr szabadsagat abban, hogy sajat izlésének és
habitusanak megfelelGen épitsen be matematikatorténeti blokkokat a tandraba?

K.3. A didkok szdmdra ezen torténeti elemek segitik-e egy adott fogalom mélyebb megértését?
K.4. A didkok szamara ezen torténeti elemek segitik-e eqy adott matematikai tartalom hosszii
tavu memoriaba torténo rogziiléset?

K.5. Képes-e a segédanyag hozzajarulni ahhoz, hogy a didkok matematika tantargyhoz valo

hozzaadllasa pozitiv iranyba valtozzon?

Ezen kutatasi kérdésekhez rendre az alabbi hipotézisek kapcsolodtak.
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H.1. Igen alkalmas. Ez leginkabb felépitésébol adodik. Egyfelol a blokkok rovidsége lehetové
teszi a tanoraba valo beépiilést annak veszélye nélkiil, hogy a tanar a tananyaggal lemaradjon,

masfelol pedig a felépiilése nem kronologikus, hanem a tananyag logikajat koveti.

H.2. A tanari szabadsag nem sériil, az adott blokkok szabadon épithetok be. Ez a szabadsag
vonatkozik a beépiilés helyére (a legtobb blokk tobb tananyaghoz is kapcsolodhat), illetve a

feldolgozasi modszerre.
H.3. Igen, tobb didknak segitséget nyujtanak.
H.4. Igen, tobb diaknak segitséget nyujtanak.

H.5. Igen, képes hozzajarulni ahhoz, hogy a didkok matematikdahoz valé hozzadllasa pozitiv

iranyba valtozzék.
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7. Az els6 Kiprobalas és a kapcsolodo felmérések
eredményei

7.1. A tanitasi Kisérlet és a kapcsolédé felmérések koriilményeinek
bemutatasa

Az els6 kiprobalasra a 2018/19-es tanévben, az SZTE Gyakorld6 Gimnazium és
Altalanos Iskola Kilencedik évfolyama altaldnos tantervii bioldgia-fizika-kémia orientécios
osztalyanak egyik csoportjdban kertiilt sor. Ez az osztalytipus egyedi a varosban, s elsdsorban
jovendobeli orvos, gyogyszerész, bionika, vegyész szakosoknak ajanljak. Ebbdl is adoddan,
matematikai képességeiket tekintve az ide felvett diakok az orszagos atlagnal jobbak, azonban
a tantargy iranti érdeklodésiik inkabb kiilsd okokbol, a felvételijiikhoz sziikséges jo jegy
megszerzésébdl eredeztethetd. A matematikat az elsé két évben, névsor szerinti
csoportbontasban két kiilon tanarnal tanuljak. A 11. évfolyamtol kezddédden a kordbbi két
csoport ,,egyesiil”, a matematika fakultaciot valasztok pedig — més osztalyok hasonlé tanuldival
egylitt — az alapnal kettével magasabb 6raszamban egy kiilon tanarral alkotnak 6nallo, 20-25
f6s emelt szinti csoportot. E két csoport kozott az atjaras félévenként — a kozEépbdl emelt szintre
1épés esetén kiilonbozeti vizsga letétele mellett — lehetséges. A segédanyagot kiprobald osztaly
matematika heti oraszama a négy évfolyamon a kovetkez6 modon alakul: 3,5%%:3:3: 3

(fakultacio valasztasa esetén az utobbi két évfolyamon heti 5).

A kiprobalas dokumentalasaként az orak utan feljegyzések késziiltek. Volt 6ra, amely

egészérdl hangfelvétel késziilt.

A segédanyag kiprobalasan tal, a 2018/19-es tanévben két felmérés lebonyolitasara is
sor keriilt a 34 f6s osztaly mindkét felében. A vizsgalt csoportokat jellemz6 bemeneti adatokat
az 5. tablazat mutatja. A félkovéren szedett rész a teljes, 17 fos csoportra vonatkozik, mig az
alatta 1évo 13 f0s mintat az adott kategoridban a két-két legjobban, illetve legrosszabbul teljesitd

diak eredményének elhagyasaval kaptuk.

58 A9, évfolyamon az elsé félévben 4, masodik félévben 3 matematika 6rét tartunk.
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8. osztalyos | 8. osztidlyos magyar | hozott pontok® 4tlaga
matematika felvételi | felvételi pontok® | (szérdsa)
pontok®® atlaga | atlaga (legkisebb —
(legkisebb — | legnagyobb pontszam)
legnagyobb pontszam) | (szordsa)
(szorasa)
A csoport teljes 36,53 (25 — 49) 40,88 (29 — 47) 98,34
(kontrollcsoport) 17 f6 (5,87) (4,79) (2,29)
redukalt | 36,62 (31 —40) 41,23 (36 — 46) 98,72
13 f6 (2,61) (3,38) (1,89)
B csoport teljes 35,06 (28 — 44) 41,53 (34 - 47) 98,99
(kisérleti 17 f6 (3,93) (4,03) (1,46)
csoport) redukalt | 34,92 (30 — 40) 41,85 (36 — 46) 99,32
13 6 (2,53) (2,98) (0,88)

5. tabldzat

Ahogyan az adatokbol is latszik, az osztaly jo képességli diakokbol allt, s a tablazatban
megjelend szempontok alapjan homogénnek mondhat6. A névsor szerinti bontasban 1étrejovo,
kiilon-kiilon is homogén két csoport kozott jelentds kiillonbség nem volt tapasztalhatd. A
matematika tanuldsa mindkét csoportban elsdsorban kiilsé motivaciobol adddott: a didkokat a

jO jegy, a jo érettségi, a magas felvételi pontszam ¢€s a sziil6i elvaras motivalta.

A két csoportban matematikat tanito tanarok személyisége nagyon sok k6zos vonast hordoz,
tanitasrol alkotott elképzelésiik hasonld. Baratok, a tanari szobaban egymas mellett iilnek.
Mindketten jo viszonyt dpolnak diakjaikkal, s ritkan keverednek konfliktusba didkkal, sziilovel.

Roviden a kdvetkezOképp jellemezhetdk:

A: 39 éves férfi, aki Szegeden végzett matematika €s fizika szakon. Eddig két iskolaban tanitott.
El6szor a kisérlet helyszinét add gyakorlé gimnaziumban, majd 12 évig egy szegedi
szakkozépiskolaban, ahol mindkét szakjat tanitotta. Tobbszor volt osztalyfonok. Innen harom
éve tért vissza elsd s jelenlegi munkahelyére, a gyakorldé gimnaziumba. Bar Szegeden 3 évig
absztrakt algebrai témaban vett részt PhD képzésben, a specialis matematika tagozatos

osztalyokban geometriat és valdszinlis€gszamitast tanit.

59 Maximum 50 pont.

0 Maximum 50 pont.

61 Maximum 100 pont (7. osztaly év végi és a 8. osztaly félévi jegyei: magyar nyelv és irodalom, térténelem,
matematika, bioldgia, kémia, fizika targyakbdl; az utébbi harom tantargy eredményét duplan szamolva).
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B: A segédanyag 0Osszeallitoja, 37 éves férfi, aki Szegeden végzett matematika, francia és
reformatus valldstanar szakon. Elsé munkahelyén tanit. Hirom alkalommal volt osztalyfonok.
A matematika mellett utazast és turizmust, valamint francia célnyelvi civilizaciot tanitott
néhany évig. Bar egyetemistaként analizis szakiranyos volt, és a Debreceni Egyetem doktori
képzésében tett komplex vizsgajanak fo targya is a klasszikus és modern analizis volt, a

specialis matematika tagozatos osztalyokban geometriat és valosziniiségszamitast tanit.

Bér a két csoport orainak helyszine és id6pontja altaldban nem egyezett meg a kisérlet
kimenetelét befolyasold kiilonbség ebben a tekintetben nem volt. A vizsgalt idészak oraiban az
Uj tananyagot mindkét tanar jellemzdéen frontalis osztalymunkaban kozos, illetve egyéni
feladatmegoldason keresztiil dolgozta fel, hagyomanyos ,tabla-kréta”, illetve ,,fiizet-toll”
eszkozhasznalattal. Elére szervezett par- és csoportmunkara egyik csoportban sem kertilt sor.
Ugyanakkor, mindkét tanar engedte, hogy egyik szomszéd a masiknak magyarazza el egy
feladat megoldasat, vagy egyszerlien két tanuld részeredményeiket egymdssal megosztva,
kozosen dolgozzon a kiadott feladaton. Az orak légkore mindkét csoportban oldott volt, a

diakok mertek kérdezni.
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[.2.  Tapasztalatok és a felmérések eredményeinek bemutatisa
kutatasi kérdések szerint

7.2.1. A segédanyag tandraba torténé beépithetéségének tanari
tapasztalatai

A segédanyag elsO, tudatos kiprobalasa utan a kovetkezd tapasztalatok voltak

tényszertien megallapithatok.

e Az A csoport az algebra és szamelmélet témat, matematikatorténeti elemek nélkiil
szeptember 19-t61 november 14-ig, Osszesen 27 tandran at, a B csoport
matematikatorténeti elemekkel szeptember 19-t61 november 16-ig, Osszesen 30
tanoran keresztiil tanulta. A kiilonbség harom d6raban a B csoport, az A csoport altal
nem tanult témakoroket nézett at (betiis kifejezések rendszerezése, lanctortek;
periodikus sorozatra vive feladatok). A segédanyagot kiprobald tanar nem maradt le
sem tanmenetéhez, sem kordbbi években megszokott litemtervéhez képest, igy
elmondhat6, hogy a segédanyag kiprobalt elemei gyakorlatilag idéveszteség nélkiil
épiiltek be a matematikaoraba®?.

e A kerettanterv a megtanitandé tananyagot 9-10. évfolyamra adja meg. Mivel a 10.
évfolyam utan a két csoport egy csoportta olvad Ossze, s a fakultaciot valasztok
pedig szintén mas csoportbol jovo didkokkal alkotnak 0j csoportot, ezért a vizsgalt
iskoldban ,,kébe vésett elv”’, hogy bar a 9. és 10. évfolyamon tanit6 tanarok sajat
elképzelésiik szerint épithetik fel a tananyagot, a 10. végére a helyi tantervben
meghatarozott részek tanitdsit minden osztalyban be kell fejezni. Fontos
megemliteni a segédanyag kiprobalasanak utoéleteként, hogy ez az elv itt nem
sériilt. A két csoport parhuzamosan tudott haladni ugy a kilencedik, mint a tizedik
évfolyamon, vagyis a torténeti elemek tandraba ilyen modon torténd beemelése
csakugyan nem jart idétobblettel.

e A kiprobalas soran a matematikatorténeti elemek mindig tanéri kozlésként jelentek
meg, igy erésitették a tanar ,tananyagforras szerepét”. Ugyanakkor ez nem volt

eldiras, csupan a kiprobald tanar személyiségébdl adodott ez a feldolgozasi forma.

62 (Siu, 2007.) rdmutat arra, hogy a tanarok legnagyobb része az id6veszteségtél val6 félelemmel magyarazza azt,
hogy nem haszndl matematikatérténetet a tandran. Ez a tapasztalat pedig pontosan e félelem alaptalansagat
mutatja.
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Mivel a segédanyag tananyaghoz illeszkedd felépitésli, nem igényelt kiilon
felkésziilést a tanartol. A blokkok rovidsége, s az a tény, hogy nem igényeltek
eldzetes tudast, lehetdvé tette, hogy elég legyen a tandra eldtt a megfeleld résznél
Kinyitni s atismételni.

A tanulok tobbsége érdeklddott a torténetek irant, az elhangzottakat lejegyzetelte a
fiizetébe, kérdezett, hozzaszolt, vagyis aktiv résztvevoje volt az 6rak azon részeinek,
amikor matematikatorténetrdl volt szo.

A tanorakba beépitésre keriilt blokkok a kovetkezok voltak: A, B, C, D, E, H, J, K,
M,N,O,P,Q,S, V.

Az I blokkot ehhez az osztalyhoz tul nehéznek éreztiik, igy nem keriilt kiprobalasra.
Tervben volt a haromszégszamokkal kapcsolatos G blokknak a hatvanyozas modul
utolsé tanorajan torténé bemutatasa is, de idd hianyaban ez elmaradt®,

A segédanyag blokkjainak matematikatorténeti tartalma egymasétol fiiggetlen,
mindig egy-egy adott tananyagrészhez kapcsolodik. Igy mindegyik blokk kiilon-
kiilon, a tobbi ismerete nélkiil is megérthetd. Ez a fajta epizodszerii felépitési mod
lehetdvé teszi, hogy a tanar izlésének, rendelkezésére allo idejének, adott csoportja
érdeklédésének és matematikai tudasszintjének megfelelden szabadon valasszon a

blokkok koziil.

Ezek alapjan megerdsitve latjuk az elsé két kutatasi kérdésre megfogalmazott

hipotézisiinket, miszerint a segédanyag alkalmas arra, hogy kozépiskolaban tanitd tanar

mindennapi munkajaban hasznalja, illetve meghagyja a tanar szabadsagat, aki izlésének

megfelelden, az aktudlis kortilményekhez igazodva tudja beépiteni sajat drajaba.

7.2.2. A torténetiség és a tananyag mélyebb megértésének kapcsolata

A B csoport esetében a torténetiség az algebrai kifejezéseknél és a szamrendszereknél

kertilt el6 a leghangsulyosabban. Ez utobbi teljes egészében torténeti alapon épiilt fel a blokkok

alapjan a kovetkezdképpen:

a mi szamirasunk két jellemzdje a tizes alap és a helyiértékes irdsmod,;

63 Az adott tandra el6tt munkak6zdsségi értekezlet volt, amely elhtzédott, s belenydlt a tandraba. A helyzethez
rugalmasan alkalmazkodva, ezt a feladatot kihagytuk.
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- példa tizes alapua, de nem helyiértékes szamirasra: egyiptomi szamiras;
o Hany jel sziikséges egy-egy szam, illetve valamennyi pozitiv egész szam
leirasdhoz?
o egyiptomi 0sszeadas, szorzas
- példa nem tizes alapti, nem helyiértékes szamirasra: romai szamiras;
o a felépités logikaja
o miveletvégzési nehézségek
- példak nem tizes alapu, de helyiértékes szamirasra.
o nem tizes alapu szdmrendszerbeli szam értékének meghatarozasa
o a nem tizes alapu szdmrendszerek nyomai (pl. szamok neve kiilonb6z6
nyelveken, ora, szogmérés)
o Aatiras tizes alapu szdmrendszerbdl nem tizes alapli szamrendszerbe
o néhany egyszeriibb feladat (Osszeadds elvégzése nem tizes alapu

szamrendszerben, egy 0sszeadasbol a szamrendszer alapjanak kitalalasa)

Az A csoport a szamrendszereket csak az alabbi felsorolasban lathaté utolsé pontban
(példak nem tizes alapu, de helyiértékes szamirasra) leirtak szerint tanulmanyozta. Az oran

megoldott feladataik tobbsége a szamrendszerek kozti atvaltassal foglalkozott.

A szamrendszerek tanuldsaval zar6dd szamelmélet fejezetb6l mindkét csoport
ropdolgozatot irt. Mindkét ropdolgozat tartalmazott (mindkét irdnyba torténd) atvaltods
feladatot. A két csoport eredményei kozott kiilonbség nem mutatkozott, mivel a tanulok kb.
90%-a helyesen oldotta meg a feladatot. Mindkét csoportban a szamrendszerek tanuldsa utan
harom héttel 2018. december 7-én (az A csoport a nap hatodik, a B csoport a nap negyedik
tandrajaban), eldzetes bejelentés nélkiil, a tanoéra elsd 20 percében egy felmérd feladatsort
irattunk, amelynek célja az volt, hogy megvizsgaljuk, a matematikatorténet segiti-e a tananyag
mélyebb megértését. Igy a feladatsor kizarolag olyan, a szamrendszerekkel kapcsolatba hozhato
feladatokat tartalmazott, amelyeket egyik csoport didkjai sem oldottak meg a korabbi
tanorakon. A felmérést a didkok név nélkiil irtak. Tudtak, hogy jegyet nem kapnak ra, csupan
arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyire sikertilt megérteni egy kordbban tanult tananyagot. A
feladatsor megirasat mindkét csoport komolyan vette. Csendben dolgoztak, és a lapok beadasa

utan kérték a feladatok megbeszélését.

Az alidbbiakban ismertetjiik a feladatokat és a diakok valaszainak statisztikdjat. A

valaszokat az ,,iires”, ,,rossz”, ,,ertékelhetd” és ,,helyes” kategoridkba soroltuk. Az ,,iires” azt
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jelenti, hogy a diak nem irt semmit. ,,Ertékelhet6”-nek tekintettiik az elvi hibat nem tartalmazo,

de nem tokéletes valaszokat (pl. csak szamolasi hibaja volt a didknak).

1. FELADAT
Egy szbtag lehet hosszl (egyszerisitve hosszi maganhangzé szerepel benne), vagy rovid
(révid maganhangzé van benne). A hosszu szotagot 1-gyel a rovid szotagot 0-val jeloljiik.
Példaul
kakas = 00
lanyok - 10
pénzéhes = 110

Milyen szamsorozat felelne meg az ,,akacfa” szonak?

Megoldas: 010

A csoport B csoport
ires | rossz | értékelhetd helyes tres | rossz | értékelheté | helyes
- - - 15 (100%) - - - 16 (100%)
6. tdbldzat
2. FELADAT

Igaz-e, hogy barmelyik tizes szamrendszerbeli pozitiv egész szamhoz tartozik pontosan egy
(rovid és hosszu iitemekbdl allo) tapssorozat, €s az a tapssorozat csak azt az egy szamot
jeloli? Valaszat keretezze be!

IGAZ HAMIS

Megoldas: IGAZ

A csoport B csoport
tres rossz értékelhetd | helyes | tires rossz értékelheté | helyes
- 6 - 9 - 8 - 8
(40%) (60%) (50%) (50%)
7. tdbldzat
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3. FELADAT

Az altalanos iskola harmadik osztalyaba jard Péter egy nap megszamolta
a hazuk el6tt elmend autokat. Minden elmend autd esetén huzott egy

vonalat. Ha mar volt négy vonala, akkor az 6todiket keresztbe huzta: #f.

Mikor volt sok athuzott 6tdse, akkor a konnyebb 6sszeszamolés végett

0t-6t ilyen athuzott részt bekarikézott, majd a karikat besatirozta.
Kisfiizete, amiben a szamolast vezette akkora volt, hogy egy oldalra | ||

maximum 0t ilyen bekarikazott rész keriilhetett (amit Péter mindig ki is

11. dbra

hasznalt, nem lapozott tgy, hogy még volt hely az oldalon).

Péter 4 teljes oldalt irt igy tele. Az 6todik oldalra mar csak két karika harom athazott rész

és két szimpla vonal Keriilt.

Hény autdt szdmolt meg aznap Péter?

Megoldds: 2 + 3-5 + 2-5% + 4-5° = 2 + 15 +50 + 500 = 567

A csoport B csoport
tres rossz értékelheté | helyes | iires rossz értékelheté | helyes
- 4 2 9 - 2 4 10
(26,67%) | (13,33%) | (60%) (12,5%) | (25%) (62,5%)
8. tabldzat
4. FELADAT

Tizes szamrendszerben hogyan irjuk azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely kettes

szamrendszerbeli alakja mar hétjegyii?

Megoldas: 1000000, = 64
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A csoport B csoport

lires rossz értékelheté | helyes | iires rossz értékelhetd | helyes

1 8 - 6 - 1 1 14

(6,67%) | (53,33%) (40%) (6,25%) | (6,25%) (87,5%)
9. tabldzat




5. FELADAT

Tizes szamrendszerben hogyan irjuk azt a legnagyobb pozitiv egész szdmot, amely harmas

szamrendszerbeli alakja négyjegyii?

Megoldas: 22223 = 80

A csoport B csoport

tires rossz értékelheté | helyes ires rossz értékelhetd | helyes

2 9 2 2 - 2 2 12

(13,33%) | (60%) | (13,33%) (13,33%) (12,5%) | (12,5%) (75%)
10. tabldzat

6. FELADAT

Héany olyan pozitiv egész szam van, amely négyes szamrendszerbeli alakja négyjegy(i?

Megoldas: A legkisebb 10004 = 64, a legnagyobb: 33334 = 255, azaz 255 — 63 = 192 ilyen szam

van.

A csoport B csoport

tires rossz értékelheté | helyes | iires rossz értékelheté | helyes

4 8 - 3 2 11 2 1

(26,67%) | (53,33%) (20%) | (12,5%) | (68,75%) | (12,5%) (6,25%)
11. tabldzat

Az elsé harom és az utolsoé feladat esetében szignifikans eltérés nem mutatkozik a két
csoport megoldasaiban. Mig az elsd feladatok konnytieknek, addig az utolsod feladat tul
nehéznek bizonyult. (Mivel a feladatsor 6ran nem latott feladatokat tartalmazott, ezért hogy a
didkok ne rémiiljenek meg mar az elsd feladat lattan, az elso kettot kifejezetten konnytinek,
mindenki szdmara megoldhatoak terveztiik. Az eredményeket latva elmondhatd, hogy ezt a

célunkat sikeresen valositottuk meg.)

A negyedik ¢és 6todik feladat esetében viszont jelentds eltérés mutatkozott a két csoport
megoldasai kozott. Az igazdn érdekes pedig nem a helyes és helytelen valaszok szama kozti
szembeo6tld kiilonbség, hanem az, hogy a B csoport valamennyi (!) tagjanak dolgozatdban
megjelenik a helyiérték fogalma a kettd €s harom hatvanyok tablazatba foglalt, jobbrol balra

novekvo sorrendben torténd felirasaban, ahogyan azt a 12. abra mutatja.
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4, Tizes szamrendszerben hogyan irjuk azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely kettes szamrendszerbeli
alakja mar hétjegyi?

12. dbra

Ez az A csoport esetében még a helyes valaszoknal is hianyzik, mivel ott minden estben

felirtak a keresett szamot, majd helyesen meghataroztak annak értékét (lasd 13. dbra).

4. Tizes szdmrendszerben hogyan frjuk azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amely kettes szamrendszerbeli
alakja mar hétjegy?i?
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13. ébra

Az A csoportban 7 dolgozatban tlinik fol az a vonal, amelyet a 14. dbra szemléltet. A
diak osztani kezd, ami annak a jele, hogy formalisan emlékezetében maradt, hogy a
szamrendszerek kozti atvaltasoknal volt ,,valami osztogatés algoritmus”®*. A diak akkor éran
latta, megjegyezte, s a téma végén irando6 ropdolgozatban még tudta alkalmazni. (A két csoport
kozott a szamelmélet témat lezard ropdolgozatidban még nem volt kiilonbség a szamrendszerek
kozti atvaltés feladatokban.) Mivel azonban mélyebb megértés nem tarsult hozza, ezért mint

egy folosleges teher, kilokddott a memoriajabol.

64 Az A csoport 10-es alapu helyiértékes szamrendszerben felirt szdmot tandérédn Ggy irta at mas alapu
szamrendszerben, hogy az atirni kivant szamot elosztottak az Uj szdmrendszer alapszamaval. A kapott hanyados
egészrészét ismét elosztottak az alapszammal, majd ezt a miveletet addig folytattdk, amig a hanyados 0 nem
lett. A maradékokat ,visszafelé irva” kaptak a szam Uj szdmrendszerben felirt alakjat.
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4. Tizes szamrendszerben hogyan frjuk azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amely kettes szdmrendszerbeli
alakja mar hétjegy(i?
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14. ébra

Ez a didk (A csoport) itt és az 6tédik feladatdndl is megprobdlta nagysdgrendileg megtippelni a
végeredményt (70, 80, 90, 99, 100), majd a megtippelt eredményét vdltotta dt (a végét elrontva)
kettes szamrendszerbe. Ezt addig folytatta, amig eqgy mdr hétjegy(i szamot nem gondolt taldini.

A negyedik és 6todik feladatnal, ahol tobbféle szamrendszerrdl volt szo, az A csoport
tobb diakja ezt a modszert probalta valahogyan hasznalni. Ugyanezeket a feladatokat a B
csoport tagjainak legalabb haromnegyede hibatlanul tudta megoldani. Naluk még a hibas
megoldasnal is (15. dbra) eldkeriil egy tablazat, amiben harom hatvanyai szerepelnek. A
mellékelt feladatban a hiba abbdl eredt, hogy a legnagyobb szamot az altala ismert legnagyobb
szamjegy, a 9 segitségével irta fel, figyelmen kiviill hagyva a tényt, hogy harmas

szamrendszerben nem hasznalhat 9-est szdmjegyet.
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5. Tizes szdmrendszerben hogyan irjuk azt a legnagyobb pozitiv egész szémot, amely hérmas
szamrendszerbeli alakja négyjegyti?

+1 3] A, ol
A1 A L A8 L9424 + 294 .
13 &1 3 &
| L (AL ‘
B O A

) 5 ¢ [o

J—
15. ébra

A kisérleti csoport tagjai egyértelmiien sikeresebben tudtak megoldani ezeket a feladatokat.
Ennek oka abban rejlik, hogy a helyiértékes irasmod fogalmat jobban fel tudtak idézni, s jobban
tudtak alkalmazni. Hogyan jarulhatott hozz4 a matematikatortént ahhoz, hogy ez a kiilonbség

eldalljon a két csoport kdzott?

e Megadta az tanora vazat, ami igy kvazi torténeti alapon épiilt fel.

e Logikai atmenetet biztositott a kiilonféle szamirasok kozott.

e Mozgositotta a didk mar meglévo ismereteit (romai szamok).

e Tobb esetben ellenpéldat adott (pl. tizes alapti, de nem helyiértékes rendszer).

o Ravilagitott arra a tényre, hogy az alapmiiveletek végzésekor nem az alapszdmnak,
hanem a helyiértékes irdasmddnak van komoly jelentdsége (pl. az egyiptomi tizes
alapt szamirasban teljesen masként kellett 6sszeadni, de harmas alapa helyiértékes
szdmiraskor az irasbeli Osszeadas elve nem tér el a tizes alapi rendszerben
tanultétol), igy ennek a témanak ez a kulcsfogalma.

o Frdekessé és a napi élethez kapcsoldédova tette a szamrendszereket, mig a masik

csoport rutineljarasokat sajatitott el.

A vizsgélt tananyag esetében azt tapasztaltuk tehat, hogy a helyi értékes irasmod
fogalmat mélyebben megértették a kisérleti csoport tanuloi. Ez pedig a H. 3. hipotézisiinkkel

Osszhangban 1évd eredmény.
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7.2.3. Torténetiség és a tananyag hosszii tidvi memériaba vald
rogziilésének kapcsolata

Kozel két honappal késobb a két csoportot még egy felmérésnek vetettiik ald. Ennek célja annak
megvizsgalasa volt, hogy a torténeti felépités segitette-e a hosszi tdvli memoridba torténd
beépiilést, igy most olyan feladatokat tiiztiink ki, amelyeket mindkét csoport latott tanéran, s
megoldasi menetiiket (a dolgozat eredményei alapjan) ,,sikeresen sajatitotta el”. Mivel a
szamrendszerek témakor tanitdsakor a B csoport e témat teljes mértékben torténeti keretben

tanulta, ezért a felmérésnél ismét ez a témakor kertilt el6.

A kisérlet lebonyolitasa az el6z6hoz hasonléan zajlott. Egy tandra elején a kovetkezd két

kérdést kellett megvalaszolni (szamoldgép hasznalata nélkiil).

1. Irja fel az 12213 tizes szamrendszerbeli alakjdt!

2. Irja fel a 345 kettes szamrendszerbeli alakjat!

A felmérésre 2019. janudr 31-én, az A csoport esetén az 5. 6érdban, a B csoport esetén a 4.
ordban keriilt sor. Nevet nem kellett a lapra irni, jegyet nem kaptak ra. ElImondtuk a didkoknak,
hogy csupan arra vagyunk kivancsiak, mennyire emlékeznek egy korabban latott feladattipus
megoldasara. A feladatokat mindenki addig irhatta, amig befejezte a megoldasat, igy nem
egészen 10 perc mulva szedtiik vissza a lapokat. A feladatok megoldasat a didkok ismét mindkét
csoportban komolyan vették, ami abban is megmutatkozott, hogy csendben dolgoztak a

feladaton, majd a lap beadasakor kérték a megoldasok megbeszélését.

A didkok megoldasait az eléz6 felmérésével megegyez6 mdodon helyes, értékelhetd, rossz és

iires kategoriakba soroltuk.

A két csoport eredményét 12. tablazat foglalja 6ssze.

A csoport B csoport

helyes | értékelhetd | rossz | iires | helyes | értékelhetd | rossz | iires

1. feladat 3 0 8 3 13 2 2 0
(atvaltas 3-asbol 10-
es szamrendszerbe)

2. feladat 5 4 5 0 12 3 2 0
(atvaltas 10-esbol 2-
es szamrendszerbe)

12. tébldzat
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A pontszamoknal latszo kiilonbség mellett itt is érdekesebbek a valaszok, amik a decemberi
kisérlet eredményét erdsitették meg. Az A csoport jelentds része csak arra emlékezett, hogy

atvaltaskor egy vonalat huzva kell osztani, s a maradékokat figyelni. Ez a kovetkezokbdl

latszik:

e 3 f6 a 2. feladatban is igy jart el: az

/{/7 7 ]
1221-et 3-mal osztotta, s a maradék- bt 1
okbol kapott szamjegyek adtdk a 10-es GL9 O
DOS
szamrendszerbéli  szadmot. Rdéadasul (S 7 é / ,
egyik Osszekeverve a  kovetkezd 26 Q// O / -
feladattal, nem 3-mal, hanem 2-vel j’/z ’/’
2 W
osztott (16. abra). 3 W ) A0 A
9 \o A 00AA0
2 \e
1\¢
0
16. abra
o 410 felejtette el, hogy a maradékok milyen A
sorrendben adjak a 2-es szamrendszerbéli A2 6 —> 10y ol
szamot az els6é feladatban. ketten Nf —> LT~ 0114 010110110¢
o § BV
elszamoltak, s az sem zavarta 6ket, hogy © |
O/
elsé helyre 0-t irtak (17. dbra). =
-+ '3\\(‘,\,&:
17. ébra
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e Ha valaki érti a helyiértékes irasmod Iényegét, akkor egy nem tizes alapu szamrendszerbeli
szam értékének meghatarozasa tudasanak kozvetlen alkalmazasa. Mig azok szamara, akik
csak az ,,0szt6s algoritmust” jegyezték meg, modszeriik visszafelé torténd alkalmazasaval
kénytelenek megoldani egy nem tizes alapi szamrendszerbeli szam értékének
meghatarozasat. Ezért fordulhatott el6, hogy az A csoport 3 didkja iS a szamara
konnyebbnek tiind masodik feladattal kezdte a megoldast. (Koziiliik ketté rossz sorrendben
irta fel a maradékokat.) Egyikik pedig az elsé feladatnal ugyanevvel az osztasos

algoritmussal ellendrizte a kapott eredményét (18. dbra).
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18. ébra
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A B csoport esetében itt is minden dolgozatban (jo és rossz megoldasok esetében is) megjelent egy

alapszam szerinti helyiérték tablazat.

~

KR @J ™

ALdAg AL Mos Sl
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g

19. ébra

A B csoport esetében egy olyan tanulo volt, aki nem birta egyik feladatot sem megoldani. Két tanulo
egy-egy feladatnal kovetett el elvi hibat. Az egyik tanulé a harmas alapi szamrendszerben a
helyiérték tablazatbol kihagyta az 1—et, mig a masik diak a kettes szamrendszerbeli szdm felirasakor
hasznalt az egyik helyen 2-es szamjegyet (19. dbra). A tobbi didknal viszont csak szamolasi hiba
fordult eld.

A két csoport eredménye kozti kiilonbséget ebben az esetben is avval magyarazhatjuk, hogy a
kontrollcsoport tagjai a szamrendszerek tanulasakor a hangstlyt nem a helyiérték fogalmara
helyezték, hanem egy egyszerii algoritmus elsajatitasara, amit a téma végén irand6 ropdolgozatban,
témazard dolgozatban még tokéletesen tudtak reprodukélni, de aztdn egy-két honap alatt szinte
teljesen elfelejtettek. Veliik szemben a B csoport didkjai joval mélyebben sajatitottdk el a
helyiértékes irasmod fogalmat, mivel annak logikdjat is sikeriilt megérteni. Ez hozzésegitette dket
ahhoz, hogy hosszabb tavon is emlékezzenek egy korabban latott feladat megoldasi algoritmusara,
ami azt mutatja, hogy a matematikatorténet segitheti a tananyag hossza tavi memoridba torténd
10gzitését.
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7.2.4. A matematikatorténet hatasa a diakok matematikahoz valo
hozzaallasara

A didkok matematikahoz vald hozzaalldsaval kapcsolatban a kisérleti 6rdk utani
feljegyzések, tovabba a tanév egésze soran a tanar (a szerzo) altal tett megfigyelések alapjan a

kovetkezoket mondhatjuk el.

e A kisérleti csoport didkjai kedvelték a matematikadrakat, amit az is mutatott, hogy
sajnaltak, ha elmaradt egy 6ra (amire a tanévben négy alkalommal is sor keriilt), és
,nhem morogtak, zagolodtak”, s6t 6rommel vették tudomasul, amikor egy masik
elmaradd tandra helyett matematika orat tartottunk. Erre két alkalommal, egy
magyar és egy vizualis kultra ora helyett keriilt sor. Nyilvan ennek tobb oka lehet,
de az biztos, hogy a torténeti elemek beépitése nem utaltatta meg veliik sem a
matematikat, sem az oOrat tartd tanart.

e A torténeti szemlélet kialakitasaként mindig szoba szokott keriilni, hogy a didkok
altal hasznalt, (Bartha, et all. 2007) példatar szerz6i koziil kettd is a kisérlet
helyszinéiil szolgald iskoldban tanitott. Ez ebben a csoportban is igy tortént
oktoberben a nevezetes azonossagok tanuldsakor. Tanév vége felé¢, amikor az
egyenleteknél ismét eldkertilt ez a példatar, két didk emlékezett rd, s megkérdezték,
tudunk-e valamit a tobbi szerzordl. Ilyen korabban még nem fordult eld, ami azt
mutatja, hogy a torténetekkel ra lehetett Oket ébreszteni arra, hogy a minket
koriilvevé vilagnak — legyen szé tananyagrol, feladatrol vagy a tankonyvrél —
torténete van, és semmi nem varazsiitésre keletkezett, vagy szallt ala az égbdl,
ahogyan Jankvist (2009a) fogalmaz.

e E sorok lejegyzésekor tul vagyunk a 2019/20-as tanév masodik felén, a digitalis
oktatasra torténd atallas tapasztalatain. Az ekkor 10. évfolyamos csoport tagjai végig
aktivan kovették a szamukra elkiildott tananyagot, hazi feladataikat rendben
megcsinaltak, s elkiildték az azt értékeld tanarnak. A kovetkezd tanév tantermi 6rain,
11. évfolyamon sem deriiltek ki indokolatlanul nagy hidnyossagok a kisérleti

iddészakban tanitott tananyag vonatkozasaban.

Hogyan jarulhatott hozza a matematikatorténet ezen, kétségteleniil szubjektiv, de

nagyon pozitiv benyomasok kialakulasdhoz?
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A matematikaordknak, a tantargynak és magéanak a tanarnak is ,,humanusabb”
jelleget adott, ahogyan arra tobb kutato felhivta a figyelmet (pl. Fauvel, 1991; Fried,
2001)

A folyamatos definicid, példa, tétel, bizonyitas, feladat ciklikus ismétlodése meg-
megszakadt. Az idénként elékeriil6 rovid, konnyen kovethetd torténetek meg tudtak

ragadni a didkok figyelmét.

A segédanyag sajat csoportban torténd kiprobalasa igy lezarult. A témakor

kiprobalashoz valo kivalasztasa szerencsésnek bizonyult, mivel

a kisérleti és kontrollcsoport a kérdéses tananyagot a tanév ugyanazon idészakaban
tanulta;

a rendelkezésre allo6 blokkok szama és sokfélesége lehetdséget biztositott a
kiprobaldo tanar szamara, hogy azokat a korilményekbdl (pl. csoport
befogadoképessége, idohiany) adodod dontésének megfelelden hagyja ki, vagy

kiilonb6z6 mélységben épitse be.

A kihagyott blokkokat semmiképpen sem gondoltuk térélni a segédanyagbol, hiszen

egy masik osztaly esetén azokat tovabbra is beépithetének gondoljuk. Ugyanakkor — masik

osztalyokndl jelentkezd szituaciok miatt — segédanyagunkat tovabbi két szituacios elemmel

bovitettiik.

Mivel kutatasi modszeriink, az educational design research legfobb vonasat a sziiletett

megoldasok ismétl6dé tesztelése és finomitasa adja, ezért gy gondoltuk, hogy

segédanyagunkat immar a segédanyag Osszeallitojatol kiilonbozé személy is probalja Ki,

értelemszeruen mas tanuldkkal.
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8. A masodik kiprobalas és a kapcsolodo felmérések
eredményei

8.1. A tanitasi kisérlet és a kapcsolédo felmérések koriilményeinek
bemutatasa

A 2019/20-as tanévben az aprobb korrigalason atesett segédanyagot ugyanazon iskolaban
Ki, igy az osztaly két csoportjabdl az egyik a kisérleti (B), mig masik a kontrollcsoport (A)
szerepét toltotte be.

crer

hasonldan, a matematikat az elsé két évben névsor szerinti csoportbontasban két kiilon tanarnal
tanuljak. A 11. évfolyamtol kezdddden a didkok vagy a két csoport egyesiilésével 1étrejovo
kozépszintl, vagy évfolyam szinten szervezett fakultidcids csoportban folytatjdk tovabb
matematika tanulményaikat. Ezen osztdly matematika 6raszama mind a négy évfolyamon heti

harom, 11. és 12.-ben fakultaciot valasztok esetében heti 6t.

A kiprébalas megszervezése a kovetkezOképpen tortént. 2019. jiniusaban a kiprobalast
végzO tanar megkapta kinyomtatva a kb. 40 oldalas segédanyagot. Nyari szilinet alatt
attanulmanyozta, majd augusztusban a tanév elokészitésekor részletesen megbeszéltik annak
tartalmat és koncepciojat. Kideriilt, hogy mar elsé olvasatra elnyerte tetszését, s szivesen
probalja ki. Tisztaztuk, hogy teljes szabadsagot kap az egyes tartalmi elemek beépitése
tekintetében. Nem kell erdltetnie olyat, amit az adott csoportban értelmetlennek gondol.
Ugyanez all az egyes blokkok tartalmanak mélységére is, amelyek tobb esetben azért
részletesek, hogy a tanar rendelkezzék némi tobbletinformécioval az esetlegesen felmertiild
kérdés esetén. Egyetértettiink abban, hogy akkor sikeres a kiprobalas, ha a diakok nem érzik
ugy, hogy egy kisérlet részesei, hanem szamukra a matematika 6rahoz szervesen hozza fog

tartozni, hogy néha torténeti részekrol is hallanak.

A két csoport 8. osztalyos felvételijének eredményeit®™® a 13. tdblizat tartalmazza. A
félkovéren szedett rész a teljes csoportra vonatkozik, az alatta 1évé mintat, az adott kategéridban

két-két legjobban, illetve legrosszabbul teljesitd didk eredményének elhagyasaval kaptuk.

55 A bioldgia-kémia-fizika orientacids osztéllyal ellentétben, itt hozott pontok helyett a didk &ltal valasztott
(torténelem vagy magyar) szobeli vizsgan szerzett pontok szamitottak, amiket itt irrelevansnak érzink kozolni.

110



8. osztalyos matematika | 8. osztalyos magyar felvételi
felvételi pontok atlaga | pontok atlaga (legkisebb —
(legkisebb ~ —  legnagyobb | legnagyobb pontszama)
pontszama) (szordsa)
(szordsa)
A csoport teljes 29,69 (17 - 41) 37,81 (27 - 47)
(kontrollcsoport) | 16 f6 (6,98) (5,51)
redukalt | 29,67 (22 — 38) 37,92 (31— 45)
12 16 (4,73) (3,95)
B csoport teljes 26,87 (15 -38) 37,07 (26 - 46)
(kisérleti 15 16 (6,12) (5,47)
csoport) redukalt | 26,72 (23 — 32) 37,27 (30 —41)
1116 (2,93) (3,28)
13. tabldzat

Hogy egy eldzetes képet kapjunk a tanulok ,,elééletérdl” és a matematika tantargyhoz

val6 viszonyukrdl, mindkét csoport az els§ matematika o6rajan (név nélkiil) kit6ltdtte az alabbi

tiz kérdésbdl alld ismerkedési kérdoivet.

o > w0 N

© ®© N o

10.

Melyik altalanos iskolaba jartal?

Hanyas voltal matematikabol 7. illetve 8. év végén?

Heti hany oraban tanultad a matematikat 8. osztalyban?

Jartal-e 7-8. osztalyban matematika szakkorre?

Milyen matematika versenyen vettél részt dltalanos iskolaban? (csapatverseny és egyéni
is). Ird le az elért eredményedet is!

Melyik témakort/téemakoroket szeretted a legiobban a matematikan beliil?

Melyik témakort/téemakoroket szeretted a legkevésbé a matematikan beliil?

Nevezz meg két matematikust, akikrol mar hallottal!

Ha ismersz matematikusrol szolo torténetet, legendat, akkor néhany szoban ird le! (Az
sem baj, ha nincs ilyen ismereted ©)

El tudod-e most képzelni, hogy olyan tovabbtanuldsi iranyt valassz magadnak, ahol

emelt szinten kell tanulni a matematikat? (Ha konkrét elképzelésed van, ird le!)
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A jobb 0Osszehasonlithatdosagért a didkok valaszainak Osszefoglalasat a 14. rtablazat

tartalmazza:

A csoport B csoport

(kontrollcsoport — 16 £6) | (kisérleti csoport— 15 £3)

7. osztalyos matematika atlag 4,56 4.4
8. osztalyos matematika atlag 4.44 4,46
8. osztalyban a matematikat legalabb | 11 12

heti négy 6rdban tanulok szama

matematika szakkdre jarok szama 7 1

matematikaversenyen NEM | 8 7
résztvevo diakok szama

atlagosan egy diakra jutd kedvelt | 24/16 = 1,5 22/15 = 1,47

témakorok szama

atlagosan egy didkra juté nem kedvelt | 17/16 = 1,06 22/15= 1,47

témakorok szdma

legalabb egy matematikust | 15 8

megnevezni tud didkok szadma

matematikusrél  sz616  torténetet | 1 3

ismerd diakok szama

matematikat emelt szinten | 10 15
tovabbtanulni NEM  szandékozo

diakok szama

14. tdbldzat

A téblazatban nem megjelend els6 kérdésre adott valaszokbdl kitlint, hogy az A csoportbdl
harom diak jott a makoi Kalvin Téri Reformatus Altalanos Iskoldbol, ahol a matematikaoktatas
régios szinten is kiemelkedd. Ezeknél a didkoknal a 8. osztalyos heti matematika oraszam 5

volt. A B csoportban viszont nem volt ebbdl az iskolabol érkez6 diak.

Az A csoport adatai — a felvételi adatokhoz hasonloan — e kérdéiv alapjan is egy kicsit
kedvezdbbnek mutatkoztak. A matematikai felkésziiltséget jelz6 részeknél (atlag, 6raszam) ez
a kiilonbség kevésbé, a motivaltsagra utald részeknél erdsebben jelent meg: joval nagyobb
aranyban latogattak matematika szakkort, tobben tartottak elképzelhetdnek, hogy emelt szinten

tanuljanak matematikat, kevesebb szamukra unszimpatikus témakort soroltak fol.
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gy a bemeneti adatok sszessége (felvételi pontszamok és a kérdéiv) azt mutatta, hogy a
kisérleti csoport valamelyest gyengébb matematikai képességl, s e targy irant kevésbé motivalt
és érdekl6dé diakokbol fog allni, mint a kontrollcsoport. Ugyanakkor a kiilonbség nem

mutatkozott nagynak.

A két csoport tandrait tényszertien a kovetkezokkel irhatjuk le.

A: Szegeden végzett 2003-ban matematika, 2007-ben fizika szakon. Fizika modszertani PhD-
jamegszerzése utan, fizika szakmodszertanos lett az egyetemen. A PhD-s évei alatt oraadoként,
tobb szegedi kdzépiskolaban is tanitott. Az SZTE Gyakorlé Gimnaziumban 10 éve tanit foleg
fizikat, de 6 éve matematikat is. 4 évig volt osztalyfondke egy informatika orientacids
osztalynak, ahol végig matematikat is tanitott. E16z6 és jelenlegi osztilyaban is a kisérleti
csoport matematika tanaraval voltak parban egymas osztalyaban osztalyfénok — osztalyfonok

helyettes funkcioban.

B: Matematika — francia szakon végzett Szegeden. Elsé munkahelyén tanit 22 éve.
Pélyakezdoként egy évig tanitott francia nyelvet is. Francia nyelvii matematikadrai mindig
voltak az iskola kéttanitasi nyelvii tagozatan. 11 éve tanit matematika tagozaton geometriat és
valdszinliségszamitast. Masodik alkalommal osztalyfénok francia kéttannyelvii osztdlyban. A
2019/20-as tanévben mentortanar szakvizsgat szerzett. Mivel nyitott az uj dolgok irant és a
matematika irant érdeklddik, azonnal igent mondott arra, hogy kiprobalna-e az elkésziilt

segédanyagot.

A kisérlet dokumentaldsaként minden orardl hangfelvétel késziilt. A tandrak jelentos
részén, féleg a matematikatorténeti blokkok megjelenésekor személyes megfigyeldként vettiink
részt az oran, feljegyzéseket készitve figyeltiik a diakok reakcioit és a kolléga munkajat. A tanar
a kinyomtatott segédanyagot az 6rdkra magaval vitte, megjegyzéseit, észrevételeit vagy mar a
tandran, vagy rogtdon az Ora utan ravezette. Az oOrdk utdn mindig hosszabb-révidebb

megbesz¢lést tartottunk, amelyekrol feljegyzések késziiltek.
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8.2.  Tapasztalatok bemutatisa, a kutatasi kérdések szerint

8.2.1. A segédanyag tanéraba torténo beépithetoségének tanari

tapasztalatai

Az A csoport az algebra és szamelmélet témakdrt 2019.10.02-t61 kezdte tanulni, s a 36.

oran, 2020.01.15-én irt beldle témazaré dolgozatot. A B csoport ugyanezt 2019.10.01-én

kezdte, s a 34. 6ran, 2020. 01. 08-an irt témazard dolgozatot. Az A csoport két oraval azért

toltott tobbet az adott témaval, mert egy-egy tandran megnézték a négyzetgyok fogalmat, illetve

a gyokvonas azonossagait, tehat mondhatnank a két csoport parhuzamosan haladt. Mindkét

csoport haladéasi napldjanak részletét, a beépitett matematikatorténeti blokkok helyének

megjelolésével kiegészitve, az 2-es szdmu melléklet tartalmazza.

A 15. tablazat a kisérletet végzd tandr beépitéssel kapcsolatos tapasztalatait,

észrevételeit, illetve a tandrakon torténteket tartalmazza. A dolten szedett mondatok az itt

idézett formakban hangzottak el a tanérakon, vagy a kés6bbi megbeszéléseken.

matematikatorténeti blokk

a kisérletet végzo tanar tapasztalatai

A, elnevezések

1 helyett 2 percet vett igénybe.

A beto-vetés, betlizvény, betiitudakossag szavak hallatan a
didkok ,, kuncogtak™.

A tanar bevezet6 kérdésére (,, Tudjatok-e honnan ered az
algebra szavunk?”) wvolt valasz: , valami arab

matematikustol”.

B, retorikus, szinkopalt,

formalis matematika fogalma

Maga a tandr is hasznosnak itélte meg, hogy
megbeszélésre keriilt az, miért van sziikség betlikre a
matematikaban.

A gyerekeknek nagyon tetszett. Mivel volt francids az
osztalyban, ezért 6 azonnal tudta, hogy az egaulx a francia
égal (tobbes szamban égaux) szobol szarmazhatott. A
fokszamok jelolésével azonban a didkok nem tudtak mit
kezdeni. Azt javasolta, ezt ennek késobbre (pl. a
hatvanyozas utdnra vald) helyezésével javitsam, mivel
tapasztalata szerint ebben a téméaban nem épithetiink az

altalanos iskolabol hozott ismeretre.
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D, elnevezések

A tanar szamara is hasznos volt végiggondolni, hogy
valami fonévi alakban magyarositva, melléknévi alakban
latinosan hasznalatos.

A tanodran az exponencialis novekedés kifejezést a diakok

mondtak.

E, a kis Gauss torténete

A tanér a funkcidkhoz odairta: ,, a tanulo raébredhet, hogy
szamologéppel a kezében is sziiksége van a mat-i
dltalanositasokra’.

Az 0Osszes azonossadg megtargyalasa utadn, (ahogyan a
kapcsolodasi pontok is jelzik) egy gyakorlo 6ran keriilt eld,
,,amikor mar éppen eléggé untdak”. A feladat kitlizésekor a
csoport matematikabol egyik leggyengébb (!) didkja
megkérdezte: ,, Hasznalhatjuk a Gauss-modszert? ” Valasz
az volt: ,,Igen, ha elmondod a tébbicknek is.” A kérdezd
didknak ritkan volt ilyen sikerélménye az addigi

matematika 6rakon.

F, a binomialis tétel torténete

A rekurziv felépitést a diakok ,, nehezen vették ”, de azt mar
értették, hogy az a kitevoi csokkennek, mikozben a b
kitevdi ndnek.

Masnap a tanar megkérte Oket oran, hogy iissék be a
google-ba: ,,Yang hui triangle”. A kijovo oldalakat latva az

egyik lany megszolalt: ,, Nem ezt beszéltiik meg tegnap?”

G, haromszogszamok

Teljes négyzetté kiegészités utan a kovetkezd felépitésben
vették.
1, Alakitsuk teljes négyzetté a kovetkezo kifejezést:

Htl. g 41

A didkok kaptak 1d6t az 6nallo feladatmegoldasra, majd
megbesz¢lték a feladatot.

2, A tanar Dbeszélt a pilithagoreusokrol ¢és a
haromszogszamokrol, s feltette a kérdeést, hogy melyik a
20. haromszogszdm? Az 06ndllo feladatmegoldas utan
megbesz¢élték az eredményt, majd altalanositottdk a

feladatot.
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3, Visszautalas ,,a Gauss modszerre”: mi az n-edik
haromszogszam?

4, Ennek megbeszélése utan a kovetkezo feladatot kaptak
a didkok: Igazoljuk, hogy barmely haromszogszam 8-
szorosdhoz 1-et adva négyzetszamot kapunk. A didkok

észrevették, hogy ,, ez volt az elozo feladat”.

J, Bombelli négyzetgyok

keresési modszere

A tanar eredetileg a négyzetgyokfiiggvénynél akart rola
beszélni, de a 37. tandra végén felmeriilt (6rdhoz nem
kapcsolodo) tanuloi  kérdésként, hogy hogyan kell
négyzetgyokdt vonni, igy a tanulok természetes
kivancsisagat kihasznalva az algebrai torteknél mutatta
meg.

Kb. 15 percet vett igénybe, mig két példat kozdsen
megnéztek.

Hazi feladatban a v40-et kellett lanctorttel kozeliteni. A
jelen 1évé 13 tanulobol csak 4 nem tudta megcesinalni.
Késdbb — kordbbi gyakorlatdval 0Osszehasonlitva —
meglepddve tapasztalata, s egyértelmiien ennek a
momentumnak  tulajdonitotta, hogy ,a  didkok
magabiztosabbak lettek az emeletes tortekkel valo
szamoldsban, és nem okoz nekik problémadt a miiveleti

sorrend”.

K, Erathosztenész szitdja

A tanar nagyon hasznosnak itélte meg.

A tandran ennek a blokknak a megbeszélése utan, feltette
a kérdést, hogy mekkora lesz a legnagyobb primszam, mire
tobb tanuld azonnal mondta, hogy ,,de hat ez az eljaras
sosem all meg, igy latszik, hogy nincs legnagyobb
primszam.” Ezek utdn, humén osztalyrél 1évén szo,
feleslegesnek is érezte, hogy bizonyitdst mutasson arra,

hogy végtelen sok primszam létezik.

L, feladat a ,, Tiz klasszikusb6l”

Elsé 1épésében a legkisebb olyan természetes szamot

keresték meg, amely 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal osztva 1-

116




et, 2-t, 3-at, 4-et ad maradékul, majd felirtak, hogy milyen
alaku az Osszes ilyen szam (s visszautaltak a formalis
matematika kapcsan a betiis kifejezések hasznalatara).

8 perc alatt valoban végeztek a feladattal.

A diakok egyik hazi feladata volt megtalalni a legkisebb
pozitiv egész szamot, amely 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-
tal osztvarendre 1, 2, 3, 4, 5 maradékot ad. 13 diak csinalta
meg helyesen, s kettd tovabb gondolva megadta az 6sszes

ilyen szamot.

M, szamnélkiiliség, alfabetikus

¢s egy€b szamirasi fajtak

A didkokat érdekelte. Ok tették fel a kérdést a gorog
alfabetikus szamiras kapcsan: L Es hogy adtak Ossze

irasban?”

P, a nem tizes alapu

szamrendszerek nyomai

A teljes blokkbol csak ez a rész keriilt el6. A didkokat
érdekelte, s 6k hoztak fel példanak az orat, valamint a

szOgek atvaltasat.

Q, anevezd és a szamlalo

elnevezések

Ez a szitudcio a kisérletet végzd tanar tobb osztalyaban is
elokertilt. Volt osztalya, ahol 6 maga hozta szoba (11-ben,
attérés mas alapu logaritmusnal: ,,ami alul van, azt az
alsoba irjuk, ami a feliil van, azt a felsébe irjuk.”

A kisérleti csoportban kétszer, rogton a tanév elején, majd
késObb a segédanyag kiprobalasakor, az algebrai tortek

kapcsan is elokeriilt.

15. tabldzat

A tananyagrész lezarasat kdveté témazard dolgozat utan®®, januar 10-én, a kisérletet

végz06 tanarral egy interjut készitettiink, amelyet hangfelvétellel rogzitettiink. Bar minden 6ra

utan tartottunk néhany perces megbeszélést, itt Ujratargyaltuk az Osszes blokk kapcsan

tapasztaltakat. A beszelgetés elsddleges célja azonban az volt, hogy a benne kialakult globalis

képet fogalmazza meg. Ekkor és a korabbi orak utani beszélgetéseken elhangzott fObb

gondolatai a kdvetkezdk voltak.

66 Ezt a dolgozatot mindkét csoportban valamennyi didk megirta. A kisérleti csoportban egy kettes, egy harmas,
kilenc négyes és négy 6tos (atlaguk 4,07), a kontrollcsoportban egy kettes, hat harmas, harom négyes és hat 6tos

dolgozat (atlaguk 3,86) sziiletett.
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Nagyon hasznosnak itélte meg, hogy részt vett ebben a kiprobalasban, mivel tobb
mindenre 0 is masként tekint (pl. jelolések, elnevezések), s van, amit igy mas
szemszdgbodl is végiggondolt®” (pl. lanctdrtek tanitasanak szerepe a miiveletei
sorrendben ¢és az emeletes tortekkel végzett miiveletekben).

A segédanyaggal kapcsolatban semmiféle negativumot nem tapasztalt.

A segédanyagot annyira hasznosnak érezte, hogy ahol lehetett, mas csoportjainal is
beépitette a tanoraiba.

A matematikatorténeti blokkok beépitése az 6raiba nem okozott idéveszteséget.

A matematikatorténeti blokkok rovidsége lehetévé tette alkalom sziilte Kisebb
holtidok kitoltését, igy a rendelkezésre allo id6 hatékonyabb kihasznalasat (pl. egy
tizedikes osztalyban 6ra végén maradt egy perc, amit kit61tott avval, hogy az 6rahoz
kapcsolodo torténeti dolgot mondott el).

A didkok tobbségét érdekelte, aktivan vettek részt az orakon, jegyzeteltek,
hozzaszoltak, kérdeztek.

A kinyomtatott segédanyagot, amelyre megjegyzéseit vezette (ennek a ,,Gauss
modszerhez” tartozo részét szemlélteti a 20. dbra), majd szeretné visszakérni, illetve
nagyon hasznosnak tartana egy ilyen konyvet, amely a teljes kozépiskolai

tananyagot feloleli.

[5], mert a matematika fejlddésének egy lehetséges pillanatit mutatja be

[6], mert a tanulé megismeri Gauss nevét

[7], mert a tanul6ban felerdsodhet a torténelemtudomanyban fontos forréskritikai szemlélet

A

Q

¥
) \ o | r ' 2 ' N
A bt pa \ Al A~ % ” ' A { I
\

Cac vaue a~ wad~C aldala

Lehetséges kapesolddasi pont

a hatvanyozas gyakorlasakor gyakorlé 6ran
a hatvanyozas modul §sszefoglalasakor

I

az algebra és szamelmélet témakor dsszefoglalasakor

szamtani sorozatok tanitasakor

Gauss nevének barmilyen emlitésekor (pl. szabalyos sokszogek, egyenletrendszerek
megoldasa, stb.)

20. dbra

67 Szendrei Janos kordbban is idézett cikke (Szendrei Jdnos, 1993) a matematikaoktatasban lévé kutatasok
kategorizaldsakor a gyakorlati hatékonysagot novel6 kategdria kapcsan emliti: ,A tandrok ériilnek annak a
kutatdsnak, ami segit nekik megérteni, amit tanitanak, és étleteket ad nekik a tanitdshoz.”
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Els6 kutatasi kérdésiinkre (a segédanyag gyakorlatban torténd alkalmazhatosaga) a kovetkezo

tények alapjan igenld valaszt fogalmazhattunk meg.

A segédanyag 0sszeallitojatol kiilonbozo tanar a blokkok egy részét bevitte a sajat
tandrajara (s ezt onkéntesen is megtette a vizsgalt csoporttol eltérd osztalyaban is).
Eléfordult, hogy valamelyik blokk egy didkban felmeriild kérdésre adott valaszt.

A blokkok idéveszteség nélkiil voltak beépithetdk a tanoraba.

A blokkok szervesen hozzakapcsolodtak a matematika tananyaghoz.

A segédanyagot, a tananyaghoz kapcsolodo szerkesztési elve, valamint blokkjainak

rovidsége konnyen hasznalhatova tette.

Masodik kutatdsi kérdésiinkre (segédanyag és a tandri szabadsdg) szinten igenlé valaszt

fogalmazhattunk meg a kovetkezok alapjan.

Két kiilonbozo tanar egy-egy csoportjaban nem ugyanazokat a blokkokat épitette be.
A segédanyag 0Osszedllitojatol kiillonbozd kiprobald sajat felépitésben, sajat
koncepciojahoz adaptaltan épitett be néhany blokkot (pl. haromszogszamokkal
kapcsolatos blokk).

A kiprébalas alkalmaval eléfordult, hogy egy elére nem latott szitudcido modositotta
a bemutatni kivant blokk targyaldsat, amihez a kiprobald azonnal alkalmazkodni

tudott.

8.2.2. Torténetiség és a hosszi tavi memoriaba torténé rogziilés

kapcsolatanak vizsgalata

Kozel két honappal a témazard dolgozat utan, 2020. marcius 5-én a két csoporttal egy

kozos felmérést irattunk, melynek célja annak megvizsgalasa volt, hogy a matematikatorténet

segitette-e a hosszl tavi memoaridba torténd beépiilést.

Az A csoport 5. a B csoport a 2. draban, a tanora elején kapott egy feladatlapot, amelyet

név nélkiil toltottek ki. Elmondtuk, hogy jegyet nem kapnak ra, csupan arra vagyunk

kivancsiak, hogy mire emlékeznek a korabban tanultakbol. A diakok a feladatok megoldasat

szemmel lathatéan most is komolyan vették.
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A feladatokat olyan témak kapcsan valogattuk 6ssze, amelyeknél a B csoport tandrain
sz6 esett matematikatorténeti vonatkozasokrol is. A feladatsort mindkét csoportot tanitd tanar

atnézte, nehogy olyan feladatot tartalmazzon, amelyet valamelyik csoport nem tanult.

Az alabbiakban ismertetjiik a feladatokat, a helyes megoldasokat, a didkok eredményeit
Osszefoglald tablazatokat és a megoldasok értékelését. Az eredmények értékeléséhez
emlékeztetlink arra, hogy az A csoport didkjainak bemeneti adatai (8. osztalyos felvételi és az

ismerkedési kérd6iv eredményei) ,,enyhén” kedvezébbek voltak.

1. FELADAT
Hanyad fokuak a kdvetkezo kifejezések?
a, 2x3 C,2x* +3x+5
b, 3xy? d, 3x%y* + 5xy’z —2y? + 1
Helyes valaszok: a)3 b) 3 c)2 d)6

Helyes valaszok szama kérdésenként

a b C

A csoport 8 1 5
B csoport 5 0 5
16. tabldzat

Helyes valaszok szdma dolgozatonként

4 3 2

A csoport 0 0 5
B csoport 0 0 4
17. tabldzat

Ebben a feladatban az A csoport esetében tobb helyes valasz sziiletett, mint a B
csoportban (16 vs. 10). Ugyanakkor, ha egyesével nézziikk meg a dolgozatokat, akkor a kép
arnyaltabb. Mind a két egyhatarozatlant polinomok fokszamat 4-4 {6 allapitotta meg helyesen
a két csoportban. Kovetkezetesen helyes megoldasrol az 6 esetiikben lehet beszélni, 6k azok,

akik az egyhatarozatlant polinom fokszdmanak fogalmat értik.

A tobbhatarozatlanu polinomok fokszama kdvetkezetesen egyetlen dolgozatban sem

volt helyesen megadva, s a kovetkez6 fobb hibak keriiltek elo:
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o fokszam = tagok szama,
o fokszam = valamelyik valtoz6 legmagasabb hatvanya;

e fokszam = valtozok szama.

fgy azt lehet mondani, hogy a két csoport polinomok fokszamaval kapcsolatos ismeretei

kozott eltérés ez alapjan nem mutathato ki.%®

2. FELADAT

Hogy néz ki kibontva (6sszeg alakban) az (a + b)*?

Helyes vdlasz: a* + 4a®b + 6a*b? + 4ab® + b*

A csoport B csoport
hibatlan megoldas 1 3
elirasbol / elszdmolasbol adodo hibat tartalmazé | 0 1
rossz megoldas 14 10
iires 0 0

18. tabldzat

A B csoport tanuloi jobban emlékeztek a Pascal haromszogre. Tobben oldottak meg helyesen

a feladatot, s a rossz megoldasokat adok koziil is ketten helyes Pascal haromszoget rajzoltak

fel. A kovetkez6 f6bb hibak fordultak eld:

e tagonként emeltek negyedik hatvanyra (A csoportnal 4, a B csoportnal 1 {6)

e hamis analdgiaval a* + 4ab + b* —t kaptak (A csoportnal 2, B csoportnal 1 £6)

e rosszul bontott zardjelet® vagy vont 6ssze (A csoportnal 4, B csoportnal 0 £6)

68 Ugyanezen tanévben, ugyanebben az iskolaban 140 11. és 12. évfolyamos didk megkérdezésével
felmérést végeztiink hasonld mddszerrel. Ennek egyik része volt annak felmérése, hogy a didkok menyire vannak
tisztdban a polinom fokszdmanak fogalmadval. Ott az egyhatdrozatlanu polinomok esetében 140 didkbdl kozel
130, tobbhatarozatlanu polinomok esetén 8 diak adott kovetkezetesen helyes vélaszt. A hibdk jelent8s része az
el6z6ekben ismertetett fogalmi zavarbdl adddott. A két felmérésbdl kilon-kilon és egyitt is tanulsagul vonhatd
le, hogy az adott iskola didkjai a polinomok fokszamanak fogalmat inkdbb a haszndlat soran, példaul az
egyenleteknél latott elnevezések analdgidjaként sajatitjak el. Mivel tobbismeretlenes egyenlettel ritkan
taldlkoznak, s fokszamrdl ott nem szoktak beszélni, igy a helyes elnevezések nem is épilnek be szervesen
matematikai ismereteik kozé.

8 Tdbben a negyedik hatvanyra emelést (a negyedik hatvany fogalmanak helyes értelmezése szerint) ugy
probaltak elvégezni, hogy az (a + b)-t beszoroztdk (a + b)-vel, majd a kapott szorzatot ismét beszoroztak (a + b)-
vel, majd ismét.
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A kéttagl 6sszeg n-edik hatvanyat mindkét csoport a 26. tanorajan vette. Az A csoport
egy tandran altalanositotta a kéttagi 6sszeg masodik hatvanyéra vonatkoz6 formulat, harmadik,
negyedik, és pozitiv egész kitevire (bar a tanora cimében csak a kob szerepel). A B csoport a
polinomok tanulasa soran azonossagokat irt fel, melyeket sorszdmmal lattak el. Egyes szamu
azonossag volt a kéttagi 0sszeg négyzete, kettes szdml azonossag volt kéttagu 6sszeg kobe,
harmas szamu azonossag volt a két tag dsszegének és kiilonbségének szorzata, négyes szamu
azonossag volt a hdromtagl osszeg négyzete, s 6tds szamil azonossag a binomialis tétel. gy
Osszességében a két csoport a kéttagh Osszeg negyedik (és magasabbfokll) hatvanyara

koriilbeliil ugyanannyi id6t szant.

A B csoport tanuldi koziil a feladatot harom ember oldotta meg hibatlanul. Egy 6 helyes elvet
kovetve valosziniileg elszamolasbol adédoan tévedett (lasd 21. dbra). Mind a négy diaknal (és
egy teljesen rossz valaszt ado esetében is) fellelhet6 a felrajzolt Pascal haromszog (lasd. 22.

abra).

2. Hogy néz ki kibontva (dsszeg alakban) az (a + b)*? /a\« 67_
2
A IO N TCENNAY-L ES i

21. ébra

2. Hogy néz ki kibontva (6sszeg alakban) az (a + b)*?

O fp———F—ha———— b
obr holb'+ Colb® + 4afb* 4+ &b

22. ébra
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Veliikk szemben az A csoport egyetlen helyes valaszt ado diakja a szorzast végezte el (23. dbra).

(3]

. Hogy néz ki kibontva (6sszeg alakban) az (a + b)*?

(at b)ﬁ = ((Hb)lf, (q +b)"‘ = L+ R0 bh) . (Q" t Qa4 lf) =

2 3 3 L
- Qu g@b+ atb+ga%b + Uab x 2abt blat+ 2ab 4 b’

20" UgthF 20tbY LotbY  wabiibt = 0" ¢ (ab G a b L lob
. Végezze el a miiveletet! ;

(O8]

1 A { “——_Lb‘?f
2+_—_‘ L — 2) 1 —_— = 2_/“ —_— . = z,{‘ /{ _
42 A b ——— FALR S s -
1 3 =g A+ =
1—= T 3
4 "
"
% . fx 2 = 9+ 1 9+ f- =)
o) = + - >
9;+§. /—%‘ " ﬂ— A4 |
o 3
= A7 ) 45
41 g4 A
23. bra

Az itt mértek egy lehetséges magyarazata lehet az, hogy a szdmokat tartalmaz6 haromszoghoz
kapcsolodo név és némi torténet lehetove tette, hogy a matematikai tartalom valamihez tapadva
¢piiljon be a hossza tavi memoridba. Raadasul a didkok 1d6t toltottek avval, hogy felirtdk Yang
Hui nevét, id6t, mig meghallgattak, hogy a torténelem sordn ezt tobben egymastdl fliggetleniil
is felfedezték. Mindekdzben azonban a tablara felrajzolt haromszoget nézték, s arrdl beszéltek

tobbféle vonatkozasban.
3. FELADAT

Végezze el a miiveletet!

2+ !

14—

1—=

4

ilasz: LI 2 3.2

Helyes valasz: 2 + L= 2+ = 2 + — ==

1-7 3
A csoport B csoport
helyes megoldas 5 3
maximum egy szamolasi (de nem elvi) hiba 0 1
rossz megoldas 9 4
ures 1 1
19. tabldzat
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A harmadik feladat eredményeiben Iényeges kiilonbség volt megfigyelhetd, a kisérleti
csoport javara. Az eredmény is igazolta a kisérleti csoport tanardnak kordbbi észrevételét
miszerint azt tapasztalta, hogy ,[azok a didkok, akik szamolnak lanctortekkel]
magabiztosabbak lettek az emeletes tortekkel valo szamolasban, és nem okoz nekik problemat
a miiveleti sorrend”. Az ehhez kapcsolodd matematikatorténeti blokk célt adott a tanodra
lanctortekkel valdo szamolds részének azaltal, hogy bizonyos didkokban rejlé természetes

kivancsisagot elégitett ki.

Mindezek Osszessége megerdsitette azt a hipotézisiinket, hogy a matematikatorténettel
tdmogatott oktatas segitette a vonatkozd tananyagrészek hosszu tavi emlékezetbe torténd

beépiilését.
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8.2.3. A matematikatorténet hatasa a diakok matematikahoz valo
hozzaallasara

Hogy a torténeti blokkok pozitiv irdnyba befolyasoltak-e a didkok matematikahoz valo

hozzaallasat, azt az alabbi szempontok megvizsgalasaval kivantuk eldonteni’®:

o elfogadjuk azt, hogy ha a diaknak sikerélménye van egy tantargy tanulasakor, akkor
ahhoz pozitivan 4ll hozza';
e acsoportot tanito tanar véleménye;

o kiils6 szeml¢lo altal tapasztaltak.

Elsé megkozelitésként abbdl indultunk, ki, hogy ha a didknak sikerélménye van egy
targyban, akkor ahhoz pozitivan all hozza. Siker alatt értjiik azt, ha a didk a tantarggyal
kapcsolatos kisebb-nagyobb kitlizott céljat el tudja érni. Példaul megold egy feladatot, megért

egy tananyagrészt, jo jegyet kap egy dolgozatra vagy a tanév végén.

Itt a matematikaoktatds eredményességét jelzo tényszeri adatként megemlitjiik a két
csoport félévi és év végi osztalyzatait (20. tablazat). Meg kell azonban jegyezni, hogy az év

végi eredményeket nagyban befolyasolhatta a digitalis oktatassal zarult masodik félév is.

A csoport B csoport
jegyek félév év vége félév év vége
jeles 6 5 8 10
JO 4 10 5 5
kozepes 6 1 2
a jegyek atlaga: 4 4,25 4,4 4,67

20. tabldzat
Egy csoport tantargyhoz vald hozzaallasarol sokat elmond a csoportot tanité tanar benyomasa.
Eppen ezért mindkét tanart a tanév végén arra kértiik, hogy értékeljék csoportjuk éves munkajat.

E kérésilinknek eleget téve, egymastol fliggetleniil, a kovetkezd értékelést adtak:

70 Mindenképpen keriilni szerettiik volna a ,Mennyire szereted a matematikat?” tipusi direkt kérdéses
felmérést, mivel a felmérést az iskolaban tanitd tanar (s6t esetleg az osztaly sajat tandra) végezte volna.

71 (Csapd, 2000) Ggy taldlta, hogy a kézépiskola elején a legmagasabb az osztdlyzatok és a tantargyi attitlidok
kozti interakcid. Ekkor az osztalyzatok és a tantargyi attitld kozti korrelacios egyttthatd az altala vizsgalt tiz
tantargybdl az idegen nyelvé (0,529) utan matematikabdl a legmagasabb 0,508.
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A csoport

A matematikacsoport 16 fobol all, 10 fiu és 6 leany. A tanulok kozott igazoltan SNI-s diak
nincs. Egy tanulo esetében felmeriilt év kozben a gyanu, hogy figyelemzavaros lehet, a csalad

és az osztalyfonok egyeztet a kérdésben.

Az osztdaly human orientdacioja matematikabol leginkabb az attitiidben érzékelheto: az eleve
kudarcra itéltség érzésével és ennek kinyilvanitasaval tobbszor talalkoztam. Talan ez okozhatta
azt is, hogy ha kicsit is kihivas elé allitottam oket, akkor a tobbség inkabb megvarta, amig mads

megoldja a problémat helyette.

Az alapvetoen nyitott diakok munkamoralja nem tul jo: erds hajlamuk van arra, hogy a
hatékony és preciz munka helyett »elbeszéljék« az orat, kihivdas volt oket az iskoldaban a
tapasztalataim szerint elvarhato oramenethez szoktatni. Ugyanakkor, ha sikeriil elfogadniuk,
hogy »matekozni kell«, akkor nyitottak a kozés munkdra, tobben lelkesen jelentkeznek, és segitik
a kozos feladatmegoldast — ennek szintje azonban elmarad a kilencedik évfolyamon
elvarhatotol. Probléema a gondolkodas és a feladatmegoldas sebessége. Amiben igazan jok
tudtak lenni, az a vilagosan megfogalmazott algoritmusok megtanuldsa, és ismert
problémahelyzetekben valo alkalmazasa, sajnos a csoport tobbségében nem tud érdemben

foglalkozni valodi gondolkodtato kérdésekkel.”

B csoport

«rer

névsor szerint tortént. Heti oraszamuk 3. Ebbe a csoportba 15 tanulo jar, 5 fiu és 10 lany.

Altalénos iskoldban a tobbség jeles eredményii volt matematikabél, 2-3 f6 volt négyes.

Az év eleji ismétlés soran azonnal latszodott, hogy nem a matematika az, ami leginkabb érdekli
Oket. Sajat megfogalmazasuk szerint elsésorban az fontos szamukra, hogy minél jobb
osztalyzatot kapjanak. Szerencsére ennek érdekében hajlandoak voltak dolgozni. Kezdettol
fogva azt tapasztaltam, hogy a munkahoz valo hozzaallasuk kifogastalan: az orai munkaban
aktivan részt vesznek; ha valamit nem értenek, akkor rdkérdeznek; a hazi feladatokat

tisztesseggel igyekeznek maximalisan megcsinalni.
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Nehézséget az okozott nekik, ami mas csoportokndl is probléema: az altalanos iskolai
osztalyukban ok nyilvanvaloan a jok kozé tartoztak, amig a naluk gyengébb osztalytarsaknak
elmagyaraztak ujra és ujra a tananyagot, addig boven volt idejiik megérteni és megtanulni az
ismereteket, begyakorolni a modszereket. Ehhez képest a gimndziumi tempo sokkal gyorsabb,
nincs elég ido a gyakorlasra, igy sokkal tobb energiat kell befektetniiik az otthoni munkdba.
Nagyon sok gyerek most szembesiilt azzal, hogy otthon is kell ,, tanulnia” a matematikat, mert

nem sajatitott el mindent az oran.

Elégedettséggel tapasztaltik, hogy csak a mat-fizes’ osztalyhoz képest tanulnak kevesebbet

matematikabol: ez onbizalmukat is névelte egy kicsit.

Az orakon egy fiu tanulo emelkedett ki jelentésen a tobbiek koziil: sokkal gyorsabban és
pontosabban dolgozott, mint a tobbiek. Neki gyakran voltak a tananyagon tulra mutato kérdései
is, a tobbiek ezért nem ,, haragudtak ra”, inkabb elismerték tudasat. Neki nemcsak az orai

munkdja kiemelkedd, dolgozatai is gyakorlatilag hibdatlanok.

Az orai munkaban nagyon aktivan és eloremutatoan vett részt egy 4-5 fos lanycsapat. Nekik
még arra is volt energiajuk és tudasuk, hogy a kicsit lemarado tarsaikat segitsék. Az 6 munkajuk

azért volt »hasznos«, mert nem értettek meg mindent elsére, viszont mertek kérdezni.

A csoportban az orai munka alapjan nincs erdsen lemarado tanulo, felszolitdas esetén mindenki
tudja, hogy hol jarunk. A szamonkéréseknél azonban van kiilonbség a tanulok kozott: az elobb
emlitett lanyok koziil az egyik soha nem tudott jeles dolgozatot irni, pedig az orai munkdja
alapjan képesnek tartottam ra. O egyébként a digitalis oktatdsban jol szerepelt, mert nem volt
meg az iskolai stresszes kornyezet. A digitalis oktatas sordn heti tananyagot kaptak a gyerekek,
melyhez hetente egy alkalommal tartozott zoom konzultdcio, hetente egyszer kellett leckét
elkiildeniiik (teljes feladat kidolgozds). Ez a modszer nagyon bevalt nekik, sajat maguk tudtak

beosztani az elsajatitds tempdjat, volt id6 a tananyag megérésére.

A csoportban év végén 5 négyes osztalyzat sziiletett, a tobbiek jelest kaptak és 1 tanulo

dicséretet.”

Utobbi szaktanar véleményét alatimasztjak az elsd félév oralatogatasain tapasztaltak. A

diakok mertek kérdezni, segitettek egymasnak. Ugyanakkor a pusztan kiils6 motivaltsag abban

72 Az iskolaban mikédik egy specidlis matematika és emelt szint( fizika csoportokbdl allé osztély.
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is latszott, hogy kicsongetéskor ,.kikapcsoltak”, s megsziint a matematika 6ra. Ugyanakkor,

amig a tanora tartott, ott voltak, s hajlanddak voltak tenni a sajat fejlddésiikért.

Mindez azt mutatja, hogy a tanév el6rehaladtaval a B csoport matematika tanulasaval
kapcsolatos attitiidje egyértelmiien pozitivan valtozott, holott az iskolaba érkezésiikkor kito1tott
ismerkedési teszt, a 8. osztalyos matematika szakkori részvétel, valamint tovabbtanulasi
szandékok nem ezt predestinaltak. Az A csoportnal ugyanilyen valtozas nem, s6t inkabb negativ

iranyba torténé elmozdulas volt érzékelhetd.

Mivel a B csoport esetén az attitidbeli pozitiv iranyu valtozas (féleg ahhoz képest, amit
a megismerkedési kérddiv eldre jelzett) mar néhany honap utan érzékelhetd volt, azt kutatando,
hogy ennek van-e a matematikatorténethez koze, felmérést készitettiink. Erre a témazard

dolgozat utan kb. egy héttel, 2020. janudr 16-an kertilt sor. A felmérésnek kettds célja volt:

e megvizsgalni mennyire okozott ,,maradandé élményt” a tanulokban az 6ran hallott
matematikatorténet;

o adiakok felméréssel kapcsolatos reakciojanak megfigyelése.

Utobbit azért tartottuk Iényegesnek, mivel a didkokat egyértelmiien a jobb jegy
motivalta eddig. Kérdés volt tehat, hogy egy témazard utani, matematikatorténeti kérdéiv irant

a legkisebb érdeklddést mutatjak-e ugy, hogy az semmilyen kihatassal nincs a jegytikre.

Ora elején egy feladatlapot kaptak, amelyet név nélkiil kellett kitolteniiik. EImondtuk,
hogy semmiféle osztalyzatot nem kapnak ra, s arra vagyunk kivancsiak, mennyire emlékeznek
a tanultakra. A diakok csendben dolgoztak, majd amikor a kisérletet végz6 tanar, kb. 8 perc
mulva beszedte a lapokat, el6szor az egyik lany jegyezte meg, majd tobben a szavaba vagva,
helyeselve mondték el, hogy 6k az elsé kérdésben leirtakra emlékeznek, de a neveket nem
tudjak mar hozzajuk kotni, igy kérik (1), beszéljék at a feladatokat. Ez a reakcio egyértelmiivé
tette, hogy a torténeti dolgokhoz alapvetden pozitivan, s érdeklddve viszonyulnak. Ezek az
alapvetden jo jegyre hajté didkok, bar mar tul voltak a témazaron, mégis kérték, hogy
beszéljenek at egy olyan ,,tananyagot”, amely nem fog szerepelni késébbi szamonkérésekben,
s jegyszerzésiikre semmiféle hatisa nem lesz. A megbeszé€lés alatt tobben a flizetiikben

jegyzeteltek.

A feladatlap a kovetkezd feladatokat tartalmazta. Mellékeljiik a jelenlévdé 15 didk

valaszait bemutat6 6sszefoglald tdblazatokat.
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1. Ird a megfelel matematikus neve mellé a hozza tartozé rész betiijelét! (Minden betii
pontosan egy matematikushoz tartozik, és minden matematikushoz pontosan egy
betti tartozik.)

Piithagorasz (Pitagorasz):

Csang Can:

Carl Friedrich Gauss:

Blaise Pascal:

Marothi Gyorgy:

Raffael Bombelli:

A\ /N

A: 1 3 6 10

B: 1
N
1 1

NN
1 2 1

NN N
13 3 1

A IV VIRV VAN
14 6 4 1

SN N N N N

D:  1+42+3+--+100 = L0010

E: tort also = nevezo; tort folso = szamlalo
F: Melyik az a természetes szam, amely osztva 3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal,

maradékul rendre 1-et, 2-t, 3-at, 4-et ad?
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A helyesen valaszolok szamat a 21. tabldzat tartalmazza

Piithagorasz | Csang Gauss — D | Pascal — B | Marothi — | Bombelli
-A Can—-F E -C
helyes 7 3 9 13 8 4
valaszok
szama
21. tablézat

Az els6 feladatban elsdsorban azoknal az embereknél sziilettek helyes valaszok, akiknek
a nevét egyébként is ismerik a didkok. Pitagorasz nevéhez tétel, Pascaléhoz a haromszog és
fizika oran tanultak, Gausshoz a didkok altal Gauss-modszernek nevezett eljaras kapcsolodik.
Ez utobbi két alkalommal is el§jott (E és G blokk). Marothi esetében ez a magyardzat nem allna
meg a helyét. O azonban t&bb alkalommal keriilt el az adott csoportban. El6szor az els6 tanitési
héten, mert a kisérletet végzd tandr az altalanos iskoldban tanult szamolasok atismétlésével
kezdett, s rogton az elsd ordk egyikén eldjott a szamlalod felsdnek és a nevezd alsdnak torténd
elnevezése. A tanév elkezdésekor — a segédanyagot mar ismerve — a tanar megemlitette
Maréthi nevét. Ugyanez késObb az algebrai torteknél is lejatszodott, csak akkor mar azt is
megemlitett, hogy Mardthi mellett Valyi Gyula is probalta ezt az elnevezést népszertiisiteni.
Ezek az eredmények, s az, hogy a didkok beszdmoldja szerint a feladatokra emlékeztek, de a
neveket nem jegyezték meg, megerdsiti azt a korabbi alapelviinket, amely alapjan a tanarnak
mértékletesen kell a matematikatorténetet ,,adagolni”, s els6sorban azokat a neveket emlitent,
amelyekkel a didkok egyébként is taladlkoznak. Ha ennél mélyebb matematikatorténeti
ismeretek atadasara vallalkoznank, akkor az mar plusz teherként, megjegyzend6 tananyagként

jelenne meg a didk szdmara, s nem elsésorban a matematika térzsanyag elsajatitasat szolgalna.

2. lgaz vagy hamis?

a, A matematikdban el6fordulhat az, hogy egy mar ismert fogalom ujfajta jelolésének

bevezetése hatalmas fejlodést eredményez, s egészen 0j lehetdségeket teremt.

b, A matematikéban a fejlédést mindig egy ujabb és jabb tétel felfedezése jelenti.
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¢, A betlik hasznalata a matematikdban sok esetben Iényegesen le tudja egyszerlsiteni egy

feladat megoldasat.

d, A matematikai fogalmak jelolése az idok soran nem valtozik.

e, Eléfordulhat, hogy egymastol fiiggetleniil tobb ember ugyanazt a matematikai fogalmat

vezeti be, vagy ugyanazt a tételt fedezi fel.

f, A matematikaban a jel6lések megfeleld megvalasztasanak hatalmas szerepe lehet egy-

egy feladat megoldasaban.

a-igaz b —hamis | c-igaz d—hamis | e-igaz f—igaz
helyes 11 6 11 15 15 10
valaszok
szama
22. tablazat

A masodik feladat tanulsaga az, hogy a mesés torténetekbdl, anekdotakbdl megérthetd
kérdésekre kimagasldoan nagy aranyban sziilettek helyes valaszok. A didkok érdeklddési korétol

tavolabb allo kérdésekben pedig egészen alacsony lett a helyes valaszok aranya.

Fontos megjegyezni azt is, hogy ezeknek a didkoknak, ha nem valasztanak fakultaciot,
akkor is a tanmenetek szerint 6sszesen 414 (= 3-3-:36 + 3-30) gimnaziumi matematikaoréja lesz,
aminek ez a téma kevesebb, mint 10%-at teszi ki. Valdsziniileg, ha a t6bbi témanal is hasonld
mértékben keriilne el6 matematikatorténet, akkor az érettségi megkezdésére mar a valdsagot
kozelitd kép alakulhatna ki benniik a matematika fejlédésérdl. Ez pedig azt jelenti, hogy ilyen
mennyiségll s aranyl matematikatorténeti elem is elegendd a NAT altal megfogalmazott célok

teljesitéséhez.
Osszességében, igy a kovetkezéket lattuk igazoltnak.

e Akisérleti csoport matematikédhoz vald viszonya pozitivan valtozott, amire a didkok
tanulmanyi eredményébdl ¢és a csoportot tanitd tandr véleménye€bdl
kovetkeztethetiink.

e Ugyanezeket figyelembe véve, a kontrollcsoport esetében ez nem mondhato el.
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A valtozéds annak ellenére igy tortént, hogy a bemeneti adatok (megismerkedési
kérddiv és felvételi eredmények) alapjan a megvalosult folyamat ellenkezdjére
lehetett szamitani.

A kisérleti csoport didkjainak tobbsége érdeklodott a matematikatorténeti részek
irant, amire a kovetkez6kbol kovetkeztethetiink. Volt, akiben felmeriilé kérdést egy
ilyen blokk vélaszolt meg, s volt, akit sikerélményhez juttatott. A didkok a kérdéivek

kitoltését komolyan vették, s mindig kérték, hogy a valaszokat beszéljék meg.

Ugyanakkor, hogy a pozitiv attitidbéli valtozashoz hozzajarultak-e a matematikatorténeti

elemek, nem gondoljuk ennyib6l kimutathatonak, (illetve megcafolhatonak sem), mivel

az eredmények kialakuldsa és az attitlidbéli pozitiv valtozas egy teljes tanévnyi
munka eredménye. Marpedig nem tudhatjuk, hogy ebben mekkora szerepet jatszott
az elso félév mintegy 80%-at kitevd orak egy részébe bevitt matematikatorténet.

Barmennyire is kozeli egymashoz a két csoportot tanitd tandr stilusa, tananyag-
felépitése, alkalmazott moddszerei, két kiilonbozd személyiség is okozhatta a

tapasztalt attitidvaltozasok kozti kiilonbséget.
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9. Eredmények, tovabbi lehetéségek

A két egymas utani tanévben torténd kiprobalas €s az elvégzett felmérések alapjan kutatasi

kérdéseinkre a kovetkezd valaszok sziilettek.

K.1. Alkalmas-e a segédanyag arra, hogy gyakorlo kézépiskolai matematikatandr hasznalja?

A segédanyag alkalmas arra, hogy egy gyakorld matematikatanar segédeszkoze legyen, s

tanitasi gyakorlataba beépiiljon, mivel

tananyaghoz kapcsolodo felépitési modja nem kdvetel a matematikatorténetet hasznalni
kivanotdl kiilon kutatd munkat, hanem kész segité anyagként all a felhasznalo
rendelkezésére;

tartalma alkalmazkodik az érettségi kovetelményéhez, amely emelt szinten adott
témakhoz kapcsol6dd matematikatorténeti elemek szobeli vizsgaba torténd beépitését
1s kéri;

a rovidebb blokkok lehet6vé teszik az egy-két perces aprobb holtidok kitoltését,
ahogyan erre a kiprobalo kolléga kitért, a hosszabb részek pedig (pl. szamrendszerekkel
kapcsolatos részek) akar az egész tanora vazat is képesek megadni, ahogyan ez az elsé
kiprobalaskor tortént;

mindkét kiprobalas megerdsitette azt az Osszeallitdi szandékot, hogy a blokkok
beépitése ne okozzon idébeni lemaradast, ami valasz a Siu 4ltal felhozott egyes szamu
ellenérvre (Siu, 2007);

nem kovetel a tanar személyiségétol idegen feldolgozasi modot.

K.2. Stilusa, felépitése megkovetel-e egy adott feldolgozasi modot, vagy meghagyja a tanar

szabadsagat, aki sajat izlésének megfeleloen épitheti be ordjaba?

A segédanyag felépitésé és stilusa meghagyja a tanar szabadsagat, mivel

a segédanyag evvel kapcsolatban semmilyen eldirdst nem tartalmaz;

a két kiilonbozo kiprobalo tanar tobb blokkot mas mélységben (pl. P blokk) épitett be
az Orajaba. Az is el6fordult, hogy egyik tanar kihagyott egy olyan blokkot, amit a masik
tanitott (pl. H blokk).

A segédanyag blokkjai mozgathatok az egyes tananyagok kozott. Ezt a segédanyag is

tartalmazza. Masfeldl a kiprobalas soran is sor keriilt arra, hogy egy tanuloban felmeriild
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kérdésre adott valaszként a kiprobalo tanar nem az altala betervezett idépontban, hanem

korabban ismertette egy adott blokk tartalmat (pl. méasodik kiprobalas soran a J blokk).

K.3. Segitenek-e ezen torténeti elemek a diak szamdra egy adott fogalom mélyebb
megértéseben?
A segédanyag tobb olyan blokkot is tartalmaz, amely tobb didk szamara segit a matematikai
tartalom mélyebb megértésében, amit alatdmaszt
e a2018/19-es tanévben végzett els6 kisérlet;
e a 2019/20-as tanévben végzett masodik felmérés 3. feladatara (lanctort értékének
kiszdmolésa) sziiletett megoldasok;
e a masodik kiprébalas utdni tanari beszamold azon része, amely szerint ,,a didkok
magabiztosabbak lettek az emeletes tortekkel valo szamoldsban, és nem okoz nekik

problémat a miiveleti sorrend”.

K.4. Segitik-e ezen torténeti elemek a diak szamdra a matematikai tartalom hosszu tavi
memoriaba torténo rogziilését?
A segédanyag tobb olyan blokkot is tartalmaz, amely tobb didk szamara segiti a matematikai
tartalom hossza tdvi memoridba torténd rogziilését, amit alatdmaszt
e a 2018/19-es tanévben végzett masodik, a szamrendszerek kozti atvaltasos feladatot
tartalmazo felmérés eredménye;
e a2019/20-as tanében végzett masodik felmérés 2. feladatara (kéttagi 6sszeg negyedik

hatvanyénak felbontésa) sziiletett megoldéasok.

K.5. Képes-e a segédanyag hozzajarulni ahhoz, hogy a didkok matematika tantargyhoz valo
hozzaallasa pozitiv iranyba valtozzon?

A segédanyag torténeti blokkjai hasznédlatinak hatdsat a didkok matematikdhoz vald
hozzaallasdban nem latjuk egyértelmiien kimutathatonak. Bar a két tanév soran mindkét
kisérleti csoportnal érzékelhetd volt egyfajta pozitiv attitidbéli valtozas, a segédanyagnak erre

torténd egyértelmii hatasat nem sikeriilt kimutatni.
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Ezek alapjan a kutatast a kdvetkez6 irdnyokban gondoljuk folytathatonak:

a teljes kozépiskolai tananyaghoz kapcsoldédd matematikatorténeti segédanyag
Osszeallitasa;

tobb kiilonbozo iskola tovabbi tanarainak bevonasa a segédanyag elkésziilt részeinek
kiprobalasaba;

kisérleti tanitas végzése a teljes 9. évfolyamon egymds utdni tanévekben lehetdleg
ugyanolyan tipust osztalyban ugy, hogy a kisérleti és kontrollcsoport tanara szerepet

cseréljen.
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11. Osszegzés

Kutatasunk a hazai ¢és nemzetkézi didaktikai kutatasok egyik fejezeté¢hez, a
matematikatorténet kozépiskolai matematikaoktatasba torténd beépithetdségének vizsgalatdhoz
kivan hozzajarulni. E kitlizott célt egy kifejezetten a magyarorszagi kdzoktatasi viszonyokhoz
illeszkedd matematikatorténeti segédanyag elkészitésével, egy fejezetének két alkalommal

torténd kiprobalasaval, a tapasztalatok dokumentélasaval és elemzésével kivantuk elérni.

A dolgozat elsé fejezete a témavalasztas hatterét, egy gyakorld kozépiskolai tanar

mindennapjaival valo kapcsolatat és aktualitasat mutatja be.

A 2. fejezetben a témahoz kapcsolodo nemzetkozi kutatasokat és a kutatisi modszeriinket

ismertetjiik.

Az 1960-as évek végétdl kezdddden a matematikatdrténet matematikatanitasba torténd
beépitésének lehetdsége népszerii kutatasi tertiletté valt. Az 1990-es évekre felerdsodott a miért
¢és hogyan kérdések megvalaszolasara, illetve a valaszok kategorizalasara valo torekvés (Fried,
2001; Jankvist 2009a). Az ezredfordul6t kdvetd elsd évtizedben a matematikatortént oktatasba
torténd beemelésével kapcsolatos korabbi kétségek nagyobb figyelmet kaptak. Tobb kutatd utal
a téma irant lelkes tanarok nehézségeire (pl. Fried, 2001; Siu, 2007), az empirikus kutatdsok
szama novelésének sziikségességére (pl. Jankvist, 2009b), vagy az ilyen tanulmanyok kutatas-

modszertani nehézségeire (pl. Guillemette, 2011).

A 2000-es évek elsé két évtizedében e téma legfontosabb kutatasi céljai kozott a
matematikatorténet oktatasba torténd beépitésének empirikus vizsgalata vetédott fel, amelyhez
ez a disszertacio is igyekszik hozzdjarulni. Célunk igy egyfeldl egy, a magyar oktatasi
rendszerhez késziilt matematikatorténeti segédanyag létrehozasa, masfel6l annak kiprobalasa
¢s hatékonysaganak vizsgalata lett. Ez az oktatasi segédanyagot 1étrehozd kutatas annak a
kutatasi modszernek a hasznalatat implikalta, melyet az angol nyelvii szakirodalom educational
design researchnek nevez. Ennek legfobb jellemvonasa az, hogy Osszetett oktatasi problémak
megoldasanak ismétlédo fejlesztése mellett helyet kap a tudomanyos vizsgalat is (McKenney
& Revees, 2015). Az elmult években végzett kutatd és fejlesztd munkéank, valamint e
disszertacio felépitése (Reeves, 2006) altal a design research folyamataként megadott 1épéseket
koveti, melyek a kovetkezok: a problémak beazonositasa €s elemzése; egy prototipus megoldas
kifejlesztése; a megoldas folyamatos tesztelése és finomitasa; visszacsatolds a tervfejlesztési

elvek megalkotasahoz, a megoldas gyakorlatban torténd altalanositasa.
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A 3. fejezetben a matematikatorténet magyar iskolai gyakorlatba torténd beépiilését

targyaljuk az aldbbi teriiletekre fokuszélva:

e az oktatas tartalmi és kimeneti kdvetelményét leird jogszabalyok,
o akozépiskolai tankonyvek és feladatgylijtemények,

e (rettségi vizsga,

e kozépiskolai matematikaversenyek,

e a matematikatorténet kozépiskolai felhasznalasdnak hazai uttoroi.

A fejezet Osszefoglald problémafelvetéssel zarul, miszerint bar valamennyi ismertetett
teriileten a matematikatorténet jelentdségének novekedése figyelheté meg, a
matematikatanarok t6bb érvet is felhozhatnak arra, hogy miért nem hasznalnak
matematikatorténetet a tanoran. A (Siu, 2007) altal leirt ellenérvek jelentds részére egy a
kozépiskolai tananyag felépitési elvét kovetd (tehat példaul nem kronologikus felépitésit)

matematikatorténeti segédanyag elkészitésével adtunk egy lehetséges valaszt.

A 4. fejezet a matematikatorténeti segédanyaggal kapcsolatos gyakorlati kérdésekkel
foglalkozik. FEls6ként a matematikatorténetet tandrai beépithetoségének két altalunk
megfogalmazott alapelvét ismertetjiik. Ezek:

e a mértékletesség;

e a matematikatorténet a matematikatanitas eszkoze legyen.

Ezen elveket figyelembe véve, a nemzetkdzi kutatasok eredményeit is sszegezve a mit és
miért kérdésekre az alabbi valaszokat adjuk.

Mi épithetd be matematikatdrténetbdl a tanoraba?

¢ A matematika nyelvezetének (szakkifejezések, jelolések) eredete.

e [Egy feladat eredete, torténete.

e A matematika egy-egy aganak kialakulasa.

e Matematikusokhoz kapcsol6do torténetek, €letrajzi adatok.

Miért épitsiink be matematikatorténetet a tandraba?

e Mert segitheti a tananyag hosszu tavli memoriaba valo rogziilését.

e Mert segitheti egy fogalom vagy tétel mélyebb megértését.

e Mert segiti a matematika mas tudomanyokkal valé dsszekapcsolasat.

e Mert tanulast motival6 eszkoz lehet.

e Mert segiti a matematika ¢16 tudomanyként valéo megjelenitését.
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e Mert hozzdjarulhat a matematika nyelvezetének elfogaddsdhoz és megértéséhez.
e Mert altala tanterven kiviili matematikai elemeket is beemelhetiink a tanoraba.

e Mert segithet a 1ényeg kisziirésére torténd nevelésben.

Az 5. fejezet az elkésziilt segédanyag egy részét — mint az altalanos elvek egy adott
témakorben torténd megjelenitését — a 2019/20-as tanévig a 9. évfolyamon tanitott algebra és
szamelmélet témakorhoz késziilt fejezetet tartalmazza.

A segédanyag két részbdl all. Egyfeldl ezen a témakoron végighaladva tobb tananyaghoz a
diakok szintjéhez illeszked6 matematikatorténeti elemeket ajanl a kovetkezo felépitést kovetve:

e Az 6racime.

e Az oracélja.

e Az 6ra menetének fobb pontjai.

e Az adott tananyagrészhez kapcsolodd matematikatorténeti blokk.

e A matematikatorténeti rész altaldban magyarul hozzaférhetd forrasa.

e Az adott blokk egy lehetséges beépitése a tandraba.

¢ A matematikatorténeti blokk funkcioja az adott tanéran beliil.

e Lehetséges kapcsolodasi pontok, ahol felsoroljuk azokat az egyéb tananyagrészeket,

ahol az adott blokk szintén targyalhato.

Masfeldl nem tananyaghoz, hanem tanorai szituaciokhoz (pl. a tanar szdmolasi hibat vét)

kapcsolddo blokkokat is tartalmaz.

A 6. fejezet a kutatasi kéréseket és a hozzajuk kapcsolodo hipotéziseket irja le.

A segédanyag kiprobalasai sordn az alabbi kérdésekre kerestiik a valaszokat.
K.1. Alkalmas-e a segédanyag arra, hogy €Qy kézépiskolai tandr kiilonbozé profilu osztdalyok
matematikaordjan hasznalja?
K.2. Meghagyja-e a segédanyag a tandr szabadsagat abban, hogy sajat izlésének és
habitusanak megfelelGen épitsen be matematikatorténeti blokkokat a tandraba?
K.3. A didkok szdmdra ezen torténeti elemek segitik-e egy adott fogalom mélyebb megértését?
K.4. A diakok szamadra ezen torténeti elemek segitik-e egy adott matematikai tartalom hosszu
tavu memoriaba torténo rogziiléset?
K.5. Képes-e a segédanyag hozzajarulni ahhoz, hogy a didkok matematika tantargyhoz valo

hozzaadllasa pozitiv iranyba valtozzon?
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Ezen kutatasi kérdésekhez rendre az alabbi hipotézisek kapcsolodtak.
H.1. Igen alkalmas. Ez leginkdbb felépitésébdl adodik. Egyfeldl a blokkok rovidsége lehetévé
teszi a tanoraba valo beépiilést annak veszélye nélkiil, hogy a tanar a tananyaggal lemaradjon,
masfelol pedig a felépiilése nem kronologikus, hanem a tananyag logikajat koveti.
H.2. A tanari szabadsag nem sériil, az adott blokkok szabadon épithetok be. Ez a szabadsag
vonatkozik a beépiilés helyére (a legtobb blokk tobb tananyaghoz is kapcsolodhat), illetve a
feldolgozdsi modszerre.
H.3. Igen, tobb diaknak segitséget nyujtanak.
H.4. Igen, tobb didknak segitséget nyujtanak.
H.5. Igen, képes hozzajarulni ahhoz, hogy a didkok matematikdahoz valé hozzadllasa pozitiv

iranyba valtozzék.

A 7. fejezet a segédanyag els6 (akcidkutatas jelleggel végzett) kiprobalasat és a kapcsolddo
felmérések eredményét ismerteti.

Az elsé kiprobalasra a 2018/19-es tanévben, az SZTE Gyakorlé Gimnazium és Altaldnos
Iskola kilencedik évfolyama altalanos tantervii biologia-fizika-kémia orientacios osztalyanak
egyik csoportjaban keriilt sor, ahol a didkok a matematikat az elsé két évben, névsor szerinti
csoportbontasban két kiilon tandrnal tanultak. Az osztaly egyik fele a segédanyagot kiprobald

kisérleti, az osztaly masik fele pedig a kontrollcsoport szerepét toltotte be.

A segédanyagot kiprobalo tanar (a szerzd) tapasztalatai kedvezdek voltak, s tényszerlien
lejegyzésre kertiiltek. Ezek a K.1. K.2. és K.5. kutatasi kérdés esetén is a kutatasi hipotézist
erdsitették meg.

A torténetiség €s a tananyag mélyebb megértésének kapcsolatat a K.3. kutatéasi kérdésre a
valaszt a szamrendszerek témakorrel kapcsolatos oran nem latott feladatok megoldatasaval
kerestiik. A két bevezetd feladat esetében szignifikans eltérés nem, azonban két feladat esetében
jelent6s kiilonbség mutatkozott a két csoport megoldasai kozott. A kisérleti csoport tagjai
egyértelmiien sikeresebben tudtdk megoldani ezeket a feladatokat. Ennek oka abban rejlik,

hogy a helyiértékes irasmod fogalmat jobban fel tudtdk idézni, s jobban tudtak alkalmazni.

A torténetiség és a hosszu tavii memoridba valo rogziilés kapcsolatat (azaz a K. 4. kérdést)
vizsgalandd, mindkét csoport tagjait egy matematika ora elején varatlanul arra kértiik, hogy
oldjanak meg két honappal kordbbi tanordkon latott feladatokat. Mindkét feladat esetében a
kisérleti csoport tagjai sokkal nagyobb aranyban adtak helyes valaszt, mint a kontrollcsoport tagjai.
Az eredmények kozti kiilonbséget avval magyarazhatjuk, hogy a kontrollcsoport tagjai a
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szamrendszerek tanuldsakor a hangstlyt nem a helyiérték fogalmara helyezték, hanem egy
egyszer algoritmus elsajatitasara, amit egy rovid ideig még tokéletesen tudtak reprodukalni, de
aztan egy-két honap alatt szinte teljesen elfelejtettek. Veliik szemben a kisérleti csoport didkjai joval
mélyebben sajatitottak el a helyiértékes irasmod fogalmat, mivel annak logikajat is sikeriilt
megérteni. Ez hozzésegitette ket ahhoz, hogy hosszabb tavon is emlékezzenek egy korabban latott
feladat megoldasi algoritmusara, ami azt mutatja, hogy a matematikatorténet segitheti a tananyag

hosszl tavli memoaridba torténd rogzitését.

A 8. fejezet a segédanyag egy ijabb, mas tanarral torténd kiprobalasat és a kapcsolodo
felmérések eredményét ismerteti.

A 2019/20-as tanévben az aprobb korrigalason atesett segédanyagot ugyanazon iskolaban
ki, igy az osztaly két csoportjabdl az egyik a kisérleti, mig masik a kontrollcsoport szerepét
toltotte be. A kisérleti csoport tandra a tanév elott megkapta és attanulmanyozta a segédanyagot,

majd részletesen megbeszéltiik vele annak koncepciojat.

A kisérlet dokumentéldsaként minden 6rar6l hangfelvétel késziilt. A tanorak jelentds
részén, féleg a matematikatorténeti blokkok megjelenésekor személyes megfigyeldként vettiink
részt az oOran, feljegyzéseket készitve figyeltik a diakok reakciodit és a kolléga munkajat. Az
ordk utdn mindig hosszabb-rovidebb megbeszélést tartottunk, amelyekrdl feljegyzések
késziiltek. Az igy szerzett tapasztalatok valamint azoknak a kordbbi kiprobalds kapcsan
latottakkal valo Osszevetése alapjan a K.1. és K.2. kutatasi kérdésekre egyértelmii igen valaszt

fogalmazhattunk meg.

Kozel két honappal a témazard dolgozat utan a két csoporttal varatlanul egy kozos
felmérést irattunk, melynek célja annak megvizsgaldsa volt, hogy a K.4. kérdéssel 6sszhangban
matematikatorténet segitette-e a hossz tavii memoridba torténd beépiilést. Ehhez mindkét
csoport altal korabbi tandérakon megoldott feladatokat valogattunk olyan témakbol, amelyeknél
a kisérleti csoport tanordin szo esett matematikatorténeti vonatkozasokrol is. A feladatok
megoldasanak elemzése megerdsitette azt a hipotézisiinket, hogy a matematikatorténettel
tamogatott oktatas segitette a vonatkozd tananyagrészek hosszu tavi emlékezetbe torténd
beépiilését.

K. 5. kérdésre a szaktanarok véleménye, a félévi és év végi osztalyzatok dsszevetése
valamint a tandrakon kiils6é szemléloként szerzett tapasztalatok alapjan probaltunk valaszolni.
Egyértelmiien megallapithatd volt, hogy a kisérleti csoport tanuldinak matematikdhoz vald
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hozzaallasa pozitiv irdnyban valtozott. Azonban ennek az ordkon latott matematikatorténeti

blokkokkal valé kapcsolatat nem latjuk kimutathatonak az aldbbiak miatt.

e Egy, a kisérleti csoporttal a témazard dolgozat utani matematikatorténeti kérdésekbdl allo
kérddiv kitdltetésekor, a helyes valaszok aranya nem volt ,,kiugréan magas™.

e Az eredmények kialakulasa és az attitlidbéli pozitiv valtozas egy teljes tanévnyi munka
eredménye. Marpedig nem tudhatjuk, hogy ebben mekkora szerepet jatszott az elsd félév
mintegy 80%-at kitevo orak egy részébe bevitt matematikatorténet.

e Barmennyire is kozeli egymashoz a két csoportot tanitd tanar stilusa, tananyag-felépitése,
alkalmazott moddszerei, két kiilonbozé személyiség is okozhatta a tapasztalt

attitidvaltozasok kozti kiillonbséget.

A 9. fejezet a kutatasi kérdésekre adott valaszokat, azok indoklasat valamint kutatasunk

folytatasanak tovabbi lehetséges irdnyait tartalmazza.

A két kiprobalas ¢€s a felmérések utan az elsd négy kutatdsi kérdésre a kutatési hipotézisek
elfogadasaval tudunk felelni. K. 5. esetében elmondhatjuk, hogy bar a két tanév soran mindkét
kisérleti csoportnal érzékelhetd volt egyfajta pozitiv attitidbéli valtozas, a segédanyagnak erre
torténd egyértelmii hatasat nem sikeriilt kimutatni.

Ezek alapjan a kutatast a kovetkez6 iranyokban gondoljuk folytathatonak:

e a teljes koOzépiskolai tananyaghoz kapcsolodd matematikatorténeti segédanyag

Osszeallitasa;

e tobb kiilonbozd iskola tovabbi tandrainak bevonasa a segédanyag elkésziilt részeinek

kiprobalasaba;

o kisérleti tanitds végzése a teljes 9. évfolyamon egymas utani tanévekben lehetdleg

ugyanolyan tipust osztalyban ugy, hogy a kisérleti és kontrollcsoport tanara szerepet

cseréljen.
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12. Summary

Our research aims to contribute to one of the chapters of domestic and international
didactic research, the study of the integration of the history of mathematics into secondary
school mathematics education. We wanted to achieve this goal by preparing a mathematics
history resource material specifically for Hungarian public education, testing one of its chapters

on two occasions, and documenting and analysing the results.

The first chapter of the thesis presents the background of the topic choice, and its

relationship and actuality with the everyday work of a practicing secondary school teacher.
Chapter 2 describes international research related to the topic and our research method.

Beginning in the late 1960s, the possibility of integrating the history of mathematics into
mathematics teaching became a popular field of research. By the 1990s, efforts to answer the
questions of why and how and to categorise the answers intensified (Fried, 2001; Jankvist
2009a). In the first decade of the new millennium, previous doubts about the integration of the
history of mathematics in the education received more attention. Several researchers point to
the difficulties of teachers enthusiastic about the topic (e.g. Fried, 2001; Siu, 2007), the need to
increase the number of empirical researches (e.g. Jankvist, 2009b), and the research-
methodological difficulties of such studies (e.g. Guillemette, 2011).

One of the most important research goals of this topic in the first two decades of the 2000s
was the empirical study of the integration of the history of mathematics into education, to which
this dissertation also seeks to contribute. Thus, our aims were, on the one hand, to create a
mathematical history resource material for the Hungarian education system, and, on the other
hand, to test it and examine its efficiency. This research which created the teaching resource
material implied the use of a research method called educational design research in the English
language professional literature. The main feature of this is that, in addition to the repeated
development of solutions to complex educational problems, scientific research is also included
(McKenney & Revees, 2015). Our research and development work in recent years and the
structure of this dissertation (Reeves, 2006) follow the steps given as a process of design
research, which are the following: identification and analysis of problems; developing a
prototype solution; continuous testing and refinement of the solution; feedback to the creation

of design development principles, generalisation of the solution in practice.
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In Chapter 3, we discuss the integration of the history of mathematics into Hungarian

school practices, focusing on the following areas:

e legislation describing the content and output requirements of education,
e secondary school textbooks and assignments,

e secondary school graduation examination,

e secondary school mathematics competitions,

e Hungarian pioneers in the use of the history of mathematics in secondary schools.

The chapter is concluded with a summary of the problem that, although the importance
of the history of mathematics has increased in all the areas described, mathematics teachers can
make several arguments as to why they do not teach the history of mathematics in their lessons.
For a significant number of the counter-arguments described (Siu, 2007), we provided a
possible answer by preparing a history of mathematics resource material that follows the
structural principles of the secondary school curriculum (i.e., it is not chronologically

structured).

Chapter 4 discusses practical issues related to the history of mathematics resource
material. First, we describe the two principles we have formulated for the integration of the

history of mathematics into the classroom. These are:

e moderation;

e make the history of mathematics a tool for teaching mathematics.

Taking these principles into consideration and summarising the results of international
research on the guestions of what and why, we give the following answers.

What can be integrated from the history of mathematics into the lesson?

e The origins of the language of mathematics (technical terms, symbols).
e The origin and history of a problem.
e The formation of different branches of mathematics.

e Stories and biographical data of mathematicians.
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Why incorporate a history of mathematics into the lesson?

e Because it can help to record the curriculum in long-term memory.

e Because it can help to gain a deeper understanding of a concept or thesis.

e Because it helps to connect mathematics with other sciences.

e Because it can be a motivating tool for learning.

e Because it helps to portray mathematics as a living science.

e Because it can contribute to the acceptance and understanding of the language of
mathematics.

e Because it allows us to include mathematical elements outside the curriculum in the lesson.

e Because it can help to educate for filtering out the point.

Chapter 5 contains a part of the completed resource material — as a presentation of the
general principles in a given topic — a chapter on the topic of algebra and number theory taught
in the 9™ grade until the 2019/2020 academic year.

The resource material consists of two parts. On the one hand, going through the topics, it
recommends elements of mathematical history that fit the level of the students for several

curricula, following the structure below:

e The title of the lesson.

e The purpose of the lesson.

e The main points of the lesson.

¢ A block of mathematics history related to the given part of the curriculum.

e The source of the history of mathematics usually available in Hungarian.

¢ One possible integration of the given block into the lesson.

e The function of the mathematics history block within the given lesson.

e Possible connection points where we list the other parts of the curriculum where that

block can also be discussed.

On the other hand, it also contains blocks related not to the curriculum but to classroom

situations (e.g., the teacher making a calculation error).
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Chapter 6 describes the research requests and the hypotheses associated with them.
During the testing of the resource material, we sought answers to the following questions.

K.1. Is the resource material suitable for use by a secondary school teacher in

mathematics classes for groups of different profiles?

K.2. Does the resource material allow the teacher to integrate mathematical history

blocks into the lesson according to their own taste and habits?

K.3. Regarding the students, do these historical elements help them gain a deeper

understanding of a particular concept?

K.4. Regarding the students, do these historical elements help to retain a particular

mathematical content in the long-term memory?

K.5. Is the resource material able to help change students' attitudes towards mathematics

in a positive direction?

The following hypotheses were related to these research questions, respectively.

H.1. Yes, it is suitable. This is mostly due to its structure. On the one hand, the brevity of
the blocks allows integration into the lesson without the risk of the teacher falling behind
with the curriculum, and on the other hand, its structure is not chronological but follows

the logic of the curriculum.

H.2. The teacher's freedom is not hindered, the given blocks can be freely incorporated.
This freedom applies to the place of incorporation (most blocks can be linked to more

than one part of the curriculum) and the method of processing.
H.3. Yes, they help more students.
H.4. Yes, they help more students.

H.5. Yes, it can contribute to a positive change in students’ attitudes towards mathematics.

Chapter 7 describes the first trial (performed as an action research) of the resource

material and the results of the related tests.
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The first test took place in the 2018/19 academic year, in a group of the general curriculum
biology-physics-chemistry orientation class of the ninth grade of SZTE Practicing Secondary
and Primary School, where students were divided by alphabetical order for mathematics lessons
and taught by two different teachers in the first two years. One half of the group was the

experimental one testing the resource material and the other half played the role of the control
group.

The experience of the teacher testing the resource material (the author) had positive
results and these were factually recorded. These confirmed research hypotheses in the case of

K.1., K.2., and K.5. research questions.

We sought the answer to the research question: the relationship between historicity and a
deeper understanding of the curriculum described in K.3. by solving problems not seen in the
lessons related to the topic of number systems. There was no significant difference for the two
introductory problems, but for the next two problems there was a significant difference between
the solutions of the two groups. The members of the experimental group were clearly able to
solve these tasks more successfully. The reason for this is that they were better able to recall

and apply the concept of place values.

To examine the relationship between historicity and long-term memory retention (i.e.,
question K. 4.), members of both groups were unexpectedly asked at the beginning of a
mathematics lesson to solve problems they had seen in lessons two months earlier. For both
problems, members of the experimental group gave a much higher proportion of correct
answers than the members of the control group. The difference between the results can be
explained by the fact that the members of the control group did not focus on the concept of
place value when learning number systems, but on mastering a simple algorithm that they could
perfectly reproduce for a short time but then almost completely forgot. In contrast, the students
of the experimental group mastered the concept of space value much more deeply, as its logic
was also understood. This helped them to remember the solution algorithm of a previously seen
problem in the longer term, which shows that the history of mathematics can help to record the

curriculum in long-term memory.

Chapter 8 describes the trial of the resource material with another teacher and the results

of related tests.
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In the 2019/20 school year, the resource material that underwent minor modifications was
tested in one half of a Hungarian-history oriented class in the same school, so that one of the
two groups in the class served as the experimental group and the other as the control group. The
teacher of the experimental group received and studied the resource material before the school

year, and then we discussed its concepts in detail with them.

An audio recording of each lesson was made to document the experiment. For a
significant portion of the lessons, especially when the history of mathematics blocks were being
taught, we attended the class as a personal observer, observing the students’ reactions and the
work of the colleague by taking notes. After the lessons, we always had a longer or shorter
discussion, which was recorded. Based on the experience gained in this way and their
comparison with what was seen in connection with the previous trial, we were able to formulate

clearly yes answers to research questions K.1. and K.2.

Nearly two months after the topic-ending test, we had both groups write a surprise test,
the aim of which was to examine whether mathematics history in accordance with question K.4.
helped to integrate it into long-term memory. To this end, we selected problems solved by both
groups in previous lessons from topics where mathematical history aspects were also discussed
in the lessons of the experimental group. The analysis of their solutions for the problems
confirmed our hypothesis that education supported by the history of mathematics helped to

integrate the relevant parts of the curriculum into long-term memory.

We tried to answer question K.5. on the basis of the opinions of the teachers, the
comparison of the semester and year-end grades and the experience gained as an external
observer in the lessons. It was clear that the attitudes of the students in the experimental group
towards mathematics changed in a positive direction. However, our relationship to the
mathematical history blocks seen in the classes is not seen to be detectable for the following

reasons.

e \When completing a questionnaire with the experimental group on mathematical history
questions after the final dissertation, the proportion of correct answers was not “remarkably
high”.

¢ The development of results and a positive change in attitude are the result of a full school
year of work. However, we do not know to what extent the history of mathematics, which
accounted for about 80% of the hours in the first semester, played a role in this.
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e No matter how close the style, curriculum structure and methods used of the teacher
teaching the two groups, two different personalities may have caused the difference between

the attitudinal changes experienced.

Chapter 9 contains the answers to the research questions, their rationale, and other

possible directions for continuing our research.

After the two trials and tests, we can answer the first four research questions by accepting
the research hypotheses. In the case of question K. 5., we can say that although there was a kind
of positive change in attitude in both experimental groups during the two school years, the clear

effect of the resource material on this could not be demonstrated.

Based on these, we think that the research can be continued in the following directions:

e compilation of the mathematics history resource material for the full secondary school
curriculum;

e the involvement of additional teachers from several different schools in the testing of
the completed resource material;

« conducting experimental teaching throughout the 9™ grade in consecutive school years,
preferably in the same type of class, with the teachers of the experimental and control

group changing roles.
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13. Mellékletek

1-es szamu melléklet

(Siu, 2007-es cikkében kozolt felmérésének eredménye)

A megbetiizott oszlopokban az adott valaszt adok szazalékos megoszlasa van feltlintetve.
A: Egyaltalan nem ért vele egyet.

B: Nem ért vele egyet.

C: Nincs véleménye.

D: Egyetert.

E: Teljesen egyetért.

1. A tanoran erre nincs ido. 3,95 |20,07 19,04 |4951 17,43

2. Ez nem matematika. 4506 | 42,43 | 757 | 3,13 | 1,81

3. Hogyan tegyek fel erre vonatkozo kérdést | 9,54 | 27,80 | 29,27 | 29,11 | 4,28
dolgozatban?

4. Ez nem javitja a tanulok osztalyzatat. 5,60 |35,36| 29,11 | 25,00 | 4,93

5. A tanulok nem szeretik. 9,87 |46,38| 27,80 | 13,65 | 2,30

6. A didkok ezt torténelemnek tekintik, s utdaljak a | 8,88 | 44,24 | 28,46 | 17,11 | 1,31
tortéenelem ordkat.

7. A didkok ugyanolyan unalmasnak taldljak, | 7,57 | 42,44 | 24,34 | 24,01 | 1,64
mint magat a matematika tantargyat.

8. A tanuloknak nincs elegendo altalanos | 5,59 | 28,95 | 19,24 | 39,31 | 6,91

kulturalis ismerete ennek értékelésére.

9. A matematikdban a haladas a nehéz| 1891|4951 |2155|8,88 | 1,15
problémak rutinszeriivé tétele, akkor minek
faradozzon a visszatekintéssel?

10. Hianyzik hozza a sziikséges forrasanyag. 461 | 20,73 |10,19| 45,56 | 18,91

11. Hianyzik hozza a tanar kepzettsége. 165 | 6,25 | 9,21 | 55,26 | 27,63

12. Nem vagyok hivatdsos matematikatérténész. | 4,11 | 31,25 | 24,67 | 33.22 | 6,75
Hogyan lehetnék biztos az elmondottak
pontossagaban?

13. Az ahogy tortént sokszor kanyargos volt, s | 4,44 | 38,65 | 28,78 | 24,51 | 3,62
inkabb osszezavarhatia a didkot, mintsem
segitené a megertésben.

14. Vajon valoban segit-e eredeti szovegeket | 1,97 | 17,76 | 32,08 | 41,94 | 6,25
olvasni, ami egy nagyon nehéz feladat?

15. Nem segiti-e a kulturalis sovinizmust és | 10,85 | 32,56 | 47,54 | 7,41 | 1,64
nacionalizmust?

157




2-es szamu melléklet

Részlet a 2019/20-as tanévben végzett kisérlet kisérleti és kontrollcsoport haladasi napl6jabol,

a beépitett matematikatorténeti blokkok feltiintetésével.

Kisérleti csoport

oraszam datum

13. 2019-10-01 Szamolas tortekkel (Q)

14. 2019-10-02 Betiis kifejezések a matematikaban (A, B)

15. 2019-10-03 Gyakorlas

16. 2019-10-08 Pozitiv egész kitevs hatvany (D)

17. 2019-10-09 Gyakorlas

18. 2019-10-10 Egész kitevds hatvany

19. 2019-10-15 Egész kitevds hatvany

20. 2019-10-16 Szamok normalalakja (E)

21.2019-10-17 Polinomok

22.2019-10-22 Két tag 0sszegének, illetve kiilonbségének négyzete
23. 2019-10-24 Két tag 0sszegének, illetve kiilonbségének négyzete
24. 2019-11-05 Ugyanazon két tag 0sszegének és kiillonbségének szorzata
25. 2019-11-06 Két tag 6sszegének, illetve kiillonbségének a kdbe
26. 2019-11-07 Gyakorlas (F)

27.2019-11-12 Gyakorlas

28. 2019-11-13 Polinomok szorzatta alakitasa kiemeléssel

29. 2019-11-14 gyakorlas

30. 2019-11-19 Polinomok szorzatta alakitasa kiemeléssel

31. 2019-11-20 Szorzatta alakitas azonossagok alkalmazasaval

32. 2019-11-21 Szorzatta alakitas azonossagok alkalmazasaval

33. 2019-11-26 Teljes négyzetté alakitas

34.2019-11-27 Gyakorlas

35. 2019-11-28 Gyakorlas (G)

36. 2019-12-03 Algebrai tortek egyszerusitése, helyettesitési értéke
37.2019-12-04 Miveletek algebrai tortekkel

38. 2019-12-05 Miiveletek algebrai tortekkel (J)

39. 2019-12-10 Oszthatdsag, oszthatosagi szabalyok

40. 2019-12-11 Oszthatosag, oszthatdsagi szabalyok (L)
41.2019-12-12 Primszam, Osszetett szam, a szamelmélet alaptétele (K)
42.2019-12-17 Legnagyobb kozos 0szto, legkisebb kdzos tobbszoros
43. 2019-12-18 Szamrendszerek (M, P)

44. 2019-12-19 Osszefoglalas

45. 2020-01-07 Osszefoglalas

46. 2020-01-08 Témazaro dolgozat

ora cime (beépitett matematikatorténeti blokk)
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Kontrollcsoport

oraszam datum

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
217.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
&
36.
37.
38.
<2,
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.

2019-10-02
2019-10-03
2019-10-07
2019-10-09
2019-10-10
2019-10-14
2019-10-16
2019-10-17
2019-10-21
2019-10-24
2019-11-04
2019-11-06
2019-11-07
2019-11-11
2019-11-13
2019-11-14
2019-11-18
2019-11-20
2019-11-21
2019-11-25
2019-11-27
2019-11-28
2019-12-02
2019-12-04
2019-12-05
2019-12-09
2019-12-11
2019-12-12
2019-12-16
2019-12-18
2019-12-19
2020-01-06
2020-01-08
2020-01-09
2020-01-13
2020-01-15

ora cime

Betis kifejezések a matematikaban
Pozitiv egész kitevds hatvany
Egséz kitevds hatvany

Egész kitevds hatvany
Gyakorlas

Szamok normalalakja
Dolgozatiras

Feladatok

Gyakorlas

Polinomok

Nevezetes szorzatok

Ugyanazon két tag dsszegének és kiillonbségének szorzata

Két tag 0sszegének, illetve kiilonbségének négyzete
Két tag 0sszegének, illetve kiilonbségének a kdbe
Szorzatté alakitas kiemeléssel

Szorzatté alakitas kiemeléssel

Szorzatté alakitas azonossagok alkalmazasaval
Teljes négyzetté alakitas

Rendszerezés

Algebrai tortek egyszertisitése, helyettesitési értéke
Miiveletek algebrai tortekkel

Miiveletek algebrai tortekkel

Feladatok

Feladatok

Ropdolgozat

Feladatok

Az oszthatdsag fogalma

Oszthatosagi szabalyok

Primszam, 0sszetett szam

Legnagyobb kozos 0szto, legkisebb kdzds tobbszords
Szamrendszerek

Négyzetgydkvonas

A négyzetgyokvonds azonossagai

Osszefoglalas

Gyakorl6 feladatok

Témazar6 dolgozat
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