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1. Bevezetés

Dolgozatom célja az eldhivasos tanulds alkalmazhatésaganak és hatékonysaganak vizsgalata
az egyetemi matematikaoktatdsban. Az eléhivasos tanulas egy olyan Gjszeri tanitasi-tanulasi
modszer, amely eldsegitheti a didkok kozép- ¢€s hosszatavii matematika tudasanak
kialakitasat. Disszertdciom alapjat hadrom publikaciéo képezi. Mindharom publikacié az
eléhivasos tanulds egy formdjat és annak hatékonysagédt vizsgédlja egyetemi matematika
kurzusok keretein beliil a matematika tanarszakos hallgatok kozép- és hosszatavu tudasara

fokuszalva (Szabo és mtsai, 2023; Muzsnay és mtsai, 2024; Muzsnay és mtsai, biralat alatt).

Altaldnos tapasztalat, hogy a didkok tulnyomé tobbsége a megszerzett tudas jelentds részét
rovid idon beliil elfelejti (Ebbinghaus, 1913; Averell és Heathcote, 2011; Murre és Dros,
2015). Az egyetemi hallgatok meghatarozo része olyan tanulasi stratégiakat alkalmaz, mint
példaul a vizsga eldtti tombdositett tanulds, amelyekkel bar rovidtava sikereket el lehet érni,
tartos tudast annal kevésbé. Ez nagy problémat jelent a matematika tanulasa esetén is, ahol az
alapvetd ismeretek hosszatdvii memoridba vald rogzitése, onnan torténd eldhivasa
kulcsfontossagti (Hopkins és mtsai, 2016). A felsdoktatdsban matematikat tanuld hallgatok
kozott kiemelt jelentdséggel bir a matematika tandrszakos hallgatok matematikaoktatasa. A
matematikatanaroknak nap mint nap kell a matematika tudasukat hasznalni, elmagyarazni a
tanuloknak a kiilonb6z6 matematikai fogalmakat és eljardsokat (Ma, 2020). A matematika
tanarszakos hallgatok oktatasakor éppen ezért célszerli lehet az egyes kurzusokba olyan
tanitasi-tanulasi stratégiakat beépiteni, amelyek eldsegitik a megértést és megakadalyozzak a
felejtést. A hosszatavi tudas kialakitasanak egy lehetséges eszkoze az el0hivasos tanulds vagy

mas néven teszteléses tanulas.

Az el6hivasos tanulas elnevezés az elOhivast el61dézd tanulasi modszereket foglalja magaban
(Karpicke ¢és Grimaldi, 2012). ElShivas alatt a tarolt emlékek memoriabol torténd
visszakeresését, felidézését, valamilyen formaban torténd felhasznalasat értjiik. Az el6hivasos
tanulds barmilyen olyan tevékenységre utalhat, amely soran a tanuld6 a memoria fejlesztése
érdekében mindenfajta kiils6 segédeszkoz hasznélata nélkiil felidézi az adott informaciot a
memoridjabol. Az elohivast eldsegithetjiik példdul tanorai  kérdésekkel, kvizekkel,
tanulokartyakkal, tesztekkel és vizsgakérdésekkel. Az informdcié el6hivdsa mentalis
eréfeszitést igényel. Ezen erdfeszités révén torténik a tanulds. Elhivasi hatasnak, vagy mas

néven tesztelési hatdsnak nevezziik azt a jelenséget, amikor a rovidtava vagy a hosszatava

memoriabol torténd felidézés megvaltoztatja, erdsiti az egyén emlékezetét a visszakeresett



informacioval kapcsolatban (Roediger és Karpicke, 2006). Szamos tanulmany kimutatta, hogy
a tanulandé anyag memoriadbdl vald el6hivasa a felejtés ellen hat. Az el6hivéasos tanuldssal
megszerzett tudas ellenallobb mas tananyag zavard hatasdval szemben és maradandobb
tudashoz vezet (Kliegl ¢s Bauml, 2016; Racsmany és Keresztes, 2015; Szpunar, McDermott,
¢s Roediger, 2008). Emellett segiti a tanulasi folyamatot: az el6hivésos tanuldssal a tudas
strukturaltabbd valik, fokozza a tudastranszfert, a tudas 0j kontextusba vald atvitelét és a
tanult informacidkhoz gyorsabb hozzaférést biztosit (Jacoby, Wahlheim, és Coane, 2010;

Racsmany, Szol10si, és Bencze, 2018; Zaromb ¢és Roediger, 2010; Chan és mtsai, 2018).

Egészen az 1970-es évekig az a nézet volt altalanosan az elfogadott, hogy a memoriank ugy
mikddik, mint egy raktar (Wingfield, 2016). Az informacid bekeriil a rovidtavi memoriaba,
ahonnan egy része atkeriil a hosszitavii memoridba (kddolés). Az elmélet szerint a hosszitav
memoriabol pedig az informacid barmikor el6hivhato, barmikor ,.kivehetjiik a raktarbol” azt,
amit egyszer oda ,elhelyeztink”. Ezen elmélet szerint a tanulds célja az informacid
hosszitavii memoridba vald bevitele, a 1ényegi mozzanat a kodolas. Az eldhivas szerepe
ebben a felfogdsban kizdrdlag a tanulds eredményességének ellendrzése, az eldhivds nem
része a tanuldsnak. Nagyon sok tanar ezt a gyakorlatot koveti, draikon célzott eldhivasra csak
a tanulasi folyamat végén kertil sor szobeli vizsga, felelés vagy irasbeli dolgozat formajaban.
Ez a felelés, dolgozatirds szamit tesztelésnek. Ebbdl a nézépontbdl a tesztelésnek az egyetlen

funkcioja a didkok ellendrzése, az osztalyzasi rendszer fenntartdsa (Martinez-Sierra és mtsai,

2020).

Bar mar tobb mint szaz ¢éve jelentek meg a fenti elképzeléssel szembemend tanulméanyok
arrol, hogy a tesztelés, azaz a megtanuland6 anyag memoriabol valo el6hivasa a tanuldsnak
egy hatékony formdja lehet (Abbot, 1909, Gates, 1917), ezek nem valtottak ki nagy hatast. Az
eléhivasos tanulas az utobbi husz évben keriilt a kognitiv pszichologia és a kognitiv
idegtudoméanyok kozponti kutatasi témajava. Az elmult két évtizedben szamos tanulmany
kimutatta, hogy az informacié emlékezetbdl torténd aktiv felidézésével hosszabbtavu tudasra
tehetiink szert, mint az anyag Ujraolvasasaval (Rowland, 2014). Az el6hivasos tanulds mas,
nem el6hivason alapulo tanuldsi modszerekkel szembeni eldnyét tobb kisérletben kimutattak.
Egy kezdeti tanulasi fazist kovetden az el6hivasos modon megtanult informéciora a kisérleti
alanyok lényegesen jobban emlékeztek, mint példaul a mésoldssal (Carpenter, 2015), vagy
ujraolvasassal megtanult informaciéra (Rowland, 2014; Roediger, Putnam, és Smith 2011).
Az el6hivasos tanulds hatékonyabbnak bizonyult az ,,6nmagunknak magyarazassal” (Larsen

€s mtsai, 2013) vagy az informacidé ) modon torténd szervezésével, gondolat-térképekkel



torténd tanulassal szemben is (Karpicke és Blunt, 2011). Ezek az eredmények mind azt
mutatjak, hogy az el6hivasnak sokkal fontosabb szerepe van a tanuldsban, mint azt korabban

gondoltak.

Az eldhivasos vagy mas néven teszteléses tanulds tobb teriileten bizonyitottan hatékony
tanulasi modszer (Dunlosky és mtsai, 2013; Adeniji és Baker, 2023; Roediger és Butler, 2011;
Rowland, 2014; Racsmany ¢és mtsai, 2018; Donoghue ¢és Hattie, 2021). Az el6hivasos tanulas
sikeresnek bizonyult szévegek memorizalasanal (Zaromb és Roediger, 2010; Roediger és
Karpicke, 2006; Butler, 2010) és idegen szavak tanulasanal (Keresztes és mtsai, 2014).
Emellett hatékony tanuldsi modszer az altalanos ismereteket tartalmazé tények, vizualis vagy
térbeli informacidkat tartalmazo6 tananyagok tanuldsa esetén (Carpenter és Pashler, 2007) ¢és

készségek tanulasa esetén is (Donoghue és Hattie, 2021; Rowland, 2014).

Az el6hivasos tanulassal kapcsolatos kisérletek legnagyobb részét laboratoriumban végezték
(Butler, Karpicke, és Roediger, 2007). Ezen kisérletek tobbsége azt vizsgalta, hogy egy adott
szovegre melyik tanuldsi mddszerrel emlékeztek legjobban a didkok. Az elShivasi hatést
vizsgalo kisérletek joval kisebb részét teszik ki az olyan kutatasok, amelyek nem
laboratoriumi koriilmények kozott, hanem valddi iskolakban, egyetemeken, valds iskolai
koriilmények kozott és hosszabb tdvon vizsgaltdk az eldhivési hatast (McDaniel és mtsai,
2007; Rawson és mtsai, 2018). Az eddigi eredmények azt mutatjdk, hogy valds oktatési
kornyezetben is hatékony eszkdze lehet a tanulasnak az el6hivasos tanulas (Dunlosky és

mtsai, 2013; McDermott ¢s mtsai, 2014; Roediger, Putnam és Smith, 2011).

Felmeriil a kérdés, hogy az el6hivasos tanulds hatékony tanitdsi-tanuldsi moédszer-e a
matematika tanuldsa esetén. Valdos matematikaoktatdsi kornyezetben, kiillonosen a felséfoku
matematika tanulasaban az el6hivasos tanulas egy kevésbé vizsgalt kutatasi téma. Tovabbi
alkalmazott kutatasra van sziikkség a tesztelés matematikaoktatasba vald beépitésével
kapcsolatban (Agarwal és mtsai, 2021). A matematika tanuldsan beliil az el6hivasi hatdson
alapulé tanuldsi modszer hatékonysagat tobb tényezd is befolydsolhatja. Ilyen példaul a
kontextus, a téma ¢€s az anyag komplexitasa, absztraktsagi foka, a tanulo felkésziiltségi szintje.
A szakirodalom alapjan nem egyértelmii, hogy az el6hivasi hatas kimutathato-e komplex
témakorok esetén (Gog és Sweller, 2015). Deduktiv kovetkeztetéseket igényld feladatok
esetén szintén eltérd eredmények sziilettek (Tran, Rohrer és Pashler 2015). Az, hogy a hatas
egyéni kiilonbségektdl fiiggetleniil kimutathatd-e, tovdbbra is nyitott kérdés (Orr és Foster
2013; Carpenter és mtsai, 2015; Brewer és Unsworth, 2012). A matematika feladatok

megoldasahoz fejlett deduktiv gondolkodasi és problémamegoldd képesség sziikséges, maguk



a feladatok pedig sokszor Osszetettek. Jogosan meriil fel a kérdés tehat, hogy vajon
matematikatanulas esetében érdemes-e alkalmazni az el6hivasos tanulast és amennyiben igen,
milyen forméban. Habar a matematika teriiletén csak néhany tanulmany vizsgalta osztalytermi
kornyezetben az el6hivasi hatast, a legujabb tanulmanyok eredményei arra utalnak, hogy az
el6hivéasos tanulds hatékony modja lehet a matematika tanulasnak (Fazio, 2019; Lyle és

Crawford, 2011; Lyle és mtsai, 2016, 2020; Szeibert és mtsai, 2022).

Dolgozatom célja az eldhivasos tanulas alkalmazhatdsaganak és hatékonysaganak vizsgalata
az egyetemi matematikaoktatdsban. Dolgozatomban az el0hivasi hatdson alapul6 tanulds egy
formajat, annak ko6zép- és hossztdvu hatdsit kdvetem nyomon matematika tanarszakos
hallgatoknak szol6 Algebra ¢és Szamelmélet kurzusok keretein belil. A modszert a
hagyomanyos oktatassal és a kidolgozott példdk mutatdsa modszerrel szemben vizsgdlom. A
kidolgozott példak mutatasa modszer alatt ,.egy feladat elvégzésének vagy egy probléma
megoldasanak lépésrol lépésre torténd bemutatasat” értjiik (Clark, Nguyen és Sweller, 2006,
190. 0.).

A dolgozat szerkezeti felépitése a kdvetkezo:

A Bevezetést kovetden a masodik fejezetben Gsszegzem a kutatasunk témdjahoz szorosan
kapcsolodo szakirodalmat. A szakirodalmi attekintés tobb alfejezetre tagolodik. Elsdként
attekintjiik az el6hivasos tanulashoz kapcsolodo alapkisérleteket (2.1. fejezet). Itt foként
laboratoriumban végzett kisérleteket mutatok be, amelyek megalapoztak a késébbi el6hivasos
tanulas terén végzett kisérleteket. Ezt kovetden a 2.2. fejezetben olyan kutatasokat ismertetek,
amelyek valos iskolai kdrnyezetben vizsgaltak az el6hivasos tanulést. A 2.3. fejezetben olyan
kutatasokra fokuszalok, amelyek szorosan kapcsolddnak az eléhivasos tanulds matematika
tanulasban, tanitasban val6 alkalmazhatosdgahoz. A modszer hatékonysagat szamos tényezo
befolyasolhatja. A matematika feladatok sokszor Osszetettek, a feladatok megoldasahoz pedig
legtobb esetben sziikséges a kovetkeztetési képességek haszndlata. Ezek mind olyan tényezdk,
amelyek befolydsolhatjdk a modszer hatékonysagat €s amelyekre a fejezet targyaldsakor
kiemelt figyelmet forditok. Mindezek mellett fontos kérdés, hogy a modszer hatékonysaga
egyéni kiilonbségektdl, felkésziiltségi szinttdl fliggetleniil megmutatkozik, vagy csak tanulok
egy bizonyos csoportjanal figyelhetd meg a tesztelési hatds. A 2.3. fejezet targyalasakor erre a
szempontra is kitérek, emellett roviden ismertetem a matematika teriiletén végzett

legfontosabb kutatasokat.



A szakirodalmi attekintést, és annak kritikus elemzését kovetéen a harmadik fejezetben

ismertetem a disszertaciom célkitlizéseit, kutatasi kérdéseit.

A negyedik fejezetben elérevetitem a kvazi-kisérleteinkhez felhasznalt kutatasi modszertant,
egy altalanos leirast adok az el6hivasos tanulas tantermi kornyezetben torténd kozép- ¢€s

hosszutavu hatasanak vizsgalatanak megvalositasarol.

Az 6todik és hatodik fejezetekben harom kiilonb6zd, a témahoz kapcsolodd kisérletiinket és
azok eredményét mutatom be az egyes kutatdsi kérdésekre fokuszalva. A harom kisérlet
bemutatasanal hasonld szerkezeti felépitést alkalmaztam: elébb ismertetem a kutatds céljat, a
kisérlet résztvevdit, majd bemutatom az alkalmazott moddszert, kisérleti elrendezést. Ezt
koveti a kisérlethez kapcsolodod tananyag, a kiilonb6zé mérdeszkdzok és kutatdsi eredmények
ismertetése. Az egyes kisérletek bemutatasat az adott kutatasi kérdések megvalaszolasaval és

rovid diszkusszidval zarom.

Az 6todik fejezetben két kisérletlinket €s azok eredményeit mutatom be. A két kisérletben az
eldhivasos tanulas egy formdjat, annak kozép- és hosszutavu hatdsat vizsgalom a
hagyomanyos oktatassal szemben matematika tanarszakos hallgatoknak sz6lo Algebra és
Szamelmélet 1. kurzus keretein beliil. Az 5.1. fejezetben ismertetem a két kisérlethez
kapcsolodo kutatasi kérdéseinket. A kisérletek részletes leirasa az 5.2. és az 5.3. fejezetekben
talalhatd. Az els6 kisérletben az el6hivasos modszer kdzéptava hatasara koncentraltunk (5.2.
fejezet). A kisérletben résztvevd didkok a félév elején irtak egy bemeneti tesztet, mellyel az
aktualis matematika tudasukat, kompetenciajukat mértiik fel. A kezelés végén, a szemeszter
tizenharmadik hetében pedig irtak egy ot feladatbol all6 dolgozatot. Megallapitottuk, hogy az
elohivasos modszerrel tanuld didkok a félévvégi dolgozaton szignifikansan jobb eredményt
értek el, mint a hagyomanyos médon tanuld tarsaik. Az el6hivési hatds kimutathatd volt a
hagyomanyos oktatassal szemben kozéptavon, komplex matematika feladatok tanulasa
esetében. Tovabbi eredményiink, hogy az el6hivasi hatds az egyéni matematikai
kompetenciatol, eldismerettdl fiiggetleniil kimutathato volt. A masodik kisérletben a mddszer
hosszutavii hatasat vizsgalom a hagyomanyos oktatassal szemben (5.3. fejezet).
Eredményeink alapjan az el6hivasos moddszerrel tanuld diakok harom hénappal a félévvégi
dolgozat megirdsa utdn szignifikansan jobb eredményt értek el az utdteszten, mint a
hagyomdnyos modon tanuld tarsaik: az el6hivéasi hatds kimutathaté volt hosszitavon,

komplex matematika feladatok tanulasa esetében a hagyoményos oktatdssal szemben.



A hatodik fejezetben ismertetem a harmadik kisérletiinket, amelyben az el6hivasos tanulas
egy formdjat vizsgadlom a kidolgozott példak mutatdsa modszerrel szemeben matematika
tanarszakos hallgatoknak szol6 Algebra és Szamelmélet 2. kurzus keretein beliil. Az
el6hivésos tanulas ¢és a kidolgozott példak tanulmanyozasa két olyan tanulasi technika, amely
egyarant hatékony tanulasi modszer lehet problémamegoldas teriiletén (Dunlosky és mitsai,
2013; Adeniji és Baker, 2023). Ugyanakkor a két modszer kiillonb6z6 kognitiv folyamatokon
alapszik. A hatodik fejezetben leirt kisérletben az el6hivasos tanulds és a kidolgozott példak
tanulmanyozasa modszer egy adott formajanak hatékonysagat hasonlitottuk 0ssze a didkok
kozéptavih €és hosszutavi tudasara Osszpontositva. A 6. fejezetben a kutatasi kérdések
ismertetését (6.1. fejezet) a kisérlet bemutatasa kdveti (6.2. fejezet). A kisérletben résztvevd
didkok tananyaghoz kapcsolddo tudasat, problémamegoldd képességét két alkalommal mértiik
a félév soran: a szemeszter hatodik hetében és tizenharmadik hetében egy-egy dolgozat
segitségével. Kisérletiinkben a két félévkozi dolgozat eredményei alapjan az eldhivasi hatas
kozéptavon nem volt kimutathatd a kidolgozott példak tanulményozasa modszerrel szemben.
Az el6hivasos modszerrel és a kidolgozott példdk modszerével tanuld didkok
problémamegoldd képessége kozott nem volt szignifikdns eltérés a két dolgozat alapjan.
Ugyanakkor hossztavon, 6t honappal a félévvégi dolgozat megirasa utan az eléhivasi hatas
kimutathaté volt a kidolgozott példak tanulmanyozasa modszerrel szemben. Megallapitottuk,
hogy az el6hivasos modszerrel tanuld didkok korabbi, a kurzus alatti eredményiikhoz
viszonyitott teljesitménye szignifikansan jobb volt az utoteszten, mint a kidolgozott példakkal
tanul6 csoporté. Emellett kKimutattuk, hogy a témakért kidolgozott példak modszerével tanuld
csoport tanuloinak tobb mint fele teljes mértékben elfelejtette a tanult matematika anyagot,
mig az el6hivasos csoportban pedig kevesebb, mint a tanulok negyede nem emlékezett az 6t

honappal kordbban tanultakra.

A hetedik fejezetben Osszegzem kutatasi eredményeinket, az egyes kisérletek korlatait és

felvetek néhany tovabbi lehetséges kutatasi iranyt a témaval kapcsolatban.

A dolgozathoz kapcsolodik egy magyar és egy angol nyelvii 6sszefoglald (8. fejezet €s 9.
fejezet), amelyekben rdoviden ismertetem a disszertdiciom témajat ¢€s a kutatasi

eredményeinket.



2. Irodalmi attekintés — az elohivasos tanulas szerepe
az egyetemi matematikaoktatasban

Ebben a fejezetben a kutatasunk témajahoz szorosan kapcsolddo szakirodalmat ismertetem. A
fejezet tobb alfejezetre tagolodik. A 2.1. fejezetben definialom az el6hivasi hatast, az
eléhivasos tanulast és bemutatom a témahoz kapcsolodo legfontosabb alapkisérleteket. Ezek
az alapkisérletek elsdsorban laboratériumi kisérletek, amelyek megalapoztdk a késobbi
eléhivasos tanulds terén végzett kisérleteket. Nem laboratoriumi koriilmények kozott, valos

iskolai helyzetekben szamos egyéb hatas befolyasolhatja az el0hivasos tanulds hatékonysagat.

A 2.2. fejezetben olyan kutatasokra fokuszalok, amelyek valds iskolai kdrnyezetben
vizsgaltak az elohivasos tanulast. Ebben a fejezetben két fontos metaanalizis eredményeire
tdmaszkodok: Dunlosky és munkatarsai (Dunlosky és mtsai, 2013), illetve Agarwal és

munkatarsainak munkéjara (Agarwal és mtsai, 2021).

Végiil a 2.3. fejezetben olyan kutatidsokat ismertetek, amelyek szorosan kapcsoldédnak az
eléhivasos tanulds matematika tanuldsban, tanitdsban val6 alkalmazhatésagdhoz. A moédszer
matematika tanulasban vald alkalmazhatosagat, hatékonysagat szamos tényezd
befolyéasolhatja. Ilyen tényezOk példaul a feladat Osszetettsége, a kovetkeztetési képesség
sziikségessége, a didkok matematikai eloképzettsége, eldzetes tudasa. A fejezet targyalasakor
ezekre a tényezOkre kiemelt figyelmet forditok. Emellett a 2.3. fejezetben attekintem a

matematika teriiletén végzett legfontosabb kutatasokat.



2.1. Az elohivasi hatas

A kognitiv idegtudomanyok fejlodésével egyre tobbet tudunk a tanulasrél, az agyunk
mukodésérol. A memoriank miikodésérdl szamos elmélet 1étezik, amelyeket a legfrissebb
kognitiv kutatasi eredmények 0jra és ujra feliilirnak, pontositanak. A ma elfogadott elméletek
szerint a memoria harom f6 funkcidja a kodolas, a tarolas és az el6hivas (McDermott és
Roediger, 2023). Kédolasnak nevezziik a memoriaba rogzités folyamatat, azt a folyamatot,
amely soran az érzékelt informaciobdl emléknyom keletkezik. Téarolas alatt ezen rogzitett
informaciok valamilyen formaban valé ,fejben tartdsat” értjilkk, az el6hivas pedig az a
folyamat, amikor a tarolt emlékeket visszakeressiik, felidézziik és bizonyos forméban

felhasznaljuk (McDermott és Roediger, 2023).

Az emlékek 1étrejottének klasszikus modellje (Kohler, 1947; Melton, 1963; Weiner, 1966) a
kodolasi stratégiakra helyezte a hangsulyt. A modell szerint a kodolas, informéaciofeldolgozas
mindsége €s mélysége hatarozza meg, hogy késébb milyen mértékben emléksziink az adott
informacioéra. Azaz a kulcs mozzanat az emlékek 1étrehozasa, az el6hivasnak csak ellendrz6
szerepe van a tanuldsban. A modell alapjan az eléhivas csak ellenérzé funkciét tolt be a
tanulasban, a tesztek, vizsgadk egyediili célja ,leellendrizni”, hogy sikeres volt-e a tanulds.
Ugy gondolom, hogy a magyarorszigi egyetemi oktatis egyik alapproblémaja, hogy az
egyetemeken leggyakrabban alkalmazott oktatdsi mddszerek erre a modellre épitenek. A
legijabb emlékezetkutatasi eredmények azt mutatjak, hogy az emlékek tobbszori el6hivasakor
az agy bizonyos teriileteinek neuronalis kapcsolataiban valtozas torténik. Feltételezhetéen ez a
valtozas jarul hozza az emlék konszolidalasédhoz, stabilizalasahoz (Zhuang és mtsai., 2021). A
kovetkezOkben olyan kisérleteket mutatok be, amelyek eredményei alapjan a klasszikus
modellt el kell vetni, mert az el6hivasnak sokkal fontosabb szerepe van a tanulasban, mint azt

korabban gondoltak.

Mind a tanarok, mind az egyetemi oktatok nap mint nap tapasztaljak, hogy a diakok a
korabban tanultak meghatarozo részét rovid idon beliil elfelejtik. Ebbinghaus kimutatta, hogy
eléhivas hianyaban a tanult informacio jelentds részét hamar elfelejtjiik, majd id6vel a felejtés
lelassul (lasd: 1. abra) (Ebbinghaus, 1913). Az 1. dbran az lathat6, hogy tanulast kovetden a
megtanult informacié hanyad részét vagyunk képesek elohivni 19 perccel, 1 oraval, 9 éraval,
2 nappal, 6 nappal €s egy honappal a tanulast kovetden, amennyiben az adott idépontig nem
hivjuk el6 a tanultakat. Lathatjuk, hogy el6hivas hidnyaban a megtanult anyag jelentds részét

rovid idon beliil elfelejtjiik: egy oraval a tanuldst kovetden a tanult tények tobb mint felére



nem emlékszlink, 2 nappal késébb pedig koriilbeliil egyharmadat tudjuk felidézni annak az

informacionak, amit korabban tanultunk.
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1. Abra Hermann Ebbinghaus felejtési gorbéje.
(Az abra Yue, 2017 cikkébdl szarmazik.)

Mi torténik akkor, ha a tanulast kovetden eldhivjuk a tanult informéciokat? Erre a kérdésre ad
valaszt Spitzer kisérlete. Spitzer 1939-ben elvégzett egy kisérletet, amely megvaltoztathatta
volna a tanulasrol alkotott klasszikus képet. Kutatasdban 3605 hatodik osztalyosnak kellett
megtanulnia tananyagrészleteket. A szoveg tanulmanyozéasa utan a nyolc csoport mindegyike
egy, két vagy harom tesztet kapott kiilonbozd i1dokozonként a kdvetkezd 63 napban. Az
eredményeket a 2. dbra szemlélteti (Roediger ¢s Karpicke, 2006). Az dbran a nyolc geometriai
alakzat a kisérletben résztvevo nyolc csoportot, azok adott idOpontban nytjtott teljesitményét
jeloli. Az egyes alakzatok tehat azt mutatjdk meg, hogy a tanuldst kovetéen kiilonbozo
késleltetésekkel végzett feleletvalasztos teszteken az adott csoporton beliil milyen volt a
helyes valaszok aranya. Példaul a fekete négyzet a mésodik csoport atlagos teljesitményét
mutatja a tanulast kovetd elsd, masodik és harmadik teszten. Ebben a csoportban az elso teszt
a tanulas napjan volt, a masodik tesztre a tanulds utan egy héttel, a harmadik tesztre pedig 63
nappal késébb keriilt sor. A folytonos vonalak az egyes csoportok ismételt tesztjeinek
eredményeit mutatjadk, a szaggatott vonal pedig a tanulast kdvetd elsO tesztek eredményeit

jelzi. Azt lathatjuk, hogy az el6hivas egyfajta gatat szab a felejtésnek: minél hamarabb



torténik az elsO tesztelés — arra ligyelve, hogy az tényleges el6hivas legyen, ne legyen tal
kozel az els6 tanulési folyamathoz — anndl hamarabb allithaté meg a felejtés. Spitzer kutatasi
eredményei azt mutatjak, hogy az elsd tesztelésen nyujtott teljesitmények kovetik az
Ebbinghaus altal leirt felejtési gorbét. Minél késobb volt az elsd teszt, a didkok annal kevésbé
tudtak el6hivni a tanult informaciot. Spitzer emellett azt talalta, hogy az elsé teszt és a
masodik teszt kozott szinte semmilyen mértékii felejtés nem volt fliggetleniil az elsé ¢€s a

masodik teszt kozott eltelt ido6tol.
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2. Abra Spitzer kisérlete, 1939.
(Az abra Roediger és Karpicke, 2006 cikkébdl szarmazik.)

Spitzer kisérleti eredményei tobbek kozott arra hivjak fel a figyelmet, hogy a tanultak
eldhivasaval a felejtés mértéke csokken. ElOhivasi hatdsnak, vagy mas néven tesztelési
hatasnak nevezziik azt a jelenséget, amikor a rovidtava vagy a hosszutdvi memoriabol torténd
felidézés megvaltoztatja, erdsiti az egyén emlékezetét az adott visszakeresett informacioval
kapcsolatban (Roediger és Butler, 2011; Rowland, 2014; Donoghue és Hattie, 2021). Az
el6hivésos, vagy mas néven teszteléses tanulas elnevezés pedig az elhivast eldidézd tanulasi

modszereket foglalja magaban (Karpicke és Grimaldi, 2012).

10.



Spitzer kutatasat kdvetéen egészen az 1990-es évek veégéig, 2000-es évek elejéig nem tortént
Iényegi eldrelépés ebben a témakorben. Az elsé mérfoldkdvet Roediger és Karpicke 2006-0s
kutatdsa jelentette. Az elOhivasos tanulas témaban az egyik legismertebb alapkisérlet
Roediger és Karpicke (Roediger és Karpicke, 2006) kisérlete. Roediger és Karpicke
laboratoriumi koriilmények kozott vizsgalta a tobbszori olvasas és tobbszori tesztelés hatasat
szovegtanulas esetén. A kisérlet alanyai egyetemista hallgatok voltak. A résztvevok elsé
feladata egy 250 szavas szoveg elolvasasa és tartalmanak memorizaldsa volt. Ezutan a
hallgatokat két csoportra osztottak: az egyik csoport tagjainak haromszor tjra kellett olvasnia
a szoveget, mig a masik csoport tagjait az ujraolvasas helyett haromszor tesztelték. Tesztelés
alatt itt azt értjiik, hogy a csoport tagjainak a szoveggel kapcsolatban egy feladatsort kellett
kitolteniiik, tehat fel kellett idézniiik a szoveg tartalmat. Azaz ennek a csoportnak harom
alkalommal eld kellett hivnia a tanultakat. Ezek utdn a két csoport tanulasi eredményességét
vizsgaltak: 6t perccel az utols6 tanulési fazis utan, valamint egy héttel késobb is felmérték a
szoveggel kapcsolatos tudasukat. Az elso tesztelésnél (6t perc elteltével) nem meglepé modon
az elso, azaz a szoveget ujraolvasé csoport jobban teljesitett. Viszont késobb fordult a helyzet.
A masodik tesztelés alkalméval, egy héttel az utols6 tanulasi fazist kovetden az el6hivasos

csoport lényegesen jobban teljesitett, mint az Gjraolvasds csoport (lasd: 1. tdblazat).

1. Tablazat
Roediger és Karpicke, 20006 kisérletének eredménye. (A tablazat Roediger és Karpicke, 2006

alapjan késziilt.)

Négyszer olvas Egyszer olvas, Haromszor tesztelik
5 perc mulva 83% 71%
1 hét mulva 40% 61%

A fent emlitett kisérlet azt mutatja, hogy a hosszitava tudés kialakitdsaban kulcsszerepet
jatszik az el6hivas. A tananyag tobbszori el6hivasaval hosszabb tavl tudasra tesziink szert,
mint annak tobbszori Gjraolvasasaval. Mégis, amikor a kisérleti alanyokat megkérdezték arrol,
hogy mit gondolnak, késobb, egy héttel a tanulds utan mennyire fognak emlékezni az olvasott
informaciokra, pont a valosaggal ellentétes valaszok érkeztek. Az Ujraolvasos technikaval
tanuld résztvevok nagy magabiztossagot mutattak: azt gondoltdk, hogy egy héttel késobb is
jol fognak emlékezni a szovegre. A tesztelds csoport résztvevoi pedig rosszabbra josoltak

sajat jovobeli teljesitményiiket, mint az jraolvasds csoport.
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Az Ujraolvasas olyan tanulési stratégia, amelyet a didkok gyakran alkalmaznak, talan pont
azért, mert rovidtavon hasznos tanulasi technika (Rawson ¢és Kintsch, 2005). Egy tanulasi
modszer rovidtavu sikeressége viszont nem jelenti annak hosszatava eredményességét (Bjork,
1994, 1999). Az adott pillanatban stabilnak latszé eldhivas — amelyet példaul az Gjraolvasas
eredményez rogton a tanulas utan — kdnnyen megtévesztheti mind a tanuldt, mind a tanart.
Minél konnyebben, stabilabban tudunk el6hivni adott pillanatban egy adott informaciot, annal
inkabb feltételezziik, hogy azt majd a jovében is jol fogjuk tudni. Ezt nevezi az angol
szakirodalom ,,foresight bias” -nek (Koriat és Bjork, 2005). Azonban ahogyan azt lattuk
Roediger ¢és Karpicke kisérletében is, az adott pillanatban konnyti, stabil el6hivas nem jelenti
azt, hogy a tanult anyagra hosszitavon is jol fogunk emlékezni. Altaldban azokat az
informaciokat, amiket nehezen, de el6 tudunk hivni, azokat tudjuk késobb is el6hivni, amiket
pedig nagyon konnyen, fluensen a révidtavi memoriankbol nyeriink ki, azok az informaciok

pedig nem maradnak meg hosszitavon (Bjork, 1994, 1999).

Rodegier és Karpicke kisérletéhez hasonld kisérletet végzett el Smith és Karpicke. Smith és
Karpicke (2013) négy kisérletet atdleld kutatasukban azt vizsgaltdk, hogy vajon fligg-e az
eléhivasos tanulds hatékonysaga az el6hivas, a tesztek modjatol. Kisérletiikben hasonldan
Roediger és Karpicke (2006) kisérletéhez a résztvevoknek kezdetben egy szoveget kellett
elolvasniuk. Az egyszeri olvasast kovetden volt olyan csoport, amelyik Ujraolvashatta a
szOveget, Oket tekinthetjiik a ,hagyomanyos” moédon tanuld csoportnak. A tobbi harom
csoportot pedig harom kiilonb6z6 modon tesztelték a szoveggel kapcsolatban. Az elsé csoport
feleletvalasztos kérdéseket kapott, a masodik rovid kifejtds kérdéseket, a harmadik csoportot
pedig vegyesen teszteltek rovid kifejtds és feleletvalasztos kérdésekkel. A négy kisérletben
azt vizsgaltak, hogy vajon melyik mddszer a leghatékonyabb amennyiben a cél az, hogy a
résztvevok egy héttel a tanulds utan minél tobb informdacidéra emlékezzenek a szoveggel
kapcsolatban. A tanulasi folyamat utan egy héttel mindegyik csoport tudasat tesztelték kétféle
kérdést alkalmazva. Az utdteszt tartalmazott olyan kérdéseket, amikre a valaszt a szovegben
egy-az-egyben, sz6 szerint meg lehetett talalni és olyan kérdéseket is, ahol a résztvevoknek a
szovegben olvasottak alapjan kovetkeztetéseket kellett levonniuk. Eredményeik egyértelmiien
azt mutatjak, hogy az eléhivasos tanulas hatékonyabb az Ujraolvasasnal egy héttel a tanuldst
kovetden: minden tesztelés csoport jobban szerepelt az ujraolvasds csoporthoz képest. A
tesztelés modjaban 1ényeges kiilonbséget nem talaltak, mindegyik tesztelds csoport hasonléan
jol teljesitett az utoteszten. Tovabbi lényeges eredménylik, hogy az el6hivasos csoportok nem

csak az egyszer(, sz0 szerinti tudast mérd, hanem a kovetkeztetéseket igényld tesztkérdéseken
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is jobban teljesitettek. Az el0hivas nem csak a tanultak felidézését, hanem azok alkalmazasat

is hatékonyabba tette.

A 2000-es évek eleje ota szamos tanulmany kimutatta, hogy a tanulandé anyag memoriabol
valo el6hivasa a felejtés ellen hat: az el6hivasos tanuldssal megszerzett tudas ellendllobb mas
tananyag zavard hatasaval szemben ¢s maradandobb tudashoz vezet (Kliegl és Bauml, 2016;
Racsmany ¢és Keresztes, 2015; Szpunar, McDermott, és Roediger, 2008). Emellett segiti a
tanulasi folyamatot: az elOhivasos tanuldssal a tudas strukturaltabba valik, fokozza a
tudastranszfert, a tudas 0j kontextusba valo atvitelét, és gyorsabb hozzaférést eredményez a
tanult informacidokhoz (Jacoby, Wahlheim, és Coane, 2010; Racsmany, Sz6ll6si, és Bencze,

2018; Zaromb ¢és Roediger, 2010; Chan és mtsai, 2018).

A tesztelésnek kozvetlen és kozvetett hatdsai is lehetnek a tanuldsra (Karpicke, 2017). Az
eldhivas kozvetlen hatdsai akkor jelentkeznek, amikor a didkok tanulnak egy bizonyos
anyagrészt, majd azt megprébaljak el6hivni anélkiil, hogy Ujratanulndk a tananyagot és az
eléhivas eredményességérdl barmiféle kiilsd visszajelzést kapnanak. Az eldhivas tanulasra
gyakorolt kdzvetlen hatdsan tehat az ujratanulas és visszajelzés nélkiili el6hivasos tanulasbol
szarmazo6 tanuldsi eldnyt értjiik, amikor a memoriabol vald elShivas javitja a késobbi
emlékezetet (Karpicke, 2017). Erdekes eredmény, hogy az informacié emlékezetbél vald
eléhivasara tett kisérletek javithatjdk a késobbi tudast még akkor is, amikor az el6hivas
sikertelen, vagy esetleg nincs visszajelzés az eldhivas sikerességével kapcsolatban (Grimaldi
¢s Karpicke, 2012; Arnold és McDermott, 2013; Izawa, 1966; Wissman és Rawson, 2018). A
tesztelésnek kozvetett hatasai is lehetnek a tanuldsra. Egy teszt irasa befolyasolhatja magat a
tanulasi folyamatot, a tanulas szervezését. Amikor a didkok tesztet irnak vagy sajat magukat
tesztelik, a teszt eredménye egyfajta visszajelzést ad arrdl, hogy a diakok mit tudnak és mit
nem. Ez az informdacié irdnyithatja a jovobeli tanulasukat. Hasonloképpen, a tesztek
eredményei hasznos informaciot nyujthatnak a tandrnak is. Az eredmények ismeretében a
tanar csoportra, vagy akar egyénre szabottan tervezheti a tanitasi folyamatot (Black és
Wiliam, 2009). A tesztek a tanulok motivaciojat is befolyasolhatjadk. A kozelgd tesztek
ismerete gyakran arra készteti a tanuldkat, hogy nagyobb erdfeszitést tegyenek a tanulés
iranyaba (Karpicke, 2017). Ezeket a hatdsokat mind a tesztelés kozvetett hatdsai kozé

soroljuk.

Arra, hogy az el6hivdas miként fokozhatja az emlékek megdrzését, még mindig nincs

egyhangl magyardzat (Racsmany és mtsai, 2018). Racsmany ¢és munkatarsai arra lettek
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figyelmesek, hogy az el6hivason alapulod tanulas hasonld a készségtanulashoz. Mindkét
tanulés esetén jellemzo a figyelmi folyamatok csokkend bevonddasa, a gyorsabb feldolgozas,
a mas tananyag zavard hatasaival szembeni ellendllas és az alacsonyabb felejtési arany.
Elméletiik szerint az elohivassal a tanultak ,,automatizalodnak”. Elméletiik tesztelésére egy
idegen szO tanuldsos kornyezetben Racsmény és munkatdrsai az elohivas sikeressége
(teljesitmény) mellett azt vizsgaltdk, hogy a teszteléssel tanuld kisérleti alanyok milyen
gyorsan tudjak el6hivni a tanult informdciét az Gjratanulds (Gjraolvasds) csoporttal szemben.
A kisérlet eredményei megerdsitették azt az elképzelést, miszerint az eléhivassal a tanultak

automatizalddasa a tesztelési hatas egy magyarazé 0sszetevaje.

A jelenség neuropszichologiai hatterét vizsgalta Keresztes, Kaiser, Kovacs és Racsmany
funkcionalis magneses rezonanciavizsgalat (fMRI) segitségével (Keresztes, Kaiser, Kovacs és
Racsméany 2014). Elsé 1épésként lokalizaltdk azt a halézatot, amely azért felelds, hogy
kontrolaltan, a figyelmet fokuszalva megtartson bizonyos informaciokat. Ezek utan azt
vizsgaltak, hogy hogyan valtozik a kiilonbozé gyakorlasi stratégidk hatasara ennek az agyi
halézatnak az aktivitdsa a gyakorlast kovetéen 30 perccel €s egy héttel. Kisérletiikben német
diakoknak tanitottak paros asszociacids technikaval szuah¢li szavakat, 6sszesen 60 szopart. A
60 szopar bemutatasat kovetden a résztvevok hat tanulasi cikluson keresztiil tanultak meg a 60
szopart; minden ciklus tartalmazott:

- egy ismétld tesztet, ahol a szoparok felét (30 szuahéli szd6 német megfeleldjét)

kikérdezték,

- egy Ujratanulési blokkot, ahol a szoparok masik felét Gjraolvashattak €s

- egy ,visszajelz0” blokkot, ahol a résztvevok Ujra lathattak a 60 szopart.
Az, hogy mely 30 szopart tanultdk teszteléssel, melyet pedig ujratanuldssal, az
résztvevOnkként valtozott. Ezek a visszacsatolasi blokkok a tesztelés hatdsdnak fokozaséara
szolgaltak (Roediger és Butler 2011). Minden tanulasi ciklusban az ujratesztelési és az
Ujratanulasi blokkok sorrendje véletlenszerli volt, és minden ciklus egy visszajelzd blokkal
zarult. A tanulasi fazist kdvetden a résztvevoket két csoportra bontottdk. Az elsé csoportot a
tanuldsi fazis utdn Ot perccel tesztelték és a tesztet kovetden, fél oraval a tanulds utdn
vizsgaltak az alanyok agyi aktivitasat. A masik csoportot egy héttel a tanuldsi fazist kdvetden
tesztelték €s vizsgaltdk meg az agyi aktivitasukat a teszt megirdsa utan. Rovidtavon az
yjratanulas segitségével elsajatitott informaciok sokkal nagyobb aktivitast produkaltak a
meghatarozott agyi teriileten, azonban ez az aktivitds lényegesen csokkent egy héttel a

tanulast kovetden (ezzel parhuzamosan a felidézési teljesitmény is csokkent). Az el6hivassal
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tanult szavak esetében kozvetleniil a tanulds utdn ugyan kisebb aktivitast regisztraltak, viszont
ez az aktivitas egy hét mulva sem csokkent €s ugyanaz a halozat volt aktiv 30 perccel késébb
¢és egy héttel késdbb is. Amennyiben egy feladatot eldszor hajtunk végre, akkor egy nagy,
kiterjedt agyi haldzat aktivitasat lehet latni. A feladat begyakorldsaval, automatizalédasaval
egyre kisebb lesz az aktivaloédott halozat (Cole és Schneider, 2007). Keresztes ¢s munkatarsai
kisérleti eredményeik alapjan azt feltételezik, hogy a teszteléssel egyfajta automatizaldédas
torténik idegrendszeri szinten. Ezt a feltételezést erdsiti meg Pajkossy és munkatarsainak egy
hasonl6 kisérlete, amelyben a résztvevok pupillavaltozasat vizsgaltak kiilonbozé gyakorlasi
stratégiak mellett: Gjratanuldsnal és tesztelésnél (Pajkossy és mtsai, 2019). A pupillareakcio,
pupillavaltozas (tagulds, sziikiilés) szintén erds mutatdja annak, ha egy feladatot
készségszeriien oldunk meg. Kimutattak, hogy mind 6t perccel, mind egy héttel a gyakorlast
kovetden azokndl a szavakndl, amit a résztvevok Ujratanuldssal tanultak meg, azt nehezebben,
nagyobb erdéfeszités ardn tudtdk az alanyok felidézni (pupillatdgulds), mig a teszteléssel

tanultakat kisebb pupillavaltozas kisérte.
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2.2. Elohivasos tanulas valods iskolai kornyezetben

Az el6hivasos tanuladssal kapcsolatos kisérletek legnagyobb részét laboratoriumi koriilmények
kozott végezték elsésorban verbalis anyagoknal: szovegtanulasos kornyezetben, idegen
szavak tanulasanal (Butler és mtsai, 2007; Lyle és mtsai, 2020). Valos iskolai kdrnyezetben
kevesebb tanulmany vizsgalta az el6hivasi hatdson alapuld tanulést.

Dunlosky és munkatarsai valds iskolai koriilmények kozott végztek Kkisérleteket, az
iskolakban leggyakrabban alkalmazott tanulasi modszereket hasonlitottak Ossze 2013-as
metaanalizisiikben (Dunlosky és mtsai, 2013). Tébb mint ezer tanulmanyt dolgoztak fel,
melyben a kovetkez tiz tanuldsi formdt elemezték: kidolgozos-kikérdezés modszer,
onkifejtds, 0OsszegzO, kiemelds ¢és aldhtizds, kulcsszomemorizald, képzeleti stratégia
szovegfeldolgozasndl, Ujraolvasas, tesztelés, szétosztott gyakorlds, kozbeiktatott tanulas-
gyakorlas. Azt vizsgaltak, hogy ezek koziil melyik az a tanulasi forma, amely hosszatavu,
stabil, mas kontextusban is alkalmazhaté tudast eredményez. Metaanalizisikk minden

korosztalyt lefedett az 6vodas kortol az idésebb korosztalyig:

- oOvodas és iskolaelokészitds gyerekek (Fritz és mtsai, 2007);

- alsé tagozatos altalanos iskolas tanulok (Metcalfe és Kornell, 2007; Metcalfe és
Kornell, 2009; Rohrer, Taylor, és Sholar, 2010; Bouwmeester és Verkoeijen, 2011);

- fels6 tagozatos altalanos iskolas tanulok (Carpenter 2009; Fritz és mtsai, 2007,
McDaniel és mtsai, 2007; Metcalfe és Kornell, 2007);

- gimnazistak (Metcalfe és Kornell 2007; Carpenter, 2009; Fritz és mtsai, 2007,
McDaniel és mtsai, 2013; Dirkx és mtsai, 2014);

- egyetemistak (Kromann ¢és mtsai, 2009; Butler, 2010; Little és mtsai, 2011,
Schmidmaier és mtsai, 2011), és a

- kozépkoru és annal idésebb korosztaly is reprezentalva volt (Bishara és Jacoby, 2008;
Logan ¢és Balota, 2008; Sumowski és mtsai, 2010; Tse és mtsai, 2010; Maddox és
mtsai, 2011).

Elemzésiik alapjan az el0hivasos tanulas az egyik leghatékonyabb tanulési forma: fliggetlentil
a tanulo életkoratol, felkésziiltségi szintjétdl, tananyagtol, kontextustdl megmutatkozott a
tesztelés pozitiv hatasa. Agarwall és munkatdrsai 6tven, korosztalyban véltozatos — altalanos
iskolas kort diakoktol egyetemista hallgatokon keresztiil minden korosztaly képviselve volt a
tanulmanyban — kisérletet feloleld metaanalizise szintén abba az irdnyba mutat, hogy az

eléhivasi hatason alapuld tanulds hatékonyabb a tradicionalis oktatdsi formaknal (Agarwal és
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mtsai, 2021). Fontos azonban megjegyezni, hogy metaanalizisiikben csak két kisérlet
kapcsolodott matematika tananyaghoz. Ezek az eredmények azt mutatjak, hogy az el6hivasos
tanulds nem csak laboratoriumi koriilmények kozott mutatkozik hatékony tanuldsi formanak,

hanem érdemes lehet beépiteni a kbzoktatasba és az egyetemi oktatasba is.
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2.3. Elohivasi hatas és matematikatanulas

Valds matematikaoktatasi kornyezetben, kiilondsen a felsdfokti matematika tanuldsaban
kevéssé vizsgalt kutatasi téma az el6hivasos tanulas. A nemzetk6zi szakirodalom nem eléggé
kiterjedt, tovabbi alkalmazott kutatdsra van sziikség a tesztelés matematikaoktatasba valod
beemelésével kapcsolatban (Agarwal és mtsai, 2021). Mivel tobb tényezd is befolyasolhatja a
modszer hatékonysagat, példaul a kontextus, a téma ¢és az anyag komplexitasa, absztraktsagi
foka, a tanul6 el6zetes tudasa, jogosan meriil fel a kérdés, hogy a tesztelés hatékony eszk6z-e
az egyetemi szintli matematika tanuldsaban. Vannak olyan kisérletek, ahol a tesztelési hatas

bizonyitasa vagy nem sikeriilt, vagy ellentmondésos eredményeket hozott.

Nem egyértelmli, hogy a hatds egyéni kiilonbségektdl fiiggetleniil kimutathat6-e. Az
egyetemre a hallgatok altalaban kiilonb6z6 matematikai eloképzettséggel érkeznek, ezért ez
egy fontos kérdés a modszer matematika kurzusokba vald beépitésénél. Orr €s Foster (2013)
egy olyan biologia kurzus keretében végezték vizsgalatukat, amelyben a hallgatok minden
orén szabadon donthettek arrol, hogy részt kivannak-e venni egy, a tananyaghoz kapcsolodo
tudast méro tesztben. Mindamellett, hogy azok, akik szisztematikusan részt vettek a teszteken
jobban teljesitettek a zarovizsgan, mint azok, akik nem, megallapitottak, hogy mind az atlag
feletti, az atlagos és az atlag alatti képességekkel rendelkezd hallgatokndl megfigyelhetd volt
a hatds. Carpenter és munkatirsainak (Carpenter és mtsai, 2015) szintén egy biologiai
kurzuson végzett kisérletében csak az atlag feletti készségekkel rendelkezd hallgatoknal volt
hatékony az elOhivasi hatdson alapuld tanulds, €s az atlagos, atlag alatti képességekkel
rendelkezdk esetében nem volt kimutathatd a hatas. Ezzel gyokeresen ellenkezden Brewer és
Unsworth (Brewer és Unsworth, 2012) kisérletében az alacsonyabb altalanos fluid
intelligenciaval rendelkezd tanuldk tobbet profitaltak az eldhivasos tanuldsbol, mint a
magasabb altalanos fluid intelligenciaval rendelkezOk, az el6hivasi hatast egyaltalan nem
lehetett megfigyelni a legmagasabb fluid intelligenciaju tanulok esetében. Altalanos fluid
intelligencia alatt az Gjszerli problémak megoldasanak képességét értjikk, olyan alapvetd
kovetkeztetési folyamatokat €s egyéb mentalis tevékenységeket foglal magaban, amelyek

csak minimalisan fiiggenek az eldzetes tanulastol.

A szakirodalom alapjan nem egyértelmii, hogy az el6hivasi hatas kimutathato-e komplex
feladatok, témakorok esetén. Gog és Sweller (Gog és Sweller, 2015) amellett érvelnek, hogy
az el6hivasi hatason alapuld tanulds nem hatékony tanulasi modszer komplex anyagok

tanuldsa esetében. Szerintiik a tesztelési hatds csokken vagy eltlinikk a tananyag
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komplexitasanak novekedésével. Komplex anyag alatt azt értik, hogy "magas az elemek kozti
interakcio, a komplex anyag kiilonbozé informdcios elemeket tartalmaz, amelyek
kapcsolatban allnak egymassal, és ezert egyszerre kell feldolgozni 6ket a munkamemoriaban”
(Gog és Sweller, 2015, 248. 0.). Hasonloképpen, Leahy és munkatarsai (2015) arra a
kovetkeztetésre jutottak hogy "A tesztelési hatas nem biztos, hogy magas elemszamu
interaktivitasu anyagok esetében kimutathato” (Gog és Sweller, 2015, 11.0)". Van Gog és
Kester (2012) természettudomanyok teriiletén végzett kutatdsai is ebbe az irdnyba mutatnak.
Masrészt szamos kutatas 1étezik, ahol a tesztelési hatas kimutathaté volt komplex anyagok
tanulasa alkalmaval is, példaul McDaniel és munkatarsai (2009), Chan, (2010), Butler (2010),
¢s Karpicke és Aue (2015) kisérleteiben. Rawson szerint tobb empirikus és elméleti munkara
van sziikség a komplex anyagok el6hivasos modon torténd tanulasaval kapcsolatban (Rawson,
2015). Ahhoz, hogy az oktatasba megfelelé modon emeljiik be a tesztelést, mint tanulasi
format, és hogy kideritsiik mikor és miért nem mutathato ki a tesztelési hatas, tobb kutatdsra

van sziikség.

Végiil, de nem utols6 sorban felmeriil a kérdés, hogy vajon kimutathat6-e az eldhivasi hatas
deduktiv kovetkeztetéseket igényl6 feladatok esetén. Tran és munkatarsainak (Tran, Rohrer és
Pashler 2015) munkaja alapjan az olyan feladatoknal, ahol deduktiv kdvetkeztetésre van
sziikség, a tesztelési hatas eltlinik szovegtanulasos kornyezetben. Ezzel szemben egy Tran-
¢kéhoz hasonlo kisérletben a deduktiv kovetkeztetést igényld feladatok esetén is kimutathatd
volt a tesztelési hatds (Eglington és Kang, 2018). Hasonléan Smith és Karpicke (Smith ¢és
Karpicke, 2013) szovegtanulasos kornyezetben azt mutattak ki, hogy az el6hivasos tanulas a
szovegben szerepld Osszefliggések észrevételét igényld feladatok esetén is hatdsosabb, mint az
ujraolvasds. Eglington és Kang 2018-as kisérletiikkben arra hivjak fel a figyelmet, hogy a
gyakorlas, tesztelés formdja dontd fontossdgu: a tesztelési hatds kimutathatdo deduktiv
kovetkeztetést igényld feladatok esetén is amennyiben a tesztelés megfeleld6 modon torténik
(Eglington ¢és Kang, 2018). Kisérletiikben a résztvevok négy kiilonboz6, hét-kilenc
Osszefiiggd mondatbdl all6 szoveget tanulméanyoztak: kettdt eldhivassal, a masik két szoveget
pedig Ujraolvasassal. Két nappal késébb tesztelték Oket. Abban az esetben, amikor a
mondatokat egyenként mutattdk be a gyakorlas soran, mint Tran és munkatarsai, a tesztelési
hatds nem volt kimutathato a kovetkeztetd gondolkodast igénylé teszten. Amikor a
tanulds/gyakorlas soran a mondatokat egyidejlileg mutattak be, az el6hivas gyakorlasa jobban
segitette a késdbbi deduktiv kdvetkeztetést, mint az jraolvasas. Eredményeik azt mutatjak,

hogy megfelel formaban az el6hivas javithatja a deduktiv kovetkeztetést.
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A matematika feladatok megoldasahoz fejlett deduktiv és algoritmikus gondolkodasi képesség
¢s problémamegoldd képesség sziikséges, maguk a feladatok pedig sokszor Osszetettek,
egyszerre tobb elemet, koztik 1évé kapcsolatot Kell vizsgalni, kivalasztani a megfeleld
megoldasi Utvonalat. A matematika feladatok megoldasanal Iépten-nyomon alkalmazunk
kovetkeztetéses gondolkodast: ismert informaciokbol kovetkeztetiink tovabbi informaciora,
megoldasi stratégiara, nem beszélve az érvelési, bizonyitasi folyamatokrol, amiknek alapvetd
eleme a logikus kovetkeztetés. Feladatmegoldas sordan a deduktiv gondolkodas mellett fontos
szerepet jatszik az algoritmikus gondolkodas. Ki kell valasztani az alkalmazand6 moédszert,
eljarast a sokféle eljaras koziil. Ezek utan meg kell vizsgalni, hogy amennyiben az adott
modszert alkalmazzuk, akkor milyen ujabb informacidhoz juthatunk, kell-e adott esetben
alakitani, modositani a valasztott modszeren. A matematika feladatok megoldasanal sziikség
van egyfajta logikus, szervezett gondolkoddsmodra, a feladatot a rendelkezésre allo eszkdzok
segitségével (rendezett) 1épések sorozatara le kell tudni bontani és az adott 1épéseket

végrehajtani (Lockwood és mtsai, 2016).

Felmeriil a kérdés, hogy vajon matematikatanulas esetében érdemes-e alkalmazni az el6hivasi
hatason alapul6 tanuldst és amennyiben igen, milyen formaban. Habéar a matematika teriiletén
csak néhany tanulmany vizsgalta osztalytermi kornyezetben a tesztelési hatast, a legujabb
tanulmanyok azt sugalljak, hogy az el6hivasos tanulds megfeleld formdja hatékony modja
lehet a matematika tanulasnak (Fazio, 2019; Lyle és Crawford, 2011; Lyle és mtsai, 2016,
2020; Szeibert és mtsai, 2022).

Egy korédbbi esettanulményunkban azt vizsgaltuk, hogy az el6hivasi hatdson alapuld tanulas,
mint egyfajta formativ értékelési rendszer hogyan épitheté be a kozépiskolai matematika
orékba és milyen a mddszer kdzéptavl hatasa (Szeibert és mtsai, 2022). A kisérlet résztvevoi
kilencedik osztalyos tanulok voltak. A kisérleti csoportot (N=9) egy szakgimnazium 9.
osztalyos tanuloi alkottadk. Ebbe a szakgimndziumba sok hétrdnyos helyzetli tanulo jart. A
kisérleti csoport minden ora végén irt egy rovid, 6t perces dolgozatot az adott oOrai
tananyaggal kapcsolatban. Minden ora végi teszt egy elméleti kérdést (definicid, fogalom,
tétel) és egy gyakorlati feladatot tartalmazott, amikre a didkok 0, 1 vagy 2 pontot kaphattak. A
kijavitott teszteket a didkok a kovetkezd oOran visszakaptak. Ezek a kis tesztek egyrészt a
folyamatos el6hivast szolgaltdk, masrészt a kisérleti csoport tanara figyelemmel kisérhette a
didkok aktualis teljesitményét. Az o6ra végi teszt, mint egyfajta formativ értékelés keriilt
bevezetésre. Az ora végi tesztek hatasat két kontrollcsoport segitségével vizsgaltuk. A

kontrollcsoportok egyike a kisérleti csoport szakgimnaziumanak egy masik, hasonld
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képességii csoportja volt (N=23), a masik kontrollcsoportot pedig egy elit gimnazium két
osztalya képezte (N=34). Az elit gimnazium a kisérlet évében Magyarorszagon a 14. helyen
szerepelt a kozépiskolai rangsorban, a budapesti gimnaziumok kozott az 6todik helyen
szerepelt, mig a szakgimnazium Magyarorszag 506., Budapest 125. koézépiskolajaként
szerepelt az érettségi vizsgak ¢és kompetenciamérések alapjan. A nyolcadik osztalyos felvételi
vizsgan szerzett pontszamok alapjan a kisérleti csoport pontszama volt a legalacsonyabb az
Osszes vizsgalt csoport koziil. Mindegyik csoport ugyanazt a geometria anyagrészt sajatitotta
el, a témazar6 dolgozatok hasonléak voltak. A szakgimnaziumi kisérleti csoport és a
gimnaziumi kontrollcsoportok témazaroja teljesen megegyezett. A témazar6 6t feladatbol allt,
az elsé feladat elméleti kérdéseket tartalmazott, a tobbi négy feladatmegoldas volt. A
kvantitativ eredményeket a 3. dbra szemlélteti. Az abran az egyes oszlopok az egyes
csoportok (szakgimnaziumi kontrollcsoport, gimnaziumi kontrollcsoport, kisérleti csoport)

feladatonkénti teljesitményét és atlagos Osszteljesitményét jelolik.
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3. abra Témazadro dolgozat eredmények sszehasonlitasa.
(Az abra Szeibert Janka doktori értekezésébol (Szeibert, 2023) szarmazik.)
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Osszehasonlitottuk az egyes csoportok témazard dolgozatainak Osszpontszamat, majd az
Osszehasonlitast elvégeztilk feladatonként is egytényezds varianciaanalizissel (ANOVA)
fiiggetlen mintdkra, Sidak paronkénti Osszehasonlitassal. Az Gsszehasonlitds nem mutatott
szignifikans kiilonbséget a kisérleti csoportban elért pontszdmok és az elit gimnazium
tanuldinak pontszamai kozott, a kisérleti csoport és a gimnaziumi kontrollcsoport pontszamai
statisztikailag megegyeztek és mindketté csoport szignifikansan jobban szerepelt, mint a
szakgimnaziumi kontrollcsoport. A kvantitativ elemzés mellett kvalitativ elemzést is

végeztiink, amelynek eredményei megerdsitették a kvantitativ vizsgalat eredményeit.

Az el6hivasi hatést vizsgalta Lyle és Crawford (2011) egy pszicholdogusoknak sz616 statisztika
kurzuson. A hallgatoknak minden eldadéas végén egy kis kérdéssorozatra kellett valaszolniuk,
hogy az aznap tanult informdaciokat felidézzék. Ez a modszer szignifikdnsan és jelentdsen

novelte a vizsgaedményeket.

Lyle és munkatdrsai (2020) szintén valds oktatdsi kornyezetben vizsgaltdk az el6hivasos
tanulast. Egy mérndkhallgatoknak sz6l6 bevezetd kalkulus kurzusban vizsgaltak a kiilonb6z6
mennyiségil és kiillonbdz6 id6kozonként eloszlatott eléhivasi gyakorlatok kozéptavua, valamint
hosszatavu tudasra gyakorolt hatasat az el6hivasi gyakorlatok mennyiségének (alaphelyzet
vagy megnovelt) és a gyakorlatok kozott eltelt id6 (alaphelyzet vagy megndvelt) fliggetlen
manipulalasaval. Kisérletiikben tehat négy kiilonbozd tanuldsi mdodot hasonlitottak Ossze: az
egyik csoport hagyomanyos modon tanulta a bevezetd kalkulust (alapszintli gyakorlas és
1d6koz). Ehhez az alapszinthez képest az egyik feltételben megnoveltek a gyakorlés
tavolsagat, de a mennyiségét nem valtoztattdk. Egy masik feltételben a két gyakorlas kozti
tavolsagot nem valtoztattak, a gyakorlas mennyiségét viszont megnovelték. Egy harmadik
feltételben pedig mind a gyakorlés tavolsagat, mind a gyakorlds mennyiségét megndvelték az
alapszinthez képest. Az eldhivasi gyakorlatok kvizkérdések megvalaszolasat jelentették. A
hallgatok tudasat két oktatasi szempontbdl relevans iddpontban mérték: a szemeszteren beliil,
a bevezetd kalkulus kurzus végén és négy héttel késébb, a kovetkezd félév kezdetén. A
feélévvégi teszteredményeket szignifikdnsan ndvelte a tobb eldhivasi gyakorlat és a gyakorlas
idében vald elosztdsa, bar a vizsgalati eredmények arra utalnak, hogy a gyakorlés
mennyiségének hatdsa kevésbé volt erds, mint az eloszlatasé. Négy héttel a kurzust kdvetden
a ,,hosszutavu tudast” kizardlag az eléhivasi gyakorlatok idében valo eloszlatasa befolyasolta:
az utdteszten szignifikdnsan jobban szerepeltek azok a hallgatok, akiknél az el6hivasi
gyakorlatok id6ben eloszlatva voltak, mint akiknél tombdsitve. Az eldhivasi gyakorlatok

szamanak ndvelése nem eredményezett jobb hosszatava tudast. Hopkins és munkatarsai egy,
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az ¢l6z6hoz hasonld kutatasukban a kozéptavu és a hosszatava tudast kevésbé kozvetleniil
mérték. Ebben a tanulmanyban a kutatok lényegében ugyanarra a kovetkeztetésre jutottak,

mint a fent emlitett kisérletben.

May tanulmanya (May, 2021) az idében eloszlatott el6hivasos tanulast vizsgalta egy
masodéves matematikatandroknak szo6lé matematika kurzuson. A kurzus témdja analitikus
geometria, fliggvények, polinomosztas, gyoktényezd kiemelhetdsége, euklideszi geometria és
matrixok voltak. Megallapitotta, hogy a beavatkozas javitotta a tudast azokban a tudas- és
érvelési kategdridkban, amelyek viszonylag hasonloak voltak az 6ran bemutatottakhoz.
Azoknal a feladatoknal, ahol az oraihoz hasonlo érvelést lehetett alkalmazni, vagy amelyek
jol megalapozott proceduralis tudast igényeltek, ott kimutathato volt a teszthatas. Azokban a
kategoridkban, ahol a fogalmi és procedurdlis tudas rugalmas és kreativ felhasznaldsara volt
sziikség, a tanulok teljesitménye kevésbé volt kiemelkedd. Ez azt mutatja, hogy a kisérletben
alkalmazott eléhivas hatékony volt a kozeli transzfer segitésében, viszont a tavoli transzfer

esetében kevésbé volt hatékony.

Yeo ¢és Fazio (2019) kutatdsukban matematikai problémamegoldas (Poisson-eloszlas)
témakorében vizsgaltdk az eldhivas gyakorldsdnak hatékonysagat a kidolgozott példak
tanulmanyozéasaval szemben. Az el6hivasi hatdson alapuld tanulds és a kidolgozott példak
tanulmanyozasa két olyan tanulasi technika, amely egyarant hatékony tanuldsi modszer lehet
problémamegoldas teriiletén (Dunlosky és mtsai, 2013; Adeniji és Baker, 2023). Ugyanakkor
a két modszer kiilonb6zo kognitiv folyamatokon alapszik. Egyes kutatdk azt talaltdk, hogy a
matematikai €s a természettudomanyos problémamegoldéds esetében az eldhivasos modon
torténd feladatmegoldas helyett a kidolgozott példak hasznalata célszeriibb (Atkinson és
mtsai, 2000; Renkl, 2014; Gog és Rummel, 2010; Gog és mtsai, 2015). A kidolgozott példak
alatt ,,egy feladat elvégzésének vagy egy probléma megoldasdanak lépésrdl lépésre torténd
bemutatasat” értjiik (Clark, Nguyen, ¢és Sweller, 2006, 190. o.). A problémamegoldés
szempontjaboél a gondosan kivalasztott kidolgozott példak tanulméanyozésa gyakran
hatékonyabb tanuldsi mod lehet, mint a tovabbi problémdk megolddsa. Ezt az ,.elényt”
gyakran nevezik kidolgozott példa hatasnak (angolul: worked example effect). A kidolgozott
példak hasznalatdnak hatékonysagat altalaban a kognitiv terhelés elméletével magyarazzak.
Segit csokkenteni a kognitiv terhelést, mas szdval felszabaditja a munkamemoria eréforrésait,
igy a tanulé nagyobb figyelmet tud forditani a sémak Kiépitésére és automatizalasara
(Kalyuga, Renkl és Paas, 2010; Sweller, 1988, 2010). Jellemzden a kezdd tanuldok esetében

kedvez6 a mddszer, és a szakértelem novekedésével egyre kevésbé hatékony (Kalyuga, Renkl
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¢s Paas, 2010). Kérdés tehat, hogy melyik a hatékonyabb modszer kdzép- és hosszatavon
matematikai problémamegoldds terén: az eldhivasos tanulds vagy a kidolgozott példak
bemutatdsa. Yeo és Fazio (2019) munkaja az egyik legjelentésebb kutatas a téméban.
Kisérletlik egy tanulasi €s egy tesztfazist tartalmazott. A tanulasi €s a tesztfazis 6t perc vagy
egy hét kiilonbséggel torténtek. Az egy alkalombol allo tanulasi fazisban a résztvevok egy
része a tananyagot el6hivasos modon, feladatoknak a mindenféle segédeszkoz nélkiili
megoldasaval gyakorolta, mig a masik résziik a kidolgozott példak (Gijra)tanulasa révén
tanulta. Az el6zetes ismeretekben nem volt kiilonbség a két csoport k6zott. Megallapitottak,
hogy az optimalis tanulési stratégia fiigg néhany dologtdol. Nevezetesen a tanulasi céltol, a
tudas fajtajatol (stabil tények vagy rugalmas eljarasok) és attol, hogy mennyivel a tanulasi
fazis utan kell mozgositani a tudast. Amikor a tanulasi cél az volt, hogy egy kidolgozott példa
szOvegében szerepld tényekre emlékezzenek a résztvevok, az ismételt tesztelés jobb
teljesitményt eredményezett, mint az ismételt tanulds egy héttel a beavatkozds utan.
Ugyanakkor amikor a cél egy Ujszerli matematikai eljaras megtanulasa volt, az optimalis
tanulasi stratégia az utdteszt idépontjatol fiiggott. Ot perccel a tanuldsi fazis utan az ismételt
tanulas (kidolgozott példdk modszere) hatékonyabb volt, mint az ismételt tesztelés. Az egy
héttel késdbbi tesztelésnél azonban az ismételt tesztelés ugyanolyan hatékony volt, mint az
ismételt tanulds — a tanulasi fazisban mutatott példaktol eltérd feladatokban. A tanulasi
fazisban mutatott példakkal azonos feladatok esetén az ismételt tesztelés hatékonyabb volt,
mint a kidolgozott példak moddszere. Kutatasi eredményeik arra utalnak, hogy a tanulastol
szamitott megfeleld id6 elteltével a tesztelési hatds rugalmas eljarasok tanuldsa esetén is
kimutathatd. Bar Yeo és Fazio munkéja fontos kiindulasi pont a disszertaciomban bemutatott
kutatasokat tekintve, kisérletik nem mondhaté valodi oktatasi kornyezetnek abban az
értelemben, hogy nem osztalytermi keretek kozott vizsgaltik a két modszert. fgy amikor azt
szeretnénk eldonteni, hogy a el6hivasi hatason alapuld tanulas, vagy a kidolgozott példak
mutatdsa hatékonyabb moddja a matematikatanulasnak kozép- illetve hosszatavon, nem

tdmaszkodhatunk kozvetleniil az ¢ kisérleti eredménytiikre.
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3. Célkituzések

Az el6z6 fejezetben bemutatott el0hivassal kapcsolatos kutatdsi eredmények motivaltak az
otodik és hatodik fejezetekben leirt kvazi-kisérleteinket. A szakirodalmi Osszefoglaloban
bemutatott munkak azt sugalljak, hogy megfeleld koriilmények kozott akar a felsébb
matematika tanuldsa esetén is kimutathatd a tesztelési hatds. A szakirodalmi attekintésben
igyekeztem olyan kutatasokat bemutatni, amelyek nemcsak laboratériumi koriilmények kozott
vizsgaltak az elohivasi hatdst, hanem valos oktatasi kornyezetben, kifejezetten a matematika
tantargyon beliil. Ugyanakkor az ezekben a tanulmanyokban targyalt tananyagok elsajatitasa
nem igényel olyan mértékii absztrakcidos képességet, mint a matematika (tanar) szakos
hallgatok algebra és szdmelmélet kurzusainak megértése. Az absztrakcids szint alatt az
informacioegységek kozotti kapcsolat mértékét értjiik; arra utal, hogy egy tudasegység milyen
mértékben kapcsolodik egy adott kontextushoz (Hiebert és Lefevre, 1986). Mas széval, az
absztrakcios szint ndvekszik, ahogy az ismeretek eltdvolodnak egy adott kontextustol.
Ahogyan azt Bass megfogalmazta: "4 matematikai absztrakcio ereje az dltalanossdagaban
rejlik, igy képes sok kiilonbozé matematikai kontextust fogalmilag egyesiteni” (\Wasserman,
2018, 127.0.). Az egyetemi algebra és szamelmélet kurzusok oOridsi szerepet jatszanak a
hallgatok absztrakcids képességének fejlesztésében, a matematika és a természettudomanyok
kiilonbozé részein beliili kapcsolatok kialakitasdban, valamint a fogalmak mélyebb
megértésében, példaul a formalis szamitdsok, az algebrai strukturdk bemutatasa ¢és
viselkedésiik megértése terén. Szdmos tanulmany azonban kimutatta, hogy a tanuldknak
nehézséget okoz az absztrakt algebra elsajatitasa (Veith és mtsai, 2022; Agustyaningrun és
mtsai, 2021; Wasserman, 2018). Még ha a diakok at is mennek a vizsgan, késobb nehezen
emlékeznek a tanultakra. Felmeriil a kérdés, hogy a folyamatos el6hivas segiti-e megértést és
a hosszatavu tudas kialakitasat az absztrakt matematika terén. Nagy el6relépés lenne az
egyetemi matematikaoktatds szamara, ha kideriilne, hogy az eléhivasos tanulas egy hatékony
moddja a matematika tanuldsdnak absztraktabb témakorok, fogalmak tanuldsa és komplex

feladatok megoldasa esetén is.

A dolgozatomban bemutatott kutatasok célja annak vizsgalata, hogy absztraktabb
kornyezetben, komplex matematika feladatok esetén kimutathat6-e az el6hivasi hatas kozép-
illetve hossztdvon a hagyomdanyos tanuldssal illetve a kidolgozott példdk moddszerével
szemben. A modszert matematika tanarszakos hallgatok korében vizsgaltam. Mivel autentikus

matematikaoktatasi kontextusban nehéz elkiiloniteni és nem is feltétlenul célunk
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megkiilonboztetni a tesztelés kozvetett és kozvetlen hatdsait, ebben az értekezésben nem

kiilonitettiik el a kettét, hanem a kdzvetlen €s kozvetett hatdsokat egytitt mértiik.

A disszertacidmban az alabbi kutatasi kérdésekre keresem a valaszt:

K1: Kimutathat6-e az el0hivasi hatds kozéptavon — a félévvégi zarthelyi dolgozaton —
komplex matematika feladatok (szdmelmélet feladatok) megoldasi eljarasanak tanulasa esetén

a hagyomanyos oktatassal szemben elsééves matematika tanarszakos hallgatok korében?

K2: Kimutathat6-e az elohivasi hatas egyéni kiilonbségektol fliggetleniil komplex matematika
feladatok (szamelmélet feladatok) megoldasi eljardsdnak tanuldsa esetében els6éves

matematika tanarszakos hallgatok korében?

K3: Kimutathat6-e az el6hivasi hatds hosszitavon — harom hoénappal a félévvégi zarthelyi
dolgozatot kovetéen — komplex matematika feladatok (szamelmélet feladatok) megoldasi
eljarasanak tanulasa soran a hagyomanyos oktatassal szemben els6éves matematika

tanarszakos hallgatok korében?

K4: Kimutathaté-e az el6hivasi hatds kozéptavon — a félévkozi és félévvégi zarthelyi
dolgozaton — komplex absztrakt matematika feladatok (algebra feladatok) megoldasi
eljarasanak tanuldsa soran a ,kidolgozott példdk mutatdasa” modszerrel szemben elsééves

matematika tanarszakos hallgatok korében?

K5: Kimutathaté-e az el6hivasi hatds hosszitavon — 6t honappal a félévvégi zarthelyi
dolgozatot kovetéen — komplex absztrakt matematika feladatok (algebra feladatok) megoldasi
eljarasanak tanulasa soran a ,,kidolgozott példak mutatasa” modszerrel szemben matematika

tanarszakos hallgatok korében?

K6: Milyen mértékben felejtik el a matematika tanarszakos hallgatok hosszatavon — ot
honappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kovetéen — az absztrakt algebrat (polinomok
témakort), amennyiben el6hivasos, vagy a ,kidolgozott példdk mutatasa” modszerrel

tanulnak?
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4. A kisérletekhez felhasznalt kutatasi modszertan

Ebben a fejezetben bemutatom az o6todik és hatodik fejezetben leirt kisérleteinkben
alkalmazott mddszereket. A bemutatott kisérletek mind kvazi-kisérletek, a mintak kijeldlése
nem véletlenszertien tortént. A kisérletekben az ELTE 2017-es évfolyamanak matematika
tanarszakos hallgatdi vettek részt. A minta kijelolésében nagy szerepet jatszott a minta
elérhetdsége. A fejezet célja tisztazni azt, hogy kisérleteinkben mit értiink el6hivasos,

hagyomanyos ¢€s kidolgozott példak modszerével torténd tanulas alatt.

A bemutatott kisérletek egyetemi algebra és szamelmélet kurzusok keretein beliil vizsgaljak a
harom moédszer k6zép- és hossztavu hatasat tanyaghoz kapcsolodé komplex matematika
feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa esetén. Az egyes kisérletekben 13 héten keresztiil a
résztvevok egy eldadasra jartak, mig a gyakorlatokon gyakorlati csoportokba voltak osztva. A
hallgatok gyakorlati csoportokba vald osztasa Neptun-véletlen tortént. Ez azt jelentette, hogy
az egyes gyakorlatvezeték gyakorlati csoportjaiba a hallgatok a Neptun elektronikus
tanulmanyi rendszerén keresztiil a 1étszamkorlattol eltekintve szabadon jelentkezhettek. A
gyakorlati csoportok kialakitasira nem volt mdas lehetdséglink. A  kisérleti ¢és
kontrollcsoportokat — azt, hogy adott gyakorlati csoport milyen mddszerrel tanuljon az egyes
gyakorlatokon — azt kévetden jeloltiik ki, hogy a hallgatok felvették az adott gyakorlatvezetd
gyakorlati csoportjaba a kurzust. Az els6 két kisérletben a hat gyakorlati csoport koziil harmat
»hagyomanyos” modon tanuld csoportnak, harmat pedig ,,elohivasos modszerrel” tanulonak
jeloltiink ki. A kisérleti elrendezésnél tigyeltiink arra, hogy mindkét csoportba (hagyomanyos
modszerrel tanulok csoportja és el6hivasos modszerrel tanuldk csoportja) azonos tanitasi
tapasztalattal rendelkezd, azonos beosztdsi gyakorlatvezeték kertiljenek: egy-egy
demonstrator, egy-egy doktorandusz hallgaté és egy-egy tapasztaltabb oktatd. A harmadik
kvazi-kisérletben a hat gyakorlati csoport koziil harmat ,.el6hivdsos” modon tanulo
csoportnak, harmat pedig ,.kidolgozott példak modszerével” tanulonak jeloltiink ki. A két
tipusu csoportot azonos tanitasi tapasztalattal rendelkezd, azonos beosztasu gyakorlatvezetdk

tanitottak: egy-egy doktorandusz, egy-egy adjunktus és egy-egy tapasztaltabb oktato.

A gyakorlatokon a didkok feladatokat oldottak meg az el6z6 heti eldadas elméleti anyagara
épitve egyénileg, kozosen, illetve tanari segitséggel. Minden csoport ugyanazokat a
feladatokat oldotta meg és a gyakorlatok felépitése is hasonlo volt, csak a gyakorlati orak els6

¢és utolso 10 percében volt kiilonbség az egyes csoportok kozott.
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A hagyomanyos modon tanulé csoportokban a didkok az 6ra elején egy rovid tesztet irtak az
el6z6 heti eldadasban elhangzott elmélethez kapcsoloddan, ahogyan az ezen a targyon
hagyomdnyosan szokéas. Ezt kovette a hdzi feladat megbeszélése és a {6 rész, a

problémamegoldas a gyakorlatvezetdk segitségével.

Az eléhivasos modszerrel tanuld diakok gyakorlata a hazi feladat megbeszélésével
kezdodott, ezt kovette a problémamegoldas a gyakorlatvezetok segitségével, az ora utolso 10
percében pedig irtak egy rovid, két feladatbol allo dolgozatot az aznapi gyakorlat anyagahoz
kapcsolédoan. Az eddigi ismeretek alapjan ahhoz, hogy I1étrej6jjon az elOhivasi hatas,

figyelembe kell venniink a kovetkezdket:

- azelsd el6hivasnak 24 6ran beliil 1étre kell jonnie,
- amasolas nem el6hivas, és

- adidkoknak fel kell idézniik a tanultakat.

Az el6hivasos tanulds matematika kurzusokba vald beépitésénél az elohivas formajat is at kell
gondolni, ezen feliil — egy praktikus szempont — iigyelniink kell arra, hogy lehetdleg ne
jelentsen a tanarnak sok tobbletmunkat a moddszer tanoraba vald beépitése. Mindezen
szempontokat figyelembe véve dontottiink az ora végi kisdolgozatok mellett. Az 6ra végi
tesztek alkalméaval — hasonléan Lyle és Crawford (2011) vizsgalatdhoz — a didkoknak a
gyakorlat soran megoldott feladatokhoz hasonl6 feladatokat kellett megoldaniuk. Az ora végi
teszt két feladatbol allt, és a kisérleti csoport tagjainak egyénileg, segitség nélkiil kellett
megoldaniuk, eld kellett hivniuk az aznap tanultakat. Az éra végi teszteken igyekeztiink a
didkok szamara megfelel6 nehézségli kérdéseket feltenni: se nem tal konnyli, se nem tal
nehéz feladatokat. Ezeket a teszteket a gyakorlatvezetdk kijavitottak és lepontoztak. Mindez
viszonylag egyszeri mdédon tortént, megnézték, hogy j6 vagy nem jé az adott megoldas. A
feladatokkal a didkok 1-1 pontot szerezhettek, amennyiben helyes megoldast adtak le, igy
egy-egy teszt alkalmaval 2 pontot kaphattak. Amennyiben kisebb hibat ejtettek a megoldas
soran, fél pontot adtunk az adott feladatra. Az oravégi feladatok megoldasai nem hangoztak el
az eldhivasos csoportokban, hacsak azt a didkok explicit nem kérték. Meg kell jegyezzem,

hogy ez csak nagyon ritkan fordult eld.

Azért, hogy a hagyomanyos moédon tanuld csoportokban és az el6hivasos csoportokban a
Kistesztek megirasanal a hallgatok aktivan bevonodjanak és érdekeltek legyenek abban, hogy
ezeket a teszteket legjobb tudasuk szerint toltsék ki, a félév sordn 50 széazalékot kellett

teljesiteniiik a kistesztekbdl. Azaz az dsszesen elérhetd pontszam felét meg kellett szerezniiik
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annak érdekében, hogy a kurzus minimum feltételeit teljesitsék. Ez az 50 szazalék talan elsére
soknak tlinik, de valdjdban nem volt nehéz teljesiteni, az dsszes hallgatonak sikeriilt elérnie

ezt az also korlatot.

A kidolgozott példak (mutatiasa) moédszerével tanuld gyakorlati csoportokban a gyakorlat a
hazi feladat megbeszélésével kezdddott, ez utan kovetkezett a feladatmegoldas a
gyakorlatvezetok segitségével, az ora utols6 10 percében pedig az el6hivasos csoport oravégi
dolgozatanak a két feladata keriilt bemutatasra. A gyakorlatvezetd ismertette a két feladat
mintamegoldasat, ami lehetdséget nyujtott a tanuloknak arra, hogy a feladatmegoldasi

sémakra 0sszpontositsanak.

Az egyes modszerek kozéptavi hatdsat félévkozi dolgozatok segitségével mértiik fel, a

hosszatava hatast pedig utotesztek segitségével kovettiik nyomon.
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5. Az elohivasos tanulas szerepe az egyetemi

szamelmélet tanulasaban

Ebben a fejezetben az el6hivasos tanulas egy formajat, annak kozép- és hosszutavi hatasat
vizsgalom a hagyomanyos oktatdssal szemben matematika tanarszakos hallgatoknak szo616
Algebra és Szamelmélet 1. kurzus keretein beliil. A fejezetben bemutatott kutatasok alapjat
két publikaci6 képezi (Szabod és mtsai, 2023; Muzsnay és mtsai, 2024). Az els6 publikécio a 4.
fejezetben bemutatott el6hivasos modszer kozéptavi, félévkozi hatasat vizsgalja szamelmélet
tanuldsa esetén, a masodik publikacié pedig a modszer hosszitavi, szemeszteren ativeld

hatasara koncentral.

5.1. Kutatasi kérdések

Ebben a fejezetben az alabbi kutatasi kérdésekre keresem a valaszt:

K1: Kimutathaté-e az el6hivasi hatds kozéptavon — a félévvégi zarthelyi dolgozaton —
komplex matematika feladatok (szamelmélet feladatok) megoldasi eljarasdnak tanulésa esetén

a hagyomanyos oktatassal szemben elsdéves matematika tanarszakos hallgatok korében?

K2: Kimutathat6-e az el6hivasi hatas egyéni kiilonbségektdl fiiggetleniil komplex matematika
feladatok (szamelmélet feladatok) megoldasi eljarasanak tanuldsa esetében elsdéves

matematika tanarszakos hallgatok korében?

K3: Kimutathato-e az el6hivasi hatds hosszitdvon — harom honappal a félévvégi zarthelyi
dolgozatot kovetéen — komplex matematika feladatok (szamelmélet feladatok) megoldasi
eljarasanak tanuldasa soran a hagyomanyos oktatassal szemben els6éves matematika

tanarszakos hallgatok korében?
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5.2. Kisérlet — a modszer kozéptavu hatasa szamelmélet feladatok

tanulasa esetén

5.2.1. A kutatas célja
Ebben a kutatasban az volt a célunk, hogy megvizsgaljuk, hogy az el6hivasos tanulast
érdemes-¢ beépiteni az egyetemi matematikaoktatasba, tovabba célunk volt elemezni annak

hatékonysagat a hagyomanyos oktatassal szemben.

Mindezek mellett azt is megvizsgaltuk, hogy az el6hivasos tanulds hatékonysaga fiigg-e az
esetében, ahol a beérkezd hallgatok kozotti kiilonbségek altaldban oriasiak, ez kiilondsen
fontos szempont. Kutatasunk tényleges oktatasi kornyezetben vizsgalta az el6hivasos tanulast
egy matematika tanarszakos hallgatoknak szo616 els6 féléves kotelezé kurzus keretein beliil, az
Algebra és Szamelmélet 1. cimii kurzuson. A kurzushoz tartozo gyakorlatot a hallgatok egy
része hagyomanyos moddszerrel, masik része pedig el6hivdsos moddon, a tananyag egy
alkalommal, kozvetleniil a tanulas utan torténo felidézésével tanulta. Ez a kisérlet a két
csoport hallgatoinak teljesitményét hasonlitotta Ossze figyelembe véve az egyéni
kompetenciakiilonbségek hatasait. Az egyéni matematikai kompetenciakban, eléismeretekben
mutatkozd kiilonbségek vizsgalatahoz a hallgatokat nem az egész kurzus soran nyujtott
Osszteljesitményiik alapjan csoportositottuk, ahogy Carpenter és munkatérsai (2015) tették,

hanem a kurzus elején megirt szintfelméroé teszt alapjan.

5.2.2. A kisérlet résztvevoi

A kisérletben az Eo6tvos Lorand Tudomdnyegyetem matematika tanarszakos hallgatoi,
Osszesen 114 hallgato vett részt, akik a 2017/18-as tanév Oszi félévében felvették az Algebra
¢s Szamelmélet 1. cimi kotelezd tantargyat. Az Algebra és Szamelmeélet 1. tantargy teljesitése
nagy kihivast szokott jelenteni a hallgatoknak, a hallgatok 35-50% -anak csak tobbszori
targyfelvétel utan sikeriil teljesiteni a kurzust. Annak érdekében, hogy minél tisztabb képet
kapjunk az eléhivasos modszer hatékonysagat illetéen, az adatok elemzése soran kihagytuk
azokat a hallgatokat, akik korabban mar felvették az adott tantargyat. Azokat a hallgatokat,
akik a félév soran leadtak a kurzust, illetve akik nem irtak meg a félév kezdetekor a bemeneti
tesztet, szintén kihagytuk. Az adattisztitast kovetden 0sszesen 72 hallgato, koziilik 26 férfi és
46 nd adatait hasznaltuk fel. Eletkoruk 18 és 23 év kozott volt.
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5.2.3. Kisérleti elrendezés

Az Algebra és Szamelmélet 1. kurzus heti egy 60 perces eldadasbol és egy 90 perces
gyakorlatbol allt 13 héten keresztiil. Az eléadasokon az Gsszes hallgatd egyiitt vett részt, mig
a gyakorlatokon a hallgatok csoportokra voltak bontva. Osszesen hat, 17-19 f3s gyakorlati
csoport volt, melyek koziil harom csoport eléhivasos modszerrel tanult a gyakorlaton
(kisérleti csoport), harom pedig hagyoméanyos médon (kontrollcsoport) (Id.: 4. fejezet). igy a
72 értékelendd hallgatobol 37 kertilt a kisérleti csoportba, 35 pedig a kontrollcsoportba. A
tanari hatast igyekeztiink a lehetd legjobban kikiiszobolni: mind a kisérleti, mind a
kontrollcsoportban egy-egy tapasztaltabb tanar, egy-egy doktorandusz hallgato és egy-egy
demonstrator tartotta a gyakorlatokat. A gyakorlati csoportok tanarai minden héten tartottak

egy rovid megbeszélést, ahol a kurzussal kapcsolatos fobb kérdéseket vitattak meg.

A didkok tudasat két alkalommal rogzitettiik: a félév elején az Osszes kisérletben résztvevd
hallgaté irt egy bemeneti tesztet és a félév végén, a szemeszter tizenharmadik hetében pedig

irtak egy 6t feladatbol allé dolgozatot a szamelmélet tananyaghoz kapcsoloddan.

5.2.4, Tananyag
A vizsgalatban az Algebra és Szdmelmélet 1. kurzus el6adas és gyakorlat szokasos tananyagat
hasznaltuk, amely Niven, Zuckerman, Montgomery 9 (1991) An Introduction to the Theory of

Numbers (5 ed.) tankdnyvére épiil. A tananyag legfontosabb témakorei a kovetkezok voltak:

- Oszthatosadg, a legnagyobb kozos osztd, az euklideszi algoritmus, primszamok, a
szdmelmélet alaptétele.

- Specidlis szamelméleti fliggvények, additiv és multiplikativ szamelméleti fliggvények.
Multiplikativ fliggvények osztodsszege. A Mobius-fiiggvény. Tokéletes szamok.

- Kongruencidk. Az Euler-Fermat-tétel. Linearis kongruencidk ¢és diofantikus
egyenletek. Linearis kongruencia rendszerek. Alkalmazasok a szamelméletben.

- Magasabb foku kongruenciak. Redukci6 primhatvanyokra, illetve primmodulusra. A
megoldasok szama, a fokszam redukcioja prim modulusok esetén. Wilson tétele.

Binomialis kongruenciak, rend, primitiv gyok, index.

A részletes tematika a fiiggelékben talalhato.
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5.2.5. Méroeszkozok

A hallgatok a szemeszter elején egy szintfelmérd dolgozatot irtak, az ELTE
kritériumdolgozatat. A szintfelméré dolgozat eredményei a késdbbiekben egyfajta
viszonyitasi alapként szolgaltak. Az adott hallgatd ezen a dolgozaton nyujtott teljesitményét

tekintettiik bemeneti matematika tudasnak, bemeneti matematikai kompetencianak.

A szemeszter tizenharmadik hete egy félévvégi dolgozattal zarult. A dolgozat 6t Gsszetett
szadmelmélet feladatot tartalmazott. A dolgozat irdsa soran a hallgatok semmilyen
segédeszkdzt nem hasznélhattak. A dolgozat értékelése a kovetkezoképpen tortént: hibatlan
megoldasért feladatonként 6-6 pontot szerezhettek a didkok. Részmegolddsokra szintén
lehetett pontot szerezni. Az adott csoport dolgozatait a gyakorlatvezetdk javitottak ki az
eléado altal irt részletes pontozasi utmutatd szerint, ami tartalmazta a részpontszamokat, a
leggyakoribb hibak értékelését és a javitassal kapcsolatos altalanos iranyelveket. Végiil az
eléadd az Osszes dolgozat javitasat feliilvizsgalta. Az alabbiakban bemutatom a dolgozat
feladatait, és azokat roviden elemzem.
1. Feladat: Hatarozd meg az alabbi kongruencia-rendszer 6sszes 100-nal kisebb pozitiv
megoldasat!

10x = 5mod (7)

x = 4 mod (9).
Ez a feladat egy tipikusan olyan feladat, amely foként algoritmikus gondolkodast igényel. Ez
alatt azt értjiik, hogy az ilyen tipust feladat mindig megoldhaté ugyanazzal a modszerrel.
Raadasul mind az eljaras, mind a szamitasok meglehetsen egyszeriiek. A feladat akar csak
kozépiskolai ismeretekkel is megoldhatd, azonban mégis dsszetett. Bar az altalanos modszer
nagymértékben gyakorolhatd, minden egyes 1€pésnél sziikség van egy triikkre, €s ez a trikkk a

feladatban megjelend szdmoktdl fligg.

2. Feladat: Hatarozd mega 7373731199993330002 g74m 73-mal vett maradékat VAGY

11212

a2017111 szam 43-mal vett maradékat!

A masodik feladat szintén megoldhatdé proceduralisan, de egy I€péssel bonyolultabb az
elézonél. A feladat kozépiskolai tudassal nem megoldhatd, a megoldasahoz sziikség van az 1j
egyetemi tudas alkalmazésara, alkalmazni kell az Euler-Fermat tételt. Az el6zd feladathoz
hasonldan itt is elsajatithatd az altalanos moddszer, amellyel a feladatot meg lehet oldani,

azonban mindig sziikség van egy triikkre, ami a feladatban megjelené szamoktol fiigg. Ez
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nagyban noveli a feladat bonyolultsdgat. A banki kriptografia is tobbek kozott erre a
modszerre épiil: a szadmitdgépiink ezzel a modszerrel general egy kodot, és igy a kddot nem

lehet feltorni.

3. Feladat: Tudjuk, hogy a 11 primitiv gyok modulo 29. Igaz-e, hogy 11° és 117 is
primitiv gyokok modulo 29?

A harmadik probléma a tanulméanyok sordn megszerzett 6sszes lehetséges absztrakt készséget
igényli. A benne hasznalt fogalom meglehetdsen nehéz, és erdsen kapcsolddik a multiplikativ
rend fogalmahoz az absztrakt algebrdbdl, ami messze a legnehezebb fogalom az anyagban. E
fogalom ismerete tobbféleképpen is ellendrizhetd, és mindegyik mod kihivast jelent. A félév
soran ez volt az utols6 téma, amelyet a dolgozat eldtt a didkok tanultak, ezért fennallt az
es¢lye annak, hogy a hallgatoknak nem volt elég idejiik a fogalom elsajatitasara. Emellett meg
kell emliteniink, hogy errdl a fogalomrdl a hallgatok csak eldadas alkalmaval hallhattak, a

problémamegold6 szeminariumok soran nem kertilt eld.

4. Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok kozott:

10! x10 + 12920 + 11021211 = 4422017 + 6.
A negyedik feladat a legdsszetettebb. A megoldas tobb kiilonb6zd tipust stratégia
alkalmazasat és kiilonboz6é fogalmak, tételek megértését, alkalmazasat igényli egyszerre. A
megoldas kulcsa a megfeleld prim modulus megtalalasa: egy olyan szdm keresése, melyre
véve az egyenlet jobb ¢€s baloldalat, ellentmonddasra jutunk. Bar a tanitott anyag €s a feladat
formaja sugallja, hogy milyen stratégiakat érdemes alkalmazni, milyen modulusokkal
érdemes probalkozni, egyaltalan nem egyértelmii. Ha a hallgaté a modulust rosszul valasztja

meg, akkor utana elo6lrél kell kezdenie a feladat megoldasat.

5. Feladat: Mely pozitiv n egészekre igaz az, hogy
o(3n) = a(n) + 24?
Az 6todik feladat mindig nagy kihivast jelent a hallgatoknak. A feladat megoldasa kdnnyen
érthetd, de elég nehéz megtalalni. A megoldashoz latni kell az anyag globalis szerkezetét, és a

szerkezet alapjan kovetkeztetéseket kell levonni az elemek tulajdonsagaira. A tulajdonsagok
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alapjan felmeriilé elemeket aztain meg kell vizsgalni, le kell ellenérizni, hogy mely elemekre

igaz az eredeti egyenlet, egyaltalan 1étezik-e megfelelé elem vagy sem.

A hallgatok a szemeszter eleji szintfelméro és az év végi dolgozat mellett minden gyakorlaton
irtak kis dolgozatokat. A kisérleti csoport az o6ra végén, az aznapi Ora anyagahoz
kapcsolodoan kapott gyakorlati kérdéseket, feladatokat, mig a kontrollcsoport az ora elején,
az el6z0 heti eldadas anyagéhoz kapcsoloddan kapott kérdéseket. Az ora eleji tesztkérdésekre
a 2. tablazat, az 6ra végiekre pedig a 3. tdblazat mutat példakat.

2. Tablazat
Példak az ora eleji tesztkérdeésekre.

1. példa 1. Definaljuk a folbonthatatlan szam fogalmat!
2. Mondjuk ki a szamelmélet alaptételét!
2. példa 1. Irjuk fol a és b kitiintetett kozos osztojanak 3 tulajdonsagat!
2. Mondjuk ki a maradékos osztas tételét!
3. példa 1. Mondjuk ki a 3-mal val6 oszthatdsag szabalyat!
2. Mondjuk ki a Mersenne-primekrdl szo6l6 tételt!
4. példa 1. Mondjuk ki az x?> = 1 mod(p) megoldasairdl szol6 tételt!
2. Definialjuk a teljes maradékrendszer fogalmat!
5. példa 1. Mondjuk ki a primitiv gyok 3 tulajdonsagat!
2. Milyen modszerrel 4llna neki az x'* = 3 mod(73) kongruencia megoldasénak?

3. Tablazat
Példak az ora végi tesztkérdésekre.

1. példa 1. Mutassunk példat olyan a, b, c egész szamokra, amelykre teljesiil, hogy a|bc és
atbés atc!
2. lgaz-e, hogy az aabbcc szam mindig oszthaté 33-mal? Es 11-gyel?

2. példa 1. lgazoljuk, hogy a

7n+10 .. . / . "o /
o3 tort semmilyen egész szdmra nem egyszerlisithetd!

2. Vizsgaljuk meg, milyen maradékot adhat egy negyedik hatvany 4-gyel osztva, és
igazoljuk, hogy az x* + y* = 100000003 egyenletnek nincs megoldasa az
egész szamok kozott!

3. pelda 1. Hatarozzuk meg 20171849°°" utolsé két szémjegyét!

N

Van-e megoldasa az 3x1® — 4y* +34 22017 = 34172 egyenletnek az egész
szémok korében?

4. példa 1. Bizonyitsuk be, hogy o(n) < n?!

2. Oldjuk meg a4x = 8 mod(7) és azx = 4 mod(10) kongruencia rendszert!
5. példa 1. Mennyi a 6 rendje modulo 31?

2. lgaz-e, hogy 3333 = 1 mod(103)?
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5.2.6. Eredmények

Ebben a kutatdsban 72 hallgat6d teszteredményeit elemeztiik. A 72 hallgatd kozil 37 {6
tartozott a kisérleti csoportba, 35 f6 a kontrollcsoportba. Az adatelemzést az SPSS szoftver
segitségével végeztilk. A statisztikai jelolésekhez tartozo jelmagyardzat a Fiiggelékben

talalhato.

A bemeneti szintfelméré dolgozaton elérheté maximalis pontszam 100 pont volt. Az
atlagpontszama a kisérleti csoportnak M = 57,2; SD = 19,5; a kontrollcsoportnak M =
60,5; SD = 20,1 volt. A zarthelyin elérhetd maximalis pontszam 30 pont volt. Az
atlagpontszam a kisérleti csoportnal M = 17,2; SD =5,7; a kontrollcsoportnal M =
14,3; SD =59 volt. A két csoport bemeneti teszten ¢s utoteszten nyujtott atlagos

teljesitményét a 4. tdblazat szemlélteti.

4. Tablazat
A kisérleti csoport és a kontrollcsoport bemeneti teszten és a zarthelyi dolgozaton nyujtott

datlagos teljesitménye.

Bemeneti teszt Zarthelyi dolgozat
Kisérleti csoport (el6hivasos modszer) 57,2 % 57,4 %
Kontrollesoport (hagyomanyos mddszer) 60,5 % 47,6 %

Ki akartuk zarni az el6zetes tudasbeli kiilonbségeknek a félévvégi dolgozatra gyakorolt
hatasat, ezért az adatokat ANCOVA (Cohen, 1988) segitségével elemeztiik. Elsé 1épésként
ellendriztiik az ANCOVA alkalmazhatosadganak feltételeit. A fiiggd valtoz6 normalis eloszléast
mutatott, teljesiilt az almintédk szorashomogenitésa €s az illesztett egyenesek meredekségének
parhuzamossaga (a regresszids meredekség homogenitdsa). Az elemzést kovetden azt
talaltuk, hogy a kisérleti csoportokban 1évé diakok szignifikansan tobb pontot szereztek a
félévvégi dolgozaton, mint a kontrollcsoportokban 1évék (F(1,69) = 9,19; p < 0,001; n* =
0,118) amellett, hogy a szintfelmérd tesztben szignifikansan kevesebb pontot ért el a kisérleti
csoport, mint a kontrollcsoport (F(1,69) = 32,79; p < 0,001; 0’ = 0,322).

Az egyéni kiilonbségek vizsgalatahoz a szintfelmérd teszt alapjan a didkokat gyenge, kdzepes
€s jO képességli csoportokra osztottuk. A kozepes képességiliek csoportjdba az atlag +1/2
szoras tartomanyban teljesitd diakok kertiltek. A gyenge képességiiek kdzé az ennél kevesebb,
a j6 képességiliek koz¢ az ennél tobb pontot elérd didkokat soroltuk. Azért ezt a felosztast

alkalmaztuk, mert pszichologiai kisérletekben ezt a felosztast szokas alkalmazni. Ez a fajta
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felosztas normalis eloszlas mellett a mintat altaldban harom egyforma méretli csoportra osztja.
A harom csoporton beliil (atlag alatti, atlagos, atlag feletti) a hagyomanyos moddszerrel tanuld
didkok (kontroll csoport) és az el6hivasos modszerrel tanuld didkok (kisérleti csoport)
felevveégi dolgozaton elért atlagos 0sszpontszama a 4. abran lathatd. A vilagossziirke oszlopok

a kontrollcsoporthoz, a s6tétsziirkék pedig a kisérleti csoporthoz tartoznak.

Az adatokat 2 x 3 (kisérleti-kontroll, gyenge-jo-kdzepes) ANCOVA segitségével elemeztiik.
(Az ANCOVA alkalmazhatésaganak feltételeit ellendriztik.) A  kisérleti csoport
szignifikansan jobban teljesitett, mint a kontrollcsoport (F(1,66) = 7,52; p < 0,001; npz =
0,102); a gyenge-jo-kozepes csoportok kozotti eltérés szignifikans volt (F(2,66) =
13,02; p < 0,001; n»* = 0,283). A Sidak-féle tobbszoros Osszehasonlitas —alapjan
mindharom csoport teljesitménye szignifikdnsan kiilonbozott egymastdl. Emellett az
interakcidé nem volt szignifikdns, a didkok egyéni képességiiktdl fiiggetleniil egyforman
nagyobb pontszamot értek el a kisérleti csoportokban, mint a kontrollcsoportokban
(F(2,66) = 0,86; p > 0,05; ny* = 0,026). Azaz a tesztelési hatas az egyéni képességtol
fiiggetlentil kimutathat6 volt.

254
] kontroll csoport
B kiséreti csoport

3

A hibavonalak az
egyszeres szorast
jelalik

-
9

A felév végi dolgozat
pontszamanak atlaga
3

1 2 3

Képesség szerinti csoportok

4. Abra A gyenge (1), kozepes (2) és jo (3) képességii didkok teljesitménye a kisérleti

csoportban és a kontrollcsoportban. (Az abrat az SPSS program segitségével nyeriik.)

37.



5.2.7. Valaszok a K1 és K2 kutatasi kérdésekre, diszkusszio
Az 5.2. fejezetben a K1 és K2 kutatasi kérdésekre fokuszaltam. A fejezetben bemutatott

kisérlet célja ezen kutatasi kérdések megvalaszolasa volt.

Ahogyan Agarwal ¢és munkatdrsai kiemelték: a nemzetkdzi szakirodalom nem eléggé
kiterjedt, tovabbi alkalmazott kutatdsra van sziikség a tesztelés matematikaoktatasba valod
beemelésével kapcsolatban (Agarwal és mtsai, 2021). Ebben a fejezetben egyrészt azt
vizsgaltuk, hogy kimutathato-e az el6hivasi hatas a hagyomanyos oktatdssal szemben
komplex matematika feladatok, szamelmélet feladatok megoldasi eljarasanak tanulasa esetén
els6éves matematika tanarszakos hallgatok korében. A kisérletet egy tényleges oktatasi
kornyezetben — egyetemi szdmelmélet kurzuson — végeztik el komplex, magas szintli
matematika tananyag felhasznalasaval. A szakirodalomban taldlunk példat olyan kisérletekre,
ahol komplex, deduktiv kovetkeztetéseket igényld feladatok tanuldsa esetében az eldhivasi
hatast nem sikeriilt kimutatni (Tran és mtsai, 2015; Leahy és mtsai, 2015). Ezzel szemben a
sajat eredményeink azt mutatjak, hogy az eldhivasos tanulas jelentds elénnyel rendelkezik a
hagyomanyos tanulashoz képest komplex matematikai problémak megoldasa esetén is.
Kisérletiinkben a kisérleti csoport és a kontrollcsoport tanulasi folyamata szinkronban volt
egymassal: a két csoport ugyanazokkal a fogalmakkal, ugyanazokkal a tételekkel és pontosan
ugyanazokkal a feladatokkal ismerkedett meg a félév soran. A didkok a félév elején irtak egy
szintfelméré dolgozatot, amely a didkok aktudlis matematika tudasanak, kompetencidjanak
felmérésére szolgalt. Ezt a dolgozatot tekintettiik bemeneti tesztnek. A hallgatok a kezelés
végén — a szemeszter tizenharmadik hetében — pedig irtak egy 6t feladatbol allo dolgozatot.
Ezen a dolgozaton a kisérleti csoport szignifikansan jobban szerepelt amellett, hogy a félév
elején ez a csoport rosszabb eredményt ért el a bemeneti teszten. Az el6hivasos modszerrel
tanulo didkok a félévvégi dolgozaton jobb eredményt értek el, mint a hagyomanyos modon
tanuld tarsaik, azaz kimutathaté volt az el6hivasi hatas kozéptavon komplex matematika
feladatok — szamelmélet feladatok — megoldasi eljarasanak tanuldsa soran a hagyomanyos

oktatassal szemben els6éves matematika tanarszakos hallgatok korében.

A kutatasban azt is megvizsgaltuk, hogy vajon az el6hivasi hatas egyéni kiilonbségektdl
fiiggetleniil kimutathato-e komplex matematika feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa
esetében. A szakirodalom latszolag ellentmondasos ebben a témaban. Carpenter é&s
munkatarsai (2016) a tesztelési hatast csak atlagon feliili tanuloknal figyelték meg, mig Orr és
Foster (2013) atlag alatti, atlagos ¢s atlagon feliili tanulokndl egyarant azonositottak.

Véleményiink szerint a két kisérlet eredményei kozotti jelentds kiilonbséget az okozhatja,
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hogy mig Carpenter ¢s munkatarsai (2016) csak a kurzus befejezése utan csoportositotta a
résztvevoket a didkok teljesitménye alapjan, addig Orr és Foster (2013) a kisérlet elején, az
elsé harom teszt eredménye alapjan hasonlitotta 6ssze Oket. A sajat vizsgalatunkban a kurzus
megkezdése elott — ahogyan azt korabban is emlitettiik — a diakok egy szintfelméré dolgozatot
irtak az aktualis matematika tudasuk, kompetenciajuk felmérése érdekében. A szintfelmérd
teszt eredményei alapjan a didkokat atlag alatti, atlagos és atlagon feliili képességi
csoportokra osztottuk. Eredményeink megerdsitik Orr és Foster (2013) eredményeit; az
el6hivasi hatas mindhdrom kategérian beliil, az egyéni matematikai kompetenciatol

fliggetlentil kimutathatd volt els6éves matematika tanarszakos hallgatok korében.

A kiilonb6z6 matematikai képességekkel rendelkezd tanulok esetében alkalmazando
eléhivasos tanulas legjobb modjanak megtalalasa nyitott és érdekes kérdés. Gyanitjuk, hogy a
matematikai képességek és az oravégi teszt megtervezése — a kérdések nehézsége és formaja —
valamilyen modon Osszefligg a tanulok elérehaladasanak iitemével. Kutatasunk soran azt
talaltuk, hogy az altalunk alkalmazott el6hivasos tanulds hatékony moddja lehet a magasabb
matematika tanuldsanak, a problémamegoldasi képesség fejlesztésének, amelyet a tanarok
viszonylag konnyen beépithetnek az d6ra menetébe. Eredményeink azt mutatjak, hogy a
moédszer mind atlag alatti, atlagos és atlag feletti matematikai kompetenciaval, tudassal

rendelkezd didkok szamara hasznos lehet.
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5.3. Kisérlet — a modszer hosszutavu hatasa szamelmeélet feladatok

tanulasa esetén

5.3.1. A kutatas célja

Altalanos tapasztalat, hogy az egyetemi hallgatok jelentés része olyan tanulsi stratégiakat
alkalmaz, amelyek nem alkalmasak a hosszatava tudas kialakitasara. Ahogyan azt a
bevezetdben emlitettiik, hatékony tanulasi technikak alkalmazasa nélkiil a diakok elfelejtik a
megtanult anyag jelentds részét a vizsgat kovetdé néhany napon beliil. Matematika tanulasa,
tanitdsa esetén, ahol a kordbban tanultakra nagy mértékben épitiink, a hosszutava tudas
kialakitasa kulcsfontossagu (Hopkins és mtsai, 2016). Hipotézisiink szerint a hosszutava tudas

kialakitasanak egy lehetséges eszkdze az eldhivasos tanulés.

Az el6z6 kisérletben az el6hivasos tanulds egyetemi matematika kurzusba valo
beépithetéségét, annak kozéptavu, szemeszteren beliili hatasait vizsgaltuk. Ebben a kutatasban
az volt a célunk, hogy megvizsgaljuk az el6hivasos tanulds egy formajanak szemeszteren
ativeld, hosszatav hatasat komplex matematika feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa
soran a hagyomanyos oktatdssal szemben. A hosszitavi tudast egy utdteszt segitségével,
harom hoénappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kdvetden mértiik fel. Kisérletiink bizonyos
szempontbol az el6z0, az 5.2. fejezetben bemutatott kisérlet folytatasa. Az ebben a fejezetben
bemutatott kisérlet résztvevdinek halmaza az 5.2. fejezetben leirt kisérlet résztvevdinek egy
részhalmazat képezi, a résztvevok elsééves matematika tanarszakos hallgatok voltak. A
bemutatott kisérlet tényleges oktatasi kornyezetben vizsgalja az el6zd fejezetben leirt
eléhivasos modszer hossztavil hatasait a hagyomanyos oktatissal szemben az elsééves

szamelmélet tananyag felhasznalasaval.

5.3.2. A Kkisérlet résztvevoi

A kisérletben az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem azon matematika tanarszakos hallgatoi
vettek részt, akik a 2017/18-as tanév 6szi félévében felvették és elvégezték az Algebra és
Szamelmélet 1. cimii kotelezé tantargyat. Osszesen 114 hallgatd vett részt a kurzuson.
Eletkoruk 18 és 23 év kozott volt. A 114 hallgaté koziil 5sszesen 79-en végezték el a kurzust,
koziiliik 68 tanulo irta meg a hosszatavu tudas mérésére szolgald utotesztet. A 68 hallgatobol
49-en irtak meg a 2017/18-as tanév kezdetekor, az egyetemre valo beérkezésiikkor a bementei

tesztet. Az adatok elemzésekor kizartuk azt a 3 hallgatot, akik nem vették komolyan az
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utotesztet, iiresen adtak be az utddolgozatukat. Kizartunk tovabba 4 kivalo hallgatot, akik
mind a bemeneti teszten, mind az utdteszten és a félév soran a félévvégi dolgozaton is 90%
feletti eredményt értek el. Az 6 tesztpontszamuk figyelembevétele a statisztikdban hamis
eredményt adott volna. Ok a tesztelés hatasatol figgetleniil is jol teljesitettek. Ebben a
kisérletben a fennmarad6 42 hallgatdé teszteredményeit elemeztik. A 42 értékelendd
hallgatobol 21 hallgato tanulta eléhivasos modszerrel az Algebra és Szamelmélet 1. targyat,

21 hallgaté pedig hagyomanyosan. Ebben a kutatasban az 6 eredményeiket vizsgaltuk.

5.3.3. Kisérleti elrendezés, a mddszer leirasa, a tananyag

Ahogyan azt kordbban emlitettem, jelen kisérlet bizonyos szempontbol az el6zd, az 5.2.
fejezetben bemutatott kisérlet folytatdsa. Az ebben a kisérletben alkalmazott kisérleti
elrendezés, modszer ¢és tananyag megegyezik az 5.2.3. és az 5.2.4. fejezetekben
bemutatottakkal, igy a kisérlet leirasanak ezen részét itt nem részletezem. Lényegi kiilonbség
azonban az el6z6 kisérlethez képest, hogy itt a 72 hallgatd helyett 42 tanuldé eredményeit
értékeltiik. A 42 értékelendd hallgatobol 21 hallgato tanulta el6hivasos modszerrel az Algebra
¢s Szamelmélet 1. targyat, 21 hallgatd pedig hagyomanyosan. A didkok tananyaghoz
kapcsolodd hosszutavi tudasat, problémamegoldd képességét egy ,.meglepetés utdteszt”
segitségével mértiik fel harom honappal a félévvégi zarthelyi dolgozat megirasat kdvetden.
Meglepetés teszt alatt itt azt értjiikk, hogy bar a didkok szamitottak arra, hogy dolgozatot
fognak irni, azt nem tudtdk, hogy a dolgozat soran az el6zd félév anyagahoz kapcsolédoan
kapnak kérdéseket, ezt a diakoknak nem jelentettik be elére. A Dbejelentett tesztek
befolyasolhatjak a didkok motivaciojat, teszten nyujtott teljesitményét, mivel a kozelgd teszt
ismerete gyakran arra készteti a didkokat, hogy arra késziiljenek, tanuljanak (Roediger és
Karpicke, 2006). Ezt a helyzetet elkeriilendé dontottiink a ,,meglepetés teszt” mellett. Az
utoteszt megirdasdba minden résztvevd beleegyezett. Az utdteszten nyUjtott gyenge

teljesitmény semmilyen negativ kovetkezménnyel nem jart.

9.3.4. Méroeszkozok

A hallgaték hosszatava szamelmélet tudasanak, problémamegoldd képességének mérése
érdekében a didkok két alkalommal irtak tesztet: a félév elején, az Algebra és Szamelmélet 1.
kurzus kezdete eldtt és a kovetkezd félévben a kurzus befejezte utan, harom honappal a

kurzushoz kapcsolodo zarthelyi dolgozat megirasat kovetden.
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Ahogyan azt az 5.2.5. fejezetben emlitettiik, a hallgatok a szemeszter elején egy szintfelmérd
dolgozatot irtak, az ELTE kritériumdolgozatat. Ez a szintfelméré bemeneti tesztként, egyfajta
viszonyitasi pontként szolgalt. Az adott hallgaté ezen a dolgozaton nyujtott teljesitményét

tekintettiilk bemeneti matematika tudasnak, bemeneti matematikai kompetencianak.

A kurzust sikeresen elvégzd hallgatok harom honappal a kurzushoz tartozé félévvégi zarthelyi
dolgozat megirasa utan egy utotesztet irtak. A dolgozat négy Gsszetett szamelmélet feladatbol
allt, amelyet a hallgatoknak 20 perc alatt kellett megoldaniuk. A dolgozat megirasadhoz
semmilyen segédeszk6zt nem lehetett hasznalni. Ezek a feladatok nagyban hasonlitottak a
félévvégi zarthelyi dolgozatban kérdezett feladatokra és az értékelésiik is hasonloképpen
tortént. Hibatlan megoldasért feladatonként 6-6 pontot szerezhettek a didkok.
Részmegoldasokra szintén lehetett pontot szerezni. A dolgozatokat a gyakorlatvezetdk
javitottak ki az eldad6 altal irt részletes pontozasi utmutatd szerint, ami tartalmazta a
részpontszamokat, a leggyakoribb hibdk értékelését és a javitassal kapcsolatos altaldnos
iranyelveket. Végiil az eldadd az Osszes dolgozat javitasat feliilvizsgalta. Az aldbbiakban

bemutatom a dolgozat feladatait, és azokat roviden elemzem.

1. Feladat: Hatarozzuk meg a 2346235226688442 g74m 23-mal vett maradékat.

A feladat ésszeri megoldasahoz sziikség van a kurzuson tanult egyik fontosabb tétel
alkalmazasara, az Euler-Fermat tétel hasznalatara. A kurzuson tanult feladatmegoldasi
algoritmus szerint az alapot, azaz a 2346235-6t modulo 23, a kitevét pedig modulo @(23) kell
venni. Mivel a 23 primszam, ¢(23) = 22. Els6é ranézésre talan ugy tlinik, hogy szdmoldgép
hasznalata nélkiil csak viszonylag lassan tudjuk megtalalni a maradékokat. Mivel az utdteszt
megirasara a didkoknak csak 20 perciik volt, nem volt idejiik a maradékos osztas hasznélatara.
Azonban ha figyelmesen megnézziik a feladatban szereplé szamokat azt latjuk, hogy erre
valojaban nincs is sziikség, hiszen 23-mal illetve 22-vel oszthaté szamparokat tudunk képezni
az alapban illetve a kitevében talalhatd szdmjegyekbdl, tehat a maradékos osztas gyorsan

elvégezhetd.

2. Feladat: Hatdrozzuk meg a 3x° — 4y*® + 1722012 = 34172 egyenlet &sszes

megoldasat az egész szamok korében.
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Ez a feladat a négy feladat koziil a legdsszetettebb. A megoldas tobb kiilonb6zé tipusu
stratégia alkalmazasat és kiilonbozd fogalmak, tételek megértését, alkalmazasat igényli
egyszerre. A didkok szamos ,triikkkot” tanultak az Algebra és Szamelmélet 1. kurzuson
magasabb fokt diofantikus egyenletek kezelésére. Ebben az esetben a kulcs 1épés a megfeleld
prim modulus megtaladlasa. A megfeleld6 p primszdmra modulo p véve az egyenletet,
ellentmondasra jutunk. Ez a probléma rutinfeladat, ha mar kelld alkalommal taladlkoztunk
ilyen tipusu feladatokkal, azonban ebben a kornyezetben ez egy meglehetdsen triikkkos

feladatnak szamit.

3. Feladat: Mely a, b szamjegyekre lesz a a97531ba szam oszthat6 55-tel?
Ennek a feladatnak a megoldasahoz tudni kell, hogy egy szam pontosan akkor oszthato 55-tel,
ha 5-tel és 11-gyel is oszthato, és ismerni kell az 5-tel és a 11-gyel vald oszthatosag
szabalyait. Mivel a szam oszthato 5-tel, a = 0 vagy a = 5. Tudjuk, hogy a a97531ba szam
11-gyel is oszthatod, igy a szadmjegyek valtakozd Osszegét véve b megadhat6. Bar ez
kozépiskolai tudas, meglepé modon elég kevés hallgatod szerepelt jol ezen a feladaton, sokan

alacsony pontszamot kaptak erre a feladatra.

4. Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszert:
2x = 8 mod (14)
x = 7 mod (11).

Bar ez a feladat mindig megoldhato ugyanazzal a modszerrel, a standard megoldas viszonylag
iddigényes. Tekintettel arra, hogy a didkoknak csak 20 perciik volt a négy feladat elvégzésére,
érdemes volt egy gyorsabb, triikkdsebb eljarashoz folyamodni. Egy lehetséges ,,gyorsabb” ft,
ha els6 1épésként a 2x =8 mod (14)-et redukaljuk x =4 mod (7)-re. Ezek utan
megfigyelhetjiik, hogy a 18 megfelel a feladat feltételeinek, majd a kinai maradéktételre
hivatkozva lathatjuk, hogy a 18 az egyetlen megoldas modulo 77.

5.3.5. Eredmények

Ebben a kutatdsban 42 hallgatod teszteredményeit elemeztik. A 42 hallgatd koziil 21 6
tartozott a kisérleti csoportba és ugyancsak 21 {6 a kontrollcsoportba. Az adatelemzést az R
4.2.3 szoftver segitségével végeztiik. A statisztikai jelolésekhez tartozo jelmagyarazat a

Fiiggelékben talalhato.
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A bemeneti szintfelmérdé dolgozaton elérheté maximalis pontszam 100 pont volt. A bemeneti
teszt eredményeinek elemzésekor azt taldltuk, hogy a rezidudlisok normalis eloszlast
mutattak, azonban a két csoport variancidja kiilonbozott (az atlagpontszama a kisérleti
csoportnak M = 58,9; SD = 21,1; a kontrollcsoportnak M = 69,2; SD = 11,0 volt), igy
Welch-probat alkalmaztunk. A teszt azt mutatta, hogy a két csoport kozott nem volt
kiilonbség a bemeneti teszten, az Algebra és Szamelmélet 1. kurzus kezdetén (t(31,5) =

1,99; p = 0,11; d = 0,60).

Ezek utdn megvizsgaltuk az utdteszt eredményeit. Az utdteszten elérhetd maximalis pontszam
24 pont volt. A pontszamokat atszamitottuk szézalékba. A rezidudlisok normalis eloszlast
mutattak, azonban a variancidk az F-teszt alapjan kiilonboztek a két csoportban (p =
0,008), ezért a Welch-probat alkalmaztuk. Az utdteszten a két csoport teljesitménye kozott
szignifikans kilonbség volt (t(43,4) = 3,15; p < 0,001;d = 0,88). A Kkisérleti csoport
atlagosan 75 szazalékot ért el, mig a kontrollcsoport 60 szazalékot. A két csoport utdteszten
elért atlagos teljesitménye szdzalékba atszamitva az 5. abran lathato. Az 5. tablézatban a két

csoport bemeneti teszten és az utdteszten nyljtott atlagos teljesitménye talalhato.

()]
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Atlagos teljesitmény az utéteszten + standard hiba (%)

Kisérleti csoport Kontrollcsoport

5. Abra A kisérleti és a kontrollcsoport utdteszten nyijtott teljesitménye.

(Az abrat az R 4.2.3 program segitségével nyertiik.)
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5. Tablazat
A kisérleti csoportnak és a kontrollcsoportnak a bemeneti teszten és az utoteszten nyujtott

atlagos teljesitménye.

Bemeneti teszt Utoteszt
Kisérleti csoport (el6hivasos modszer) 58,9 % 75,0 %
Kontrollcsoport (hagyomanyos mddszer) 69,2 % 60,0 %

5.3.6. Valasz a K3 kutatasi kérdésre, diszkusszio
Az 5.3. fejezetben a K3 kutatasi kérdésre fokuszaltam. A fejezetben bemutatott kisérlet célja

ezen kutatési kérdés megvalaszolésa.

Az el6zd kisérletben kimutattuk, hogy az el6hivasos modszer beépitheté az egyetemi
matematikaoktatasba és a modszer kozéptavon hatékonyabbnak bizonyult a hagyomanyos
oktatdssal szemben komplex matematika feladatok, szdmelmélet feladatok megoldasi
eljarasanak tanulasa esetében. Ebben a kisérletben azt vizsgaltuk, hogy vajon hossztdvon is
kimutathato-e az el6hivasos modszer jotékony hatasa. A Kkisérletet egy tényleges oktatasi
kornyezetben — egyetemi szamelmélet kurzuson — végeztikk el komplex, magas szintl
matematika tananyag felhasznalasaval. Kisérletiinkben a kisérleti csoport és a kontrollcsoport
ugyanarra az eldadasra jart, ugyanazokkal a fogalmakkal, ugyanazokkal a tételekkel ¢és
pontosan ugyanazokkal a feladatokkal ismerkedett meg a félév soran. A két csoport azonban
kiilonb6z6 kezelést kapott 13 héten at a gyakorlati orakon: mig a kontrollcsoport a gyakorlati
orak elején irt egy rovid tesztet az el6z6 heti elméleti anyaghoz kapcsoloddan, ahogyan az
ezen a targyon hagyomanyosan szokas, a kisérleti csoportndl a teszt az 6ra végén volt, az
aznapi gyakorlat anyagahoz kapcsolodoan. Az ora végi tesztek célja az aznap tanultak
eldhivasa volt. Az ora végi el6hivasok alkalmaval — hasonléan Lyle és Crawford (2011)
vizsgalatdhoz — a didkoknak a gyakorlat sordn megoldott feladatokhoz hasonl6 feladatokat
kellett megoldaniuk. Az o6ra végi teszt két feladatbol allt, amiket a kisérleti csoport tagjainak
egyénileg, segitség nélkiil kellett megoldaniuk. A két csoport a félév elején irt egy bemeneti
tesztet, amely a hallgatok aktualis matematika tudasat, kompetenciajat célozta felmérni. A
kezelés végét kovetden harom honappal a hallgatok szintén irtak egy tesztet. Ez az utoteszt a
félévvégi zarthelyi dolgozat idépontjahoz képest harom honappal késébb volt. Az utédolgozat
négy feladatbol allt. A dolgozat feladatai hasonlitottak a félévvégi zarthelyi dolgozat
feladataira. A bemeneti teszt eredményei alapjan a kisérleti és a kontrollcsoport nem

kiilonbozott egymastol, azonban az utdteszten a kisérleti csoport szignifikansan jobban
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szerepelt a kontrollcsoportnal. Az eléhivasos modszerrel tanulé diakok harom hoénappal a
félévvégi zarthelyi dolgozat megirasa utan jobb eredményt értek el az utdteszten, mint a
hagyomdnyos moédon tanul6 tarsaik, azaz kimutathatd volt az el6hivasi hatds hosszitavon,
komplex szamelmélet feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa soran a hagyomanyos
oktatassal szemben. Ez az eredmény arra hivja fel a figyelmet, hogy a hosszabb tavl tudas
kialakitdsa érdekében az el6hivasos tanuldst érdemes lehet beépiteni az egyetemi
matematikakurzusokba. Eredményeink azt sugalljak, hogy az el6hivasos mddszer hosszatava
hatassal van a tanuldsra és az Osszetett matematikai problémak megoldasara a magasabb

szintl matematika terén is.
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6. Az elohivasos tanulas szerepe az absztrakt algebra

tanulasaban

Ebben a fejezetben a 4. fejezetben bemutotatott el6hivasos tanulasi moédszert, annak kdzép- és
hosszutavi hatasat vizsgalom a kidolgozott példak mutatasa modszerrel szemben matematika
tanarszakos hallgatoknak sz6l6 Algebra és Szamelmélet 2. kurzus keretein beliil. A fejezetben
bemutatott kutatasok alapjat a (Muzsnay és mtsai, biralat alatt) publikacié képezi. A kutatas
az eléhivasos modszer kozéptavu, félévkozi és hosszatava, egy teljes szemeszteren ativeld

hatasat vizsgalja az absztrakt algebra tanulasa esetén.

6.1. Kutatasi kérdések

Ebben a fejezetben az alabbi kutatdsi kérdésekre keresem a valaszt:

K4: Kimutathato-e az el6hivasi hatds kozéptavon — a félévkozi és félévvégi zarthelyi
dolgozaton — komplex absztrakt matematika feladatok (algebra feladatok) megoldasi
eljarasdnak tanuldsa soran a ,kidolgozott példdk mutatasa” modszerrel szemben elsééves

matematika tanarszakos hallgatok korében?

K5: Kimutathato-e az elOhivasi hatds hosszitavon — 6t honappal a félévvégi zarthelyi
dolgozatot kovetden — komplex absztrakt matematika feladatok (algebra feladatok) megoldasi
eljarasanak tanuldsa soran a ,.kidolgozott példdk mutatdsa” modszerrel szemben matematika

tanarszakos hallgatok korében?

K6: Milyen mértékben felejtik el a matematika tanarszakos hallgatok hosszitadvon — 6t
honappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kovetden — az absztrakt algebrat (polinomok
témakort) amennyiben el6hivasos, vagy a ,kidolgozott példdk mutatisa” modszerrel

tanulnak?
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6.2. Kisérlet — a modszer kozép- és hosszutava hatasa absztrakt

algebra feladatok tanulasa esetén

6.2.1. A kutatas célja

Ebben a kutatasban azt vizsgaltuk, hogy egy, az ¢l6z6 fejezetben (5. fejezet) bemutatott
szamelmélet tananyagnal absztraktabb kornyezetben is kimutathaté-e az el6hivasos modszer
hatdsa. Ahogyan azt korabban emlitettem, vannak olyan kisérletek, ahol a tesztelési hatas
bizonyitasa vagy nem sikeriilt, vagy ellentmondédsos eredményeket hozott. Bar az el6zo
fejezetben bemutatott kisérleteink eredményei abba az iranyba mutatnak, hogy az eléhivasi
hatason alapuld tanulast absztraktabb matematika tananyag tanuldsa, komplex feladatok
megoldasa esetén is érdemes alkalmazni, a szakirodalom alapjan nem egyértelmii, hogy az
eldhivasi hatds altalanosan kimutathatd-e komplex témakordk (Gog és Sweller, 2015) és
deduktiv kovetkeztetéseket igényld feladatok esetén (Tran, Rohrer és Pashler 2015). Az ebben
a fejezetben targyalt kisérletben szereplé matematika feladatok megoldasahoz kifejezetten
fejlett deduktiv gondolkodési és problémamegoldd képesség sziikséges, a mérésiil szolgalo
feladatok pedig igen Osszetettek. Jelen kutatds tényleges oktatasi kornyezetben vizsgalja az
eléhivasos tanuldst egy matematika tanarszakos hallgatoknak sz616 masodik féléves kotelezd
kurzus keretein beliil, az Algebra és Szamelmélet 2. ciml kurzuson. A kurzus gyakorlati
részét a hallgatok egy része a kidolgozott példdk modszerével, masik része pedig eldhivasos
modszerrel, a tananyag egy alkalommal, kdzvetleniil a tanulads utdn torténd felidézésével
tanulta (lasd 4. fejezet). Az ebben a fejezetben bemutatott kisérlet a két csoport hallgatoinak
teljesitményét hasonlitja 0ssze, a leendd matematikatanarok tudasara és problémamegoldo
készségére koncentradlunk. Az egyetemi algebra és szamelmélet kurzusok oOriasi szerepet
jatszanak a hallgatok absztrakcids képességének fejlesztésében, a matematika és a
természettudomanyok kiilonboz6 részein beliili kapcsolatok kialakitasaban, valamint a
fogalmak mélyebb megértésében, példaul a formalis szamitdsok, az algebrai struktirak
bemutatésa és viselkedésiik megértése terén. Ugy gondoljuk, hogy az algebra magasabb szintii
megértése elengedhetetlen a matematikatanarok szadmara. Szdmos tanulmany azonban
kimutatta, hogy a tanuloknak nehézséget okoz az absztrakt algebra elsajatitdsa (Veith és
mtsai, 2022; Agustyaningrun és mtsai, 2021; Wasserman, 2018). Még ha a didkok at is
mennek a vizsgan, késobb nehezen emlékeznek a tanultakra. Ebben a kutatasban célunk volt
megvizsgalni, hogy a 4. fejezetben bemutatott eléhivasos modszer segitii-e a megértést és a

hosszutavu tudas kialakitasat az absztrakt matematika terén. Kérdés, hogy vajon kimutathato-
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e az el6hivasi hatas kozéptavon, illetve hosszitavon komplex absztrakt matematika feladatok

megoldasi eljarasanak tanuldsa esetén a kidolgozott példak modszerével szemben.

6.2.2. A Kkisérlet résztvevoi, Kisérleti elrendezés
A fejezetben bemutatott kisérlet két részbdl all. Az elsé részben a mddszer kozéptavu hatasat
vizsgaljuk egy egyetemi absztrakt algebra kurzuson, mig a masodik részben a modszer

hosszatavu hatasra 6sszpontositunk.

A kisérlet elso részét a 2017/2018-as tanév tavaszi félévében végeztiik, a kisérlet résztvevoi
az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem azon matematika tandrszakos hallgatoi voltak, akik
felvették az Algebra és Szamelmélet 2. cimili kotelezd tantargyat. Tehat a résztvevok olyan
hallgatok voltak, akik mar egy félévet eltoltdttek az egyetemen. Osszesen 76 hallgatd vett

részt a vizsgalatban.

Az Algebra és Szamelmélet 2. kurzus heti egy 90 perces eldadasbol és egy 90 perces
gyakorlatbol allt 13 héten keresztiil. Az eléadasokon az Gsszes hallgatd egyiitt vett részt, mig
a gyakorlatokon a hallgatok csoportokra voltak bontva. Minden hallgatd ugyanazokkal a
fogalmakkal, tételekkel ismerkedett meg és ugyanazokat a problématipusokat oldotta meg a
gyakorlati foglalkozasok alkalmaval. Az egyes gyakorlati csoportok 1étszama koriilbeliil 15 6
volt. A hat gyakorlati csoport koziil harmat a kisérleti, harmat pedig a kontrollcsoportba
osztottunk be. Igy a 76 értékelendd hallgatobol 39 keriilt a kisérleti csoportba, 37 pedig a
kontrollcsoportba. A kisérleti csoport el6hivasos modon tanult a gyakorlatokon, a
kontrollcsoport pedig a kidolgozott példdk modszerével (1d.: 4. fejezet). A tanari hatast
igyekeztiink a lehetd legjobban kikiiszobdlni: mind a kisérleti, mind a kontrollcsoportban egy-
egy tapasztaltabb tanar, egy-egy doktorandusz hallgatd és egy-egy demonstrator tartotta a
gyakorlatokat. Emellett a gyakorlati csoportok tanarai rendszeresen konzultaltak egymassal,

megvitattak a kurzussal kapcsolatos fobb kérdéseket.

A kisérlet masodik részét a 2018/2019-es tanév 6szi félévében végeztiik. A kisérlet résztvevoi
az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem azon matematika tanarszakos hallgatdi voltak, akik
felvették az Algebra és Szamelmélet 3. cimi kotelezd tantargyat €s részt vettek a kisérlet elsd
felében. A tanarképzésben az Algebra és Szamelmélet 3. kurzus tanterv szerint a harmadik
vagy az 6todik félévben vehetd fel. A kisérlet résztvevdi azok a tanarszakos hallgatok voltak,
akik az Algebra és Szamelmélet 3. kurzust a harmadik félévben, a 2017/18-as tanév masodik

félévében vették fel, és részt vettek a vizsgalat elsé részében. Ez Gsszesen 33 hallgatot
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jelentett. Azok, akik nem végezték el az Algebra és Szamelmélet 2-t, vagy elvégezték, viszont
az Algebra ¢és Szamelmélet 3. idején mas 6rajuk volt, nem vettek részt a kisérlet ezen
részében. A 33 kisérletben résztvevo hallgatod koziil 13 hallgatéd tanulta kordbban az Algebra
¢s Szamelmélet 2. targyat el0hivasos mddszerrel, dket tekintjiik a kisérleti csoportnak. A tébbi
20 hallgatd a kidolgozott példak bemutatasa modszerrel tanulta korabban az Algebra és
Szamelmélet 2. targyat, 6ket nevezziik kontrollcsoportnak. A kisérletnek ebben a szakaszaban
a két modszer hosszatavu hatasat vizsgaltuk. A hosszutava hatéast utdteszt segitségével mértiik
fel, 6t honappal kés6bb, mint ahogy a hallgatok az Algebra és Szamelmélet 2. tananyaghoz
kapcsolodo félévvégi dolgozatot megirtak. A didkokat tajékoztattuk arrol, hogy tesztet fognak
irni az addig tanultakbol, azonban arra szamitottak, hogy csak az Algebra és Szamelmélet 3.
tananyagahoz kapcsolddoan kérdezziik 6ket, az Algebra és Szamelmélet 2-ben tanultakrol
nem. Az utétesztet a diakoknak elézetesen explicit nem jelentettiik be, nem szerettiik volna,
hogy a kozelgd teszt ismerete befolyasolja a didkok utdteszten nyujtott teljesitményét
(Roediger és Karpicke, 2006). Az utoteszten az Algebra és Szamelmélet 2. tananyaghoz
kapcsolodo tudast, problémamegoldo képességet mértiik fel. Minden résztvevé beleegyezett
az utdteszt megirasaba és a teszten nyujtott gyenge teljesitmény semmilyen negativ

kovetkezménnyel nem jart.

6.2.3. Tananyag
Az Algebra és szamelmélet 2. tantargy altal lefedett témakorok leirdsa a fliggelékben
talalhato. A kisérletben vizsgalt témakorok a kurzuson bemutatott témak egy részhalmazat

foglaltak magukban. Nevezetesen az alabbi témakdrokre fokuszaltunk:

- Polinomok. Kommutativ, egységelemes gylrli f6l6tti polinom mint formalis kifejezés.
Polinomok egyenldsége, egyiitthatoi, féegyiitthatdja, normélt polinom. Osszeadas,
nullapolinom, kivonds, szorzds. Nem nullapolinom foka, a fokszam véltozdsa a
miuveleteknél. A polinomok gytriije, nullosztémentesség.

- A polinomfiiggvény fogalma, polinom gyoke, a Horner-elrendezés, a gyoktényezd
kiemelhetdsége. A gyokok maximalis szdma, a polinomok azonossagi tétele. Végtelen
nullosztomentes gytiri folott a polinomfiiggvények és a polinomok kapcsolata
kolcsonodsen egyértelmil, de véges gylirli f6l6tt nem. Az algebra alaptétele (bizonyitas
nélkiil): komplex szamtestfolott minden nem konstans polinomnak van gyoke. Gyok
multiplicitdsa. Egy n-edfokti komplex egyiitthatos polinomnak multiplicitasokkal

szdmolva pontosan n komplex gydke van. A tobbszords gyokok és a formalis derivalt
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kapcsolata tetszdleges test folott. A raciondlis gyokteszt. A Lagrange- és a Newton-
interpolacio.

A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggése. Fok, homogén polinom, lexikografikus
rendezés. A szimmetrikus polinomok alaptétele, egyértelmiiség. Hatvanyosszegek.

A polinomok szdmelmélete. Szamelméleti fogalmak gytirliben: oszthatdsag, egység,
asszocialt, irreducibilis (méas néven felbonthatatlan), primtulajdonsagi elem,
kitlintetett k6zOs osztd és tobbszords, ezek egyértelmisége, képletiik alaptételes
gylriiben. A polinomgytri egységei. Minden olyan polinommal lehet maradékosan
osztani, amelynek a fOegylitthatéja egység. A maradékos osztds egyértelmi. Az
euklideszi algoritmus, az irreducibilis és prim elemek kapcsolata. A szamelmélet
alaptétele érvényes tetszOleges test folotti polinomok gyurtijében, az egész szamok
szamelméletének mintéjara.

Test folott az irreducibilis polinomok azok a nem konstans polinomok, melyek nem
bonthatok alacsonyabb fokuak szorzatara. Minden elséfokt polinom irreducibilis; a
masod- és harmadfokuak pontosan akkor irreducibilisek, ha nincs az alaptestben
gyokiik. Ha egy legalabb masodfoka polinomnak van az alaptestben gyoke, akkor nem
irreducibilis (de ha nincs gyoke, lehet reducibilis). Az irreducibilis polinomok a
komplex szamtest folott az els6fokuak. Egy valds egyiitthatés polinomnak minden
komplex szam ugyanannyiszoros gyoke, mint a konjugaltja. Minden paratlan foku
valds egyiitthatds polinomnak van valds gyoke. A valds szdmtest f6l6tti irreducibilis
polinomok leirasa.

A Schonemann-Eisenstein-kritérium a racionalis szamok teste fol6tti irreducibilitasra.
Kovetkezmény: a raciondlis szamtest folott akarhanyadfokt irreducibilis polinom
létezik. Polinomok Z felett és Z, felett. A korosztdsi polinom; rekurziv képlete,
kiszamitasa. A korosztasi polinom irreducibilis. Tovabbi modszerek az irreducibilitas
eldontésére. Gauss-lemma, az irreducibilis polinomok jellemzése az egész egyiitthatds
polinomok gyiiriijében, itt is érvényes a szamelmélet alaptétele. Altalanosités:
alaptételes gyliri f6l6tti polinomgytiri is alaptételes. Alaptétel a tobbhatarozatlan

polinomok kozott
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6.2.4. Méréeszkozok

A kisérlet elsd felében a hallgatok két dolgozatot irtak: egyet a szemeszter hatodik hetében és
egyet a szemeszter tizenharmadik hetében. Ebben a kisérletben a didkok polinomokkal
kapcsolatos ismereteire koncentraltunk. Az elso teszt — amelyet a didkok a hatodik héten irtak
— hét feladatbol allt. A hét feladatbol harom feladat kapcsolddott a polinomok témakoréhez
(Fiiggelék). A masodik tesztben — amelyet a szemeszter tizenharmadik hetében irtak — 6t
feladatot kérdeztiink a diakoktol és mind az 6t kérdés a polinomokra vonatkozott (Fiiggelék).

A kisérlet masodik részében arra voltunk kivancsiak, hogy a tanuldk milyen hosszutava
ismeretekkel rendelkeznek a polinomokkal kapcsolatban. A hosszatavi tudas mérése
érdekében a diakok 6t honappal a masodik tesztet, azaz a félévvégi dolgozatot kdvetden egy
utotesztet irtak, amely harom feladatbol allt (Fliggelék). Az utdteszten a félévkozi dolgozatok
feladataihoz hasonl6 feladatokat kérdeztiink.

A dolgozat értékelése a kovetkezOképpen tortént: mind az évkodzi, mind az utdteszteken
hibatlan megoldasért feladatonként 6-6 pontot szerezhettek a didkok. Részmegolddsokra
szintén lehetett pontot szerezni. Az adott csoport dolgozatait a gyakorlatvezetdk javitottak ki
az eléado altal irt részletes pontozasi utmutatod szerint, ami tartalmazta a részpontszamokat, a
leggyakoribb hibak értékelését és a javitassal kapcsolatos altalanos iranyelveket. Végiil az
eléadd az Osszes dolgozat javitasat feliilvizsgalta. A dolgozat irdsa soran a hallgatok

semmilyen segédeszkdzt nem hasznalhattak.

Az alabbiakban bemutatok néhanyat az Algebra és Szamelmélet 2. kurzus soran bemutatott
legfontosabb polinomokkal kapcsolatos problémak koziil. Ezen feladatok mindegyike
komplexnek tekinthetd. Van Gog és Sweller definicidja alapjan egy feladatot akkor tekintiink
“komplexnek”, ha  "magas az elemek kozti interakcio; a komplex anyag kiilonbozo
informacios elemeket tartalmaz, amelyek kapcsolatban dllnak egymassal, és ezért egyszerre
kell feldolgozni ket a munkamemoriaban" (Gog és Sweller, 2015, 248. o.). A dolgozatokban
¢s az utodolgozatban talalhato feladatok jelentds része magasabb fokt polinomok kiilonb6z6
algebrai struktarak (példaul Z, R, Q, C) folotti felbontasara vagy redukalhatosagara kérdez ra.
Az évkozi dolgozatok €s az utoteszt az alabbiakhoz hasonld feladatokat tartalmazott. Ha
megnézzikk ezeket a feladatokat, lathatd, hogy bar a szovegezésiik hasonld, mindegyik
probléma mas-mas megkozelitést igényel, és tobb irdnybdl is meg lehet tamadni az egyes
feladatokat. Tobb tanult eljaras é€s ,,triikk” koziil ki kell valasztani a feladat szempontjabol

relevansakat és azokat megfelel6 modon kell kombinalni. Egy kezdeti triikkk kivalasztasa és
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alkalmazasa utan szinte minden esetben kapunk egy alacsonyabb foka polinomot, amit

tovabbi polinomok szorzatara bonthatunk, és igy tovabb.

1. Feladat: Bontsuk 6l Z, folott az x'® + x2 + x8 + 1 polinomot irreducibilis

polinomok szorzatara!

A feladat megoldasaval kapcsolatban egy kulcs észrevétel, hogy 7Z, folott teljesiil a
,kozépiskolasok alma”, azaz Z, folott (a + b)? = a? + b?. Ezt az észrevételt egymas utdn
tobbszor alkalmazva at tudjuk irni a polinomot az aldbbi médon:
10+ x2+ x84+ 1= +x9) 2+ (x*+1)2 =¥ +x0+x*+1)2 =
=[x+ + (2 + D2 =[x+ 3+ 22+ D2 = (x* +x3 +x2 + 1)*

Azaz x® + x2 +x8 +1 = (x* + x3 + x2 + 1)*. Sajnos a didkok jelentds része ennél a
1épésnél megall, nem vizsgalja tovabb az x* + x3 + x? + 1 polinomot. Ugyanakkor ezen a
ponton még nem vagyunk készen a feladat megoldasaval, meg kell vizsgalnunk a kapott
negyedfokll polinomot. Egy tovabbi fontos észrevétel, hogy az 1 gydke a negyedfoku
polinomnak. Az, hogy ezt az észrevételt a diakok megtegyék, az egy realis elvaras volt. A
gyakorlatokon tobbszor eldfordult olyan gondolatmenet, ami lehetévé tette, hogy az
¢szrevételt a didkok a dolgozaton alkalmazzék. Egyrészt, a gyakorlatokon volt rola szo, hogy
Z, felett a lehetséges gyokok 0 és 1, igy egyszeriien behelyettesitve mindkét elemet a
polinomba leellendrizhetik, hogy az gyok-e. Masrészt kiilonosen Z, felett visszatérd
gondolatmenet volt, hogy az 1 minden olyan polinom gydke, amelynek paros szamu tagja
van.

Azaz:

x*+x3+x2+1=((x+DE3+x+1)

Végezetiil: egy harmadfoku polinom pontosan akkor felbonthaté Z, felett, ha van gyoke. Sem
a 0, sem az 1 nem gyoke az x> + x + 1 polinomnak, azaz a polinom Z, felett irreducibilis.

Igy a kovetkezot kaptuk:

x10 +x2 + x84+ 1=(x+D*(x3+x+ D%

2. Feladat: Bontsuk fol a valds test foldtt az x® + x* + 1 polinomot irreducibilisek

szorzatara!
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Ennek a feladatnak a megoldasahoz sok didk ugy kezdett neki, hogy bevezetett egy uj
ismeretlent: y = x*, majd vizsgalta az y? + y + 1 polinom gyokeit. Ezek utdn megkereste a

negyedik gyokeit a kapott két komplex gyoknek, majd ezen a ponton alltalaban megalltak a

hallgatok:
I 1+«/§_
X = sE=i)

Az a kevés hallgatd, aki folytatta a feladat megoldasat, az vagy észrevette, hogy pont a
harmadik egységgyokoknek az algebrai alakjait kaptuk meg, vagy megprobalta kiszamitani az
(a + bi)*-t.

Egy masik lehetséges megoldasi ut, ha észrevessziik (vagy emléksziink rd), hogy az x® +
x* + 1 polinom tagjai egy mértani sorozat tagjai, azaz x® + x* + 1 = (x? - 1)/(x* - 1) .
Innentdl pedig a hanyados megfigyelésével és annak algebrai jelentését figyelembe véve
lathatjuk, hogy az x® + x* + 1 polinom gydkei a tizenkettedik egységgydkdk, kivéve azokat,
amelyek az x* — 1 gydkei.

Imix)

0.0 + . ~ Re{x)

1.0 0.5 0.0 0.5 '__||-:
6. Abra Az x8 + x* + 1= (x*2 — 1) /(x* — 1) polinom gyckei

(Az abra a Wolfram Alpha segitségével késziilt.)

A nyolc gyok tehat az els6, masodik, negyedik, 6todik, hetedik, nyolcadik, tizedik és
tizenegyedik a tizenkettedik egységgyokok koziil. A gyokok rendjeit vagy az &abrardl

12

leolvasva, vagy alkalmazva a hatvany rendjére vonatkoz6 formulat o(ei) = @D

azt kapjuk,

hogy a gyokok rendjei: 12; 6; 3; 12; 12; 3; 6; 12.
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A probléma megoldasanak egy masik, valamivel egyszertibb modja egy picivel tobb tudast

igényel. Ha a polinomot kdrosztasi polinomok szorzatara bontjuk, akkor a kdvetkezot kapjuk:

x12_1_¢12'¢6'¢4'¢3'¢2'¢1

x+xt+1= =
x*—1 by P2 1

= 12" P " P3
Azaz:

B+xt+1=((*—x2+ D2 —x+ D% +x+1).

3. Feladat: Adjuk meg az x”7 — 3x% + 125x — 375 polinom gyoktényezds alakjat a

komplex szamtest folott!

A polinom minden egyiitthatdja egész szam, igy esziinkbe juthat a raciondlis gyokteszt
alkalmazasa. Ennek segitségével lathatjuk, hogy a 3 gyoke a polinomnak. Kiemelve az x — 3
gyoktényezét kapjuk, hogy (x7 —3x® + 125x —375) = (x — 3)(x® + 125). Ezt az alakot
akar polinomosztds, akar a Horner-elrendezés segitségével megkaphatjuk. Kovetkezo
1épésként véve a —125 szdm hatodik egységgyokeit, megkapjuk az eredeti polinom tovabbi

hat gyokét, konnyen vehetjiik annak gyoktényezds alakjat.

4. Feladat: Szamoljuk ki a ¢34 15" P9 polinomot, ahol ¢, az n-edik korosztasi

polinomot jeldli!

Egy lehetséges megoldasa a feladatnak, hogy kiszamoljuk a ¢4, ¢1g, o polinomokat, majd

0sszeszorozzuk Oket.

x?—1
¢o(x) = 3_1=x6+x3+1

X
P18(x) = Ppo(—x) =x® —x3 +1
$36(x) = p1g(x?) =x2 —x¢+1

Ezeknek a polinomoknak az &sszeszorzasa se nem konnyt, se nem nehéz feladat. A szorzas

elvégzésének egy elegans modja a kdvetkezo Gsszefliggés alkalmazasa:
2+ x™ + D) (2 —x" + 1) = x* + 2" + 1.
Kétszer alkalmazva a fenti 6sszefliggést azt kapjuk, hogy:

P36 D1 o = x** +x1? +1
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Egy masik, gyorsabb megoldasa a feladatnak arra az Osszefliggésre épit, hogy ¢, (x) =

— X1 Atirva az eredeti kifejezést megkapjuk, hogy
[ain,a<n $ax)
P36 P18 P12 P9 PePaP3Parpr _ x3°-1 24 12
. . = = = 1.
P36 P1a" Po P12°P6 PaP3 P2 P1 x12-1 A

A félévkozi dolgozatok €s az utoteszt mellett a kisérleti csoport minden gyakorlat végén irt
egy rovid dolgozatot az adott napon tanult anyaghoz kapcsoldddan. A 6. tablazatban néhany
ora végi dolgozat alkalméval feltett kérdésre mutatok példat. A tesztek alkalméval olyan
kérdéseket igyekeztiink feltenni, amelyek nem voltak sem til konnytiek, sem tal nehezek a
didkok szdmara. A feladatok megoldasa ugyanazokat az ismereteket és gondolati sémdkat
kovetelte meg, mint a félévkozi dolgozatok €s az utdteszt feladatai, de nem voltak azonosak

azokkal.

6. Tablazat
Példak az ora végi tesztkérdésekre.

1. példa Fejezziik ki az a®bc + ab?c + abc? polinomot elemi szimmetrikus polinomok
segitségévell

2. példa Szamitsuk ki a ¢gg(x) korosztasi polinomot!

3. példa Bontsuk szorzatta az x° — 1 polinomot Z,, folott!

4. példa Igaz-e, hogy a 6x” + 52x° — 39x3 + 52 polinom Q f&16tt irreducibilis?

5. példa Adjuk meg az x2° + x> + x1% 4+ x5 + 1 polinom komplex szimtest feletti

gyokeit és azok rendjeit!

6. példa Z felett felbonthato-e a 2x3 + x2 — x + 1 polinom?

6.2.5. Eredmények

A tanulok teljesitményének és fejlddésének mérésére kvantitativ kutatdsi modszereket
alkalmaztuk. A K4 és K5 kutatasi kérdések megvalaszolasahoz az adatelemzést az R 4.2.3
szoftverrel végeztiik (R Core Team, 2023). A statisztikai jeldlésekhez tartozo6 jelmagyarazat a

Fliggelékben talalhato.
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A kisérlet els6 részében a K4 kutatasi kérdésre koncentraltunk. Az el6hivési hatdson alapulo
modszer kozéptava hatdsat vizsgaltuk a kidolgozott példdk modszerével szemben Gsszetett
absztrakt algebrai feladatok tanuldsa és megoldasa soran. A hallgatok a félév hatodik és
tizenharmadik hetében irtak egy-egy tesztet. Osszesen 76 hallgatd irta meg mindkét tesztet, 39
f6 a kisérleti, tesztelds csoportbol és 37 f6 a kontrollcsoportbdl. A dolgozatpontszamok
kozotti  Osszefiiggések vizsgalatdhoz minden pontszdmot atszamitottunk szazalékba. A
teszteredmények eloszlasanak normalitasat ellendriztiik mindkét csoport mindkét félévkozi
teszten nyujtott teljesitménye esetében. A két csoportban a varianciak nem tértek el sem az
elsé zarthelyi dolgozat F(1,38) = 0,67; p = 0,21), sem a masodik zarthelyi dolgozat
esetében F = (1,38); p = 0.057). Paros és fliggetlen mintas t-probakat hasznaltunk a két
teszt pontszamainak dsszehasonlitasara az egyes csoportokon — kisérleti és kontroll — beliil és
a csoportok kozott. A két dolgozat eredménye kozott nem volt kiilonbség sem a csoportok
kozott, sem a csoportokon beliil (az elsé dolgozaton: t(74) = 1,19;p = 0,21 a masodik
dolgozaton: t(74) = 1,25; p = 0,24). Ez azt jelenti, hogy sem az els6, sem a masodik
dolgozatnal nem volt szignifikans kiilonbség a kisérleti csoport és a kontrollcsoport
pontszamai kozott. Szintén nem volt kiilonbség az elsé és a masodik dolgozat eredményei
kozott egyik csoport esetében sem. Mds szoval sem a csoporton beliil, sem a két csoport

kozo6tt nem volt kiilonbség a tudasszintben kézéptavon.

A kisérlet masodik részében a K5 és K6 kutatasi kérdéseket vizsgaltuk. A K5 kutatasi kérdés
megvalaszolasa érdekében megvizsgaltuk a didkok altal 6t honappal az év végi dolgozat utan
irt utoteszt eredményeit és 6sszehasonlitottuk a korabbi eredményeikkel. Ehhez az elemzéshez
kivalasztottuk az elsd és masodik félévkozi dolgozat két-két feladatat, amelyek hasonldak
voltak az utotesztben feltett kérdésekhez. A didkok ezen a két-két feladaton a félévkozi
dolgozatokban elért pontszamait Osszeadtuk és az igy kapott pontszam szolgalt egyfajta
viszonyitasi pontként, bemeneti adatként. A vizsgalatban az a 33 hallgato vett részt, aki részt
vett a kisérlet elsd részében, teljesitette az Algebra és Szamelmélet 2. targyat és megirta
mindharom tesztet: a két félévkozi dolgozatot és az utdtesztet. A 33 hallgato koziil 13 hallgato
tartozott a kisérleti csoportba és 20 hallgato a kontrollcsoportba. Mind a bemeneti teszt, mind
az utdteszt pontszdmok normalis eloszlast mutattak mindkét csoportban, ezért Pearson-
korrelaciot alkalmaztunk a bemeneti tesztpontszamok és az utdteszt pontszdmok kozotti
kapcsolat vizsgalatahoz. Az elé- és utdteszt pontszamok mérsékelten korrelaltak (r(31) =
0,47; p = 0,006). ANCOVA tesztet alkalmaztunk, hogy meghatarozzuk a két kezelés, az

eléhivasos és a kidolgozott példak bemutatasa modszerek hosszatavu hatasat. Elsé 1épésként
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ellendriztik az ANCOVA alkalmazhatosaganak feltételeit, a DHARMa csomag (Hartig,
2022) segitségével validaltuk a modelliinket. A fliggd valtozé normalis eloszldst mutatott,
teljesiilt az almintdk szorashomogenitdsa és az illesztett egyenesek meredekségének
parhuzamossaga. Osszehasonlitottuk a két csoport utdteszten elért eredményét a bemeneti
pontszamokra kontrolldlva. Szignifikdns kiilonbség mutatkozott a két csoport kozott
(F(1,30) = 8,9; p = 0,006). Posthoc elemzést végeztiink az emmeans csomag (Lenth, 2024)
segitségével, paronkénti Osszehasonlitassal Bonferroni-igazitast alkalmaztunk. A kisérleti
csoport szignifikdnsan magasabb pontszamot ért el (20,4 + 3,3 a korrigalt atlag+standard
hiba) a poszt-tesztben, mint a kontrollcsoport (7,9 + 2,6 a korrigalt atlagtstandard hiba;

igazitott p = 0,0057). A két csoport utoteszten elért atlagos teljesitménye a 7. abran lathato.

1§ 20
1

10

| |
Kontrollcsoport  Kisérleti csoport

korrigalt atlag = standard hiba

7. Abra Utéteszt eredmények (korrigdlt atlagtstandard hiba) a kontroll és a kisérleti
csoportban. 4 két pont a korrigalt atlagot jeloli, a vonalak pedig a standard hibat.
(Az abrat az R 4.2.3 program segitségével nyertiik.)

A K6 kutatdsi kérdés megvalaszoldsa érdekében szintén az utdteszt eredményeit vizsgaltuk.
Azt mértiik, hogy a didkok milyen ardnyban felejtették el az Algebra és Szamelmélet 2.
kurzuson tanult polinomok témakort. A vizsgalatban az a 33 hallgato vett részt, aki részt vett a
kisérlet els6 részében, teljesitette az Algebra és Szamelmélet 2. targyat €s megirta mindharom
tesztet: a két félévkozi dolgozatot és az utotesztet. A 33 hallgato koziil 13 hallgato tartozott a

kisérleti csoportba és 20 hallgato kontrollcsoportba.

Az utéteszt soran a tanuloknak harom polinomokkal kapcsolatos feladatot kellett

megoldaniuk. Az utéteszt harom feladata hasonlitott azokra, amelyeket a didkoktol a
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félévkozi dolgozatokon kérdeztiink. Az utoteszt feladatait parba allitottuk a kordbbi
dolgozatok megfelelé feladataival. Mindegyik feladatpar tartalmazott egy-egy kulcs
gondolatot, modszert, trilkkot, ami a feladat megoldasdhoz sziikséges volt. Az elso
feladatparban két magasabb foku polinom szerepelt, amelyeket a tanuloknak Z, felett kellett
felbontaniuk. A triikk az volt, hogy Z, felett egy kéttaghi 6sszeg négyzete egyenld a tagok
négyzetének Osszegével. A masodik feladatpar a korabban bemutatott 2. feladat volt, a valds
test folott kellett felbontani az x® + x* + 1 polinomot irreducibilisek szorzatara. A harmadik
feladatpar egy egész egyiitthat6s polinom komplex szamtest feletti felbontasat kérte. Itt a

megoldashoz alkalmazni kellett a racionalis gyoktesztet.

Az utoteszt pontozasanal azt vizsgaltuk, hogy a hallgato tud-e érdemi 1épést tenni a feladat
megoldasanak irdnyaba. Azok, akiknek sikeriilt érdemben elkezdeniiik a feladatot,
megtalalniuk a probléma egy kulcsgondolatat, legalabb 1 pontot kaptak. Példaul amikor egy
egész egyiitthatds polinom felbonthatdsdganal a hallgato leirta, hogy gyokteszttel érdemes
kezdeni, akkor azt lattuk, hogy a hallgatd mar valamire emlékszik, kapott pontot a feladatra.
Véletlenszerii szamoldsokra nem adtunk pontot. Azok, akiknek nem sikeriilt elkezdeniiik a
feladatot, 0 pontot kaptak. A "felejtést" itt tigy definidljuk, mint az utdteszten valdé 0 pont
elérését. Tehat nem azt vizsgaltuk, hogy ki az, aki valamire emlékszik, hanem ki az, aki

»semmire” sem, ki az, aki nem tud elindulni egyik feladat megoldasanal sem.

A 7. tablazatban bemutatjuk a "felejtés aranyat" a két csoportban. A felejtési arany alatt azt a
hanyadost értjiik, amelyet Ggy kapunk, hogy vessziik azon tanulok szdmat, akik 0 pontot
szereztek az utéteszten, és ezt 0sztjuk a tanulok szamaval. A kisérleti csoportban (N=13) a
tanulok 23,08%-a felejtette el a tananyagot. A kontrollcsoportban (N=20) a tanuldk 55,00%-a

ért el 0 pontot az utdteszten.

7. Tablazat

A felejtési arany a kisérleti és a kontrollcsoportban az utoteszt eredményei alapjan.

Létszam (f6) Felejtés aranya
Kisérleti csoport (el6hivasos modszer) 13 0,2308
Kontrollcsoport (kidolgozott példak modszere) 20 0,5500
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6.2.6. Valasz a K4, K5 és K6 kutatasi kérdésekre, diszkusszio

Az el6hivasi hatason alapuld tanulds ¢és a kidolgozott példak tanulmanyozédsa két olyan
tanuldsi technika, amely egyarant hatékony tanuldasi modszer lehet problémamegoldés
teriiletén (Dunlosky és mtsai, 2013; Adeniji és Baker, 2023). Ugyanakkor a két modszer
kiilonb6zoé kognitiv folyamatokon alapszik. Ebben a kutatdsban a két modszer egy-egy
formajanak hatékonysagat hasonlitottuk Ossze absztrakt algebra kurzuson, a didkok

kozéptavu, szemeszteren beliili és a hosszatavi, szemeszteren ativeld tudasara dsszpontositva.

A hatodik fejezetben bemutatttott kutatas tényleges oktatasi kornyezetben vizsgalta az
el6hivésos tanulast egy matematika tanarszakos hallgatoknak sz616 masodik féléves kotelezo
kurzus keretein beliil, az Algebra és Szamelmélet 2. cimli kurzuson. A kisérlet résztvevoi az
Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem azon matematika tanarszakos hallgatoi voltak, akik a
2017/18-as tanév tavaszi félévében felvették az Algebra és Szamelmélet 2. cimi kotelezd
tantargyat. A félév soran hallgatokat két csoportra osztottuk. A kurzus gyakorlati részét a
hallgatok egy része a kidolgozott példak modszerével, masik része pedig eléhivasos modon, a
tananyag egy alkalommal, kozvetleniil a tanulds utdn torténd felidézésével tanulta. A két
csoport gyakorlati 6rdinak felépitése az ora utolsd 5-10 percében kiillonbozott. A kisérleti
csoport eléhivasos modszerrel tanult: a gyakorlat utols6 néhany percében egy rovid, két
feladatbol allo dolgozatot irt az aznapi ora anyagahoz kapcsoloddan. Az ora végi dolgozatok
alkalmaval a didkoknak a gyakorlat soran megoldott feladatokhoz hasonlé feladatokat kellett
megoldaniuk. A kontrollcsoport kidolgozott példak segitségével tanult, ebben a csoportban az
ora utols6 par percében az oOravégi dolgozatanak a két feladata keriilt bemutatasra. A
gyakorlatvezetd ismertette a két feladat mintamegoldasat 1épésrdl 1épésre, ami lehetdséget

nyUjtott a tanuldknak arra, hogy a feladatmegoldasi sémakra 6sszpontositsanak.

A félév sordn a didkok tananyaghoz kapcsoldodd tudésat, problémamegoldd képességét két
alkalommal mértiik: a szemeszter hatodik hetében és tizenharmadik hetében egy-egy dolgozat
segitségével. Ezek a dolgozatok a kurzus anyagdhoz kapcsolodd Osszetett, deduktiv
kovetkeztetési képességet igényld feladatokat tartalmaztak. A két dolgozat eredményei
alapjan kozéptavon nem volt kiillonbség a két csoport tudasa és problémamegoldd képessége
kozott — az elsé és a masodik dolgozaton a kisérleti csoport ugyanugy teljesitett, mint a
kontrollcsoport. Azaz az eléhivasi hatas nem volt kimutathaté kozéptavon — a félévkozi €s
felevvegi zarthelyi dolgozaton — komplex absztrakt matematika feladatok tanuldsa soran a

kidolgozott példak mutatdsa modszerrel szemben.
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A kisérlet masodik felében az eldhivasos moddszer ¢€s a kidolgozott példak modszerének a
hossztava tudasra gyakorolt hatdsara koncentraltunk. A didkok Algebra és Szdmelmélet 2.
tananyaghoz kapcsolodd tudasat, problémamegoldd képességét egy utoteszt segitségével
mértlik, a tesztet eldzetesen nem jelentettilk be. Az utotesztet a didkok 6t honappal a
tananyaghoz kapcsolodd félévvégi dolgozat utan irtdk. A kisérlet eredményei azt mutatjak,
hogy az elhivasos modszer hosszutavi tudasra gyakorolt hatiasa kedvezobb, mint a
kidolgozott példakkal valo tanuldsé. Az el6hivasos moddszerrel tanuld diakok kordbbi, a
kurzus alatti eredményilikhoz képesti teljesitménye szignifikdnsan jobb volt, mint a masik
csoporté. Azaz az elOhivasi hatds kimutathatd volt hosszatavon — 6t honappal a félévvégi
zarthelyi dolgozat megirasa utan — komplex absztrakt matematika feladatok megoldasi

eljarasanak tanulasa soran a kidolgozott példak mutatasa modszerrel szemben.

Mindezek mellett megvizsgaltuk, hogy milyen mértékben felejtik el a tanulok hosszutavon —
Ot honappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kdvetden — a polinomok témakort amennyiben
eldhivasos, vagy a kidolgozott példak mutatasa moddszerrel tanulnak. A felejtés ardnya tobb
mint kétszererese volt a kidolgozott példakkal dolgozd csoportban, mint az el6hivasos
csoportban. Az utoteszt eredményei alapjan a kontrollcsoport tanuldinak tobb mint fele teljes
mértékben elfelejtette a polinomok témakort. Ugyanakkor a kisérleti csoportban a tanuloknak

joval kisebb része, 23,08%-a felejtette el az anyagot.

Szdmos tanulmany kimutatta, hogy az oktatasi valtoztatdsok végrehajtasa, kiilondsen
egyetemi szinten nehéz lehet (Brownell és Tanner, 2012). A hagyomanyos eléadasmodokrol a
hallgatokozpontibb oktatasra valo attérés kihivast jelenthet, mivel az oktatasi innovéacidk sok
esetben hosszatavu idbefektetést és néha pénzbefektetést is igényelnek (Hayward és mtsai,
2015). Az ebben az értekezésben vizsgalt el6hivasos modszer — a diadkok minden 6ra végén
irnak egy rovid tesztet az adott napon tanult anyaghoz kapcsoldédéoan minden fajta
segédeszkdz hasznalata nélkill — nem igényel kiilonosebb anyagi forrasokat, specidlis
eszkozoket, kevés id6t vesz igénybe és egyszerli modszer, igy konnyen bevezethet6 a tantermi
gyakorlatokba. A kvizek, tesztek mar ma is altalanosan hasznalt értékelési eszkozok a
fels6fokt matematikaoktatasban. A tesztekre ugyanakkor érdemes nem csak mint értékelési
eszkOzre, hanem mint a tanulast elOsegitdé eszkozre tekinteni. A teszteknek a didkok
tanulasara gyakorolt hatasa fligg attol, hogy a tanarok és a diakok hogyan alkalmazzak ket
(Feudel és Unger, 2022). A mi kutatasi eredményeink azt mutatjak, hogy az 6ra végi rovid
tesztek, melyek segitségével a didkok el6hivjak az aznap tanultakat, jelentds hosszatavu hatést

gyakorolhatnak a matematika tudasra absztrakt tananyag €s komplex matematika feladatok
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megoldésa, tanuldsa esetén is. Az d6ra végi eldhivas tobbet jelent, mintha az 6ra utolsé par
percében megmutatnank néhany tovabbi példat. Az ora végi tesztek konnyen beilleszthetok az
egyetemi el6adasokba és a gyakorlatokba is. Fontosnak tartom, hogy az oktatok ne ugy
tekintsenek az oOra végi tesztekre, mint "elveszett idére”, hanem mint egy tanitasi-tanulasi

eszkoOzre, ami a hosszutava tudast nagymértékben eldsegiti €s a felejtés mértékét csokkenti.
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7. Osszegzés, kisérleteink korlatjai, tovabbi kutatasi

lehetoségek

Az 6todik és hatodik fejezetekben bemutatott kutatasok az eléhivasos tanulas egy fajtijanak
kozép- és hosszatavu hatasait vizsgalta szamelmélet és absztrakt algebra kurzusok Kkeretein
beliil. Célom volt megvizsgalni, hogy absztraktabb kornyezetben, komplex matematika
feladatok megoldasi eljarasanak tanulasa esetén kimutathato-e az eléhivasi hatas kdzép- és

hossztavon a hagyomanyos tanuldssal illetve a kidolgozott példak modszerével szemben.

Az o6todik fejezetben bemutatott kisérletekben kimutattuk, hogy mind kozéptivon — a
félévvégi dolgozaton — mind hosszitavon — az utdteszten, amelyet a didkok harom honappal a
félévvégi dolgozat utan irtak — az eléhivasos mddszerrel tanuld didkok jobb eredményt értek
el, mint a hagyomanyos modszerrel tanulé tarsaik. Azaz kimutathatd volt az el6hivasi hatés
kozéptavon és hosszatavon komplex matematika feladatok, szamelmélet feladatok megoldasi
eljarasanak tanulasa soran a hagyomanyos oktatassal szemben. Tovabba eredményeink azt
mutatjak, hogy a tesztelési hatds az egyéni matematikai kompetenciatol, eloképzettségtol

fliggetleniil kimutathat6 volt.

A hatodik fejezetben bemutatott kisérletben célunk volt megvizsgalni, hogy absztraktabb
kornyezetben, absztrakt algebra feladatok megoldasi eljarasanak tanulasanal is kimutathato-e
az el6hivasos modszer hatasa. Ebben a kisérletben az el6hivasos modszert a kidolgozott
példdk moddszerével szemben vizsgaltuk: a didkok egy része eléhivasos modon tanult a
gyakorlatokon (kisérleti csoport), masik résziik pedig a kidolgozott példak modszerével
(kontrollcsoport). A két modszer kozéptava hatasat két, a félév soran irt dolgozat segitségével
mértiik, a hosszutavl hatast pedig egy utdteszttel, amelyet a didkok 6t honappal a félévvégi
dolgozatot kovetéen irtak meg. A két félév soran irt dolgozat eredményei alapjan kozéptavon
nem volt kiilonbség a két csoport tudasa és problémamegoldd képessége kozott. Az elsd és a
masodik dolgozaton a kisérleti csoport ugyanugy teljesitett, mint a kontrollcsoport. Azaz az
eléhivasi hatds nem volt kimutathatdé kozéptdvon — a félévkozi és félévvégi zarthelyi
dolgozaton — komplex absztrakt matematika feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa soran a
kidolgozott példdk mutatisa mddszerrel szemben. Ugyanakkor a kisérlet eredményei azt
mutatjak, hogy az el6hivasos modszer hosszutava tudasra gyakorolt hatasa kedvezébb, mint a
kidolgozott példakkal valo tanulds hatdsa. Az el6hivasos mddszerrel tanulé didkok korabbi, a

kurzus alatti eredményiikhoz képesti teljesitménye az utdteszten szignifikdnsan jobb volt,
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mint a kontrollcsoporté. Azaz az eldhivasi hatas kimutathatd volt hosszutavon — 6t honappal a
félévvégi zarthelyi dolgozat megirasa utan — komplex absztrakt matematika feladatok
megoldasi eljarasdnak tanulasa soran a kidolgozott példak mutatdsa modszerrel szemben.
Emellett a felejtés aranya tobb mint kétszererese volt a kontrollcsoportban, mint a kisérleti
csoportban. Az utoteszt eredményei alapjan a kontrollcsoport tanuldinak tobb mint fele teljes
mértékben elfelejtette a polinomok témakort. Ezzel szemben a kisérleti csoportban a

tanuloknak joval kisebb része, 23,08%-a felejtette el az anyagot.

Az egyetemi hallgatok hosszitavu tudasanak nyomonkdvetése valddi oktatdsi kornyezetben
nagy kihivast jelenthet. A didkokat elérni €s meggydzni egy teszt megirasarol azutan, hogy
mar nem tanitjuk 6ket nehéz, szinte lehetetlen feladat. Ugy gondoljuk, hogy az 6todik és
hatodik fejezetekben bemutatott vizsgalatainknak az az erdssége, hogy egy tanuldsi modszer

hossztavh hatasat tudtuk mérni valos oktatasi kdrnyezetben.

Bar a bemutatott kutatadsok eredményei alapjan gy tlinik, hogy a kisérletekben alkalmazott
eldhivasi gyakorlat, mddszer hatékony moddja a hosszatava tudés kialakitasanak az egyetemi
matematikaban, tovabbi kutatasokra van sziikség ezen a teriileten ahhoz, hogy messzemend
kovetkeztetéseket vonhassunk le. Fontos lenne a moddszer tesztelése kiilonbozo iskolai
kornyezetben: kiillonbozd didkokkal, kiilonb6zd egyetemeken €s méas matematika kurzusokon
is.

Vizsgalataink egyik korlatja, hogy nem tudjuk megkiilonboztetni a tesztelési hatast a
"figyelmi hatastol". Nem tudjuk, hogy a tesztelds csoport tudva azt, hogy az ora végén
tesztelni fogjak Oket a gyakorlatokon torténtekre a szokasosnal nagyobb figyelmet forditott-e.
A gyakorlatot vezetd oktatok arrdl szamoltak be, hogy bar a figyelemhatas lehet az els6
néhany oran jelen volt, azonban két-harom hét elteltével a diakok hozzaszoktak az ora végi
tesztekhez. A gyakorlatvezetok tigy vélik, hogy az orak a megszokott modon zajlottak és a

figyelemhatas nem volt jelen.

Kutatasunkban nem vizsgaltuk, hogy milyen més lehetséges egyéni tényezok befolyasolhatjak
az el6hivasos tanulas hatdsat a matematikai tudason, kompetencidn tal. Elképzelhetd, hogy az
eléhivasos tanulas hatasa fiigg példaul az egyén induktiv és deduktiv érvelése sordn hasznalt

képességétol, kiilondsen 1j anyagokkal kapcsolatban (Kyllonen és Kell, 2017).

Egy tovabbi korlatja a kisérletiinknek, hogy a tandri hatast bar igyekeztiink csokkenteni — a
tanarokat tanitasi tapasztalatuk alapjan "parokba" rendeztiik és mind a kisérleti, mind a

kontrollcsoportban egy-egy tapasztaltabb tanar, egy-egy doktorandusz hallgatd és egy-egy
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demonstrator tartotta a gyakorlatokat, valamint a gyakorlati csoportok tanarai minden héten
tartottak egy rovid megbesz€lést, ahol a kurzussal kapcsolatos fobb kérdéseket megvitattak —,

teljes mértékben nem tudtuk kikiiszobolni.

Kisérleteinkben az el6hivéasos csoport didkjainak a félév végére el kellett érniiik a maximalis
pontszam legalabb 50 szazalékat az ora végi teszteken ahhoz, hogy a kurzust sikeresen
teljesitsék. Ez egy sziikséges feltétele volt a kurzus teljesitésének. Az 50 szazalék elérése nem
volt tal nehéz feladat, mégis, ez hatassal Iehetett a hallgatok stressz-szintjére, ami
befolyésolhatta a teljesitményiiket. Az 50 szazalékos korlatot annak érdekében vezettiik be,
hogy a didkok legjobb tudasuk szerint oldjak meg az ora végi feladatokat. Sajat
tapasztalataink alapjan Magyarorszagon a hallgaték hajlamosak nem komolyan venni egy
feladatot amennyiben az nem kotelez6, vagy nem szarmazik hatrany annak nem teljesitésébol.
Ez motivélta az o6ra végi tesztek értékelését. Masrészt minimalizalni akartuk az dra végi
tesztekbdl szarmazo stressz faktort, igy sziiletett a dontés az 50 szazalékos korlat mellett, amit
a diakok minimélis er6feszitéssel teljesitettek. Erdemes lenne megvizsgalni, hogy a modszer
hatékonysaga fligg-e attol, hogy milyen pontozasi rendszert hasznalunk, vagy esetleg

egyaltalan nem hasznéalunk.

Végiil, de nem utolsosorban, nem mondhatjuk, hogy az alkalmazott el6hivasos mddszernek a
tanulasra és hosszitava tudasra gyakorolt kedvezd hatdsa kizardlag maganak az el6hivasnak
koszonhetd. Az elohivasos tanulasnak szamos kozvetett hatasa van, amint azt McDaniel és
munkatarsai (2015) kimutattdk. Az ora végi tesztek példaul meglehetésen vilagos képet
adhatnak a tanuloknak arr6l, hogy mit tudnak el6hivni és alkalmazni a matematikai
problémamegoldds sordn, ¢és milyen fogalmakat, eljardsokat és készségeket kell még
elsajatitaniuk. Egy masik kozvetett hatds lehet, hogy a tesztek elvégzése Onmagédban is
segithet a tanuloknak a tesztelési készségek fejlesztésében, ami javithatja a vizsgakon nyujtott
teljesitményt (Adesope és mtsai, 2017). Elképzelhetd az is, hogy a mddszer eredményessége
Osszefiigg a tanuldok aktiv bevonasaval és azon keresztiil fejtette ki a leirt hatdst, és az
eléhivasnak kisebb szerepe volt a modszer sikerességében. Ezt azonban nem tartjuk
valoszinlinek. Egyrészt a tanarok visszajelzései alapjan a figyelmi hatashoz hasonloan ez a
jelenség — a didkok aktiv bevonddasa — csak a félév elején volt érzékelhetd. Amennyiben az
oravégi tesztek aktivabb részvételt eredményeztek, azt tekinthetjiik a tesztelés kozvetett
hatdsanak. Ahogyan azt korabban emlitettem, ebben az értekezésben nem volt célunk a

tesztelés kozvetlen és kozvetett hatdsait elkiiloniteni egymastol.
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A fent emlitett korlatok szamos lehetdséget nyujtanak a tovabbi kutatdsok iranyaba. A
dolgozatban bemutatott kisérletekben az ora végi teszteket az oktatok javitottdk. Fontosnak
tartjuk annak vizsgalatat, hogy miként lehet minimalizalni a tandrok feladatait a tesztelési
modszer hatékonysaganak megdrzése mellett. A jovObeni kutatasok megvizsgalhatnak, hogy a
tanuloknak adott visszajelzések a modszer kulcsfontossagli eleme-e, vagy sem. Amennyiben
ez kulcsfontossagii elem, akkor a visszajelzés melyik forméja segiti leginkabb a tartos
matematikai tudas megszerzését? A tanartdl, a tanulotdl vagy egy géptdl kell-e érkeznie? Az
ora végi teszt formdjanak megvaltoztatasa a nyilt kérdésekrdl feleletvalasztos, rovid valaszos
vagy igaz-hamis kérdésekre torténé atallitasa szintén csokkentheti a tanarok munkajat. Meg
kell azonban vizsgalnunk, hogy az ilyen tipust kérdésekkel hosszitavon meg tudjuk-e tartani
ugyanazt a teljesitményt a komplex tananyagot illetéen. Ugy gondoljuk, hogy az igaz-hamis
kérdések vagy a feleletvalasztos kérdések nem nyujtandk ugyanazt az eredményességet, mint
amit a nyitott kérdések alkalmazésa. Elképzelhetd, hogy amennyiben egy kérdés Gsszetettebb
érvelést is igényel, azonban a végsd valasz csak egy kivalasztasi folyamatot, példaul
bekarikazast, parositast, athuzast, alahuzast, a tanuld egyszerlsit, és nem gondolkodik el
mélyebben az adott kérdésen. Tovabba felmeriilhet az a kérdés is, hogy ugyanolyan
hatékonysag érhetd-e el, ha a tanulok nem az o6ra végén, a tanteremben — nem ellendrzott

kortilmények kozott — , hanem otthon irjak meg a teszteket.

A jovobeli kutatasok egy masik lehetséges irdnya a tesztelés kozvetlen és kozvetett hatasainak
elkiilonitése hasonld kontextusban. Erdekes lenne olyan kutatast tervezni, amellyel ki tudjuk

szlirni példaul a figyelmi hatast vagy az aktiv bevonodas hatasat.

Emellett gyiimdlcs6z6 lehet annak mélyebb feltarasa is, hogy van-e Osszefliggés az anyag
absztrakcios szintje €s a modszer hatékonysadga kozott. Egy korabbi kutatdsunkban
kozépiskolai matematika oOrdkon alkalmaztuk és vizsgéaltuk az 6ra végi tesztek hatasat
(Szeibert és mtsai, 2022). A moddszer hatékonysaga rovid idén beliil megmutatkozott. Az
eddigi kisérleti eredményeink alapjan ugy véljikk, hogy az alkalmazott el6hivasos modszer
absztrakt kornyezetben is hatékony modja a tanulasnak, azonban minél absztraktabb a

tananyag, annal késobb jelentkezik a tesztelés hatésa.

Végiil, de nem utolsé sorban érdekes lenne megvizsgalni, hogy az iddben szétoszlatott
elohivas, illetve kumulativ el6hivasi gyakorlatok alkalmazasa milyen hatassal van a tanulok
hosszutavi tudasara az Osszetett absztrakt matematikai problémak tanuldsa és megoldasa

soran.
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8. Osszefoglalo

A disszertacio az eldhivasos tanulds egyetemi matematikaoktatadsban valo alkalmazhatdsagat,
annak hatékonysagat vizsgalja. A témavalasztasban jelentds szerepet jatszott az az alltalanos
tapasztalat, miszerint a didkok tilnyomo tobbsége a megszerzett tudas jelentds részét rovid
idén belill elfelejti. Az egyetemi hallgatok meghatarozd része olyan tanulasi stratégidkat
alkalmaz, mint példaul a vizsga eldtti tombdsitett tanulds, amelyekkel bar rovidtava sikereket
el lehet érni, tartdés tudast annal kevésbé. Ez nagy problémat jelent a matematika tanulasa
esetén is, ahol az alapvetd ismeretek hosszutavii memoriaba vald rogzitése, onnan torténd
eldhivasa kulcsfontossagu (Hopkins és mtsai, 2016). A felsGoktatasban matematikat tanulod
hallgatok koziil kiemelt jelentdséggel bir a matematika tandrszakos hallgatok
matematikaoktatasa. A matematikatanaroknak nap mint nap kell a matematika tudasukat
hasznélni, elmagyardzni a tanuloknak a kiilonb6z0 matematikai fogalmakat és eljarasokat
(Ma, 2020). A matematika tanarszakos hallgatok oktatasakor éppen ezért célszer(i lehet az
egyes kurzusokba olyan tanitdsi-tanulasi stratégidkat beépiteni, amelyek elosegitik a
megértést és megakadalyozzék a felejtést. A hosszutavu tudas kialakitdsanak egy lehetséges
eszkéze az elOhivdsos tanulds vagy mas néven teszteléses tanulds. Az elOhivdsos tanulas
elnevezés az el6hivast el6idézo tanuldsi modszereket foglalja magaban (Karpicke és Grimaldi,
2012). ElGhivas alatt a tarolt emlékek memoriabol torténd visszakeresését, felidézését,

valamilyen formaban torténd felhasznalasat értjiik.

A dolgozatban az el6hivasos tanulds egy formdjat, annak kozép- €s hosszatavi hatasat
vizsgalom a hagyomanyos oktatdssal és a kidolgozott példdk mutatdsa modszerrel szemben
matematika tanarszakos hallgatoknak szol6 Algebra és Szamelmélet kurzusok keretein beliil.
A kidolgozott példak mutatasa modszer alatt ,.egy feladat elvégzésének vagy egy probléma
megoldasanak lépésrol lépésre torténd bemutatasat” értjiikk (Clark, Nguyen, és Sweller, 2006,
190. 0.). Az egyetemi algebra és szamelmélet kurzusok Oriasi szerepet jatszanak a hallgatok
absztrakcios képességének fejlesztésében, a matematika és a természettudomanyok kiilonbz6
részein beliili kapcsolatok kialakitdsdban, valamint a fogalmak mélyebb megértésében.
Szamos tanulmany kimutatta, hogy a tanuloknak nehézséget okoz az absztrakt algebra
elsajatitasa (Veith és mtsai, 2022; Agustyaningrun ¢és mtsai, 2021; Wasserman, 2018). Még ha
a didkok at is mennek a vizsgéan, késObb nehezen emlékeznek a tanultakra. Felmertil a kérdés,
hogy a folyamatos el6hivas segiti-e megértést és a hosszutavl tudas kialakitasat az absztrakt

matematika terén. Ahogyan Agarwal és munkatarsai kiemelték: a nemzetk6zi szakirodalom
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nem eléggé kiterjedt, tovabbi alkalmazott kutatdsra van sziikség a tesztelés

matematikaoktatasba valo beemelésével kapcsolatban (Agarwal és mtsai, 2021).

Dolgozatom harom, az el6hivasos tanuldssal kapcsolatos publikacion alapszik, az ezekben
leirt eredményeket fejtem ki részletesen (Szabd és mtsai, 2023; Muzsnay és mtsai, 2024;

Muzsnay és mtsai, biralat alatt).

Az els6 kutatasban egyrészt azt vizsgaltuk, hogy kimutathato-e az el6hivasi hatas a
hagyomanyos oktatdssal szemben komplex matematika feladatok, szdmelmélet feladatok
megoldasi eljarasanak tanulasa sordn els6éves matematika tanarszakos hallgatok korében. A
kisérletet egy tényleges oktatasi kornyezetben — egyetemi szdmelmélet kurzuson — végeztiik el
komplex, magas szinti matematika tananyag felhasznaldsaval. A kisérlet résztvevdi a

kurzusra beiratkozo tanarszakos hallgatok voltak.

A szakirodalom alapjan nem egyértelmii, hogy egyetemi matematika tanuldsa esetén
kimutathat6-e az el6hivasi hatas. Komplex anyagoknal, feladatoknal és kovetkeztetési
képességet igényld feladatoknal volt amikor kimutathatd volt az el6hivasi hatas (Eglington és
Kang, 2018; Smith és Karpicke, 2013) és vannak olyan kisérletek is, ahol nem volt
kimutathat6 (Tran és mtsai, 2015; Leahy és mtsai, 2015). A sajat eredményeink azt mutatjak,
hogy az el6hivasos tanulas jelentds elénnyel rendelkezik a komplex, matematikai problémak

megoldasa esetén is.

Kisérletiinkben a kisérleti csoport és a kontrollcsoport tanulasi folyamata szinkronban volt
egymassal: a két csoport ugyanazokkal a fogalmakkal, ugyanazokkal a tételekkel és pontosan
ugyanazokkal a feladatokkal ismerkedett meg a félév soran. A két csoport viszont kiilonb6z6
kezelést kapott 13 héten at a gyakorlati 6rakon: a kontrollcsoport a gyakorlati 6rak elején irt
egy rovid tesztet az el6zd heti elmélet anyaghoz kapcsoléddan, ahogyan az ezen a targyon
hagyomanyosan szokés. A kisérleti csoportnal a teszt az 6ra végén volt, az aznapi gyakorlat
anyagahoz kapcsolodoan. Az ora végi tesztek alkalmaval a didkoknak a gyakorlat soran
megoldott feladatokhoz hasonl6 feladatokat kellett megoldaniuk, fel kellett idéznitlik az aznap
tanultakat. Az ora végi teszt két feladatbol allt, amit a kisérleti csoport tagjainak egyénileg,

segitség nélkiil kellett megoldaniuk.

A kisérlet résztvevoi a félév elején irtak egy tesztet, amely az aktualis matematikai tuddsukat,
kompetencidjukat célozta felmérni. Ez a teszt egyfajta viszonyitdsi pontként, bementi
tesztként szolgalt a kisérletben. A kezelés végén — a szemeszter 13. hetében — pedig irtak egy

ot feladatbol all6 dolgozatot. Ezen a dolgozaton a kisérleti csoport szignifikdnsan jobban
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szerepelt annak ellenére, hogy a félév elején ez a csoport rosszabb eredményt ért el a
bemeneti teszten. Az el6hivasos modszerrel tanuld didkok a félévvégi dolgozaton jobb
eredményt értek el, mint a hagyomanyos moédon tanul6 tarsaik, azaz kimutathatdé volt az
eléhivasi hatas kozéptavon komplex matematika feladatok, szamelmélet feladatok megoldasi
eljarasanak tanuldsa sordn a hagyomdanyos oktatassal szemben. A kutatasban tovabba
megvizsgaltuk, hogy vajon az el6hivasi hatds egyéni kiilonbségektdl fiiggetleniil kimutathato-
e komplex matematika feladatok esetében. A szintfelmérd bemeneti teszt alapjan a diakokat
atlag alatti, atlagos és atlagon feliili képességli csoportokra osztottuk. A tesztelési hatés
mindegyik csoportban megfigyelhetd volt, egyéni matematikai kompetenciatdl fiiggetleniil

kimutathat6 volt.

A masodik kutatdsban azt vizsgaltuk, hogy vajon hosszutdvon is megmutatkozik-e az elsd
kisérletben leirt elohivasos modszer pozitiv hatdsa. A kisérletet egyetemi szamelmélet
kurzuson végeztiikk. Kisérletiinkben a kisérleti csoport és a kontrollcsoport ugyanarra az
eldadasra jart, ugyanazokkal a fogalmakkal, ugyanazokkal a tételekkel és pontosan
ugyanazokkal a feladatokkal ismerkedett meg a félév soran. A két csoport azonban kiilonb6z6
kezelést kapott 13 héten keresztiil a gyakorlatok alatt: a kontrollcsoport a gyakorlati 6rak
elején irt egy rovid tesztet az el6z6 heti elméleti anyaghoz kapcsolddodan, a kisérleti csoportot

pedig az aznapi 6ra végén tesztelték az aznapi gyakorlat anyagahoz kapcsolodoan.

A kisérlet résztvevii a kurzus kezdete eldtt, a szemeszter elején irtak egy szintfelmérd
dolgozatot, amely felmérte a didkok bemeneti matematika tudasat, kompetenciajat. A kezelés
végét kovetden harom honappal a hallgatok szintén irtak egy dolgozatot. Ez az utoteszt négy
feladatbol 4llt. A dolgozat feladatai hasonlitottak a félévvégi zarthelyi dolgozat feladataira. A
bemeneti teszt eredményei alapjan a kisérleti és a kontrollcsoport nem kiilonbozott egymastol,
azonban az utodteszten a kisérleti csoport szignifikdnsan jobban szerepelt a kontrollcsoportnal.
Az el6hivasos modszerrel tanuld didkok harom honappal a félévvégi zarthelyi dolgozat
megirasa utan jobb eredményt értek el az utdteszten, mint a hagyomanyos modon tanuld
tarsaik. Kimutathatd volt az el6hivasi hatas hosszatavon komplex matematika feladatok,
szdmelmélet feladatok megoldasi eljarasanak tanuldsa soran a hagyomanyos oktatassal

szemben els6éves matematika tanarszakos hallgatok korében.

Végiil a harmadik kutatdsban az elShivasos tanulds egy formajanak hatékonysagat
hasonlitottuk 0ssze a kidolgozott példak alkalmazasdnak egy moddjaval absztrakt algebra
kurzuson. A kisérletben a kozéptavu, szemeszteren beliili és hosszutava, szemeszteren ativeld

tudast vizsgaltuk. A kisérlet résztvevoi az Algebra és Szamelmélet 2. cimii kbtelezd tantargyat
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felvevo matematika tanarszakos hallgatok voltak. A félév sordn a hallgatdkat két csoportra
osztottuk. A kurzus gyakorlati részét a hallgatok egy része a kidolgozott példak modszerével,
masik része pedig el6hivasos modon, a tananyag egy alkalommal, kozvetleniil a tanulas utan
torténd felidézésével tanulta. A két csoport gyakorlati orainak felépitése az ora utols6 5-10
percében kiilonbozott. A kisérleti, el6hivasos csoport a gyakorlat utols6 néhany percében egy
rovid, két feladatbol all6 dolgozatot irt az aznapi ora anyagahoz kapcsoléddan. Az oéra végi
dolgozatok alkalmaval a didkoknak a gyakorlat soran megoldott feladatokhoz hasonld
feladatokat kellett megoldaniuk. A kontrollcsoportban az 6ra utols6 par percében a kisérleti
csoport oravégi dolgozatanak a két feladata keriilt bemutatasra. A gyakorlatvezetd ismertette a
két feladat mintamegoldasat 1€pésrdl 1épésre, ami lehetdséget nyljtott a tanuldknak arra, hogy

a feladatmegoldasi sémakra 6sszpontositsanak.

A félév soran a didkok tananyaghoz kapcsolddd tudésat, problémamegoldo képességét két
alkalommal mértiik: a szemeszter hatodik hetében és tizenharmadik hetében egy-egy dolgozat
segitségével. Ezek a dolgozatok a kurzus anyagidhoz kapcsolédd Osszetett, deduktiv
kovetkeztetési képességet igényld feladatokat tartalmaztak. A két dolgozat eredményei
alapjan kozéptavon nem volt kiilonbség a két csoport tudasa és problémamegoldd képessége
kozott — az elsd és a masodik dolgozaton a kisérleti csoport ugyanugy teljesitett, mint a
kontrollcsoport. Azaz az elohivasi hatas nem volt kimutathaté kdzéptavon — a félévkozi és
félévvégi zarthelyi dolgozaton — komplex absztrakt matematika feladatok megoldasi
eljarasanak tanulasa soran a kidolgozott példak mutatisa modszerrel szemben matematika

tanarszakos hallgatok korében.

A kisérlet masodik felében az eldhivasos moddszer és a kidolgozott példdk modszerének a
hosszutavl tudéasra gyakorolt hatdsara koncentraltunk. A didkok Algebra és Szamelmélet 2.
tananyaghoz kapcsolodd tudasat, problémamegoldd képességét egy utdteszt segitségével
mértiik, a tesztet eldzetesen nem jelentettiik be. Az utdtesztet a didkok 6t honappal a
tananyaghoz kapcsolddd félévvégi dolgozat utan irtdk. A kisérlet eredményei azt mutatjak,
hogy az el6hivasos modszer alkalmazasa hosszutavon célszeribb, mint a kidolgozott
példakkal vald tanulas. Az el6hivasos modszerrel tanuld didkok korabbi, a kurzus alatti
eredményiikhoz képesti teljesitménye szignifikdnsan jobb volt, mint a kidolgozott példakkal
tanuld csoporté. Azaz az el6hivéasi hatas kimutathatd volt hosszatdvon — 6t honappal a
félévvégi zarthelyi dolgozatot kovetden — komplex absztrakt matematika feladatok megoldasi
eljarasanak tanulasa soran a kidolgozott példak mutatasa modszerrel szemben matematika

tanarszakos hallgatok korében.

70.



Megvizsgaltuk tovabba, hogy milyen mértékben felejtik el a tanulok hosszitavon — 6t
honappal a félévvégi zarthelyi dolgozatot kovetden — az absztrakt algebrat, egészen pontosan
a polinomok témakdrt amennyiben el6hivasos, vagy a kidolgozott példak mutatasa modszerrel
tanulnak. A felejtés aranya tobb mint kétszererese volt a kontrollcsoportban, mint a kisérleti
csoportban. Az utoteszt eredményei alapjan a kontrollcsoport tanuldinak tobb mint fele teljes
mértékben elfelejtette a tanult matematika anyagot. Ezzel szemben a kisérleti csoportban a

tanuloknak joval kisebb része, kevesebb, mint negyede felejtette el az anyagot.

Kutatasunk soran azt talaltuk, hogy az altalunk alkalmazott eléhivasos moddszer hatékony
modja lehet a magasabb matematika tanulasanak, problémamegoldasi képesség fejlesztésének
¢s a hosszutavu tudas kialakitdsdnak, amelyet a tanarok viszonylag konnyen beépithetnek az
6ra menetébe. Eredményeink azt mutatjak, hogy a mdodszer mind atlag alatti, atlagos és atlag
feletti matematikai kompetenciaval, tudassal rendelkez6 didkok szamara hasznos lehet.
Eredményeink alapjan azt gondolom, hogy a modszer egyetemi matematika kurzusokba vald

beépitése megfontolando.

71.



9. Summary

The dissertation examines the potential benefits of retrieval practice in learning mathematics
at the university level, focusing on the knowledge of pre-service mathematics teacher
students. One of the main reasons | chose this topic was the general experience that most of
the students forget a significant part of the acquired knowledge within a short period. A
considerable part of university students do not achieve long-term knowledge, which can be a
result of the learning strategies they use. This is a major problem in the case of learning and
teaching mathematics, where the retention of foundational knowledge is crucial (Hopkins et
al., 2016). Since mathematics teachers must explain their understanding of mathematical
concepts and procedures to students during instruction, mathematics teachers need to have a
well-connected deep understanding of fundamental mathematics (Ma, 2020). Advanced
mathematics, like number theory and abstract algebra, serves to deepen and confirm more
rigorously the specific mathematical ideas secondary teachers will teach (Wasserman, 2018).
Pre-service mathematics teachers, therefore, have to be taught in a way that promotes the
understanding and the long-term retention of mathematical concepts and the relationship
between them. In other words, in university mathematics courses the learning strategies
applied should prevent forgetting and enhance understanding and the creation of long-term
knowledge. A possible tool to increase further retention is retrieval practice, the strategic use
of retrieval to enhance memory. Retrieval practice, also known as testing, is a learning
technique that involves recalling to-be-remembered information from memory. It can refer to
any activity — such as questions during class, quizzes, flashcards, brain dump, and
examination questions — that requires retrieving information from memory without the help of
any external sources. Retrieval practice has been shown to enhance long-term retention when
compared to other methods of learning (Roediger & Karpicke, 2006; Karpicke & Blunt,
2011). This retrieval-based benefit on long-term retention is commonly denoted as the testing
effect (Dunlosky et al., 2013; Rowland, 2014).

In the dissertation, the effectiveness of a specific type of retrieval practice was compared to
traditional learning and studying worked examples in Number Theory and Algebra courses
concentrating on the medium and long-term knowledge of pre-service mathematics teachers.
By worked examples we mean a ,,step-by-step demonstration of how to perform a task or how
to solve a problem” (Clark, Nguyen, Sweller, 2006, p. 190). Number Theory and Algebra

courses play a huge role in improving students’ abstraction ability, making connections within
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different parts of mathematics and science, and developing a deeper understanding of
concepts, such as formal calculations, introducing algebraic structures, and understanding
their behaviors. We believe that understanding algebra at a higher level is essential for
mathematics teachers. However, many studies showed that students have difficulties learning
abstract algebra (Veith et al., 2022; Agustyaningrum et al., 2021; Wasserman, 2018). Even if
students pass their algebra exam, they have trouble remembering the learning material later.
The question arises as to whether continuous testing helps construct applicable long-term
knowledge in abstract mathematics. As Agarwal et al. pointed out, more applied research is

needed in mathematics learning (Agarwal et al., 2021).

My thesis is based on three publications we wrote on retrieval practice (Szab¢ et al., 2023,;
Muzsnay et al., 2024; Muzsnay et al., under review). In the dissertation, | present the findings

of the three research in detail.

In the first study, we investigated whether the testing effect can be detected when learning
complex mathematics — number theory — tasks, compared to traditional learning. The
experiment was carried out in an actual educational setting — a number theory course — using
complex, high-level mathematics curricula. The participants of the experiment were pre-

service teacher students enrolled in the course.

Although retrieval practice has been shown to increase retention in several learning
environments, the effect of testing is not clear in learning higher mathematics. The effect of
retrieval practice when learning complex material or tasks requiring deductive reasoning is
not evident. Numerous studies report that in the case of learning flexible procedures, retrieval
practice is no more effective than repeated studying (Leahy, Hanham, & Sweller, 2015; Van
Gog et al., 2015; van Gog & Kester, 2012; van Gog & Sweller, 2015). Moreover, it can even
be suboptimal: some researchers found that in the case of math and science problem-solving,
using worked examples instead of problem-solving tasks was more beneficial (Atkinson,
Derry, Renkl, & Wortham, 2000; Renkl, 2014; van Gog & Rummel, 2010). However, some
studies have shown the effectiveness of retrieval practice when learning complex materials,
solving complex tasks, and tasks requiring deductive reasoning (Eglington & Kang, 2018;
Smith & Karpicke, 2013). Our results show that retrieval practice is beneficial for solving

complex mathematical problems.
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In our experiment, the experimental group and the control group were introduced to the same
concepts, the same theories, and exactly the same tasks during the semester. The two groups,
however, received different treatment in the practical classes for 13 weeks: the control group
wrote a short test at the beginning of the practical sessions related to the previous week'’s
lecture, as is traditional in this course. For the experimental group, the test was given at the
end of the lesson, related to the material of the practical session of the day. During the end-of-
class tests, students had to solve problems similar to the ones they had solved during the
practice session. This way they had to recall what they had learned that day. The end-of-class
tests consisted of two tasks that the members of the experimental group had to solve

individually, without assistance, without any external help.

All the participants wrote a test at the beginning of the semester to assess their current
mathematical knowledge and competence. This test served as an input test. Also, students
wrote a final test at the end of the treatment, in the 13" week of the semester, which consisted
of five tasks. On this test, the experimental group performed significantly better, even though
at the beginning of the semester, this group scored lower on the input test. The students who
were taught using end-of-class tests scored better on the final test than their classmates who
were taught using the traditional method. The testing effect could be detected as opposed to
traditional learning in the medium term in learning complex mathematics tasks in the topic of
number theory. In addition, the study investigated whether the testing effect could be detected
independently of individual differences. In order to examine this question, we divided the
students into groups of below-average, average, and above-average mathematical competence
based on the input test they wrote at the beginning of the semester. The testing effect was
observed in all groups and was detectable regardless of individual mathematical competence.

In the second study, we investigated whether the positive effects of the testing method
described in the first study would be seen in the long term. The experiment was conducted in
a first-year number theory course. In our experiment, the experimental group and the control
group attended the same lecture and were introduced to the same concepts, the same
theorems, and the same problems during the semester. However, the two groups received
different treatment during the 13 weeks of the exercises: the control group wrote a short test at
the beginning of the practice sessions related to the previous week's lecture material, while the
experimental group was tested on the material of the given day at the end of the practice

sessions.
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All the participants wrote an input test at the beginning of the semester. This way their current
mathematical knowledge and competence were measured. Three months after the end of the
treatment — after their final test —, the students also wrote a test. This post-test consisted of
four tasks. The tasks of the post-test were similar to those of the final. The input test results
did not show any difference between the experimental and control groups, but the
experimental group performed significantly better than the control group in the post-test. The
students who studied using end-of-class tests performed better on the post-test three months
after the final test than those who studied using the traditional methods. It means that the
testing effect could be detected as opposed to traditional learning in the long term in learning

complex mathematics tasks in the topic of number theory.

Finally, in the third study, the effectiveness of worked examples and a specific type of
retrieval practice were compared in an abstract algebra course concentrating on medium and
long-term knowledge. Retrieval practice and worked examples are both recommended as
effective methods for improving learning (Dunlosky et al., 2013; Adeniji & Baker, 2023).
However, they lean on different underlying cognitive processes. To see which method is
preferable for the mid-term and the long-term, we experimented with second-semester pre-
service mathematics teachers in the frame of the “Algebra and Number Theory 2” course.
During the semester we divided the class into two groups. One of the groups studied the
material using retrieval practice while the other one learned with worked examples. These
groups did the same exercises during the practice sessions. However, there was a difference
between the structure of the two types of groups’ practice sessions in the last 5-10 minutes of
each session. At the end of the practice sessions, students from the retrieval practice group
wrote a test on the material learned on the given day without any aid, or any external help.
They got two open-ended questions related to the topic of the given lesson. This way, they
had to retrieve immediately what they had just learned. The same two problems were shown
to the worked example group at the end of the class. However, in this group, the teacher
solved these problems, not the students — the solutions to the end-of-class test problems were
presented step-by-step by the teacher. This way, students could concentrate on the solution

pathway.

Students’ topic-related problem-solving skills were measured two times during the semester:
they wrote a midterm and a final test on the 6™ and the 13" week of the semester. This way
we measured their medium-term knowledge. These tests included complex tasks requiring

deductive reasoning skills related to the course material. Based on the results of the two tests,
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there was no difference in the knowledge and problem-solving ability of the two groups over
the semester, in the medium term. The experimental group performed as well as the control
group on the first and second tests. In other words, the testing effect could not be detected in
the medium term - in the mid-term and final exams - when learning complex abstract

mathematics problems compared to studying with worked examples.

In the second part of the experiment, we explored the long-term effect of testing versus
worked examples in learning abstract algebra by a post-test students wrote five months after
their final test. Participants were those pre-service teachers who participated in the first part of
the experiment, passed the course Algebra and Number Theory 2, and wrote all three tests: the
midterm, the final, and the post-test. We measured the long-term effects of the two methods
by a post-test. The post-test consisted of problems related to polynomials, a topic they studied
in the course Algebra and Number Theory 2. Based on our results, testing was more beneficial
in the long term than studying with worked examples. The improvement of those students

who learned algebra with testing was significantly greater than that of the other group.

We also measured the forgetting rate of the two groups. The forgetting rate was more than
twice as high in the worked example group than in the testing group. More than half of the
students in the control group — the group who learned with worked examples — forgot the
topic of polynomials. At the same time, in the experimental group, less than a quarter of the
students forgot the material. The forgetting rate was more than twice as high in the worked

example group than in the testing group.

All in all, in our research, we found that the retrieval practice we used can be an effective way
of teaching higher mathematics, developing problem-solving skills, and building long-term
knowledge that teachers can incorporate into their lessons relatively easily. Our results show
that the method can be beneficial for students with below-average, average, and above-
average mathematical competence and knowledge. Based on our results, | believe we should

consider integrating the method into university mathematics courses.
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11. Fuggelék

A: Algebra és Szamelmélet 1. tantargy tematikaja

o Egész szamok oszthatosaga, felbonthatatlan és primszam, dsszetett szam, a
paros szamok szamelmélete. Maradékos osztas, euklideszi algoritmus,
kitlintetett kozos osztd és kozos tobbszords, primek és felbonthatatlanok
kapcsolata. A  szamelmélet alaptétele, kanonikus alak, ezek
kovetkezményei.

o Kongruencidk, maradékosztalyok, teljes és redukalt maradékrendszerek.
Szamelméleti fliggvények: osztok szama és 0sszege, Euler-fiiggvény, ezek
multiplikativitasa, képleteik. Linearis  kongruenciak, linedris
kongruenciarendszerek, linearis diofantikus egyenlet. oszthatdsagi
szabalyok (2, 4, 8, 5, 25, 3, 9, 11). Euler-Fermat-tétel, Wilson-tétel.

e Elemi algebrai azonossagok: két tag 0sszegének (kiilonbségének) négyzete,
kobe. Az n-edik hatvanyok kiillonbségének szorzattd alakitdsa, mértani
sorozat. A racionalis kitevdji hatvany fogalma, a hatvanyozas azonossagai.
Mersenne-primek, Fermat-primek, tokéletes szamok. Végtelen sok 4k-1
alaka prim létezése, Dirichlet tétele (bizonyitas nélkiil). Hézagtétel.
Pitagoraszi szdmhdrmasok, Fermat problémakdr. Rend, tulajdonsagok,
hatvany rendje. Mersenne- ¢és Fermat-szamok o0sztoi. Nevezetes
szamelméleti problémak.

e Oszlopvektorok, matrixok, 0Osszeg, szorzat, transzponalt, ezek
tulajdonsagai.

e Ajanlott irodalom:

Freud Robert, Gyarmati Edit: Szamelmélet. Nemzeti Tankonyvkiado, 2006.
Freud Robert: Linearis algebra. ELTE Eo6tvos kiado, 2009.

B: Algebra és Szamelmélet 1. félévvégi dolgozat

1.

Hatarozd meg az alabbi kongruencia-rendszer 0Osszes 100-nal kisebb pozitiv
megoldasat!

10x = 5mod (7)
x = 4 mod (9).

Hatarozd meg a 7373731199993330002 g74m 73-mal vett maradékat VAGY

a 20171111 s74m 43-mal vett maradékat!

Tudjuk, hogy a 11 primitiv gydk modulo 29. Igaz-e, hogy 11° és 117 is primitiv
gyokok modulo 29?

Bizonyitsd be, hogy az alabbi egyenletnek nincs megoldasa az egész szamok kozott:

10! x10 4+ 12y2° + 11022 = 4422°"7 + 6.

Feladat: Mely pozitiv n egészekre igaz az, hogy o(3n) = a(n) + 24?
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C: Algebra és Szamelmélet 1. utoteszt

=

Hatarozzuk meg a 2346235226688442 g74m 23-mal vett maradékat!

2. Hatarozzuk meg a 3x16 — 4y*8 + 1722012 = 34172 egyenlet dsszes megoldasat az
egész szamok korében!

Mely a, b szamjegyekre lesz a a97531ba szam oszthatd 55-tel?

4. Oldjuk meg az alabbi kongruenciarendszert:

2x = 8 mod (14)
x = 7mod (11).

w

D: Algebra és Szamelmélet 2. tantargy tematikaja

e Komplex szamok: miveletek, nullosztomentesség, konjugalt, abszolut
érték, négyzetgyokvonds. Trigonometrikus alak, hatvanyozds ¢és
gyokvonds, egységgyokok, primitiv egységgyokok. Alkalmazasok
geometriai feladatok megoldasara. A komplex szamok testet alkotnak.
Példak testekre. Linearis egyenletrendszer test folott, Gauss-eliminacid
(gyakorlaton), matrix inverzének kiszamitasa.

e A test f0lotti polinom fogalma. Egyenldség, foegyiitthatd, normalt polinom.
Osszeadas, nullapolinom, kivonas, szorzas. Nem nulla polinom foka, a
fokszam valtozasa a miiveleteknél. Polinom gyoke, a Horner-elrendezés, a
gyoktényez0 kiemelhetdsége. A gyOkok maximalis szama, a polinomok
azonossagi tétele végtelen test folott. Polinomfliggvény és polinom
kapcsolata. Gyok multiplicitasa, gyoktényezds alak. Lagrange-interpolécio.
Egész egylitthatos polinom racionalis gyokeinek meghatarozasa. A gyokok
és egyiitthatok  Osszefiiggése.  Tobbhatarozatlani  polinomok, a
szimmetrikus polinomok alaptétele (bizonyitas nélkiil), hatvanydsszegek. A
polinomialis tétel.

e A harmadfokt egyenlet, Cardano képlete, ebben a kobgyokvonas helyes
elvégzése, Casus Irreducibilis. A negyedfoku egyenlet (csak vazlat).
Specidlis harmad- és negyedfoku egyenletek. Abszolutértékes egyenletek.
Gyokos egyenletek. Két ¢és harom ismeretlenes egyenletrendszerek.
Racionalis tortfliggvények, parcialis tortekre bontas.

e Ajanlott irodalom: Kiss Emil: Bevezetés az algebraba. TypoTeX kiado,
2007. Informéciok, kiegészitések
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E: Algebra és Szamelmélet 2. félévkozi dolgozat

1. Milyen a € Z, -re nem lesz megoldasa az alabbi Z-, fol6tti egyenletrendszernek?
2x+ 14y +8z =2
x+4y+z=1
3x+y+az=>5
(\/§+3i)2018
(—\/E—\/Ei)ZOIB
3. Bontsuk fol az x® + x* + 1 polinomot a valds test folott irreducibilisek szorzatara!
4. Adjuk megaz x7 + 2x° + 125x + 250 polinom gyoktényezds alakjat a komplex
szamtest f0lott.
5. Bontsuk fol az x® — 1 polinomot gyoktényezds alakra Z,q folott!
6. Hol helyezkednek el azok a z complex szamok a sikon, amelyekre:
|z + 4 — 8i| = |z + 8i|
7. A gonosz boszorkany azt allitotta egy egész egylitthatds egyenletrendszerrdl, hogy
Z,Q, R és C koziil pontosan kett6 folott van megoldasa.
a.) Igazolja, hogy a boszorkany hazudik!
b.) Mutasson példat olyan egyenletrendszerre, amelynek a fentiek koziil pontosan
harom f6l6tt van megoldésa!

2. Mennyi

F: Algebra és Szamelmélet 2. félévvegi dolgozat

1. Szamoljuk ki a ¢3¢ * 15 - g polinomot, ahol ¢,, az n-edik korosztasi polinomot
jeloli!

2. Adjunk meg egy olyan Z fo16tt irreducibilis polinomot, aminek gyoke a /2 + 1! (Ne
felejtse el igazolni, hogy a polinom irreducibilis!)

3. Bontsuk fol az x® + x12 + x® + 1 polinomot Z, fol6tt irreducibilisek szorzatara!

4. A gonosz boszorkéany azt allitotta az x32 — 6x31 + 42x3° + 2x?7 + ... 32-edfoku
polinomrol, hogy a ... helyén olyan tovabbi tagok vannak, hogy ennek a polinomnak
32 egész gyoke van. Igazoljuk, hogy a boszorkény hazudik!

5. Bontsuk fol az x® + x* + 1 polinomot a valds test folott irreducibilisek szorzatara!

G: Algebra és Szamelmélet 2. utoteszt

=

Bontsuk ol az x12 + x® + 1 polinomot Z, felett irreducibilis polinomok szorzatara!

2. lgazoljuk, hogy az x® + x* + 1 polinom minden gyoke egységgyodk C folott és
hatarozzuk meg a gyokok rendjét!

3. Adjuk meg az sszes olyan d egész szamot, amelyre a 4x° + dx + 2 polinomnak van

valos pozitiv gyoke!
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H: Etikai kodex

A dissezrtacioban bemutatott mindharom kisérletet az ELTE etikai kodexének megfeleléen
végeztik el (https://www.elte.hu/content/etikai-kodex.t.14995?m=691), az adatgyijtés az
ELTE Adatvédelmi Iroda szabalyainak megfelelden tortént (https://adatvedelem.elte.hu/).

Az egyes kisérletek résztvevoit kelloképpen tajékoztattuk a kisérlettel, annak koriilményeivel
kapcsolatban. A tdjékoztatast kvetden a résztvevok a kutatasban vald részvételi szandékukat
irasos beleegyezd nyilatkozattal is megerdsitették. Bar az utdtesztek iddpontjat eldzetesen
nem jelentettiik be, mert az befolyasolta volna az utéteszten kapott eredményeket, az utdteszt
napjan minden résztvevé beleegyezett annak megirdsaba. Az utoteszten vald rossz
teljesitmény semmilyen negativ kovetkezménnyel nem jart. Az egyes vizsgalatokban végzett
valamennyi eljards megfelelt az etikai normaknak, és az ELTE Pedagdgiai és Pszichologiai
Kar Kutatasi Etikai Bizottsaga jovahagyta azokat (2018/450 ELTE PPK Kutatasetikai
Bizottsaga).

I: Alkalmazott statisztikai jelolések — jelmagyarazat

Statisztikai jelolés Magyarazat

M atlag

SD szOras
F F-proba fliggvény
p p-érték: a valoszinlisége annak, hogy a

null-hipotézis nem volt helyes

N> Parcialis n?: a minta hatdsnagysagat méri
t t-proba fiiggvény
d hatasméret
r Pearson-féle r, korrelacids egyiitthatd
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