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1. Bevezeto

A kvantumfizikai jelenségek leirasaban igen hasznosnak bizonyultak a
kulénféle potencialokra alkalmazott modellek. Az ilyen célua feladatokat
legtobbszd6r numerikus modszerek segitségével oldjak meg, de egyes
modellproblémak esetében lehetséges az egzakt analitikus megoldas is. Ez
utobbi esetek vizsgalata tobb szempontbdl is nagy jelentéséggel bir. Az egzakt
megoldasok matematikai formalizmusa lehetévé teszi a potencialproblémak
osztalyozasat, illetve az egymashoz képesti viszonyuk feltarasat. Emellett
gyakran kapcsolodnak valamilyen szimmetriahoz, ami altalaban jellegzetes
modon mutatkozik meg az energiaspektrum szerkezetében. Technikai
szempontbol az egzaktul megoldhaté problémak nagyban segitik a numerikus
modszerek fejlesztését, mivel alkalmasak azok tesztelésére, illetve
kiegészitésére. Mindezek alapjan érthetd, hogy az egzaktul megoldhato
potencialfeladatok keresése és vizsgalata a kvantummechanika egy
évszazados torténete soran végig aktiv kutatasi téma volt és még ma is hoz Uj
eredményeket.

A doktori értekezés témaja és feladata az egydimenzios, id6tél fliggetlen
Schrédinger-egyenlet egzakt megoldasainak kutatasa. Ehhez néhany bevalt
modszer alkalmazasa adott segitséget. Ilyen az a transzformdciés eljards,
amellyel a Schrodinger-egyenlet a matematikai fizika valamely masodrendu
differencialegyenletébe alakithato megfelel6 valtozo- és egyéb
T,,T,, T5, T, transzformaciokkal. Ez egyben az igy eléallitott egzaktul megoldhato
potencialok osztalyozasat is lehetdveé teszi a felhasznalt differencialegyenletek,
illetve a dolgozatban alkalmazott y(r), y(x) transzformaciés fliggvény alapjan.

Négy transzformacionk lehetnek r és y(r) kiillonb6z6 valasztasaival:
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A legismertebb esetben a Natanzon osztdlyt potencialok kaphatok meg a
hipergeometrikus és a konfluens hipergeometrikus figgvény
transzformacioibol:[43], [44]. A  kotott allapotok ilyenkor klasszikus
ortogonalis polinomokkal, konkrétan Jacobi- illetve dltalanositott Laguerre-
polinomokkal fejezheték ki:[2]. Igy allithatok elé6 a dolgozatban taglalt
legismertebb néhany egzaktul megoldhaté potencial (Radidlis harmonikus
oszcillator,  Pdschl-Teller  -potencial,  Scarf-potencidlok) kotottallapoti
hullamftiggvényei és energiaszintjei is:[2].

Egy tovabbi médszer a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika modszereinek
alkalmazasa, amivel 1j, egzaktul megoldhatdé potencialok nyerheték egy
ismert, megoldhaté potencialbél kiindulva. Oly modon, hogy a két potencial
energiaspektruma lényegében azonos. Ez utobbi eredmény annak készénhetd,
hogy a két potencialt tartalmazé Hamilton-operdtort egy hasonlo madtrix alaku
Hamilton-operdtorban egyesité Szuperszimmetrikus Hamilton-operdtor egy
szuperalgebrat alkot vele felcserélheté matrix alaka, ugynevezett
toltésoperdatorokkal, lasd (1),(2),(3) egyenletek bevezetését.

A kutatasi témamban a vizsgalatok a Natanzon osztdlyu potencidlok
korére [15,16], illetve azon kivilre terjedtek ki. Ez utobbi esetben elsésorban a
Heun-féle differencidlegyenlet variansaira alkalmaztuk a fentebb leirt
transzformacios eljarast. E differencialegyenletek megoldasai sokkal kevésbé
ismertek, mint a (konfluens) hipergeometrikus filiggvények: [3], ami azt is
jelentette, hogy 1j technikai részletek alkalmazasara kellett sort keriteni
annak érdekében, hogy korabban nem vizsgalt egzaktul megoldhato
potencialproblémak legyenek azonosithatéak:[3].

A Heun-féle differencidalegyenlet kulénféle alakjai specialis esetként
tartalmazzak a (konfluens) hipergeometrikus differencidlegyenletet:[66], ami
lehetéve tette egyes Natanzon osztdalyu potencidlok altalanositasat is.

Kulonos figyelemmel fordultunk a Heun-féle differencidlegyenletek polinom
tipust megoldasai felé:[3], mert ezek egyes specialis esetei visszaadtak a
Natanzon osztdlyu potencidlok:[62]polinom alakii megoldasait. Az ismert
példak: az tgynevezett Kivételes Jacobi-, illetve Kivételes Laguerre-polinomok
differencialegyenlete megkaphato a Heun-féle differencidlegyenletek specialis
eseteként. Ez utobbi polinomok abban térnek el a klasszikus ortogonalis
polinomoktol, hogy egyes zérushelyeik az ortogonalitasi tartomanyon kivilre
esnek, ezért a legalacsonyabb fokszamuk, nédusuk nem nulla. Mindezek
ellenére mas szempontbol ugyanugy viselkednek, mint a klasszikus
ortogonalis polinomok. Az emlitett kivételes polinomok megjelennek olyan
potencialok megoldasaiként, amelyek egyes Natanzon osztdlyu potencidlok
altalanositasaiként allnak el6:[68], példaul a dolgozatomban érintett
Raciondlisan kiterjesztett harmonikus oszcillator,[1]illetve a ko6z6s PI
potencialosztalyba tartozé Scarf II, II és az altalanositott Pdschl-Teller
potencialok racionalis kiterjesztései [2].
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Tovabbi lehetdéségként vizsgaltuk a Heun-féle differencidlegyenletbél
[42,43,44]szarmaztathato potencialok és a Natanzon osztalyu
potencialok:[62,68] Osszekotését a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika
modszereivel. Erre egy megjelent publikacionkbodl hozhatoé példa az emlitett
Raciondlisan kiterjesztett harmonikus oszcillator eléallithato a radialis
harmonikus oszcillator szuperszimmetrikus transzformadltjoként: [1,2],
csakugy, mint ahogy a fentebb emlitett PI osztalya potencialokbol
szarmaztathato a racionalis kiterjesztéstk [2].

A kutatas célja volt 4j egzaktul megoldhato potencialok keresése a Natanzon
potencialosztalyon belll, illetve azon tul, tovabba a kapcsolatuk feltarasa
ismert potencialokkal: [1,2].

Emellett vizsgaljuk a racionalisan kiterjesztett potencialok megoldasait
szolgaltaté  X;-tipusu kivételes Laguerre, illetve Jacobi polinomok
szarmaztatasat. Bemutatjuk, hogy ezek eléallnak a konfluens Heun, illetve a
Heun differencialegyenlet polinom tipust megoldasaiként [3].




2. Eredmények: 5 tézispont

1.

Szuperszimmetrikus transzformaciok vizsgalataval a radidlis
harmonikus  oszcillator szuperszimmetrikus  partnerpotencialjait
allitottam elé sértetlen és spontdn sértett szuperszimmetria esetén.
Ezekhez a ( T;,T,,T3,T, ) transzformaciokhoz a megfelel6 Schrodinger
egyenlet olyan megoldasait tekintettem, amelyek az origoban, illetve
aszimptotikusan regularisak, illetve irregularisak. Meghataroztam az e
hatarfeltételeknek eleget tevd probafliggvények alkalmazasabol adodo
partnerpotencialokat. Ezzel 1j, egységes keretbe foglaltam a korabbi
eredményeket. Kimutattam, hogy a partnerpotencialok a j=k=0, illetve a
j=k=1 esetekben kielégitik az alakinvariancia kévetelményét, vagyis a
matematikai alakjuk azonos, csak az egyik (I) paraméterben, illetve egy
konstans energiaeltolasban ktilénbéznek [1].

Kimutattam, hogy a probafliggvényben a j=0, k=1 valasztassal élve a T;
és T, tipusu transzformaciokkal 0Osszekapcsolhatok a radidlis
harmonikus oszcillator, illetve annak a raciondlis Kkiterjesztéseiként
adodo potencialok [1].

. Ugyanezt a modszert egy masik potencidlosztalyra alkalmazva

szarmaztattam a megfelel6 partnerpotencialokat és megadtam a
kotottallapoti  hullamfliggvényeiket és az energiaspektrumot. A
formalizmussal egyszerre harom potencial (dltaldnositott Péschl-Teller,
Scarf L., Scarf II.) egységes szuperszimmetrikus targyalasat valositottam
meg. Az egységes, absztrakt targyalast folytattam addig a pontig, amikor
a konkrét hatarfeltételeket kell kironi a megoldasokra, amelyek a harom
potencial eltéré értelmezési tartomanya (a valos féltengely, véges
tartomany, illetve a teljes valos tengely) miatt maguk is eltérék. Ebben
az esetben a megoldasok Jacobi-polinomokkal kerultek felirasra
[2], szemben a korabban targyalt potencialokkal megoldasaival, amelyek
az altalanositott Laguerre-polinomokkal fejezheték ki.

Kimutattam, hogy a probafliggvényben a j=0, k=1 valasztassal élve az
altalanositott Poschl-Teller és a Scarf I potencialok esetében T; és T,
tipusu transzformaciok kotik Ossze a potencialokat a racionalis
kiterjesztéseikkel, mig az inverz transzformaciok a j=1, k=0 valasztas
mellett adédnak. Bebizonyitottam, hogy a probafliggvényben a j=k=0,
illetve a j=k=1 valasztast tekintve a T; és T, transzformaciok alkalmazasa
igazolja e potencialok, illetve a racionalisan kiterjesztett valtozataik
alakinvarianciajat. Ramutattam, hogy a valos Scarf II. potencial esetén
e transzformaciok «csak a j=k=0 paramétervalasztas esetén
értelmezheték [2].



5. Kimutattam, hogy a fenti vizsgalatokban szereplé X; — tipusu kivételes
ortogonalis Laguerre, illetve Jacobi polinomok megkaphatok a
konfluens Heun, illetve a Heun-féle differencialegyenlet polinom tipusu
megoldasaiként. [3]
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1. Introduction

Models applied to various potentials have proven to be very useful in
describing quantum physical phenomena. Such tasks are most often solved
using numerical methods, but in the case of some model problems, an exact
analytical solution is also possible. The investigation of the latter cases is of
great importance in several respects. The mathematical formalism of exact
solutions allows for the classification of potential problems and the exploration
of their relationship to each other. In addition, they are often related to some
kind of symmetry, which usually manifests itself in a characteristic way in the
structure of the energy spectrum. From a technical point of view, exactly
solvable problems greatly help the development of numerical methods, as they
are suitable for testing and supplementing them. Based on all this, it is
understandable that the search for and investigation of exactly solvable
potential problems has been an active research topic throughout the century-
long history of quantum mechanics and still produces new results today.

The topic and task of the doctoral dissertation is the research of exact
solutions to the one-dimensional, time-independent Schrédinger equation.
The application of some proven methods has helped in this. Such is the
transformation procedure by which the Schrodinger equation can be
transformed into a second-order differential equation of mathematical physics
with appropriate variable and other Ty,T,,T5, T, transformations. This also
allows the classification of the exactly solvable potentials thus produced based
on the differential equations used and the x(r),x(x) transformation function
used in the thesis.

We can have four transformations with different choices of r and y(r):

T, T, T, T,

Transformations

rvy+i rY rv+1 rY
lim x(r), € [0, %]
r—0

yeZ*
convergent divergens divergent convergent
lim y(r)

Tr—00

Spectrum and its change | the ground state energy | new ground
vanishes

e:factorization energy state no change no change
energy, y>0
e b e <Ey e < Ej e < Ej
Change of | (y+1) r2 —yr? (y+1) r—2 —yr—2

singularity

15



In the most well-known case, Natanzon class potentials are obtained from the
transformations of the hypergeometric and confluent hypergeometric
functions [43],[44]. . The bound states can then be expressed with classical
orthogonal polynomials, specifically Jacobi or generalized Laguerre
polynomials [2]. In this way, the bound state wave functions and energy levels
of some of the best-known exactly solvable potentials discussed in the thesis
(Radial harmonic oscillator, P6schl-Teller potential, Scarf potentials) can also
be obtained. [2]

Another method is to apply the methods of Supersymmetric Quantum
Mechanics, with which new, exactly solvable potentials can be obtained
starting from a known, solvable potential. In such a way that the energy
spectrum of the two potentials is essentially the same. This latter result is due
to the fact that the Supersymmetric Hamiltonian operator, which combines
the Hamiltonian operators containing the two potentials into a similar matrix-
shaped Hamiltonian operator, forms a superalgebra with interchangeable
matrix-shaped, so-called charge operators, see the introduction of equations

(1), (2), (3).

In my research topic, the investigations extended to the range of potentials of
the Natanzon class and beyond: [15,16]. In the latter case, we applied the
transformation procedure described above primarily to the variants of the
Heun differential equation. The solutions of these differential equations are
much less known than the (confluent) hypergeometric functions: [3],which
also meant that new technical details had to be applied in order to identify
previously uninvestigated exactly solvable potential problems: [3].

The various forms of the Heun differential equation include the (confluent)
hypergeometric differential equation as a special case:[66] , which also allowed
the generalization of some Natanzon class potentials.

We paid special attention to the polynomial-type solutions of the Heun
differential equations, because some of these special cases returned the
polynomial-type solutions of the Natanzon class potentials [3]. The well-known
examples: the differential equation of the so-called Exceptional Jacobi and
Exceptional Laguerre polynomials can be obtained as special cases of the
Heun differential equations. The latter polynomials differ from the classical
orthogonal polynomials in that some of their zeros fall outside the
orthogonality domain, therefore their lowest degree, their node, is not zero.
Despite all this, they behave in the same way as the classical orthogonal
polynomials in other respects. The mentioned exceptional polynomials appear
as solutions of potentials that arise as generalizations of certain Natanzon
class potentials [62,68], for example the Rationally extended harmonic
oscillator concerned in my thesis,[1] as well as the rationally extended Scarf I,
II and generalized Pdschl-Teller potentials belonging to the common PI
potential class [2].
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As a further possibility, we investigated the connection of the potentials
derived from the Heun differential equation [42,43,44]and the Natanzon class
potentials[62,68] using the methods of Supersymmetric Quantum Mechanics.
An example of this can be found in one of our published publications: the
aforementioned Rationally extended harmonic oscillator can be obtained as a
supersymmetric transform of the radial harmonic oscillator: [1], just as their
rational extensions can be derived from the aforementioned PI class potentials
[1,2].

The aim of the research was to search for new exactly solvable potentials
within and beyond the Natanzon potential class, and to explore their
connection with known potentials: [1,2].

We also investigate the derivation of the exceptional Laguerre and Jacobi
polynomials of X; type that provide solutions to rationally extended potentials.
We show that these arise as polynomial-type solutions to the confluent Heun
and Heun differential equations [3].
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2. Results:5 thesis points

1. By investigating supersymmetric transformations, I have constructed
the supersymmetric partner potentials of the radial harmonic oscillator
in the case of intact and spontaneously broken supersymmetry. For
these transformations (T;,T,,T3,T4), I have considered solutions of the
corresponding Schrédinger equation that are regular or irregular at the
origin and asymptotically. I have determined the partner potentials
resulting from the application of test functions satisfying these
boundary conditions. In this way, I have included the previous results
in a new, unified framework. I have shown that the partner potentials
satisfy the requirement of shape invariance in the cases j=k=0 and
j=k=1, i.e. their mathematical form is the same, differing only in one
parameter (I ) and a constant energy shift [1].

2. I showed that by choosing j=0, k=1 in the test function, the radial
harmonic oscillator and its rational extensions can be connected to the
T; and T, type transformations [1].

3. Applying the same method to another class of potentials, I derived the
corresponding partner potentials and gave their bound-state wave
functions and energy spectra. With the formalism, I implemented a
unified supersymmetric discussion of three potentials (generalized
Poschl-Teller, Scarf 1., Scarf II.) at the same time. I continued the
unified, abstract discussion until the point when the concrete boundary
conditions have to be imposed on the solutions, which themselves are
different due to the different interpretation ranges of the three potentials
(the real semi-axis, finite range, and the full real axis). In this case, the
solutions are written in terms of Jacobi polynomials [2], in contrast to
the previously discussed potential solutions, which can be expressed in
terms of generalized Laguerre polynomials.
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4. I have shown that, using the choice of j=0, k=1 in the test function, in
the case of the generalized Po6schl-Teller and Scarf I potentials,
transformations of the type T; and T, connect the potentials with their
rational extensions, while the inverse transformations arise with the
choice of j=1, k=0. I have proven that, considering the choice of j=k=0
and j=k=1 in the test function, the application of the transformations
T, and T,proves the shape invariance of these potentials and their
rationally extended versions. I have pointed out that in the case of the
real Scarf II potential, these transformations can only be interpreted in
the case of the parameter choice j=k=0, [2].

5. I have shown that the exceptional orthogonal Laguerre and Jacobi
polynomials of X;-type included in the above studies can be obtained as
polynomial-type solutions of the confluent Heun and Heun differential
equations. [3]
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3. Publication related to the thesis

. Lévai G.; Soltész T. Unified supersymmetric transformations for the
harmonic oscillator and its rational extension.
Eur.J.Phys. 2020,41,025403.

. Soltész T.;Pethé6 L.F.;Lévai G. Unified Supersymmetric Description of
Shape-Invariant Potentials Within and Beyond the Natanzon Class.
Symmetry 2024, 16, 174.

. Lévai G.;Soltész T. Schrédinger Potentials with Polynomial Solutions

of Heun-Type Equations.
Mathematics 2025, 1, 0.
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