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1. Bevezető 

A kvantumfizikai jelenségek leírásában igen hasznosnak bizonyultak a 

különféle potenciálokra alkalmazott modellek. Az ilyen célú feladatokat 

legtöbbször numerikus módszerek segítségével oldják meg, de egyes 

modellproblémák esetében lehetséges az egzakt analitikus megoldás is. Ez 

utóbbi esetek vizsgálata több szempontból is nagy jelentőséggel bír. Az egzakt 

megoldások matematikai formalizmusa lehetővé teszi a potenciálproblémák 

osztályozását, illetve az egymáshoz képesti viszonyuk feltárását. Emellett 

gyakran kapcsolódnak valamilyen szimmetriához, ami általában jellegzetes 

módon mutatkozik meg az energiaspektrum szerkezetében. Technikai 

szempontból az egzaktul megoldható problémák nagyban segítik a numerikus 

módszerek fejlesztését, mivel alkalmasak azok tesztelésére, illetve 

kiegészítésére. Mindezek alapján érthető, hogy az egzaktul megoldható 

potenciálfeladatok keresése és vizsgálata a kvantummechanika egy 

évszázados története során végig aktív kutatási téma volt és még ma is hoz új 

eredményeket. 

A doktori értekezés témája és feladata az egydimenziós, időtől független 

Schrödinger-egyenlet egzakt megoldásainak kutatása. Ehhez néhány bevált 

módszer alkalmazása adott segítséget. Ilyen az a transzformációs eljárás, 

amellyel a Schrödinger-egyenlet a matematikai fizika valamely másodrendű 

differenciálegyenletébe alakítható megfelelő változó- és egyéb 

𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4 transzformációkkal. Ez egyben az így előállított egzaktul megoldható 

potenciálok osztályozását is lehetővé teszi a felhasznált differenciálegyenletek, 

illetve a dolgozatban alkalmazott 𝜒(𝑟), 𝜒(𝑥)  transzformációs függvény alapján.  

Négy transzformációnk lehetnek r és 𝜒(𝑟) különböző választásaival: 

 

Transzformációk 

𝑻𝟏 𝑻𝟐 𝑻𝟑 𝑻𝟒 

 

lim
𝑟→0

𝜒(𝑟), r ∈ [0, ∞[ 

 

𝛾𝜖𝒁+ 

𝑟𝛾+1 

 

 

𝑟−𝛾 𝑟𝛾+1 

 

𝑟−𝛾 

 

lim
𝑟→∞

𝜒(𝑟) 
konvergens divergens divergens konvergens 

 
Spektrum és 

megváltozása 

 

ε:faktorizációs 

energia 

az 
alapállapotienergia  

eltűnik 
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A legismertebb esetben a Natanzon osztályú potenciálok kaphatók meg a 

hipergeometrikus és a konfluens hipergeometrikus függvény 

transzformációiból:[43], [44].  A kötött állapotok ilyenkor klasszikus 

ortogonális polinomokkal, konkrétan Jacobi- illetve általánosított Laguerre-

polinomokkal fejezhetők ki:[2].  Így állíthatók elő a dolgozatban taglalt 

legismertebb néhány egzaktul megoldható potenciál (Radiális harmonikus 

oszcillátor, Pöschl-Teller -potenciál, Scarf-potenciálok) kötöttállapoti 

hullámfüggvényei és energiaszintjei is:[2]. 

Egy további módszer a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika módszereinek 

alkalmazása, amivel új, egzaktul megoldható potenciálok nyerhetők egy 

ismert, megoldható potenciálból kiindulva. Oly módon, hogy a két potenciál 

energiaspektruma lényegében azonos. Ez utóbbi eredmény annak köszönhető, 

hogy a két potenciált tartalmazó Hamilton-operátort egy hasonló mátrix alakú 

Hamilton-operátorban egyesítő Szuperszimmetrikus Hamilton-operátor egy 

szuperalgebrát alkot vele felcserélhető mátrix alakú, úgynevezett 

töltésoperátorokkal, lásd (1),(2),(3) egyenletek bevezetését. 

 

A kutatási témámban a vizsgálatok a Natanzon osztályú potenciálok 

körére [15,16], illetve azon kívülre terjedtek ki. Ez utóbbi esetben elsősorban a 

Heun-féle differenciálegyenlet variánsaira alkalmaztuk a fentebb leírt 

transzformációs eljárást. E differenciálegyenletek megoldásai sokkal kevésbé 

ismertek, mint a (konfluens) hipergeometrikus függvények: [3], ami azt is 

jelentette, hogy új technikai részletek alkalmazására kellett sort keríteni 

annak érdekében, hogy korábban nem vizsgált egzaktul megoldható 

potenciálproblémák legyenek azonosíthatóak:[3]. 

A Heun-féle differenciálegyenlet különféle alakjai speciális esetként 

tartalmazzák a (konfluens) hipergeometrikus differenciálegyenletet:[66], ami 

lehetővé tette egyes Natanzon osztályú potenciálok általánosítását is. 

Különös figyelemmel fordultunk a Heun-féle differenciálegyenletek polinom 

típusú megoldásai felé:[3], mert ezek egyes speciális esetei visszaadták a 

Natanzon osztályú potenciálok:[62]polinom alakú megoldásait. Az ismert 

példák: az úgynevezett Kivételes Jacobi-, illetve Kivételes Laguerre-polinomok 

differenciálegyenlete megkapható a Heun-féle differenciálegyenletek speciális 

eseteként. Ez utóbbi polinomok abban térnek el a klasszikus ortogonális 

polinomoktól, hogy egyes zérushelyeik az ortogonálitási tartományon kívülre 

esnek, ezért a legalacsonyabb fokszámuk, nódusuk nem nulla. Mindezek 

ellenére más szempontból ugyanúgy viselkednek, mint a klasszikus 

ortogonális polinomok. Az említett kivételes polinomok megjelennek olyan 

potenciálok megoldásaiként, amelyek egyes Natanzon osztályú potenciálok 

általánosításaiként állnak elő: [68], például a dolgozatomban érintett 

Racionálisan kiterjesztett harmonikus oszcillátor,[1]illetve a közös PI 

potenciálosztályba tartozó Scarf II, II és az általánosított Pöschl-Teller 

potenciálok racionális kiterjesztései [2].  
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További lehetőségként vizsgáltuk a Heun-féle differenciálegyenletből 

[42,43,44]származtatható potenciálok és a Natanzon osztályú 

potenciálok:[62,68] összekötését a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika 

módszereivel. Erre egy megjelent publikációnkból hozható példa az említett 

Racionálisan kiterjesztett harmonikus oszcillátor előállítható a radiális 

harmonikus oszcillátor szuperszimmetrikus transzformáltjaként: [1,2], 

csakúgy, mint ahogy a fentebb említett PI osztályú potenciálokból 

származtatható a racionális kiterjesztésük [2].  

 

A kutatás célja volt új egzaktul megoldható potenciálok keresése a Natanzon 

potenciálosztályon belül, illetve azon túl, továbbá a kapcsolatuk feltárása 

ismert potenciálokkal: [1,2]. 

Emellett vizsgáljuk a racionálisan kiterjesztett potenciálok megoldásait 

szolgáltató 𝑋1-típusú kivételes Laguerre, illetve Jacobi polinomok 

származtatását. Bemutatjuk, hogy ezek előállnak a konfluens Heun, illetve a 

Heun differenciálegyenlet polinom típusú megoldásaiként [3].  

__________________________________________________________________________ 
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2. Eredmények: 5 tézispont      

   
1.    Szuperszimmetrikus transzformációk vizsgálatával a radiális 

harmonikus oszcillátor szuperszimmetrikus partnerpotenciáljait 

állítottam elő sértetlen és spontán sértett szuperszimmetria esetén. 

Ezekhez a ( 𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4 ) transzformációkhoz a megfelelő Schrödinger 

egyenlet olyan megoldásait tekintettem, amelyek az origóban, illetve 

aszimptotikusan regulárisak, illetve irregulárisak. Meghatároztam az e 

határfeltételeknek eleget tevő próbafüggvények alkalmazásából adódó 

partnerpotenciálokat. Ezzel új, egységes keretbe foglaltam a korábbi 

eredményeket. Kimutattam, hogy a partnerpotenciálok a j=k=0, illetve a 

j=k=1 esetekben kielégítik az alakinvariancia követelményét, vagyis a 

matematikai alakjuk azonos, csak az egyik (l ) paraméterben, illetve egy 

konstans energiaeltolásban különböznek [1]. 

 

2. Kimutattam, hogy a próbafüggvényben a j=0, k=1 választással élve a 𝑇3 

és 𝑇4 típusú transzformációkkal összekapcsolhatók a radiális 

harmonikus oszcillátor, illetve annak a racionális kiterjesztéseiként 

adódó potenciálok [1].  

 

3. Ugyanezt a módszert egy másik potenciálosztályra alkalmazva 

származtattam a megfelelő partnerpotenciálokat és megadtam a 

kötöttállapoti hullámfüggvényeiket és az energiaspektrumot. A 

formalizmussal egyszerre három potenciál (általánosított Pöschl-Teller, 

Scarf I., Scarf II.) egységes szuperszimmetrikus tárgyalását valósítottam 

meg. Az egységes, absztrakt tárgyalást folytattam addig a pontig, amikor 

a konkrét határfeltételeket kell kiróni a megoldásokra, amelyek a három 

potenciál eltérő értelmezési tartománya (a valós féltengely, véges 

tartomány, illetve a teljes valós tengely) miatt maguk is eltérők. Ebben 

az esetben a megoldások Jacobi-polinomokkal kerültek felírásra 

[2], szemben a korábban tárgyalt potenciálokkal megoldásaival, amelyek 

az általánosított Laguerre-polinomokkal fejezhetők ki.  

 

4. Kimutattam, hogy a próbafüggvényben a j=0, k=1 választással élve az 

általánosított Pöschl-Teller és a Scarf I potenciálok esetében 𝑇3 és 𝑇4 

típusú transzformációk kötik össze a potenciálokat a racionális 

kiterjesztéseikkel, míg az inverz transzformációk a j=1, k=0 választás 

mellett adódnak. Bebizonyítottam, hogy a próbafüggvényben a j=k=0, 

illetve a j=k=1 választást tekintve a 𝑇1 és 𝑇2 transzformációk alkalmazása 

igazolja e potenciálok, illetve a racionálisan kiterjesztett változataik 

alakinvarianciáját. Rámutattam, hogy a valós Scarf II. potenciál esetén 

e transzformációk csak a j=k=0 paraméterválasztás esetén 

értelmezhetők [2]. 
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5. Kimutattam, hogy a fenti vizsgálatokban szereplő X1 − típusú kivételes 

ortogonális Laguerre, illetve Jacobi polinomok megkaphatók a 

konfluens Heun, illetve a Heun-féle differenciálegyenlet polinom típusú 

megoldásaiként. [3] 

___________________________________________________________________________ 
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1. Introduction 

 

Models applied to various potentials have proven to be very useful in 

describing quantum physical phenomena. Such tasks are most often solved 

using numerical methods, but in the case of some model problems, an exact 

analytical solution is also possible. The investigation of the latter cases is of 

great importance in several respects. The mathematical formalism of exact 

solutions allows for the classification of potential problems and the exploration 

of their relationship to each other. In addition, they are often related to some 

kind of symmetry, which usually manifests itself in a characteristic way in the 

structure of the energy spectrum. From a technical point of view, exactly 

solvable problems greatly help the development of numerical methods, as they 

are suitable for testing and supplementing them. Based on all this, it is 

understandable that the search for and investigation of exactly solvable 

potential problems has been an active research topic throughout the century-

long history of quantum mechanics and still produces new results today. 

The topic and task of the doctoral dissertation is the research of exact 

solutions to the one-dimensional, time-independent Schrödinger equation. 

The application of some proven methods has helped in this. Such is the 

transformation procedure by which the Schrödinger equation can be 

transformed into a second-order differential equation of mathematical physics 

with appropriate variable and other 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4 transformations. This also 

allows the classification of the exactly solvable potentials thus produced based 

on the differential equations used and the 𝜒(r),𝜒(x) transformation function 

used in the thesis. 

We can have four transformations with different choices of r and 𝜒(r): 

 
Transformations 

𝑻𝟏 𝑻𝟐 𝑻𝟑 𝑻𝟒 

 

lim
𝑟→0

𝜒(𝑟), r ∈ [0, ∞[ 

 
𝛾𝜖𝒁+ 

𝑟𝛾+1 
 

 

𝑟−𝛾 𝑟𝛾+1 
 

𝑟−𝛾 

 

lim
𝑟→∞

𝜒(𝑟) 
convergent divergens divergent convergent 

 
Spectrum and its change 
 

ε:factorization energy  
 
 

 
the ground state energy 
vanishes 

 

 

ε = 𝐸0
− 

 

new ground 
state 

energy, γ>0 

 

ε < 𝐸0
− 

 

 
no change 

 

 

ε < 𝐸0
− 

 

 
no change 

 

 

ε < 𝐸0
− 

 

Change of 
singularity 

 

 

(𝛾+1) 𝑟−2 

 

−𝛾𝑟−2 

 

(𝛾+1) 𝑟−2 

 

−𝛾𝑟−2 
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In the most well-known case, Natanzon class potentials are obtained from the 

transformations of the hypergeometric and confluent hypergeometric 

functions [43], [44].  . The bound states can then be expressed with classical 

orthogonal polynomials, specifically Jacobi or generalized Laguerre 

polynomials [2]. In this way, the bound state wave functions and energy levels 

of some of the best-known exactly solvable potentials discussed in the thesis 

(Radial harmonic oscillator, Pöschl-Teller potential, Scarf potentials) can also 

be obtained. [2] 

Another method is to apply the methods of Supersymmetric Quantum 

Mechanics, with which new, exactly solvable potentials can be obtained 

starting from a known, solvable potential. In such a way that the energy 

spectrum of the two potentials is essentially the same. This latter result is due 

to the fact that the Supersymmetric Hamiltonian operator, which combines 

the Hamiltonian operators containing the two potentials into a similar matrix-

shaped Hamiltonian operator, forms a superalgebra with interchangeable 

matrix-shaped, so-called charge operators, see the introduction of equations 

(1), (2), (3). 

In my research topic, the investigations extended to the range of potentials of 

the Natanzon class and beyond: [15,16]. In the latter case, we applied the 

transformation procedure described above primarily to the variants of the 

Heun differential equation. The solutions of these differential equations are 

much less known than the (confluent) hypergeometric functions: [3],which 

also meant that new technical details had to be applied in order to identify 

previously uninvestigated exactly solvable potential problems: [3]. 

The various forms of the Heun differential equation include the (confluent) 

hypergeometric differential equation as a special case:[66] , which also allowed 

the generalization of some Natanzon class potentials. 

We paid special attention to the polynomial-type solutions of the Heun 

differential equations, because some of these special cases returned the 

polynomial-type solutions of the Natanzon class potentials [3]. The well-known 

examples: the differential equation of the so-called Exceptional Jacobi and 

Exceptional Laguerre polynomials can be obtained as special cases of the 

Heun differential equations. The latter polynomials differ from the classical 

orthogonal polynomials in that some of their zeros fall outside the 

orthogonality domain, therefore their lowest degree, their node, is not zero. 

Despite all this, they behave in the same way as the classical orthogonal 

polynomials in other respects. The mentioned exceptional polynomials appear 

as solutions of potentials that arise as generalizations of certain Natanzon 

class potentials [62,68], for example the Rationally extended harmonic 

oscillator concerned in my thesis,[1] as well as the rationally extended Scarf I, 

II and generalized Pöschl-Teller potentials belonging to the common PI 

potential class [2]. 
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As a further possibility, we investigated the connection of the potentials 

derived from the Heun differential equation [42,43,44]and the Natanzon class 

potentials[62,68] using the methods of Supersymmetric Quantum Mechanics. 

An example of this can be found in one of our published publications: the 

aforementioned Rationally extended harmonic oscillator can be obtained as a 

supersymmetric transform of the radial harmonic oscillator: [1], just as their 

rational extensions can be derived from the aforementioned PI class potentials 

[1,2 ]. 

The aim of the research was to search for new exactly solvable potentials 

within and beyond the Natanzon potential class, and to explore their 

connection with known potentials: [1,2]. 

We also investigate the derivation of the exceptional Laguerre and Jacobi 

polynomials of 𝑋1 type that provide solutions to rationally extended potentials. 

We show that these arise as polynomial-type solutions to the confluent Heun 

and Heun differential equations [3]. 

__________________________________________________________________________ 
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2. Results:5 thesis points 

 

 

 

 

 

1. By investigating supersymmetric transformations, I have constructed 

the supersymmetric partner potentials of the radial harmonic oscillator 

in the case of intact and spontaneously broken supersymmetry. For 

these transformations (𝑇1,𝑇2,𝑇3,𝑇4), I have considered solutions of the 

corresponding Schrödinger equation that are regular or irregular at the 

origin and asymptotically. I have determined the partner potentials 

resulting from the application of test functions satisfying these 

boundary conditions. In this way, I have included the previous results 

in a new, unified framework. I have shown that the partner potentials 

satisfy the requirement of shape invariance in the cases j=k=0 and 

j=k=1, i.e. their mathematical form is the same, differing only in one 

parameter (l ) and a constant energy shift [1]. 

 

 

2. I showed that by choosing j=0, k=1 in the test function, the radial 

harmonic oscillator and its rational extensions can be connected to the 

𝑇3 and 𝑇4 type transformations [1]. 

 

 

3. Applying the same method to another class of potentials, I derived the 

corresponding partner potentials and gave their bound-state wave 

functions and energy spectra. With the formalism, I implemented a 

unified supersymmetric discussion of three potentials (generalized 

Pöschl-Teller, Scarf I., Scarf II.) at the same time. I continued the 

unified, abstract discussion until the point when the concrete boundary 

conditions have to be imposed on the solutions, which themselves are 

different due to the different interpretation ranges of the three potentials 

(the real semi-axis, finite range, and the full real axis). In this case, the 

solutions are written in terms of Jacobi polynomials [2], in contrast to 

the previously discussed potential solutions, which can be expressed in 

terms of generalized Laguerre polynomials. 
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4. I have shown that, using the choice of j=0, k=1 in the test function, in 

the case of the generalized Pöschl-Teller and Scarf I potentials, 

transformations of the type 𝑇3 and 𝑇4 connect the potentials with their 

rational extensions, while the inverse transformations arise with the 

choice of j=1, k=0. I have proven that, considering the choice of j=k=0 

and j=k=1 in the test function, the application of the transformations  

𝑇1 and  𝑇2proves the shape invariance of these potentials and their 

rationally extended versions. I have pointed out that in the case of the 

real Scarf II potential, these transformations can only be interpreted in 

the case of the parameter choice j=k=0 , [2]. 

 

5. I have shown that the exceptional orthogonal Laguerre and Jacobi 

polynomials of 𝑋1-type included in the above studies can be obtained as 

polynomial-type solutions of the confluent Heun and Heun differential 

equations. [3] 
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