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4 1. HALMAZOK

1.1. Bevezetés

Miért van sziiksége egy gazdélkoddsi szakos hallgatonak halmazelméletre?
A gazdasagi dontések mogott mindig rendszerezés all. Egy vallalat tigyfeleket
csoportosit, egy piackutaté fogyaszt6i szegmenseket kiilonit el, egy pénziigyi
elemzd befektetési alternativdkat hasonlit 6ssze.
Amikor azt kérdezziik, hogy
e Kik viasaroltak A terméket?
o Kik vésdroltak B terméket?
e Kik vasaroltak mindkett&t?
e Hényan nem tartoznak egyik csoportba sem?
val6jdban halmazokkal és halmazmiiveletekkel dolgozunk.
A modern gazdasagi elemzés adatbazisokra, ligyfélkorokre, termékportfdlidkra,

piacokra és dontési alternativdkra épiil. Ezek mind jol definidlt elemek Osszes-
ségei, azaz halmazok. A halmazelmélet

e segit pontosan megfogalmazni gazdasdgi modellek alapjat,
e lehet6vé teszi a piaci szegmensek matematikai leirasat,

e megalapozza a valdszinliségszdmitast és a statisztikat,

o eldkésziti a fliggvénytan és az optimalizalas eszkoztarat.

z

Kiilonosen fontos, hogy a késdbbi fejezetekben megjelend keresleti fiiggvé-
nyek, koltségfiiggvények, profitmaximalizaldsi problémak vagy koltségvetési
modellek mind alapvetéen halmazelméleti alapokra épiilnek.

A gazdasigi matematika egyik célja nem az, hogy elvont struktirdkat tanul-
junk 6nmagukért, hanem az, hogy olyan eszkodzoket sajatitsunk el, amelyek
segitenek rendszerezni, elemezni és modellezni a gazdasigi jelenségeket.

Ebben a fejezetben
o megismerkediink a halmaz fogalmaval és jeloléseivel,
o ittekintjiik a legfontosabb halmazmiveleteket,
o drtelmezziik ezek gazdasdgi alkalmazésait,
o valamint el6készitjiikk a kovetkezd fejezetekben szereplé matematikai
modellek formalis alapjat.

A cél nem az elméleti mélység, hanem a biztos, alkalmazhat6 alap megteremtése.
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1.2. Halmazok megadasa, két halmaz egyenlosége

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacio. A természetben lejatszodé események, jelenségek kolcsonhatidsban
allnak egymadssal. A kapcsolatok lefrdsa, vizsgalata és gyakorlati alkalmazasa
a mindennapi nyelv segitségével a legtobb esetben igen nehézkes, s6t idénként
kivitelezhetetlen.

Emiatt kialakult egy sajatos nyelv, amely megkonnyiti a dolgunkat. Ezen nyelv
alapeleme a fiiggvény, amely igen jelentds szerepet jatszik a kdzgazdasigtani
problémdk megolddsédban is.

A kozgazdasagtan szdmos alapfogalma — példdul a keresleti fliggvény, a kindlati
fliggvény, a koltség-, bevétel- és nyereségfiiggvények, valamint a termelési és
fogyasztdsi modellek — matematikai 0sszefiiggések formdjdban frhatok le. Ezek
elemzése, Osszehasonlitdsa €s elérejelzése csak megfelelden definidlt matema-
tikai eszkozokkel végezhetd el.

A fiiggvény altalanos fogalmahoz sziikségiink van a halmaz fogalmanak is-
meretére, hiszen mind az értelmezé€si tartomany, mind az értékkészlet halmaz-
ként jelenik meg. Ennek megfeleléen a matematikai gondolkodas egyik alap-
pillére a halmazelméleti szemlélet, amely rendszerezni és pontosan megfogal-
mazni segiti a kozgazdasdgi modellek alapjat képezd 0sszefiiggéseket.

A fent leirtak miatt a jegyzet elsd fejezetében a halmaz fogalmdval, valamint
a halmazokhoz kapcsol6dé legfontosabb alapfogalmakkal ismerkediink meg,
megalapozva a késdbbi fejezetekben szerepld kozgazdasagi alkalmazésokat.

A gazdasagi gyakorlatban gyakran taldlkozunk jél meghatarozott elemekbsl
4ll6 csoportokkal.

Egy véllalat tigyféladatbazisa, egy orszag exporttermékeinek kore, egy befek-
tetési portfolié eszkozei vagy egy adott piacon jelen 1év6 versenytarsak mind
olyan rendszerezett 6sszességek, amelyek matematikailag halmazként irhaték
le.

A halmaz megaddsa a gazdasagi elemzés elsd 1épése.

Ahhoz, hogy modellezni tudjunk egy helyzetet, pontosan rogziteni kell:
e kik tartoznak egy vizsgalt csoportba,
o milyen feltételek alapjan keriil be egy elem,

o illetve mikor tekinthet6 két csoport azonosnak.
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Példaul:
o Egy villalat prémium iigyfeleinek halmaza megadhat6 konkrét névlista
alapjan.
e Egy magas jovedelmi fogyaszt6i csoport megadhat6 egy feltétellel
(példaul éves jovedelem > 5 milli6 Ft).
o Két piaci szegmens akkor azonos, ha pontosan ugyanazok a fogyasztok
tartoznak bele.

A gazdasagi dontések megalapozasahoz ezért elengedhetetlen a halmazok egy-
értelmd, preciz megadasa és az egyenl6ség fogalmanak tisztazasa.
Ebben az alfejezetben attekintjiik, hogyan adhaték meg halmazok felsoroldssal
vagy tulajdonsdg alapjan, valamint mit jelent két halmaz egyenl6sége matema-
tikai értelemben.
Példaul

A = {,sikeres vallalatok”}
nem tekinthetd jol definidlt halmaznak, mert a ,.sikeres” kifejezés nem egy-
értelm, jelentése nem pontosan rogzitett. Mdas-mds szempontok szerint mas
véllalatok tartozhatndnak bele, ezért nem donthetd el minden elemrdl egyértel-
mien, hogy a halmazhoz tartozik-e.

Ugyanakkor példdul a

B = {z | = olyan vallalat, amelynek éves nyeresége meghaladja
az 500 milli6 Ft-ot}

mar jol definidlt halmaz, mert a bekeriilés feltétele pontosan meg van adva.

Jelolések, megallapodasok. A halmaz, elem, eleme fogalmakat nem definidl-
juk, adottnak tekintjiik. A halmaz bizonyos jél meghatarozott, kiilonb6z6 ob-
jektumok Osszességét jelenti. A halmazt alkot6 objektumok a halmaz elemei.

Egy halmazban minden elem csak egyszer fordulhat el6 és az elemek sorrendje
tetsz6leges. Egy halmazt akkor tekintiink adottnak, ha minden elemrdl egyér-
telmten el tudjuk donteni, hogy benne van-e a halmazban.

A halmazokat latin nagybettikkel, a halmaz elemeit latin kisbetiikkel jeloljiik.
Azt, hogy az a elem eleme az A halmaznak az a € A jeloléssel fejezziik ki, mig
ennek tagaddsara, vagyis annak kifejezésére, hogy az a elem nem tartozik az A
halmazba az a ¢ A jel6lést haszndljuk.

Halmazokat megadhatunk az elemeinek felsoroldsaval, példaul

A={1;2; 3},
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vagy megadhatunk valamilyen tulajdonsdgokkal, péld4ul
B={zxeR|z <0},

amit igy olvasunk ki, hogy a B halmaz azokat a valés szamokat tartalmazza,
melyek negativak.

Példa. Az
A = {igyes fiik}

matematikai értelemben nem halmaz, hiszen az, hogy ,.ligyes” nem mindenki
szamdra jelenti ugyanazt, egy szubjektiv fogalom. Emiatt egy adott személyrol
nem tudjuk megmondani, hogy beletartozik-e, vagy sem abba a meghatdrozas-
ba, hogy ,,iigyes”. A

B = {Magyarorszdg varosai 2025. janudr 2-4n}
halmaz, hiszen a halmazt meg tudjuk adni az elemeinek a felsoroldsédval.

Definicié. Ureshalmaznak nevezziik azt a halmazt, melynek egyetlen eleme
sincs. Jele: 0.

Definicio. Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok egyenldek, ha az elemeik
ugyanazok. Jele: A = B. Ennek tagaddsira az A # B jelolést hasznaljuk.

Példa. Az

A=A{1;3;5 7,9}

B = {egyjegyli péaratlan szamok }

C = {n < 9| n pératlan pozitiv egész szdm}
halmazok esetén A = B = C.

Definicio. Egy véges halmaz elemeinek a szaimat a halmaz szamossaganak ne-
vezziik. Az A halmaz szdmossdgdra az | A| jel6lést hasznaljuk.
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Kidolgozott feladatok

1. Feladat. Dontsiik el, hogy halmaz-e, ha igen, akkor adjuk meg az elemeinek
felsorolasaval az aldbbiakat:

a) A = {Magyarorszdg vérosai 2025. okt6ber 22-én};
b) B = {Pilinszky Janos versei};
¢) C = {atermészetes szamok };
d) D = {az 2? — 5z + 6 = 0 egyenlet valés gyokei};
e) B = {az2? + 1 = 0 egyenlet val6s gyokei};
f) F = {az egyjegy(i primszdmok };
g) G = {aszép lanyok}.
h) H = {az 2? — 4 = 0 egyenlet egész megolddsai}.
i) I = {a tehetséges matematikusok }.
Megoldas:
a) Igen, halmaz. Az id6pont rogziti a kdzigazgatasi statuszokat, igy a varosok
kore eldonthetd.
b) Igen, halmaz. Pilinszky életmiive rogzitett, a versek kore jol meghatarozott.
¢) Igen, halmaz. A természetes szdmok halmaza standard, j6l meghatdrozott.
d) Igen, halmaz. Az egyenlet valés gyokei egyértelmiien meghatarozhatéak. A
madsodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazasaval azt kapjuk, hogy
544(-5)2—-4-1-6 5+1
2.1 R

T12 =

tehdt a halmaz D = {2;3}.

e) Igen, halmaz. Az egyenletnek nincs val6s gyoke, tehat az E halmaz ireshal-
maz.

f) Igen, halmaz. Az egyjegyl primszamok, vagyis az F' halmaz elemei
F ={2;3;5;7}.
g) Nem halmaz. A ,,szép lanyok” nem egyértelmiien meghatarozhat6 halmaz,

nem tudjuk felsorolni az elemeit.

h) Igen, halmaz. Ha x? — 4 = 0, akkor 22 = 4, igy az egyenlet egész megolda-
sai —2 és 2, azaz
H ={-2;2}.
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i) Nem halmaz. A ,tehetséges” sz6 egy szubjektiv megitélés, nem tudjuk meg-
mondani, hogy kik a tehetséges matematikusok.

2. Feladat. Soroljuk fel a kovetkezd halmazok elemeit:
a) A = {a100-nél kisebb pozitiv négyzetszamok };

b) B = {a 10-nél kisebb pozitiv négyzetszamok szdma };

C)C:{azw_

1
= 2 egyenlet pozitiv gyokei };

d D= { az z = 2 egyenlet pozitiv gyokeinek szdma };

e) B = {azz? — 2z < 0 egyenldtlenség egész gyokei };

f) F = {az 2% + 42 < 0 egyenlStlenség egész gyokeinek szdma };

g) G = {az olyan kétjegy(i szamok, melyek szdmjegyeinek osszege 9 };
h) H = {729 pozitiv osztéi }.

Megoldas:
a) Az A halmaz elemei:
A = {1;4;9; 16; 25; 36; 49; 64; 81}.
b) A 10-nél kisebb négyzetszamok: 1,4, 9. Ezek szdma 3, igy
B = {3}.
c) Az egyenlet értelmezési tartomdnya x # 0. Az

-1
T _ 9

x
egyenlet mindkét oldalét x-szel szorozva, majd rendezve azt kapjuk, hogy
r—1=2x = —-1l=2z = z=-1.
Pozitiv gyok nincs, tehat
C =0.
d) Az el6z6 feladat szerint pozitiv gyok nincs, igy a gyokok szama 0, tehat

D = {0}.
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e) Az x? — 2z < 0 egy masodfoki egyenlétlenség, amelyet grafikusan oldunk

meg. Az x — 2% — 2z fiiggvény zérushelyeinek meghatérozasiahoz megold-
juk az 2 — 2z = 0 egyenletet, amibl kiemelés utdn azt kapjuk, hogy
x - (x —2) = 0, ami csak akkor lehetséges, ha z = 0 vagy = — 2 = 0, azaz
=2

Az egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha = € [0; 2]. Az intervallumba esé egész
szamok: x = 0, 1,2, igy £ = {0;1;2}.

f) Az 2% + 42 < 0 egy mdsodfoki egyenl6tlenség, amelyet grafikusan oldunk

meg. Az x — 2% + 4z fiiggvény zérushelyeinek meghatérozasiahoz megold-
juk az

22+ 4z =0 = z-(x+4)=0

egyenletet, ami csak akkor lehetséges, ha x = 0 vagy x + 4 = 0, azaz
x = —4.
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Az egyenlGtlenség akkor teljesiil, ha x € | — 4;0[. Az intervallumba esd
egész szdmok: x = —3, —2, —1, azaz hdrom darab, igy
F = {3}.

g) Kétjegyil szamok, melyeknél a + b = 9.
A keresett szamok 18, 27, 36,45, 54,63, 72,81, 90, igy
G = {18;27;36; 45; 54; 63; 72; 81; 90}.

h) Mivel 729 = 39, ezért a pozitiv oszték 3* alakdak, ahol k = 0,1, ..., 6, igy
H = {1;3;9;27;81;243; 729}.
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1.3. Részhalmaz, hatvanyhalmaz fogalma

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacié. A gazdaséagi elemzésben ritkdn vizsgalunk teljes populdcidkat ho-
mogén egészként. A véllalatok iigyfeleiket szegmensekre bontjdk, a piacokat
célcsoportokra osztjdk, a befektetési lehetdségeket kockazati kategdriak szerint
rendszerezik.

Ezek a struktirdk matematikailag részhalmazokként értelmezhetdk.

A hatvdnyhalmaz fogalma ennél tovdbb megy: azt mutatja meg, hogy egy adott
elembdl 4ll6 rendszer hanyféle kombindcidban vizsgdlhaté. Mar viszonylag
kevés alternativa esetén is gyorsan nd a dontési lehetéségek szama.

Ebben az alfejezetben megismerkediink a részhalmaz és a hatvdnyhalmaz fo-
galmdval, amelyek a gazdasédgi rendszerek strukturdlt elemzésének alapjit ké-
pezik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha az
A halmaz minden eleme a B halmaznak is eleme. Jele: A C B. Az A halmaz
valddi részhalmaza B-nek, ha A részhalmaza B-nek, de A # B.

Megjegyzés. Az iireshalmaz minden halmaznak részhalmaza.

Példa. Az A = {1; 2; 3} halmaznak részhalmaza a B = {2; 3} halmaz.
Jelolése: B C A.

Példa. A paros szamok részhalmazat alkotjak az egész szamok halmazéanak.
Tétel. Egy n elemii halmaz Gsszes részhalmazainak szama: 2".

Definicio. Egy halmaz 6sszes részhalmazabdl képzett halmazt az adott halmaz
hatvdnyhalmazanak nevezziik. Jele: P(A).

Kovetkezmény. Egy n elem( halmaz hatvanyhalmazanak szamossaga: 2™.
Példa. Az A = {1; 2} halmaz hatvanyhalmaza
P(A) = {0; {1}; {2}; {1; 2}}

halmaz.
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Kidolgozott feladatok

3. Feladat. Tekintsiik az A = {1;2; 3} halmazt!
a) Adjuk meg Osszes részhalmazat!

b) Hatdrozzuk meg az A halmaz hatvanyhalmazat!
Megoldas:

a) A keresett részhalmazok:

{1425 38 {15285 {15335 {25 3} {1; 2; 3}, 0.

b) Az A halmaz hatvdnyhalmaza az A Osszes részhalmazat tartalmazé halmaz,
azaz

P(A) = {{1};{2}; {3} {1;2}: {1;3}; {2; 3}; {15 2; 3}, 0 }.
4. Feladat. Tekintsiik az A = {5 ; #; <} halmazt!
a) Adjuk meg 0sszes részhalmazit!

b) Hatdrozzuk meg az A halmaz hatvanyhalmazat!
Megoldas:

a) A keresett részhalmazok:

DR MO e ) {5 OF; {4 OF; {; 4O 15 0.

b) Az A halmaz hatvdnyhalmaza az A 6sszes részhalmazit tartalmazé halmaz,
azaz

P(A) = {{Hk}; {®}; {0} {F; d}; {k OF; {M: OF; s 4; O 101

5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az A és B halmazok pontosan akkor egyen-
16ek, ha egymdsnak kolcsondsen részhalmazai, azazha A C Bés B C A
teljesiil.

Megoldas:

Ha A = B, akkor nyilvan A C B és B C A is teljesiil.

Megforditva, egyrészt ha A C B, akkor A minden eleme B-nek is eleme, mas-
részt ha B C A, akkor B minden eleme A-nak is eleme, igy A = B.
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6. Feladat. Igazoljuk, hogy egy 10 elemii halmaznak ugyanannyi 3 elemi
részhalmaza van, mint amennyi 7 elemdi!

Megoldas:

A 10 elem halmaz 7 elemii részhalmazainak szama:

| .9.
10 _ 10! _ 8-9-10 _ 190.
7 73! 6

A 10 elemi halmaz 3 elemii részhalmazainak szama:

| .9.
10 _ 10! _ 8-9-10 _ 190.
3 3.7 6

Ezzel igazoltuk az allitast.

7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy n elem{ halmaznak ugyanannyi k elem{
részhalmaza van, mint amennyi n — k elemd!

Megoldas:

Egy n elemt halmaz k elemi részhalmazainak szama (Z)

Egy n elem( halmaz n — k elemi részhalmazainak szdma (nﬁ k) Mivel
ny n
k) \n—k)’

8. Feladat. Egy halmaznak 10 eleme van. Hany darab részhalmaza van?

Megoldas:

ezért az allitdst igazoltuk.

A 10 elem{i halmaz részhalmazainak szama
210 =1024.
9. Feladat. Egy halmaznak 512 darab részhalmaza van. Hany elemi a halmaz?
Megoldas:
Mivel egy n elemii halmaz részhalmazainak szdma 2", ezért az

512 = 2"

egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk, hogy n = 9, igy a halmaz 9
elemd.
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10. Feladat. Tekintsiik az
A = {x? — 10z + 24 = 0 egyenlet valés megoldasai},
B = {2% = —1 egyenlet valés megolddsai},
C = {z* — 16 = 0 egyenlet val6s gyokeinek szdma},
D = {3 és 7 koz¢é esG péaros szamok }

halmazokat!

a) Adjuk meg a fenti halmazokat elemeik felsoroldsdval!

b) Vilasszunk ki a fenti halmazok koziil olyan halmazokat, melyek egyenl6k!

¢) Adjunk meg olyan halmazokat, melyek halmaz, részhalmaz kapcsolatban
dllnak egymdssal.

Megoldas:

a) Az 22 — 10x + 24 = 0 egyenletet a masodfoki egyenlet megoldéképletével
megoldva azt kapjuk, hogy

10++v100 —4-24 10+2
2 2

amib6l a megoldasok z; = 6, o = 4. [gy A = {4; 6}. Mivel nem létezik
olyan valés szam, melynek a paros kitevdjli hatvanya negativ szdm lenne,
ezért B = (). Az z* — 16 = 0 egyenletnek két valés megolddsa van, —2 és
2,igy C' = {2}. A D halmaz elemei D = {4; 6}.

b) Az elGbbiek alapjan azt kaptuk tehat, hogy A = D.

¢) A B halmaz minden halmaznak részhalmaza, tovabba D C Aés A C D.

T12 =

11. Feladat. Tekintsiik az
A={zeR|-2>+4>0}

-2
B:{m€R|x§O}
T+ 3
halmazokat! Bizonyitsuk be, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak!
Megoldas:

El6szor megoldjuk a —22+4 > 0 egyenltlenséget. Az x — —x? 44 fiiggvény
zérushelye, vagyis az
—2?24+4=0
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egyenlet megolddsai 1 = —2és 29 = 2. Az x — —x2 +4 fiiggvény grafikonja
alapjdn lathat6, hogy az x tengely folott az x € [—2; 2] intervallumon vagyunk:
Y
6 1

! Il Il J:\A
-6 —4 4 6
_2 1
Tehat az A halmaz:
A=1[-2;2]
Ezutdn megoldjuk az
r—2 <0
r+3
egyenl6tlenséget két esetre bontva. Vegyiik észre, hogy = —3-ndl a kifejezés

nem értelmezett.
Egy tort csak gy lehet negativ, ha a szamlalo és a nevezd kiilonbozé elgjeld.
L eset: T, vagyis amikor a szdml4l6 pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor

x—22>20 é z+3<0,

s

1gy
r>2 és x<-—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi ad6dik:

< O

-3

Y

[N

?
Y

Igy az els6 esetben nem kapunk megoldast.

II. eset: —, vagyis amikor a szamldl6 negativ és a nevez6 pozitiv. Ekkor

x—2<0éz+3>0,
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18y
r<2 é x> -—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi adodik:
o

Y

Y

-3

o N

<
«<

Ebben az esetben azt kaptuk, hogy a kozos rész | — 3; 2], igy tehat a B halmaz:

B =] -3;2].
Az A és B halmazokat k6zos szamegyenesen abrazolva az alabbi adddik:
A
— : >
-3 -2 B 2
o °

Tehat azt kaptuk, hogy A C B.
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1.4. Halmazok Descartes-szorzata

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacié. A gazdasagi modellek jelentGs része két vagy tobb viltoz6 kap-
csolatat vizsgalja. Ar és mennyiség, koltség és kibocsatas, jovedelem és fo-
gyasztas. Ezek mind olyan parok, amelyek egyiittesen értelmezhetdk.

A Descartes-szorzat fogalma lehet6vé teszi, hogy két halmaz elemeibdl ren-
dezett parokat képezziink, és ezzel formadlisan leirjuk a tobbvaltozds gazdasagi
helyzeteket.

A tobbvaltozds gazdasiagi modellezés egyik alaplépése tehét a Descartes-szorzat
fogalmanak megértése. Ebben az alfejezetben formalisan definidljuk a Descartes-
szorzatot.

Definici6. Legyenek A és B halmazok. Ekkor az (a; b) szimbdlumot rendezett
elempdrnak nevezziikk,haa € Aésb € B.

Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatan azt az A x B-vel jelolt hal-
mazt értjiikk, melynek elemei olyan rendezett elemparokbol dllnak, melyek elsé
tagja az A, masodik tagja a B halmazbdl vald, azaz

AxB={(a;b)|ac A, be B}.
Az A halmaz 6nmagdval vett Descartes-szorzatat szokds A2-el is jelolni:
A% = A x A
Példa. Tekintsiik az A = {1; 3} és B = {2; 4} halmazokat! Ekkor
Ax B={(1;2); (1;4); (3; 2); (3; 4)},
masrészt
Bx A={(21); (2;3); (4 1); (4 3)},

amibdl lathat6, hogy A x B és B x A nem egyenl&ek, tehat a Descartes-szorzat
nem-kommutativ miivelet.

Megjegyzés. Az
R? =R x R = {(z;y) |2,y € R}

halmaz elemei megfeleltethetéek a ,.kétdimenziés Descartes-féle koordinéta-
rendszer” pontjainak, ha rogzitiink egy koordindtarendszert.



1. HALMAZOK DESCARTES-SZORZATA 19

Kidolgozott feladatok

12. Feladat. Tekintsiik az A = {2;3;5} és B = {1;2;5; 8} halmazokat! Ad-
juk meg az A X B és B x A halmazokat!

Megoldas:
A keresett Descartes-szorzatok
Ax B ={(21);(2;2); (2;5); (28); (3;1); (3; 2); (3;5); (3; 8);
(5;1); (5;2); (5;5); (5;8) },
illetve
Bx A={(1;2); (1;3); (1;5); (2:2); (2;3); (2;5); (5: 2); (55 3);
(5;5); (8;2); (8;3); (8;5)}.
13. Feladat. Soroljuk fel a A x B halmaz elemeit, ha
A={zeZ| -2<x<1}

és
B={ze€Z|0<x <2}
Megoldas:
Az A halmaz:
A={-2;-10;1},
a B halmaz:

B ={0;1;2},
igy az A X B halmaz:
Ax B ={(-2;0);(=2;1); (=2;2); (=1;0); (—=1;1); (= 1;2);
(0;0); (0;1); (0;2); (1;0); (151)5(152) } .
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1.5. Miiveletek halmazokkal

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacio. A halmazmiiveletek a gazdasagi adatfeldolgozas és dontéshozatal
alapvet6 eszkozei.

Amikor egy véllalat azt vizsgdlja, hogy egy adott terméket kik vasdroltak, mely
fogyasztok tartoznak egyszerre tobb célcsoportba, vagy kik azok, akik egy
kategéridba tartoznak, de egy mdasikba nem, akkor valéjidban unidt, metszetet
és kiilonbséget szamit.

A halmazmiiveletek tehat nem pusztan elméleti fogalmak, hanem a gazdasagi
informdcidfeldolgozads matematikai alapjai.

Ebben az alfejezetben attekintjitkk a legfontosabb halmazmiiveleteket és azok
tulajdonségait.

Ebben a részben legyen H # () az tgynevezett alaphalmaz és legyenek az
A, B, C halmazok a H részhalmazai.

Definicio. Az A és B halmazok unidjan azt az A U B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei legaldbb az egyik halmaznak elemei, azaz

AUB ={z |z € Avagy x € B}.

Példa. Az A = {1;2} és a B = {2; 3} halmaz unidja
AUB = {1;2;3}.

Definicié. Az A és B halmazok metszetén azt az A N B-vel jelolt halmazt
értjlik, melynek elemei mindkét halmaznak elemei, azaz

ANB={z|ze€ Aésx € B}.
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Példa. Az A = {1;2} és a B = {2; 3} halmaz metszete
AN B ={2}.

Definicié. Az A kiilonbség B halmazon azt az A \ B-vel jelolt halmazt értjiik,
melynek elemei A-nak elemei, de B-nek nem elemei, azaz

A\B={z |z € Aész ¢ B}.

Példa. Az A = {1;2} és a B = {2; 3} halmazok esetén
A\ B ={1}.

Definicio. Legyen H egy tetszGleges nemiires halmaz és legyen az A halmaz a
H részhalmaza! Az A halmaznak a H halmazra vonatkoz6 komplementerén a
H \ A halmazt értjiik, amelyet A médon jeldliink.

C_ >

H
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1.5.1. Példa. Tekintsiik a
H=1{1;2;3;4;5,6;7; 8 9}
alaphalmazt és az
A=1{1;3; 4; 5; 6}
halmazt. Ekkor A komplementere:

A=1{2;7;8;9}.
Tétel. Tetsz6leges A és B halmazok esetén
A\ B=ANB.

Definicié. Az A és B halmazok szimmetrikus differencidjdin azt a halmazt
értjiik, melynek elemei pontosan az egyik halmaznak elemei, azaz

AAB = {x|vagy x € A vagy x € B}.

1777777772

Példa. Az A = {1;2;3} és a B = {2;3;4} halmazok esetén
AAB = {1;4}.
Tétel. Tetsz6leges A és B halmazok esetén
AAB =(A\B)U(B\ A).
Tétel. (a halmazmiiveletek tulajdonsagai)
Legyenek A, B, C egy H alaphalmaz részhalmazai. Ekkor igazak a kovetkezd
allitasok:
1) AU B = BU A, azaz az unié6 kommutativ;
2) AN B = BN A, azaz a metszet kommutativ;
3) (AUB)UC = AU (B UC), azaz az uni6 asszociativ;
4) (ANnB)N C’ AN (BNC(C),azaz a metszet asszociativ;

5) (AuB)NC = (ANC)U (BNC(C), azaz a metszet disztributiv az uniéra
nézve;
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6) (ANB)UC = (AUC)N(BUC(C), azaz az uni6 disztributiv a metszetre
nézve;
7y AUA=A, AN A= A, azaz az uni6 és a metszet idempotens;
8) AUA=H, ANA=0;

9) AUB = ANnB, AnNB = AU B, azaz teljesiilnek az tigynevezett de-
Morgan azonossagok.

Tétel. Az A U B halmaz szaimossagara teljesiil az

|AUB| = |A| + |B| - |[AN B|
Osszefiiggés, amelyet két halmazra vonatkoz6 szitaformuldnak is neveziink.
Tétel. Az AU B U C halmaz szamossagéra teljesiil az
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Osszefiiggés, amelyet harom halmazra vonatkozé szitaformuldnak is neveziink.
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Kidolgozott feladatok

14. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges A és B halmazok esetén teljesiil
az

AUB=ANB
Osszefliggés!
Megoldas:
A de-Morgan azonossdg szerint

AUB=ANB=ANB,

amivel igazoltuk az allitast.

15. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges A és B halmazok esetén teljesiil
az

ANB=AUB
Osszefiiggés!
Megoldas:
A de-Morgan azonossdg szerint

ANB=AUB=AUDB,

amivel igazoltuk az 4llitast.

16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges H alaphalmaz és A, B C H
halmazok esetén teljesiil az

(B\A)U(A\B)U(A\B) = H\ (4N B)

Osszefliggés!

Megoldas:

Mivel egyrészt B
B\A=BNA=BnNA,

masrészt B L
A\B=ANnB=AUB,

végiil

|
—
@
I
|
D)
o
I
N
D)
e
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s

© (B\A)U(A\B)U (A\B) = H\ (AN B),

amivel igazoltuk az allitast.
17. Feladat. Tekintsiik a
H ={1;2;3;4;5;6;7;8}

alaphalmazt és az
A={23;5}, B={1;258}

halmazokat! Adjuk megaz AU B, AN B, A\ B, B\ A, A, valamint a B
halmazokat!

Megoldas:

A két halmaz unidjiba azok az elemek tartoznak, amelyek legalabb az egyik
halmaznak elemei, igy

AU B ={1;2;3;5;8}.

Két halmaz metszetébe azok az elemek tartoznak, amelyek mindkét halmaznak
elemei, igy

AN B={2;5}.

Az A\ B halmaz elemei azok az elemek, amelyek az A halmaznak elemei, de
a B halmaznak nem elemei, igy

A\ B = {3}.

A B\ A halmaz elemei azok az elemek, amelyek a B halmaznak elemei, de az
A halmaznak nem elemei, igy

B\ A={1;8).

Az A halmaz komplementerébe azok az elemek tartoznak, amelyek az A hal-
maznak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei, igy

A =1{1;4;6;7;8}.

A B halmaz komplementerébe azok az elemek tartoznak, amelyek a B halmaz-
nak nem elemei, de az alaphalmaznak elemei, igy

B ={3;4;6;7}.
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18. Feladat. Tekintsiik az
A={1;2;5;7}, B =1{2;4;5;8}

halmazokat! Adjuk megaz AU B, AN B, A\ B, B\ A halmazokat!
Megoldas:
A keresett halmazok:

AUB ={1;2;4;5;7;8}

AN B ={2;5}

A\ B={1,7}

B\ A={4;8}.
19. Feladat. Adjuk meg az A N B halmaz elemeit, ha

A=[-53|

és B = Z (egész szdmok halmaza).
Megoldas:

Feladatunk a [—5; 3[ intervallumba es§ egész szdmok megaddsa, amelyek az
alabbiak:
ANB={-5-4;-3-2;-1;0;1;2}.

20. Feladat. Adjuk meg az A N B halmaz elemeit, ha
A =1[-5;3|
és B = N (természetes szamok halmaza).
Megoldas:
Feladatunk a [—5; 3[ intervallumba esd természetes szamok megaddsa:
ANB={1;2}.

21. Feladat. Tekintsiik az

A={reR|z* -2 —-6>0}

B={zxeR|2z -4 <0}
halmazokat! Adjuk meg az AU B, az AN B és az A\ B halmazokat!
Megoldas:

Els6 1épésben megoldjuk az x> — 2 — 6 > 0 egyenl6tlenséget. Ehhez elészor
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megoldjuk az 22 — 2 — 6 = 0 egyenletet. A masodfoki egyenlet megolddké-

pletét felirva azt kapjuk, hogy

14 (—6)

1+

1,2

1£5
2

ljuk az el6bb

égével felvazo

dik. Ezek segits

3 ado

definialt fliggvény grafikonjat.

= —2, )

27

amibdl x;

N N N N NN
NN NN SN NN

z

Az egyenlbtlenség megoldasa, vagyis az A halmaz

9

A=]—o00;—2]U[3;00]

B =]—o0;2[.

Most megoldjuk a 2z — 4 < 0 egyenltlenséget. Mindkét oldalhoz 4-et hoz-

zdadva, majd mindkét oldalt elosztva 2-vel azt kapjuk, hogy 2z < 4, azaz

r < 2,1gy a B halmaz

abrdzolva az aldbbit kapjuk:

dmegyenesen 4

2

Az A és B halmazokat sz
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P

A megfelel6 halmazmiiveleteket eredményei

R\ [2;3]

3; 00|

AUB =]—o00;2[U]

ANB

=] — o0; -2
= [3;00]

A\ B

B\ A =]-2;2].

22. Feladat. Tekintsiik az

2

r—1
r+4

{oer]

halmazokat! Hatarozzuk meg az A N B halmazt!

Megoldas

+9>0}é B

A={zeR|—2?

2

El6szor megoldjuk a —22 + 9 > 0 egyenlStlenséget. A —z2 + 9 fiiggvény

P

=3 A

és i)

= -3

asai T

2

helye, vagyis —z? + 9 = 0 egyenlet megold
parabolat vézlatosan felrajzolva azt aldbbi dbrét kapjuk:

7

Zerus
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Tehat az A halmaz:

A=]-3;3].
Ezutan megoldjuk az
r—1
<0
r+4

egyenlGtlenséget két esetre bontva.
Egy tort csak tigy lehet negativ, ha a szdmlél6 és a nevezd kiillénbozo6 eljeld.

L. eset: T, vagyis amikor a szdml4l6 pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor

r—1>0 é x+4<0,
igy
r>1 és x< —4.

Szamegyenesen dbrdzolva:

Y

—4 0 1
<«——0

Latszik, hogy a egyenl6tlenség egyszerre nem teljesiilhet, tehét az els6 esetben
nem kapunk megold4st.

IL eset: —, vagyis amikor a szdmldl6 negativ €s a nevezd pozitiv. Ekkor

r—1<0 é x+4>0,

z

182y
r<1l é x> —4.

Szamegyenesen dbrdzolva:
o

Y

—4 0

Y

o —+

<
«<

Tehat
B=]—-4;1].

Az A és B halmazokat k6z6s szdmegyenesen dbrazolva az aldbbi adédik:
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A
o 0
— — ‘ >
4 3 5 0 1 3
o o)
Tehat azt kaptuk, hogy
ANB=]-3;1].

23. Feladat. Tekintsiik az

—2
A:{xER\x2—5x+4<0}ésB:{xeR‘iG>0}

halmazokat! Hatarozzuk meg az A N B halmazt!
Megoldas:

El6szor megoldjuk az 22 — 52 + 4 < 0 egyenl6tlenséget. Ehhez els6 1épésben
kiszamoljuk az 22 — 52 + 4 = 0 egyenlet gyokeit. A masodfoki egyenlet
megolddképletének alkalmazdsival azt kapjuk, hogy

5++25-16 5+3
2 27

igy x1 = 1 és xo = 4. Mivel a parabola felfelé nyilik, a két gyok kdzott negativ
a fiiggvény értéke:

T12 =
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Tehat azt kaptuk, hogy

A=]1;4][.
Ezutdn megoldjuk az
T —2
>0
r—6

egyenlbtlenséget két esetre bontva. Egy tort akkor pozitiv, ha a szdmlal6 és
nevez$ azonos elgjeld.

L. eset: $

r—2>0 = x> 2, és r—6>0 = z>6.

Szadmegyenesen dbrdzolva:

(e,

Y

0 >

®7
Y

Tehat azt kaptuk, hogy B; =]6; 00].
II. eset: =
Ekkor

r—2<0 és x—6 <0,

azaz

T <2 és T < 6.

Szamegyenesen abrazolva az aldbbi adédik:

< O

|
2 6
< O
Ebbdl leolvashatd, hogy By = | — 005 2].
Tehét a B halmaz:
B =] — 00;2[U]6;00].

Az A és B halmazokat k6z6s szdmegyenesen dbrazolva az aldbbi adédik:
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Y

< 3 )

< O o

Y

Tehat azt kaptuk, hogy
ANB=]1;2].

24. Feladat. Az A és B halmazok unidja, kiillonbsége, illetve metszete ismert:
AUB={4;5;6;7;8;9; 10}; A\ B=1{8;9; 10}; AnB = {5}.

Hatdrozzuk meg az A és a B halmazokat!

Megoldas:
Venn diagramon dbrdzolva a halmazokat az aldbbi dbra adédik:
A B
8
9
10

Leolvashat6, hogy az A halmaz, illetve a B halmaz:
A={5;89;10}; B ={4;5;6;7}.

25. Feladat. Legyen az A halmaz a 8-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamok
halmaza, a B halmaz a 3-mal oszthat6 egyjegy, pozitiv egész szimok halmaza.
Adjuk meg az A és B halmazokat elemeik felsoroldsdval! Hatarozzuk meg az
AUB, AN Bés A\ B halmazokat!

Megoldas:

A keresett A és B halmazok:
A ={1;2;3;4;5;6;7;8}
B = {3;6;9}
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Az AU B, AN Bés A\ B halmazok:
AUB ={1;2;3;4;5;6;7;8;9}
ANB = {3;6}
A\ B =1{1;2;4;5;7;8}.

26. Feladat. Az A, B és a C' halmazokrdl az alabbiakat tudjuk:

AUBUC =1{1;2;3;4;5;6; 7; 8 9; 10};
AUB={1;2;3;6;7; 8 9; 10};
A\ B ={8;9; 10};

ANB={1;2; 3};

ANBNC ={1; 3};
ANC ={1; 3; 8}
B\ C ={2; 7}.

Hatarozzuk meg az A, B és C halmazokat!

Megoldas:
Venn digramon dbrdzolva a halmazokat az aldbbi dbrat kapjuk:
A B
C

Most mér leolvashatd, hogy
A={1;2;3;8;9; 10}
B ={1;2;3;6;7}
C ={1;3;4;5;6;8}.

33
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1.6. Nevezetes szamhalmazok

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacié. A gazdasigi modellekben valtozok szerepelnek: arak, mennyisé-
gek, koltségek, hozamok, kamatldbak. Ezek értelmezéséhez pontosan tudnunk
kell, hogy milyen szdmhalmazon dolgozunk.

e Egy darabszam pozitiv egész szam (természetes szam).

Egy netté eredmény lehet negativ, igy egész szam.

Egy ar, kamatlab vagy hozam tort alakban is megjelenhet, igy raciondlis
szam.

A folytonos modellek — példdul keresleti vagy koltségfiiggvények —
madr a valds szdmok halmazan értelmezettek.

A nevezetes szamhalmazok attekintése ezért nem o6ncélu elmélet, hanem a ké-
s6bbi gazdasagi modellezés matematikai alapja.

Definici6. Az N = {1; 2; 3 ...} halmazt a természetes szdmok halmazdnak
nevezzik.

Megjegyzés. A természetes szamok halmazabdl az 6sszeadas €s a szorzds mii-
velete nem vezet ki, azaz két természetes szdm Osszege, illetve két természetes
szam szorzata is természetes szam.

Definici6é. A
Z=-NuUNu{0}=4{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
halmazt az egész szdmok halmazdnak nevezziik.

Megjegyzés. Az egész szamok halmazabdl az 6sszeadas, a kivonds és a szorzas
miivelete nem vezet ki, azaz két egész szdm Osszege, kiilonbsége, illetve két
egész szam szorzata is egész szam.

Megjegyzés. Az egész szamok halmazanak részhalmaza a természetes szamok
halmaza.

Definicié. Raciondlis szdmok halmazdnak nevezziik azt a halmazt, melynek

elemei elGallnak két egész szam hanyadosaként. Jele: Q.
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Megjegyzés. A raciondlis szamok halmazabdl az 6sszeadds, a kivonds, a szor-
z4s és az osztds miivelete nem vezet ki, azaz két raciondlis szdm Osszege,
kiilonbsége, szorzata és két nullatdl kiillonbozd raciondlis szdm hényadosa is
raciondlis szadm.

Megjegyzés. A raciondlis szamok halmaza részhalmazként tartalmazza az egész
szamok €és a természetes szamok halmazat, pontosabban N C Z C Q.

Megjegyzés. Minden raciondlis szdm felirhaté véges vagy szakaszosan ismét-
16d6 végtelen tizedes tort alakban.

Példa. A 0,1234 szam kozonséges tortként valo felirasa:

0,1234 = % = %
Példa. Az 1,3 szdam kozonséges tortként vald felirdsa
.4
1,3 = 3’
ugyanis
T = 1,3

esetén 10z = 13, 3, majd kivonva egymdsbél az elébbi két egyenletet 9z = 12
adddik, amibdl az z-et kifejezve, majd a kapott tortet egyszeriisitve

12 4
xr=— = —

9 3
adddik.

Definicio. Valds szdmok halmazdnak nevezziik a szimegyenes pontjainak meg-
feleltethetd szamhalmazt. Jelolés: R.

Definicio. Irraciondlis szdmok halmazdnak nevezzik a raciondlis szamok hal-
mazdanak a valds szdmok halmazéara vonatkozé komplementerét, azaz azokat a
valds szamokat, amelyek nem éllnak el két egész szam hanyadosaként. Jele:
Q.

Példa. A /2 szdm irraciondlis. Ugyanis tegyiik fel, hogy v/2 racionalis. Ekkor
léteznek olyan p és g egész szamok, hogy

\/§:§, peZ, qe\ {0},
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tovabb4 feltehetd, hogy p-nek és g-nak nincs k6z0s osztdja, azaz a tort tovabb
mar nem egyszer(sithetd. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd beszorozva
q?-el azt kapjuk, hogy
2q2 = p2.

Ez azt jelenti, hogy p? oszthaté 2-vel. Viszont egy paratlan szdm négyzete
is paratlan. Ebbdl kovetkezik, hogy p oszthat6 2-vel, azaz van olyan k egész
szam, hogy p = 2k, vagyis p* = 4k?. Ugyanakkor p? = 2¢?, tehét 4k* = 242,
vagyis 2k? = ¢*. Azaz ¢® péros, de akkor g is paros, azaz oszthat6 2-vel, ami
ellenetmond annak, hogy p-nek és g-nak nincs k6zos osztdja.

Megjegyzés. A valds szamok halmazaéra teljesiil, hogy

R=QuUQ".
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Kidolgozott feladatok

27. Feladat. Tekintsiik a nevezetes szimhalmazokat a szokdsos jelolésekkel!
Adjuk meg a kovetkezd halmazokat:

a) NNZ d QnNnZ 2 Q"NQ
b) N\ Z e) NUZzZ h) Q*\ Q
¢) ZNR fy NUR i) Q*uQ.
Megoldas:

Mivel N C Z C Q C R, tovabba Q* UQ = R, ezért

a) NNZ=N dQNZ=12 2 Q*NQ=0
b) N\Z =10 ) NUZ=7Z h) Q*\Q=0Q"
) ZNR=17 ) NUR=R ) Q*UQ=R.

28. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy két raciondlis szdm Osszege raciondlis, azaz
haa,b € Q, akkora + b € Q.

Megoldas:

Ha a € Q, akkor 1éteznek olyan p és m egész szamok, valamint ¢ és n nullatdl
kiilonboz6 egész szamok, hogy

m
a= E, b= —
q n
Ekkor n
m n —+m
arpo Py m_pntmg
q n ngq
Mivel két egész szam Osszege €s szorzata is egész szam, ezért azt kapjuk, hogy
pn+mq € 7,
tovabba
0#n-q€Z,

ezért a + b két egész szam hanyadosa, igy raciondlis szam.
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1.7. Halmazok alkalmazasa a kozgazdasagtanban

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacié. Ebben a fejezetben megismerkedtiink a halmaz fogalmaval, a hal-
mazmiiveletekkel, a részhalmaz és a hatvdnyhalmaz jelent6ségével, valamint
a Descartes-szorzat szerepével. Ezek az eszkdzok azonban nem dnmagukért
fontosak. A kovetkezd fejezetekben példaul

o a fliggvények értelmezési tartomdnya halmaz,

o a koltségvetési modell halmazként {rhat6 le,

e az optimalizalasi problémak megolddshalmaza szintén halmaz,

e avaldszintis€gszamitas eseményei pedig halmazokként értelmezhetdk.

A halmazelmélet tehét a gazdasdgi modellezés nyelve és logikai alapja.

Példa. A gazdasagi elemzésben kiilonosen fontos, hogy egy halmaz elemei ob-
jektiv médon legyenek meghatdrozva. Tegyiik fel, hogy egy véllalat a ,,prémium
iigyfelek” halmazit szeretné megadni, de tudjuk azt is, hogy akkor lesz valaki
prémium tigyfél, ha legaldbb 1 000 000 Ft értékben vdsdrol. Ha ezt ugy frjuk
fel, hogy
A = {,sikeres tigyfelek™},

akkor ez nem halmaz, nem egyértelmiien definidlt, mert a ,,sikeres” kifejezés
nem objektiv kritérium.

Ezzel szemben az, hogy
B = {iigyfelek, akik a mdlt évben legaldbb 1 000 000 Ft értékben vésaroltak}.

mdr halmaz, mert egyértelmien definidlt, ezért matematikailag jol kezelhetd.
Az elébbi példa jol mutatja, hogy a gazdasagi modellezésben csak azok a cso-
portok hasznélhatdk biztonsaggal, amelyek tagsidga pontosan eldonthetd.

Példa. Az elébbi példat tovabb folytatva tegyiik fel, hogy egy véllalat két
kiilonb6z6 médszerrel hatdrozza meg a ,.kiemelt iigyfelek” korét. Legyen

C = {ugyfelek, akik a mult évben legaldabb 1 000 000 Ft értékben vésaroltak }

2

és
D = {iigyfelek, akik aranyszint{i tagsdggal rendelkeznek }.

Mivel a két lista pontosan ugyanazokat az iigyfeleket tartalmazza, ezért
C=D.
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A halmazegyenl8ség tehét azt jelenti, hogy két kiillonb6z6 megfogalmazds mogott
ugyanaz az ligyfélkor all.

Példa. A Descartes-szorzat konkrét gazdasagi helyzetek formalis lefrasara szol-
gal. Példaul:
e Ha A atermékek halmaza, B pedig a piacok halmaza, akkor A x B a
lehetséges termék—piac kombindcidkat tartalmazza.

e Ha az egyik halmaz az drak, a masik a mennyiségek halmaza, akkor a
Descartes-szorzat a lehetséges ar—mennyiség parokat adja meg.

o A koltségvetési modellekben a joszdgkosarak is rendezett parok vagy
altalanosabban rendezett n-esek forméjaban jelennek meg.

Tegyiik fel, hogy egy vallalat harom terméket gyart:
T ={Th; T5; T3},
és két piacon értékesit:
P = {Hazai piac; Kiilfoldi piac}.
Ekkor
T x P = {(T};Hazai piac); (77;Kiilfoldi piac);

(T,; Hazai piac); (75, Kiilfoldi piac);

(T5; Hazai piac); (73, Kiilfoldi piac)}.
Ez a halmaz az 6sszes lehetséges termék—piac kapcsolatot tartalmazza. A tény-

leges értékesitési struktira ennek egy részhalmaza lesz.

Példa. A szitaformula a gazdasagi elemzés egyik leggyakoribb gyakorlati es-
zkoze. Segitségével meghatdrozhatd, hogy egy adott piaci kampany vagy ter-
mékportf6lié mekkora tényleges lefedettséget ér el.
Egy piackutatds sordn 500 fogyasztét vizsgélnak.

e 280 f6 vasarol A markat,

e 200 f6 vasarol B markat,

e 90 f6 mindkét mark4t vasarolja.
A szitaformula alapjén
|AUB| = |A| + |B| - |AN B

adodik, ezért
|AU B| = 280 + 200 — 90 = 390,

tehat 390 {6 vasarol legaldbb az egyik markabdl.
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Példa. Egy véllalat harom online csatornan hirdet:
A = Facebook, B = Instagram, C = Google Ads.

A kampdanyadatok alapjin ismert az egyes csatornak elérése és azok atfedése:

o |A| =600 f5,
e |B| =500 f,
e |C| = 400 f6,

e |[AN B| =200 {6,

e |[ANC| =150 f6,

e [BNC|=120f6,

e [ANBNC|=80fs.
A teljes elérés meghatdrozdsdhoz a hdromhalmazos szitaformuldt alkalmazzuk,
fgy
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—-|ANC|—|BNC|+|ANBNC].
Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

|AU BUC| =600+ 500 + 400 — 200 — 150 — 120 4+ 80 = 1 110.

Tehat a kampdany 6sszesen 1 110 kiilonboz6 személyt ér el.

Példa. A gazdasagi modellekben szereplé mennyiségek kiilonb6z6 szamhal-
mazokhoz tartoznak.

e A darabszdmok — példdul az eladott termékek szdma — természetes
szamok.

e Egy villalat eredménye negativ is lehet, ezért olyan modellekben,
ahol egész egységekkel dolgozunk, az egész szamok halmaza is meg-
jelenik.

e Az drak, kamatldbak és hozamok gyakran raciondlis szdmokkal irhatok
le.

o A kiilonb6z6 gazdaségi jellegti fiiggvények — példdul a keresleti vagy
koltségfiiggvények — a valds szdmok halmazan értelmezettek.

Definicio. Tegyiik fel, hogy egy fogyaszt6 kétféle arucikkbdl szeretne vasarolni.
Az els6bdl x, a masodikbdl pedig y mennyiséget. Az arucikkek egységarai
rendre legyenek p és g. Az arucikkek mennyiségeibdl 4116 (x; y) rendezett part
Jjoszdgkosdrnak hivjuk.

Megjegyzés. Az elébbi joszdgkosarnak a p és g drak melletti értéke

prtq-y.
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Definicié. Tegyiik fel, hogy a fogyasztonak az el&bbi két drucikkbdl vald vasar-
lashoz m nagysagu Osszeg all rendelkezésére. Ekkor a
prrtq-ys<m
egyenldtlenséget koltségvetési feltételnek hivjuk.

Definicié. Ha még azt is feltételezziik, hogy a mennyiségek csak nemnegati-
vak lehetnek, akkor koltségvetési halmaznak mondjuk az Gsszes olyan (z;y)
j6szégkosarbdl 4ll6 elempért, melyek kielégitik a

prt+q-y<m, z2>0,y>0
egyenlGtlenségeket, azaz a koltségvetési halmaz:

B={(z;y) eR?|p-2+q-y<m, x>0, y>0}.
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Kidolgozott feladatok

29. Feladat. Jelentse a [ alaphalmaz azon Magyarorszagon €16 személyek hal-
mazat, akik adét fizetnek. Legyen az A halmaz azon adéfizetSk halmaza, akik
legalabb 5 milli6 forintos évi jovedelemmel rendelkeznek. Legyen a B halmaz
azon addfizetSk halmaza, akik legfeljebb 10 milli6 forintos évi jovedelemmel
rendelkeznek.

a) Mit jelent az A N B halmaz?
b) Mit jelent az A U B halmaz?
¢) Mit jelent az A \ B halmaz?
d) Mitjelenta B \ A halmaz?

Megoldas:

a) Az AN B halmazba azok az adéfizetSk tartoznak, akik mindkét tulajdonsag-
gal rendelkeznek, tehat az A N B halmaz azokat az addfizetSket jelenti, akik
legaldbb 5 milli6 és legfeljebb 10 millié forint kozotti éves jovedelemmel
rendelkeznek.

b) Az A U B halmazba azok az addfizetSk tartoznak, akik legaldbb az egyik
tulajdonsdggal rendelkeznek, tehat az A U B halmaz azokat az adéfizetSket
jelenti, akik legalabb 5 milli6 vagy legfeljebb 10 milli6é forint kozotti éves
jovedelemmel rendelkeznek, amely halmaz minden magyarorszagi adéfizetSt
tartalmaz.

¢) Az A\ B halmaz azon adéfizetSket jelenti, akik 10 milli6 forintndl nagyobb
éves jovedelemmel rendelkeznek.

d) A B\ A halmaz azon adéfizetSket jelenti, akik 5 milli6 forintndl kevesebb
éves jovedelemmel rendelkeznek.

30. Feladat. Egy piackutaté cég 500 fogyasztét kérdezett meg arrdl, hogy
melyik markdt vdsarolja rendszeresen:

A = azok halmaza, akik az o markat veszik,
B = azok halmaza, akik a § markat veszik.
A felmérés eredményei:
|A| =280, |B|=200, |AnNB|=90.

a) Hanyan vasarolnak legaldbb az egyik markabodl?
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b) Héanyan véisarolnak csak az egyik markdbol?

¢) Hanyan nem véasarolnak egyik markabol sem?

d) Ertelmezziik gazdasagilag az A N B halmazt!

Megoldas:

A teljes minta elemszdma 500, legyen |H | = 500.

a) Azon vésdrlok szdma, akik legalabb az egyik méarkabdl vasdrolnak
|AUB| = |A| +|B| — AN B| =280+ 200 — 90 = 390.

b) Azon vasarlok szama, akik csak az v markabdl vasarolnak
|A\ B| =280 — 90 = 190.
Azon vasarlok szama, akik csak a S markabdl vasarolnak
|B\ A| =200 —90 =110,
igy azok szdma, akik csak az egyik markabdl vasarolnak
[(A\ B)U(B\ A)| =190+ 110 = 300.

¢) Azon visarlék szdma, akik egyik markabdl sem vasdrolnak
N —|AU B| =500 — 390 = 110.

d) Az AN B a markah(, tobbmarkas vasarlok szegmense (mindkettSt rendsze-
resen veszik), szamuk a vizsgalt mintdban 90 f6.

31. Feladat. Egy cég felmérést készit egyik kis iizlete forgalmarél. Az iizletben
haromfajta cikket arulnak, nevezetesen A-t, B-t és C-t. Az eladé6 igy szamolt
be a napi forgalomrol: ,, Az iizletben 40-en fordultak meg, koziiliik 15-en nem
vettek semmit. Az A drucikkbdl 15-en vdsdroltak, a B-bél 12-en, a C-bél 10-en.
Tudjuk, hogy 6 vevd vdsdrolt A-bol és B-bol, nem volt olyan vevd, aki B-bdl és
C-bél vdsdrolt, 3 vevs C-bél és A-bél vasdrolt.” Ha On lenne az elad6 fénoke,
mit mondana a fenti beszamol6 utdn beosztottjanak?

Megoldas:

Jelolje A, B, C rendre az A-, B-, illetve C-terméket védsarlok halmazat. A
boltban megfordult 40 emberbdl 15 nem vett semmit, tehat

JAUBUC| =40 — 15 = 25.
A szitaformula szerint

AUBUC| = |A| + |B|+]C| — [ANB| —|BNC| - [CN Al +|AnBNC].
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Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

25=15+12+10-6—-0—3+|ANBNC| =28+ |ANBNC|.
Ebbdl AN BNC| = 25— 28 = —3 adddik, ami lehetetlen. Tehat a megadott
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Megoldas

A koltségvetési halmaz

, x>0,y >0}

<40

{(z;9) € R* |22 + 4y

B =

A tengelymetszeteket a hataregyenes alapjan szamitjuk. A

2z + 4y = 40

egyenletben, ha x = 0, akkor

4y =40 = y = 10.

Ha y = 0, akkor

20 =40 = z = 20.

Tehdt a koltségvetési egyenes a (20; 0) és (0; 10) pontokat koti dssze.

Az alabbi abra szemlélteti a halmazt:

(20;0)

(0;0)
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1.8. Osszefoglalé feladatok

Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben megismerkedtiink a halmaz fogalméval, a halmazok mega-
ddsdnak mdédjaival, a részhalmaz és hatvadnyhalmaz jelentSségével, a Descartes-
szorzat szerepével, valamint a legfontosabb halmazm{iveletekkel.

Ezek az eszkozok nem onmagukért fontosak. A gazdasagi elemzés soran:
o iigyfélcsoportokat hatdrozunk meg,
e piaci szegmenseket vizsgalunk,
e dontési alternativak kombinacioit elemezziik,
e tobbvaltoz6s modelleket épitiink,
e kampdanyok vagy termékportf6lidk lefedettségét szamitjuk.

A halmazelmélet biztositja azt a formadlis nyelvet és logikai keretet, amelyre a
késébbi fejezetekben targyalt fiiggvények, optimalizalasi problémék és valdszi-
niiségi modellek épiilnek.

A cél nem az elméleti mélység volt, hanem egy olyan biztos alap megteremtése,
amelyre a gazdasagi matematika tovabbi eszkoztara épithetd.

Ebben a szakaszban a fejezet attekintéseként néhany bonyolultabb, 6sszetettebb
feladatot fogunk megoldani.
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Kidolgozott feladatok

33. Feladat. Tekintsiik az
A={zeR|z? -7z +10<0}

B—{xeR’m>2}
r—3

a) Adjuk meg az A halmazt intervallumként vagy intervallumok uniéjaként!

halmazokat!

b) Hatarozzuk meg az A N N halmazt!

¢) Adjuk meg a B halmazt intervallumként vagy intervallumok unidjaként!
d) Az A és B halmazokat abrazoljuk ugyanazon a szamegyenesen!
e) Részhalmaza-e B az A halmaznak?

f) Irjuk fel az A U B halmazt!

g) Irjuk fel az A N B halmazt!

h) Irjuk fel az A\ B halmazt!

i) irjuk fel az B\ A halmazt!

j) Hatdrozzuk meg az A halmazt!

k) Hatdrozzuk meg az B halmazt!

1) Adjuk meg az A N B halmazt!

Megoldas:

a) Az A halmaz meghatirozasihoz el6szor megkeressiik az 22 — T + 10 fiigg-
vény zérushelyeit. A masodfoku egyenlet megoldoképletének alkalmazdsa-
val azt kapjuk, hogy

T+VA9-40 7+3
2 2

T =

azaz x1 = 5 és xo = 2. A paraboldt vazlatosan felrajzolva az alabbi abrat
kapjuk:



b)

c)
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6,,

-3 Tehdt A = [2;5).

Mivel
N=1{1;2;3;...},

ezért
ANN=1{2;3;4;5}.

A B halmaz meghatarozasahoz els6 1€pésben nullara rendezziik az egyen-
I16tlenséget. Ekkor azt kapjuk, hogy
z+2 T+ 2
=

> 2
xr—3 r—3

—-2>0

Koz6s nevezdre hozva és elvégezve a lehetséges 0sszevonasokat
—x 4+ 8 8—x
_— >

2-2. (z—
T+ (z 3)>0 0

r—3 r—3 = x—3>0

adodik.
Egy tort akkor pozitiv, ha a szdmlal6 és a nevezd azonos eldjeld.

L. eset: $, azaz a szamlalo és nevezd is pozitiv. Ekkor

8—x>0 és xz—3>0,

azaz
r<8 és x >3

adédik. Szamegyenesen dbrazolva:
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) } !

o
A két feltétel metszete: By =|3; 8|.
II. eset: =, azaz a szamlalo és a nevezd is negativ.

Y

Y

8—x <0 és x—3<0,

azaz
T > 8 és T <3

adédik. Szamegyenesen dbrazolva:

) ) ‘

< O

W
Y

Ebben az esetben nem kapunk megolddst. Osszefoglalva tehdt azt kaptuk,

hogy
B =13;8].

d) Az A és B halmazok kozos abrija:

i 5 55 !

(e, O

Y

e) Az A halmaz nem részhalmaza B-nek, mert A-nak van olyan eleme, ame-
lyik B-nek nem eleme.

f) Az A és a B halmazok unidja: AU B = [2;38].

g) Az A és a B halmazok metszete: AN B =3;5].

h) Az A\ B halmaz: A\ B = [2;3].

i) A B\ Ahalmaz: B\ A =]15;8|.

j) Az A halmaz: A =] — o0;2[ U ]5; 00].

k) A B halmaz: B =] — o0;3] U [8;00].

) AzAN Bhalmaz: ANB=AUB =] —00;2[U [8 0.
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34. Feladat. Tekintsiik az

A={zeR| —2>+4>0}

B:{xeR’ x <0}
xr—4

halmazokat!

a) Adjuk meg az A halmazt intervallumként vagy intervallumok uni6jaként!
b) Hatarozzuk meg az A N N halmazt!

¢) Adjuk meg a B halmazt intervallumként vagy intervallumok unidjaként!
d) Az A és B halmazokat dbrazoljuk ugyanazon a szimegyenesen!

e) Részhalmaza-e¢ B az A halmaznak?

f) Irjuk fel az A U B halmazt!

g) Irjuk fel az A N B halmazt!

h) Irjuk fel az A\ B halmazt!

i) Irjuk fel az B \ A halmazt!

j) Hatdrozzuk meg az A halmazt!

k) Hatdrozzuk meg az B halmazt!

1) Hatdrozzuk meg az A N B halmazt!
Megoldas:

a) Az A halmaz meghatdrozasihoz el6szor megkeressiik a —a2 + 4 fiiggvény
zérushelyeit. Mivel

—224+4=0 = 4 =22,

igy az egyenlet megolddsai x1 = —2 és z9 = 2. A paraboldt vézlatosan
felrajzolva az aldbbi abrat kapjuk:
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4L

Mivel a parabola lefelé nyilik, ezért a —z2 + 4 > 0 egyenlStlenség megol-
désa a valds szamok halmazén, vagyis az A halmaz

A= [-2;2].
b) Mivel
N={1;2;3;...},
ezért
ANN={1;2}.

¢) A B halmaz meghatdrozasahoz els6 lépésben vizsgéljuk az el6jeleket:

T
T —4

< 0.

Egy tort akkor negativ, ha szamlalé és nevezd kiilonbozé eljeld.

I. eset: —, azaz a szdml4l6 pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor
x>0 és r—4<0,

azaz
x>0 és T <4

adédik. Szdmegyenesen dbrdzolva:
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(o,

Y

0

Y

o w1

<
«

A két feltétel metszete: By = ]0;4].

IL. eset: e azaz a szdml4l6 negativ és a nevezd pozitiv.

z <0 és rz—4>0,

azaz
<0 és T >4

adédik, ami nem lehetséges, tehat ebben az esetben nem kapunk megolddst.

Osszefoglalva tehat azt kaptuk, hogy
B =]0;4].

d) Az A és B halmazok kozos abrija:

Y

) 5 5 5

B
o o
e) Mivel B =|0;4[ és A = [—2;2], latszik, hogy B nem részhalmaza A-nak
(példdul 3 € B, de 3 ¢ A).
f) Az A és a B halmazok unidja: AU B = [—2;4].

g) Az A és a B halmazok metszete: AN B =]0;2].

h) Az A\ B halmaz: A\ B = [-2;0].

i) A B\ Ahalmaz: B\ A =]2;4].

j) Az Ahalmaz: A =] — oo; —2[ U ]2; .

k) A B halmaz: B =] — 00;0] U [4; 0.

) AzAN Bhalmaz: ANB=AUB =] — oc0; —2[ U [4; 00].
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Relaciok
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2.1. Bevezetés

A gazdasagi elemzés kdzponti kérdése nem csupdn az, hogy milyen elemeket
vizsgalunk, hanem az is, hogy milyen kapcsolat all fenn kozottiik.

Egy vaéllalat alkalmazottai és a munkakorok kozott kapcsolat van.

A fogyasztok és a vasarolt termékek kozott kapesolat van.

A véllalatok és a beszallitéik kozott kapesolat van.
e Egy orszag és exportpiacai kozott kapcsolat van.

A relaci6 fogalma azt teszi lehet6vé, hogy két halmaz elemei kozotti ilyen kape-
solatokat formdlisan lefrjuk.

z 2

A késbbbiekben ldtni fogjuk, hogy nem minden reldcidkapcsolat jelent flig-
gvénykapcsolatot is. El6fordulhat, hogy:

o egy fogyasztd tobb terméket is vasarol,

e egy terméket tobb piacon is értékesitenek,

e egy alkalmazott tobb projektben is részt vesz.
A relé4cidk a gazdasagi modellezés egyik alapfogalmat jelentik. Segitségiikkel
strukturdlt médon irhatdk le 6sszetett kapcsolatrendszerek.

Ebben az alfejezetben megismerkediink a relacié formadlis definiciéjaval, értel-
mezési tartomanyaval, értékkészletével, inverzével és kompoziciéjaval.
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2.2. Relacio fogalma, értelmezési tartomanya, értékkészlete, inverze

Elméleti 6sszefoglalo

Definicio. Az A és a B halmazok k6z6tti A X B Descartes-szorzat barmely o
részhalmazat az A és a B halmazok kozotti reldcidnak nevezziik. (Az Aésa B
sorrendje fontos.)

Megjegyzés. Az aldbbiakban néhany fontos észrevételt tesziink a relacidkkal
kapcsolatban.

1. Azt a tényt, hogy (a;b) € o, ugy is kifejezhetjiik, hogy ,,az a elem p reld-
ciéban van a b elemmel”.

2. Az (a;b) € pjelolés mellett haszndlatosak még a kovetkezd jelolések is:

agb, o(a;b), oab.

3. A reléci6t dgy szemléltethetjiik, hogy az A x B Descartes-szorzat dbrdjan a
o elemeit jel6ld pontokat dbrazoljuk.

4. Amennyiben o egy relacid, dgy azt, hogy az (a;b) elempér benne van a
reldciéban ugy is kifejezhetjiik, hogy az a elem reldcidban van a b elemmel,
amit az apb kapcsolattal jeldlhetiink.

Példa. Legyenek adottak a kovetkez6 halmazok:

A={b;j;k;m;r;z} é B ={e;n;p;s;t}.

Ekkor péld4ul a

o = {(bsn); (b;p); (ks e); (ks p); (25€); (25 p); (25 0) }

egy relacié az A és B halmaz kozott.

A relacié szemléltetéséhez az aldbbi dbra ad segitséget:
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Y
W S T S
(0, p) (k,p) | (z,p)
O S S
L I O

Definicio. Legyen o C A x B egy relacié. A

D, = {z € Allétezik y € B 1gy, hogy (x;y) € o} C A
halmazt a g reldcio értelmezési tartomdnyanak nevezziik.
Definicié. Legyen o C A x B egy reldcié. Az

R, = {y € B|létezik = € A gy, hogy (z;y) € o} C B
halmazt a g relacié értékkészletének nevezziik.

Példa. Tekintsik az A = {—1;0;1} és a B = {—1;0} halmazokat, tovabba
legyen
o={(a;b)]|a-b=0} C AxB.

ElGszor felirjuk az A x B halmazt:
Ax B ={(-1;-1); (=1;0); (0; —1); (0;0); (1; —1); (1;0)}.
A relaci6 elemei:
0 ={(=1;0); (0; =1); (0;0); (1;0)}.

A reldcié értelmezési tartomdnya a reldcidban szerepld elemparok elsd ko-
ordindtdjabol all6 halmaz, értékkészlete a masodik koordinatakbdl 4116 halmaz,
azaz

D,={-1;0;1}, R,={-1;0}.
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Definicié. Egy o C A x B reldci6 inverzén az
ot ={(b;a) € B x A|(b;a) € o}
reléciot értjiik.
Példa. A
0={(1:2); (1;5); (3;4)}

o ={(21); (51); (4:3)}

relacid inverze az

relacio.

57

Megjegyzés. A gazdasagi életben ritkdn fordul eld, hogy két tényez$ kozott

kozvetlen, egyértelmi kapcsolat all fenn. Sokkal jellemz&bb, hogy az egyik

véltozd hatdsat egy koztes tényez6 kozvetiti. Matematikailag ezt az egymas

utdni kapcsolatot nevezziik 0sszetett reldcidnak.

Definicio. Legyenek A, B, C tetszbleges halmazok, o1 C A x B, valamint
02 C B x C adott relacidk. A o1 és oo relacidk kompozicidjan a

020 01 = {(a;c) | 1étezik b € B 1gy, hogy (a;b) € o1, (b;c) € 02}

reldciot értjilk. Ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy 02 o 01 a 91 és 0o relaciokbol

képzett 6sszetett relacio.
Példa. Legyenek adottak a kovetkezd halmazok:
A={-2;-1;0; 1; 2},
B={-10;1; 2},
C ={0;1; 2; 3; 4}.
Tovébba tekintsiik a
o1 ={(a;b) € Ax B|la| = b},
02 ={(b;c) e BxC|b+3=c}
reldcidkat! Meghatdrozzuk a g5 o g7 reléciot.
El6szor megadjuk a o1 és g2 relacidk elemeit:

01 = {(=2;2); (—=1;1); (0;0); (1;1); (2;2)},

02 = {(=1;2); (0;3); (1;4)}.
Ekkor a definici6 szerint azt kapjuk, hogy

02001 = {(=1;4); (0;3); (1;4)}.
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Szemléltessiik a relaciét az aldbbi nyildiagrammal. A kék szinl nyilak mutatjak
az Osszetett relacio elemeit.

A B C

Példa. Tekintsiik a

o ={(my) eR?|y=2+1},  o0={(y;2) eR?*|z=2y}
relacidkat! Ekkor (x; z) € g3 0 01 akkor és csak akkor, ha létezik olyan y, hogy
y=z+1 é z=2y,
igy azt kapjuk, hogy
z=2-(z+1)=2z+2.
Tehat
02001 = {(z;2) | z=2x + 2}.
Léathat6, hogy az Osszetett reldcid egy ,.fiiggvényszerl” reldciét ad meg, nevezete-
sen az

flx)=2x+2
fliggvény grafikonja lenne.
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Kidolgozott feladatok

35. Feladat. Tekintsiik az A = {—1;0;1;2} és a B = {1;2;3} halmazokat,
tovébbd legyen

o={(a;b)|a € A,be B,a+b=2}.

a) Adjuk meg az A x B halmazt!

b) Hatdrozzuk meg a g reldcié elemeit és dbrdzoljuk azokat koordindtarend-
szerben!

1

¢) Irjuk fel a p~! inverz relaciét!

d) Hatdrozzuk meg a reldcié és az inverz reldcid értelmezési tartomanyét és
értékkészletét!

Megoldas:

a) A Descartes szorzat elemei olyan rendezett elemparok, melyek elsé kompo-
nense az elsé halmazbdl, masodik komponense a masodik halmazbdl valo,

igy
A x B ={(=1;1); (=1;2); (=1 3); (0; 1); (0; 2); (05 3);
(151): (152); (133);(251); (2:2)5 (25 3) -
b) Az p reldcié azokat az elempdrokat tartalmazza, amelyek koordindtdinak
Osszege 2, azaz

0={(=1;3);(0;2); (1;1)}.
Koordinatarendszerben abrazolva a relaciot:

Y

A
4

[\

p—
(]
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¢) Az inverz reldci6 elemeit igy kapjuk meg, hogy a reldciéban szerepld ele-
mek els6 és masodik koordindtéjat ,,megcseréljik”, igy

ot ={(3-1);(2;0); (1; 1)}
d) Arelacio értelmezési tartomanya a relaciéban szerepld elemek elsé koordinataja
D,={-1;0;1} C A,

értékkészlete a relacidban szerepld elemek masodik koordinatdja

R, ={1;2;3} C B.

Az inverz relaci6 értelmezési tartomanya és értékkészlete
Dy-1 = {1;2;3} = Ry;
R, 1 ={-1,0;1} = D,.

36. Feladat. Tekintsik az A = {1;2;3;4} és a B = {2;4;6} halmazokat,
tovabb4 legyen

0={(a;b)|a € A,b € B,a osztéja b-nek vagy b = a + 2}.

a) Adjuk meg az A x B halmazt!

b) Hatdrozzuk meg a g reldcid elemeit és dbrazoljuk azokat koordindtarend-
szerben!

1

¢) Irjuk fel a p~! inverz relaciét!

d) Hatdrozzuk meg a reldcié és az inverz reldcié értelmezési tartomanyét és
értékkészletét!

Megoldas:

a) A Descartes szorzat elemei olyan rendezett elemparok, melyek els6 kompo-
nense az elsd halmazbdl, masodik komponense a masodik halmazbél valé!
Tehat

Ax B ={(1;2); (1;4); (1;6); (2:2); (2;4); (2; 6);
(3;2); (3;4); (3:6); (45 2); (4:4); (4;6) )
b) A p relaci6 azokat az elempdrokat tartalmazza, amelyek koordindtdira tel-

jesiil, hogy az els6 koordinata osztdja a masodiknak vagy a masodik ko-
ordindta 2-vel tobb, mint az elsé:

0={(1;2); (1;4); (156); (2;2); (2;4); (2;6); (3;6); (4;4); (4;6) }.

Koordinatarendszerben abrazolva
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c) Az inverz relécié elemeit gy kapjuk meg, hogy a reldciéban szerepld ele-
mek els6 és masodik koordindtdjat ,,megcseréljiik”, igy

o ={(21); (45 1);(6;1); (2:2); (4:2); (6:2); (6:3); (4;4); (6:4) ).
d) Arelacio értelmezési tartomanya a relaciéban szerepld elemek els6 koordinataja
D, =1{1;2;3;4} C A,
értékkészlete a relacidban szerepld elemek mésodik koordinataja
R, =1{2;4;6} C B.
Az inverz relacié értelmezési tartomanya és értékkészlete
D, =1{2;4;6} = Ry;
RQ* ={1;2;3;4} = D,.
37. Feladat. Tekintsiik az
A = {Anna, Béla},
B = {Debrecen, Bécs},
C = {Magyarorszag, Ausztria}

halmazokat! Tegylik fel, hogy az aldbbi rel4ci6 leirja, ki melyik varosban él:
01 = {(Anna; Debrecen), (Béla; Bécs)}.
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Legyen tovdbba
02 = {(Debrecen; Magyarorszdg), (Bécs; Ausztria)},

amely megadja, hogy melyik vdros melyik orszdgban taldlhat6.
Hatarozzuk meg a g2 o p; 0sszetett relaciot és értelmezziik azt szovegben!

Megoldas:
Az Osszetett relacio:
02 © 01 = {(Anna; Magyarorszdg), (Béla; Ausztria)}.

Azt kaptuk, hogy Anna Magyarorszagon, Béla Ausztridban él. A relacidk lan-
colata igy 6sszekototte a személyt az orszaggal a varosokon keresztiil.

38. Feladat. Legyenek adottak az
A=1{1,2,3}, B = {a, b}, C={x,y,z}
halmazok! Tekintsiik az alabbi relacidkat:
o1 ={(L;a), (2;a), (3;0)},
02 = {(a;2), (a;y), (b;2)}.
Hatarozzuk meg az g2 o o1 Osszetett relaciot!
Megoldas:
A p; relaciéban az alabbi hozzarendelések vannak:
o l—a
e 2—a
e 3—b
A 05 relaciéban az aldbbi hozzarendelések vannak:
e a—x, a—Y

o b— 2z
Mivel

az 1-hez a p; relacié az a elemet rendeli, mig az a-hoz a o, relacié az
x-et és y-t rendeli hozza, igy

(L), (Liy) € 02001

a 2-hoz a p; relacié az a elemet rendeli, mig az a-hoz a g9 relé4ci6 az
z-et és y-t rendeli hozza, igy

(2;2), (2;y) € 02001
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e a 3-hoz a g reldcié a b elemet rendeli, mig a b-hez a g9 relacié a z-t
rendeli hozz4, igy

(3;2) € 02001,
ezért a po o p1 Osszetett relacié elemei
02001 ={(L;2), (Ly), (22), (219), (3;2)}.
Szemléletesen:
A={1;23} B = {a;b} C = {z;y; 2}
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2.3. Relaciok tulajdonsagai, ekvivalencia, rendezés

Elméleti 6sszefoglalo

2.3.1. Definicié. Legyen adott az A halmaz. Azt mondjuk, hogy az o C A x A
relacid

(1) reflexiv, ha minden elem rel4dciéban van dnmagdaval, azaz ha xox min-

den z € A esetén;

(2) irreflexiv, ha minden x € A esetén (x;x) ¢ o;

(3) szimmetrikus, ha zoy-bdl kovetkezik, hogy yox minden z,y € A,

(4) antiszimmetrikus, ha z oy és yox, akkor x = y;

(5) tranzitiv, ha xoy és ypz, akkor xpz;

(6) teljes vagy linedris, ha x oy vagy yox teljesiil.

2.3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy relaci6
e ckvivalencia reldcio, ha reflexiv, szimmetrikus €s tranzitiv;

o félig rendezési reldcio, vagy parcidlis rendezés, ha reflexiv, antiszim-
metrikus €s tranzitiv;

e rendezési reldcio, ha olyan félig rendezés, amely teljes is;
e gyenge rendezés vagy preferencia, ha reflexiv, tranzitiv és teljes.
2.3.3. Példa. A valds szamok halmazén az ,,egyenl&ség” ekvivalencia relacio!
Azaz, ha
A=R, po: ,egyenlGség”,
akkor p ekvivalencia reldcié A-n, ugyanis a reldcié
e reflexiv, mert a = a minden a € R esetén

e szimmetrikus, mert ha a = b, akkor b = a

e tranzitiv, merthaa = b és b = ¢, akkor a = c.
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Kidolgozott feladatok

39. Feladat. Tekintsiik az A = {1;2; 3} halmazt!

a) Irjuk fel az A x A halmazt!

b) Hany darab kiilonb6z6 relaciét adhatunk meg az A halmazon?
¢) Adjunk meg egy olyan relaciét az A-n, amely reflexiv!

Megoldas:

a) Az A x A Descartes-szorzat elemei olyan rendezett elemparok melyek elsd
és masodik koordinatdja is az A halmazbdl valé

Ax A= {(1;1);(1;2); (1;3);(21); (22);(2:3); (3:1); (3;2); (3; 3)}

b) Az A halmazon adott relaciéon az A x A halmaz tetszleges részhalmazat
értjiik. Mivel A x A-nak 9 eleme van, ezért annyi relaciét tudunk felirni,
amennyi részhalmazat képezhetjiik ennek a halmaznak, azaz 2° = 512 rela-
ciot tudunk megadni A-n.

¢) Példaul a

o ={(1;1);(252);(3;3)}
reldci6 reflexiv, mert minden a € A esetén (a;a) € p. Ezen hdrom elemhez
barmilyen tovabbi elemet hozzavéve a reldcié reflexiv marad!

40. Feladat. Mutassuk meg, hogy a sikbeli egyenesek kozott a ,,parhuzamos-
sag” ekvivalencia relacid!
Megoldas:
A relacié ekvivalencia reldcio, ugyanis
o reflexiv, mert minden egyenes parhuzamos dnmagéval;
e szimmetrikus, mert ha a||b, akkor b||a;
e tranzitiv, mert ha al|b és b||c, akkor al|c.
41. Feladat. Mutassuk meg, hogy a valés szdmok halmazan a ,,<” reldci6 ren-
dezési rel4cid!
Megoldas:
A reldci6 rendezési reldci6, ugyanis
e reflexiv, mert a < @ minden a valds szamra;
e antiszimmetrikus, mert ha a < bés b < a, akkor a = b;
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e tranzitiv, mertha a < bés b < ¢, akkor a < ¢;

o teljes, mert a < b vagy b < a koziil legalabb az egyik fenndll minden
a és b valds szam esetén.

42. Feladat. Mutassuk meg, hogy a halmazok ko6zott a ,,C” reldcié parcidlis
rendezés, de nem rendezési relacid!

Megoldas:

A relacié parciélis rendezési relacio, ugyanis

o reflexiv, mert A C A minden A halmaz esetén;
antiszimmetrikus, mert ha A C B és B C A, akkor A = B;
tranzitiv, mertha A C Bés B C C, akkor A C C;,

nem teljes, mert 1éteznek olyan A és B halmazok, hogy A C B,
B C A egyike sem teljesiil.

43. Feladat. Adjunk példat olyan reldcidra, amely szimmetrikus és antiszim-
metrikus is.
Megoldas:
A valés szamok kozotti = relacié szimmetrikus, mert ha a = b, akkor b = a,

tovabba antiszimmetrikus, mert ha a = b és b = a, akkor a és b megegyeznek.

44. Feladat. Adjunk példat olyan reldcidra, amely nem szimmetrikus és nem
is antiszimmetrikus.

Megoldas:

Az egész szamok kozott az oszthatdsdg, mint reldcié nem szimmetrikus, mert
ha a osztéja b-nek, akkor nem igaz, hogy bja minden a és b egész szdmra, ezt
mutatja példaul az, haa = 2és b = 4.

A relacié nem antiszimmetrikus, mert ha a|b és b|a, akkor a = b valamint
a = —bis teljesiil.
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2.4. Relaciok a kozgazdasagtanban

Elméleti 6sszefoglalo

Nevezetes relaciok a kozgazdasagtanban. Legyen A egy olyan halmaz amely-
nek az elemei azok a lehet8ségek (javak, szolgdltatdsok, stb.) amelyekbdl a fo-
gyaszté valaszthat. Ha az egyed vdlasztani akar, akkor rendelkeznie kell vala-
miféle olyan véleménnyel az A halmaz elemeirdl, amelynek alapjan eldontheti
azt, hogy két elem koziil melyiket értékeli tobbre, melyiket ,,preferdlja” jobban.
Ha példaul z a jobb az y-ndl, akkor ezt ugy fogjuk jelolni, hogy = > y. In-
duljunk ki egy tetszSleges > relaciébol. Ekkor az aldbbi négy, egymast kizard
eset lehetséges:

o 1 és y kozombosek (indifferensek), ha x > y ésy = z, jele: z ~ y;
e x és y nem Osszehasonlithatéak, ha z % y és y - z, jele: x7y;

e 1 szigoruan preferdlt y-hoz képest, ha x = y és y 7/ x, jele: = > y;
e y szigordan preferdlt z-hez képest, hay > x és x ¥ y, jele: y > z.

Megmutathatd, hogy ha > gyenge rendezés az A halmazon, akkor a kozom-
bosség (indifferencia) ekvivalencia-reldcid. A raciondlis dontést hoz6 személyt
gyenge rendezés (preferencia) jellemez.

A preferencia hdrom axiomdja koziil a reflexivitds természetes, ezért a tranzitiv-
itds és a teljesség az, amivel empirikus szempontbdl foglalkozni kell. Hozhat6
érv mindkét feltételezés mellett €s ellen is.

A teljesség példaul azzal kritizalhatd, hogy tilsdgosan er8s feltevés: nem biz-
tos, hogy a fogyaszté barmely két fogyasztasi cikket 6ssze tud hasonlitani.
A tranzitivitds mellett sz6l, hogy bizonyos szabalyok szerint dontiink, akkor
kovetkezetes dontéseket igyeksziink hozni.

Ugyanakkor a tranzitivitds ellen sz6l bizonyos esetekben példdul az emberi
érzékelés. Példaul tegyiik fel, hogy valaki a lakdsa ftitésénél a 19 és 20 fok
valamint a 20 fok és 21 fok kozott nem tud kiilonbséget tenni (k6zombos) sza-
mara, de a 21 fokot mar jobban preferdlja, mint a 19 fokot.

Ekkor 19 =~ 20 és 20 ~ 21 de 21 > 19, ami ellentmond a tranzitivitasnak.

Egy érdekes eset, melyet Pearce ir le. Képzeljiik el, hogy X tr vendégsében
vacsorazik, és a végén a gyiimolcs fogasnal az els6 1€pésben egy kis és egy nagy
alma koziil valaszthat. A kisebbiket valasztja, mert éhes ugyan, de jélnevelt. A
masodik kinaldsndl egy nagy korte és egy kis alma koziil valaszthat, és a kortét
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védlasztja, mert éhes. A harmadik kindldsndl egy nagy alma és nagy korte koziil
az almét vdlasztja, mert azt jobban szereti. Matematikailag:

kis alma > nagy alma
nagy korte > kis alma
nagy alma > nagy korte,
amibdl a tranzitivitds feltétele miatt:
kis alma > nagy alma > nagy korte > kis alma
adddik, ami ellentmondas. Itt kiillonb6z6 koriilmények kozott a dontés kiilon-
b6z6 motivacidja erésodik meg.

Osszetett relaciok a kozgazdasagtanban. A gazdasigi folyamatok tobbsége
lancszerten épiil fel. Példaul:

e areklamkoltés hat a keresletre
e a kereslet hat az arbevételre
e az drbevétel hat a profitra.

Itt val6jdban harom kiilon relacié miikodik egymas utan, és ezek ,,egymads utani
végrehajtasa” adja a teljes, kozvetett kapcsolatot:

reklam — kereslet — arbevétel — profit.
A matematikai nyelvén ez Osszetett relaciok sorozata. Ha a jeloléseink:
01 = {rekldm — kereslet}
02 = {kereslet — arbevétel }
03 = {éarbevétel — profit},
akkor a teljes, kozvetett 6sszefiiggés az alabbi médon adhaté meg:

03 © 02 0 Q1.

Az ilyen tobb 1épésen keresztiil érvényesiilé hatdsok megértése a kozgazdasag-
tanban alapvetd, hiszen csak igy lehet az ok—okozati lancokat helyesen ele-
mezni, modellezni vagy kés6bb optimalizilni.
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Kidolgozott feladatok

45. Feladat. Tekintsiik az

A = {Alfa Kft., Béta Kft., Gamma Kft.}

B = {A-termék, B-termék, C-termék }
halmazokat! Definidljuk a o relaciét az alabbi médon:

o = {(Alfa Kft.; A-termék); (Béta Kft.; A-termék); (Béta Kft.; C-termék);
(Gamma Kft.; B-termék) } .
Ez azt jelenti, hogy melyik véllalat melyik terméket gyartja.
Adjuk meg a relci6 értelmezési tartomdnyat, értékkészletét és inverzét!
Megoldas:
Az értelmezési tartomany
D, = {Alfa Kft.; Béta Kft.; Gamma Kft.} = A,

mivel mindhdrom véllalat szerepel a reldcidban.
Az értékkészlet

R, = {A-termék, B-termék, C-termék} = B,
mivel minden terméket legaldbb egy véllalat gyart.
Az inverz relacié:
R, = {(A-termék; Alfa Kft.); (A-termék; Béta Kft.); (C-termék; Béta Kft.;
(B-termék; Gamma Kft.) } .

Az inverz megmutatja, hogy mely terméket mely vallalatok gyartjak, vagyis
megforditjuk a néz6pontot.

46. Feladat. Tekintsiik az
A = {100; 120; 150} (ar, Ft)
B = {300; 250; 200} (kereslet, db)
halmazokat! Definidljuk a g reldciét az aldbbi médon:
o = {(100; 300); (120; 250); (150; 200)}.

Ez azt fejezi ki, hogy minden arhoz egy keresletérték tartozik. Adjuk meg a
reldci6 értelmezési tartomanyat, értékkészletét és inverzét!
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Megoldas:
Az értelmezési tartomany:

D, = {100; 120; 150} = A,

mivel mindhdrom lehetséges ar szerepel a reldcidban.
Az értékkészlet:

R, = {300; 250; 200} = B,
mivel mindegyik keresletérték szerepel a relacioban.

Az inverz relacio:
Ry = {(300; 100); (250; 120); (200; 150)}.

Ez azt mutatja, hogy mely kereslethez milyen 4ar tartozik. Példaul 300 darab
kereslet akkor 1ép fel, ha az ar 100 Ft.

47. Feladat. Tekintsiik az
A = {Kata; Mité; Zs6fi} (dolgozdk),
B = {Pénziigy; Marketing } (részlegek),
C = {Farkas; T6th} (vezetdk)
halmazokat! Definidljuk a o1 és g2 relacidkat az aldbbiak szerint:
01 = {(Kata; Pénziigy); (Maté; Pénziigy); (Zséfi; Marketing) },
amely megmutatja, hogy ki melyik részlegen dolgozik;
02 = {(Pénziigy; Farkas), (Marketing; T6th)},

amely azt jelzi, ki melyik részleg vezet6je. Hatarozzuk meg a o3 o g1 Osszetett
reldciot és értelmezziik azt szovegben!

Megoldas:
Az Osszetett relacié definicidja alapjan
02 0 01 = {(Kata; Farkas); (Maté; Farkas); (Zs6fi; T6th)}.

Ez az osszetett relacié tehat megmutatja, hogy ki kinek a fonoke. Azt kaptuk,
hogy Kata és Maté Farkasnak, Zs6fi pedig Téthnak a beosztottja.

A kapcsolatokat az alabbi dbrdval is szemléltethetjiik:
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A — dolgozék

B —részlegek
02

Pénziigy

71

C — vezet8k

Marketing \

> Farkas

/ > Téth
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2.5. Osszefoglalé feladatok

48. Feladat. Tekintsiik az A = {1;2;3;4;5} és a B = {2;3;4;5;6} halma-
zokat, tovabba legyen

o={(a;b) |a€ A, be B, a-b<10}.

a) Adjuk meg az A x B halmazt!

b) Hatdrozzuk meg a o reldci6 elemeit!

¢) Abrazoljuk a reldcié elemeit koordindtarendszerben!

d) Abrazoljuk a rel4ciét nyildiagrammon!

e) Adjuk meg a reléci6 értelmezési tartomanyét és értékkészletét!
f) Hatdrozzuk meg az inverz reldciot!

g) Adjuk meg az inverz relédci6 értelmezési tartomdnyat és értékkészletét!
Megoldas:

a) A Descartes-szorzat elemei olyan rendezett elempdarok, melyek elsé kompo-
nense az elsé halmazbdl, mdsodik komponense a masodik halmazbdl valé.
Tehét

A x B={(1;2);(1;3);(1;4); (1;5); (1;6);
(2;2);(2;3); (2;4);(2;5); (2 6);
(3;2); (3;3); (3;4); (3;5); (3; 6);
(4;2); (4;3); (4;4); (4;5); (4;6);
(5;2); (5 3); (5;4); (5;5); (55 6) }-

b) A p reldci6é azokat az elempdrokat tartalmazza, amelyekre a koordindtdk
szorzata nem nagyobb 10-nél, azaz a - b < 10, igy

0= {(1;2);(1;3); (1;4); (1;5); (1;6);
(252)5(253);(2;4); (255); (352)5 (35 3); (4;2); (5;2) )

¢) Koordinatarendszerben abrazolva:
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7 3

6 - .

5 1 . .

4 - . .

3 . . .

2 1 . . . . .

1
T T T T T x
1 2 3 4 5

d) A relaci6 nyildiagrammon dbrazolva:

e) Arelaci6 értelmezési tartomanya a relacidban szerepld elemek els6 koordinatai-
nak halmaza:
D, ={1;2;3;4;5} = A.
Az értékkészlet a relacidban szerepld masodik koordinatak halmaza:

R, ={2;3;4;5;6} = B.
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f) Az inverz reldci6 elemeit igy kapjuk, hogy a reldciéban szerepld elempérok
elsd és masodik koordinatéjat felcseréljiik, azaz

ot = {(2:1): (35 1) (45 1); (5 1) (65 1); (225 (3:2); (45 2);
(552);(2;3); (3;3); (2:4); (2:5) }-

g) Az inverz reldci6 értelmezési tartomdnya:
D, =1{2;3;4;5;6} = R,,
értékkészlete pedig:
R, ={1;2;3;4;5} = D,.

Vagyis az inverz reldciéban a kordbbi értékkészlet és értelmezési tartomany
.szerepet cserél”.

49. Feladat. Tekintsiik az

A=1{1;2;3}
B ={1;2;3;4}
C ={2;3;4;5}

halmazokat. Definidljuk a kdvetkez6 relacidkat:
o1 ={(a;b)|ac A, be B, b<a+2}
02 ={(b;e) | be B, ce C, c=b+1}.
a) Adjuk megaz A X B ésa B x C halmazt!
b) Hatdrozzuk meg a o1 és g2 relaciok elemeit!
¢) Abrézoljuk a o, reldci6 elemeit koordinatarendszerben!
d) Abrazoljuk a reldciékat nyildiagrammon a hirom halmaz kozott!
e) Hatarozzuk meg az g, o o Osszetett relaciot!

f) Adjuk meg a g1, g2 és 02 o o7 relacidk értelmezési tartomanyat és értékkés-
zletét!

g) Hatdrozzuk meg az (g2 o gl)_l inverz relaciét, valamint annak értelmezési
tartomdnyaét €s értékkészletét!

Megoldas:
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a) Az A x B halmaz elemei:

Ax B = {(1;1); (1;2); (1;3); (1;4);

$1)5(252);(2;3); (2;4);
$1);(352);(353); (3;4)}
Hasonléan kapjuk, hogy
B x C={(1;2);(1;3); (1;4); (1;5);
(252);(2;3); (2;4); (2;5);
(3;2); (35 3); (3;4); (35 5);
(4;2); (453); (4;4); (45 5) }-

b) A p; relaci6 azokat az (a; b) elempdrokat tartalmazza, amelyekre b < a + 2
teljesiil, igy

01 = {(1;1); (1;2);(153);(252); (2;3); (2;4); (35 3)5 (3;4) }-

A o9 reldci6 azokat a (b; ¢) elempdrokat tartalmazza, amelyekre ¢ = b + 1
teljesiil, tehdt

02 = {(1;2);(2;3); (3;4); (4;5) }.

¢) A o relaci6 koordindtarendszerben (vizszintesen a € A, fiiggblegesen b €
B):

b
4 A ° °
3 ° ° °
2 A ° °
1 4 )
T T T a
1 2 3

d) Nyildiagram a harom halmaz kozott:
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e) Mivel
e o = l-hez a p; relacié a b = 1,2, 3, elemeket rendeli és ezekhez a
o2 relacid a ¢ = 2, 3,4 elemeket rendeli, ezért az dsszetett reldcidban
benne lesznek (1;2); (1;3); (1;4) elemek;

e a = 2-h6z a p; relacié a b = 2, 3,4 elemeket rendeli, és ezekhez a
p2 reldcié a ¢ = 3,4, 5 elemeket rendeli, ezért az dsszetett reldcidban
benne lesznek a (2;3), (2;4), (2;5) elemek;

e a = 3-hoz a o relacié a b = 3, 4 elemeket rendeli, amikhez a oo relaci
a c = 4,5 elemeket rendeli, igy az osszetett reldciéban benne lesznek a
(3;4), (3;5) elemek.
Tehat

020 01 = {(1;2); (1;3); (1;4); (2;3); (2:4); (2:5); (3;4); (3;5) -

f) Az értelmezési tartomanyok és értékkészletek:
Dy, ={1;2;3}

Ry, ={1;2;3;4}

Dy = {1;2;3;4}

Ry, ={2;3;4;5}
Dyyopr = {1;2;3}

Rgyoor = {2;3;4;5}.

g) Az (02 0 01)~! inverz reldci6 elemeit tgy kapjuk, hogy az o o g1 relci6

elemeiben felcseréljiik az elsé és masodik koordindtat, azaz

(02001) 7" ={(2:1); (3;1); (4;1); (35 2); (4;2); (5;2); (45 3); (5; 3) }.
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Ennek értelmezési tartomdnya:
D(.Q2O.Q1)_1 = {2; 3;4; 5} = RQQO.Ql’
értékkészlete pedig:
Ry ={1;2;3} = Dyyop, -

02001) 7!
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3.1. Fiiggvény definicidja, helyettesitési értéke

Elméleti 6sszefoglalo

A fliggvények kiemelt szerepet toltenek be a gazdasagi gondolkodadsban, mert
segitségiikkel vildgosan és egyértelmtien leirhatok a kiilonb6z6 gazdaséagi té-
nyezdk kozotti kapcsolatok.

A gazdaségi folyamatok 1ényege mindig valamely valtoz6 hatdsdnak vizsgélata
egy mdsikra, igy a fiiggvények a gazdasdgi osszefiiggések matematikai nyelvét
adjak.

A fiiggvényfogalom lehet6vé teszi, hogy a valtozasok kozotti viszonyt pon-
tosan, szdmszeriien és kovetkezetesen jelenitsiik meg, ezdltal alapot teremt a
gazdasdgi jelenségek értelmezéséhez és elemzéséhez.

Kiilonosen fontos szerepet kapnak a fiiggvények a dontéshozatalban és az opti-
malizalasban, hiszen a koltségek, bevételek, profit, arképzés és egyéb gazdasagi
tényezSk vizsgalata szinte kivétel nélkiil fiiggvényekkel irhato le.

A modellezés és el6rejelzés szintén elképzelhetetlen a fiiggvények alkalmazdsa
nélkiil, mert ezek teszik lehet6vé, hogy a gazdasagi rendszerek miikodését struk-
turdltan, osszefiiggéseiben lassuk. A kés6bbi matematikai eszkozok — igy a de-
rivéaltak, a hatarfogalmak vagy az Osszetett fiiggvények — mind erre az alapra
épiilnek, ezért a fiiggvények ismerete és helyes értelmezése nélkiilozhetetlen a

gazdasédgi elemzésekben és a gyakorlati gazddlkoddasi feladatok megold4saban.

A gazdasigi elemzések kdzéppontjdban rendszerint két valtozé kapcsolata all.
Vizsgélhatjuk példdul, hogyan fiigg az értékesitett mennyiség az artdl, hogyan
alakul a koltség a kibocsatds fliggvényében, vagy miként véltozik a bevétel az
eladott termékek szamaval.

Ezek az 0sszefiiggések matematikailag fiiggvényekkel irhatok le. A fiiggvény
fogalma lehetévé teszi, hogy egy valtozo értékéhez egyértelmien hozzaren-
deljiink egy masik valtozét, és igy a gazdasagi kapcsolatokat pontosan és kovetkezete-
sen modellezziik.

Definicio. Legyenek A és B halmazok. Az f C A x B reléciét fiiggvénynek
nevezziik, ha az A halmaz minden eleme pontosan egy B halmazbeli elemmel
all relacidban.

Megjegyzés. Ha az f reldci6 fuggvény, akkor az f C A x B jelolés helyett
az f: A — B jelolést hasznaljuk. Ha (x;y) € f, akkor azt dgy jeloljik, hogy
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f(x) =y, és gy olvassuk ki, hogy az f fiiggvény x helyen felvett helyettesitési
értéke y, vagy hogy az f fiiggvény az x elemhez az y elemet rendeli hozza.

Definicio. Az f: D — R fliggvény grafikonjanak vagy grdfjanak nevezziik az
graf(f) = {(z;y) |z € D}

halmazt.
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Kidolgozott feladatok

50. Feladat. Tekintsiik az
0 ={(152);(2;3); (3;4); (3;5)}
reldciét! Dontsiik el, hogy fiiggvény-e?
Megoldas:
Egy o C A x B relaci6 akkor fliggvény, ha az A halmaz minden eleméhez
legfeljebb egy B halmazbeli elem van hozzédrendelve. A o reldciéban
1—=2, 2—3, 3—=4, 3~—05.

Lathat6, hogy 3-hoz két kiilonbozé érték is hozza van rendelve (4 és 5), emiatt
nem fiiggvény az o relacié nem fiiggvény.

6 =Y

54 *(3;5)

4 1 °(3;4)

31 e(2;3)

2 - o(1;2)

1
T T T T T n L
1 2 3 4 5 6

Ha egy relacid fiiggvény lenne, akkor ,,egymads folott nem szerepelhetne tobb
pont”. Jelen esetben a (3;4) és (3;5) pontok ,.egymds f616tt vannak™, igy a
reldcié nem fiiggvény.
51. Feladat. Tekintsiik az
A={1;2;3;4;56},  B={1;23;4}
halmazokat! Definidljunk a ¢ C A x B reléci6t gy, hogy
0={(a;b) € A x B|a osztdja b-nek } .
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a) Adjuk meg az A x B halmazt!

b) Hatarozzuk meg a o reldcié elemeit!

¢) Abrazoljuk koordindtarendszerben a o reldciét!
d) Déntsiik el, hogy a o relacid fiiggvény-e?
Megoldas:

a) Az A x B halmaz:

Ax B ={(1;1);(1;2); (1;3); (1;4); (2 1); (2;2); (2 3); (2, 4);
(3;1);(3:2); (3;3); (3;4); (45 1); (4 2); (4;3); (45 4)
(551); (5 2); (5;3); (5;4); (6;1); (63 2); (6;3); (65 4) } -

b) A preldcié elemei:
= {(1;1);(152); (2;2); (1:3); (3;3); (1;4); (2 4); (4;4) -

¢) A relécié abrazolasa:

Yy
4 - ° ° °
3 A ° °
2 A ° °
1 - )
T T T T T T x
1 2 3 4 5 6

d) Példaul az a = 1 elemhez tobb b is tartozik, hiszen 1 | 1,2, 3,4, ezért a
reldcié nem fiiggvény. Ezt j6l szemlélteti az elébbi dbra is.

52. Feladat. Tekintsiik az
f(z) =22 — 2?
fliggvényt! Szdmoljuk ki az
fla+3) = fla—3)

értéket, ha a € R paraméter.
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Megoldas:
Mivel
fla+3)=2-(a+3)—(a+3)* =2a+6—(a®+6a+9) =
:2a+6—a2—6a—9:—a2—4a—3,
tovabba
fla=3)=2-(a—3)—(a—3)*=2a—6— (a®> —6a+9) =
=20 —6—a%+6a—9=—a®+8a— 15,
ezért
fla+3)—fla—3)=—a®>—4a—3— (—a® +8a—15) =
=—a’—4a—3+a*—8a+15=—12a + 12.
53. Feladat. Tekintsik az f: R\ {3} = R, f(z) = - fiiggvényt!
a) Adjuk meg az f fiiggvény helyettesitési értékét az x = 4 helyen!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanynak azt az elemét, amelyre a fiiggvény-
érték 2.
¢) Adjuk meg azokat az x valés szdmokat, amelyekre a fliggvényérték negativ!

Megoldas:

a) Az f fiiggvény helyettesitési értékét az x = 4 helyen:

IO p—

= =_1.
1-3

b) Az értelmezési tartomdnynak azt az elemét, amelyre a fiiggvényérték 2 az
f(x) = 2 egyenlet megolddsa adja:
-1
z—3

=2 =  —1=2z-6,

azaz r = 2,5.

¢) Azokat az x valés szamokat keressiik, amelyre f(x) < 0, vagyis a
-1
z—3
egyenl6tlenség megoldasat. Mivel a szamlal6 negativ szam, ezért a tort csak

ugy lehet negativ, ha a nevez§ pozitiv, azaz ha x — 3 > 0, ami ekvivalens
azzal, hogy x > 3, igy a keresett val6s szdmok a |3; oo] intervallum elemei.

<0
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54. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 — x + 1 fiiggvényt! Mutassuk meg, hogy
f(x 4+ 1) = f(—=) teljesiil minden z valds szam esetén!

Megoldas:
Kiszamolva az f(x + 1) értéket egyrészt azt kapjuk, hogy
f+D)=(+1)?—(z+D)+1=2’+2r+1-2—-1+1=
=22+ +1.

Masrészt
f-a) = (=2 — (-a) + 1=+ + 1,

igy f(x + 1) = f(—z) minden z € R esetén.
55. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 9 — 2 fiiggvényt! Adjuk meg az
fo+3) = f(b-3)
kifejezés értéket tovabb mar nem egyszerisithets alakban, ha b € R tetszéleges!
Megoldas:
Mivel
fO+3)=9—(b+3*=9—b*>+6b+9) =
=902 —6b—9=—-b>—6b=—b-(b+6),
tovabba
fO—=3)=9—-(b-32%=9—-(b*—6b+9) =
=90 +6b—9=—-b>+6b=—b-(b—6),
ezért
f(b+3)— f(b—3) = —b*—6b— (—b*>+6b) =
= —b% — 6b+ b* — 6b = —12°b.
56. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 1 — 22 fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
f(b+1)

fo—=1)

” 2

kifejezés értékét tovdbb mar nem egyszer(sithetd alakban, ha b € R tetszleges!

Megoldas:
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Mivel
fO+1)=1—-(b+1)>=1-0*+20+1) =
=1-0"—-20—1=-b>—2b=—b-(b+2),
tovabba
fo-—1)=1-(b-12=1-1*-2b+1) =
=1-0*420—1=-b*+2b=—b-(b—2),
ezért

b+1  —b-(b+2) b+2
b—1 —b-(b—2) b—-2




3. FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI 87

3.2. Fiiggvények tulajdonsagai

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacio. Egy gazdaséagi fiiggvény értelmezése sordn nemcsak az szamit,
hogy hogyan szdmoljuk ki az értékét, hanem az is, hogy milyen tartomdnyban
értelmezett, van-e széls6értéke, hogyan véltozik. Ezek a tulajdonsagok alapvetd
szerepet jatszanak példdul a koltség- vagy bevételi fliggvények elemzésében.

Megjegyzés. Mivel minden fiiggvény egy reldcid, ezért a relacidknal targyalt
értelmezési tartomdny és értékkészlet fogalom tovdbbra is ugyanigy érvény-
ben marad, ahogyan azt a reldciondl targyaltuk. Azonban azért, hogy gyako-
roljuk a fiiggvények sordn bevezetett jeloléseket, bevezetjiik kiilon a fiiggvé-
nyek nyelvén is az értelmezési tartomdny és értékkészlet fogalmat.

Definicié. Az f: D — R fiiggvény értelmezési tartomdnydn a
Dy={zeD|y=f(z)}

halmazt értjiik.

1
Példa. Az f(x) = — fliggvény esetén a valés szamok halmazédnak azon leg-
x

bGvebb részhalmaza, amelyen a fiiggvény értelmezve van: z € R\ {0}.
Példa. Tegyiik fel, hogy n tetszGleges természetes szam! Az

f@) = /7
fiiggvény értelmezési tartomanya: x € [0; ool.

Példa. Tegyiik fel, hogy a tetszSleges, 1-t8l kiilonb6z4 pozitiv valds szam! Az
f(z) = log, x fiiggvény értelmezési tartomanya: x € ]0; ocol.

Példa. Tegyiik fel, hogy a tetszSleges pozitiv valds szam!
Az f(x) = log, a figgvény értelmezési tartomdnya: x € ]0; co[\{1}.

Definicio. Az f: D — R fiiggvény értékkészletén az
Ry={y eR|y=f(z)}
halmazt értjiik.

Megjegyzés. Az f: D — R fiiggvény értékkészlete az f(x) fiiggvényértékek
halmaza.
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Példa. Az alabbi dbra szemlélteti az f(x) = 22 — 4 fiiggvény értelmezési
tartomdnyét és értékkészletét:

7ﬁy AN
6,,
5,,
41 -
N 2
g1 oL
I
T e
.= | T
3 4 6
{ J
_5,,
‘ ‘ :
Df=R
.| Dy

Definicié. Az f: D — R fuggvénynek az zo € D helyen zérushelye van, ha

Megjegyzés. A zérushely meghatdrozasa egy egyenlet megoldasat jelenti. A
fliggvény hozzarendelési szabdlyat egyenlévé kell tenni nulldval és meg kell
oldani a kapott egyenletet!

Példa. Az f(x) = x? — 4 fiiggvény zérushelye z = +2. A zérushelyet az
alabbi dbra szemlélteti:
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Definicio. Legyen D C R az origéra szimmetrikus halmaz. Azt mondjuk,
hogy az f: D — R fiiggvény pdros, ha f(—x) = f(z) teljesiil minden x € D
esetén.

Azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény pdratlan, ha f(—x) = —f(z)
teljesiil minden x € D esetén.

Megjegyzés. Ha egy fiiggvény pdros, akkor a grafikonja szimmetrikus az y
tengelyre.

Ha egy fiiggvény paratlan, akkor a grafikonja szimmetrikus az origéra.

Példa. Az f(x) = 22 fiiggvény paros.

N W e Ot N o ©
| | | | | | | | |
t t t t t t t

! il il il il il il il \x\
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Példa. Az f(x) = 23 fiiggvény pératlan.
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Definicio. Az f: D — R fiiggvény

e alulrdl korldtos, ha 1étezik olyan k € R, hogy f(x) > k minden
x € D esetén;

e feliilrél korldtos, ha 1étezik olyan K € R, hogy f(x) < K minden
x € D esetén;

e korldtos, ha az értékkészlete korlatos.

Definicio. Ha az f fiiggvény alulrdl korlatos, akkor a legnagyobb alsé korlatot
a fiiggvény pontos alsé korldtjanak vagy mas széval infimumdnak nevezziik.

Definicio. Ha az f fiiggvény feliilrdl korlétos, akkor a legkisebb felsd korlatot a
fliggvény pontos felsd korldtjanak vagy mds széval szuprémumdnak nevezzik.

Példa. Az f(x) = 2% fiiggvény alulrdl korlatos, mert f(z) > 0 minden z € R
esetén, a fliggvény infimuma 0.
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Definicio. Az f: D — R fiiggvénynek az x( helyen
e maximuma van, ha f(z) < f(xo) minden x € D esetén, azaz ha
f(xo) az f értékkészletének legnagyobb eleme;
e minimuma van, ha f(x) > f(xg) minden z € D esetén, azaz ha
f(xo) az f értékkészletének legkisebb eleme;

o szélsdértéke van, ha minimuma vagy maximuma van az xg helyen.
Definicié. Az xg valds szam £ > 0 sugarud kdrnyezetén az
Jzo — €520 + €]
intervallumot értjiik.

Definicio. Az f: D — R fiiggvénynek az z( helyen

o [okdlis (helyi) maximuma van, ha létezik olyan ¢ > 0 valds szdm,
amelyre f(z) < f(zo) teljesiil minden = €|z — ;¢ + €[ esetén,
azaz ha f-nek van olyan kornyezete, amelyben f(xo) a legnagyobb
fliggvényérték;

o [okdlis (helyi) minimuma van, ha létezik ¢ > 0 valds szdm ugy, hogy
f(z) > f(xo) minden x €|xg — &;x0 + €] esetén, azaz ha f-nek van
olyan kornyezete, amelyben f(x) a legkisebb fiiggvényérték;

2 2

o [okdlis szélsdértéke van, ha lokdlis minimuma vagy lokélis maximuma
van az xg helyen.
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Példa. Tekintsiik az alabbi, grafikonjdval értelmezett fiiggvényt:

Ezen fliggvény esetén x1, x3, x7, g9 lokdlis maximumhelyek, x5 globdlis max-
imumhely. Az zs, g lokdlis minimumhelyek, x4, zg globdlis minimumhelyek.

Definicié. Az f: D — R fiiggvény

e monoton novekvd, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z1 < xo9,

teljesiil, hogy f(z1) < f(x2);

e monoton csokkend, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z1 < T2,

teljesiil, hogy f(z1) > f(z2);

e szigoriian monoton novekvd, ha minden x1, 9 € D, x1 < x9 esetén

f(z1) < f(z2);

e szigorian monoton csdkkend, ha minden x1,x2 € D, x1 < x5 esetén

f(z1) > f(z2).

Példa. Az f(x) = 3 fliggvény értelmezési tartoméanyanak minden pontjdban

szigordan monoton novekve.
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Y

Példa. Az f(x) = —a fiiggvény értelmezési tartoméanydnak minden pontji-
ban szigordan monoton novekvé.

Példa. Tekintsiik az alabbi, grafikonjdval értelmezett fiiggvényt!
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A fiiggvény a | — oo; —2] intervallumon szigordan monoton csokkend, a [2; co]
intervallumon szigorian monoton névekv3, a [—2; 2] intervallumon monotonon
novekvd €s monoton csokkend is egyidejtileg, azaz konstans.

Megjegyzés. Ha létezik olyan e pozitiv valds szdm, hogy az f: D — R fiigg-
vény monoton csokkend az [zg — £; x¢] intervallumon és monoton névekvd az
[0, 2o + €] intervallumon, akkor f-nek az x( helyen lokdlis minimuma van.

Ha 1étezik olyan e pozitiv valds szam, hogy az f: D — R fiiggvény monoton
novekvs az [zo — €;x¢] intervallumon és monoton csoékkend az [xg; zop + €]
intervallumon, akkor f-nek az z( helyen lokélis maximuma van.

Definicio. Legyen I egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény konvex, ha
minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat dsszekotd
szakasz az f fiiggvény felett halad, azaz ha minden u, v € I ésmindent € [0; 1]
esetén

f(t-u+(1—t)~v)St-f(u)+(1—t)-f(v).

At-u+(1—t)-v,ahol t € [0; 1], a szamegyenesen az u és v pontokat 6sszekots
szakaszt jelenti.

Az f (t cu+(1—1t)- v) az elébbi szakaszon felvett fiiggvényértékek halmaza.
At-f(u)+(1—t)- f(v)az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat Ssszekdtd szakasz.
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Y

(xlvf(

Példa. Az f(x) = 22 fiiggvény konvex.

Definicio. Legyen I egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény konkdv, ha
minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat dsszekotd
szakasz az f fiiggvény alatt halad, azaz ha minden u, v € I és minden ¢ € [0; 1]
esetén

Ftut (=) v) =t flu)+ (1 —1)- f(v).
Y

Példa. Az f(x) = —z? fiiggvény konkav.

Definicié. Legyen I nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fligg-
vénynek az xg € I helyen inflexios helye van, ha xp-ban megvaltozik a kon-
vexitdsa, azaz létezik ¢ > 0 ugy, hogy az [z¢ — &; x| intervallumon f konkdv
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és az [xo; xo + €] intervallumon konvex, vagy az [z¢ — €; x| intervallumon f
konvex és az [xq; zo + €] intervallumon konkav.

Definicio. Ha az f fiiggvénynek az x( inflexiés helye, akkor azt mondjuk, hogy
az (xo; f(xo)) inflexios pont.

Példa. Az f(x) = sinz fiiggvénynek a (0; 0) inflexiés pontja.

Definicio. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fiiggvény periodikus, ha van olyan
p € R pozitiv valés szdm, hogy minden x € R esetén

[z +p) = f(z).
Példa. Az f(x) = sinx fiiggvény periodikus.

Definicio. Ha az f fiiggvény periodikus, akkor végtelen sok megfelels p érték
van. Ha a definiciéban meghatérozott tulajdonsdgui p értékek halmazdnak van
legkisebb eleme, akkor ezt a szamot az f fiiggvény periddusanak nevezzik.

Példa. Az f(x) = sinx fiiggvény periddusa 2.
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Kidolgozott feladatok

57. Feladat. Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazénak azt a legb6vebb rész-
halmazét, amelyen az

f(z) =+v6—2x

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel péros gyokkitevdjli gyok alatt csak nemnegativ szdm éllhat, ezért az ér-
telmezési tartomédny megaddsdhoz meg kell oldanunk a

6—2x>0

egyenldtlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy x < 3, igy az értelmezési tartomany
a ] — oo; 3] intervallum.

58. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazéanak azt a legb6vebb rész-
halmazat, amelyen az

flx) = v2r+4

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel péros gyokkitevdjli gyok alatt csak nemnegativ szdm éllhat, ezért az ér-
telmezési tartomédny megaddsdhoz meg kell oldanunk a

20 +4 >0

egyenl6tlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy > —2, igy az értelmezési tar-
tomdny a [—2; co| intervallum.

59. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazéanak azt a legb6vebb rész-
halmazat, amelyen az f(x) = logy (2% — 7x + 10) fiiggvény értelmezve van!

Megoldas:
A logaritmusfiiggvény csak akkor értelmezett, ha az argumentuma pozitiv, azaz

2?2 —7x 410 > 0.
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Az egyenl6tlenség megolddsahoz el6szor meghatdrozzuk az 22 — 7x + 10 fiigg-
vény zérushelyeit, azaz megoldjuk az 22 — 7x + 10 = 0 egyenletet. A médsod-
foki egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

T+VA9—-40 7+3
2 2

T12 =

azaz x1 = 2 és xo = 5. A parabola , felfelé nyilik”, mert a négyzetes tag pozi-
tiv, ezért vdzlatosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi dbrat kapjuk:

B RRRRRR AR AR RARARNARARRRRRARRRN

A fiiggvény azokon az intervallumokon pozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely
felett van, azaz

Dy:x €] —o00;2[U]5;00].

60. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legbvebb rész-

halmazét, amelyen az
fla)=V1-a?

figgvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel paros gyokkitevdjd gyok alatt csak pozitiv szam allhat, ezért az értel-
mezési tartomany megadasidhoz meg kell oldanunk a 1 — 22 > 0 egyenl&tlen-
séget. Az egyenlbtlenséget grafikusan oldjuk meg. Ehhez els6 1épésben megha-
tarozzuk az 1 — x? fiiggvény zérushelyeit, azaz meg kell oldanunk az 1 — 2% = 0
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egyenletet, amire azt kapjuk, hogy 2 = 1, azaz 2 = +1. Ezutén felvazoljuk
az 1 — 22 fiiggvény grafikonjat:

Leolvashatjuk, hogy az egyenlStlenség megoldasa és igy egyben az f fiiggvény
értelmezési tartomdnya:
Dy:x e [-1;1].
61. Feladat. Hatdrozzuk meg a val6s szamok halmazanak azon legb6vebb rész-
halmazét, amelyen az
322 4 2z

)= 34+ 22 +2x+2

fliggvény értelmezve van.
Megoldas:
A tortfiiggvény akkor értelmezett, ha a nevezdje nem nulla, azaz
22+ 20 +2+40
Csoportositdssal alakitsuk szorzatta a nevez6t. Ehhez el6szor a tagokat irjuk fel
P2 +2=( +2H)+ 2 +2) =2 (x+1)+2-(z+1)
moédon. Ezutdn az x + 1 tagot kiemelve azt kapjuk, hogy
22 (z+1D) 42 (z+1)=(@*+2) - (z+1).
Tehat azt kaptuk, hogy
4?2 +2= (2> +2) (x+1).

Ez alapjan a nevez akkor lesz nulla, ha valamelyik tényez6 nulla, azaz

e 22 +2=0= 22 = —2, ami nem ad valés gyokot
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ez +1=0=2=-1

Tehat a nevezd csak akkor lesz nulla, ha x = —1, igy a fiiggvény értelmezési
tartomdnya

D¢z e R\ {-1}.

62. Feladat. Adjuk meg a valés szimok halmazanak azt a legb&vebb részhal-

mazat, amelyen az
1-2z
=1
flx) =1g <$ - 4>

figgvény értelmezhetd!

Megoldas:
A logaritmus mogott csak pozitiv szam lehet, igy teljesiilnie kell, hogy
1—2
> 0.
z+4

Az egyenlbtlenséget két esetre bontva oldjuk meg.
Egy tort csak tigy lehet pozitiv, ha a szdmlal6 és a nevez6 azonos elgjeld.

I. eset: —, vagyis amikor a szdmlal6 és a nevezd negativ. Ekkor

1l—2z<0 é x+4<0,

P

1gy
r>1 és x< —4.

Szamegyesen abrazolva az alabbi adddik:

Y

—t

—4 0
<«——0

Lathatd, hogy a két egyenlbtlenség egyszerre nem teljesiilhet, tehat az elsd eset-
ben nem kapunk megoldést.

I1. eset: $ vagyis amikor a szdmlalé és a nevezd pozitiv. Ekkor
—z+1>0 é x+4>0,
igy
r<1l é z>—-4

Szamegyenesen dbrdzolva:
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o >
: — >
—4 0 1
< O
A koz6s rész: | — 4; 1], igy az értelmezési tartomény:
Dy:xe]—4;1]

63. Feladat. Adjuk meg az f(x) = x — 2 + 3 fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:

Tudjuk, hogy /= > 0, igy
Vi —2>0.

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
Vo —2+323.
Tehat az f fiiggvény értékkészlete:
Ry:y € [3;00].
64. Feladat. Adjuk meg az f(x) = —3-\/x + 5 + 3 fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:

Tudjuk, hogy /z > 0, igy
Vr+5>0.

Mindkét oldalt —3-mal szorozva
—3-Vz+5<0
adddik. Mindkét oldalhoz 3-at hozzdadva azt kapjuk, hogy
—3-Vr+5+3<3.

Tehat az f fiiggvény értékkészlete:

Ry:ye]—o0;3].
65. Feladat. Adjuk meg az f(x) =2 - |x — 1| + 3 fiiggvény értékkészletét!
Megoldas:

Tudjuk, hogy |z| > 0, igy
|z — 1| > 0.
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Mindkét oldalt 2-vel szorozva
2-|lz—1/>0
adédik. Mindkét oldalhoz 3-at hozzdadva azt kapjuk, hogy
2|z —1]+3>3.
Tehat az f fiiggvény értékkészlete:
Rs:ye [3;00].
66. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(r) = 2% — 4x fiiggvény zérushelyét!
Megoldas:

Meg kell oldanunk az 22 — 4z = 0 egyenletet. Ha x-et kiemeljiik, akkor azt
kapjuk, hogy
z-(x—4)=0.

Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy z = 0,
illetve x — 4 = 0 adddik, amibdl azt kapjuk, hogy = = 4.

67. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = \/x — 3 fiiggvény zérushelyét!
Megoldas:

Meg kell oldanunk a \/x — 3 = 0 egyenletet.

Hozz4adva a 3-at mindkét oldalhoz azt kapjuk, hogy

VT =3.

Mindkét oldalt négyzetre emelve x = 9 adédik.

Mivel \/x csak = > 0 esetén értelmezett, ezért a megoldds z = 9.

20 — 5
68. Feladat. Hatirozzuk meg az f(x) = v fiiggvény zérushelyét!

r+1

Megoldas:

20 -5
Meg kell oldanunk a v = 0 egyenletet.

z+1
Egy tort akkor nulla, ha a szdmléldja nulla és a nevezdje nem nulla:

2r —5=0.

Megoldva:
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69. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = logy(x —1) —3 fiiggvény zérushelyét!
Megoldas:

Meg kell oldanunk a logy(x — 1) — 3 = 0 egyenletet.
Hozzdadva mindkét oldalhoz a 3-at azt kapjuk, hogy

logy(z — 1) = 3.
A logaritmus definicidja szerint ez ekvivalens azzal, hogy
x—1=2?

fgy
r—1=8 = z=09.
A fiiggvény zérushelye: z = 9.

70. Feladat. Vizsgdljuk meg paritds szerint az f(z) = 22 + x% fliggvényt!

Megoldas:
Mivel ] !
_ 2 _ 2 —

f(—l') - (-33) + (—.T)Q =z +ﬁ —f(.%'),
igy a fiiggvény péros.
71. Feladat. Vizsgdljuk meg paritds szerint az f(z) = 2% 4 1 fiiggvényt!
Megoldas:
Mivel 1 1

fl=w) = (P + = = —a¥ =~ = —f(a),

igy a fiiggvény pératlan.
72. Feladat. Vizsgdljuk meg paritds szerint az f(x) = 2% + 277 fiiggvényt!
Megoldas:

Mivel
fl—a) =242 =277 L 9% — f(z),

igy a fiiggvény paros.
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3.3. Fiiggvénytranszformaciok

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacio. Egy gazdasagi modell ritkdn marad valtozatlan. Ha emelkedik az
afa, nének a fix koltségek, tamogatdst vezetnek be, vagy valtozik az alapdr,
akkor a teljes gazdasagi 6sszefiiggés ,.,elmozdul”.

Péld4ul ha egy vallalat koltségfiiggvénye
C(x) = 500 + 2z,

akkor a fix koltség novekedése a grafikon fiiggdleges eltol6dasat eredményezi.
Hasonléképpen egy paraméter valtozdsa médosithatja a fiiggvény meredek-
ségét vagy elhelyezkedését.

A gazdasigi elemzés sordn ezért nemcsak az szdmit, hogy milyen a fiiggvény

alakja, hanem az is, hogyan médosul a grafikonja a paraméterek valtozasakor.
Ezt irjak le a fiiggvénytranszformaciok.

Ebben a szakaszban f: D — R tetszSleges fiiggvény!

Tétel. Ha ¢ € R olyan, hogy 4+ ¢ € Dy, akkor f(x + c) grafikonja az
f fuggvény grafikonjanak a (—c;0) vektorral val6 eltoldsa, azaz ha ¢ pozitiv
valds szam, akkor a fiiggvény grafikonja balra, ha ¢ negativ valés szam, akkor
a fiiggvény grafikonja jobbra tolédik c-vel

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = f(x + 2) fiiggvényt kozos koordindtarendszerben az f-fel, és figyeljilk
meg az eltolast!

Itt g(z) = f(x + 2) azt jelenti, hogy az f grafikonja 2 egységgel balra tolédik.



3. FUGGVENYTRANSZFORMACIOK 105

N W s OO
I I I I |
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X

—7—6-5/4-3L2 1123 4 5 6 7

Megjegyzés. Fontos megfigyelni, hogy az f(x + ¢) esetében a grafikon az x-
tengely mentén az ellenkez6 irdnyba tolddik: ha c pozitiv, a grafikon balra, ha
¢ negativ, jobbra mozdul el.

Tétel. Ha ¢ € R, akkor f(z) + c grafikonja az f fiiggvény grafikonjdnak a
(0; ¢) vektorral valé eltoldsa, azaz ha c pozitiv valés szam, akkor a fiiggvény
grafikonja felfelé, ha c negativ valds szdm, akkor a fiiggvény grafikonja lefelé
tolédik c-vel.

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = f(x) — 3 fuiggvényt kozos koordindtarendszerben az f fiiggvénnyel!

A g(x) = f(x) — 3 a grafikon 3 egységgel lefelé toldsat jelenti.
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)
—9g 4

34

2

Tétel. A — f fiiggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak x-tengelyre tiik-
rozése.

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = — f(x) fuggvényt kozos koordindtarendszerben az f-fel!

6

Y

Tétel. Ha a > 1, akkor a - f grafikonja az f grafikonjanak a-szoros nyujtasa.
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Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = 2f(x) figgvényt! A g(x) = 2f(x) az f grafikonjdnak kétszeres fiig-

gbleges nyujtasat jelenti.

— .

Tétel. Ha 0 < a < 1, akkor a - f grafikonja az f grafikonjanak a-szoros

zsugoritasa.

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a

g(x) = 5 f(x) figgvényt!

A g(z) = 3 f(z) az f grafikonjénak 3-szeres fiigg6leges zsugoritdsat jelenti.

5
—f
—9

£y

N W

Y

Tétel. Ha « € Dy esetén —x € Dy, akkor f(—x) az f grafikonjanak y-

tengelyre vald tikkrozése.
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Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = f(—=) fuggvényt!

—f
—9

N W e Dt
| | | |
T

X

-5 —4 -3 ~11 1 3 4 5
91
31
41
51

Tétel. Ha a > 1 olyan val6s szdm, hogy « - a € Dy, akkor f(a - x) grafikonja
az f grafikonjanak %-szoros zsugoritasa.

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = f(2x) fuggvényt!
A g(z) = f(2x) az f grafikonjdnak %—szeres vizszintes zsugoritasat jelenti.

— 7 'y

5,
—9 47
3,
2,

L5 1

Tétel. Ha 0 < a < 1 olyan valds szdm, hogy x - a € Dy, akkor f(a - x)
grafikonja az f grafikonjanak %-szoros nyujtasa.
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Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a

g(z) = f(%x) fiiggvényt!

Aglx)=f (%x) az f grafikonjanak kétszeres vizszintes nyujtasat jelenti.

—f
—9

Y

N W s Ot

Y

Tétel. Az |f| grafikonja az f grafikonjabol tigy kaphaté meg, hogy az x tengely
alatti részt (vagyis a negativ fliggvényértékeket) tilkkrozziik az = tengelyre.

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrdzoljuk a

g(x) = | f()| figgvényt!
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Tétel. Ha x € Dy esetén |z| € Dy, akkor f(|z|) grafikonja az f grafikon-
jébol tgy kaphaté meg, hogy a pozitiv szdmokhoz tartozé fliggvényértékeket
tiikkrozziik az y tengelyre.

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = [f(|2|) fuggvényt!

—f
—9

N W e Ot O
I I I I
} } } }

—6-5-4-3F2771 | 1B 4 5 6
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Kidolgozott feladatok

73. Feladat. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definialt f fliggvényt:
6 -
Y

5
4+
3
2

-5 —4 -3 2—11 1S3 4 5

Abrizoljuk elGszor a
g9(z) = f(z+3)
fiiggvényt, majd ezt kovetden a
h(z) = f(z+3)—4

fliggvényt kozos koordinatarendszerben! Fogalmazzuk meg szovegesen is, hogy
milyen iranyu és hany egységgel valé eltolast jelent a g fiiggvény grafikonja az
f fuggvény grafikonjahoz képest! Ugyanigy, fogalmazzuk meg szbvegesen,
hogy milyen irdnyt €s hany egységgel vald eltolast jelent a h fliggvény grafi-
konja a g fiiggvény grafikonjahoz képest!

Megoldas:
A g(x) = f(x + 3) esetében 3 egységgel balra tolodik az f fiiggvény grafi-
konja.

A h(z) = g(x) —4 = f(x + 3) — 4 esetében 4 egységgel lefelé tolédik a g
fliggvény grafikonja:
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—f 1y
9

—h

74. Feladat. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definialt f fiiggvényt:

7
K

6,
5,
4,
3,
2,,
1,,
/\ N
L1235 607

Abrizoljuk elészor a g(x) = f(x—2), majd ezt kovetdena h(z) = f(x—2)+3
fliggvényt!
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Megoldas:
A g(x) = f(z — 2) esetében 2 egységgel jobbra tolédik az f fiiggvény grafi-
konja.

A h(z) = g(x) + 3 = f(x — 2) + 3 esetében 3 egységgel felfelé tolodik a h
fliggvény grafikonja:

—f
g
—h

Ty
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Abrizoljuk egymds utin az

flz+2), -2 f(z+2), —2-f(z+2)—3
fuggvényeket!
Megoldas:
El6szor a g(x) = f(x + 2) figgvényt dbrazoljuk. Mivel az x helyére = + 2
keril, ezért az f fliggvény grafikonja 2 egységgel balra tolédik el.

Ezt kovetSen a h(x) = —2- f(z + 2) fuggvényt kapjuk meg. A minuszjel miatt
az el6z6 grafikon az z-tengelyre tiikroz6dik, a 2 szorzé miatt pedig fliggbleges
irdnyban kétszeresére nyulik.

P

Végiil az i(x) = —2- f(x + 2) — 3 fiiggvényhez az el6z8 grafikont 3 egységgel
lefelé toljuk.

Az egymist kovet6 atalakitdsok eredményét az aldbbi dbra mutatja:

Ty
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3.4. Miiveletek fiiggvényekkel

Elméleti 6sszefoglalo

Motivacid. A gazdasigi modellekben gyakran egyszerre tobb fiiggvénnyel dol-
gozunk. A bevétel és a koltség kiillonbsége adja a profitot, egy véllalat teljes
koltsége a fix és véltozd koltségek Osszegeként irhatéd fel. A fiiggvényekkel
végzett miiveletek lehet6vé teszik ezen Osszetett gazdasidgi modellek matema-
tikai felépitését.

Definicié. Az f: D — Résag: D — R fiiggvények

osszege (f + g)(z) = f(z) + g(x), z € D;
kiilonbsége (f — g)(z) = f(x) — g(z), x € D;
szorzata (f - g)(z) = f(z) - g(x), x € D;
hdnyadosa i(aj) = M, ha g(x) # 0, z € D esetén.

g 9(x)
Definicio. Legyenek D és H a valds szamok halmazéanak tetszéleges részhal-
mazai, tovabba f, illetve g a D, illetve H halmazon értelmezett valds értéki
fuggvények. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény értékkészlete részhalmaza a g
figgvény értelmezési tartomanyédnak. A g és f fliggvények kompozicidjan vagy
osszetett fiiggvényéna go f: D — R

go f(z)=g(f(x))

fliggvényt értjiik.
Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy altaldban

fog#gof,

vagyis a fliggvények kompozicidja, mint miivelet nem kommutativ.
Példa. Ha f(z) = sinx és g(x) = 4z + 10, akkor
fog(z) = f(g9(z)) = sin(4x + 10)

go f(z) =g(f(x)) =4-sinz+10.
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Kidolgozott feladatok

76. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = x + 2 és g(x) = = — 3 figgvények
Osszegét!

Megolds:
Az f + g fiiggvény definicid szerint
(f+g9)(z)=fx)+g(x)=(x+2)+ (x—3) =22 — 1.

77. Feladat. Tekintsiik az f(z) = (x + 1) és g(z) = (z — 1)? fiiggvényeket!
Hatarozzuk meg az f — ¢ fliggvényt!

Mivel f(z) = 2% + 2z + 1 és g(z) = 2% — 2z + 1, ezért
(f = 9)(@) = f(z) —g(x) = (® + 22 +1) — (2? =20 +1) =
=22 4224122 +22 -1 =4z

78. Feladat. Tekintsik az f(z) = = + 5 és g(x) = x — 5 fiiggvényeket!
Hatarozzuk meg az f - g fiiggvényt!

Az f - g szorzat:
(f-9)(@) = f(z) g(z) = (x+5)- (x — 5) = 2* — 25.

79. Feladat. Tekintsik az f(r) = 22 — 9 és g(z) = = — 3 fliggvényeket!
Hatédrozzuk meg az g fliggvényt!

Megoldas:
Az g hanyadosra azt kapjuk, hogy

fo. _f(x)_x2—9_ (x—=3) - (x+3) .
g()_g(x)_x—3_ r—3 = et

80. Feladat. Tekintsiik az f(z) = sinx és a g(x) = 22 + 72 — 3 figgvényeket!
a) Hatdrozzuk meg az f o g Gsszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!

Megoldas:
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a) Az Osszetett fiiggvény definicidjit haszndlva azt kapjuk, hogy
fog(x)=f(g9(x)) = f(z? + 7z — 3) = sin(z? + 7z — 3).
b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z) =g(f(z)) = g(sinx) = (sinz)® + 7 -sinz — 3
=sin?z +7-sinz — 3.
81. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 2% és a g(x) = 4x + 1 fiiggvényeket!

a) Hatdrozzuk meg az f o g Gsszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!

Megoldas:

a) Az osszetett fliggvény definicidjat hasznalva azt kapjuk, hogy
foglz) = f(g(z)) = f(4x +1) = 2.

b) Az Gsszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z)=g(f(2) =9(2") =4-2"+ 1.

82. Feladat. Tekintsiik az f(x) = \/z ésa g(x) = x + 7 fiiggvényeket!

a) Hatdrozzuk meg az f o g Gsszetett fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!

¢) Hatdrozzuk meg az f o f Gsszetett fiiggvényt!

d) Hatarozzuk meg az g o g Osszetett fiiggvényt!

e) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen az Osszetett fiiggvények értelmezve vannak!

f) Oldjuk meg az f o g(x) = g o f(x) egyenletet!
Megoldas:
a) Az osszetett fiiggvény definicidjat hasznélva azt kapjuk, hogy

foglz)=f(g(x)) =fla+T)=vVa+T.
b) Az Osszetett fliggvény definicidjat hasznalva azt kapjuk, hogy

go f(z)=g(f(x) =9(Va) = Vo +T7.

c) Az osszetett fiiggvény definiciéjat hasznalva azt kapjuk, hogy

fof(x)=f(f)=fWa)=yVa=Vr
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d) Az Osszetett fliggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
gog(x) =g(g(x)) =g(z+7) =z +14.

e) Az f o g fliggvény értelmezési tartomanya:
Dfog = [—7; OO[

A g o f fuggvény értelmezési tartomédnya:

Dgof = [0; OO[
f) Megoldjuk a
Ve +T=x+7

egyenletet. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd elvégezve az dsszevona-
sokat és megfeleléen rendezve az egyenletet

r+7=(/z+7)>
r+T=x+14-/x +49
—42 =14 -\/x
adédik, ami ellentmondds, ugyanis az egyenlet bal oldaldn negativ szdmot

kaptunk, mig a jobb oldalon egy szdm négyzetgyokének pozitiv szimszorosa
szerepel, ami pozitiv.

1

83. Feladat. Tekintsiik az f(x) = ~ ésa g(z) = 22 + 2 fliggvényeket.
x

a) Hatdrozzuk meg az f o g Gsszetett fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg a g o f Gsszetett fiiggvényt!

¢) Hatarozzuk meg az f o f Gsszetett fiiggvényt!

d) Hatarozzuk meg a g o g Osszetett fiiggvényt!

Megoldas:
a) Az f o g Osszetett fliggvény:

fog(x)=flg(x) = f(z* +2) =

b) Az g o f Osszetett fliggvény:

go f@) =alf@) =4 (3 ) = +2

X
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c) Az f o f Osszetett fliggvény:

d) A g o g 0Osszetett fliggvény:
gog(z) =g(g(x)) = g(a® +2) = (z* +2)* + 2.

84. Feladat. Bontsuk fel két fiiggvény Osszetételére az f(z) = ﬁ fiigg-
vényt, azaz hatdrozzuk meg a k és b fuggvényeket ugy, hogy f(z) = k o b(x)
teljestiljon!

Megoldas:
A E(x) akiils6 fiiggvény és b(z) a belss fiiggvény, ahol
1
k(z) = -
@=1
és
b(x) = 22 + 4.

85. Feladat. Bontsuk fel két fiiggvény Osszetételére az f(x) = /7 — 4x figg-
vényt, azaz hatdrozzuk meg a k és b fuggvényeket ugy, hogy f(x) = k o b(x)
teljestiljon!

Megoldas:
A k(z) akiils fiiggvény és b(x) a belss fiiggvény, ahol
k(@) = v,
és
b(x) =7 —4x.

86. Feladat. Bontsuk fel két fiiggvény Osszetételére az f(x) = 3% fiigg-
vényt, azaz hatdrozzuk meg a k és b figgvényeket ugy, hogy f(x) = k o b(x)
teljestiljon!

Megoldas:
A k(x) akiils fiiggvény és b(x) a belsd fiiggvény, ahol
k(x) = 3%,

b(z) = sinz.
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87. Feladat. Bontsuk fel két fiiggvény osszetételére az f(z) = sin(3”) fugg-
vényt, azaz hatdrozzuk meg a k és b fuggvényeket ugy, hogy f(x) = k o b(x)
teljestiljon!

Megoldas:
A k(z) akiilsé fiiggvény és b(x) a belss fiiggvény, ahol

k(x) = sinz,

b(xz) = 3*.
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3.5. Fiiggvények inverze

Motivacio. Szamos gazdasagi Osszefiiggés megfordithat6. Ha példaul ismer-
jiik a keresleti fiiggvényt mennyiség szerint, gyakran sziikség van arra is, hogy
az 4rat fejezziik ki a mennyiség fiiggvényében. Az inverz fiiggvény fogalma ezt
a ,,szerepcsere’” jelenséget teszi matematikailag pontosan kezelhetdvé, feltéve
hogy az eredeti fiiggvény egyértelmiien visszafordithato.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D — R figgvény invertdlhato, ha kol-
csondsen egyértelm, azaz kiilonb6zd elemekhez kiilonboz6 elemeket rendel.

Megjegyzés. Az, hogy egy fiiggvény invertdlhaté szemléletesen azt jelenti,
hogy ha a fiiggvény grafikonjat ,,vizszintes vonalakkal elmetssziik, akkor min-
denhol legfeljebb egy metszéspontot kapunk™.

Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = 23 fiiggvényt!
Mivel f szigordan monoton novekvd az egész R-en, ezért x1 # w9 esetén

f(x1) # f(x2), azaz f kolcsondsen egyértelmd, igy invertdlhat. Az inverz
fiiggvény:

Az aldbbi 4bra szemlélteti, hogy barmely vizszintes egyenes legfeljebb egy
pontban metszi az f grafikonjat, ezért az f fiiggvény invertalhato:

Megjegyzés. Haaz f: D — R fiiggvény invertdlhatd, és az inverze f !, akkor

fof @) =f"of(a)=u.
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Megjegyzés. Haaz f: D — R fiiggvény invertalhat6, akkor
1y -1
(f7) " (@) = f(x).

Megjegyzés. Szemléletesen egy fiiggvény inverze a fliggvény grafikonjanak az
y = x egyenletl egyenesre valé tikkrozése. Ez azt is jelenti, hogy ha az (z;y)
koordinataji pont rajta van egy fiiggvény grafikonjan, akkor az inverzén rajta
van (y; «) koordindtdjd pont.

Példa. Az aldbbi dbrdn az f(z) = /x,x € [0;4] fiiggvény inverzét szemlél-
tetjiik:

4,,

y :
3 <

/- :

2 y==
177 7

// ‘ l“
1 2 3 4
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Kidolgozott feladatok.

88. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = 2z + 6 fuggvényt!

a) Invertdlhat6-e a fliggvény?

b) Ha igen, hatdrozzuk meg az inverzét!

¢) Abrézoljuk kozos koordindtarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!

Megoldas:

a) Az f fiiggvény grafikonja egy egyenes, igy kolcsonosen egyértelmd, azaz
kiilonboz6 elemekhez kiillonboz6 elemeket rendel, tehat invertalhato.

b) Az inverz fiiggvény meghatdrozasahoz el6szor az y = 2x + 6 egyenletet
kell tekinteniink, amiben megcserélve az x és y szerepét azt kapjuk, hogy
x = 2y + 6. Ebbdl kifejezve az y-t, megkapjuk az inverz fliiggvényt, azaz

i) =10 =5

= -z —3.
c) A fiiggvény és az inverz fiiggvény grafikonja:

2 2

y o, flx)=224+6
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89. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = —3z + 4 fiiggvényt!

a) Invertalhaté-e a fiiggvény?

b) Haigen, hatdrozzuk meg az inverzét!

¢) Abrézoljuk kozos koordindtarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!

Megoldas:

a) Az f fiiggvény grafikonja egy egyenes, igy kolcsonosen egyértelmi, azaz
kiilonbozd elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel, tehat invertalhato.

b) Az inverz fliggvény meghatirozasdhoz tekintsiik az

y=—-3r+4

egyenletet! Megcserélve az x és y valtozok szerepét azt kapjuk, hogy

r=-3y+4.
A kapott egyenletbdl kifejezve y-t azt kapjuk, hogy
4 —
—By=z—-4 = y= w.
3
Tehat az inverz fliggvény:
4—z
—1 o
M) = =5

‘ -10 ~ flz)=-3x+4
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90. Feladat. Tekintsiikk az f: R — R, f(x) = 2% — 4 fiiggvényt!
a) Invertalhat6-e a fiiggvény?
b) Ha igen, hatdrozzuk meg az inverzét!
c) Abrézoljuk kozos koordinatarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!
Megoldas:
a) Az f(x) = 2% — 4 fiiggvény szigordan monoton ndvekvd az egész R-en,
ezért kolcsonosen egyértelmd, igy invertdlhato.
b) Az inverz fliggvény meghatarozasahoz tekintsiik az
y=2"—14
egyenletet. Megcserélve az x és y szerepét azt kapjuk, hogy
x=2Y—4.
Ebbdl x + 4 = 2Y adédik, igy
y = logy(z +4).
Tehét az inverz fiiggvény

fH () = logy(a + 4).

c) A fiiggvény és az inverz fliggvény grafikonja:
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91. Feladat. Tekintsiik az f: |5;00[— R, f(x) = logy(z — 5) + 1 fuggvényt!

a) Invertalhaté-e a fiiggvény?

b) Ha igen, hatdrozzuk meg az inverzét!

Megoldas:

a) Az f fiiggvény szigortian monoton novekvd, igy kolcsondsen egyértelmdl,
tehat invertalhato.

b) Tekintsiik az
y =logy(x —5) +1

egyenletet! Megcserélve az x és y szerepét azt kapjuk, hogy
x = logy(y —5) + 1.
Rendezve az egyenletet azt kapjuk, hogy
r—1=logy(y—5) = 2 '=y-5,

tehdt
y=2""1 45,
igy az inverz fiiggvény
fH @) =2""+5.



3. AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEK NEVEZETES OSZTALYAI 127

3.5. Az egyvaltozos fiiggvények nevezetes osztalyai

Elméleti 6sszefoglalo

Elséfoku fiiggvények. Az f(x) = m - x + b fiiggvényt elsdfokii fiiggvénynek
nevezziik, ahol m-et a fliggvény meredekségének mondjuk.

Az elsofokd fiiggvények grafikonja egyenes.

A fiiggvénynek egyetlen zérushelye van: —%.
A fiiggvény nem korlatos.

Ha m > 0, akkor szigortian monoton névekvd, ha m < 0, akkor szigorian
monoton csokkend, ha m = 0, akkor a fiiggvény konstans.

Ha b = 0, akkor a fiiggvény paratlan. Ha b # 0, akkor nem péros, nem pdratlan.

Példa. Az aldbbi dbra mutatja az f(x) = max + b fiiggvény grafikonjat m < 0
esetén:

/\y

N

3=

Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = x fuggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
r=-3,-2,-1,0,1,2,3
helyeken szamoljuk ki a fliggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
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d) Szémitsuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!
f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgdljuk parités szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

T -3 -2 -1 0 1 2 3

fl) | =3 | =2 | =1 ] o0 | 1] 2| 3

b) A fiiggvény grafikonja:

-3 L

¢) Ertelmezési tartomany: D xR
Ertékkészlet: Ry: y € R.
d) Zérushely: z = 0.
e) A fiiggvény sem alulrdl, sem feliilr6] nem korlatos.

Nincs minimuma, nincs maximuma.
f) A fiiggvény szigordan monoton névekvao.

g) A fiiggvény pdratlan, mert a grafikonja szimmetrikus az origéra.
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Masodfoku fiiggvények. Legyen a # 0 tetsz6leges valds szam, tovabba b és ¢
tetszSleges valés szdmok. Az f(x) = a - 2% + b - x + c fliggvényt mdsodfokii
fiiggvénynek nevezziik.

A masodfoku fiiggvény grafikonjat paraboldnak hivjuk.

Ha a > 0, akkor a paraboldnak minimuma van. Ha a < 0, akkor maximuma
van.

A parabola egyenlete 4tirhat6
fx)=a-(z—u)’+v
alakra, amit tengelyponti alaknak is hivunk. Ebben az alakban a parabola ten-
gelypontja (csticsponja), ami egyben a szEéls6értéke is
T = (u;v),

ahol
b

—5
Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 22 fliggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
r=-3,-2,—-1,0,1,2,3

helyeken szamoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fliggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!

d) Adjuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgaljuk paritas szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

T -3 -2 -1 0 1 2 3

f(z) 9 4 1 0] 1] 419

b) A fiiggvény grafikonja:
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
1L

¢) Ertelmezési tartomany: D rrreR
Ertékkészlet: Ry: y € [0;00].
d) Zérushely: x = 0.
e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.
Minimuma van. Minimumbhely: = 0, minimumérték: y = 0.

f) Szigordan monoton csdkkend a | — oco; 0] intervallumon, és szigorian mono-
ton novekvo a [0; oo[ intervallumon.

g) A fliggvény paros, mert a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tenge-
lyre.

Négyzetgyok fiiggvények. Azokat a fiiggvényeket, amelyek leképezési szaba-
lydban négyzetgyokos kifejezés szerepel négyzetgyok fiiggvényeknek nevezziik.

A legegyszeriibb gyokfiiggvény az f(z) = /x.

Példa. Tekintsiik az f: [0;00[ = R, f(x) = \/z fuggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
r=0,1,4,9

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!
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b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
d) Hatdrozzuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

f(z) 0 1 2 3

b) A fiiggvény grafikonja:

41y

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

—1 +

¢) Ertelmezési tartomany: D ¢ € [0;00].
Ertékkészlet: R;: y € [0;00].
d) Zérushely: z = 0.
e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.
Minimuma van. Minimumbhely: = 0, minimumérték: y = 0.
f) Szigordan monoton novekvd a [0; oo intervallumon.

Abszolutérték fiiggvények. Azokat a fliggvényeket, amelyek leképezési sza-
balydban abszolutérték szerepel, abszoltitérték fiiggvényeknek nevezziik.

Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = |z| fliggvényt!
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a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
x=-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

c) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkészletet!

d) Hatarozzuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és szélséérték szerint!

f) Jellemezziik monotonitds szerint!

g) Vizsgaljuk paritds szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

T —4 -3 —2 -1 0 1 2 3

flx) | 4 3 2 1 o] 1213

b) A fiiggvény grafikonja:

Yy
3,,
2,,
1,,
‘ 4
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
1L

¢) Ertelmezési tartomany: D xR
Ertékkészlet: R;: y € [0; ool
d) Zérushely: z = 0.
e) Alulrdl korlatos, feliilrdl nem korlatos.
Minimuma van. Minimumhely x = 0, minimumérték y = 0.
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f) Szigordan monoton csékkend a | — oo; 0] intervallumon, szigordan monoton
ndvekvé a [0; oo intervallumon.

g) Paros, mert a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.
Exponencialis fiiggvények. Legyen a tetszGleges, 1-t61 kiilonb6z§ valds szam.
Az

f(x) =a”
alaku fiiggvényeket exponencidlis fiiggvényeknek nevezziik.

Ha a > 0, akkor az f(x) = a” exponencidlis fiiggvény szigortian monoton
novekvo.

Ha a < 0, akkor az f(x) = a” exponencidlis fiiggvény szigortian monoton
csokkend.

Az f(x) = a” figgvénynek nincs zérushelye.

Az f(x) = a” fiiggvénynek nincs szélsGértéke.

Az f(x) = o” figgvény nem pdros, nem pdratlan.

Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = 2% fiiggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat tgy, hogy az

x=-2,-1,0,1,2,3

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkészletet!

d) Szdmitsuk ki a zérushelyet, ha van!

e) Jellemezziik korlatossag és szélsdérték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgaljuk paritas szerint!

Megoldas:

a) Az értéktablazat:
x -3 -2 -1 0 1 2 3
27 i i 3 1| 2| 4| 8

b) A fiiggvény grafikonja:
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¢) Ertelmezési tartomany: D xR
Ertékkészlet: R;: y €]0; ool.
d) Zérushely: nincs.
e) Alulrdl korlatos.
Nincs minimuma, nincs maximuma.
f) Szigortian monoton névekvd.

g) Nem péros, nem pdratlan.

Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = ()" fiiggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az

r=-3,-2,—-1,0,1,2,3

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!

d) Szamitsuk ki a zérushelyet, ha van!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgaljuk parités szerint!
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Megoldas:
a) Az értéktablazat:
T -3 -2 -1 0 1 2 3
1\ 1 1 1
(3) 8 4 2 Ll | 12 | 3

b) A fiiggvény grafikonja:

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
—1 1

—2 1

¢) Ertelmezési tartomany: D rrreR
Ertékkészlet: Ry : y €]0;00].

d) Zérushely: nincs.

e) A figgvény alulrél korlatos, feliilr6l nem korlatos.
Nincs minimuma, nincs maximuma.

f) Szigortian monoton csokkend.

g) Nem péros nem pératlan.

Logaritmikus fiiggvények. Legyen a tetszSleges, 1-t8l killonb6z8, pozitiv
valds szdm. Az

fz) =log,x
alaku fiiggvényeket logaritmikus fiiggvényeknek nevezziik.
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Ha a > 0, akkor az f(z) = log, = logaritmikus fiiggvény szigorian monoton
novekvo.

Ha a < 0, akkor az f(z) = log, = logaritmikus fiiggvény szigorian monoton
csokkend.

Az f(x) = log, = fiiggvénynek egyetlen zérushelye z = 1.
Az f(z) = log, x fiiggvénynek nincs szélsGértéke.
Az f(x) = log, x fiiggvény nem péros, nem pdaratlan.

Példa. Tekintsiik az f: ]0;00[— R, f(x) = log, x fiiggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az
11
472
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

T 1,2,4,8

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
T : : 1| 2| 4| 8
logy -2 -1 0 1 2 3
b) A fiiggvény grafikonja:
° 1y
4l
31
9 |
11
5
1]
9|
3]
4 |




3. AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEK NEVEZETES OSZTALYAI 137
Példa. Tekintsiik az f: ]0;00[— R, f(z) = log: = fiiggvényt!
2

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az
11
472
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

X

:1,2,4,8

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

1 1
x vi 5 1 2 4 8
log: x 2 1 0 -1 —2 -3
2
b) A fiiggvény grafikonja:
5 .
Y
4 |
3 .|
2 .|

Tortfiiggvények. Legyenek a, b, ¢, d olyan valds szamok, hogy ¢ - x + d # 0.

Az )
a-x—+

fliggvényeket elsdfoki tortfiiggvényeknek nevezziik.

Példa. Tekintsik az f: R\ {0} = R, f(z) = 1 fiiggvényt!
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a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az

r=-3,-2,-1,-1 -1 11123
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
d) Szamitsuk ki a zérushelyet, ha van!
e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!
f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgdljuk parités szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

x| -3 | =2 | -1 |-+ | -3 |+ |3|1]|2]3
1 1 1 1 1
-2 3| -1] -2 -=33]2|1]1%]|3

b) A fiiggvény grafikonja:

Y
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c) Ertelmezési tartomany: Dy: x € R\ {0}.Ertékkészlet: Ry: y € R\ {0}.
d) Zérushely: nincs, mert % = 0 egyenletnek nincs megoldasa.

e) A fiiggvény nem korlatos sem alulrél, sem feliilr6l.

f) Nincs minimuma, nincs maximuma.

g) Az | — oo;0[ intervallumon szigordan monoton csokkend.

A']0; 00| intervallumon szigorian monoton csokkend.

h) A fiiggvény péaratlan, mert a grafikonja szimmetrikus az origéra.
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Kidolgozott feladatok.

92. Feladat. Tekintsiik az

fuggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szdmoljuk ki a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz&ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

i) Periodikus-e a fiiggvény?

j) Invertdlhat6-e?

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:
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b) Ertelmezési tartomany: Dy:x e [—2;4].
¢) Ertékkészlet: Ry:ye[-2;1]
d) A zérushely az %x — 1 = 0 egyenlet megolddsa. Mindkét oldalhoz 1-et
hozzdadva azt kapjuk, hogy %:c =1, igy a zérushely x = 2.

e) A fiiggvény alulrdl korlatos, infimuma: —2, feliilrél korlatos, szuprémuma:
1. Mivel alulrél és feliilrdl is korlatos, ezért korlatos.

f) Minimumhely: x = —2, minimumérték: y = —2, maximuma nincs.
g) Szigordan monoton novekvao.
h) Nem péros, nem pératlan.
1) Nem periodikus.
j) Invertalhatd, mert kdlcsondsen egyértelmd.
93. Feladat. Tekintsiik az
f:[-13] =R, f(x) =—2x+1

fliggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szdmoljuk ki a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossdg szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

i) Periodikus-e a fiiggvény?

J) Invertalhaté-e?

Megoldas:

a) A fliggvény grafikonja:
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b) Ertelmezési tartomdny: D¢:xe[-1;3].

¢) Ertékkészlet: mivel a fiiggvény linedris és szigordan csokkend, a széls6 -
értékekhez tartozé y-értékek adjik a hatdrokat:

f(=1)=3,  f3)=-5.
Ezért Ry: y € [—5;3].
d) A zérushely a —2x + 1 = 0 egyenlet megoldésa.

1
2r=-1 = z=—.
xr Xz 9

1
Tehat a zérushely x = —.

2
e) A fiiggvény alulrdl korldtos, infimuma: —5 (és fel is veszi x = 3-ndl),
feluilrdl korlatos, szuprémuma: 3 (€s fel is veszi x = —1-nél). Mivel alulrdl

és felulrdl is korlatos, ezért korlatos.

f) Maximumhely: x = —1, maximumérték: y = 3; minimumhely: x = 3,
minimumérték: y = —5.

g) Szigorian monoton csokkend a [—1, 3] intervallumon.
h) Nem péros, nem pératlan.

1) Nem periodikus.
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7) Invertalhatd, mert a zért intervallumon szigordan monoton, igy kdlcsondsen
egyértelmd.

94. Feladat. Adjuk meg azt a fliggvényt, amelynek grafikonja egyenes és il-
leszkedik az A = (2;4) és B = (—3;6) koordindtdji pontokra! Hatdrozzuk
meg a fiiggvény zérushelyét!

Megoldas:
A keresett fiiggvény grafikonja egyenes, igy a fiiggvényt
flx)=m-x+0b
alakban keressiik. Mivel az A pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjdra, ezért
f2)=m-2+b = 4=2m+0b.
Mivel a B pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjara, ezért
f(=3)=m-(=3)+b = 6=-3m+0.

A fenti két egyenletbol allé egyenletrendszer megoldasaként kapjuk meg az m
és b ismeretleneket:

2m+b=14
—3Im+b= 6} '
Az els6 egyenletbdl kivonva a mésodik egyenletet azt kapjuk, hogy
5 2 = 2
m= — m=——.
5
Ezt behelyettesitve példaul az elsd egyenletbe
4 24
——+b=4 = b=—
) * 5
adddik. A keresett fiiggvény tehat:
2 24
A fiiggvény zérushelye:
2 + 24 0 = =12
Tt = r =12

95. Feladat. Adjuk meg azt a fliggvényt, amelynek grafikonja egyenes és il-
leszkedik az A = (1;5) és B = (4; —1) koordinatdjd pontokra! Hatdrozzuk
meg a fiiggvény zérushelyét, majd dbrazoljuk a fiiggvényt!

Megoldas:
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A keresett fliggvény grafikonja egyenes, igy a fiiggvényt
flx)=m-x+4+0b
alakban keressiik. Mivel az A pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjdra, ezért
f)y=m-14b = 5=m+b.
Mivel a B pont illeszkedik a fliggvény grafikonjara, ezért
fA)=m-4+b = —1=4m+0b.

A fenti két egyenletbdl all6 egyenletrendszer megolddsaként kapjuk meg az m
és b ismeretleneket:

m+b=>5
dm+b = —1} '
Az els6 egyenletbdl kivonva a mésodik egyenletet azt kapjuk, hogy
-3m=6 = m=-2.
Ezt behelyettesitve példaul az elsd egyenletbe:
—24b=5 = b="T.

A keresett fiiggvény tehét f(z) = —2z + 7. A fiiggvény zérushelye:

7
25 +7=0 = z=-=35.

2
9,,

\B\y

7

6l

5 |

4,,

3,

2,

1,

A fiiggvény grafikonja:

—3-2-1 | 1 2 3\ 56 7 8
_2,,
_3,,
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96. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = (z — 2)? — 4 fiiggvényt!
a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdcios 1épésekben,
azaz legyen az 22, (x — 2)% és (x — 2)? — 4 is dbrézolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szdmoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!
h) Jellemezziik paritds szerint!
i) Periodikus-e a fliggvény?
j) Invertalhat6-e?
Megoldas:
a) A fliggvény grafikonja és a transzformdcids 1épések:
6 *
)
5 4

4,,

b) Ertelmezési tartomdny: D rrreR
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c) Ertékkészlet: Ry: y € [—4; 00].

d) A zérushelyhez megoldjuk az f(x) = 0 egyenletet. Mivel (z —2)2 —4 = 0,
ezért (z — 2)? = 4,1gy x — 2 = 2 vagy  — 2 = —2. Ezekbdl azt kapjuk,
hogy

x1 = 0 illetve zo = 4.

e) Alulrdl korlatos, infimuma a —4, feliilr6l nem Kkorlatos.

f) Szélséérték tipusa: minimum, minimumhelye z = 2-nél van, minimumérték
y = —4.

g) A ] — oo;2] intervallumon szigortian monoton csokkend, [2; oo intervallu-
mon szigortian monoton névekvo.

h) Nem paros, nem pdératlan.

i) Nem periodikus.

j) Nem invertalhatd, mert nem kolcsonosen egyértelmd, példaul

f(0)=f(4) =0.
97. Feladat. Tekintsiik az
f:R—=R,  flz)=—2>+4

fliggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjét fliiggvénytranszformécids 1épésekben:
legyen az 2, —2% és —x? + 4 is dbrazolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!

f) Hatarozzuk meg a sz&ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

i) Periodikus-e a fliggvény?

j) Invertdlhat6-e?
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:
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b) Ertelmezési tartomany: D rrreR

c) Ertékkészlet: Ry: y € ] — 00;4].

d) Zérushely(ek): f(z) = 0= —2?+4=0= 2% =4, igy
T =x2.

e) A fliggvény feliilrdl korldtos, szuprémuma: 4, alulrél nem korlatos.
f) Minimumhely: x = 0, minimumérték: y = 4.

g) A ] — oo;0] intervallumon monoton névekvd, a [0, oo[ intervallumon mono-
ton csokkend.

h) Paritds: paros, mert a fliggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, azaz
f(=2) = —(a) +4=—2® +4 = f(a).

1) Nem periodikus.

j) Nem invertalhatd, mert nem kolcsonosen egyértelmd.

98. Feladat. Tekintsiik az
fiR—=R, f(:c):—%-(a:+2)2+2

fliggvényt!
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a) Rajzoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacids 1épések-
ben az 22, (x + 2)2, —% (z + 2)? és —% - (z + 2)? + 2 fiiggvényeket
abréazolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

1) Periodikus-e a fiiggvény?

j) Invertalhaté-e?

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécids 1épések:

b) Ertelmezési tartomany: D rrreR.
c) Ertékkészlet: Ry: y €] — 00;2].
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d) Zérushely(ek): f(z) =0= —1(z+2)2+2=0= (z+2)? =4,1{gy
r+2=42 = x; =0illetve xo = —4.
e) A fiiggvény feliilrdl korldtos, szuprémuma (é€s maximuma) 2, alulrél nem
korlatos.
f) Maximuma van, maximumhely: x = —2, maximumérték: y = 2.

g) Monotonitds: a | — oo; —2] intervallumon szigortian monoton névekvd, a
[—2; oo intervallumon szigordan monoton csokkend.

h) Paritds: nem pdros, nem pératlan.
i) Nem periodikus.
j) Nem invertdlhatd, mert nem kolcsonosen egyértelmd, példaul f(—4) = 0 és
f(0) =0.
99. Feladat. Egy szdmol6gépeket gyartd cég nyereségét (eurdban) a
P(x) = —202% 4 1400z — 12000
madsodfoku fiiggvény {irja le, ahol x a darabonkénti eladdsi ar (euréban). Haté-

rozzuk meg azt az egységarat, amely a lehetd legnagyobb profitot eredményezi,
valamint adjuk meg a maximélis nyereség értékét!

Megoldas:
A nyereséget megado fliggvény parabola, melynek maximumhelye az
—b
Tmax = 5
Nekiink a = —20, b = 1400, ezért
—1400 —1400
Tmx =9 To0) T —40 >

Tehat a maximalis profitot adé eladési ar: 35 eurd/darab.

Mivel
P(35) = —20- 352 + 1400 - 35 — 12000 = 12500,

ezért a maximadlis profit 12 500 eurd.

100. Feladat. Tekintsiik az f(x) = +/z — 4 fiiggvényt a valés szamok hal-
mazanak azon legb&vebb részhalmazan, amelyen a fiiggvény értelmezve van!

a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjt fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
vagyis legyen a \/x és \/x — 4 is dbrézolva!
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b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossdg szerint a fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!
Megoldas:
a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:

v — VE

b) Ertelmezési tartomdny: D: z € [4;00].

¢) Ertékkészlet: Ry: y € [0; 00l.

d) Zérushely: z = 4.

e) Alulrdl korlatos. Feliilr6l nem korlatos.

f) Minimuma van. Minimumbhely: z = 4. Minimumérték: y = 0.
g) Szigordan monoton novekvao.

101. Feladat. Tekintsiik f(z) = 2-+/x + 3 — 2 fiiggvényt a valés szdmok hal-
mazanak azon legb&vebb részhalmazan, amelyen a fiiggvény értelmezve van!
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a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdciés 1épésekben,
vagyis legyen a \/x, Vo + 3,2 - Va + 3,2 - Vx + 3 — 2 is dbrdzolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatarozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz&lsdértékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikon és a 1épések:

— T 7y
VT +3 61
—2.VaF3| |

— f
4,,

2,,
-5 -4 -3/-2 -1 12 3 4 5 6 7 8 9
-1+
9|
31

b) Ertelmezési tartomdny: Dy: z € [—3; oo].

c) Ertékkészlet: Ry: y € [—2; 00].

d) Zérushely: x = —2.

e) Alulrdl korlétos. Feliilr6l nem korlatos.

f) Minimuma van. Minimumhely: z = —3. Minimumérték: y = —2.

g) Szigordan monoton novekvao.
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102. Feladat. Tekintsiik az f(z) = —/z + 1 fiiggvényt a valés szamok hal-

mazdnak azon legb6vebb részhalmazén, amelyen a fiiggvény értelmezve van!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdciés 1épésekben,
azaz legyen a \/x, —/x, —/x + 1 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!
Megoldas:
a) A grafikon és a 1épések:

5 -

y —
4” —\/T

b) Ertelmezési tartomédny: Dy : x € [0; ocl.
c) Ertékkészlet: Ry: y €] — o0; 1].
d) Zérushely: z = 1.

e) Alulrél nem korlatos. Feliilr6l korlatos.
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f) Maximuma van. Maximumbhely: x = 0. Maximumérték: y = 1.

g) Szigordan monoton csokkend.

103. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 2 - /x — 2 fiiggvényt!

a) Abrizoljuk az f fiiggvény grafikonjat a [0, 9] intervallumon, és mutassuk be
a transzformécids 1épéseket a g(z) = /= fiiggvénybdl kiindulva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Adjuk meg az értékkészletet!

d) Hatarozzuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korldtossdg szerint a fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik a fiiggvényt monotonitds szerint a [0, 9] intervallumon!
Megoldas:
a) A grafikon és a [épések:

7%

v [— v

6+ 2.V

51 —2-\/z—-2

4,,

3,,

2,,

1,,
| L x‘\
-2 10 11

—2

-3

b) Az értelmezési tartoméany: Dy: = € [0, 9].
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—2,4].
d) Zérushely: z = 1.

e) Alulrdl és feliilrdl is korlatos.
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f) Minimuma és maximuma is van.
Minimumhely: z = 0, minimumérték: y = —2.
Maximumbhely: x = 9, maximumérték: y = 4.
g) Szigordan monoton novekvao.
104. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = |x — 3| — 2 fiiggvényt!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdcios 1épésekben,
azaz legyen az |x|, |x — 3| és |z — 3| — 2 is dbrédzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:

'y

—4 -3 -2 -1 6 7
_1 4
— |z
z—3 | -2
—  f
_3 A4

b) Ertelmezési tartomany: D rrreR
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—2; 00].
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d) A zérushelyhez megoldjuk az f(x) = 0 egyenletet. Mivel [z — 3| — 2 =0,
ezért |x — 3| = 2, igy egyrészt azt kapjuk, hogy * — 3 = 2, mdsrészt
x — 3 = —2. Ezt felhasznalva x1 = b, illetve x5 = 1 adddik.

e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

f) Minimuma van. Minimumbhely: z = 3. Minimumérték: y = —2.

g) Szigortan monoton csokkend a | — oo; 3] intervallumon.
Szigortian monoton ndvekvé a [3; ool intervallumon.

h) Nem paros, nem pdératlan.

105. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = —|z| + 2 fiiggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacids 1€pésekben,
azaz legyen az |x|, —|x| és —|x| 4 2 is dbrazolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!

¢) Hatarozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a széls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformdcios 1épések:

£y
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b) Ertelmezési tartomany: D o eR
c) Ertékkészlet: Ry: y €] — oo;2).

d) Megoldjuk az f(z) = 0 egyenletet. Mivel f(z) = —|z| + 2, ezért a
megoldandé egyenlet

—|z]+2=0 = |z| = 2.

Ebbdl azt kapjuk, hogy a zérushelyek x = +2.
e) Feliilrél korlatos. Alulrél nem korlatos.
f) Maximuma van. Maximumhely: x = 0. Maximumérték: y = 2.

g) Szigordan monoton ndvekvd a | — oo; 0] intervallumon.

Szigortian monoton csdkkend a [0; oco[ intervallumon.

h) Paros, mert a fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.

1
106. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = 3’ |z — 2| — 2 fuggvényt!

a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
azaz legyen az

1
‘l‘|, ‘I‘*2|, §|.’E*2|

fliggvények is dbrazolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a szélséértékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:



3. AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEK NEVEZETES OSZTALYAI 157

b) Ertelmezési tartomany: D rrreR
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—2; 00].
d) A zérushelyekhez megoldjuk az f(z) = 0 egyenletet. Mivel

1
5 le—21-2=0,

ezért
1
§-|x—2|:2 = |z—-2/=4
Ebbdl egyrészt x — 2 = 4, masrészt ¢ — 2 = —4 addédik, azaz

Tr = 6, Tro = —2.

e) A fliggvény alulrél korlatos, feliilr6l nem korlétos.
f) Minimuma van. Minimumbhely: z = 2. Minimumérték: y = —2.

g) A ] — o0;2] intervallumon szigordan monoton csdkkend,a [2; oo[ intervallu-
mon pedig szigordan monoton novekvao.

h) A fiiggvény nem pdros és nem pdratlan, mivel grafikonja nem szimmetrikus
sem az y-tengelyre, sem az origéra.

107. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = —2- |z + 1| 4 3 fiiggvényt!
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a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat fliggvénytranszformdcids 1épésekben,
azaz legyenek az

’1", ‘I—I—l‘, —2-’1‘4—1‘, —2’1‘4‘1’4—3

is dbrazolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatarozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossdg szerint a fliggvényt!
f) Hatarozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!
h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécids 1épések:

b) Ertelmezési tartomany: D xR
c) Ertékkészlet: Ry: y € | — 00; 3).
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d) A zérushelyekhez megoldjuk az f(z) = 0 egyenletet:
0 s 143=0 = —2.|e+1]=-3 = \$+1\:g.
Ebbdl azt kapjuk, hogy
z+1 :g illetve x4+ 1= —§,

2
tehat

DN |

e) Feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos.
f) Maximuma van. Maximumbhely: x = —1. Maximumérték: y = 3.

g) A ] — oo; —1] intervallumon szigorian monoton ndvekvd, a [—1; oo| inter-
vallumon pedig szigordan monoton csdkkend.

h) Nem pdros és nem pdratlan, mivel a grafikon sem az y-tengelyre, sem az
origéra nem szimmetrikus.

108. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = 272 — 4 fiiggvényt!

a) Abrizoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
azaz legyenek a
9T 9u=2  gu=2_y
fliggvények is dbrazolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossdg szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz&ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzforméacios 1épések:
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b) Ertelmezési tartomany: D rrreR
c) Ertékkészlet: Ry: y €] — 4;00].

d) Zérushely: r = 4.

e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.
f) Nincs minimuma, nincs maximuma.
g) Szigordan monoton novekvao.

h) Nem péros, nem pératlan.

109. Feladat. Tekintsiik az f: [-2;3] — R, f(z) = 2* — 2 fuggvényt!
a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!

7z

f) Hatdrozzuk meg a sz&lsdértékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!

Megoldas:



3. AZ EGYVALTOZOS FUGGVENYEK NEVEZETES OSZTALYAI 161

a) A grafikon:

— N W ks Ot O N o
| | | | | | | |
t t t t t t t

T
—5—4—3—2—_11/1 2 3 4 5 6

—

-2+

b) Ertelmezési tartomédny: Dy: z € [—2;3].
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—1;6].
d) Zérushely: z = 1.
e) Alulrdl és feliilrdl is korlatos (a zart intervallum miatt).
f) Minimuma és maximuma is van.
Minimumbhely: z = —2. Minimumérték: y = —g.
Maximumbhely: x = 3. Maximumérték: y = 6.
g) Szigordan monoton novekvao.
110. Feladat. Tekintsiik az f: |1;00[— R, f(z) = logy(xz —1) — 3 fiiggvényt!
a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
azaz legyenek a
logyxz, logg(x —1), logg(x—1)—3
fliggvények is dbrdzolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szdmoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korldtossag szerint a fliggvényt!
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f) Hatdrozzuk meg a sz&ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonités szerint!
h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:

4 ~
Y

b) Ertelmezési tartomany: Dy¢:x €]l;00]

¢) Ertékkészlet: Ry:yeR.

d) Zérushely: x = 9.

e) A fiiggvény nem korlatos sem alulrél, sem feliilrSl.

f) Nincs minimuma, nincs maximuma.

g) Szigordan monoton novekvd.

h) Nem paros, nem pératlan.

111. Feladat. Tekintsik az f: [3;8[ = R, f(z) = logy(z) + 2 fiiggvényt!
a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat!

b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
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¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushelyet!

e) Jellemezziik korldtossdg szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!

Megoldas:
a) A grafikon:

—1 +

—2 L

b) Ertelmezési tartomdny: D;y: z € [;8].
c) Ertékkészlet: Ry: y € [1;5].

d) Zérushely: nincs.

e) Alulrdl és feliilrdl is korlatos.

f) Minimuma van, maximuma nincs.
Minimumhely: z = % minimumérték: y = 1.

g) Szigordan monoton novekvao.
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3.6. Fiiggvények gazdasagi alkalmazasai

Elméleti 6sszefoglalé.

Motivacio. Egy vallalat szimadra a legfontosabb kérdés nem pusztan az, hogy
hogyan alakul a kereslet vagy a koltség, hanem az, hogy milyen 4r és kibocsatas
mellett érhetd el a legnagyobb profit.

A keresleti és kindlati osszefiiggések meghatarozzak a piaci kdrnyezetet, a be-
vételi és koltségfiiggvények pedig lehet6vé teszik a vallalati dontések szadmsz-
er(i értékelését.

Ebben a fejezetben az eddig megismert fliggvénytani eszkozoket konkrét gaz-
dasdgi modellekben alkalmazzuk, és bemutatjuk, hogyan vezetnek ezek a mod-
ellek megalapozott gazdasigi dontésekhez.

Egy vallalat termelési koltségei tobb tényez6tdl fiiggnek. Példaul a technol6gi-
atol, a felhaszndlt alapanyagok aratol, a bérek kifizetésétdl, az tizemeltetéstdl,
az ado6tdl, a termelés mennyiségétdl. Ezeket a kapcsolatokat matematikai moé-
don fiiggvényként irjuk le.

Az aldbbiakban ismertetiink néhdny olyan fiiggvényfogalmat, amelyet a kbzgaz-
dasdgtanban hasznélnak.

Definicio. Fix koltségnek nevezziik azokat a koltségeket, amelyek a termelés
mennyiségétsl fliggetlenek. Példdul ilyenek a bérleti dijak, a hitelkamatok,
vagy az olyan egyszeri beruhdzdsok, mint példdul egy gyértdsor és az alapa-
nyagok megvdsarldsa ahhoz, hogy a gyértési folyamatot el tudjuk kezdeni. A
fix koltséget szokas F'C-vel jelolni (fix cost).

Viltozo koltségnek hivjuk azokat a koltségeket, amelyek fiiggnek a gyartott
mennyiségt6l. Példaul ilyen lehet a dolgozdk bére, az anyagkoltség, ener-
giakoltség. A valtozoé koltséget szokds V C-vel jeldlni (variable cost).

Koltségfiiggvénynek mondjuk azt a fliggvényt, amely megadja, hogy a termelt
mennyiség fliggvényében mennyi lesz a teljes koltségiink, azaz a termelt men-
nyiséghez hozzdrendeli a termelés teljes koltségét. A koltségfiiggvényt szokds
C(q)-val vagy T'C(q)-val jeldlni (total cost).

Példa. Sok esetben a teljes koltségfiiggvényt olyan
Clg)=a-¢+b-¢*+c-q+d

harmadfoku fiiggvénnyel szokas modellezni, amelyre a > 0, b < 0, ¢ > 0 és
d > Oteljesiil. Egy ilyen fiiggvény esetén C'(0) = d pozitiv, ugyanis ez jelenti a
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fix koltséget. A termelés novekedésével a koltség n6. A koltség ndvekedésének
iiteme kezdetben gyorsabb (ami azt jelenti, hogy a fliggvény konkdv), majd a
novekedés liteme csdkken az alkalmazott technoldgia egyre jobb kihaszndltsdga
miatt. Ezt kdvetSen egy bizonyos pont (az inflexids pont) utdn a koltség ismét
gyorsulé mértékben né (konvexé valik a fiiggvény), ugyanis a technikai keretek
a tovédbbi novekedés szdmdra mdr szliknek bizonyulhatnak, vagy egyszerien
a kifizetett tdléra dijai mér annyira magasak, hogy a koltség extrém magassa
valik.
Megjegyzés. A kordbbi jeloléseket megtartva:
C(q) = FC+VC(q).
Példa. A C(q) = ¢* + 2q + 3 koltségfiiggvény esetén a fix koltsége
FC =3,
a valtozokoltség fiiggvény
VCO(q) = ¢* +2q.

Definicié. Arlagos fixkiltségnek nevezziik egy termék egy egységére juté fix
koltségét.
Megjegyzés. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az atlagos kolt-
ségfiiggvény:

Clq)

q

Megjegyzés. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az atlagos val-
tozé koltségfiiggvény:

AC(q) =

AVC(q) = V(’;(Q) .

Definicio. A termelésbdl szarmazo Osszes bevétel az eladott mennyiség és a
termék egységdranak a szorzata. A termék arit p-vel, az eladott mennyiséget
g-val jelolve, a fent leirtak a p - ¢ Osszefiiggéssel irhatok le. A teljes bevételt
R-el vagy T R-el szokas jelolni (revenue).

Definicio. A keresleti fiiggvény egy termék minden lehetséges drahoz hozzaren-
deli a hozzd tartozd keresett mennyiséget. A fliggvényt D(p)-vel (demand)
vagy f(p)-vel szokas jeldlni.

Megjegyzés. A keresleti fiiggvény édltalaban monoton csdkkend, azaz ndvelve
az drat, a bel6le keresett mennyiség csokken.

Ha f(p) egy keresleti fiiggvény, vagyis az f(p) fiiggvény megadja, hogy a p
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4r mellett mennyi az adott termék irdnti kereslet, akkor a termék eladdsabol
szdrmazé teljes bevétel:

R(p)=p- f(p)-
Definicié. A keresleti fiiggvény inverzét inverz keresleti fiiggvénynek nevez-
zilk. Az inverz keresleti fliggvény minden egyes mennyiségegységhez hoz-
zarendeli azt az drat, amely mellett a vizsgélt személy vagy csoport még éppen

hajlandé az adott terméket megvasarolni. Az emlitett drat rezervdcios drnak
nevezziik.

Definicié. Ha egy termékbdl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az dtlagbevétel:
R(q)
q

Definicio. Profimak vagy nyereségnek nevezziik a bevétel és koltség kiilonbsé-
gét:

AR(q) =

Il(q) = R(q) — C(q).

Definicio. Fedezeti pontmak nevezzik azt a termelési szintet, amelyhez tartozé
profit értéke zérus.

Megjegyzés. Azon termelési mennyiség esetén, amikor a profit zérus, a bevé-
teli fliggvény és koltségfiiggvény értéke azonos.

Az atlagkoltség fiiggvény minimuma a fedezeti pont.

Definicié. Uzembezdrdsi pontmak nevezziik az dtlagos véltozé koltség fiigg-
vény minimumat.

Definicio. A kindlat egy vagy tobb termék azon mennyisége, amivel az altalunk
vizsgélt személy vagy vallalat rendelkezik, és azt adott r mellett eladni is haj-
land6. Kézenfekvonek tiinik, hogy minden lehetséges arszinthez az emellett
érvényes kindlatot rendeljiik hozzd, 1étrehozva igy a kindlati fiiggvényt. Ezt
S(p)-vel jelolhetjiik (supply), ahol p az adott termék dra.

Megjegyzés. A villalatok kindlati fiiggvényei dltaldban monoton ndvekvoek,
vagyis az ar emelkedésével a kindlt mennyiség is nd.

Definicié. A keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontjat egyensiilyi ponmak
hivjuk. Az egyensilyi ponthoz tartozé mennyiséget egyensiilyi mennyiségnek,
az egyensilyi ponthoz tartozé drat egyensiilyi drnak nevezziik.

Amikor a kereslet nagyobb, mint a kinalat, fiilkeresletr6l vagy mas széval hi-

dnyrol beszéliink. Ha a kindlat nagyobb, mint a kereslet, akkor filkindlatrdl
beszéliink, ilyenkor felesleg keletkezik.
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A keresleti €s a kindlati fliggvényt egy k6zos koordindtarendszerben dbrdzolva
a kapott dbrat Marshall-keresztnek nevezziik.

Definicio. Hasznossdgi fiiggvénynek mondjuk azt a fiiggvényt, amely a gaz-
dasdg egy szerepldjének (vagy bizonyos esetekben a tdrsadalom egészének)
meghatdrozott javakhoz kapcsolddé preferencidit matematikai eszkdzokkel mo-
dellezi.

Megjegyzés. A hasznossigi fiiggvénytdl elvarjuk, hogy monoton névekvs és
konkdv legyen. Lényegében az azt jelenti, hogy ha az dltalunk vizsgélt termék-
bdl tobbet vasarolunk, akkor az nagyobb hasznossidgot eredményez, tovabba a
novekvd mennyiségekhez ,.egyre kevésbé novekvd” hasznot rendel. A hasz-
nossagi fliggvényt U (x)-el jeloljiik.

Példa. A vallalatok gyakran elemzik, hogyan alakul a termék édra a kereslet
fliggvényében. A piaci ar és a Kkereslet kozott altalaban forditott ardnyossagi
kapcsolat all fenn: ha né a kereslet, az ar csokken, és forditva.

A gazdasagi szamitdsokban azonban sokszor tovabbi transzformdcidkat is vég-
ziink, példdul az AFA (altalanos forgalmi ad6) hozzaadasat. Ilyenkor két fiigg-
vény is szerepet kap, amelyeket egymads utdn kell alkalmazni. Ez adja a fiigg-
vények kompoziciéjat.

Tegyiik fel, hogy egy termék nettd egységdra a kereslet fiiggvényében az alabbi
moédon véltozik:

p(q) =120 - 0,5, g € [0,240],

ahol ¢ a keresett mennyiség (darabban mérve), p(q) pedig a netté egységar
(Ft/db). A hozzarendelési szabdly egy negativ meredekségii els6foku fiiggvény:
ha nd a kereslet, az ar csokken.

A villalat ezutdn bevezeti az AFA-t, amely 27%. A brutté 4r fiiggvénye a netté
ar fliggvényében:

9(p) = 1,27p.
Ez a fiiggvény minden nettd arat 27%-kal megszoroz, tehat a brutté ar kiszami-
tasat végzi el.
Megadjuk, hogyan fiigg a brutté ar kozvetleniil a kereslettdl.

Ehhez egymas utan alkalmazzuk a két fiiggvényt:
e elBszor a keresletbdl meghatdrozzuk a nett6 drat p(q),

e majd erre alkalmazzuk az afat g(p).
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A két 1épés egymds utdni alkalmazdsa a (gop)(q) = g(p(q)) Osszetett fiiggvény
végrehajtdsat jelenti. Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

(9op)(a) = g(p(q)) = 1,27(120 — 0,5¢) = 152,4 — 0,635¢.
Ez az osszetett fliggvény kozvetleniil megadja a bruttd drat a kereslet fiiggvé-
nyében.
Vizsgéljuk meg, hogy mi az Osszetett fiiggvény értelmezési tartomédnya €s ér-
tékkészlete.

A kereslet g az eredeti feladat szerint 0 < ¢ < 240 kozott valtozhat. Ez marad
az Uj fliggvény értelmezéEsi tartomanya is, azaz
Dgop = [0;240].

A brutté ar ¢ = 0 esetén maximalis, ekkor

(9op)(0) = 152,4,

mig g = 240 esetén nulldra csokken

(90p)(240) = 0.
Tehat az 6sszetett fliggvény értékkészlete
Rgop = [0;152,4].
Gazdasagi értelmezésben ez azt jelenti, hogy a fiiggvénykompozicié a gaz-

dasagi folyamat két 1épését irja le egyetlen képlettel:

o keresleti hatds: a termék 4rat befolydsolja, hogy hdny darabot keres-
nek.

e AFA-hatds: az igy kapott nett6 drat tovibb médositja az adékulcs.

A g o p kompozici6 tehdt a kereslet — brutt6 ar kapcsolatot adja meg, vagyis
megmutatja, hogy a vevok ténylegesen mekkora drat fizetnek a kereslet fiiggvé-
nyében. Ez segit példaul 4rpolitikai dontések, piaci elérejelzések vagy bevételi
modellek készitésében.

Példaul ha a kereslet ¢ = 100 egység, akkor:
(g o p)(100) = 152,4 — 0,635 - 100 = 88,9,

ami azt jelenti, hogy 100 darabos keresletnél a brutté egységar 88,9 Ft.

Az aldbbi abra a nett6 ar és a brutté ar valtozasat mutatja a kereslet fiiggvényé-
ben.
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200 3

' (Ft/db)  Nett6 4r

Brutté ar
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A vizszintes tengelyen a kereslet (¢) szerepel, amely a vasdrolni kivant ter-
mékek mennyiségét fejezi ki (darabban mérve). A fliggbleges tengelyen az
egységar l4thaté (forintban mérve). Vegyiik észre, hogy

o mindkét fiiggvény csokkend trendet mutat.

e a bruttd ar (szaggatott vonal) mindig a nett6 ar ,,f6lott” helyezkedik
el, de a két vonal ,,egyre kozelebb keriil egymdashoz”, mert nagyobb
keresletnél kisebb az AFA abszoliit értéke hiszen a nett6 ar is csokken.

e A két fiiggvénynek nincs metszéspontja, de a fiiggbleges tavolsaguk
egyre kisebb.

A kék, folytonos vonal a nett6 ar fliggvényét mutatja:
p(q) = 120 — 0,5¢.
Vegyiik észre, hogy
e ha nincs kereslet (¢ = 0), akkor az ar maximalis, 120 Ft/db.

e Ha nd a kereslet, akkor az egységar csokken, és ¢ = 240 esetén az
egységar nulla lenne.

A narancssarga, szaggatott vonal a brutté ar fiiggvénye:
(9op)(q) = 152,4 — 0,635¢.

Ez a fiiggvény tigy jon létre, hogy a nett6 ar minden értékét 1,27-tel megszoroz-
zuk, vagyis 27%-os AFA-t adunk hozza.

(gop)(9) = g(p(q)) = 1,27(120 — 0,5¢).

A brutt6 argorbe tehat a nettd argorbéhez képest
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e magasabbrdl indul (152,4 Ft/db a 120 Ft/db helyett),
e és ,,meredekebben” csokken (0,635 Ft/db a 0,5 Ft/db helyett).
Osszefoglalva a
(9op)(q)
Osszetett fiiggvény a teljes folyamatot dsszefoglalja, azaz megmutatja, hogy a
kereslet fiiggvényében hogyan alakul a vasarlok altal ténylegesen fizetendd ar.
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Kidolgozott feladatok.

112. Feladat. Egy termék irdnti keresleti fiiggvény
f(p) =100 — 10p,

ahol p € [0; 10] a termék egységdra euro-ban. A termék irdnti keresletet darab-
ban értjiik.

a) Mennyi a kereslet, ha a termék 4ra 3 euro?

b) Rajzoljuk fel a keresleti fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

d) Vazoljuk fel a bevételi fiiggvény grafikonjat!

e) Milyen dr esetén lesz a bevétel maximélis?

f) A maximadlis bevétel esetén hany terméket adunk el?

Megoldas:

a) Harom euro esetén
f(3)=100—-10-3 =70,
igy 70 darab terméket fogunk tudni értékesiteni.

b) A kereslet fiiggvény grafikonja:

100
80 |
60 |
40 |

20
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c) A bevételi fiiggvény
R(p) =p- f(p) = p- (100 — 10p) = 100p — 10p”.
d) Elsoként teljes négyzetté alakitjuk a fiiggvényt. Ekkor azt kapjuk, hogy
R(p) = =10 - (p* — 10p) = —10- [(p — 5)* — 25] =
=—10-(p —5)? + 250.
A fiiggvény grafikonja:

R(p)
250 |

200 t
150
100 |

50

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e) A kérdés, hogy milyen egységarat valasszunk a terméknek ahhoz, hogy a
bevételiink maximalis legyen. A fenti fiiggvénynek akkor van maximuma,
ha p = 5. Azt kaptuk tehat, hogy 5 euro ar esetén lesz a legnagyobb a
bevételiink.

f) Abban az esetben, amikor maximalis a bevételiink

qg= f(5) =100 —10-5 = 50,

igy 50 darab terméket kell legyartanunk. Ebben az esetben jutunk tehét a
legnagyobb bevételhez, ami

R(5) =5-f(5) =p-q= 250,
vagyis 250 euro.
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113. Feladat. Egy véllalat teljes koltségfiiggvénye jol modellezhetd a
C(q) = ¢* — 4¢* + 10g + 10
fiiggvénnyel, ahol ¢ a véllalat altal termelt mennyiség ezer darabban. A kolt-
séget ezer eurdban értjiik.
a) Adjuk meg a fix koltséget!
b) Adjuk meg a véltoz6 koltség fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az atlagkoltség fiiggvényt!
d) Hatdrozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
e) Hatdrozzuk meg az 4tlagos véltozé koltség fiiggvény!
f) Adjuk meg az lizembezdrasi pontot!

Megoldas:
a) Mivel C(0) = 10, ezért a fix koltség 10 000 euro.
b) A véltoz6 koltség fliggvény:

VC(q) = ¢ — 4¢* + 10q.

c) Az atlagkoltség fiiggvény:

C 10
AC(q) = ¢l = —4q+10+ —.
q q
d) Az étlagos fix koltség fiiggvény:
10
q

e) Az atlagos valtozo koltség fiiggvény:
AVC(q) = ¢* — 4q + 10.

f) Az lizembezdrasi pont a atlagos véltoz6 koltség fiiggvény minimuma. Az
atlagos valtozoé koltség fiiggvény masodfokd, igy a minimumbhelye

b 4
Gmin = _% = 57

ekkor a fiiggvényérték
AVC(2) =4—-8+10=6.

Az lizembezarasi ponthoz tartozé termelési mennyiség: 2 000 darab.
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114. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye f(p) = 150 — 3p, kindlati fiigg-
vénye S(p) = 2p — 20. Az drat dolldrban értjiik, a mennyiséget darabban.
a) Hatdrozzuk meg az egyensilyi drat és az egyensulyi mennyiséget!

b) Rajzoljuk fel a Marshall-keresztet!
Megoldas:

a) Az egyensilyi drat az f(p) = S(p) egyenlet megolddsa adja, ami jelen
esetben a 150 — 3p = 2p — 20 egyenlet megoldasat jelenti. Az egyenletet
rendezve azt kapjuk, hogy

170 = 5p,
igy az egyensulyi ar p = 34 euro. Ekkor az egyensulyi mennyiség

q= f(34) = S(34) = 150 — 3 - 34 = 48 darab.

b) A Marshall-kereszt:
q

150 1

120 +

90

60 |

30 f
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115. Feladat. Megfigyelték, hogy 485 $ egységaron 3 000 darabot tudnak értékesiteni
egy termékbdl. Amennyiben az drat 20 $-ral csokkentik, tgy az eladott menny-
iség 250 darabbal novekszik. Az eladott mennyiség az arnak els6foku linedris
fliggvénye!
a) Hatdrozzuk meg a keresleti fiiggvényt!
b) Adjuk meg azt az 4rat, amelyhez tartozé kereslet O darab!
¢) Adjuk meg az inverz keresleti fliggvényt!
Megoldas:
a) A keresleti fiiggvényt
fp)=a-p+b
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (485;3000) és a
(465; 3 250) pontok, igy teljesiilnek a

3000 = 485a + b

3250 = 465a + b
egyenletek. A masodik egyenletbdl kivonva az elsét azt kapjuk, hogy
250

250 = -20 = = ——=-125.
a a 50 ,

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
3000 = —485-125+b = b=19062,5
adodik. A keresleti fiiggvény tehat:
f(p) = —12,5p + 9062,5.

b) Valgjdban a keresleti fiiggvény zérushelyét keressiik, vagyis az f(p) = 0
egyenlet megoldasat:

—-12,5p+9062,5 =0 = p = T725.
Azt kaptuk tehét, hogy 725 $-os dr esetén mar senki sem vdsérolja meg a
terméket.

c) A keresleti mennyiséget g-val jellve, az el6bbiek felhaszndldsdval felirhat-
juk a
g = —12,5p +9062,5

Osszefiiggést. Az inverz keresleti fiiggvény meghatirozdsdhoz valéjaban a
fenti egyenletbdl kell kifejezniink a p-t:

~q—9062,5

= 25.
o5 p=—0,08¢ + 725
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Az inverz keresleti fliggvény tehat:
fY(q) = —0,08q + 725.

116. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye f(p) = 200 — p, kindlati fiigg-

vénye S(p) = p.

a) Hatdrozzuk meg az egyensulyi drat és az egyensilyi mennyiséget!

b) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

Megoldas:

a) Az egyensulyi arat a keresleti fiiggvény és a kindlati fiiggvény metszés-
pontja, pontosabban a 200 — p = p egyenlet megolddsa adja. Ebbdl azt
kapjuk, hogy p = 100. Az egyensilyi mennyiséget tigy kapjuk meg, hogy
kiszdmoljuk példaul a kindlati fiiggvény p = 100 helyen vett helyettesitési
értékét. Ekkor azt kapjuk, hogy

S(100) = 100.
b) A bevételi fiiggvény:
R(p) = p- f(p) = 200p — p*.
117. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye f(p) = 600 — 10p, ahol az drat
$-ban, a keresleti mennyiséget pedig darabban értjiik.
a) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!
b) Milyen 4r esetén lesz maximadlis a bevételiink?

c) Hatdrozzuk meg a keresletet a maximélis bevételt biztositd termelési szint
esetén!

d) Mennyi a maximalis bevétel?
Megoldas:
a) A bevételi fliggvény
R(p) = p- f(p) = 600p — 10p°.

b) A bevételi fiiggvény masodfoki, melynek maximumhelye

600
Pmax = __720 = 30.

Azt kaptuk, hogy 303$-os egységar esetén lesz maximadlis a bevételiink.
¢) A maximalis bevételt biztosité termelési szint esetén a keresleti mennyiség:
£(30) =600 — 10 - 30 = 300 db.
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d) A maximalis bevétel
R(30) =600 -30 — 10 - 302 =9000$.

118. Feladat. Egy termék irdnti keresletet az ar fiiggvényében modellezziik
els6foku fiiggvénnyel. Tudjuk, hogy amennyiben a termék egységara 80 F't,
ugy a termék iranti kereslet 1400 db, tovdbba, ha a termék egységara 50 F't,
akkor a termék iranti kereslet 2000 db.

Ugyenezen termék esetén, ha a termék ara 80 F't, akkor a kindlat 750 db, ha a
termék ara 50 F't, akkor a kindlat 375 db. A kindlati fiiggvényt szintén els6foku
fiiggvénnyel modellezziik!

a) Irjuk fel a keresleti fiiggvényt!
b) Irjuk fel a kinalati fiiggvényt!
¢) Adjuk meg a bevételi fiiggvényt!

d) Hatdrozzuk meg, hogy milyen egységir esetén lesz a bevétel maximalis!
Adjuk meg ekkor a keresletet!

e) Hatdrozzuk meg a maximalis bevételt!

f) Szamoljuk ki az egyenstilyi drat és az egyensilyi mennyiséget!
Megoldas:
a) Mivel a keresett fiiggvény els6fokd, ezért

fp)=a-p+b
alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (80; 1400), vala-
mint az (50;2000) pontok, igy egyrészt teljesiil, hogy f(80) = 1400, mds-
részt f(50) = 2000, amibdl a
80a + b = 1400
50a + b = 2000
egyenletrendszerhez jutunk. Az elsd egyenletbdl kivonva a masodikat azt

kapjuk, hogy 30a = —600, tehat a = —20. A kapott értéket behelyettesitve
példdul az elsd egyenletbe

80 (—20)+b=1400 = b=3000

adédik. A kapott eredmények felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy a keresleti
fliggvény
f(p) = —20p + 3000.
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Mivel a kinélati fiiggvény els6fokd, ezért azt
S(p)=c-p+d

alakban keressiik. A fiiggvény grafikonjdra illeszkednek a (80; 750), vala-
mint az (50; 375) pontok, igy egyrészt S(80) = 750, mdsrészt S(50) = 375,

amibdl a
80a + b = 750}

50a + b = 375

egyenletrendszerhez jutunk. Az elsé egyenletbdl kivonva a masodikat azt
kapjuk, hogy 30a = 375, igy a = 12,5. A kapott értéket behelyettesitve
példaul az elsé egyenletbe

80-12,5+b=750 = b= -250
adédik. A kapott eredmények felhasznédldsaval azt kapjuk, hogy a kindlati
fliggvény:
S(p) = 12, 5p — 250.
A bevételt a termék egységardnak és a termék irdnti keresletnek a szorzata
adja:
R(p)=p- f(p) =p- (—20p + 3000) = —20p? + 3000p.

A bevételi fiiggvény mésodfokd, amelynek minimumhelye

3000
= — 75,
pmm 2 . (_20)
Tehat azt kaptuk, hogy
p="T5Ft

esetén lesz maximalis a bevétel. Ekkor
f(75) = —=20-75+ 3000 = 1500,

igy a keresleti mennyiség 1 500 db.

Mivel
R(75) =20- (75 — 75)2 + 11250 = 11 250,

ezért a maximalis bevétel 11 250F't.
Az egyensiilyi drat az f(p) = S(p) egyenlet megolddsa adja:
—20p + 3000 = 12, 5p — 250 = 32, 5p = 3000.
Az egyensiilyi 4r tehat p = 100 F't. Az egyenstilyi mennyiség:
f£(100) = —20 - 100 + 3000 = 1000 db.
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119. Feladat. Egy véllalat (teljes) koltségfiiggvénye
C(q) = ¢ — 20¢® + 10¢ + 1100,
ahol a koltséget ezer forintban, a darabszdmot ezer darabban értjiik.
a) Adjuk meg a fix koltséget!
b) Hatdrozzuk meg a valtozé koltség fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az atlagkoltség fiiggvényt!
d) Hatdrozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
e) Adjuk meg az dtlagos valtozo koltség fiiggvényt!
Megoldas:
a) A fix koltség: F'C' = 1100000 Ft.
b) A véltoz6 koltség fliggvény:
VC(q) = ¢* — 204> + 10g.

c) Az atlag koltség fiiggvény:

C(q) 1100

AC(q) = :q2—20q+10+T.

d) Az dtlagos fix koltség: AFC = 120,
e) Az atlagos valtozo koltség fiiggvény:

AVC(q) = ¢* — 20q + 10.
120. Feladat. Egy termék inverz keresleti fiiggvénye

f~1(q) = 400 — 5¢.
Ugyanezen termékhez tartoz6 (teljes) koltségfiiggvény
C(q) = 204> + 100.
A keresletet ezer darabban, a koltséget ezer forintban értjiik.
a) Adjuk meg a keresleti fiiggvényt!
b) Hatarozzuk meg a bevételi fiiggvényt!
¢) Irjuk fel a profitfiiggvényt!
d) Abrazoljuk a profitfiiggvényt!
e) Hany darab termék eladdsa esetén lesz a nyereség maximalis?

Megoldas:
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a) A keresleti fiiggvényt tgy kapjuk meg, hogy a

p =400 — 5¢q
egyenletbdl kifejezziik g-t:
~ 400 —p
q= 5
A keresleti fiiggvény tehat:
1
f(p) =80— gp-

b) A bevétel az eladott mennyiség fiiggvényében:
R(q) =p-q = (400 — 5q) - ¢ = 400q — 5¢°.
c) A profitfiiggvény
Il(q) = R*(q) — C(q) = (400q — 5¢%) — (20¢* + 100) =
= —25¢° + 400¢ — 100.
d) A profitfliggvényt teljes négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy
M(q) = —25- (¢* — 16g +4) = =25 ((g — 8)* — 60) =
=—25-(q¢—8)%+1500.
Ezt felhasznalva a profitfiiggvény grafikonja:

1,600 %
I(q)

1,400 |
1,200 |
1,000 |
800 |
600 |
400 |
200 f

2 4 6 8 10 12 14 1‘6

—200 +

e) A profitfiiggvény maximum helye: ¢ = 8, igy 8000 darab termék esetén
lesz maximadlis a nyereségiink. Ekkor a maximalis nyereség 1 500 000 F't.
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121. Feladat. Egy véllalat (teljes) koltségfiiggvénye
C(q) = 500 + 140gq,

ahol a koltséget ezer forintban, a darabszamot ezer darabban értjiik. A bevételt
ezer forintban az

R(q) = 200q — ¢*
fliggvény adja meg.
a) Vézoljuk fel a C'(q) fiiggvény grafikonjat!
b) Mennyibe keriil 2000 darab termék el6allitasa?
¢) Hany darab terméket tudunk eléallitani 1 900 000 forintb61?
d) Adjuk meg a fix koltséget!
e) Hatdrozzuk meg a valtoz6 koltség fiiggvényt!
f) Adjuk meg az atlag koltség fliggvényt!
g) Hatarozzuk meg az atlagos fix koltség fiiggvényt!
h) Adjuk meg az atlagos valtozo koltség fiiggvényt!

i) Vazoljuk fel a C'(q) fiiggvénnyel koz6s koordindtarendszerben a R(q) figg-
vény grafikonjat!

j) Mennyi lesz a bevételiink 2 000 darab termék gyartdsa esetén?
k) Adjuk meg a profitfiiggvényt!

1) Hany darab terméket gyartsunk ahhoz, hogy a nyereségiink a lehetd legna-
gyobb legyen?

m) Mennyi a maximalis nyereség?
n) Vézoljuk fel a profitfiiggvény grafikonjat!

0) Hany darab terméket kell eladnunk ahhoz, hogy 975 000 forint legyen a be-
vételiink?

p) Héany darab termék gyartdsa esetén lesz a bevétel nagyobb, mint a koltség?
Megoldas:

a) A C(q) fiiggvény grafikonja:
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2,000
C(q)
1,500 +

1,000 |

500

> 4 6 s 10
b) A koltség fiiggvény ¢ = 2 helyen vett helyettesitési értéke
C(2) =500 + 140 - 2 = 780,
igy 2 000 darab termék eldallitdsa 780 000 forintba keriil.
c) Az
1900 = 500 + 140q

egyenletet kell megoldanunk. Az egyenlet mindkét oldaldbdl vonjunk ki
500-at, majd az egyenlet mindkét oldalat osszuk el 140-nel. Ekkor azt kap-
juk, hogy

1900 = 500 + 140q = 1400 = 140¢q = g = 10,

tehat 10 000 darab terméket tudunk eléallitani.
d) A fix koltség F'C' = 500 000 forint.
e) A véltozo6 koltség fiiggvény:
VC(q) = 140q.

f) Az étlag koltség fiiggvény:

AC(q) = Céq) — 140 + 520
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g) Az étlagos fix koltség:
_FC _ 500

AFC
(9) . .

h) Az éatlagos véltoz6 koltség fiiggvény:
VC(q)  140q

AVC(q) = —L = =2 — 140.
q q

i) A C(q) és R(q) fuggvény grafikonja:
-10*

érték

09 +

1 -

0.8
0.7
0.6
0.5 1
0.4 +
0.3 |
0.2 +

0.1 ¢
q

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

j) Mivel
R(2) = 200 - 2 — 2% = 396,
ezért 2 000 darab termék gyartasa esetén 396 000 forint lesz a bevételiink.
k) A profitfiiggvény:
I(q) = R(g) — C(g) = (200¢ — ¢*) — (500 — 140q) =
= —¢* 4 60q — 500.
1) A profitfiiggvény maximumhelye:

Gmax = *2 - (_1)
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igy 30 000 darab termék gydrtdsa esetén lesz a legnagyobb a nyereségiink.

m) Mivel
I1(30) = —30% + 60 - 30 — 500 = 400,

ezért a maximalis profit 400 000 forint.

n) A profitfiiggvény grafikonja:
fa)

750 +
500 |

250 |

—250 +

—500 -

0) Meg kell oldanunk a
200q — ¢*> = 975 = q> —200q + 975 =0

egyenletet. A masodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazasaval azt
kapjuk, hogy

200 £+ 40000 — 3900 200 + 190

2 2 ’

qi2 =
igy g1 = 195és g2 = 5.
p) A bevétel pontosan akkor nagyobb, mint a koltség, amikor a profitfiigg-

vény pozitiv értéket vesz fel. Ezt az el6bbi fiiggvény grafikonjabdl is le-
olvashatjuk. Azt kapjuk, hogy

q €]10; 50]
esetén teljesiil a kivant feltétel, igy ha azt szeretnénk, hogy nagyobb legyen

a bevétel, mint a koltség, akkor 10000 darabnal tobb és 50 000 darabnal
kevesebb terméket kell gyartanunk.
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122. Feladat. Egy termék irdnti keresleti fiiggvény

8000

f(p) .

a kindlati fliggvény
S(p) =40p—400  (p > 10).
A menyiséget darabban, az 4rat ezer dollarban értjiik.
a) Hatdrozzuk meg az egyenstlyi mennyiséget €s az egyensuilyi arat!
b) Abrdzoljuk a keresleti fiiggvényt és a kindlati fiiggvényt kozos koordinata-
rendszerben! Jeloljiik az egyensilyi pontot!

Megoldas:

a) Meg kell oldanunk az f(p) = S(p), vagyis az

8000
2 = 40p — 400
b

egyenletet. A nevezdvel szorozva mindkét oldalt, azt kapjuk, hogy
8000 = 40p? — 400p.
Az egyenletet nullara rendezve és mindkét oldalt osztva 40-nel
p?—10p—20=0

adédik. A masodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk,
hogy

10 + /100 + 800 10 £ 30
P12 = = .
’ 2 2

Tehét p; = 20, illetve po = —10. Mivel p > 0, ezért az egyensiilyi ar 20 000
dollér. Mivel
8000

ezért egyensulyi mennyiség 400 darab.

b) A keresleti és kinalati fliggvények:
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2,000 4 —
mennyiség
1,800 +
1,600 +
1,400 +
1,200 |
1,000 +

800 +

600 +
400 |

200 +

5 16 15 26 25 50 35 46 45 50
123. Feladat. Egy termék x darabjanak el6allitasi koltsége forintban kifejezve:
C(x) = 100x - /= + 500.
a) Mennyi lesz a koltség, ha 9 darab terméket gyartunk?

b) Mennyi lesz a koltség, ha 16 darab terméket gyartunk?

¢) Mennyivel novekszik a koltség, ha az eredetileg tervezett a darab helyett
a + 1 darab terméket gyartunk?

d) Hany darab terméket tudunk el6allitani 100 500 forintb6l?
Megoldas:
a) Ha 9 darab terméket gyartunk, akkor

C(9) =100 -9 - v/9 + 500 = 3200 Ft.

b) Ha 16 darab terméket gyartunk, akkor
C(9) =100 - 16 - V16 + 500 = 6900 Ft.

¢) Ha a darab terméket gyartunk, akkor a koltség
C(a) = 100a - v/a + 500.
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Ha a + 1 darab terméket gyartunk, akkor a koltség
Cla+1) =100 (a+1)-+va+ 1+ 500.
A koltség novekedése:
Cla+1)—C(a) =100 (a+1)-Va+ 1+
+ 500 — 100a - v/a — 500 =
=100- ((a+1)-Va+1—a-+a).
d) Meg kell oldanunk a
100500 = 100z - /x + 500

egyenletet. Az egyenlet mindkét oldalabdl vonjunk ki 500-at, majd a kapott
egyenlet mindkét oldalat osszuk 100-zal. Ekkor azt kapjuk, hogy
100500 = 100z - v/z + 500
100000 = 100z - /z
1000 =z - .
Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat. Ekkor azt kapjuk, hogy
1000000 = z°.

Kobgyokot vonva mindkét oldalbdl azt kapjuk, hogy = 100. Tehat 100

7z

darab terméket tudunk elGallitani 100 500 forintbdl.

124. Feladat. Egy véllalkozas jelenleg 1 000 Ft-os dron ad el naponta 60 darab
terméket. Piackutatds szerint minden 100 Ft-os drcsokkentés 5 darabbal noveli
az eladott mennyiséget.

a) Fejezziik ki az arbevételt x fliggvényében, ahol x a 100 Ft-os drcsokkentések
szédma!

b) Mekkora arcsokkentés mellett lesz maximalis az arbevétel?

¢) Mekkora lesz ekkor a maximalis arbevétel?
Megoldas:

a) Az 4j ar: 1000 — 100z Ft. Az eladott mennyiség: 60 + 5x darab. Az
arbevétel:

R(z) = (1000 — 100z) - (60 + 5z).
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Elvégezve a zardjel felbontdsat és az 6sszevondst, azt kapjuk, hogy
R(x) = 60000 + 5000z — 6 000z — 50022 =
= —5002% — 1000z + 60 000.

b) A maximélis értéket a masodfoku fiiggvény csicsa adja, ami
b —1000

mmax:_iz—izl

2a 2 (—500)

Tehat 1 db 100 Ft-os arcsokkentés, azaz 900 Ft-os ar mellett lesz maximalis
a bevétel.

¢) A maximalis arbevétel

R(1) = —500- 12 — 1000 - 1 + 60 000 = 58 500Ft,

tehat a maximalis bevétel 58 500 Ft.

125. Feladat. Megéllapitottdk, hogy bizonyos koriilmények kozott z méter
hoszszisagu alagut épitési koltsége millié forintban jol modellezhett a

Clx)y=a 2> +b-x

fiiggvénnyel. Tudjuk azt is, hogy 6 méter hosszu alagut épitési koltsége 23 mil-
1i6 forint, és 12 méter hosszu alagut épitési koltsége 54 milli6 forint. Mennyibe
keriil egy 15 méteres alagit megépitése?

Megoldas:

Mivel 6 méter hosszu alagtit épitési koltsége 23 millio forint, ezért
C(6) = 23.

Mivel 12 méter hosszu alagtit épitési koltsége 54 millié forint, ezért
C(12) = 54.

Ezeket behelyettesitve a koltségfiiggvény képletébe, két egyenletet kapunk az
ismeretlen a és b egyiitthatdkra.

Egyrészt
C6)=a-6>+b-6=23 = 36a+6b=23,
masrészt

C(12)=a-12°4b-12=54 = 144a + 12b = 54.
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Tehat az ismeretlenekre a kovetkez6 linedris egyenletrendszer adddik:

36a + 6b = 23
144a + 12b = 54 |~

Az els6 egyenletet kettdvel szorozva azt kapjuk, hogy
72a + 12b = 46.
Ezt kivonjuk a masodik egyenletbdl
(144a + 12b) — (72a + 12b) =54 — 46 = T2a =8,
adodik, igy
o= o =1
72 9
Az a = % értéket visszahelyettesitjilk a 36a + 6b = 23 egyenletbe azt kapjuk,
hogy

1 19
36~§—|—6b:23 = 446b=23 = 6b=19 = bzf‘
Tehat a keresett koltségfiiggvény:
1 19
C(zx) = =2+ —x.
(x) 5" + o
Ezt felhaszndlva a 15 méter hosszu alagut épitési koltségét:
1 1 1 1
C(15) = 9 152 + Eg <15 = g’ 225 + FQ - 15 = 72,5 milli6 forint.

126. Feladat. Egy vallalat termékének keresleti fiiggvénye:
D(p) =200 — 4p,
ahol p az egységér (ezer Ft), g az értékesitett mennyiség (db). A véllalat kolt-
ségfiiggvénye:
C(q) = 20q + 800,
ahol a koltség ezer Ft-ban értendd.
a) Adjuk meg az inverz keresleti fiiggvényt, azaz fejezziik ki az arat a menny-
iség fliggvényében!
b) Hatdrozzuk meg a bevételi fiiggvényt!
¢) Irjuk fel a profitfiiggvényt!
d) Mekkora kibocsatis mellett maximalis a profit?

e) Mennyi ekkor a maximalis profit?
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Megoldas:
a) Az inverz keresleti fiiggvény meghatdrozasahoz a

q=200—4p

egyenletbdl kifejezve p-t azt kapjuk, hogy

4p = 200 — ¢,
igy
200 — ¢ q
= =50— =.
b 4 4
b) A bevételi fiiggvény:
R(q)=p-q
Mivel
q
=50— =
b 1’
ezért
q
R(g) = (50-1)-q.
igy
7
R(qg) = 50g — —
(q) !
adodik.

c) A profitfiiggvény:

Tehat
2

I(q) = <50q - q4) — (20q + 800),

amibdl azt kapjuk, hogy

2
I(q) = 50q — qz — 20¢ — 800,

azaz

q2
() = 30g — 7~ — 800.
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d) A profit masodfoku fiiggvény:
1
(q) = —1q2 + 30q — 800.

Mivel a parabola lefelé nyilik, ezért a maximuma a parabola csticsa:

b
Qmax = _%-
Jelen esetben

1 b=30

a = —— =
47 b}
ezért 20 20

Qmax — — N - T T 1 — 60.

2 (—7) —3

Tehét a profit 60 darab termék kibocsatdsa mellett maximalis.
e) Mivel

602
I1(60) = 30 - 60 — U 800 = 100,
ezért a maximalis profit
100 ezer Ft.

127. Feladat. Egy véllalat termelési fiiggvénye:
q=10L,

ahol L a felhasznalt munkaer6 mennyisége (példdul munkadra), g pedig az
eldallitott kibocsatds (db). A vallalat koltségfiiggvénye a kibocsatas fiiggvé-
nyében:
C(q) = bq + 100.
a) Fejezziik ki a koltséget a munkaerd fiiggvényében, azaz hatdrozzuk meg a
C(L) fiiggvényt!

b) Ertelmezziik az eredményt gazdasagilag!
Megoldas:
a) A termelési fliggvény:

q=10L.

Ez azt mondja ki, hogy a kibocsdtds a munkaer6 fiiggvénye. Ha L nd,
akkor ¢ is né. Minden 1 egységnyi munkaerd 10 egységnyi kibocsatast ered-
ményez. A koltségfiiggvény:

C(q) = 5q + 100.
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b)

3. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK ES GAZDASAGI ALKALMAZASAIK

Ez azt fejezi ki, hogy a koltség a kibocsatas fiiggvénye. A 100 a fix kolt-
ség, az bq pedig a véltozé koltség. A feladat azt kéri, hogy a koltséget ne
a kibocsatds, hanem a munkaerd fiiggvényében adjuk meg, vagyis a C'(L)
alakot keressiik.

Mivel a munkaerd meghatarozza a kibocsatast, a kibocsatas pedig meghata-
rozza a koltséget, ezért a koltséget kompozicid segitségével irhatjuk fel:
C(L) = C(q(L)).
Mivel
q(L) = 10L és C(q) = bq + 100,
ezért
C(L)=5-q(L)+ 100.
Ebbdl azt kapjuk, hogy
C(L)=5-(10L) + 100.
Egyszer(sités utdn
C(L) = 50L + 100
adodik.
A kapott eredmény:
C(L) = 50L + 100
azt jelenti, hogy a vallalat koltsége kozvetleniil a felhasznalt munkaerd meny-
nyi-sé-gé-vel is kifejezhetd.
A konstans tag, vagyis a 100 a fix koltséget jelenti. Az 50L tag a véltozd

koltség, vagyis minden 1 egységnyi munkaerd 50 egységgel noveli a kolt-
séget.





