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1. Bevezetés

A kvantumfizikai jelenségek leirasaban igen hasznosnak bizonyultak a
kulonféle potencialokra alkalmazott modellek. Az ilyen célu feladatokat
legtobbszd6r numerikus modszerek segitségével oldjak meg, de egyes
modellproblémak esetében lehetséges az egzakt analitikus megoldas is. Ez
utobbi esetek vizsgalata tébb szempontbdl is nagy jelentéséggel bir. Az egzakt
megoldasok matematikai formalizmusa lehetévé teszi a potencialproblémak
osztalyozasat, illetve az egymashoz képesti viszonyuk feltarasat. Emellett
gyakran kapcsolodnak valamilyen szimmetriahoz, ami altalaban jellegzetes
modon mutatkozik meg az energiaspektrum szerkezetében. Technikai
szempontbol az egzaktul megoldhato problémak nagyban segitik a numerikus
modszerek fejlesztését, mivel alkalmasak azok tesztelésére, illetve
kiegészitésére. Mindezek alapjan érthetd, hogy az egzaktul megoldhato
potencialfeladatok keresése és vizsgalata a kvantummechanika egy
évszazados torténete soran vegig aktiv kutatasi téma volt és még ma is hoz 4j
eredményeket.

A doktori értekezés témaja és feladata az egydimenzios, idétél fliggetlen
Schrédinger-egyenlet egzakt megoldasainak kutatasa. Ehhez néhany bevalt
modszer alkalmazasa adott segitséget. Ilyen az a transzformdciés eljards,
amellyel a Schrodinger-egyenlet a matematikai fizika valamely masodrend(i
differencialegyenletébe alakithato megfelel6 valtozo- és egyéb
T,,T,, T5, T, transzformaciokkal. Ez egyben az igy eléallitott egzaktul megoldhato
potencialok osztalyozasat is lehetévé teszi a felhasznalt differencialegyenletek,
illetve a dolgozatban alkalmazott y(r), y(x) transzformaciés fliggvény alapjan.

Négy transzformacionk lehet r és y(r) kilénbo6zé valasztasaival:

T, T, T, T,
Transzformacidok
ry+1i rv rY+1 rv
lim y(r), r € [0, o[
r—0
yeZ*
konvergens divergens divergens konvergens
lim y(r)
r—o
az Uj alapallapoti | nincs valtozas | nincs
Spektrum és | alapallapotienergia | energia,y >0 valtozas
megvaltozasa eltinik
e:faktorizacios e=Ey e < Ey e < Ey e < Ey
energia




Szingularitas
megvaltozasa (y+1) r=2 —yr—2 (y+1) r—2 —yr

A legismertebb esetben a Natanzon osztdlyu potencialok kaphatok meg a
hipergeometrikus €s a konfluens hipergeometrikus fluggvény
transzformaciéibél. A kotoétt allapotok ilyenkor klasszikus ortogonalis
polinomokkal, konkrétan Jacobi- illetve dltalanositott Laguerre-polinomokkal
fejezheték ki. Igy allithaték elé a dolgozatban taglalt legismertebb néhany
egzaktul megoldhato potencial (Radidlis harmonikus oszcilldtor, Péschl-Teller -
potencial, Scarf-potencialok) kétdttallapoti hullamfliggvényei és energiaszintjei
is.

Egy tovabbi médszer a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika moédszereinek
alkalmazasa, amivel 1j, egzaktul megoldhatdé potencialok nyerheték egy
ismert, megoldhato potencialbdl kiindulva. Oly moédon, hogy a két potencial
energiaspektruma lényegében azonos. Ez utobbi eredmény annak készénhetd,
hogy a két potencialt tartalmazé Hamilton-operdtort egy hasonlo madtrix alaku
Hamilton-operdtorban egyesité Szuperszimmetrikus Hamilton-operdtor egy
szuperalgebrat alkot vele felcserélhetd matrix alaka, ugynevezett
toltésoperatorokkal, lasd (1),(2),(3) egyenletek bevezetését.

A kutatasi témamban a vizsgalatok a Natanzon osztdlyu potencialok korére,
illetve azon kivilre terjedtek ki. Ez utobbi esetben elsésorban a Heun-féle
differencidlegyenlet variansaira alkalmaztuk a fentebb leirt transzformacios
eljarast. E differencialegyenletek megoldasai sokkal kevésbé ismertek, mint a
(konfluens) hipergeometrikus fiiggvények, ami azt is jelentette, hogy 1uj
technikai részletek alkalmazasara kellett sort keriteni annak érdekében, hogy
korabban nem vizsgalt egzaktul megoldhaté potencialproblémak legyenek
azonosithatoak.

A Heun-féle differencidalegyenlet kulénféle alakjai specialis esetként
tartalmazzak a (konfluens) hipergeometrikus differencidlegyenletet, ami
lehetéve tette egyes Natanzon osztdalyu potencidlok altalanositasat is.

Kulénoés figyelemmel fordultunk a Heun-féle differencidlegyenletek polinom
tipust megolddsai felé, mert ezek egyes specialis esetei visszaadtak a Natanzon
osztalyu potencialok polinom alaki megoldasait. Az ismert példak: az
ugynevezett Kivételes Jacobi-, illetve Kivételes Laguerre-polinomok
differencialegyenlete megkaphato a Heun-féle differencidlegyenletek specialis
eseteként. Ez utobbi polinomok abban térnek el a klasszikus ortogonalis
polinomoktol, hogy egyes zérushelyeik az ortogonalitasi tartomanyon kiviilre
esnek, ezért a legalacsonyabb fokszamuk, nédusuk nem nulla. Mindezek
ellenére mas szempontbol ugyanugy viselkednek, mint a klasszikus
ortogonalis polinomok. Az emlitett kivételes polinomok megjelennek olyan
potencialok megoldasaiként, amelyek egyes Natanzon osztdlyu potencidlok



altalanositasaiként allnak eld, példaul a dolgozatomban érintett Raciondlisan
kiterjesztett harmonikus oszcillator,[1]illetve a ko6z6s PI potencialosztalyba
tartozo Scarf II, II és az altalanositott Pdschl-Teller potencialok racionalis
kiterjesztései [2].

Tovabbi lehetdéségként vizsgaltuk a Heun-féle differencidlegyenletbél
szarmaztathato potencialok és a Natanzon osztdlytu potencialok 6sszekotéset
a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika modszereivel. Erre egy megjelent
publikacionkboél hozhaté példa az emlitett Raciondlisan Kkiterjesztett
harmonikus oszcillator eléallithato a radialis harmonikus oszcillator
szuperszimmetrikus transzformadltjaként: [1], csakugy, mint ahogy a fentebb
emlitett PI osztalyu potencialokbol szarmaztathato a racionalis kiterjesztésuk
2 ].

A kutatas célja volt 4j egzaktul megoldhato potencialok keresése a Natanzon
potencidlosztalyon belll, illetve azon tul, tovabba a kapcsolatuk feltarasa
ismert potencialokkal: [1,2].

Emellett vizsgaljuk a racionalisan kiterjesztett potencialok megoldasait
szolgaltaté  X;-tipusu kivételes Laguerre, illetve Jacobi polinomok
szarmaztatasat. Bemutatjuk, hogy ezek el6allnak a konfluens Heun, illetve a
Heun differencialegyenlet polinom tipust megoldasaiként [3].
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2.Modszerek attekintése

Az alabbiakban két, a dolgozatban alkalmazott modszert mutatunk be. A 2.1
részben ismertetett szuperszimmetrikus kvantummechanika formalizmusa
lehetévé tesz azt, hogy egy ismert egzaktul megoldhaté potencialbol egy masik
egzaktul megoldhaté potencialt szarmaztassunk. A 2.2 részben leirt
modszerrel pedig egzaktul megoldhaté potencialok szarmaztathatok a
matematikai fizika masodrendli differencialegyenletébdl. A két modszer
alkalmazasara a dolgozat 3. fejezetében kertil sor.

2.1 A Szuperszimmetrikus Kvantummechanika (SUSYQM)

2.1.1 A Szuperszimmetrikus Kvantummechanika alapjai

Bevezetjik a Q és QT téltésoperdtorokat (értelmezés: (7)) illetve a H
szuperszimmetrikus Hamilton-operatort a kovetkezé N=2, (2x2-es matrix)
struktiraban :[10,11]. Vannak mas, bévebb SUSYQM konstrukciok is N> 2
esetre is, de az N=2 valasztas is sokrétll eredményre vezet itt.

Az emlitett operatorok egytitt kozdsen kielégitik az alabbi relaciokat:
{Qe*}=H és Q*=(Q"*=0 (1)
Q% = 0 mar maga utan vonja (2) teljestilését,

Antikommutalnak a téltésoperatorok

{0.0}={Q",Q"}=0 (2)
A toltésoperatorok és a A szuperszimmetrikus Hamilton-operator kommutal:
l.f]=[e*A]=0 @)
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Az (1) egyenlet alapjan azt mondjuk a téltésoperator nilpotens. A (3) egyenlet
szerint pedig a toltésoperator és a Hamilton-operator kommutdlnak, vagyis
felcserélhetéek. Ezzel szemben a (2) egyenlet szerint a téltésoperatorok
antikommutdalnak. Mivel a zart rendszer kommutatorokat és
antikommutatorokat is tartalmaz, szuperalgebrarol beszélhetiink.

A szuperalgebra felépitheté az alabbi 2x2 -es matrix alakban, de emellett
mas realizaciok is léteznek:

0 0

e=(, o), @ =( A"

0 0) (4)

A és A" alakja késébb felirasra kerul a differencialoperatorokkal térténd
megvalositassal a (14) és (15) egyenletekben.

Az (1) és egyenletek (4) alapjan H:a szuperszimmetrikus Hamilton-
operator megkonstrualhat6. A diagonalisban szereplé H_ és H, kdézonséges
Hamilton-operatorokat = hagyomanyosan bozonikus és  fermionikus
komponenseknek nevezik. A  H_ , H,szuperszimmetrikus partnerek a
kovetkezé alakban allnak elé:

N_(ATA 0 \_(H- 0 )
H_( 0 AA+)_< 0 H.J’ ®
H_=A*A és H,=AA* (6)

A sajatallapotaik a szokasos elnevezéssel a bozonikus W), illetve a
fermionikus: W)  komponensek. Az elnevezés eredete az egydimenzids
harmonikus szuperszimmetrikus targyalasabol kovetkezik: [4], mit a 2.1.4
alfejezetben ismertettink.

A téltésoperdtorok a kévetkez6 modon kapcsoljak 6ssze a két komponenst:

QY )= (ptn) & Qydy 1= A m
A sajatértékegyenletek alakja

H YO =gGyp©) (8)
illetve

H WO =E®HypH® 9)
A (6) és (8) egyenletekbdl kovetkezik, hogy

Hy (AP)) = 44 (Ap)) = AH YO = EOApO) (10)
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Latszik, hogy E() sajatértéke a H, partnernek is, vagyis a partner Hamilton-
operatorok izospektralisak, a megfelel6 normalt sajatalapallapoti
hullamfiiggvény pedig

wH) — (E(—))_?lAl[j(—).

Ha a bozonikus fiiggvényre igaz, hogy: A¥ () =0, akkor ¥ nem
értelmezhetd. Forditott esetben, H_ és H, szerepét felcscserélve (5), (6) és (8)

behelyettesitésével, latszik, hogy E*) energiasajatértéke H_nak is:
H_(ATPW®)=A4*4 (ATPW®) = AYH, v® = gHgtpE), (11)

A normalt hullamfiiggvény ilyenkor

py-) = (E("')) _71A+ pH)
2.1.2 A szuperszimmetria spontan sériilése

Az alapallapoti sajatfiggvény kiuilléndsen fontos szerepet jatszik. Ha ¥, a
szuperszimmetrikus Hamilton-operatornak és a téltésoperatornak is
sajatallapota, mégpedig O sajatértékkel, vagyis teljestil, hogy

m- (1 0) (1)~ (5) - mav o,

on - (0 0 (%5)- (%) -0

¥,: a kétkomponensu dllapotot magdba foglalé alapdllapoti (kététt allapoti)
sajat/ hullamfiiggvény,

akkor a rendszer szuperszimmetriaja sértetlen.

A (10) egyenlet alapjan belathato, hogy sértetlen SUSY esetében
H, spektrumaban nincs nulla.

Ha a ¥, # 0, akkor az alapallapot tovabbra is sajatfiiggvénye a A
szuperszimmetrikus Hamilton-operatornak, de O-tdl eltérd sajatértékkel.
Ugyanakkor a Q téltésoperatornak mar nem sajatallapota. Ezesetben a
szuperszimmetria spontan sértilésérdl beszelink:
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HY, =E;W,

0
lP=< _>=c< )icll’.
QO AlIUO lp(+)0 QO

2.1.3 A bozonikus és fermionikus elnevezések eredete

Az egyik legfontosabb és még egyszertibbnek tekintheté kvantummechanikai
rendszer a ko6zonséges, bozonikus harmonikus oszcillator targyalasa a
Hamilton-operatorral. Az alabbiakban a [4] munkat kévetve mutatom be a
harmonikus oszcillator szuperszimmetrikus targyalasat.

A bozonikus elnevezés eredete megtalalhato Goldstone,J.;Salam, Abdus;Weinberg,Steven
(1962)Broken Symmetry.Physical Review.127 (3):965-970.d0i:10.1103/PhysRev.127.965 és
Witten [10,37] 1981-es munkajaban.

A szokvanyos bozonikus targyalasban a Hamilton-operator alakja

Hp = 5p? +> whq? (2.1)
A plendtlet és g koordinata kanonikus kommutatora [q, p]=i. Bevezetjik az
a bozon elttintet6 operatort, és kanonikus parjat az a™ bozon kelt6* operatort:

1
2wp

1
2wp

)2(p + iwpq) (2:2)

)%(p —iwpq) a* = (

a=(

* Bozon keltésrél (vagy allapotkeltésroél) és elttintetésrol lasd fuggelék 1. abra

Fennallnak rajuk nézve a kévetkezé kommutacios relaciok:
[a,at]=1 (2.3.a)
[a,a] = [at,at] =0 (2.3.b)
A Hamilton-operator most a kévetkez6 alakba irhato:

Hp= % {a*,a}, (2.4.)

ahol az antikommutator: {a,a*} = aa™ + a*a. Felhasznalva (2.3.a) és (2.3.b)
egyenleteket, az energia-sajatértékek:

EB = O)B(nB + %) ) nB = 0,1,2, (25)
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Itt ng az ata bozonszam-operator sajatértéke. Ekkor megkapjuk a jol ismert,
egyenkoz(l energiaszinteket az alapallapoti +§ wg energiaértékkel.

Most alkossuk meg a fermionikus harmonikus oszcillatort. A fermionok
eleget tesznek a Pauli-elvnek, ami 6sszefligg azzal, hogy a keltd és eltiintetd
operatoraik kommutacios helyett antikommutdciés relaciokat elégitenek ki.
Bevezetjik a b fermion eltlinteté operatort és a megfeleltetett parjat, a b*:
(fermion) kelté operatort. Annak érdekében, hogy szimmetria legyen bozonok
és fermionok (szabadsagi fokaik) k6z6tt, 0j operatoroknak antikommutacios
relaciokat kell teljesitenitik:

{bb*}=1 , (2.6.2)
{b,b} = {b*,b*} =0 . (2.6.b)

Az utobbi egyenletazt fejezi ki, hogy két fermion nem lehet ugyanabban az
allapotban.

Ismét a bozonok és a fermionok koéz6tti szimmetria kévetelményébdl
kiindulva megkapjuk az uj fermionikus Hamilton-operatort a bozonikus
Hamilton-operatorbol a kommutator és antikommutator kicserélésével:

Hp = % [b*,b]. (2.7.)

A (2.6a) egyenletbdl az antikommutatort hasznalva megkapjuk a fermionikus
energia-sajatértékeket:

1
Er= wp(np—3) , (2.8.a)

ahol most ny = 0 és 1 a b*™b fermionszam-operator sajatértékeinek a lehetséges
szama.

A fermionikus oszcillator alapallapoti energiaja negativ: —%wp, ami fontossa
valik majd a SUSY elméletekben.

Vizsgaljuk most a bozonikus és fermionikus oszcillatorok egytttes
rendszerét a szuperszimmetrikus Hamilton-operatorral:

H =HB+HF:(1)B a+a+(,l)pb+b (28b)
Ennek energia-sajatértékeit az (2.5) és (2.8) 6sszegeként adhatjuk meg, azaz
E = EB + EF (28C)

Altalaban a két oszcillator frekvenciai ktilénbodznek, ami kevéssé
szabalyszertl spektrumot eredményez. De abban a specialis esetben, amikor
wp = Wrp = w €s a szuperszimmetrikus Hamilton-operator alakja

H=w(ata+b*h), (2.8.d)

egylttes energiszintek egyszerisédnek:
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E = w(ng + ng), (2.9)

Az energiaszintek mind kétszeresen degeneraltak, kivéve az alapallapotot,
ahol ny = ny; =0 ésigy zérd az energia. Az elsé gerjesztett allapot eléallhat az
ng=1, ny=0, illetve az ng=0, ny=1 kvantumszamokkal is. Mindkét esetben egy
részecskénk van, ami az elsé esetben bozon, a masodikban fermion.

A degeneraci6 a  kvantummechanikaban a  Hamilton-operator
szimmetriajanak, vagyis egy masik operatorral valo felcserélheté6ségének a
kovetkezménye. Kozismert példa egy részecske mozgasa gémbszimmetrikus
potencialban. Minden energiaszint, amely az (1) perdilet kvantumszammal
jellemezhetd, (21+1)-szeresen degeneralt. Az ilyen multipleten belili szintek az
L.és L_ =LY, 1éptetéoperatorral vannak Osszekapcsolva, amelyek a rendszer
szimmetrikus forgatasait is generaljak, [Ly,H] = 0.

A jelen esetben a kombindlt , azaz bozonikus és fermionikus oszcillator
szimmetridja a szuperszimmetria kévetkezménye. A degenerdcié egy bozon
eltiintetésével ng — nz_; és vele egyszerre egy fermion keltésével np - np,, jar,
illetve ugyanennek a folyamatnak a forditottjaval. A részecskeszamot meg6rz6
szimmetriageneratorok szerepét a mar ismert téltésoperatorok jatsszak:

Q legyen a toltésoperator (hasonléak, mint a Pauli-matrixok)

1 _ 1
Q = w)za*b, Q = 2w)zabt . (2.10)
A szuperszimmetrikus harmonikus oszcillatorra pedig érvényes, hogy
[Q.H] =[Q,H] =0, (2.11)

Masrészt pedig az antikommutatorokkal fennall, hogy

{Q.0} = 2H, (2.12)

Ezen egyenletek kdzponti szerepet jatszanak minden szuperszimmetrikus
elméletben. Itt altaluk megvalosult az (1), (2), (3) N=2 szuperalgebra.

Mig a bozonikus kelté és eltiinteté operatorok a kanonikus valtozok g és p
segitségével reprezentalhatok, mint (2.2)-ben, a megfelelé fermionikus
operatorokat a Pauli-matrixokkal reprezentalhatjuk.

0 0

b=o=(; ) (2.13)
0 1
bt = 0+=(0 0) (2.14.)

Ez a reprezentacio kielégiti a (2.6.a) és (2.6.b) kanonikus antikommutacios
relaciokat.

A (2.9.) egyenletbdl a szuperszimmetrikus Hamilton-operator igy irhato

H =§p2 +§w2q2+%w03 (2.15.)
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vagyis olyan, mint egy bozonikus oszcillator , amelyhez -1/2 spint részecske
kapcsolodik egy meghatdarozott w erésségii magneses térben.

2.1.4 Az egy dimenzios Schrodinger-egyenlet és a szuperalgebra
koordinata realizacidja

A Hamilton-operator, H diagonalisaban szerepld két ,,kézénséges” Hamilton-
operatort azonositjuk az egydimenziés Schrédinger-egyenletre vezetd
operatorokkal. Vagyis egy masodrendtl (kinetikus és potencial tagot
tartalmazo) differencialoperatort kell szarmaztatnunk az eddigi ,,absztrakt” (6)
kifejezésekbdl. A SUSY hatassal lesz arra, hogy a két potencial milyen
viszonyban all egymassal.

A HY (x) = EW(x) sajatérték-egyenletbél szarmaztathato a Schrodinger-
egyenlet, ami egy kdzonséges masodrendu differencialegyenlet, és
idéfliiggetlen, stacionarius allapotokra a kévetkez6 alakot veszi fel (a h/ 2 n=
2m=1egységekben):

d?¥(x)
dx?

+V (x) ¥(x) = E ¥(x)

Az alabbiakban az xXE€ ]—oo;0[ értelmezési tartomanyon tekintjuk, de
megfogalmazhaté mas tartomanyon is, példaul x € [0;[ esetén radialis
potencialként, vagy az x € [a,b] véges tartomanyon.

Az alapallapoti hullamfliggvény ¥,(x) sehol sem nulla véges x értékre és
eltiinik a hatarokon, itt +oo -ben. Tegylik fel, hogy az alapallapoti energia E, =
0 , ami megtehetd, mivel ezzel csak az energia skala zéruspontjat valasztjuk
meg egy lehetséges modon. A

_ d? ¥y (x)
dx?

+ V() P(x) =0,

egyenletet atrendezve és a zérusmentes alapallapoti hullamfiiggvénnyel
osztva megkaphatjuk a potencialt az alapallapoti hullamfiiggvénnyel
kifejezve:

d? wo(x)

_ _axz_ _ %% ()"
V=50 = e

Ezt az elrendezést azonosithatjuk a H_ bozonikus problémaval sértetlen
szuperszimmetria esetén.
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A partner Hamilton-operatorok faktorizdcidja lehetséges ugy, hogy a
masodrendu differencialoperatorokat két elsérendu differencialoperator
szorzatara bontjuk az alabbiak szerint:

2 2
Ho=-—+ V.(x) = A*A és H,= AA* ="+ V,(x) (12)
HPD (00 = (24 V,(0)) ¥ ) = D ¢ () (13.0)
HYOW =25+ 1L0) ¥OW = EO ¥O®) (13.b)
ahol

A==+ W) (14)
és
+-_ 4
AT = il W(x) (15)

A, At szemléletes hatdsa lasd Fiiggelék 1. dbrdja

V_(x) és V,(x) szuperszimmetrikus partnerpotencidlok és a kovetkezé modon
fejezheték ki a W(x) szuperpotenciallal:

mukwm+£wm, (16.a)

V. (x)= W2(x) — % W (x). (16.b)
Ezek alapjan a két partnerpotencial k6zott a kévetkezéd dsszefliggés all fenn:
Valx) = V(%) - 2 =5 In ¥ (x). (17)

W(x) szuperpotencidal szempontjabol ugy is értelmezhetjiik a (16.a) és (16.b)
egyenleteket, hogy a W{x) Riccati-egyenleteket elégit ki. Megjegyzendd, hogy a
szuperszimmetrikus partnerpotencialok egyértelmtien szarmaztathatok a W(x)
szuperpotencialbdl, de forditva ez nem teljestil. A Riccati-egyenletek mas,
tobbféle W(x) esetén is vezethetnek ugyanazokra a partnerpotencialokra.

(W(x) altalanos alakja (19)-ben)

A szuperszimmetria formalizmusa meghatarozza W(x) és ‘1’0(_) (%)
kapcsolatat is. A (12) egyenletbdl a

H_w 7 (x) =4*Av 7V (x) =0

feltétel teljestiléséhez elegendd A ‘PO(_)(X) =0 teljestilése. A (14) egyenlet
alapjan

AV ) =+ WK) ¥ ()
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vagyis

e v

W(x) = —= 5 e (18)
kompaktabb formaban pedig
W(x) = -+ In ¥O (x). (19)
Ebbdl kovetkezik a forditott 6sszefliggés:

W, (x) = Ny exp (- [W(y) dy) , (20)
ahol , N, a normalasi egytitthato. (21)

Tekintstik at, hogy miképpen valéosul meg a sértett és sértetlen
szuperszimmetria a (12) alaka Hamilton-operatorok esetében. A
szuperszimmetrikus V, (x), V_ (x)partnerpotencialok spektrumai k6z6tt szoros
Osszefliggés van, mivel a H_ és H, ko6zo6tt is korrelacio van. Tegyuk fel, hogy a
bozonikus rendszernek rendelkezik legalabb egy kotott allapottal tigy, hogy az
alapallapoti energiaja E; = 0. Ekkor H_ésH, (x) energia-sajatértékei nem
negativak és a (12) egyenlet alapjan fennallnak az alabbi 6sszefliiggések:

Hy (AP (x) = AATAY O, (x) =E~, (AP, (x)) (22),(23) (24)
Ho(A*W O, (x)) = ATA AP D, (x) = B (AYP D, (%) (25) (26)

Lathaté, hogy H,-nak AW, (x) sajdatfiiggvénye az EC), sajatértékekkel,
illetve H_-nak AW, (x) sajdatfiiggvénye az E™), sajatértékekkel. Tehat a
partner Hamilton-operatorok spektrumai ugyanazokat az energia-
sajatértékeket tartalmazzak, vagyis izospektrdlisak, ami a szuperszimmetria
kovetkezménye.

A (24) és (26) egyenletek n>0 esetén mindig fennallnak. Ellenben n=0 esetén
a (24) egyenlet nem értelmezheté, mivel A ¥, (x)=0 teljestil, tehat az E{ =0

sajatértéek  hianyzik H, spektrumabol. Emiat a szuperszimmetrikus
partnerpotencialok spektruma az alabbiak szerint fligg 6ssze:

EP = EF =0 ,n=012,......

n n+1’

Ez a sértetlen SUSY esete.

A hullamftiggvények normaltsagarol megallapithatjuk a kovetkezdket.

-1
P () =(Epy) 2 AV iy (%) (27)
illetve
-1
YO ) =(EDN 2 AP, (x) (28)
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alapjan , lathaté A, A* hatasa:
(24), (26) egyenletekben: H, — E~,, és H_ — ET, sajatértékekkel rendelkezik.

[0 WO PO, () dx=1 (29)
70 9@ 0" v (x) dx =1 (30)
teljesul.

Osszefoglalva: a sértetlen SUSY esetben H, spektrumaboél hianyzik a 0
sajatérték. Ilyenkor a W{x) szuperpotencial és igy a partnerpotencialok a
bozonikus Hamilton-operator H_alapallapoti ¥(),(x) hullamfiigvényébél

szarmaztathatoak, amely az Eé_) = 0 energia-sajatértékhez tartozik,
normalhaté és nincs véges zérushelye. Ez utobbi azt biztositja, hogy a
partnerpotencialoknak nem lesznek szingularitasaik (legfeljebb a hatarokon).

Megjegyzendd, hogy a W(x) szuperpotencialt szarmaztathatjuk gerjesztett
allapoti hullamfiiggvénybdl, (‘I/(_)n (x)) is, de ezesetben a (18) egyenlet alapjan
W(x) és Lkovetkezésképpen a partnerpotencialok is szingularitassal
rendelkeznek (), (x) zérushelyeinél, amelyek diszjunkt részekre vagjak az
értelmezeési tartomanyt. Ez altalaban nemkivanatos, ezért ettél a lehetéségtol
eltekintlink. Ugyanakkor ez az eredmény ramutat a zérusmentes megoldasok
fontossagara, illetve arra is, hogy az alapallapoti energia mellett mas
energiahoz tartozo megoldasok is beillesztheték az elméletbe. Ez elvezet a
sértett szuperszimmetriahoz.

A szuperszimmetrikus partner potencialok H_ nemfizikai megolddsaibdl is
szarmaztathatok: [29] Tekintstk a 6(x) megoldast, ([2]-ben y(x)) , amely az ¢
energia-sajatértékhez tartozik, amit faktorizacios energianak neveznek [47]:

H_ 6(x) = A* AO(x) = € O(x) (31)

A (16.a) egyenlet alapjan a potencial

(60)" 6™ '\ 2 OGN,
= -~ 4 o= (=224l (=22 +
V_ (x) 000 € ( = Y- ( = ) E , (32

ami x folytononos figgvénye, feltéve hogy 6(x) zérusmentes. A (16.a), (16.b) és
(19) egyenletek megfeleldi ekkor

V() =W2(x) + LW (x) +¢ (33)
€s
W (x) = —;—xln 0(x) (34)
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Gyakran lehetséges a 0(x) fliggvényt felbontani a kévetkezé alakban:

6(x) = P57 (M), (35)

Eszerint a (34) szuperpotencial a kévetkezé modon fejezhetd ki a (19)
egyenletben szerepld szuperpotenciallal:

W (x) = W) - —InE(x) (36)

Az £=0 valasztas visszaadja a sértetlen SUSY 6O(x)= ‘PO(_) (x) esetét, mig az

e=/=0 esetben a szuperszimmetria sértett. llyenkor az E=Eé_)>0 sajatértéek
szerepel H, spektrumaban is.

Ezen kivil sértett szuperszimmetria valosul meg akkor is, amikor
H_ alapallapoti energiaja pozitiv, Eé_) >0 és H, spektrumaban egy Uj
alapallapotot keltiink nulla energian alapallapotot. Ez a sértetlen eset
megforditasa. Megjegyzendd, hogy a sértett szuperszimmetridhoz tartozo
transzformaciokhoz  sziikséges  zérusmentes nemfizikai  allapotok
azonosithatok H_ negativ sajatenergiakhoz tartoz6 megoldasaival. Ezek a
hatarok legalabb egyikén nem végesek és ezért nem is normalhatok.

A fentiek alapjan vizsgalhatjuk a szuperszimmetrikus transzformaciok
inverzeit is. A (27) és (28) egyenletekbdl lathato, hogy az A és A* operatorok
Ugyanakkor a (14) és (15) egyenletek azt mutatjak, hogy e két operator (egy
eléjeltdl eltekintve) megkaphato egymasbol, ha a W(x) szuperpotencialt eléjelét
felcseréljuik, vagyis a —-W(x) alakra cseréljuk. (A fellépd eldjelek a partner
Hamilton-operatorokban nem jelentkeznek, csak a (27) és (28) egyenletekben.)
Ez az elgjelcsere a (20) és (15) egyenletek szerint egy megoldast a sajat
inverzébe visz, ami akkor vezet értelmezheté eredményre, ha a megoldas
zérusmentes.

Sértett és sértetlen SUSY esete (részletesebb magyarazattal)

A témdhoz sziikséges dsszefoglaldst veszem itt sorra az [5,11] irodalom felhaszndldsdval

a (37)-(55) egyenletekkel.

Azt talaltuk, hogy H_ megoldasainak ismeretében egy masik H, Hamilton-
operator energiasajatértékeit és sajatfiggvényeit is megkaphatjuk
analitikusan.

A normalt alapallapoti hullamfliggvény

BUO(_) (x) -nek nincs parja H, sajatfiggvényei kézott, viszont A és AT operator
a két sajatfiggvény-rendszer kozt egyértelmti megfeleltetést jelent, lasd (4).
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-1
& = (EM)7 AT &), | (37)

amikor AT ¥, = 0 akkor teljestil 0 = Q¥,=Q*¥,
At PO = 0 sértetlen SUSY esetben:

A sértetlen SUSY esetben H, spektrumdban nincs nulla sajatérték.

Kritériumok:

e A kiindulasi H_ Hamilton operatorhoz tartozo 'PO(_)(X)
hullamfiiggvénynek normalizalhatonak kell lennie (fizikai
értelmezhetéségért) és sehol sem lehet nulla (biztositja a
szuperpotencial nem-szingularitasat) lasd (18) W=...

. Eé_) nulla kell legyen! Eé_) =0

A feltételektdl fiiggetlentl teljestl [, Q]¥,=0 és [H, Q*]|¥,=0
Ugyanis a szimmetria miatt: [FI,Q] =0 és [FI, Q+] =0

Sértett SUSY-rol beszelink, ha sértilnek a teljestilés feltételei, ilyenkor nem
fizikai megolddasok is szerephez jutnak.

A kiindulas ne H_ vagy V_ ismerete legyen, hanem tegyuk fel, hogy adott egy
ismert W (x) potencial, amibél ‘I’O(_) (x) eléallithato:

A szuperpotencialbol nyerhetéek a partnerpotencialok:

(W(x) = ¥ (x) = V0, Vi (%))

Kiindulva a szuperpotencialbol:

W (x) = — = In ¥y (x) -bol:

PO (%) = Ny exp (- [“W(y) dy) (38), Ny: normalasi egytitthato
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Ez konvencié, hasonléképpen ¥, (x) is eléallithato lehet igy.

SUSY akkor teljestil, ha fennall teljestilése [f, Q]¥,=0-nak :

[A,Q]%=(QQ'Q+ Q" QQ-QQ Q' -QQ*Q) ¥, =(Q"QQ-QQQ™) ( g:z) =0.
(39)

és teljestl az algebrabol [H,Q*] =0,igy

teljesul:

[f,Q*]|¥, =0.

[A,0*]¥o=(QQ*Q* +Q@*QQ* -Q*Q Q*-Q*Q* Q)% =
=)
=(QQ" Q" -QT QT Q) (g(ﬂo) = 0, n igazitasa¥ ) — hoz térténjen
0

(40)

A fentiek szerint latszik (keltés/eltiintetés A : léptetdoperdtor szerepe), hogy
ha az egyik tag nulla, akkor ennek kovetkeztében a masiknak is el kell
tannie.

Ha a fentiek fenndllnak , sértetlen SUSY esettel dllunk szemben, azaz ekkor
=)
ES7=0:

A - _
Q" Q% Q) () A ATA YO, () = EF e ) =0 (41)
0
valamint
A+ P, + A+ w+) +yp ()
QQ Q (IP(+) ) S>AATAT Y 0 (X) = H+(A lon (X)) =0 (42)
0

a fenti esetben a kovetkez6 felcserélésével azt kapjuk, hogy:

) _
Q*QQ () = A*AA ¥, (x) = H_(A%7 (%) =
0
= AAAY PO (x) = A (Hy PP (x)). (43)
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A sértetlen SUSY esetén tudjuk, hogy H, spektrumdban nincsen nulla, igy a
masodik eset csak akkor allhat fenn, ha a belsé fliggvény nulla:

ATPH) (x) =0.

Azaz az teljesul sértetlen SUSY esetén, hogy Q¥,=Q ¥, =0

A fentiekbdl lathato, hogy ha a feltétel nem teljestil, attol fliggetlentil

teljesil [, Q|¥, =0 és teljestl [H, Q*]|¥, = 0.

Azaz:

ATH_ (P (0) = Ho (AY P (x) ) illetve (44)
H.(AYOy (x) )= A (H YD (x) ) (45)

Tegytik fel, hogy:
W (x) hatvanyfliiggvény alakban jelenik meg:
([5] :24-27.p. (3.45)-(3.56).)

W (x) =t x" (46)
itt X € |—o0; 0]
Az n exponens esetei:

-ha n paros, ’PO(_) (x) alapallapoti hullamfliggvény nem normalhaté megoldast
ad

-ha n paratlan ‘1/0(_) (x) mindig normalhato.

Itt igyekeztem/igyekszem bemutatni, ami a koordinata reprezentacio
keretében uijdonsag. Itt mar részletezhetd a potencialrol, hullamfliggvényrél, a
hullamfiiggvény matematikai tulajdonsagairol tudhatok. Vagyis, hogy a
kotottallapoti hullamfiiggvény hogyan viselkedik a hatarokon (vagy azokat
kozelitve), hogy normalhato,(27),(28) hogy van-e zérushelye.

Sértetlen SUSY-t kapunk, ha W(x) eldjele pozitiv és negativ végtelenhez
kozelitve ellentétes, az alapallapoti hullamfliggvény normalhato.

Sértett SUSY esetét kapjuk, ha a két hatarnal az eldjel azonos.

24



Sértett esetben a partnerpotencidlok energiaspektruma teljesen degeneradlt
(t6bb sajdtfiiggvény).

(Degeneralt esetben tobb alapallapot létezik és nem csak alapallapot esetén
létezhet degeneracio. Ha egynél tébb alapallapot létezik, akkor azt
degeneraltnak (elfajult) nevezik. Szamos rendszer alapallapota degeneralt.
Degeneraltsag akkor jelentkezik, amikor létezik olyan unitér operator, amely
nem trivialisan hat az alapallapotra és kommutdl a rendszer Hamilton-
operatoraval.

Ekkor az A, A*operatorok hatasa ,semmis”, nem valtoztatjak meg n-t, a
zérushelyek szamat. Ekkoraz alabbi 6sszefliggések érvényesek a
sajatfiggvények kozott:

Ef = E; n=0,1,23,..

(0 is benne van, de mivel E, nem zérus, lehet vele osztani (47)-ben.)

v = (ED:AYO® (47)
vO = (ED? AT ¥ (48)

ezenkivil sértett SUSY eset mikor H_ alapallapoti energiaja pozitiv, Eé_) > 0

és H* spektrumaban keltiink egy nulla energiaju alapallapotot, vagyis a
sértetlen eset megforditasa.

Talalni kell egy olyan eljarasi modszert, amely esetén, egy altalanos, nem
divergens/ nem szingularis V (x) potencialbél, amelynek sajatértékei E, és
sajatfiggvényei ¥,, a W (x) legaltalanosabb szuperpotencialt allithatjuk
elé ugy, hogy visszaadja I (x)-et egy additiv konstans erejéig. Ez azért lesz igen
hasznos mert a konstans megfelel6 megvalasztasaval visszakaphatjuk a
sértetlen SUSY esetét, de emellett a sértett, nemfizikai esetek is vizsgalhatok
maradnak.

A Schrédinger egyenlet V (x)-re felirhaté, ®-vel, ami normalhaté, azaz fizikai
megoldasokat takar6 hullamfiiggvény megoldas

d’?e =
—J'FV(X)CD:SCD (49)

most megengedlink nem fizikai megoldasokat is.
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Ebben az esetben € egy konstans, amit késébb valasztunk meg pontosan. Az
altalanossag sértése nélkul olyannak valasztjuk ®-t, hogy - « esetén eltinik.

Abban az esetben, ha ¢ értékét egy E, sajatértéknek valasztjuk meg, akkor @
egyértelmiien ¥,-nel lesz egyenlé. (e =E, > P =¥,

Az altalanos szuperpotencial eléallhat igy:

(b,
Wo= — & (50)

Ekkor a partnerpotencialok:

Ve = Wg + Wg (51)

_ ' 2 o"o-0'2 o
Vo =Wg -Wg=— =——5—=—
@ TP g2 P2 @

A Schrédinger -egyenlettel kapjuk:

n

Vo ===V (x)-¢

Sajatértéke Vg — nak:

E,eo = E,—¢

Ha ¢ -t E,-nak valasztjuk, akkor n= 0, E,4=E,p= 0, fizikai megoldas
b=y,

ezzel (46)-bol:

n

Ve = q;‘j = V(x-¢ ,szorozva ¥, -lal
0
YoVg =¥ =V (x) — g) ¥, amibdl eléall a
-, "+ VW= 0 ¥, a sértetlen SUSY esete (52)

A sértetlen szuperpotencial ekkor, lasd (17),(22):

We = - Z—Z =W, , eldjele valtozik (53)

¥,-nak nincs zérushelye, ¥, derivaltjanak lehet (van), azaz W-nek is van,
tehat valtozik az eléjele.

Mivel ¥, a fizikai megoldashoz tartozik, igy normalhaté, valamint zérushelye
nincs , igy

Ws nem szingularis sehol sem.

V4 -nak nincs sajatfiiggvénye amely O energidhoz tartozna, mivel a sértett
SUSY-nal fennallo 6sszefliggéshez hasonloan:
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d I 1
Wg- "’Aolpo = (E-l_ Wo) lpo = LIJO - LIJO = 0. (54)

A sértett és sértetlen esetek ilyen formaban térténé eldallitasa alkalmas a
sértett esetek tovabbi vizsgalatara.

Abban az esetben, ha € < E, , E; 4 €rtékek pozitivok, és mivel Vg egy fizikai
megoldassal rendelkezé potencial € konstanssal eltolja, a spektrum pedig
pozitiv, igy a hozza tartozo ® alapallapoti hullamfliggvénynek nincs zérushelye
(mint egy fizikai megoldas esetében, csak itt a normalhatésag nem all fenn).

Tovabbra is a ktillénbséget az jelenti a sértetlen és a spontdn sértetteset kozott,
hogy az A ll’é_)=0 teljestil-e, vagy nem. Ez magaval hozza azt is, hogy Eé_)
zérus-e, vagy nem.

Ha zérus, akkor az alapallapoti hullamfiiggvénnyel van dolgunk, ami
normalhat6 (eltinik a hatarokon) és zérusmentes. A kés6bbi jelolésben ez £=0.

Ha £>0, akkor gerjesztett allapotokkal (is) lehet dolgunk, amelyeknek van
zérushelye, ami miatt a szarmaztatott potencialok szingularisak lesznek, ezért
érdektelenek szamunkra.

Ha <0, akkor zérusmentes, de nem normalhaté megoldasokat kapunk. A
potencialoknak tehat nem lesznek szingularitasaik, de a megoldas nem fizikai.

Igy ha W, nem szingularis. Ebben az esetben Vg ésVi spektruma és
hullamftiggvényei k6zott

Ef = E; n=12.3,...
-1
P )= (E)z A ¥
-1
g )= (ED)z AY v (x) (55)

Osszefliggések allnak fenn, mintha csak fizikai megoldasok lennének.

Abban az esetben viszont, ha ¢ > E,, Ejq negativ lesz, igy ® -nek lesz mar
zérushelye, ennek koévetkeztében a hozza tartozo szuperpotencial szingularis,
ezaltal a partnerpotencialok is szingularisak lesznek.

Ha ¢ —t a H_ Hamilton-operator alapallapota alatt valasztjuk meg, akkor
nemfizikai, de néduszmentes megoldast kapunk.
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2.1.5 Alakinvarians potencialok

A szuperszimmetrikus kvantummechanika formalizmusa lehet6évé tesz egy
hasznos fogalom, a potencialok alakinvariancidjdnak bevezetését.

Két SUSY partnerpotencial V,;,V, alakinvarians, ha alakjuk matematikailag
megegyezik és csak a benniik megjelené paraméterekben ktilénbéznek.

Ebben az alfejezetben V_ és V, helyett a V, és V, jeldlést alkalmazom mert a

e s

Igy irhatjuk:

V, (X5aq) = V1 (X5a3) + R (aq) , (56)

a, : parameéterek egy sorozata, a, paraméterek pediga, paraméterek egy
figgvénye,

a; =fla) , (57)
R (a,) pedig x-t6l fuggetlen.
Ez teljestilve, mondhatjuk V;,V, alakinvariansok.

A korabban ismertetett eljaras alapjan egy H;Hamilton-operator koétottallapoti
energiainak és hullamfliggvényeinek ismeretében egy masik H,Hamilton-
operator lelheté, amelynek energiait és hullamfliggvényeit is elé tudjuk
allitani. A faktorizdcié soran ([12]) bevezetett A;, AT operatorokkal és W,
szuperpotenciallal eléallithato az ujabb H, .Ezt ismételhetjuk uUjabb
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faktorizacioval, ezutan eléallithatjuk a kapott H, ismeretében H; -at, A, A3
operatorokkal és W, . Az igy eléallitott ijabb Hamilton-operatornak mindig
egyel kevesebb kotott allapota lesz, igy az Ujabb Hamilton-operatorok
eléallitasa addig folytathato, mig H,; kotétt allapotai el nem fogynak, azaz ha
H, k darab kotott allapottal rendelkezik, akkor eléallithaté (k-1) tagbol allo
egzaktul megoldhato Hamilton-operatorok sorozata.
H, alapallapoti energiaja E} és alapallapoti hullamfiiggvénye W3 (x) utan altalanos
an irhato:

H, = ATA, +E} = - ;—; + Vi (x) (58.2)
A=+ Wi(x) 5 A7 = -+ Wi(x) (58.b)
Wi(x) = - - In (¥3(x)) (59-2)
Vi (x) = W2(X) - < Wi(x) + 3. (59.b)

H,, energiaspektruma azonos H;-gyel, csak az els6 (m-1) energiasajatérték
hianyzik H,, spektrumabdl.

Sértetlen SUSY esetben : EZ = E} (60)
ETll+1 = Eg >
1
W2 (x) = (EL,, — B2 )7 AL, . (x)=.......folytatva W™ (x)=...... 61)

Altaldnosan pedigH,,: n=1,2,3,...,m

dZ
Hm = A:_nAm + E11n—1 = - E + Vm(x) (62)
_4a . + __ 4
Am_a + Wm(X) ’ Am - - E + Wm(X) (63)
d
W () = - —In (¥5"(x)) (64)

Az altalanos Osszefliggés az energiatagok és a hullamfliggvénvek kozott:
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EF'=Epty = ...= Epimin (65)

1

1
Yt (%) = (Bnpm-1 = Em—2)"2 . ( Eqyme1 — E0) 7% A1 - A1¥4m—1 (%) (66)

A potencial pedig:

V() = V3(0) =2 - In (¥ () o ¥ (%) ) (67)

Ha ismerjik tehat egy Hamilton-operator sajatenergiait és hullamfiiggvényeit,
akkor tobb egzaktul megoldhaté Hamilton-operatort is elé tudunk allitani.
Fontos kérdés igy az, hogy a kiindulasi Hamilton-operator sajatenergiajat és
sajathullamftiggvényeit meghatarozzuk analitikusan. Ennek érdekében
vezesslUik be az alakinvarians (SIP= Shape-Invariance Potentials) potencialok
osztalyat, amely tartalmazza a legtébb ismert analitikusan megoldhato
potencialt, lasd.,2.tablazat. Az alakinvariancia feltétele segitségével egy
potencial energiaspektrumat, valamint sajatenergiait kdnnyen megkaphatjuk
a sértetlen SUSY esetére érvényes formalizmus alapjan.

Az alabbiakban a (65), (66) és (67) 6sszefiggések bizonyitasat mutatjuk be. Az
energiaspektrum.[5]

Az energiaspektrum meghatarozdasdhoz a bevezetett Hamilton-operatorok
sorozatat hasznaljuk fel, ahol a sorozatban szereplé Hamilton-operatorok
potencialjai k6zott alakinvariancia all fenn és sértetlen SUSY esetben

teljestilnek:

EXr = w1 3 En=0,n=1,23,... (68)
W (x)=—= In ¥y (x) - (69)
W (%) = No exp (- [*W(y) dy) (70)

Innen irhato, hogy :
Es (a1) = 0; Wi(sa) = Noexp (- [*Wi(y,ay)dy)  (71)

Az s-esik alakinvarians Hamilton-operator: H, irhato igy:

Hy = - — + Vi(x; a) + Y5ZiR(a;), a; megkaphaté a paraméter-sorozatokat

O0sszekotd fliggvény s-1 alkalommal hattatva a, paraméterek sorozatara,
a =f(ay), itt a; = f *7* (ay)
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H,,; ehhez hasonléan:

d? d? _
Hop1 =- - + Vi(x%; a541) + Xi=1 R(@) = - — + V(x5 ag) + XiZ1 R(a)

dx?2 dx?

Mivel Hy,, és Hy, SUSY partnerek, igy a spektrumuk megegyezik, csak
H alapallapoti sajatenergiaja hianyzik Hg,, spektrumabél. 1gy H; alapallapoti
energiaja azonosithaté H, fenti kifejezésébdl, kihasznalva, hogy E} (a;) = O.

Eg = f;llR(al)

Hasznaljuk fel, hogy H; alapallapoti energiaja nulla, és barmely n-edik
sajatenergiaja a H, alapallapotienergiaja, igy H,; spektruma:

Eq ()= XiZiR(a) 5 Eg (@) =0 (72)
A kotottallapoti hullamfliggvények:

kihasznaljuk, hogy a Hamilton-operatorsorozat elemei partnerpotencialok a
szomszédos taggal, igy kiindulva Hg operatorbol

dZ —
Hg = - —+ Vi(x; a5) + Y21 R(a) (73)

Ennek alapallapoti energiaja meghatarozhato

A kovetkez6 fejezetben lathato konkrét esetben, a radialis idéfliggetlen
Schrédinger-egyenletben hogyan realizalodnak a fentiek fizikai és nem fizikai
megoldasok keresésében.

2.1.6 Radialis idofiiggetlen Schrodinger-egyenlet és szuperszimmetrikus
vonatkozasai

Eddig a teljes x tengelyen értelmezett potencialokat vizsgaltam, de fontos
szerepet jatszanak a radialis Schrodinger-egyenlet adta eredmények, ami a
szogvaltozok szeparalasa utan adodik. Itt masok a hatarfeltételek, ezért
érdemes ezeket ktilén megvizsgalni a SUSYQM szempontjabol.

Térbeli forgasszimmetrikus rendszerek esetén felirhato az un. radialis
Schrodinger-egyenlet. Forgasszimmetria esetén a hullamfiiggvény szeparalt
alakban keresendé, azaz polarkoordinata-rendszerben a hullamfiiggvény egy
r és egy 0, szogektol fliggd figgvények szorzataként allithato eld.

Y (r,0,0) =R(r) V" (6,9), (74)
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Y™ (0,®): a gobmbfliggvény, amely az impulzusnyomaték négyzetének és z-
komponensének a sajatfliggvénye, és 1 és m kvantumszamoktol is fligg.
1=0,1,2,... ; m= 0, +1,%2,... |m| < [; R(r) : radialis sajatfiggvény.

Felhasznalva a 72 palyaimpulzusmomentum-négyzet operator

polarkoordinatakkal felirt alakjabol kifejezett kinetikus energia 6sszefliggést
((72]:Marx: Km., Mtszaki, 1964.,Bp. 83.0 (12.20)) és felhasznalva, hogy idé6fliggetlen
esetben energiasajatfiggvény y (r, 0, ®) kaphatjuk:

2 2 2
LG R G2 A V(r)]E(r)=EE(I‘) (75)

2m dr? 2mr?

E(r) =¥ (r),ittlegyen: kszi (r) = Pszi (1) ;
nevezzuk at:

%1 (14+1)
2mr?

+ V(@) =v(r) (76)

Az igy kapott radidlis Schrédinger-egyenlet alakja:

[_h_zd_2+ v(r) ] ¢v@)=EE()=E ¥@) (77)

2m dr?

A SUSYQM modszere alkalmazhato erre az egyenletre is, X eértelmezési

tartomanya itt a  pozitiv féltengelyre  redukalodik, xeRT. A

probafiiggvénytinkrél ¥ (r) — rél, tételezziik fel, hogy a nullaban r¢ szerint
2

h
viselkedik. Legyen T = 1, dtrendezve, osztva az oldalakat ¥ (r) — vel.

2

[—:—+ v(r) ]’P(r) =E ¥ @)

r2

d?y (r)
dar?

+v()¥Y(r)=E ¥ (@) (78)

dij(r)_ "
o2 =P () (79)

v(r) ¥(r)-E v (r)=

Itt fel kell tételezni, hogy V(r)-nek nincs 1/r? jellegli tagja. Ha van, akkor
O0sszekeveredik a centrifugalis taggal.
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2 D)

v(r)_Ez ‘l’(r) >

(80)

(Analégia az irodalombol tudjuk, hogy V(r) = —i—j = - r1 )=
V_(r)) :Coulomb-potencial, ami r-rel forditottan aranyos és a radialis

harmonikus oszcillator, amely els6 tagjaban a tavolsag négyzetével aranyos.

Irhatjuk, hogy: V (1) = % w?r? +v(r)), ahol v(r) a centrifugdlis tag

Vegytk a hullamfliggvény masodik derivaltjanak és a hullamfliiggvénynek a
hanyadosat, amit tovabb irhatunk igy:

w'(r)  tt-1)rt? e(t-1)
w(r) rt g2

(81

Ha ¥ (r) ~ rt az origé kérul, akkor t= I+1 a fizikai megoldas ,
Feltéve, hogy V (r)-nek nincs 1/7? jellegi komponense.
a t= - l a nem fizikai megoldas

Ha v(r) potencial a centrifugalis tagon kiviil nem tartalmaz tébb r~2 tagot,
akkor a (t= [+1) helyettesitéssel visszakapjuk a taszité centrifugalis tagot.
Ekkor ¥ (r) nulla kézelében r'*! szerint fog viselkedni.

Abban az esetben, ha

0<t<1, v(r)anullaban vonz6 szingularitasként 1ép fel, ami matematikai és
fizikai problémakat okoz, ezért az egyes megoldasoknal mindig:

r'*1 > 0 lesz a nullaban valé normalhatésag kritériuma

Korabban lathattuk, hogy a sértett SUSY esetben (76,77),(80) a V ()
potencialbdl kiindulva eléallithato egy Vg potencial, igy:

q)II

Vo =— =V (x)-¢ (82)
a) az ehhez tartozé megoldas, fizikai megoldds, ha = E, , ekkor sértetlen

SUSY esetével allunk szemben.

b) ha ¢ < E,, akkor a ® (x) megoldasai nem fizikai megolddsok lesznek, mert
® (x) normalhatosaga nullaban, végtelenben, vagy mindketté hataresetben
sérulhet.[1]

A vizsgalodassal mas-mas hatarfeltételekkel negy (Ty, Ty, T3, Ty)
paramétertranszformdciot kaphatunk (1.tablazat),[1] amelybdl
meghatarozhatok a kulénbo6z6 transzformaciokhoz tartozo

partnerpotencialok. A transzformaciokbol majd jol lathato, hogy a nullaban,
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valamint a végtelenben valo viselkedését fogja meghatarozni a
partnerpotencialok alapallapoti hullamfliiggvényének.

% AT, transzformaci6 sértetlen SUSY és fizikai megoldast szolgaltat.
% AT, T; T, transzformaciok pedig sértett SUSY, nem fizikai megoldasaihoz
vezetnek

A négy valtozotranszformacio és tulajdonsagaik

T, T, T T,
Transzformacio
e=Ey e<Ey e<E, e<Ey
€
T'Y+1, r=v ry+1 r=v
lim y(7) yeZ”*
r—0
konvergens divergens divergens konvergens
lim y(r)
Tr'—00
az U4j alapallapoti | nincs nincs
Spektrum alapallapotienergia | energia,y >0 | yaltozas valtozas
megvaltozasa elttnik
Szingularitas
megvaltozasa (y+1) r—2 —yr—2 (y+1) r—2 —yr—2

1.tablazat Ez a teljesull a radialis potencialok esetén, ennek targyalasa az
alabbiakban kovetkezik, r € [0, oo

A tovabbiakban a Eur.J.Phys.41 (2020)025403 [1,29,30]cikkek

jeldléseit, gondolatmenetét kdvetve tekintstik at, 6sszefoglalva az algoritmusat,
hogyan juthatunk el a radialis harmonikus oszcillator szuperpotencialjahoz,
potencialpartnereihez, alapallapot béli hullamfliggvényéhez és ezek racionalis
kiterjesztéséhez.

H_ most hasson tébb altalanos, nem feltétlen csak fizikai megoldasokat ado
khi figgvényre, az alabbiak szerint: normalhato

H, ¥P*(r) =E;¥*(r) alapjan, ha y(r) normalhaté mindkét hataresetben:
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H_y(r) = ex(r) , ahonnan kaphatjuk a potencialpartnereket:

_ x@” P {ORY B (R - ; AT4ala
V_ (1) ) +e=( X(T)) + ( X(T)) + &. illetve felhasznalva altalanos esetre

(45)-(47...... ) bél, korabbral:
Vilr )= Wey £ - W(r) + x() + &, (83)
ahol a y(r) tartoz6 szuperpotencial:

Wi(r) = —% In y(r) . (84)

Altalaban, hae #0 W(r)# W (r)= —% In ¥5 (7).

Val6jaban ilyen alakban irva az alapallapoti hullamfliiggvénnyel normalhato
x(x) -en, egy dimenziéban (x):

x(x) = W5 (x) £(x), eszerint pedig W (r) igy irhato:

W(r) =W (r)— % In & (r). (85)

0,

% Amikor az ¢ faktrorizaciés energia zéro, specialis esetében y(r) = Y5 (r) , ez
a l.tablazat beli T, transzformacio, sértetlen esete.

% Ha & #0 sértett esetrdl beszélink, ez az 1.,2. tablazatbeli toébbi

transzformacioja :T,, T3, T,.

2.2 Transzformacios modszer

Ebben az alfejezetben azt ismertetem, hogy miként lehet egzaktul megoldhato
potencialokat generalni egy vdltozétranszformdaciéval.

2.2.1 A Schrodinger-egyenlet megoldasa ismert masodrenda
differencialegyenletbe torténo transzformalasaval
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A matematikai fizikaban szamos masodrendt1 differencialegyenlet ismert [8] .
Ezek felhasznalhatok arra, hogy egzaktul megoldhaté potencialokat allitsunk
el6. A kvantummechanikaban leggyakrabban a hipergeometrikus és a
konfluens hipergeometrikus flggvény jut szerephez, illetve az ezekbdl is
szarmaztathato klasszikus ortogonalis polinomok (Jacobi, Laguerre, Hermite).

Az alabbiakban a [35,36] cikkekben leirt médszert ismertetjiik.

2

h
—=1,h/ 2n=2m=1 skalazassal
2m

az egydimenzios Schrédinger-egyenlet:

HY (x) = E¥(x) (86)
T+ (B~ V() W (x) = 0 7

a radialis potencialra a pozitiv valos tengelyre definialtuk x € [0, oo
most a teljes valos tengelyre (x € |—oo; o[ illetve ,[a,b] ) definialt
megoldasokat kerestink

¥ (x) =f(x)F (2(x) (88)
specialis alakban keresve a hullamfliggvény megoldast

(86) és (87)-bdl a kiindulo, ké6zénséges, masodrendll differencialegyenlet
alakja:

d?F dF
=) + Q(2) = + R(z) F(z) =0 (89)

minden specialis fliggvényre jellemz6 [8]. Esetiinkben ezek alakja ugyanakkor
kifejezhet6 a (86) és (86) egyenletekben szereplé mennyiségekkel:

ahol Q (z) és R (z) specialis faggvény [8], formaja altalanosan itt:
Z” Zf,

(z')? +Z’f

=Q (z (%)) (90)

f7 U E-V(x) _
(Z’)Zf + (ZI)Z R ( Z (X)) (91)
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Kifejezve E- V (x) tagot, kapjuk:

d

E-V®= (z®)*R(z [x) - ((];g)))z T (];flg)))) B

- (Lo ;(ZZ’,’(%))Z} +Z@)? (REM®) - 35~ 102 @6))  ©

2z'(x)

{z,x} tag : a Schwartz-féle derivalt

A hullamfliggvény egzakt alakja a normalizaciés konstans nélkul:

W~ (2 ()7 exp (5 [ 200@)dz ) F(2(x) - 09

A modszer 6sszekapcsolhatéo a SUSYQM formalizmusaval is, ami lehetévé
teszi a W(x) szuperpotencial kifejezését az alabbi alakban:

(A (94) nem teljestl altalanosan.)

aw

E-V(®= -Wx)+= (94)
ahol W(x) alakja
W)=~ Infl) = -5 Q@) 2@ +3;52. ) o)

A (92) egyenletbdl lathato, hogy a bal oldalon szereplé E konstansnak a jobb
oldalon is lennie kell egy megfelel6jének, ami altalanos esetben a Q(x) és R(x)
fliggvényeket tartalmazo tagbol valaszthato. Igy tehat bevezethetjik, a

Osszefliggést, ami egyben egy differencialegyenletet szolgaltat a z(x)
figgvényre, definialva azt.

D)% () = C.

Itt az altalanos formalizmust alkalmazzuk a hypergeometrikus és konfluens
hipergeometrikus fliggvényekre:[8] amely eljaras a Natanzon, illetve Natanzon konfluens
potencialosztalyt adja eredménytil:[15,16,62]

A specialis figgvények kotottallapoti megoldasokban a Jacobi, illetve az altalanositott
Laguerre polinomokra redukalédnak (Abramowitz[8]).

egyszeriibb jeldléssel, innen: (z')?= C/ @ (z) (96)

1 1
melyhez direkt integralassal irhatjuk, hogy [ @z (z) dz = C2 x + x,
Xo: integracios konstans
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Ha csak az implicit x(z) fiiggvény elérhet6, akkor az implicit potencialrol
beszélunk.

(valtozotranszformacioval.....nincs garancia, hogy zart alakban megkapjuk
z(x)-et x(z)-bél vagy forditva, z(x)....x(z) inverz alakra valtva.[1,2,36])

Az alabbi alakitassal lathatova valhatnak a keresett tagjaink:

E-V@=-2{z0+ (@ 00)? (Rz®)- 55— 50z ®)) =
e iy (REW)- -l ew).

ahol {z,x}/2 a mar ismert Schwartz-féle derivalt.

2.2.2 Polinomok megjelenése és a Natanzon-féle osztaly

F(z) = PY“P)(z) valasztas meghatarozza Q(z) és R(z) alakjat [8]:
d*F dr _ .
=t Q(2) -+ R(z) F(z) = O (89)-bol:

ahol Q (z) és R (z) specialis fliggvény, formaja [8] altalanosan itt:

Q(Z)_(oc+,8+2)z+(a—ﬁ)

e, (98)
+a+f+1
R(z)=— ") (99)

A formalizmust egyszertisithetjik a

(100)

(101)

atparaméterezéssel.
a+p a-p

w=28p=2 (100), (101)



Az aktualis formaja E-V(x) egyenlettinknek (97)- bdl:

E—V(X)=i{z,x}+

2
oy (@0’ (nto+d) = Ha-20+putrm |, a2
_ 1\2 1
P = 1-w*-p* (104)
P = 2wp z(X) ) (105)

Korabbi kiindulashoz hasonléan:

(—)ZCD (z(x)) = (106)

(z'(x))? % =C , (107 dsszefliggésbél z, x szerinti derivaltja:

Itt megteremtddik a kapcsolat x-z-¢ valtozok kozt:

L= 2(x) =
cz (z*(x) = 1) [<p(Z(X))]_71 (108), (109) ahol,

mivel ugyanezek a komponensek fordulnak el a (97) egyenlet jobb oldalan,
amelyek kozil az E-nek megfelel6 konstans tagot megvalasztjuk.

(p(Z(X)) = p[ (1 - Zz(x)) + p” + P Z(X), (110)
(107) -bél és
2

Z (%) '
(106)-bol kifejezve V (x) -et a fentiekkel felirva: + (zcx)) =_ < ) 5 = (z (x)) ;
P (=1 (1-220)

(102)egyenletbdl és @(z(x)) (110) egyenletekbél kapjuk V(x) Gj alakjat(111)-ben

V)= -2 {z2} +

<P(Z(x)) [ 51 (1_Zz(x)>+ S+ Surz() ] , (111)

behelyettesitve a nevezébe : go(z(x))-t :

C
p; (1=z2(X))+ p;+ pyy; 2(x)

V(%)= —>{zx} + | si (1=22()) + su+ suz] (112
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Egyszert atalakitasokkal a kévetkezo egyenlethez jutunk: (117)

(102) egyenletbe irva V(x) (183)(112) alakjat kapjuk:

E—V(X)=2i{z,x}+

1 1% 1 )
) (z' ()’ [( (n+“’+5) — A=z + pu+pu

1 C[ s (=22 +sy+ sy z(x)]
E+ ={z x} -

2 {Z X} p; (1-z2(x)+ P+ Py z2(x)
~{z,x} +

1 1% 1 )
" (1-22(x))° 2 I( (n tot E) — )A=2°C)+ pu +pu

zl {z, x} eltinik, osztva mindkét oldalt (C/fi) -vel

C [ s;(A-z2Q))+ spy+ sy 2(x) ]
p; (1—ZZ(X))+ pyt Py z(x)

a ((Tl+a)+l)2_ 1)(1—Zz(x)+ +
~ 900) 2 4 Pu + Pui| ,

E/(m) - [ Sy (1 —ZZ(x))+ sp+  Sur Z(x)] -

2
=[((n+w+%) - %)(1_22(95)"' PutPur|, (116)

, (113)

, (114)

(115)
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pz(x))=p A- z%(x)) + p, + pm z(x) beirva a bal nevezébe:

c
@ (z(x))

c
P, (1—Zz(x))+ Pyt P z(x))

E/( )=E/ (

% (p1 (1 _Zz(x)) + p11+ P Z(x) ) =

=[ s;A=22(x)+ sy+ spzix)] + ((n+a)+%)2— %)(1—22(35)"‘ P~ Pur| (117)

A harom (1),(2),(3) fuggetlen tag egytitthatoit 6sszegytjtve harom (1),(2),(3)
egyenlethez jutunk:

1\% 1 E
(n+a)+z) —Ltsi-7 pr=0 , (1)(118)

E
<P =Sut Pu

E
Pu * Su-Pn= 0

E
l-w?-p*+ sy - —py = 0 (2) (120)
E
< P z(x) = sy z(x) —puy
—2wp z(X) + sy 2(x) - % P 2(x) =0 / :2(x)

E
—2wp sy -7 P =0 3 (121

A harom egyenlet kapcsolatot teremt p;i paraméterek, a (111) egyenletben
megjelend potencial csatolasi egylitthatoi és az E energia kozétt a Jacobi-
polinomok esetén.

Az 2. tablazatban szerepl6 PI potencialosztaly esetén a paraméterek értékei:
(110)-bél:

pz(x))=p A- z%(x)) + p,+ pmz(x) igy egyszeriisodik,

pr=1,

pu=pm= 0, valasztassal:
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p(z(x)) = (1-2z*(x)). (122)

itt (118)-bol: hap, =1, 5; = L energiaskalaeltolas mellett kapjuk az
=4

E: energia-sajatértéket
1\ 2
(n+w+5) — —-+s5-=-— =0

1\2 1 E
(n+w+5) — Z+ < (123)

2 2
En = C(n +w+ é) = C(n + a+f+1) . (129)
TOVé.bbé. p”=p”1= O 5 mlatt,

(A 191)(120) és (192)(121) -bdl a kapcsolatteremtd s; csatolasi egyttthatok
adodnak:

l1-w?-p?+s; =0 (125)

sy = w?+p?-1 és sy =2wp . (126),(127)

A PI potencial- (/differencialegyenlet-) osztaly altalanos alakjat jelen esetre fel
tudjuk irni, ha (180)(109) -bdl indulunk ki, ahogy az 2. tablazatban lathatjuk:

pl. a Scarf L., Pbschl-Teller potencial

(2" (x))? %= C ésmost p(z(x)) = (1—22(x)). (128)

ezért:

1— 72
(z'(x))? ﬁ = C , azonossagok behelyettesitésével, egyszerusitéssel:

@@
1-zy M (129)

A (112) egyenletbdl, a parameéterek ismeretében, behelyettesitve kapjuk a
potencial alakjat:
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W =a;r—ﬁ , P =%ﬁ ——{Z x} megfelel

3 ¢
2(x) 47

— C a+p 2 a—p 2 4 ZCZ(X) at+p
V (a,px) = 2w [ (535) + (59) —z] * 1200 (—)(—) (130)

Az kotottallapoti hullamfliggvény[2] pedig a fentiekbdl az alabbi alakot olti:

a 1 B 1
Y (@Bx) = P (1—zx) e A +2()) 2% PP (z(x)), (s

Tovabbi potencialosztalyokhoz jutunk ¢ (z) egyéb megvalasztasaval.

pu=pm= 1 valasztassal, a PII. potencialosztalyt talaljuk (Llsd 1.tablazat) mely
tartalmaz harom potencialt, a harom alkalmasan valasztott z(x) flggvény
mellet. Ezek a Rosen-Morse 1. és II. potencialok, illetve az Eckart potencial.

PIII. potencialosztaly implicit potencialokat tartalmaz, olyan értelemben, hogy
x (z) forditva nem kolcsénosen egyértelmiien kaphato meg az explicit z(x)-bdl.
Meégis relevans mennyiségek egzaktul kiszamithatoak. Tovabbi potencialok
szarmaztathatéoak p; paraméterek nullatol kulénb6ézd alkalmas/helyes
megvalasztasaval. Példaul a Ginocchio [54,55] és az altalanos Ginocchio
potencial 1985 (az egy- €s haromdimenzios Schrédinger egyenletbdl) valamint
a DKV (Dutt-Khare-Varshni 1995) potencial, specialis eseteiként a PI., és a
PII. potencialosztalyoknak (Jacobi polinomokkal).[73]

Az elozo fejezetbol kaphatok meg a 2.tablazatban feltiintetett
potencialok az alabbi formakban :[36]

F(z) = LE{” (z) , F(z) - Pé“’ﬁ ) (z) , majd z(x) alkalmas valasztasaval
P: Jacobi-féle polinomosztaly
L: Laguerre-féle polinomosztaly

H:Hermite-féle polinomosztaly

1 1
( cosecx=-—,sechx=
Sin x COS X

)

Az alabbi tablazat tartalmazza a megfelel6 specialis: trigonometrikus és
hyperbolikus z(x) figgvények valasztasa mellett, milyen potencialtagokat
kaphatunk meg a megfeleld (92), (97) egyenletekbdl, a Jacobi, Laguerre, stb.
polinomoknak megfelelé Q(z) és R(z) figgvények behelyettesitésével:
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Alakinvarians potencialok, Natanzon-osztalyba tartoz6 potencialok

(2.tablazat)

z(x)= diff.e. V(x) név
osztaly
PI:Jacobi (z')? _ C, (P)
Losztaly (1-22)
i sinh (ax) A?+(B?-A%-Aa) sech?(ax) + Scarf II.
C= —a? + B (2A+a)sech (ax) tanh (ax)
cosh (ax) A%+(B? + A* +Aa) cosech?(ax) | altalanos
C= —a? -B(2A+a)cosech (ax) coth (ax) | Poschl-
Teller
cosh (2ax) (A-B)2 -A(A+a) sech?(ax) + Poschl-
C= —4a? + B(B-a) cosech?(ax) Teller II.
cos (ax) —A%2+(B% + A% —Aa) ——— — Scarf 1.
C= g2 sin2(ax)
-B(2A-a) st (e COS (ax).
cos (2ax) C= 4a? —(A+ B)*+ A(A-a) sech?(ax)+ | Poschl-
+B(B-a) cosech?(ax) Teller L.
(z')?
G C
(PII)
tanh (ax) A? + B?/A?+2B tanh (ax)- Rosen-
C=ad? -A (A+a) sech?(ax) Morse II.
coth (ax) C=a? A? + B?/ A%> —2B coth (ax)+ Eckart
+A (A-a) cosech?(ax)
-i cot (ax) —A% + B?/ A*> —2B cot (ax)+ Rosen-
= —a? +A (A+a) cosec?(ax) Morse L.
Laguerre LI |(z )2/z = C,
osztaly (LI)
radialis
w C=2 1 5 o l(1+1) 3 harrr}qnikus
_x2 w Zwcx +_2 — (l+—)(x) oszcillator
2 4 X 2
(z’)2 = C, (LII)
e? __ et et e’ i+ Coulomb
mx (n+1+1)2 4(1+1)%2  «x x2
(2 )?/z> = C,
(LIII)
Zexp (-ax) C= a? A%- B(2A+a)exp (-ax)+ Morse
¢ +B? exp (- 2ax).
HI:Hermite-f.osztaly (z’)2 = C, (HI)
1 - 1 1
(%)E(X—Qb/a) C=w/2 —S o+ wix? 1Ds h.o.
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e Amikor F(z)-t a 2 Fi(a;b;c;z) hipergeometrikus fiiggvény (HF) csaladbol
valasztjuk ki, akkor a keresett potencial Natanzon tipusu
potencialosztalyba tartozo lesz, az ide tartozo potencialok koétodttallapoti
megoldasait irtuk fel a F(z) = P,f“’ﬁ ) (z) Jacobi polinomosztaly tagjaiként
és a hozzarendelt Q(z(x)), R(z(x)) -eket, a (90),(91)-bdl és alabb
(169,)(170)-b6l. Ezekhez jutunk a hypergeometrikus fliggvénybdl,
megfelel6 paraméter/valtozovalasztassal : a=-n vagy b=-n :[8].

e Hasonloéan, amikor F(z)-t a 1 Fi(a;c;z) konfluens hypergeometrikus
fuggvény (CHF) csaladbol valasztjuk, akkor a keresett potencial
Konfluens Natanzon tipusu potencialosztalyba tartozo lesz. 1 Fi(a;c;z)
redukalodik a=-n, valasztassal: [8], altalanositott Laguerre-tipusu

polinomosztalyba tartozo tagra: F(z) = Lgl“)(z) és a nekik megfeleld
R(z(x)), Q(z(x)) figgvények egylittesére.

3. Sajat eredmények

3.1 A radiilis harmonikus oszcillitor szuperszimmetrikus
transzformaltja

Ez az alfejezet az [1] cikkben foglalt eredmények Osszefoglaloja. A vizsgalt
potencialok ismertetése utan megkonstrualjuk az 1. Tablazatban leirt négy
altalanos szuperszimmetrikus transzformaciot és vizsgaljuk hatasukat az
adott konkrét esetben.

3.1.1 A radialis harmonikus oszcillator és racionalis kiterjesztése

A szogvaltozok szeparalasa utan a hdromdimenziés harmonikus oszcillator
potencial r-fliggd része, amit igy irhatunk:

2
V(l,A;r)=“’Tr2+@+A, (3.1.1)

r

A (98)(3.1.1) potencialt a 2. Tablazatban szereplé LI esetként azonosithatjuk,
amit a 2.2 fejezetben leirt modszerrel kaphatunk meg, ha azt az altalanositott
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Laguerre polinom differencialegyenletére [8] alkalmazzuk. Ebben az esetben a
(89) egyenletben Q(z)=(a+1)/z-1, illetve R(z)=n/z, ahol a jelen esetben a=1+1.

Ennek megfeleléen a kotoéttallapoti hullamfiiggvények alakja (3.1.2):

1

)

l =
¥, (k1) = €O r*lexp (L) L, P (©12), (3.1.2)
ahol C,gl):
1
FER
¢ = H‘l"—znl , (3.1.3)
22 (n+143)!

Itt a A konstant egy technikailag sztikséges energiaeltolds. Ezt a potencialt a
2.2.1 részben ismertetett eljaras altalanositott Laguerre-polinomokra térténd
alkalmazasaval kaphatjuk meg.

Ebben az esetben a (89) egyenletben a Q(z) és R(z) figgvények a kovetkezo
modon valasztandok [8]:

_ (a+1)

Qlz) =&
R(z)=

(3.1.4a)

1
n
- (3.1.4b)
VA

az a=1+1 helyettesitéssel.

a megfelel6 energia-sajatértékeket pedig (az emlitett energiaeltolas
figyelembevételével) a

En(l,A)=w@2n+1+2)+A (3.1.5)

egyenlet szolgaltatja.

B R R R R R R R R R R S R

A (98)(3.1.1) potencial racionalis kiterjesztése (Qu08) [6]két taggal kiegésziil,

[6](Quesne C.,2008 J.Phys. A:Math.Theor.41) a négyzetes és a centrifugalis
tag mellett:
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P w? L(+1 4w 8w(21+1
V(ILA;r)=—1%+ D) 4 — (2i41) + A . (316
4 r? 2l+1+wr?  (2l+1+wr?)?

(Ez a potencidl is megkaphaté a 2.2.1 részben leirt médszerrel, ha azt az X, -
tipusu Laguerre-polinomok differencidlegyenletére alkalmazzuk: [23,24])

A hullamfiggvény kifejezheté a kivételes X; - tipusu Laguerre ortogonalis
polinommal ilyen formaban:

Szemléltetés: lasd Fiiggelék 2. abra

—

_ - I+1 1
@ (1;1)=CY —— exp (—% r?) Ln+i)(% r?)  (3.1.7), ahol

(1+1
n 21414+ wr?

3

N|R

C,(ll)= 3 2 7 (3.1.8)

22 (n+l—%)!(n+l+3/2)

A kivételes ortogonalis polinomok két altalanositott Laguerre-polinom
linearkombinaci6jabol az alabbi modon megkonstrualhato, z
valtozoval:[1],[23], [24]

[® @)= -(@+1+2 1@+ 1@ . 5.1.9

n—-1

Az energia-sajatértékek kifejezése pedig azonos a koézonséges harmonikus
oszcillatoréval

E\n(l,A)=w(2n+l+§)+A. (3.1.10)

3.1.2 Transzformacidk sértetlen és sértett szuperszimmetria esetén

Az alabbiakban eléallitjuk az 1. tablazatban leirt négy SUSY transzformaciot
a radialis harmonikus oszcillator és a racionalis kiterjesztése esetére.
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Kiindulas a y ( r) folytonos és normalhaté (r€ (0, o)) probafiiggvénytink a 6
parameéterével, ilyen formaban

(p+wr?)k

rar?) (3.1.11)

x(r)=7rtexp (s%rz)

w>0,p>0,q>0,s=t1, k, j nem negativ

ebben az esetben a probafliggvénytink olyan szuperpotencialt és beléle olyan
partnerpotencialt szolgaltat,amely nem zérus, nem szingularis.

valtozo /paraméter, ha p=q, j=o, akkor k-j— k, specialis transzformacio, ha

paraméterek argumentumbeli valtozasa a szuperpotencial eléjelvaltasat,
tikrozését eredményezi:

W(r)=-W() (s Kk jp q- (—t,—s,j,k q p)esetben, (3.1.12)-ben.

Kozvetlen derivalassal belathato, hogy a (3.1.12) figgvény megoldasa egy
olyan  altalanos potencialnak, amely a paraméterek megfeleld
megvalasztasaval (s = +1/-1, t=(1+1)/(-])) a (3.1.1), illetve a (3.1.6) alakra
hozhato, valamint biztosithaté, hogy ne legyen zérusa, illetve szingularitasa
(p, q >0). Az energia-sajatérték a paramétervalasztas fliggvénye.

A szuperpotencial fontos szerepet kap a partnerpotencialok eléallitasaban,
késébb (3.1.12)-(3.1.14).

Tudjuk, hogy W (r) = —% In y (r) -bdl a szuperpotencial:
t 2krw 2jwr

w
W = —§—r—-— +
(r) 52177 ptwr?  qtwr?’ (3.1.12)

mivel a partnerpotencialok : V, (r )= Wj, + % W(r) + x(r) + €, igy,ha p# q:

2 t(t—-1) 2kw 4jp. 4pwk (k—1)
V. (r)-€ = £ 12 + Ok-sp+2t-1
- ( ) 4 t T2 p+wr? ( °p p—q) (p+wr?)?

2jw (2j+sq—2t+1+4kq )- 4qwj G+1)

q+wr? P—q (q+wr?)?

+

+ so (2k+t-2j+1/2) (3.1.13) és

48



t(t+1 2kw 4j 4pwk (k+1
(t+1) + (2k—sp+2t+1 ]p) pwk ( )

_w? 5
V+ (I') € 4 et r2 pP+wr? p—q’ (p+wr?)?

2jw

(2/+sq-2t-1+ 4kq )- 4qwj G-1)

g+wr? p—q (q+wr?)2

+ + so (2k+t-2j-1/2) . (3.1.14)

Ha a (110)(3.1.13) V-(r) potencialt ugy valasztjuk meg, hogy ne tartalmazzon
additiv konstanst, akkor a faktorizacios energia (112)(3.1.15)

ezesetben a (111) V+( r) potencialban szerplé additiv konstans —sw lesz.

£E= —Sw (2k+t—2j+%) és &= —sw* 1. (3.1.15)

Az alabbiakban tekintsiink néhany specialis esetet, megfelel6
paraméterek valasztasa mellett.

k=j = 0.

Ebben az esetben (3.1.13) és (3.1.14) a kozonséges radialis harmonikus
oszcillatorra (3.1.6) egyszerusodik. Az egyes Ti SUSY transzformaciok a
kovetkez6 valasztassal kaphatok meg.

T,: 50, s=-1

(110,111)-bd8l a partnerpotencialok t>0,s=-1
V.(r) =V (t-1, O; 1), (3.1.16)
Vi(r) =V (t, w; 1), (3.1.17)

A faktorizacios energiat kifejezve ((3.1.15)-bél , kapjuk:
£=w (t+). (3.1.18)

A t= I+1>0 valasztassal visszakapjuk a radialis harmonikus oszcillator
szokasos alakjat, illetve adodik, hogy:

£E= w (l+1+%) = w (l+§ ) hasonloéan a V_(r) alapallapoti energiajahoz. Ez a

sértetlen SUSYQM esete, ahol az energiaspektrum sémajaban
E,(l,A)=w(2n+1+ %) + A, (3.1.5) 6sszefliggésbdl: (3.1.19)
n+1= Ent1 (L0) = Ey(1+1, w)=Ej (3.1.20)
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A V. (r) és V,(r) kotottallapoti hullamfiiggvényei kifejezheték a (3.1.3)
fuggvényekkel és

megoldasahoz tartozo hullamfliggvénnyel és

(27) alkalmazasaval a koévetkezd 6sszefliggést kapjuk kozottik:

l
AV (L1) = —0 Gt ¥, (1,0)= - (Bps (LO) - )12, (I4L,1), @121

(felhasznélva az altalanositott Laguerre- polinomra felirt rekurziés formulat [8]-bdl)

T,: t<0, s=+1

[lyenkor :

V_(r) =V (-t, O; 1), (3.1.22)
V.(r) =V (1-t, —w; 1), a faktorizacios energia pedig: (3.1.23)
£=—w (t+). (3.1.24)

Az 1. tablazat alapjan, t = =1 < 0 valasztassal:
£E=—-w (—l+%)=wl—%w=w(l—%)=Eo"—2w<Eo (3.1.25)

az energiaspektrum sémajaban a sértett SUSYQM esete ez
E,=E,(,O)=E, {1 (IF1,-w)=E,, (3.1.26)

Uj kététtallapoti energia jelenik meg V. (r) spektrumaban e-nal.
A hullamftiggvéneket most a

(3.1.27)

egyenlet kapcsolja 6ssze.

l
A%, (L, 1) = 2(n+1) % Yoer (F1,0)=(E, (L, 0) —€)Y/2¥, 4 (I-1,1). 3.1.27)

Itt T, transzformacié éppen T; inverze. Ez belathato a t=-1-1 valasztast tekintve
(t=-1 helyett), mivel ilyenkor y ( r ) a T; esetben alkalmazott fliggvény inverze
lesz és A hatasa hasonlo lesz, mint Athatasa a T; esetben.
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T3 ct> 0,S=+1

V_(r) =V (t-1, O0; 1), (3.1.28)

Vi(r) =V (t, —w; 1), a faktorizaciés energia: (3.1.29)

£=—w (t+). (3.1.30)

Ha t=1+1 >0

£=—w (th)= - (F1+)=—w () < Eg (3.1.31)  sértett SUSY esete

A partnerpotencialok energiaspektruma azonos:
E; =E, (,O)=E, (I*1, -w ) =E} ,(3.1.32)
és a megegyez6 hullamfliggvénytranszformacioval kapjuk:

C

AVa(l, 1) = o % W (1+1,1) = -(E, (L, 0) — £ )2 W, (I+1,1). (3.1.33)
Tyt<0,s=-1

V_(r) =V (t-1, O; 1), (3.1.34)

Vi(r) =V (1-t, —w; 1), (3.1.35) a faktorizacios energia itt:
£=—w(t-3). (3.1.36)

Ha t=-1<0

£=—w (t)= —w ()= - (+)< 0 (3.1.37)

ismét a Ts esethez hasonloan sértett SUSY esete

A partnerpotencialok energiaspektruma a T3 esethez hasonléan azonos:
E; =E,(l,0)=E, (-1, w)=E} (3.1.38)

és a megegyez6 A operator hatasara a hullamfliggvénytranszformacioval
hasonloan kapjuk, de (I-1) valtozoval :

AV, (L, 1)=(n+ 20+ 1) Ci—llll ¥, (I-1,1)=(E, ([, 0) —¢e)1/2¢, (I-1,r). (3.1.39)

A T3, T4 trafok egymas inverzei, mint ahogy az elsé ketté transzformacional
korabban lathattuk.

51



ha: j=0

T,: >0, s=-1 esetben

V_(r) a(3.1.1) alakra hozhato a k=1, t=1+1 és p=-(21+3) valasztassal. Ilyenkor
V,.(r) felveszi a (3.1.6) alakot, viszont p<O miatt szingularis lesz. Igy arra
kovetkeztethetiink, hogy ez az eset nem vezet megalapozott SUSY
transzformaciohoz.

T,t<0, s=+1, j=0

A helyzet az el6z6h6éz hasonlo. V_(r) a (3.1.1) alapkra hozhaté a t=-1 és k=1
valasztassal, de ez negativ p értékhez vezet, ami a V,(r) potencialt
szingularissa teszi. Emiatt ezt az eset is elvetendé.

k=1 valasztassal (p + wr?)~? eltlinik, hasonlé a helyzet a fenti T, esethez

visszakapjuk a radialis harmonikus oszcillator potencialt, ahogy
a...tablazatban a T2 transzformacional lathatjuk

ha most t=-1 aholl< 0 és p = (2t+1):

Ekképpen:
_w? 5 t(t-1) 2w _
Vr)e=—r "+ -5+ tor? (2-p+2t-1) + so (t+5/2) = (3.1.40)
2w 2w 2w
v_(1)= - (2-p+2t-1) = - (2t+1-p) = ror? (p-p)= O. (3.1.41)
£=-a (t+5/2) . (3.1.42)

T3>0, s=+1
k=1 valasztassal és p = (2t+1):

fentiekhez hasonloan behelyettesitve kapjuk:

V.(r) =V ( O; 1), (3.1.43) visszakapjuk ismét a radialis harmonikus
oszcillatort, de

t=l+1

Vi(r) = V (I+1, -w; 1), (3.1.44)

52



A faktorizacios energiatag:
7
E=-® (l+5) (3.1.45)

e<E,

Ez a transzformacio6 igy a radialis harmonikus oszcillatorbol generalja annak
racionalis kiterjesztésének esetét, cserélve l-et (I+1)-re, a két partnerpotencial
megegyezd energiaspektrumaval , az 1.tablazattal 6sszhangban.

A (3.1.15) és (3.1.10) energiakifejezések alapjan

E; =E,(,0)=E, (I+1, —w ) =E;} (3.1.46)

Az A operator most 0Osszekdéti a radidlis harmonikus oszcillator
hullamfiiggvényét és a bel6le racionalisan kiterjesztett valtozatanak
hullamfiiggvényét az alabbi modon:

L .
A% (L, 1) = 2w) Cil"’i @ (1+1,1) = (E, (L, 0) — € )1/2 T, (I+1,1). (3.1.47)
n
T,t<0, s=—1
k+1 és p= - (2t+1) valasztassal V_(r) visszaadja a radialis harmonikus

oszcillatort
Ha t=-1< 0 ahol 1> 0 hozzajutunk:
V.(r)=V (L O; r) -hez és (3.1.48)

Vi(r)=V (I-1,w ; r), felveszi a racionalisan kiterjesztett harmonikus oszcillator
(3.1.6) alakjat,

a faktorizacios energia pedig:

E=-® (Z—g) <Ey, 3149 >0

Az energiaspektrum ismét megegyezo:

E; =E,(,0)=E, (-1, w ) = E/, (3.1.50)

ez a sértett SUSY esete, hasonloképpen, mint a T3 esetben, de az
argumentumban: -1, w
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Az A operator a megfelel6 hullamfliggvényeket 6sszekapcsolja:
Ch

A¥n (L, 1) = (-2)2n+2l-1) Cl:fl ¥, (-1, 1) =
n

=- (E, (,0)—¢&) /2@ (I-1,1). (3.1.51)
a hullamfiiggvény argumentumaban [-rél (I-1)-re valt.

A részletes szamitasokat mellézve megjegyezziik, hogy a k=0 esetben a j=0
esetben leirt transzformaciok inverzéhez jutunk, vagyis ilyenkor V, és V_
szerepe felcserélddik.

Kovetkezo eset, amikor k # 0ésj + 0

Ebben az esetben V-(r ) és V+( r) is a racionalisan kiterjesztett harmonikus
oszcillator (3.1.6) alakjara hozhato a parameéterek megfelel6 megvalasztasaval.

T{:t>0,s=-1

Legyen t= I+1, k=1, j= 1, p= 2l+ 3, q= 2l+1, akkor

V_(r) =V (I, O; 1), (3.1.52) a partner pedig:

Vo) =V (+1,w ; 1) , (3.1.53)

e= ® (4+3/2) = Ej , (3.1.54) tehat sértetlen SUSY

A spektrum:

E .1=E,1(1LO) =E,(1+1, w) = E} , sérteten  (3.1.55)

A hullamftiggvények:

Ch

l+1
n-1

APn(l, 1) = (-w) ¥, (+1,0=- (E, (I, 0)-¢)/2¥, (I+1,r). (3.1.56)

Az alakinvariancia teljestil a racionalis kiterjesztésti harmonikus oszcillator
potencialra.

T,:t>0,s=+1
ekkor a paraméterek:

Legyen t= -1, k=1, j= 1, p= 2[-1, q= 2l+1, akkor

V_(r) =V (I, O; r), mint fent T1-nél (3.1.57)
Vi) =V (Fl,w ; 1), (3.1.58)
e= o (l1/2) <Ejy (3.1.59)
E =E,.1(L,0) =E, (-1, —w) = E}, n+1 léptetés (3.1.60)
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l
AT ) =2 1+ D) =5 Py (L1, 1) =

n+1

= (En (L, 0) —&)2 ¥ (I-1,7). 3.1.61)

Ugyanugy lesz itt ismét, ahogy a k=j= O esetben, a T, transzformaci6 pont T,
inverzét adja. Az A operator hatasa lényegében ugyanaz a T, —re, mint
A*hatasa T; —re. A t= -I-1 valasztassal t= -1 helyett szolgaltatja y (r) fuggvény
T2 béli viselkedését, Ti-ben. A megfelelé W(r) szuperpotencial pedig csak, az
irodalomban latottak szerint, eléjelben fog kiilonbdzni. Megjegyzendd, hogy ez
az eredmény csak a faktorizacios energia specialis, (3.1.64) valasztasa esetén
érvényes. Mas valasztas esetén a formalizmus jelentésen elbonyolédna.

T;: >0, s=+1

Belathato, hogy a V_(r) és V_(r) potencialok nem hozhatok egyszerre a
racionalisan kiterjesztett harmonikus oszcillator (3.1.6) alakjara, ezért
ilyenkor nem kapunk értelmezheté SUSY transzformaciot.

Az altalanos (3.1.40)-(3.1.41) alakboél V. ( r )-bél a harmonikus oszcillator
racionalis kiterjesztése adodik itt.

V_(r) =V (i, 0), (3.1.62) mivel a paraméterek megvalasztasa:
k=1,j=1,t=1+1, q=21+1, igy

visszakapjuk a centrifugdlis és a (21 + 1 + wr?)™? tagot.

(2l + 1+ wr?)"tag és (p + wr?)~! nem megfelels a vart 4w és 0 valasztashoz,

A T3 tipusu SUSYQM transzformdcié nem szolgdltat ilyen alaku fiiggvény
mellett értelmes megolddst.

T,:t<0,s=-1

A szituacio hasonlo az el6z6 esethez
k=1, j=1, t= -1, q= 2l+1 a tagok tobbsége helyesen adodik, de a

(2l+1+ wr?)"tag és (p+wr®)”! tagok elvart egytitthatoi egyszerre nem
reprodukalhatok.

T, transzformacioban nem ad megfelel6 megoldast y (r) fliggvényutnkre.

Tablazatba foglalom a kapott eredmények lényeges elemeit.
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Specialis esetek a 6 paraméter esetén: s,t,j,k,p,q

Osszefoglalas
k=j=0 J=0, k=1 k=1, j=1
= 1 0-b nem 3
Ty ‘;__lil_ 1>0 E=w <t + E) nini: értelmezhetd e=w(l+ E)
t= l + 1 > 0 € = EO
g, Eg-hoz...
T, [t=-1<0 _ 1 1 0-ban nem ) t=-1, k=1,
=1 e=—w(t+ 2) divergal értelmezhetd j=1,p=2I-1,
t=—-1<0 p=ote1>0 | 472l ,
t=-1 = ——
e=w(l 2)
e<E,
— 1 egymas k=1 nem értelmezhet6
T3 t_ll +1>0 e=—w(t +z) inverzei p=2t+1
ST t=1+1>0 | 7o @ > 0)
t=I+1,
€
= I+ ’
=-wl+3)
e <E,
T, |[t==1<0 _ 1 € nem értelmezhetd
4 o &= —a)(t - E) _ l 5
= —w(l-3)
t=—-1<0 (p>0)
€< Eo
V_(r), Vo (r): V. () = V(L)
(3. 1i/1()-1?)sz (3.1.6)-lesz
r,
V_(r):V(r,D
(3.1.1)-lesz
3.tablazat
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3.2 A PI potencialosztaly szuperszimmetrikus transzformacioi

Ez az alfejezet az [2] cikkben foglalt eredmények 6sszefoglaloja. A vizsgalt
potencialok ismertetése utan megkonstrualjuk az 4. Tablazatban leirt négy
altalanos szuperszimmetrikus transzformaciot és vizsgaljuk hatasukat az
adott potencialokra, 6sszefoglalva eredményeinket az 5., 6., 7. Tablazatban.

Itt egyszerre harom potencial esetében (dltaldnositott Péschl-Teller potencial, a
Scarf 1. és a Scarf II. potencialok, valamint a racionalisan kiterjesztett verzioik)
vizsgalom, amit a 3.1 részben és mindharom kulénbdzik értelmezési
tartomanyaban.

3.2.1 A PI potencialosztaly és racionalis kiterjesztése

Itt 6sszegyUjtom a fejezetben targyalt potencialok lényeges Osszefliggéseit,
mind altalanos PI osztalyu potencialként [36,69] mind pedig a harom konkrét
esetre meghatarozott formajukban. Azaz az dltaldnositott Pdschl-Teller
potencialt, a Scarf I. és a Scarf II. potencialokat, valamint a racionalisan
kiterjesztett verzioikat.

Az eljaras leirasra kerult a 2.2.2 fejezetben, amellyel ezen potencialok
altalanos alakjat transzformalassal nyerjuk ki a Jacobi-polinomok és az
X, —tipusu kivételes Jacobi-polinomok differencialegyenletébdl.

Az altalanos PI tipusu potencialok kifejezése a kovetkezo [36,69] :

4 1-2z2(x) 2 2

(1-z 2(X)) [
A kotottallapoti hullamfliggvényeket ado alak,

W (@,8%) = CP (1-200)5"% (A +2(0) 7% PYPla(x), .22
és az energia sajatértékeket szolgaltato 6sszefligges pedig:

a+B+1

E, = C (n + 102 (3.2.3)
Itt PP (z) egy Jacobi-polinom [8].

A megfeleld hatarokon a normalizalhatésag és a regularitas feltételei a
hatarfeltételekbdl kévetkeznek, amelyek csak a z(x) figgvény és az értelmezési
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tartomanya megadasa utan definialhatok. A 2.2.2 majd késébb a 3.2.3
fejezetben harom konkrét megoldas tartozik a PI potencialok osztalyaba,
mindegyikuk eltér6 értelmezési tartomannyal.

Az altalanositott Péschl-Teller potencial z(x)=cosh (ax) esetén valaszthato,
= —a” mellett, a pozitiv valds tengelyen x € [0, co[ megfeleltetett z-vel, z€ [1, ol.

A Scarf I. potencial az dltalanositott Pdschl-Teller potencial trigonometrikus

verzidja véges tartomanyon definialt: z(x)=cos (ax), C= a?, x€ [0, S], z€ [-1,1].
Ez a potencial gyakran a x€ [—%%] tartomanyon definialt z(x)=sin(ax)

fiuggvénybdl szarmazik, de ez csupan az eltolt valtozata az eredeti
potencialnak.

Végul a Scarf II. potencial a z(x)=i sinh (ax), behelyettesités valasztasaval
C= —a?, x€]—, o[, ahol z pedig a teljes képzetes tengelyen fut.
Figyelembe véve, hogy z(x) képzetes/komplex fliggvény, potencial (3.2.1)

valos lesz az «,f, megfelel6 megvalasztasa esetén, akarcsak a (3.2.2)
kotottallapoti hullamfliggvények egy jelentéktelen fazistol eltekintve.

Ezenkiviil van még két potencial, név szerint a Pdschl-Teller I. és II. potencial,
amelyeket hagyomanyosan kulénallonak tekintink, de ezek

leszarmaztathatéak a Scarf I és Pdschl-Teller potencialokbodl egy trivialis x— ;—C
leképezéssel, [5].

A PI potencialosztaly racionalis kiterjesztésének ismertetése: [2]

Hasonl6 procedurat kovetve, mint az el6z6 fejezetben, most 5 egyenletbdél allo
egyenletrendszerhez juthatunk,ha az

Xi-tipusu kivételes Jacobi-polinomokat feleltetjiik meg

F(z)-nek:

F(z) = PP (2)

és alabbi Q(z), R(z) valasztassal (92) egyenlethez: X;tipusu kivételes Jacobi-
polinomokat valasztunk

1dQ 1

+(2' (x))? [R(z(x)) ————— QZ(Z(x))] : (lasd(A 9):[2]) (3.2.4)

2dz 4
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(a+B)z—(f—a) (B—a)

Qz) = iq G- ’ (a24) [2] ) (3.2.5)
(B-a)z—(n-1)(n+a+B) (B-a)?
R(z) = ) B-ayr—(Bia) (3.2.6)

(99),(102)-bol és a ,gdrog bettik kapcsolatabol”:

" " 2
(e 3w
E_V(X)_ {2 z'(x) 4 (z’(x)) }+

(-2 = Ha-2a)+A-0?—p) - 20pz) +utv | 3,27

z (2 (x)?

(1- zz( ))

ahol a megjelend két tij tag u és v :

z(x)%-1
(pz(X)+w)?

2 —
u= 20 201 , (3.2.8) és Vv = 2(p% — w?)

pyr (3.2.9)

Most 2 4j linearisan figgetlen taggal egészil ki a (110) alaka ¢ (z) flggvény

21, @@

@ (z(x)) = p, (1-2z%(x)) + P, + pur 2(x) + pv Pzt V20t w)? .(3.2.10)
A szintén 0j k, w tagokkal kiegésztil6 potencial:
V(’X')\:_ {Z X} ( ( )) [ N (1_ZZ(X))+ S”+ St Z(x)+SIVk +SVW], (3211)

_ZP)-1 _u )
Cpz(0)+w 2w’ (3.2.12)
_ 20’ _1 =7 (3.2.13)

(pz(x)+w) 2(p?2-w?)
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(3.2.11)-et, (3.2.7)-be  helyettesitve (hasonléan a fenti harmas
egyenletcsomaghoz) az alabbi 6t kulcsegyenletcsomag adodik:

mn—-14+w +%)2 - % + 5 - % p; = 0, (3.2.14) ahol (118)-hoz itt csak (n-1) a

ktilénbség

E
1—w?- p? + s - ~Py =0 , (32.15) ami analog ( 120)-szal

E
—2wp + S - < v =0, (3.2.16), ami analog (121)-ggyel
A kiegészit6 két egyenlet:

20  + sy —% pv =0, (3.2.17)

Ennél a potencialosztalynal az energiasajatérték alakja, ha kifejezztik a(3.2.7)-
bél:

(124) -hez hasonléan ,
ahol n= 1,2,....(itt eltolassal n-1, n=1 esetén n flggetlen (!) )
s megjelennek az X;-tipusu kivételes Jacobi-polinomok

az alap/kététtallapoti energiasajatérték itt E; .

E\n=C(n—1+w+%)2=C(n—1+a+f+1)2. (3.2.19)

A potencial a s; pi koefficiensek értékével (3.2.11)-bdl és a kotodttallapoti
hullamfiiggvény alakja

-~ ) _ c (@+B)® | (@=B)?* 1 2Cz(x) ,a+B,,a-B
V(a,f;x) 1—z2(x)[ 4 + 4 4] - 1—22(x)( 2 ) 2 )+

2C (a+p) 2C((a=p)*=(a+p)?)
(@a-B)z(x)+a+p [(a-B)z(x)+a+p]?

emellett:

(3.2.20)
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+

[(a+ﬁ)2 (a—p)? 1] + 2Cz(x) (a+B a-—

B
4 4 1-z2(x) * 2 )( 2 )’ (3.2.21)

V(a'ﬁ;x) =

1— z2 )

V(a, B; x) az utolsé két tagban tér el V(a, §8; x )-tél.
Ppla,B5x) =
a 1

NES a1 Bt 1
= 6P (1= 200) B (14 200) 7 (e PP (2() 222

Ahol az X; — tipusu kivételes Jacobi — polinom: P%a’ﬁ ) (z) igy allithato el6 két
klasszikus Jacobi-polinom 6sszegeként:

PP () =
_ [ (@=Pz+a+p (@+p) p@h) L @
[ 2(a=p) (a—ﬁ)(a+ﬁ+2n—2)] (2) + (@ipran—z) ‘n-2 (2) (3.2.29)

Boévebb vonatkozasok: [32,33,56,57]

A fenti (3.2.20)-(3.2.23) eredmények szerint ugyanazon potencialok
racionalisan kiterjesztett valtozatai allnak rendelkezésre, ugyanazon harom
valasztasi lehetéség mellett, igy z(x) és C értelmezési tartomanya megegyezik a
klasszikus megfeleldikkel.

A (3.2.20)-nak megfelel6 altalanos formulak a kovetkezdék:
~ 2
V(aB;x) = | R

2C (a+p) 2C((a=p)*=(a+p)?)
(@a-B)z(x)+a+p [(a-B)z(x)+a+p]?

(a-p)? 1 2Cz(x) ,a+pB,,a-pB
-+ “HED +

+ 4 4 1-22 (x)

1- 22 (x)

emellett:

_ (a+ﬁ)2 (@=B)? 1 2Cz(x) ,a+B,,a—p
V(a,B;x) == Zz(x) +—; 4] + 1—22(x)( )(7)> 3.2.21)
V(a,B;x) az utolsé két tagban tér el V(a, 8; x )-t4L.

Pl B5x) =

Aa, a,t BL1 1 B
=GP (1= 2(0) 2% (14 200) 7% ( ey A M),
(3.2.22)
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Ahol P;""ﬁ ) (z) az X;-tipustt kivételes Jacobi-polinom,[23,24] ami az alabbi
modon allithaté elé két klasszikus Jacobi-polinom 6sszegeként [8]:

AP (2) =
_[_(@=Bzt+ta+p (a+B) (a.8) 1 (@.pB)

[ 2(a-Pp) (a—ﬁ)(a+ﬁ+2n—2)] Paci”(2) * (a+B+2n-2) P (2) 229
A kotottallapoti energiasajatértéket pedig igy irhatjuk:
— 1\2 +B+1)?
En=C(n—1+w+E)=C(n—1+af ) (3.2.25)

Figyelembe kell venni, hogy V (x) és V(x) harom linearisan fliggetlen tagjabol
csak kettd6 marad meg,(3.2.20),(3.2.21)egyenlet, mivel a harmadik tag
beépitésre kertil az E energia tagba. A fejezet lezarasa el6tt megjegyzem, hogy
a P és P polinomok csak akkor alkotnak végtelen ortonormalis
polinomrendszert, ha z€ [-1,1].Ezen a tartomanyon kiviil z esetén véges
ortonormalt rendszert alkotnak, lasd pl. : [70].

3.2.2 Az altalanos
transzformacioi

PI  potencialosztaly szuperszimmetrikus

A hat paraméterrel megkonstrualt altalanos y(x) flggvény viselkedését
vizsgaljuk, a lehetséges 4 transzformacio mellett, legyartva a szuperpotencialt
és a partnerpotencialokat.

T, T, T; T,
Transzformacio
e=E;y e<Ey e<Ey e<Ey
€
konvergens divergens | konvergens | divergens
lim y(x)
XX
konvergens divergens divergens konvergens
lim y(x)
XXy
az . W | nincs nincs
Spektrum alapallapotienergia | alapallapoti valtozas valtozas
. . eltinik energia,
megvaltozasa

4.tablazat Ez a tdbldzat az 1.

tablazat dltalanositasdnak tekintheto,
amennyiben a hatdrok most O és végtelen helyett lehetnek mdsok is. Az itteni
verzié alkalmazhaté a teljes x tengelyre és a véges tartomdanyra is.
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A megfelel6 figgvény alakja:

— _ t s (p+z(x))k
x(x) = (1—-2z(x)" (1+2z(x)) @) (3.2.2.1)

z(X)# —p és z(x) # —q.
t,s,k,j,p,q paraméterekkel, az 5.tablazat kikotései mellett:

A szuperpotencial (95)a paraméterek szereplésével:

WE) = —ix In y(x)= (3.2.2.2)

t s k _ j ]
1-z(x)  14z(x) p+z(x) q+z(x)l ?

W(x) = _c: (1- z(x)Zﬁ [— (3.2.2.3)

Az altalanos V(x,..), PI tipusu potencialbol a partnerpotencidlok vagy a

racionalisan kiterjesztett V (x,..)formara, a paraméterekkel felirva (3.2.20)

illetve (3.2.21)-bdl, (111) és (3.2.11) 6sszefliggésekbdl :

Ve (0)=W(x)? + ;—x W) +e => (3.2.2.4)

Nletve 1sd.(111) illetve a faktorizaciés energia alakjat:

V(X)-&==C (t+s+k—j)*+

(2t +2s2—t—s )+

1-2z2 (x)
+ :zgx()x) (2t2—2s2 —t+s)+ =& E’;:gg)‘z”z) + Y 81 :?(;1))‘2"2) +
# 2 [p(2t + 25+ 2k — 1) = 26 + 25 - 2 T2+
I [-q@t+2s-2j -+ 2t - 25+ 2k L] 8225

Vix)-e =—C (t+s+k—j)*+ (2t2 + 25 +t+s )+

1-z2 (x)

_ 2 . P _ 2
¢ €0 (np2 a2y e g) 4 CROHDATPY 6D

=22 () (p+2(x)? (a+2(x)?
Ck . 1-p?
+ — —2i—=|+
2 (2t +25 + 2k + 1) — 2t + 25 — 2] -
cj . 1-q?
2 |-a@e+2s—2j + D +2e 25+ 2k L 3.2.2.6)
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A faktorizacios energia alakja:
e=C (t+s+k—j) 2 (3.2.2.7)
Specialis probak, a négy eset vizsgalata

(Hasonléan vizsgalom az eseteket, ahogyan a 3.1.2 részben, ahol a
megfelelé transzformaciokhoz tartozo paraméterek értékei:

T;: t>0, s=-1

T,: t<0, s=+1

T; : t>0,s = +1

T,:t< 0,5 =-1 voltak.

Itt a paraméterek értékei az 1.,2.,3.,4. specialis esetben az 5.Tablazatban
kerul 6sszefoglalasra a potencialokkal és energiatagokkal.)

1.specialis eset

j=0, k=0

(3.2.2.5) ,(3.2.2.6)-bal) igy egyszertisddik az elsé két tagra:

V.(x)-¢€ =
—C (t+ s)%+ 1_ZC2 S (2t2 +2s2—t—s)+
+ 139()9;) (2t2 —2s2—t+s) , (3228
és
Vix) - =—=C (t+5)%+ e (2t2 +2s%4+t+5 )+
1fzgx()x) (2t*? =25 +t—s]), (3.2.2.9)

(3.2.2.4) és (3.2.2.5)-bél kévetkezik:

2 _ 2
Dt2 4252 —t—g="0tB (@ h 1

" " i (3.2.2.10)
(231)(3.2.2.10)
2t2 —2s>—t+s =2(a2i)(a2i : (3.2.2.11)
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A két egyenlet kivonasaval és helyettesitésével kapjuk:

L (@+3)@—3) =2t (2t]) (3.2.2.12)
II. (B + %)(ﬁ — %) = 2s (2s-1) (3.2.2.13)
(@+3)(@—3) = a? —= =4t2- 2t (3.2.2.14)

> a? = 4t2- Ot+ i = 4 (t- i)2 , ha gyokét vonunk mindkét oldalbsl  (3.2.2.15)

a=+2( t-4i), a =2t - % és a=-2t+ % (3.2.2.16),(3.2.2.17)
(@2=>-> q+=),innen:t=%42 és t=— 242 (3.2.2.18),(3.2.2.19)
4 2 2 4 2 4

és hasonloan II.-bél:

p2-2=0s(2s-1)> s=L+16ss=-£L41 (3.2.2.20),(3.2.2.21)
4 2 4 2 4
Ey-e=7? e= C (t+s)2 Isd. 5.tablazatot (3.2.2.22)

V_(x) és V, (x) az 6sszefiiggésekbdl V (a, 5; x) vagy V (a, 5; x) -re vezet, foglaljuk

tablazatba az eredményeket:

e=C (t+s)?

Az eredményeket tablazatban 6sszefoglalva
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Osszefoglalva az eredményeket az 5. tablazatban

Lk |V (x) t S p q | Vi(x) € ot
0,0 \V4 %_'_% §+% V(@+1,8+1,x) C(%ﬁﬂ)z 0
(a, ;%)
- 1 — _ —a—
_g+1 ';+Z V@—1,8-1%) C(af+52 Cla+p)
2 4
%Jr% _THJ’% Vit 110 | o@BHyz | Chla+D
_%J& E_l_l Vie—1,8+1x) C(%ﬁﬂ)z Calf+1)
2 4
a 1 - 1| atp Ve+1,8-1,x a=f+3y; | Cla+2)(f-1)
0,1 \Y% 5*t5 | 271 | aogee ( B ) | cE=D)
(@ B; %)
_g% .1 aa;ﬁz Vie—-1,8+1x) C(—a+2/3+3)z Cla—1)(8+2)
2 4 —F-
i a 1| -8, 1 a+B | Ve+1,8-1x) a—B-1,, | Ca(f+1)
1,0 V (a8 st7 | 273 oy C—)
_e 1) Bt a+B | Ve-1,8+1x) —a+f-1., | Chla+1)
23| 2%% gy C—)
I . a 1| p 1 |ath+2 | atf | P@+1,p+1,x ath+1y;
1,1 V(a,ﬁ,x) >+ TR e F | ap ( B ) | C( —) 0
_e B L jafp2 atb\ Pla—1,8-1,x —a-f+lyy | Cla+p)
2+4 2+4 a—p a—p ( p ) C( 2 )

5.tablazat

Alabb vizsgaljuk meg a tovabbi specialis eseteket
2.specialis eset

j=0,k=+#0

ha k =1,

C
V.(x)-e ==C (t+s+1)2+m(2t2+252—t—s ) +

Cz(x)

2 _
122()(2t t+s) +
(o
200 [p(2t + 2s + 1) — 2t + 25], (3.2.2.23)
és
V()——(2t2+25—t—s) D) 012 _ 52 —t45)+

z?% (%)
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C

200 [p(2t + 2s + 1) — 2t + 25]. (3.2.2.24)
tehat:

V_(X) =V (a,8:x) és (3.2.2.25)

Vex) = V (apx) (3.2.2.26)
p tagbol:
2t-2s
= , (248) valamint a faktorizaciés energiatag:
2t+25+1

e=C(t+s+1)? , (3.2.2.27)

az 5. tablazat j=0, k=1 esete
3.specialis eset:

i#0,k=0

hasonléan:

2t-2s
2t+2s-1

, (3.2.2.28)

p-hez képest csak egy nevezébeli eldjelben jelentkezik ktilonbség

e=C(t+s—1)?%, (3.2.2.29)
itt pedig -1 szerepel a fenti +1.
Az 5. tablazat j=1,k= O sora,
a tablazatban 6sszefoglalom az eredményeket.
4.specialis eset:
j# 0,k #0
A fenti 5. tablazat j=k=1 esete.

A faktorizacios energia. t = %+i és t=— %+ i és hasonloan
s=f84les s=-E41,
2 4 2 4
e=C (t+5s)>. (3.2.2.30)
V.(x) =V (a,B;x) (3.2.2.31)

A faktorizacios energia €s a potencialparok felveszik megfelelé formajukat.
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3.2.3 Alkalmazas a PI potencialosztaly harom tagjara

Behelyettesitjik a harom kilénb6zdé z(x) figgvényt az altalanos képletekbe és
megvizsgaljuk az «, f paraméterekkel a peremfeltételeket.

Keresve a potencialok alakjat, a kotottallapoti sajatfiggvényeket és az
energiasajatértékeket.

(3.2.20)-bdl a nevezék nem lehetnek nullak, ezért:

(@=pB)z(x)+(a+pB)+0 ahol x€ (X_,x4 ) (3.2.2.32)
—(@+p) _ —(a+h)  a+B _ g1 - _ 1
z(x) # oy _—(ﬁ—a);tﬁ—a , =2t S vagy a = 2t+zes

B=Zs—%vagyﬁ=—2$+%,
példaul els6 esetben, nevezében: s# t

1 1 1 1
+ 2t—>+2s5—= 2t+2s—1 2(t+s—3) t+s—=

B _ 2 2 = 2 2 hat=0,s=1, (3.2.2.33)
—a 2s—5-2t+; 2s=2t  2(s-t) s—t

z(x) # z

1
z(x) # * ,z(x) # % nem valosulhat meg.

Tekintsiik az alabbi lehetséges eseteket az alabbi tablazatba foglaltan

6.tablazat A harom potencial kulcsértékei

z(x) C X_ X, Z_ Z, P9
cosh (x) —a* |0 o0 1 0 -1<p,q
cos (x) a’ 0 T 1 -1 p,a<-1,1<
— p.q
a
i sinh (x) —a? -0 (o) -0 (o) n.a

a kovetkezo 0sszefiggésekhez vezesstk be [2],[8] — bol A és B-t

A (a,p)= (a;ﬁ)z + (a;ﬁ)z —i = 2t*+2s%-t-s (3.2.2.34)
- 2t%2-2s%—t
B (¢, f)=(SH(EH === 6.22.35)
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z(x) = cosh (ax) eset : Az altalanositott Poschl-Teller Potencial és
racionalis kiterjesztése

A harom kulonbo6zo z(x) kozil a legrészletesebben ezt targyalom: ([2] 4. fejezet)
Ez analog a 3.1 részben targyalt radialis potenciallal, ami az értelmezési
tartomanyt illeti. A tdbbi z(x) -hez tartozé potencialok részleteit ez alapjan
reprodukalhatja az olvasoé.

Ezzel a z(x) valasztassal a PI osztalyu potencial az alt.P_T potencial:

G index: g eneralized Péschl-Teller ---

*PT potencial= dltalanositott Péschl-Teller Potencidl

2a? cosh(ax)
sinh? (x)

Ve (@ fx) = —— A (a,8) +

sinh?(ax)

B (a,5), (3.2.2.36)

A kotottallapoti hullamfiiggvény:

W (a B x) = C% (cosh (ax) — 1)+ (cosh (ax) + 1) ™ P, (cosh(x)),

(3.2.2.37
€s az energiasajatérték:
_ 2 a+ﬁ+1 2
E,=-a*(n+ 5 )2 . (3.2.2.38)
A racionalisan kiterjesztett Poschl-Teller potencial:
T o 2a*(a+p) 2a*( (a+B)? —(a=B)* )
Ve (a,B,x) =Vs (a,B,x) — -

(a—pB) cosh(ax)+a+p [(@=p) cosh(ax)+a+pB]? ’
(3.2.2.39)

és a kotottallapoti hullamfiiggvény:
_ (aB 2! £l
Y.(apB,x)= C,(l wp) (cosh(ax) —1)2"+ (cosh(ax) + 1 )2+ %

* [(a — B) cosh(ax) + a + B]71 W) (cosh(x)), (3.2.2.40)

69



Az energiasajatértéek:

Er\lz _ az ( (n—l) + a+f+1

) 2 (3.2.2.41)
(Ex -tél kiilénbézik( n-1)-ben), h n=1 ugyanaz

korabbrdl a ,gordg-latin” kapcsolat:

a= 2t—%vagya= —2t+%és

p=2s— é vagy f§ = —2s +% , illetve A, B tagokkal:

(2t=A-B és 2s=A+B)

(3.2.2.12), (3.2.2.13)-bol:

a? - = =2t (2t-1) = (A-B) ((A-B) - 1) - a?= (A - B)*-(A-B)+ ; -

1
4
a’= ((A—B) - %)2 igy gyokvonassal, pozitiv gyokre:

a=(A-B)—; és (3.2.2.42)

p*= ((A+B) — %)2 igy gybkvonassal szintén:

. p=(A+B)—; . (3.2.2.43)
Az energiasajatértékbol:
a+f + 1< —2n GPT esetben (3.2.2.44)
a+f +1<—-2(n +1) rac.kiterjesztett verzional

n= 0 esetben

a+f+1<0 (3.2.2.45)
Ve(a,B,x) > % % <a (3.2.2.46)
Ve (a,B,x) > -1< g : (3.2.2.47)

O<—(x+p+1)+1x1l<a—-p1<a. (3.2.2.48)
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7.Tablazatban az eredmények Osszesitése

A PT potencial és a racionalisan kiterjesztett potencial transzformacié6i:

7.tablazat. Az altalanositott Poschl-Teller V;( a, B, x) potencial és V  ( a, B, x)racionalis
kiterjesztésének SUSY transzformaciéi. / G=generalized.../

j)k V+(x) ¢4 t S %’V—(x) %, +(x) EO__S Tl
0,0 Vo(a + 1, 1l a 1B 1 0 T,
>__ J— — p— —
B+1,x) 21272 | 273
VG(a_ll 1 _z+l _E l —az(a+/§‘)>0 Tz
> — +
.3—1'35) 2 2 4 2 4
Ve(a+1, 1| a 1 _E+1 aa+1D(=p) T;
B —1,5%) >3 3%2 271 >0
Ve(a—1, 1] _« 1] B 1 a’(B + 1)(—a) T,
B +1,x) >§ 274 E+Z >0
0,1 Ve(a+1, 1l a 1| B 1 a+p Pa+)A-B) | T,
’ F-1x) |~ 72| 272 273 «—f+2 >0
Ve(a—1, >1 | e 1) p 1 atB a?1-a)B+2) | T,
ﬁag-l,x) >% 213 E+Z a—p— 1 >0 *
1,0 | Volat1, [>0 [a T[] 11 aip B+ | T
_ 1y oo 2 4 a—p
B —1,x) > 2 4 ¢
Ve(a—1, >1 a1 ﬁ+1 ath a*(a + 1)(-B) T,
1 24 | st a-p >0
B+1,x) > 2 4 ¢l
1,1 Ve(a+1, >01 a+1 ,8+1 at+p at+p+2 0 T,
2 572 5T a—p a-—
B+Llx) | > | 2 4| 2 4 ¢t
Vg(a_l’ >% ez _E+_ a+ﬁ a+ﬁ—2 1 aZ(a+£)O T2
£ —1,%) >§ 2 i__f a—

Lassuk alabb, részleteiben hogyan jutunk ezekhez az eredményekhez:

A szamitasok részletei az altalanositott Poschl-Teller potencial,
valamint a racionalisan kiterjesztett formaja esetében, a 7. tablazathoz.

Itt a [2] kozleménylinkben megjelent esetet targyalom részletesen
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Kiindulds a y(x) figgvény és a hat paraméter definialasa, x € ]0; +oo].

P +2(x))*
X)) = (1-z()" 1 +2(0))° o055 (3.2.2.49)

Kévetelmények:

Megfelel6 ¢ megvalasztasa mellett adja vissza a Po&schl-Teller potencial
alapallapoti hullamfliggvényét, illetve a nem fizikai megoldasokat
paramétertranszformaciokkal kulon-ktlén le lehessen irni. Az eldallitott
figgvényalakban szerepl6 tovabbi tagok a racionalisan kiterjesztett potencial
visszanyerése miatt kell jelen legyen. Ezeket a tagokat a 2024-es [2] cikkben
szerepl6 y(x) figgvénnyel analég modon allitjuk elé.

A vizsgalando6 esetben a fliggvénytink alakja:

(p+cosh(ax))¥

(q+cosh(ax))) (3.2.2.50)

x(x) = (cosh (ax) — 1) (1 + cosh(ax))®
k=j=0 esetben az altalanositott Po&schl-Teller potencial alapallapoti
hullamftiggvényét a megfelelé t és s paraméterek megvalasztasa esetében
valoban visszakapjuk. Mivel cosh (ax) x=0 esetben 1-et ad, igy a zéro kozelében
valo viselkedést a t paraméter segitségével tudjuk meghatarozni. A végtelenben
a kitevék oOsszege, tt+stk-j szabja meg a fliggvény viselkedését. A
valtozotranszformacioknal ¢, s, k, j paramétereket alapesetben pozitivnhak
valasztom!

Elséként a szuperpotencial eléallitasa sztikséges:

W(x)= - );((;C)) , (3.2.2.51)

W (x)= -asinh (ax) [t (cosh(ax) —1)"' + s (1 + cosh(ax))™" +
+k (p + cosh (ax))™? —j (q +cosh (ax))™* ]. (32252

A partnerpotencialok pedig:

~

Jeldlésben legyen azonos: W = W

Ve ()= W2(x) F W'(x) , (3.2.2.53)

A V_(x) = V(x) — € dsszefliggés miatt, ahol V(x) a kiinduldsi potencial, hogy

jelolésben legyen egyszertubb V (x) = V(x), ami most az altalanositott
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Poschl-Teller potencial vagy annak kiterjesztett valtozata. Hasznaljuk fel az
alabbi azonossdagokat, cél konstansok behozatala, hogy azonosithatova valjon:
€.

sinh?(ax) _ (cosh(ax)-1)(cosh(ax)+1) _ (cosh(ax)+1) _ (cosh(ax)+1)2 _
(cosh(ax)—1)2 (cosh(ax)—1)(cosh(ax)—1)  (cosh(ax)—1) (cosh?(ax)-1)

_cosh?(ax)—1+2 cosh(ax)+2
(cosh2(ax)-1)

=1 + 2 coth(ax)cosech (ax) + (2cosech (ax))?. (3.2.2.54)

sinh?(ax) )

(cosh(ax) + 1) 1 — 2 coth(ax) cosech(ax) + 2cosech”(ax), (3.2.2.55)
cosh (ax) _ cosh(ax)(cosh(ax)+1) _ sinh? (ax)+1+coth(ax) _

(cosh(ax)-1) sinh?(ax) sinh?(ax)

=1 + cosech? (ax) + coth(ax)cosech (ax), (3.2.2.56)

tébb lépéssel kapjuk

cosh (ax)

—_—_— = 2 _ . .
(cosh(ax)—1) 1 + cosech? (ax) — coth(ax)cosech (ax)., p,q paraméterekkel:

sinh?(ax) _cosh(ax)+p—-p+1 _ p—1

(cosh(ax)—1)(cosh(ax)+p) (cosh(ax)+p) p+cosh(ax) ’ (3.2.2.57)
sinh?(ax) _ q-1

(cosh(ax)—1)(cosh(ax)+q) 1_q+cosh(ax) ’ (3.2.2.58)
sinh?(ax) _ D

(cosh(ax)+1)(cosh(ax)+p) 1 p+cosh(ax) (3.2.2.59)
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sink (@) =.=1-—1 _ 3.2.2.60
(cosh(ax)+1)(cosh(ax)+q) q+cosh(ax) ’ (3.2.2.60)

cosh (ax) _ cosh(ax)+p-p _ p pooel
(cosh(ax)+p) cosh(ax)+p p+cosh(ax) (3.2.2.61)
cosh (ax) q
(cosh(ax)+q) q+cosh(ax) * (3.2.2.62)

A partnerpotencialok alakja:
Ve (x) —¢e=

a? sinh?(ax) [ t?(cosh(ax) —1)72 + s2(1 + cosh(ax))™? + k?(p + cosh(ax))™? +
j2(q + cosh(ax))™2 + 2st(cosh(ax) — 1)"1 (1 + cosh(ax))"* + 2kt (cosh(ax) -
17! (p + cosh(ax))™! — 2tj(cosh(ax) — 1) (p + cosh(ax))™* + 2sk (1 +
cosh(ax))™ (p + cosh(ax))™! — 2sj(1 + cosh(ax))™! (p + cosh(ax))™* —

—2jk  (p + cosh(ax))™* (p + cosh(ax))™! ]+

+ a? cosh(ax) [ t(cosh(ax) —1)"'+ s(1+ cosh(ax))™* +k (p + cosh(ax))™! —
—j (q+ cosh(ax))™! ]

+a? sinh?(ax) [— t (cosh(ax) —1)72 — s(1 + cosh(ax))™? —k (p + cosh(ax))™? —
—j (q+cosh(ax))™* ]. (3.2.2.63)

* cosech (ax) = azonossagokkal atcsoportositva a tagokat, kapjuk:

sinh (ax)
Ve (x)—¢e=

a? (t? Ft+s? F s+ 2st + 2kt — 2tj + 2sk — 2sj +t+s+k Fj)
+a?(2t? ¥ 2t — 25> + 2s + t F 5) coth(ax) cosech(ax)
+a®(2t? + 25> ¥ 2t ¥ 2s + t + 5) cosech?(ax) +

2 (1.2 — sinh?(ax) 2 (.2 — o Sinh?%(ax)
+a® (k" + k) (p+cosh (ax))? tati® +)) (p+cosh (ax))?

2/ o sinh?(ax) 2 P
ta (ij) (p+cosh(ax))(qg+cosh (ax)) ta (( Zkl'(p 1)

1
p+cosh(ax)

-2sk (p+1)+ kp))

+a? ((-2jt (q-1) -2js (q+1) £ jq)) ——— . (3.2.2.64

g+cosh(ax)
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Alabbi azonossagokkal tovabb alakitva kapjuk V4 (x) — € precizebb alakjat:

sinh?(ax) 2p + p?-1 )
(p+cosh (ax))? p+cosh(ax) (p+cosh(ax))? ©s
sinh?(ax) 2q + q%-1 )
(q+cosh (ax))?2 q+cosh(ax) (q+cosh(ax))? °
Ve(x)—¢e=

a? (t? Ft+s? F s+ 2st + 2kt + 2sk +t+stk+ k> F k) +
+a®(2t* F 2t — 2s* + 2s + t F 5) coth(ax) cosech(ax)

+a?(2t? + 2s2 F 2t F 2s + t + 5) cosech? (ax) +

+ g2 (kZ F k) p?-1 + g2 (]-2 ;1) q%-1
(p+cosh (ax))?2 (p+cosh (ax))?2
2
+ a? (-2kj) stnh(ax) + a? ((-2kt (p-1)-

(p+cosh(ax))(q+cosh (ax))

1
p+cosh(ax)

- 2sk (p+1)F kp -2p(k? F k) ))

+a? (( -2jt (a-1) -2js (q+1) + jq -2(* ) ) :

Specialis esetek

k=0, j=0

Az alkalmas parametrizalt fliggvény, a szuperpotencial és a

partnerpotencialok:

x(x) = (cosh (ax) — 1) (1 + cosh(ax))?, (3.2.2.68)

W (x) = - a sinh (ax) [t (cosh(ax) —1)"*+ s (1 + cosh(ax))™! ] =

= -at ( cosech(ax) + coth(ax))- as (coth(ax) — cosech(ax))=
= -a (t-s) cosech (ax) - a (s+t) coth (ax). (3.2.2.69)

g+cosh(ax)

(3.2.2.65)

(3.2.2.66)

(3.2.2.67)
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Ve(x)—¢e=
a? [t? + s? + 2st] + a?[2t? F t — 252 + 5] coth(ax) cosech(ax)+
+a? [2t% + 25% F t F s|cosech?(ax). (3.2.2.70)

A partnerek kulon-kulén:

V(x)— e=
a? [t? + s? + 2st] + a?[2t? — t — 252 + s] coth(ax) cosech(ax)+
+a? [2t% + 25% — t — s|cosech?(ax). (3.2.2.71)

a? [t? + s? + 2st] + a?[2t? + t — 2s% — s] coth(ax) cosech(ax)+

+a? [2t% + 2s% + t + s|cosech?(ax). (3.2.2.72)

Osszevetve...... a kiindulo6 V(4, B, A, x) alakjaval V_(x) — et , adodik, kapjuk
€ értékét, a konstans energia tagot, konstansmentes valasztassal: A= 0

V(A,B,A x) = A? + (A*+B? + aA) cosech?(ax)-

- B(2A+a) coth(ax) cosech(ax) + A. (3.2.2.73)
E, = A2—(A—na)*+ A., (3.2.2.74)
ahol : A= aw,B = aAl.

A? eltiinik eldl

Igy V (4, B, 0,x) alakja és spektruma:

V(4,B,0,x) = (A*+B? + aA) cosech?(ax)-

- B(2A+a) coth(ax) cosech(ax) . (3.2.2.75)
spektruma:

E, = —(A—na)?. (3.2.2.76)



Nézzuk alakjabol az ¢ értékét :

V(x)— e=...
£ =-a*[t?> +s?+2st] =-a? (t+5)?. (3.2.2.77)

V(A,B,A, x) és V_(x) paramétereinek 6sszehasonlitasa:

1.)a?[2t? =t —2s*+5s] = —BQRA+a) = —a’AQw + 1), (38.2.2.78)

2.) a?[2t? —t+ 2s? —s] = (A%> + B? + aA) = a*(w? + 1* + ),

(3.2.2.79)

Osszeadva a fenti egyenleteket, kapjuk:
2t2t—- 1D =(w—-ND(w—-—21+1) >t = “’"j“ , (3.2.2.80)
202t - D =(—w+ VDA —w—-1) >t = A—T‘" , (3.2.2.81)
Masodik egyenletbdl kivonva az elsét:
2s2s— 1D =(+Dw+A1+1)>s= “’+2“1, (3.2.2.82)
2s2s—1)=—(w+AHA+w+1)->s= —@ (3.2.2.83)
A parameéterek lehetnek:

1. t=22 o =924

2 2
2 — _ (A+w) 4 _ w+A+1

A valasztott paraméterek kombinaciok fognak megfelelni az egyes
transzformacioknak.
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A kotottallapoti hullamfliggvény alakja:
n=0,1,2,...

¥y (A, w,x) = (cosh (ax) — 1)¢( cosh (ax) + 1)¥, (3.2.2.84)

Az 1. és 3.esetben:

A+w)

Y, (4, w,x) = (cosh (ax) — 1)1_760( cosh (ax)+1)" =z (3.2.2.85)

valos megoldast ad és normalhaté alabbi feltételek teljestilésével:

L P R G al) RN (3.2.2.86)
2 2 2
w>0;1'7“’ >1,azaz 1> O (itt >2) és 1> w + 2. (3.2.2.87)

Tekintsiik a 4 esetet y(x) = (cosh (ax) — 1)! (1 + cosh(ax))® fiiggvényre

Ha y(x) normalhaté az origoban, nullaban és a végtelenben is. Ekkor
teljestilnie kell: t pozitiv, s+t 0sszeg pedig negativt > 1 éss+t<O0.

A fenti 4 esetbdl ez azl. és a 3. eset

Ebben az esetben V_(x) és ¢ :

V_(x)=

— a?A[2w + 1] coth(ax) cosech(ax)+

+a? [A? + w(w + 1)]cosech?(ax) =

= (A% + B? + aA) cosech?(ax)- B(2A+a) coth(ax) cosech(ax). (3.2.2.88)
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e= —a? (t+s)? =

= —a? (—w)? = —-A%. (3.2.2.89)
Igy megkaptuk a kotéttallapoti energiat és

valoban visszakaptuk a Péschl-Teller potencidlt.

A partnerpotencial :

Vi) =2 A= aw,B = aA.
Vi(x) = —a?A[2w — 1] coth(ax) cosech(ax)+
+a? [12 + w(w — 1)]cosech?(ax) =

(A% + B% — aA) cosech?(ax)- B(24-a) cosech(ax) coth(ax). (3.2.2.90)

V,(x) =V(A—a,B,0,x) EzaT, transzformdcié ([1]1.tabl4zat)

Nézzik meg az A operator hatasat a ¥,,; (1, w, x) hullamfiiggvényre

d
AWy L, x) = (5 + W(x)) W1 (A wx)= (3.2.2.91)

d ") d ()
(H—52) Y1 A 0,x) = 2= Yot B0, 0) 2 W,y (Lo,0), (3:2.2.92

T; transzformacioban Jacobi-polinommal:

1 1
(21’—2—,25—2—)

Wni1 (4 w,x) = x(x)P (cosh(ax)), ., (3.2.2.93)
Igy, ezzel a fenti egyenletet folytatva:
1 1
AY, . (L, w,x) = )((x):—xP (cosh(ax))itlz'zs 2) - (3.2.2.94)
1 1
AY, 1 (L w,x) = )((x)LP (cosh(ax))(Zt 2:2973) dcosh(ax) (3.2.2.95)

d cosh(ax) n+1 dx ’
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Jacobi-polinomok esetén érvényes alabbi differencialis 6sszefliggést kell
felhasznalni:

P(fa)y? =-m+a+p+1)P(fla)5P (32296

da(f (GX))
Jelen esetben:

1
5—2—) d cosh(ax) _

A¥Y, 1 (4w, x) = x(x) P (cosh(ax))

d cosh(ax)

= 1 a(n—2w + 1) (cosh(ax) — 1)7L_Tw

(2t+ 25+—)

(cosh(ax) + 1) > sinh (ax) P (cosh (ax)),, , (3.2.2.97)
felhasznalva:
sinh (ax) = (cosh(ax) — 1)%(cosh (ax) + 1)% , (3.2.2.98)

w+1

AY, .1 (L w,x) == a(n 2w + 1) (cosh(ax) — 1) -

—w+ A— A= (w-1)-2
(cosh(ax) + 1) P (cosh (ax))( (@-D3-A(a-D) 2), (3.2.2.99)
igy:
A¥y o (Aw,x) =san-20+1) ¥, ho-1x), (3.2.2.100)

alabbi alakban varjuk a megoldast:

-1

Y (x) = (Eny1)? AP AV, (%) (3.2.2.101)

ezért a kapott eredményt meg kell szorozni még ¥,,; (4, w,x) és ¥, (1, w —

figgvények normalasi faktoraival:

Lasd: [7][8]

A(;t'w)= yw (n!(Zw—Zn)F()l+w—n+%) % s 5103
n F(A-w+n+)(2w-n+1) (8.2:2.102)

alakja
Ekkor A¥,,; (4, w,x) = ....

(Aw)
AY, ., (L w,x) = % aln—2w+1) 1(\1’1:)11)‘}’ (A, w—1,x), 3.2.2.103)

TL

és

1,x)
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A% '(2w—n-1)

1
n+1 >
oD 2(n+1) o )z, (3.2.2.104)
n
Gamma fliggvényre ismert:
F(x+1)=xT(x), ([7]1773.0)-bél (3.2.2.105)

A¥,yy A w,%) = a ((0+1) -20) (0 + 15 )W, (A w—1,x) =

w—-n-1)

1
—(@*n+1DQRw—-—Mn+1))2 ¥,(Lw—1,x). (3.2.2.106)

Konstansatalakitassal:

AY, .1 (L w,x) = —(a?w? - (w—a’(n+1))Dz2 ¥, Lo-1x),

(3.2.2.107)
a korabbi alakokkal 6sszehasonlitva:
E, = —(A —na)? (3.2.2.108)
€s
e=-a*[t> +s?+2st]=-a* (t+5)* >
1
AV, .1 A w,x)=—(E,—¢)2 ¥,(Lo-1x), (3.2.2.109)

Tehat a T; transzformacio esetében belathato, hogy a szuperszimmetrikus
kvantummechanika altal eléirt partner potencialok hullamfliggvényei k6zott
fennall a targyalt analitikai 0sszefliggés, azaz:

W) = (Brpn)? A Wi (%),

A sértett esetekben a Jacobi-polinomokra vonatkozo differencialis- és
rekurziés-formulakbél, valamint [8] azonossagokbdl az alabbi egyenletek is
hasonléan belathatok.

1

LWHx) = (E)Z AV (x) (3.2.2.110)
€s
2.Y,(x) = (E;{)_?1 AT YH(x) . (3.2.2.111)
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2 S . s

Vizsgaljuk meg azt az esetet amikor y(x) nem konvergal a végtelenben. A
nullaban a figgvény normalhaté marad, ahogy a T; transzformacio esetében,
de a végtelenben t+s Osszegnek pozitivnak kell lennie, ezért s-re a T,
transzformaciot kell alkalmazni!

A—w . Atw+1
t =— és S = , (3.2.2.112)
2 2
illetve a ,latin-gérég” kapcsolat:
A= aw,B = al és
a=(A-B) —% . B=(A+B) —% . (3.2.2.113), (3.2.2.114)

Ellenérzésként szamoljuk ki V_(x) — et és hatarozzuk meg e-t :
V_(x) = —a’A2w + 1) coth(ax) cosech(ax) + a?(1? + w(w + 1)cosech?(ax) =

=(A% + B? + aA)cosech?(ax) — B (2A + a)cosech(ax) coth(ax). (3.2.2.115)

2
e= —a?(s+ )2 =—-a?(1+%). (322116
2

A feltételszabasok:

A-w

> 1, w>0ezért |1] > |w| azaz (3.2.2.117)

—q? ()l + %)2 <E,, (3.2.2.118)
A pluszos partnerpotencialunk alakja:

Vi(x) = —a?(A + 1)[2w + 1] coth(ax) cosech(ax)+

+a? [(A+ 1)? + w(w + 1)]cosech?(ax) =

(A% + (B + a)? — ad) cosech?(ax)- (B+a)(2A+a) cosech(ax) coth(ax). (3.2.2.119)

V,(x)=V(A,B+a,0,x), (3.2.2.120)

Igy kapjuk a harmadik T;transzformdcionak megfelelé format.
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S eS . o e aaas

A kovetkez6 eset, amikor y(x) nullaban nem normalhaté csak a végtelenben,
ekkort<0 éss+t<0.

Ehhez az esethez tartozé parameéter valasztasok ekkor:

w—A1+1 —-A-w
t= és s =
2 2
ezzel:
— 2 2 — 2(_y 1\2_ 2(y 1\?
e= —a*(s+t)°=—-a (— +E) = —a ( —5) , (3.2.2.121)
Itt ¢ szintén kisebb az alapallapoti energianal (e <Ey)
A-w

2
—>1, w>0igy [A| -2 > |w| ezért —a? (/1 —%) < —a’w?= E,. (3.2.2.122)
Vi(x) = —a?(A — 1[2w + 1] coth(ax) cosech(ax)+

+a? [(A = 1)? + w(w + 1)]cosech?(ax) =

(A%2 + (B — a)? — aA) cosech?(ax)- (B-a) (2A+a) cosech(ax) coth(ax). (3.2.2.123)

V,(x)=V(A,B—a,0,x), (3.2.2.124) jelen esetaT,

Nézzik a nullaban és a végtelenben is végtelenbe tarto, divergalo
megoldasokat:

w—-A1+1 Atw+1
t = és S =
2 2
Ekkor :
e= —a?(s+t)? = —a*(w + 1)? < E,, (3.2.2.125)

Vi(x) = —a?A[2(w + 1) + 1] coth(ax) cosech(ax)+

+a? (22 + (w + D) ((w + 1) + 1)]cosech?(ax) =

((A+ 12+ B2+ a(A + a)) cosech?(ax)- B(2(A+a)+a) cosech(ax) coth(ax).
(3.2.2.126)
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V,(x)=V(A4,B+a,0,x), (3.2.2.127) jelen utolsé eset pediga T ,
transzformdcio

Jj=0 esetben az alibbi eredmények adédnak
A partnerpotencialok y(x)-bdl:

Helyettesitstiink j=0 esetre
Ve (x)—¢e=
a? (t2 Ft+s? F s+ 2st + 2kt — 2tj + 2sk — 2sj +t+s+k ¥ )
+a?(2t? ¥ 2t — 25> + 2s + t F 5) coth(ax) cosech(ax)
+ a?(2t? + 2s> F 2t ¥ 2s £ t + 5) cosech? (ax) +

sinh?(ax)
(p+cosh (ax))2

sinh?(ax)

2 2T
Ta (k T k) (p+cosh (ax))?

+ a? (2 ¥ )

sinh?(ax)

2 ; 2
ta (-2]{]) (p+cosh(ax))(g+cosh (ax)) ta ((-Zkt CD_Z)_
—_ 1
- 2sk (p+1)+ kp )) p+cosh(ax)
2 . . . 1
+a“ ((-2jt (g-1) -2js (g+1) £ jq)) Trcoshan | B22128 -
V:(x)—¢e=

a? (t? Ft+s? F s + 2st + 2kt + 2sk +t+s+k + k? F k)
+a?(2t? ¥ 2t — 25> + 2s + t F 5) coth(ax) cosech(ax)
+ a®(2t? + 2s> F 2t ¥ 2s + t + 5) cosech? (ax) +

q*-1
(p+cosh (ax))?

+ a? ((-2kt (p-1) -

1
p+cosh(ax)

2 9 - pz—l 2 (:2 T
ta (k +k) (p+cosh(ax))2+ a (] +j)

sinh?(ax)
(p+cosh(ax))(qg+cosh (ax))

+ a®(-2kj)

- 2sk (p+1)F kp-2p(k* F k))

1
g+cosh(ax)

+a® ((-2jt (g-1) -2js (q+1) * jq -2(i* £ ) (3.2.2.129)
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A kiindulé fliggvény (271)-bél:

(p+cosh(ax))k

— —_ 1\t S
x(x) = (cosh (ax) — 1)" (1 + cosh(ax)) (tcosh(@n)

j=0 esetben:

x(x) = (cosh (ax) — 1)t (1 + cosh(ax))s(p + cosh(ax))* . (3.2.2.130)
Vz(x)—¢e=

a® (t? Ft+s®> F s+ 2st + 2kt + 2sk +t+s+k + k* F k)

+a?(2t? F 2t — 2s? + 2s + t ¥ s5) coth(ax) cosech(ax)+

p’-1

2 2 2T
Tata (k T k) (p+cosh (ax))2

1

+ a? ((-2kt(p-1)-2ks(1+p)Fkp — 2p(k? F k)) reoshag” | 322131
ley adodik:
V(x)—e=
a? [t? + k? + s? + 2st + 2kt + 2ks]+
+a? [2t% — t — 2s% + s]coth(ax)cosech(ax)+
p?-1

5 2 2 . 2 2 2 __
+a? [2t% + 25* — t — s]cosech? (ax) + a? (k? — k) o=

+a? ((-2kt(p-1)-2ks(1+p)—kp — 2p(k2 — k) ) ————. (3.2.2.132)

p+cosh(ax)
V (A, B,A = 0,x)) (354) (3.2.2.133)

potencial nem tartalmaz konstans tagot, ezért epszilon itt is a V_(x) — e-ban
lévé 6sszes konstansnak felel meg:

(Mint korabban: V_(x) =V (a,8;x) és

V+(X) = V (a,ﬂ;x) )

e=—a? [t? + k? + s? + 2st + 2kt + 2ks], ((3.2.2.134)



V_(x) és V (A, B, A, x)) potencialok esetében irjuk eld, hogy kettejiik
megegyezzen, igy itt is kiilonb6z6 valtozotranszformaciokhoz juthatunk,

azaz:

V (A, B, A, x))-ban szerepld tagok exponenseire (1.) teljestilni kell, hogy
zérussal egyenlék!

k?-k =0, (3.2.2.135)
k(k-1) =0  feltétel szerint k=0 vagy k= 1.

A korabbi fejezetben leirtam a k = O valasztas esetét, tehat most csak a k=1
valasztas relevans.

Tovabba (2.) teljestilnie kell:

—2kt(p—1)—2ks(p+1)—kp —2p(k? —k) =0, (3.2.2.136)
k=1 helyettesitéssel:

—2tp—1)—-2s(p+1)—p=0, (3.22.137 innen:
Dtp+2sp+p=2t-2s

p(2t+2s+1) = 2t-2s, (3.2.2.138)
_ 2t-2s
= 7eil’ (3.2.2.139)

t, s megfelel6 értékeinek valasztasaval kapjuk majd p aktualis értékét is.

Az el6z6 esethez hasonléan vesstk 6ssze a potencialokban szereplé
paramétereket, igy kapjuk, mint el6bb t, s lehetséges formulait:

- —A+1
1.t=22 o =24
2 2
) A+1
3.s=—( ;w) , 4. S=w+2+ , (3.2.2.140)
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Most ismét vizsgaljuk meg a négy lehetséges esetet egyenként

1.eset

Vegylik azt az esetet, amikor y(x) normalhaté a végtelenben és nullaban is.

Ekkor t> 0 és t+ts+k = t+s+ 1 < 0. illetve (3.2.2.141)
Y, (4, w, x) normalasi feltételébdl - w > 0; 1 > 2. (3.2.2.142)

Ekkor a paraméterek valasztasa: 1., 3. eset

A—w Atw
£ =22 g s=-_LO
2 2

Mivel s+t+1 <0 illetve kdveteljuk meg, hogy w > 1, ekkor:

2t—-2s —-2A
2t+2s+1 2w+1

0, (3.2.2.143)

Tudjuk, hogy 1 > w + 2, ebbdl kévetkezik, hogy

-22
2w+1

p= <-1, (3.2.2.144)

Ez az eredmény gondot okoz, mivel ekkor az tagok a

p+cosh(ax)
partnerpotencial 6sszefliggésében szingularitast
eredményeznének.

Ez az eset a T; transzformdcionak felel meg.

2.eset
Megvizsgalom azt az esetet amikor a végtelenben y(x) nem konvergalo.

Az itteni parameéter transzformaciok:

_A-w AMtw+1
t=—— és s =
2 2

és p értéke most:

_ 2t-2s _ —(w+1)
T2t42s+1 (22+2)

-l1<p <o, (3.2.2.145)

Ekkor p nem sérti a potencial nem-szingularitasanak feltételét!
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e= —a?(t? + s® + k? + 2st + 2kt + 2sk) = —a?(k + s + t)?, (3.2.2.146.a)

e=—a? (A+2)? , (3.2.2.146.b)
mivel

A>w+2 ezeértittis teljestilhet sértett esetekben a faktorizacios energia
esetén vart egyenlétlenség:

£ < —atw?=E,, (3.2.2.147)
Jelen esetben a partnerpotencial:
V,(x) = a?[2t? + t — 252 — s] coth(ax) cosech(ax)+

+a? [2t? + 2s% + t + s]cosech?(ax) +

Cw+1)

Garz) 1 w © w+1\],
+2a” (Cosh(za;)z—(zz‘;’:;) )2 +2a® [_t (_1 - (22/1:21)) - S (1 - (22/1:21)) - (;:21)]
* 1 _

(cosh(ax)—(%))
-4a?((22)) I (3.2.2.148)

(cosh(ax)—(u“ )) .

,GOrog-latin” megfeleltetésekkel:

+1)2 w+1)2
Ga) -t Go)-vem»?
((cosh(ax)—(22(;3_]'_-21))2 ((224+2) (cosh(ax)—(2w+1))?
Qw+1)%—(21+2)? _ (24+a)?—(2B+2a)?
((2142) (cosh(ax)—(2w+1))?2 ((2B+2a) (cosh(ax)—(24+a))?
_ 2w+l -1 _ 2(A+1) _
((COSh((,lX) (2)1+2 )) ((2(A+1)) (cosh(ax)—-(2w+1))

2(B+a)
((2(B+a)) (cosh(ax)-(24+a))’

(3.2.2.149)

Jelen esetben a partnerpotencial:

V,(x) = —[(2A + a)(B + a)] coth(ax) cosech(ax)+
+ [A% + (B + a)? + aA]cosech?(ax) +
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2 (24+a)?-4(B+a)? o[ (_ _ (2w+1 )_ ( _ 2w+1)
t2a ((2B+2a) cosh(ax)—(2A+a) )? +2a [ t 1 (2/’1+2) s(1 (2/’1+2) +
2w+1 2w+1, |,

+ (2,1+2) N 2(2/1+2)]
" 2(B+a)
(2(B+a) cosh(ax)—(24+a))’

(3.2.2.150)

A V_(x) potencialbol ugy kell p értékét megvalasztani, hogy az dltaldanositott
Péschl-Teller potencidalban talalhato tagokon kivil a tébbi tag nulla legyen, igy
a V,(x) potencialban:

—t(- (355) — Vs Ga)2 ()= (3.2.2.151)
p=—G), (3.2.2.152)

Innen kovetkezik:
V,(x) = —[(24 + a)(B + a)] coth(ax) cosech(ax)+
+ [A%2 4+ (B + a)? + aA]cosech?(ax) +

2 (24+a)?-4(B+a)? 402 24+a P
((2B+2a) cosh(ax)—(24+a) )? 2a ((2B+2a) cosh(ax)—(2A+a)) V(A, B+a,0, x)
(3.2.2.153)
V. (x) = V(A, B+a, 0, x), (3.2.2.154)

Tehat ez az eset a T; transzformdcionak feleltetheté meg

3.eset

Legyen csak a végtelenben normalhaté y(x). Ekkor:

—A+1 _ _
t= 2 és s = @ és p értéke itt:
252t _ —(—2w-1)
P= "m0 1<p<0 (3.2.2.155)
2w+1
p=-(5) (3.2.2.156)

e= —a?(t? + s® + k? + 2st + 2kt + 2sk) = —a?(1+s +t)?, (3.2.2.157)
e= —a* (A-3)?". (3.2.2.158)
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£ < —aw? = E,, (3.2.2.159)

Jelen esetben a partnerpotencial:

V.(x) = —[(2A + a)(B — a)] coth(ax) cosech(ax)+

+ [A% 4+ (B — a)? + aA]cosech?(ax) +

2 (24+a)*—(2B-2a)? 2 (_ _ (2w+1 )_ ( _ 2w+1>
t2a ((2B-2a) cosh(ax)—(2A+a) )2 +2a [ t 1 (2/1—2) s(1 (2/1—2) +
2w+1 2w+1, |,

+ (2,1—2) N 2(2,1—2)]
" 2(B—-a)
(2(B-a) cosh(ax)—(24+a))’

(3.2.2.160)

Atalakitassal
V,.(x) = —[(24 + a)(B — a)] coth(ax) cosech(ax)+
+ [A% 4+ (B — a)? + aA]cosech?(ax) +

(24+a)?-4(B-a)?

2
t2a ((2B-2a) cosh(ax)—(2A+a) )?

2(A+a)

2
t2a (2(B—a) cosh(ax)—(2A+a))

= V(A, B-a,0, x). (3.2.2.161)

Tehadt ez az eset a T, transzformdcionak felel meg.

4 .eset

Legyen nem normalhaté y(x). Nullaban sem és végtelenben sem.

Ekkor:
—-A+1
t= 2 és s= —(M(:H)
p=— = 2 ,  A>w+2 ebbdl: (3.2.2.162)
2t+2s+1 (Cw+3)
_ 22 _ (2w+4) _
p= (2w+3) 2w+3) < -L (3.2.2.163)

Ez az eset elvetendé mert az els6 esethez hasonléan p itt szingularitast
hozna létre V. (x)-ben.

Ez a T,eset megfeleldje.
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Ezzel a paraméterek valamennyi esetére megvizsgaltam a transzformaciok
szolgaltatta eredményeket.

A Scarf 1. potencial és racionalis kiterjesztése

A z(x) figgvény most z(x) = cos (ax)

Ha az el6z6 fejezetben leirt eljarassal folytatom a vizsgalodast az alabbi
eredményekhez jutok.

A hiperbolikus fiiggvények helyére trigonometrikus fliggvények kertilnek.

Fentebb részletesen targyaltam hogyan jutunk a PT potencialhoz és annak
racionalisan kiterjesztett alakjahoz, illetve alapallapoti hullamfliggvényeikhez.
Itt, a Scarf I. esetben ugyanazzal az eljarassal, muveletsorral az alabbi
eredményekhez jutok:

A fenti (257) 6sszefi'1ggéshez hasonloan felirhato:

Vila B,x) =

I index a Scarf I.-re utal.

2
A (a,p) + 4 2aicos@n) g (a,B) , (3.2.2.164)

sm2 (ax) sin? (x)

Itt A= a @ és B=a A mellett A, B az alabbi kapcsolatban van «a, f —val mint (3.2.2.34) és
(3.2.2.35) :

A (o, p)=(=E
B (a, f)=(S5) (&L

A kotottallapoti sajatfiggvény) (3.2.2.137)-hez hasonléan, de trigonometrikus
z(x) helyettesitéssel:

1

TG s

a+p

Y. (apB,x) = C,(l“’ﬁ)(l cos (ax) ) 2" (cos (ax) +1): A P, @B (cos(x)),
(3.2.2.165)

€s az energiasajatérték csak pozitiv az értelmezési tartomanyon a négyzetes
tagok miatt:

a+ﬁ+1

E,= a*(n +———)2 . (3.2.2.166)
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A racionalis kiterjesztéssel pedig a Scarf I. potencial alakja az alabbi két
taggal egésziil ki:

Vila,B,x) = Vi(apB,x)+

2a*(a+p) 2a*((a+B)*=(a=p)*)
(a—p) cos(ax)+a+p B [(a=p) cos(ax)+a+p]? ’° (3.2.2.167)
(389)
A kotottallapoti sajatfiiggvény itt,
Pl @, B, %)=
— a1 BL1
Cn(a'ﬁ) (1—cos(ax) —1)2"+ (1 + cos(ax))z"z *
-1 (@B
* [(@ — B) cos(ax) + a + ] P, (cos(x)), (3.2.2.168)
Az energiasajatérték tag:
E,=a’(n—1+ #}2 : (3.2.2.169)
Ami a PT energiatag minusz eldjellel
n=1 esetben a [6] Scarf I. hasonl6 esetéhez jutunk:
([6] 4.0ldal (10),(11) megallapitasok, Dirichlet peremfeltételek mellett. a=1.)
ekkor
a=A-B—sésf=A+B—1/2.vagy (3.2.2.170)
A=-(@+f+1) és B=— (8 —a). (3.2.2.171)

A matematikai alakjuk hasonlésaga ellenére az Altalanositott Pdéschl-Teller
potencial és a racionalisan Kkiterjesztett formaja szignifikansan eltér
hatarfeltételeik tekintetében. Mindkeét feltétel véges valos értékre teljestl, ahol
a potencial szingularitasa 72 tipusu, ahol x=¢ és m/a — x . A szingularitasok
figyelembevételével alakulhat «, fértéke fliggetlentl.
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A SUSY transzformaciok az 5. tablazatban Osszefoglalasra kerultek, ami
beallitja, megszabja emeli vagy csokkenti «a,f értékét. Minimuma adott

Y ” 1. 1
transzformacionak megfeleléen — S€s>.

k
X@)=(1—2@Dtﬂ+z@ﬂ5%5%%-. (3.2.2.101)-ben t,s

exponens értéke fliggvényében, hat,s >0,
(3.2.2.165) -bdl:

%+§>Oaa>i (3.2.2.172)

N |-

B

Eil>0-8>4+
2 4

N |-

(3.2.2.173)

(389) wutols6 tagjaibol az aktualis kovetelménye «,f értékének a
V, és V hatarfeltételeivel, attél fliiggden, hogy a < B vagy B < a:

—£ <1 , a+pf>0 (3.2.2.174)

> 1 (3.2.2.175)

Az aktualis paraméter fliggvényében novel (-) vagy csokkent (+).

Emellett a fenti feltételcsomagok a V, potencialok szingularis voltanak
esetleges feltételei. A 8. tablazat lényegében ugyanolyan, mint a 7.tablazat,
azzal a kulénbséggel, hogy a 6.,7. oszlopban a paraméterek khi viselkedésére
a fels6 hatarfeltételnél alabbi: x, = g,és x, = o, a 7.tablazatban lathato6
modon. A SUSY transzformaciok altalanos sémaja itt is hasonlo az el6z6
fejezetben taglalt Altalanositott Péschl-Teller potencial és racionalis
kiterjesztésének eseteihez. A Scarf 1. potencial V;( «,f,x) és racionalis
kiterjesztése V,(a,B,x) alakinvaridns voltat igazolja a T;,T, transzformacio,
j=k=0 és j=k=1 értékek mellett!
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A 8.tablazat a SUSY transzformaciok eseteit foglalja 6ssze a Scarf 1.,
V, potencial és racionalis kiterjesztése V; esetében.
A 7., 8. oszlopban:

1< % < —1, ha els6 esetben A> B, ha a masodik estben A< B.

e [V, (%) a B |t |s |etBla+p gO o T,
a—ﬁ al_ﬂl
V_(x)- V,(x)-ban
ban
Vi(@a+1,8+1,x _1 _1 a1 BT 0 T
0,0 | Vi( B ) >12 ; 2+41 —+3 1
a
Vi@-1LB-1x) | >3 2 | T2%a | B2 datp>0 | T
>—1 >1 E+1 2" la+1)B>0
Via+1,8—-1,x) 2 2 2 4 _g"'% a’(a+1)B T,
>2 >_1 _g+1 a*(a+pB)a>0
V[(a—l,ﬁ‘l'l,x) 2 4 £+1 T4
2" 4
0,1 | Wa+1,8-1x) | -_1 T O I<n<-1 az((vl;+21))*>0 T;
Ba-1p+10 | ) 1t A
2 2 2 271 l<m<-1 T,
a’la—1)
*(B+2)>0
1,0 | Vila+1,8-1,%) | sos_L| 51 | &, | B 1 ]1I<f-1 cZaf+1>0 | T,
Vi(e—1,8+1,x) 2 Gl AN A
19 120> 3 72| 2%% |1<r-1 2@+1p>0 | Ty
1,1 [ V(@+1,8+1,%) | sos_L|sos_t| &y | B L JI<f-1 |1<e<=1 |0 T,
Vi(a=1,8-1,x) ) . . fl AN BY
2l 0 212 | T2 | T2 | 1<f-1 | 1cw<-1 | @@+p)>0 T,
8.tablazat
a+ a+ a+pf+2 a+p-2 a+
AT , m= £ , C= £ , W= £ , = 4 (3.2.2.176)
a—f+2 a—[F-2 a—p a—p a—pf

A Scarf II. potencial valdos verzigja és a racionalisan Kkiterjesztett
valtozata.

Jelen esetben az alkalmazando6 fliggvény alakja a komplex: z(x) = i sin (ax)
illetve a Scarf II. potencial altalanos alakja komplex ugyan, de az energia

spektruma (sajatértéke) valos lesz. Az alabbi a formulanak a legegyszerubb
alakja, az altalanositott PI potencialosztalybeli potencial.
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(A Natanzon osztdlybol kivezetnek az X; — tipusu kivételes Jacobi ,Laguerre
polinomokat tartalmazé megoldasok!)

2 2 i a?sinh(ax)

a

Vil(a,B,x) = — mA (a, B) - Tcosh (D2 B (a,B). (3.2.2.177)

A kotottallapoti hullamfliggvény:

Yo (a,B,x)=

a 1 p.1

C,(*P) (1 — isinh(ax))z™s (1 + isinh(ax))z*s *P,*P) (i sinh(x)),
(3.2.2.178)

az energiasajatértéke pedig:

E,= —a? (n+ %ﬁﬂ)z, (3.2.2.179)

Ez azonos az altalanositott PT potencialnal kapott formulaval.
Ennél a potencialnal a* = g

Jelen esettél a (3.2.2.178) hullamfliggvény precizebben Jacobi polinomok
helyett/mellett Romanowski polinomokkal irhato fel. [rodalom: Raboso-Weber
nyoman [71].

Itt

#WXR és azi = ia; az altalanositott PT potencialhoz hasonléan a regularis

hullamftiggvény értelmezheté x— ootartomanyon, igy

1

a+f+1<0, (3.2.2.180) azaz ap<—7, (3.2.2.181)

Bar most a fliggvény ilyen kondicié mellett az x— - tartomanyon is regularis
(regularis egy pontban, ha az adott pontban differencialhato), illetve egy masik
ujdonsag, hogy a Scarf II. racionalis kiterjesztése nem definialhaté, mert az
alabbi egyenlet nullat fog adni, az alabbi helyettesitésekkel:

(a — B)isinh(ax) + a + f = —2 a;sinh(ax)+2ag (3.2.2.182)
a+pf

—=aR és # = ia; behelyettesitésekkel:

sinh (ax)=Z—j2 y

.o a
211a,a—R +2ap = -2ap+2ag
1

Igy azonossagként mindkét oldal zérussa valik!
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Ennek okan csak a valés Scarf II. potencialt fogom itt szerepeltetni, illetve az
alabbi 9.tablazatban, j=k=0 esetben. (,Kivételes Jacobi-polinomhoz tartozo
V(x)-k” nincsenek jelen most.)

Tablazat a V; (a, B, x) Scarf Il.potencial kondiciéival

Jok | Vi(x) feltétel oy | ¢ s Re(s+t) € T;
0,0 | Vy(a+1,8+1,x 1 a 1 B 1 1 _ 2 No_p() T,
II( ﬂ ) <—§ E+Z E+Z aR+E<O a(aR-l_z) EO 1
0,0 |Vyla—1,8—1,x _1 L S 1 5 | T
II( :8 ) < 2 2+4 E Z aR+2>1 —az(a’R—E)2<E(§) 2
0,0 |Vy(a+1,8-1x 1 a, 1 kL1 1 1) T.
u d ) <72 273 27 5>0 —a? (ia, +5) (2)
komplex
0,0 | Vy(@a—1,8+1,x 1 _a 1 .1 1 1\? T.
II( ﬁ ) < 2 2+4 E+Z E>() _a2<_ia1+2) (2)
komplex
9.tablazat

A fenti tablazat els6é soraban a sztenderd T; tipusu SUSYQM transzformacio
szerepel, amely kapcsolédva a z esetéhez: megszinteti, eltlinteti a V,(x)
allapotot, ami megfelel a V_(x) allapotnak.

A T, tipusu SUSYQM transzformacioé a masodik sorban pedig ennek a forditott
esete: bevezet egy 0j allapotot V,(x) szamara, (keltés-eltiintetés egytittese) az
e-nak megfelelé energiaval. A fennmarado6 két transzformacio elvben T, tipusu,
mert a SUSYQM transzformaciot generald y(x) figgvény nem korlatos, ha tart

x— too tartomanyokon. Azonban az energiasajatértékei komplexek, valojaban
a két energiatag egymas komplex konjugaltja, tehat a két utolso
transzformacio nem tekintheté érvényesnek!

Ezek az energiasajatértékek illeszkednek, mint rezonanciak ebbe a sorozatba
mert megfelelnek a valos Scarf II. potencial irregularis megoldasainak, illetve
azok ,rezonansainak”. Ezeket a - —a helyettesitéssel kaphatjuk meg, ami
invariansan hagyja (3.2.2.177 potencialt, de a (3.2.2.179) energia sajatértékeét
komplexnek alakitja!
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3.3. Az X, — tipusu kivételes Laguerre- és Jacobi-polinomok,
mint Heun-tipusu differencialegyenletek megoldasai

Ebben az alfejezetben a munka targyalasat kévetve bemutatjuk, hogy a 3.1,
illetve 3.2 alfejezetekben alkalmazott kivételes Laguerre, illetve Jacobi
polinomok megkaphatok a konfluens Heun, illetve a Heun differencialegyenlet
specialis megoldasaiként. E differencialegyenletek specialis esete a konfluens
hipergeometrikus, illetve a hipergeometrikus differencialegyenlet. Ezek
megoldasai ugyanugy redukalodnak az altalanositott Laguerre, illetve Jacobi
polinomokra, mint a Heun-féle differencialegyenletek altalanos megoldasa az
emlitett kivételes ortogonalis polinomokra.: [3]

Az emlitett két Heun-tipusu differencialegyenlet megkaphato a (89)
egyenletbél a 10. Tablazatban feltiintetett Q(z) és R(z) fuggvények
behelyettesitésével.

d*F
d z2

d
+Q(z) = + R(z) F(z) = O (3.3.1)
Q(z), R(z) aktualis formajat az alabbi 10. Tablazatba foglalom

10.tablazat

F(z) Q(z) R(z) exp (% [ Q(2))dz) spec.hatareset

H AL apz —q A1 a
(a.By.6,dqz) |7t =4 | zz-DE-d
Heun

6 paraméter

2F,

. _ 5
Hc(a,B,v.6,0;2) | q+L ¢ 2 apz - o Z%(z —1)zexp (E) 2k, 1R,
Konfluens Heun z z-1 z(z—1) 2

5 paraméter

A fenti tablazat teljes formadjat, a Heun-, a konfluens Heun-, a Bikonfluens
Heun-,H; -Heun és Trikonfluens Heun-egyenletekkel kiegészitve a |[3]
1.Tablazatdaban lathatjuk.

Az dltalanos Heun-egyenletnek 3 regularis szingularitasa van, amelyeket az
altalanossag megszoritasa nélkul felvehetiink a z=0, 1 és d értékeknél, illetve
van egy irregularis szingularitasa végtelenben is.
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A parameétereket determinalja az alabbi 6sszefliiggés:

Az ¢ parameétert ....

ezért ez a paraméter nem szerepel a H() megoldas argumentumaban.

y+d+e=a+p+1. (3.3.2)

A Heun-egyenlet 2F,(a, b; c; z) hypergeometrikus differencialegyenletre
redukalodik az alabbi paramétervalasztasokkal:

a=a,b=p,y=c,6d=a+b+1-ce=0,d=0,qg=0

A Konfluens Heun-egyenletnek regularis szingularitasi pontjai a z=0 és z=1.

[lletve van egy elsérangu irregularis szingularitasa a végtelenben.

H (a,B,7, 6, 0; z) specialis paraméterekkel az egyenlet hypergeometrikus
(2F;,(a, b, c; 2)) és konfluens-hypergeometrikus

(1F;(a, c; 2)) differencialegyenletre redukalodik. Ha a valasztas:

a=0,y=c,d=a+b+1—-c,o0=—ab (3.3.3) illetve

a=-1y=c¢6=0,=a,0=—-a (3.3.4)

A 2.2.1 részben leirt transzformacios moédszert alkalmazva a (92) egyenlet
alapjan megkaphatjuk a két differencialegyenletbél szarmaztathato

potencialokat, illetve a (93) egyenletbdl a hullamfuggvényeket. Ezeket itt nem
vizsgaljuk, helyette a két differencialegyenlet polinom tipust megoldasaira

koncentralunk.
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3.3.1 A konfluens Heun-egyenlet polinom megoldasai [3]

A Konfluens Heun-egyenlet nem szimmetrikus kanonikus formaja,

(89)-bdl és a 10. tablazatbadl vett fliggvényekbdl felirhato:

+ (

dZHc ¥ 1)
A Carhar)

dH,
d dz

afz—o -
) H (z) = (3.3.5)

Z

A H.(a,B,v, 9, 0; z) figgvényt a z valtozo szerint sorba fejtjik a z=0
szingularis pont korul:

A rekurzié hatarfeltételeiként megkoveteljik, hogy

C_,=0 és (3.3.6)
C=0 teljestiljon. (3.3.7)
H(a,B.v.8,0:2) = YpoCr Z¥ | (3.3.8)

Cy sorfejtési egytitthato az alabbi harom taga rekurzids relaciobol
hatarozhato meg:

k+1D)y+k)Ciyr=alk —1+B)Cr—1+k(k—1+k(y+8—a)—0o)]|C,. (3.3.9)

Ha feltételezzlik, hogy y # —N ésy # —N-1 , akkor a rekurziot lezarhatjuk a
k=N tagnal, amennyiben az alabbi feltételek teljestilnek:

0=WN+DF+NC =a(N -1+ +IN(N=1) + Ny + 6 — a) — 0)]c{”

0=W+2)¥+N+1Dc, (3.3.10)
=a(N+ B+ [N+ DN+ (N + Dy + 6 —a) — )]V, (3.3.11)

(3.3.10)-ben C Is,lz)lés C IE,N)kézétti kapcsolat biztositja, hogy C ,f,li)l=0 teljesul

illetve ez és B — N, biztositja CIE,IPZ = 0-t.,
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a # 0 esetén a feltételek igy is irhatok:

g=-N |, (3.3.12)

Cy == ININ =)+ N(y + 6 — a) — )ICy”. (3.3.13)

llyen feltételekkel a Konfluens Heun-egyenlet az alabbi polinomalakra
egyszerusodik:

H.(a,B=—N,y,6,0;z) = 21121:0 CE(N) zk , (3.3.14)

Nulladrendti polinom, konstans fliggvény , csak akkor lehetséges, ha, R(z)=0, vagyis
N=0,érvényes ha R(z)= 0

afz-o

Ol 0, ha a szamlalo6 zérus, azaz afz — o = 0,innen,ha o = 0 : mivel

B =-N =0.

Tekintsuk a kovetkezd specialis paraméter értékeket:

y=a+1,6=-2,0=a(2—N) , normalva (3.3.15)
Ny _ aFt(vn-1)la! N _ (N) _
G = K!(N—K)!(a+k)! la(N = k) —k(k-1)], GG~ =1, (3.3.16)

Belathato, hogy ilyenkor a
(3.3.16) egytitthatok teljesitik a (3.3.9) rekurziot.

A fenti paramétercsomaggal az aktualis alakja a Konfluens Heun-egyenletnek:
d*F dF
z(z-1)_+ az(z— 1)+ (a+1)(z—1) — 22] -, T R(z) F(z) = 0, (3.3.17)

R(z) = a(—Nz + N — 2), itt csak a, N paraméterektél fligg az egyenlet

Valtozétranszformacioval z= —% kapjuk:
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—y(y + a) ;’iy’;" + Y- +a+ DL+ [-Ny+a@-N)]Flz)=0, 3315

itt az F(y)= Lz(va)(Y)’ ami egy X;-tipusu kivételes Laguerre-polinom, (3.3.8) pedig
az altala kielégitett differencialegyenlet.[6,24]

A Konfluens Heun-fliggvény ilyen specialis reprezentacioban (3.3.14) és
paraméterek valtoztatasaval:

Lf\f‘)(y) =H(a,p=-Ny=a+18=-2,0=a(2—-N);z=-y/a). (33.19

(420)-bol: a(N — k) — k(k — 1) el6jelvaltasa mellett a
kivételes Laguerre-polinom ,kalapos”(kivételes) koefficiense:

e polinom egyuitthatéi a (3.3.16) egytitthatok atnormalasaval adodnak:

N _ (=1* (a+N-2)!(a+N), _
G = oo (@(2k — N) + k(k — 1))= (3.3.20)

_ (=DF1(a+N)! (V)
C ak-lg(N—-1)!(a+N-1) kK

(3.3.19) kivételes Laguerre-polinom eléallithatok sima, altalanositott
Laguerre polinomokbdl az alabbi formulaval:

L{O(y) == + a + DL )+L,(y). (3.3.21)

Ez az egyenldség igazolhaté az dltalanositott Laguerre polinomok egytitthatéira
vonatkozé képlet [8] behelyettesitésével.
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3.3.2 A Heun-egyenlet polinom megoldasai
A paramétereket determinalja az alabbi 6sszefliggés:

y+d+e=a+p+1. (3.3.2)-bél

Ezen eset paramétervalasztasai

A 10. tablazatbol behelyettesitve a Q(z) és R(z) figgvényeket a (89) egyenletbe
adodik a Heun egyenlet:

d’H ABz—
+ |

@H v, 8 | ey dH _
d z2 (Z z-1 +Z—d) dz (Z(Z—l)(Z—d)) H(Z) 0 ? (3322)

Fejezztik ki a H megoldast a z=1 szingularis pont kérnyezetében
hatvanysorba fejtéssel:

_1\K
H (A, By,6,d,q;2) = iso G (52) 3.3.23)

A (3.3.2) osszefiiggéssel kiejtve az ¢ paramétert
kaphatjuk az alabbi harom tagu rekurzios relaciot:

(k+ 1Dy +k)(d—1)Cyiq=
=lk(k—1)@B-d)+k(y(1—-d)—56(1+d)+2A+2B+2)+AB —q|Cy +
2k —-1D(k-2)+(k—-1)A+B+1) +AB |Cr_, . (3.3.24)

A hatarfeltételek is megkéveteltek C_;=0, C_,=0.
Ismeét feltételezve, hogy y # —Nésy # —N — 1,

k=N esetén fennallnak a rekurziot lezaro feltételek:

N+ Dy +N)(d—1)Cy41=
=[N(N-1)3—-d)+ Niy(1—-d)—6(1+d)+24+2B+2)+AB —q]Cy + (3.3.25)
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+2[(N-1D(N-2)+(N-1)(A+B+1)+AB]Cy_, és (N+1)-re:
(N+2)(y+N+1)(d—1)Cysz=
=sININ+1)B-d)+(N+1)(y(1—-d)—86(1+d)+2A+2B+2)+AB —q]Cyy1 +

+2[N(N—-1)+NA+B+1)+AB|Cy , (3.3.26)

Ha (3.3.25) jobb oldala nulla, illetve Cy,Cy_; aranyos, akkor ,Cy;1= 0
teljestilnie kell. Tovabba, ha (3.3.26) Cy egyutthatéja nulla, akkor ,Cy;,= 0
is teljesul, akkor a rekurzio lezarul. Az utobbi feltétel ilyenkor :

AB=-N(N+A+B) (3.3.27)
Ez a relacio érvényes A= -N vagy B=-N esetében is.

Ez az eset hasonl6 ahhoz a feltételhez, amely mellett a 2F hipergeometrikus
figgvény polinomra redukalodik, ahol a és b felcserélhetd, és

barmelyikiik ( — N)-nek valaszthato. Osszefoglalva, a rekurzio lezarasanak
feltetelei:

A=-N,

N2 = s VA - D) + NG —d) =61+ D +B-D —qle".  (3.3.29

A polinom megoldasa a Heun-egyenletnek igy:

H(A=-N,B,y,6,d,q;2) = Zi_, CV (D . 3.3.29)

Ahogy korabban szerepelt az egyenleteink azonosak azokkal, amelyeket A-B,

B- A- bol kaptunk

A Heun-egyenlet eképp illeszthet6 az X; — tipusa kivételes P}sa,ﬁ ) Jacobi
polinomokat tartalmazé differencialegyenlethez.[6,24] A polinomok a #
pesetén definialtak és kielégitik az alabbi egyenletet:

d2F+2 1-dz

a dz
d y? d-z

1_
d-z

(z2-1) (z-c) Z—§+[—2a (N-D(a+B+N) ]F(z) =0, (3.3.30)

ahol
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B+a B+a+2

L—-a

a= —(ﬁ - a), a*pf , (3.3.31)

megmutathato, hogy az alabbi helyettesitésekkel

A=N,B=N-1+f+a, y=a+1 &6=8+1 e=-2 d=%§ ) (3.3.32)

g=—-—I[N*(@a+p)+N(a+p)(a+p—-1) —4af]

B-a
a (3.3.30) alakot élti a Heun-egyenlet
Ez azt jelenti, hogy egy normalasi faktor erejéig érvényes,

P{*P(z) = H (A=-N, B=N-1+a + B,y =a + 1,6 = B+ 1,d,q; 2), . (3.3.33)
ahol b és q a (3.3.38) kapcsolatban van az a és ff paraméterekkel.

A Heun-egyenlet megoldasa és az X; —tipusu kivételes Jacobi polinomok
kozotti, illetve az Altaldnositott hipergeometrikus fiigguények koézti kapcsolat
részletesen [42]-ben szerepel.

Mivel az X; —tipusu kivételes Jacobi polinomok kifejezhetéek a klasszikus,

altalanos Jacobi polinomokkal igy a kiterjesztett C ,EN)sorfejtési egyutthato
szintén kifejezheté a klasszikus Jacobi egytitthatéival:

PP (2)=—f PP (2) + 2dgy PP (2) — hy PP (2), (3.3.34)
N=0,1,2...

N(a+p +N)
fN =

(@+B+2N—1)(a+ B +2N)

(a+N)(B+N)
(x+pB+2N—-2)(a+ B+ 2N)

gy =

(a+N)(B+N)
N = (a+B+2N-2)(a+B+2N-1) ° (3.3.35)
A klasszikus Jacobi polinomok formulaja[7,8] a Gamma-figgvénnyel:
(@B~ _ _ T(a+N+1) N (M= N\ F@+p+N+k+1) (z-1\K
Py (@) = 5 (a+B+N+1) Lk 0( k ) I(a+k+1) ( 2 ) : (3.3.36)
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Mivel a Heun-egyenlet megoldasait a (3.3.22) egyenletben ugyanebben az
alakban fejtettik ki, az egyltthatokat a (3.3.31) egyenletben szerepld
egyutthatok és a (3.3.35) egyenletben szerepld fy, gy, hy kombinacioibol
kaphatjuk meg.

A fenti eredmények els6ként a [3] munkankban jelentek meg.

[3]:(Lévai,G.;Soltész,T. Schrodinger Potentials with Polynomial Solutions of Heun-Type
Equations. Mathematics 2025,1,0. https://doi.org/10.3390/math1010000),11.p.,(30)-(37)

Nézzik meg példa gyanant (3.3.36) és (3.3.35) milyen alakot 6lt, ha
mondjuk, N=2 esetén

P(aﬂ)(z)_
Pf\f;.[i)(z): a+l+(a+p+2) (Z%l) (3.3.37)
Py ()= D t(a + B+ 3)(a+2) (F) + (a+ B +3) L2 (2.

_ 2(a+B+2)
fn= (a+B+3)(a+f+4)

_ (a+2)(B+2)
gn = (a+B+2)(a+B+4)’

2 2
(ar2)(pr2) (3.3.38)

N = (@+p+2)(a+p+3)
PP (2)=—fy PP (2) + 2dgy PSP (2) — hyPE) (2)=
2(a+p+2) (a+1)(a+2) 1

= T @B @D 5 ( +B+3)(a+2)(a+p+2)(z—-1)+

(a+[3+3)

(a + B + 4)(2 )2+2(a+ﬁ) (a+2)(B+2) (a + 1)+

T B-a (a+p+2)(a+p+4)

(a+2)(B+2)
(a+B+2)(a+B+3) °

(3.3.39)
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4.0sszefoglalé

A dolgozatban az egydimenziés, id6tél fliggetlen Schrodinger-egyenlet egzakt
megoldasainat vizsgaltam két széles korben alkalmazott modszer
felhasznalasaval. Az egyik egy transzformacios eljaras [35,36,69], amellyel a
Schrodinger-egyenlet egy valtozotranszformacioval a matematikai fizika
valamely masodrendu differencialegyenletének alakjara hozhato. E modszerrel
kozvetlentil elérhet6k a Natanzon osztalya potencialok, amelyek a
hipergeometrikus és a konfluens hipergeometrikus differencialegyenletekbdl
nyerheték. Even esetekben a koétottallapoti hullamfiiggvények Jacobi- illetve
altalanositott Laguerre-polinomokkal fejezheték ki. E potencialosztalyba
tartoznak a legismertebb egzaktul megoldhato potencialok (radialis
harmonikus oszcillator, Coulomb, Morse, Pdschl-Teller, Rosen-Morse I, II,
Eckart, Scarf I, II).

A masik alkalmazott modszer a Szuperszimmetrikus Kvantummechanika
[10,11], amely lehetévé tesz 1j, egzaktul megoldhato potencialok generalasat
egy ismert, megoldhaté potencialbol kiindulva. A szuperszimmetria
kovetkezményeként a két potencial energiaspektruma lényegében azonos.

A jelen dolgozatban a Natanzon osztalyu potencialok mellett azok korén tuli
potencialok vizsgalatat is végeztem. Ilyenek a radialis harmonikus oszcillator,
illetve harom azonos alosztalyba tartozo potencial (Scarf I, II, altalanositott
Poschl-Teller) racionalis kiterjesztései [6,25,26], Az utobbiak kotottallapoti
hullamfliiggvényei az X; tipusu kivételes Laguerre, illetve Jacobi polinomokkal
fejezhetdk ki [23,24], maguk a potencialok pedig az emlitett transzformacios
modszerrel leszarmaztathatoak e polinomok differencialegyenleteibdl.
Ismeretesek tovabbi potencialok is, amelyek hasonlé médon adédnak a Heun-
féle differencialegyenlet [41] kulonféle (altalanos, konfluens, bikonfluens,
trikonfluens, kettés konfluens) valtozataibal.

A dolgozatban  kiterjedten = alkalmaztam a = szuperszimmetrikus
kvantummechanika transzformacioéit, amelyek sértetlen, illetve spontan sérult
szuperszimmetria esetén fogalmazhatok meg. E transzformaciok egy ismert
potenciallal felirt Schrédinger-egyenlet megoldasaibol szarmaztathatok,
annak kulénféle hatarfeltételeket teljesité zérushelyet nem tartalmazoé
megoldasaibol. A sértetlen esetben a megoldas az alapallapoti
hullamfiiggvény, amely normalhato 1évén eltinik a hatarokon, mig a sértetlen
esetben a megoldas valamelyik hataron végtelenné valik és igy nemfizikaiként
értelmezhet6. Ennek megfeleléen négy tipusu szuperszimmetrikus
transzformacio definialhato: egy (T;) sértetlen, harom (T,,T3,T,) pedig sértett
szuperszimmetriaval.

Munkam soran e szuperszimmetrikus transzformaciokat vizsgaltam kuilénféle
potencialok alkalmazasaval. Els6ként a radidlis harmonikus oszcillator
szuperszimmetrikus partnerpotencialjait allitottam elé sértetlen és spontan
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sértett szuperszimmetria esetén [1]. Ezekhez a (Ty,T,,T3,T,) transzformaciokhoz
a megfelel6 Schrodinger egyenlet olyan megoldasait tekintettem, amelyek az
origoban, illetve aszimptotikusan regularisak, illetve irregularisak. Alkalmas
probafliggvényeket valasztottam, amelyekkel kuldonféle partnerpotencialokat
szamoltam ki és kaptam.

A megvalasztott legegyszertibb esetekben a partnerpotencialok alakja mind a
négy  transzformacio esetében  ugyanolyannak (alakinvariansnak)
mutatkozott/mutatkoztak.

Ezt kovetéen kimutattam, hogy a probafliggvény altalanosabb valasztasaval
T; és T, tipusu transzformaciokkal 6sszekapcsolhatok a radialis harmonikus
oszcillator, illetve annak a racionalis kiterjesztéseiként adodo potencialok.
Még altalanosabb probafliggvényekkel T; és T, tipusu transzformaciok kétnek
Ossze racionalisan kiterjesztett radialis harmonikus oszcillator potencialokat,
igazolva azok alakinvarianciajat is. E potencialok hullamfiiggvényei X; tipusu
kivételes Laguerre polinomokkal fejezhetdk ki.

Tovabbi potencialokat vizsgaltam a SUSYQM korabbi transzformacios
modszerével megadva a megfelel6 potencialokat, alapallapoti
hullamftiggvényeiket és az energiaspektrum alakjait [2]. A formalizmussal
egyszerre harom potencial (dltalanositott Pdschl-Teller, Scarf I., Scarf II)
egységes absztrakt targyalasat tettem lehetévé, addig a pontig, amikor a
konkreét hatarfeltételeket kell kironi a megoldasokra: a harom potencial a valos
féltengelyen, véges tartomanyon, illetve a teljes valos tengelyen van értelmezve.
Ebben az esetben a megoldasok Jacobi-polinomokkal kerultek felirasra. A
probafliggvény legegyszeribb alakjat véve a szuperszimmetrikus partner
potencialok itt is mind a négy transzformacié esetében azonos tipusunak
bizonyultak.

A probafliggvény altalanosabb esetében az altalanositott Péschl-Teller és a
Scarf I potencialok esetében T; és T, tipusu transzformaciok kototték dssze a
potencialokat a  racionalis  kiterjesztéseikkel. @A  legaltalanosabb
probafliggvényt alkalmazva T; és T, transzformacidkat irtam le e potencialok
racionalisan kiterjesztett valtozatai k6zott, igazolva azok alakinvarianciajat. E
potencialok hullamfliggvényei X; tipusu kivételes Jacobi polinomokkal
fejezhet6k ki. Ramutattam, hogy a valos Scarf II potencial esetén e
transzformaciok nem értelmezhetdek.

Kimutattam, hogy a fenti vizsgalatokban szereplé X; tipusu kivételes
ortogonalis Laguerre, illetve Jacobi polinomok megkaphatok a konfluens
Heun, illetve a Heun-féle differencialegyenlet polinom tipust megoldasaiként
[3].
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4. Summary

In this thesis, I investigated exact solutions of the one-dimensional, time-
independent Schrodinger equation using two widely applied methods. One of
these is a transformation approach [35,36,69|, by which the Schrédinger
equation can be brought, via a change of variables, into the form of a second-
order differential equation from mathematical physics. Using this method, the
Natanzon class of potentials can be obtained directly; these potentials arise
from the hypergeometric and confluent hypergeometric differential equations.
In such cases, the bound-state wave functions can be expressed in terms of
Jacobi and generalized Laguerre polynomials. This class includes the most
well-known exactly solvable potentials (the radial harmonic oscillator,
Coulomb, Morse, Péschl-Teller, Rosen—Morse I and II, Eckart, and Scarf I and
II potentials).

The other method employed is Supersymmetric Quantum Mechanics
(SUSYQM) [10,11], which makes it possible to generate new exactly solvable
potentials starting from a known solvable one. As a consequence of
supersymmetry, the energy spectra of the two partner potentials are
essentially identical.

In the present work, in addition to Natanzon-class potentials, I also examined
potentials lying beyond this class. These include rational extensions of the
radial harmonic oscillator and of three potentials belonging to the same
subclass (Scarf I, Scarf II, and the generalized Poschl-Teller potentials)
[6,25,26]. The bound-state wave functions of the latter can be expressed in
terms of X;-type exceptional Laguerre and Jacobi polynomials [23,24], while
the potentials themselves can be derived from the differential equations of
these polynomials using the above-mentioned transformation method.
Further potentials are also known that arise in a similar way from various
forms (general, confluent, biconfluent, triconfluent, and double-confluent) of
the Heun differential equation [41].

Throughout the thesis, I extensively applied the transformations of
supersymmetric quantum mechanics, which can be formulated in cases of
unbroken and spontaneously broken supersymmetry. These transformations
can be derived from solutions of the Schrédinger equation written for a known
potential, specifically from its nodeless solutions satisfying various boundary
conditions. In the unbroken case, the solution is the ground-state wave
function, which is normalizable and therefore vanishes at the boundaries,
whereas in the broken case the solution diverges at one of the boundaries and
is thus interpreted as non-physical. Accordingly, four types of supersymmetric
transformations can be defined: one (T;) with unbroken supersymmetry and
three (T,, T3, T,) with broken supersymmetry.

In my work, I investigated these supersymmetric transformations for various
potentials. First, I constructed the supersymmetric partner potentials of the
radial harmonic oscillator in the cases of unbroken and spontaneously broken
supersymmetry [1]. For the (Ty,T,,T;T;) transformations, I considered
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solutions of the corresponding Schrédinger equation that are regular or
irregular at the origin and/or asymptotically. I chose suitable trial functions
and used them to calculate and obtain various partner potentials.

In the simplest selected cases, the shapes of the partner potentials turned out
to be identical (shape-invariant) for all four transformations.

Subsequently, I showed that with a more general choice of trial function, T;and
T,type transformations can connect the radial harmonic oscillator with its
rationally extended potentials. With even more general trial functions, T;and
T,type transformations connect rationally extended radial harmonic oscillator
potentials, thereby also confirming their shape invariance. The wave functions
of these potentials can be expressed in terms of X;-type exceptional Laguerre
polynomials.

I also investigated further potentials using the earlier SUSYQM transformation
method, providing the corresponding potentials, their ground-state wave
functions, and the forms of their energy spectra [2]. This formalism allowed a
unified abstract treatment of three potentials (the generalized Péschl-Teller,
Scarf I, and Scarf II potentials) up to the point where specific boundary
conditions must be imposed on the solutions: the three potentials are defined
on the positive real half-axis, on a finite interval, and on the entire real axis,
respectively. In this case, the solutions were expressed in terms of Jacobi
polynomials. Taking the simplest form of the trial function, the
supersymmetric partner potentials again proved to be of the same type for all
four transformations.

For a more general trial function, in the cases of the generalized Péschl-Teller
and Scarf I potentials, Tzand T,type transformations connected the potentials
with their rational extensions. Using the most general trial function, I
described T;and T,transformations between rationally extended versions of
these potentials, thereby confirming their shape invariance. The wave
functions of these potentials can be expressed in terms of X;-type exceptional
Jacobi polynomials. I pointed out that for the real Scarf II potential these
transformations are not well defined.

Finally, | demonstrated that the X;-type exceptional orthogonal Laguerre and
Jacobi polynomials appearing in the above investigations can be obtained as
polynomial-type solutions of the confluent Heun and Heun differential
equations, respectively [3].
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7. Fliggelék

Figure 1: Schematic sketch of the possible arrangement of the energy spectra
of the supersymmetric partner potentials H_ and H,.

E=0 — —

except when A'¢/'") = 0 holds.

1.abra Dr. Lévai Géza nyoman [53]

Harom (a, b, c) eset baloldali oszlop H_, jobb oldali H, spektruma

A operator hatasa <, A* operator hatasa —balrdl jobbra ,lépteti az allapotot”

A, A* 1éptetd operatorok hatasai:

AY, - Y, 1, AT, (I+1,%) - Y. (1,x)
a) panel: T; transzformacio, sértetlen SUSY és a transzformacio eliminalja az

alapallapotot, 1étezik fizikai relitas , E, ;= E4f n=0,1,2,... E; = 0 skalazassal,
€ = 0, H, spektrumaban nincs nulla

b) panel: T, eset, sértett SUSY, 0] alapallapot (V,) bevezetése/megjelenése, a
faktorizacios energia: € # 0

c) panel: T; és T, transzformacio esete, nincs ,E shift”, e # 0, sértett SUSY,
valtozatlan spektrum.
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Wi (1,9, 9)=C(n, Dexp (—o/2)0' LAHE 1 (0) Y m (¥, 9).

Fo- Mellék- Migneses Alhéj Spin- Elektronok
kvantumszam | kvantumszim kvantumsziam jelolés | kvantumszdm | max. szd
1 1
1 0 0 Is 5 7 > 2
2 0 % ! + I )
2 0 2s 5 5 2
" 1,1 b
1 1,0,+1 2p 5 s 6
3 4 + ~ 2
0 0 3s 7 2
1 1
| 1,0,+ 3p 5 6118
1 1
2 2, 1,0,+1,+2 3d > +§ 10
. It )
4 ) 0 4s 5 3 2
| 1
| 1.0, +1 4p = + = 6
P »
2 2, L0, +1,+2 4d 5 +2' 10
1 1
3 3, 2, 1,0,+1,42,+3 4f 5 +5 14

2.abra

(https:/ /medicalimaginghelp.blog.hu/2019/09/01/kvantummechanikai_atommodell)

Példa: 2ps , n=2, s,p,d alhéjak — | : melléekkvantumszam, % :J, eredd, j=l+s,
2

ahol s: spinkvantumszam

A képen lathaté hidrogén-valoszintiségi hullam egyenlettel kiszamithato az
elektron megtalalasi valoszintisége, a vilagos részek jeldlik, hogy hol fordul eld
legnagyobbrészt az elektron.
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