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Halmazok; miiveletek halmazokkal

1. Feladat. (Miiveleti tulajdonsdgok) Igazolja, hogy bdarmely A, B, C halmazra
(i)

AUD=A, AnND=10, AUA=A ANA=A

(i)
AUB=BUA
ANB=BNA
(iii)
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BNCO)=(ANB)NC
(iv)

AU(BNC)=(AuB)N(AUQC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC(C)
2. Feladat. (De Morgan azonossdgok) Igazolja, hogy minden A, B C X esetén
(AUB) = A°N B¢ (AN B)- = A°U B°
3. Feladat. Igazolja, hogy bdarmely A, B,C C X halmazra

(i)
A\ B=AnNB
(ii) A\(BUC):(A\B)Q(A\CD
A\ (BNC) = (A\B)U(4\C)
(iii)

(ANB)\C = (A\C)N(B\C)
(AUB)\C=(A\C)U(B\C)
4. Feladat. Igazolja az aldbbi dllitasok ekvivalencidjdt:

ACB; AUuB=B; ANnB=A; A\B=0.

5. Feladat. Legyenek a, b, ¢ pdronkét kiilonbozd elemek és A = {a, b, c}. Hatdroz-
za meg a P(A) halmazrendszer elemeit!

6. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszbleges A, B halmaz esetén
P(ANB)=PA)NP(B) P(AUB) D P(A) UP(B)

7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy {{z},{z,y}} = {{u},{u,v}} pontosan akkor
teljesiil, ha v = u és y = v. Mikor dll egyenldség helyett tartalmazds?



Halmazok; miiveletek halmazokkal

8. Feladat. Igazolja, hogy {a} x {a} = {{{a}}}.

9. Feladat. Tegyiik fel, hogy A, B nem iires halmazok. Igazolja, hogy A x B =
B x A pontosan akkor, ha A = B.

10. Feladat. Igaz-e, hogy (A x A) x A = A x (A x A) teljesiil minden A halmaz
esetén?

11. Feladat. Tegyiik fel, hogy A, B, C, D nem iires halmazok. Igazolja, hogy A x
B C C x D pontosan akkor, ha A C B és C C D.

12. Feladat. Legyenek A, B, C, D tetszdleges halmazok. Bizonyitsa be, hogy ekkor
(AUB)xC=(AxC)U(B x C);
(ANB)xC=(AxC)n(Bx(C);
(A\B)xC=(AxC)\(Bx(C).

Tovdbbd,

(AxB)N(CxD)=(ANC) x (BN D);
(AxB)U(CxD)cC(AUC)x (BUD,.

13. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszbleges R C A x B és S C B x (' reldcio
esetén

(SoR)'=R1oS™

14. Feladat. Igazolja, hogy barmely R C Ax B, S C BxC,T C C x D reldcié
esetén

To(SoR)=(ToS)oR.

15. Feladat. Igazolja, hogy ha R C A X B adott reldcio és H, K C A tetszdleges
halmazok, akkor

R(HUK) = R(H)UR(K), RHNK)C R(H)NR(K).

16. Feladat. Hatdrozza meg az R C A X B reldcio értelmezési tartomdnydt, érték-
készletét, inverzét, valamint az R(C') halmazt, ha

(i) A= B =10,1]; xRy&x < 2y < 2z; C = {1/2};

(ii) A={0,1,2}, B=1{0,3,5}; xRysxy = 0; C = {1,2};
(iii) A ={-5,2,3,4,5,9}, B={-2,1,2,3}; xRysx+y =7, C ={-5,9},
(iv) A= B =[-1,1]; sRy<a? + > = 1; C = {0}.



Specialis relaciok — fiiggvények

17. Feladat. Igazolja, hogy ha f fiiggvény, akkor g C f szintén fiiggvény!

18. Feladat. Igazolja, hogy ha f: A — B és g: B — C fiiggvények, akkor g o f
szintén fiiggvény!
19. Feladat. Igazolja, hogy ha f: A — B, akkoridy C f~! o f, tovdbbd, hogy

minden C' C A esetén C C f~Y(f(C)). Milyen feltételek mellett dll itt egyenldség
A minden C' részhalmaza esetén?

20. Feladat. Igazolja, hogy ha f: A — B, akkor f o f~' C idp, tovdbbd, hogy
minden C' C B esetén f(f~1(C)) C C. Milyen feltételek mellett dll itt egyenldség
B minden C' részhalmaza esetén?

21. Feladat. Legyen f: A — B és g: B — (. Mutassa meg, hogy ha f és g
sziirjektiv/injektiv/bijektiv, akkor g o f is az.

22. Feladat. Bizonyitsa be, hogy valamely f: A — B fiiggvény inverze pontosan
akkor fiiggvény, ha f injektiv!

23. Feladat. Igazolja, hogy ha f: A — B adott fiiggvény és H, K C B tetszdle-
ges halmazok, akkor

JUHUE) = fT(H)UfU(K),  [(HOK)=["(H)N[(K)

24. Feladat. Legyenek f,g: R — R valamint h: R\ {0} — R a kovetkezd modon
adott fiiggvények: f(x) = 2z, g(x) = 2%, h(x) = 1/x. Hatdrozza meg az f(A),
F(B). 9(B), 9(C), h(D), h(E) valamint az [-(A), f-(C), g (B), g (C)
g (D), h~1(A), h~Y(C) halmazokat, amennyiben

A={-1,0,1} B=10,1 C=[-1,1] D=]0,1] E=[-2,0].

25. Feladat. Hatdrozza meg a valos szdmok azon legbévebb részhalmazdt, ame-
lyen f értelmezhets! Vizsgdlja meg, hogy f injektiv-e, és ha annak bizonyul,
hatdrozza meg inverzét! Az f fiiggvény x-beli értéke az aldbbiak szerint adott:

1 1- 1

20 +3; % = m; Va4 ax—2.

x 14z 22—x-2
26. Feladat. Hatdrozza meg a g o f illetve f o g fiiggvényt, ha f,g: R — R az
flx)=1—a%és g(x) = 1/(1 + 2?) eldirdssal adott!




Specialis relaciok — ekvivalencia és rendezés

27. Feladat. Vizsgdlja az R C A x A reldciot reflexivitds, szimmetria, antiszim-
metria, tranzitivitds, linearitds szempontjdbol, ha
(i) A={a,b,c}, R={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,c)};
(ii)) A={a,b,c}, R={(a,a),(a,b),(b,b),(c,b),(c,c)};
(iii) A ={a,b,c}, R ={(a,a),(a,b),(a,c), (b b), (b, ¢c),(c,c)};
(iv) A = P(X), aRb pontosan akkor, ha a = b;
(v) A =P(X), aRb pontosan akkor, ha a C b.

28. Feladat. Allapitsa meg, hogy az R C A x A reldcié ekvivalencia reldcid,
részbenrendezési reldcio vagy rendezési reldcio-e, ha

(iii) A = N, aRb pontosan akkor, ha 5|b — a;
(iv) A =N2 (a,b)R(u,v) pontosan akkor, ha a + v = b+ u;

(v) A =N? (a,b)R(u,v) pontosan akkor, ha av = bu;
(vi) A = R?, (a, b) R(u,v) pontosan akkor, ha a + v = b + u;
(vii) A = R?, (a,b)R(u,v) pontosan akkor, ha av = bu;
(viii) A = R?, (a,b)R(u, v) pontosan akkor, ha a® + V* = u* + v’
(ix) A = R? (a,b)R(u,v) pontosan akkor, ha a® + b* < u? + v>.

29. Feladat. Jelolje rogzitett n € N esetén P,, azon k természetes szamokat, ame-
lyekre k|n teljesiil, s legyen R C P, X P, a kovetkezd modon értelmezve: aRb
pontosan akkor, ha alb. Igazolja, hogy ekkor R parcidlis rendezés! Adjon n-re
vonatkozo sziikséges és elegendd feltételt arra nézve, hogy R rendezés legyen!

30. Feladat. (Bishop—Phelps rendezés) Adott f: R — R fiiggvény valamint A > (
esetén legyen a = b pontosan akkor, ha Na — b| < f(a) — f(b). Bizonyitsa be,
hogy (R, %) parcidlisan rendezett halmaz!

31. Feladat. Mutassa meg, hogy R C A X A pontosan akkor szimmetrikus, ha
R = R7Y, illetve, hogy pontosan akkor tranzitiv, ha R o R C R.

32. Feladat. Igazolja, hogy minden R C A x A reldciohoz létezik legsziikebb,
R-et tartalmazo ekvivalencia reldcio!

33. Feladat. Legyen F az A x B-beli fiiggvényeknek egy, a tartalmazdsra nézve
rendezett részhalmaza. Bizonyitsa be, hogy ekkor | J F olyan fiiggvény, amely F
bdarmelyik elemének kiterjesztése!

34. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az ekvivalencia reldcio, részbenrendezési reldcio,
valamint rendezési reldcio definiciojaban szerepld tulajdonsdgok fiiggetlenek!



Monoton leképezések

35. Feladat. Oldja meg az A+ A = 2A egyenletet a valés szdmok nem iires, véges
részhalmazainak halmazdn, ahol A C R esetén

A+A:={a+b|abe A}; 2A:={2a | a € A}.

36. Feladat. Legyen X egy halmaz, ®: P(X) — P(X) pedig monoton leképezés.
Igazolja, hogy ekkor minden A C X esetén

®(A)c({BCc X|AcCB, ®B)c B}

37. Feladat. Legyen X egy halmaz, ®: P(X) — P(X) pedig olyan monoton
leképezés, melyre minden x € X esetén x € ®({x}) teljesiil. Igazolja, hogy ekkor
bdarmely A C X esetén A C ®(A).

38. Feladat. Legyen X egy halmaz, ®: P(X) — P(X) pedig olyan leképezés,
(i) amely monoton, azaz A C B esetén ®(A) C ®(B);
(ii) involutiv, azaz ®*> = ®;
(iii) végiil, amelynek az egyelemii halmazok fixpontjai, azaz ®({z}) = {z}.
Igazolja, hogy ekkor

O(A)=(|{BCX|ACB, B=%DB)}

39. Feladat. (Tarski-féle fixponttétel, elemi vdltozat) Igazolja, hogy ha X egy hal-
maz, ®: P(X) — P(X) pedig monoton leképezés, akkor létezik ®-nek fixpontja,
azaz van olyan A C X, hogy A = ®(A).

40. Feladat. (Tarski-féle fixponttétel, nem elemi vdltozat) Legyen (X, =) teljes
parcidlisan rendezett halmaz, : X — X pedig monoton leképezés. Tegyiik fel,
hogy léteznek olyan a,b € X elemek, hogy a < ®(a) =< ®(b) =X b teljesiil.
Igazolja, hogy ekkor létezik ®-nek fixpontja az |a, b] intervallumban.

41. Feladat. (Knaster-Tarski fixponttétel) Legyen (X, <) parcidlisan rendezett
halmaz, : X — X pedig monoton leképezés. Tegyiik fel, hogy

(i) van olyan a € X, hogy a < ®(a), valamint

(ii) az [a, +oo intervallumban minden ldnc feliilrél korldtos.
Igazolja, hogy ekkor ®-nek létezik fixpontja, tovdbbd, hogy a fixpontok kozott van
maximdlis.



A valos szamok axiomarendszere

42. Feladat. Igazolja, hogy ha T test, akkor
(i) v =y esetén v + 2z = y + z valamint vz = yz;
(ii) x + z = y + z esetén x = y, hasonléan, vz = yz és z # 0 esetén x = vy,
(iii) —x = (—Dx és —(x+y) = —x —y;
(iv) (—z)y = 2(—y) = —wy és (—z)(—y) = vy;
(v) hay # 0, akkor —(z/y) = (—x)/y = =/(-y);
(vi) ha y,v # 0, akkor
r u  TU+yu rTu  TU

Y

y v yv yv yv
43. Feladat. Jelolje Z.,, a modulé m maradékosztdalyok halmazdt a szokdsos mii-
veletekkel elldtva. Adjon m segitségével sziikséges és elegendd feltételt arra nézve,
hogy 7., test legyen! Adjon példdt két-, hdrom- illetve négyelemii testre!

44. Feladat. Jelilje Q(\/?) az a+by\/2 alakii szdmok halmazdt, ahol a, b raciondlis
szdmok. 1gazolja, hogy ekkor Q(ﬂ) részteste a valos szamok testének!

45. Feladat. Legyen C := {(x,y) | z,y € R} és értelmezziik az (z,y), (u,v) € C
elemek osszegét illetve szorzatdt az aldbbiak szerint:
(,9) & (u,v) = (x+u,y+v), (2,y)0 (u,v) = (zu—yv,20 +Yyu).

Igazolja, hogy e miiveletekkel elldtva C test! Megadhato-e olyan rendezés, melyre
nézve C rendezett test lesz?

46. Feladat. Igazolja, hogy az R rendezett test elemeire teljesiilnek az alabbi tu-
lajdonsdgok!

(1) x> > 0 és x* = 0 pontosan akkor, ha x = 0;

(2) ha0 < x <y, akkor 0 < 1/y < 1/z;

(3) hax <y <0, akkor 1/y < 1/xz < 0.

47. Feladat. Igazolja, hogy ha R rendezett test, akkor minden x,y € R esetén

T +y+|r—yl
2 b

Tty —|r—y
2 b

min{z,y} = max{z, y} =

illetve
eyl =l vl
I+ x4yl — 14z 14|y
48. Feladat. Legyenek A, B C R feliilrél korldtos, nem iires halmazok, valamint

legyen x € R. Mutassa meg, hogy ekkor az A + B és A + x halmazok szintén
feliilrél korldtosak, — A pedig alulrol korldtos, tovdbbd

sup(A+ B) =sup A +sup B, sup(A+z) =sup A+ z, inf(—A) = —sup A.

Fogalmazza meg az analog dllitdst alulrol korldtos, nem iires halmazok esetén!
Mit dllithatunk az AB halmaz alulrol/feliilr6l valo korldtossdgdrol?



Természetes szamok; teljes indukcio

49. Feladat. Mely valos (esetleg elfajulo) intervallumokkal egyenlék az aldbbi

halmazok?
No-[ N[ N1+ N[vai+]:
Ulonl UL Ul pval ULl

50. Feladat. Igazolja teljes indukcioval az aldbbi oszthatésdgi dllitasokat!
(i) 6ln(2n + 1)(Tn + 1);

(i) 6|(n* + 5)n

(iii) 5|24+ + 3;

(iv) 85" +2- 3771 +1;
(v) 18]22" + 24n — 10;

(vi) 120|n° — 5n® + 4n.

51. Feladat. Igazolja teljes indukcioval az aldbbi, zdrt alakokra vonatkozo dllitd-
sokat!
(i)1+---+n=nn+1)/2
(ii) 12+ +n>=n(n+1)(2n+1)/6;
(iii) 1-4+---+nBn+1) =n(n+1)%
(iv) (1_|_..._|_n)2:13_{_..._|_n3;

52. Feladat. Igazolja teljes indukcioval az alabbi egyenlotlenségeket!

3" (3n)! 2k 1 1
< 5 H <
25(n+2) = (2n)) 2\/_ V3n + 1
53. Feladat. Bizonyitsa be, hogy n egyenes a sikot legfeljebb (n*>+n+2)/2 részre
osztja!

54. Feladat. Bizonyitsa be, hogy n kor a sikot legfeljebb n? — n + 2 részre osztja!

55. Feladat. Bizonyitsa be, hogy adott n > 3 pont a sikon, és a kozottiik meghiizhato
szakaszok koziil n darabot megrajzolunk, akkor létrejon olyan zdrt sokszogvonal,
melynek csiicsai az adott pontok koziil valok!

56. Feladat. Teljes indukcioval megmutatjuk, hogy bdrmely két ember egyforma.
Az dllitas n = 1 esetén igaz. Tegyiik fel, hogy n-re igaz, és tekintsiink n + 1
embert. Alakitsunk koztiik egy (n — 1) és egy 2 fobél dllo csoportot. Az egyes
csoportokon beliil levd emberek, a feltevés értelmében, egyformdk. Helyezziik most
a 2 f6 valamilyikét a mdsik csoportba! Ekkor az n fobél dllo csoportban tovdbbra
is egyformdk az emberek; dm ekkor a maradék egy f6 is ugyanolyan, mint a tobbi,
hiszen egyforma azzal, akit dthelyeztiink. Hol a hiba a gondolatmenetben?



Halmazok; halmazok szamossaga

57. Feladat. Adja meg az x = 1/3 raciondlis tortet tizedestort alakban! Melyik
raciondlis torttel egyenlé az x = 0,12121212 . .. tizedes tort?

58. Feladat. Adja meg az x = 1/2 raciondlis tortet triadikus alakban! Melyik
raciondlis torttel egyenlo az x = 0,12121212 . .. triadikus tort?

59. Feladat. Adja meg az x = 1/3 raciondlis tortet diadikus alakban! Melyik
raciondlis torttel egyenldé az x = 0,10101010 . . . diadikus tort?

60. Feladat. Igazolja, hogy

(i) N végtelen halmaz;
(ii) N ~ Z;
(iii) N ~ N x N;
(iv) N ~ N";

(v) N~ Q.

61. Feladat. Igazolja, hogy
(i) végtelen halmaznak létezik megszamldlhatoan végtelen részhalmaza;
(ii) ha A megszamldlhato és B végtelen, akkor AU B ~ B;
(iii) N véges részhalmazainak halmaza megszamldlhatoan végtelen;
(iv) az algebrai szdmok halmaza megszdmldlhatéan végtelen,
(v) megszamldlhato halmazok megszdmldlhato rendszerének egyesitése megszdam-
ldlhato.

62. Feladat. Igazolja, hogy
(i) 10, 1] nem megszdmlidlhato halmaz;
(ii) 0, 1[~ R;
(iii) R ~ R";
(iv) R ~ P(N);
(v) kontinuum szdmossdgu halmazok megszdmldlhato rendszerének egyesitése
kontinuum szdmossdagu.

63. Feladat. Létezik-e olyan sorozat, amely minden természetes szamot végtelen
sokszor tartalmaz? Mi a szdmossdga a természetes szam értékii sorozatok hal-
mazdnak?

64. Feladat. Igazolja, hogy nem iires halmazon értelmezett logikai értékii fiigg-
vények halmaza ekvivalens a szobanforgo halmaz részhalmazainak halmazdval!
Igazolja tovdbbd, hogy a valds-valds fiiggvények halmaza és P(R) ekvivalensek!

65. Feladat. Létezik-e egyelemii dbécé? Azaz, kodolhato-e tetszoleges véges szoveg
egyetlen karakter segitségével?



Egyenlotlenségek

66. Feladat. Igazolja az aldbbi egyenlotlenségeket! (A mdsodik feladatban pj,
jeloli a primszdmok sorozatdnak k-adik elemét.)

1 - 1 - 1 1
n n 1 n TL27T
— ) -+ ) 2 _ 1.2
kl <2 Z}@ 2; ;k210g2\/2n, kz:;\/n k* <

67. Feladat. Igazolja, hogy a,b,c > 0 esetén

(i) a®> + b> 4+ 2 > ab + be + ca;

(ii) (a+b)(b+c)(c+a) > 8abe; (a+1)(b+ 1)(a+¢)(b+ ¢) > 16abc
(iii) a® + b3 + ¢ > a®b + b’c + c%a;

(iv) 8(a® + 1% + ) > 3(a+b)(b+ c)(c+ a).

68. Feladat. Igazolja, hogy a,b,c > 0 esetén

69. Feladat. Igazolja, hogy ha az a, b, c pozitiv szamok osszege egy, akkor

(o) zon (o2 o) 2 2

70. Feladat. Oldja meg a valos szamok halmazdn az aldabbi egyenleteket!
1 1 1 1 1

9 4 3 . Nn. _
r’ —4x” 4+ 22° +x = 0; ;§'+-;5'—‘EE'+'E§'+-;E§ 0.

71. Feladat. Igazolja, hogy minden pozitiv x1, . .., x, szdm esetén
n
1;[<1+37_k)<1+ﬁ> > (n+1)%
Xy, Ty 1
— Y = Tk; > = Tk
Z Tp + Tpat 2 ; ; xz + zpxK + xzﬂ 3 —

72. Feladat. (Altaldnositott Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenlétlenség) Iga-
zolja, hogy ha A = (ay;) nemnegativ szamokbdl dllé n X m-es mdtrix, akkor

(1) <T1(5e)

k=1 1=1 =1



Valés szamsorozatok konvergenciaja

73. Feladat. Vizsgdlja definicio alapjdn az (x,,) sorozat konvergencidjdt, ha

=V Cn=; 2= —=;
n vn
Ty = %; Ty = nzl; zy = (=1)"  an=n.
74. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi sorozatok hatdrértékét!
2n + 3 n® —2n? + 5n + 2 nd—n?+2n—1
Tl T T w22 0T T m2tdnt2
. P +4An+2 _n+n(-1)"

T tn2+2 " 22+ 100m
75. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi sorozatok hatdrértékét!

B m 1 3n+1. B m 1 3n+2 + 5n+3. B (_2)n+1 + 7n+2.
LTn = on+1 1 3n’ Tn = on+l 4 3n | Hn—1’ Tn = 3n 7l )
nan + n23n+1 n22n + 3n—|—1 n52n € n23n+1

T Tonrl T gn1 0 T T gurl gn-10 T T dgnsl 4 (2 4 1)30 L
76. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi sorozatok hatdrértéket!
Ty = /02 4+n+1; 1, =3/n2+n6+100; x,= /2" + 3+

T, = /n320 4+ 230+l g, = /nT(=2)" + nd3ntl 4 pl00 4,

77. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi sorozatok hatdrértékét!
Tn=vVn+1—vn; z,=1\/n+vVn—n;
T, =\/n2+2n—Vn2+1; x,= \/M—n;
To= VN2 +dn+2—n; z,=\/n2+6n+3—n?+2.

78. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi sorozatok hatdrértékét!

1\ 1\n* n + 3\ 2n—1
n n n+2

n+1 3n+2 n_2 n+1 n+2 3n+2
e I = P
n+3 n+3 n—3

79. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi sorozatok hatdrértékeét!

1\ 1\7
v, = (1.00001 n —) S <0.99999 n —) |
n n




Valés szamsorozatok konvergenciaja

80. Feladat. Igazolja, hogy az aldabbi rekurzioval adott sorozatok konvergensek,
és szdmitsa ki a hatdrértékiiket!

T = \/5; Tl = V2 + xp;
1‘1:\/6; Tne1 = VO + 2p;
11 =V8 w1 =8+,

81. Feladat. Igazolja, hogy az aldbbi rekurziéval adott (x,,) és (y,) sorozatok
konvergensek, és hatdrértékiik megegyezik! Mi a hatdrérték az elso esetben?

2 Tn 1+ Yn

T =1y =2 Tpyl = 715 Yntl = ;
o T 2

B . B _ Zn Tt Yn

=1y =2 Tl = VInln, Yol = — 5

82. Feladat. Igazolja, hogy ha (x,) olyan valds szdmsorozat, hogy x, — +0oq,

akkor
X 1 \2n
lim (1 + —) = e.
n—oo xn

83. Feladat. Igazolja, hogy konvergens sorozat korldtos, tovdabbd, hogy konver-
gens sorozat hatdrértéke egyértelmii!

84. Feladat. Igazolja a nevezetes sorozatok hatdrértékére vonatkozo tételt, a kon-
vergencia és miiveletek kapcsolatdra vonatkozo tételt, valamint a rendor-elvet!

85. Feladat. Igazolja, hogy monoton novekva, feliilrél korldtos valos szdmsorozat
konvergens, és hatdrértéke a sorozat értékkészletének pontos felsd korldtja!

86. Feladat. Lehet-e két divergens sorozat osszege illetve szorzata konvergens?

Mit dllithatunk bévitett hatdrérték és miiveletek illetve bévitett hatdrérték és ren-
dezés kapcsolatdrol?

87. Feladat. Igazolja, hogy ha (x,) konvergens sorozat, akkor (|z,|) szintén kon-
vergens! Igaz-e az dllitds megforditdsa?

88. Feladat. Igazolja, hogy ha (x,) nullsorozat, (y,) pedig korldtos sorozat, akkor
(xnyn) nullsorozat! lIgaz-e az dllitds, ha (y,) tetszéleges? Mit dllithatunk az
(xnyn) sorozat konvergencidjdrdl, ha (x,) konvergens, (y,,) pedig korldtos?



Valés szamsorok konvergenciaja

89. Feladat. Hatdrozza meg az aldabbi sorozatok limesz inferiordt és limesz szupe-
riordt!

Ty = (_s)” + LT (2_1)”; r, = (1+ (=1)")n;

r, =0V a, =14 2(=1)" 4 3(-1) 2

n(n+1)

90. Feladat. (Stolz—Cesaro) Legyenek (x,) és (y,) olyan sorozatok, hogy (y,)
szigorian monoton nové, feliilrél nem korldtos és ((ﬂjn+]_ — 23)/(Yns1 — Yn))
konvergens. Bizonyitsa be, hogy ekkor (x,,/y,) is konvergens, és
Ln . Lp+l — T
lim — = lim ——.
91. Feladat. Igazolja, hogy az aldbbi sorozatok konvergensek, és szdmitsa ki ha-
tdrértékiiket!

Ly . T
3 Ty = ; Tn =
NG

logn nk+1
92. Feladat. Jelolje rendre H, G, illetve A a harmonikus, mértani illetve szdamtani
kozepeket, s legyen (x,,) pozitiv tagi, konvergens sorozat. Igazolja, hogy ekkor

3=

lim H(xy,...,z,) = lim x,;
n—oo n—o0
lim G(z1,...,2z,) = lim z,;
n—oo n—oo
lim A(xy,...,2,) = lim z,.
n—0o0 n—0o0

93. Feladat. Mutassa meg, hogy az aldbbi sorok konvergensek és hatdrozza meg
dsszegu'ket’

Y - Z(\/n+2—2\/n+1+\/_)
n=1 n=1
2n | 3n | on’

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

B[

94. Feladat. Lefedhetd-e a raciondlis szdmok halmaza zdrt intervallumok olyan
megszdmldlhato rendszerével, melyben szerepld intervallumok 6sszhossza egy?

95. Feladat. Igazolja, hogy az aldabbi sorok divergensek’

2(_1)n5 Zl(”"+ —Vn); 2 211000n+1

o0 e} 1

1 oo
— RZM CEl ;"1000 ;"Tﬂ—i—l

n= 1



Valés szamsorok konvergenciaja

96. Feladat. Vizsgdlja konvergencia szempontjdbol az alabbi sorokat!

=1 = n - n - n = 1
2w LT LGy G s
~Vn+l—yn =vVii+n-—n 1 no\"
nz_:l n ! nz—:l n nz—:lﬁ - <n+1> ’
00 1 o0 1 o0 1 o0 1

Z::nlogn; ;nuogn? ;nlogzn; ;nlognloglogn'

97. Feladat. Vizsgdlja konvergencia szempontjabol az aldbbi sorokat!
— (n)? 2! &3l —e'nl =l
Z(2n !’ nn ! Z nn ! Z nn ) Z n?’l !
n=1 n=1 n=1 n=1
—nf " =l =2\l < (nP+n41)2n
2o o 2wt L\ e X
98. Feladat. Vizsgdlja konvergencia szempontjdbol az alabbi sorokat!
o nits 0 2 0 100

n n X /n — 1\ n(n-1)
nzlm, ;m7 ;m’ ;(n—l—J ’

n

- n2(2—|—(—1)”). it 1\m > n
Z 5n ! Z(C+n) ) Z(3n2—|—2n+1)"§1'

99. Feladat. Tegyiik fel, hogy a >_ x2 és >_ 4> sorok konvergensek. Mutassa meg,
hogy ekkor a >~ |x,yn| és > (22 +y2) szintén konvergens sorok. Mit dllithatunk a
>z, /n sor konvergencidjdrdl?

100. Feladat. Legyen (x,) nemnegativ tagu, monoton csékkend sorozat. Igazolja,
hogy ekkor az aldbbi sorok ekvikonvergensek!

oo 0 o
Z T Z 2" Ton; Z nT,2.
n=1 n=1 n=1
101. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha (x,,) pozitiv tagii sorozat, akkor

lim inf =1 < lim inf T lim sup "L > lim SUP /Ty, .

n—oo Iy n—00 n—00 Tn n—o00

Ezt folhaszndlva igazolja, hogy az (v/'n!/n) sorozat konvergens, és szdmitsa ki a
hatdrértékét!



Hatvanysorok, elemi fiiggvények

102. Feladat. Hatdrozza meg a kovetkezd hatvdanysorok konvergenciasugardt vala-
mint konvergenciatartomdnycdt!

nooo%(:erl)”; i—(illl)n; niogn x+1)" ;( )x—z
i(lgmn; ()" Z(3+< DO

103. Feladat. Igazolja, hogy az elemi fiiggvényeket definidlo aldbbi hatvdnysorok
minden v € C esetén abszoliit konvergensek!

exple) = >0
n=0
@) =D D gy O =2y
cos() = 21"y o) =2

104. Feladat. Igazolja, hogy az elemi fiiggvények minden x € C esetén eleget

tesznek a kovetkezd azonossdagoknak!

exp(z) + exp(—x)
2

exp(z) — exp(—x)
2

exp(iz) = cos(z) + isin(z)

exp(iz) + exp(—iz)
2

exp(ix) — exp(—iz)
24

cosh(x) = cos(x) =

sinh(z) = sin(z) =

105. Feladat. Igazolja, hogy az elemi fiiggvények minden x,y € C esetén eleget
tesznek az alabbi addicios osszefiiggéseknek!

exp(z + y) = exp(z) exp(y)
cosh(x + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

(x + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)

sinh



Folytonossag, egyenletes folytonossag

106. Feladat. Vizsgdlja folytonossdg szempontjabol az aldbbi fiiggvényeket a p =
0 pontban illetve értelemzési tartomdnyuk pontjaiban!

fl@)=2a", (z€R);

FO) =0, fr)=al*sin- (z € R\ {0})
f@)=1 @e€Q. f@)=0 (xck\Q)
f@)=2 (xeQ). fl)=0 (xcR\Q)

fl@) = (=1)" (zeZ)

107. Feladat. Igazolja, hogy a polinomok és a raciondlis tortfiiggvények értelmezési
tartomdnyuk minden pontjaban folytonosak!

108. Feladat. Ertelmezziik a h: R — R fiiggvényt az aldbbiak szerint. Ha v € Q,
akkor legyen h(x) = 1/m, ahol x = n/m, n és m relativ primek, valamint m po-
zitiv; ha v ¢ Q akkor pedig legyen h(x) = 0. Mit dllithatunk h folytonossdgdrol?

109. Feladat. Létezik-e olyan h: R — R fiiggvény, melynek szakaddsi pontjainak
halmaza a raciondlis szdamok halmaza? Létezik-e olyan h: R — R fiiggvény,
melynek szakaddsi pontjainak halmaza az irraciondlis szamok halmaza?

110. Feladat. Tegyiik fel, hogy f,q: R — R olyan folytonos fiiggvények, ame-
lyekre flg = gl teljesiil. 1gazolja, hogy ekkor f = g. Mit dllithatunk a folytonos
valos-valos fiiggvények halmazdnak szdmossdgdrol?

111. Feladat. Vizsgdlja az f(x) = 1/x fiiggvényt egyenletes folytonossdg szem-
pontjdbol a |0, 1], 11, 2], |0, +oo] illetve |1, +o0o[ intervallumokon!

112. Feladat. Vizsgdlja az f: 1, +oo|— R aldbbi fiiggvényt egyenletes folytonossdg
szempontjabol, ha

fla)==; flx)=a% f(2)= V.
113. Feladat. Igazolja, hogy az f: R — R fiiggvény Lipschitz tulajdonsdgot tel-
jesit, ha
1

flo)=Vita? fa)=Blz+2d-le-1l} f@)=1—s

114. Feladat. (A Brouwer-féle fixponttétel egydimenzios vdltozata) Igazolja, hogy
ha f: [a,b] — |a,b] folytonos, akkor van olyan x( € |a,b], hogy f(xy) = x.

115. Feladat. Igazolja, hogy ha I valos intervallum, f: I — R folytonos fiig-
gvény, akkor minden x1, ... ,x, € I esetén van olyan & € I, hogy

FO) = -3 ),



Fiiggvények hatarértéke

116. Feladat. Vizsgdlja meg, hogy az alabbi fiiggvényeknek létezik-e az vy = 0
pontban jobboldali és baloldali hatdrértéke, illetve hatdarértéke! Mit dllithatunk
folytonossdg szempontjdbol azokban az esetekben, amikor xy benne van az értel-
mezési tartomdnyban?

sgn(z);  sgn’(x); xol@)i  axo(x)
1

1 1 1
sin —; || sin —; : —-
T T T T
117. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi hatdrértékeket!
23 —3x+6 o3 —3x242 . 3x2 —x+2
lim ; im ; im ;
z—too 1242 — 3 r—to0 43 4+ 3x + 6 r—+o0 223 4+ 22 +
ot —r—1 ) 3rt + 222 o 6xt+ 322+ 5z
lim —;  lim : lim :
=2 2r+1 70 29 + 323 4+ 2227 250 dg3 + Tx?
o 22—51r+6 224 3r+2
lim : lim —mm—

r=222 4+ 3 — 107 a—-1 22 —x — 2
118. Feladat. Szamitsa ki az alabbi hatdrértékeket!

lim ( 9:2+1—:U); lim (\/$2+2x—x);

rT—+00 T—+00

. Vi +z—+dx—1 V411
lim ; lim .
v=2\/6x +4 —/To +2 -0 x
119. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi hatdrértékeket!
. sinz . 1l—coszx . sinhz . 1 —coshz
lim ; lim ————; lim ;o lim ——.
z—=0 T z—0 2 z—0 xT z—0 2
120. Feladat. Legyen ¢: R, — R, monoton nové, folytonos fiiggvény. Igazolja,
hogy ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek:
(i) p(t) <that > 0;
(ii) lim,, o0 ©"(t) = 0 minden t > 0 esetén.

(Itt ©" az n-edik iterdcios hatvdnyt jelenti.)

121. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi sorozatok hatdrértékét!

x, = sin(sin(- - - sin(1))); Y, = arctan(arctan(- - - arctan(1))).



Pontonkénti és egyenletes konvergencia

122. Feladat. Legyen H C R nem iires, véges halmaz és x,: H — R. Mutassa
meg, hogy (x,) akkor és csak akkor konvergdl egyenletesen, ha pontonként kon-

vergdl.
123. Feladat. Legyen H C R, valamint z,: H — R olyan fiiggvénysorozat,

melynek pontonkénti hatdrfiiggvénye v: H — R. Mutassa meg, hogy (x,) pon-
tosan akkor egyenletesen konvergens, ha az aldbbi valos szamsorozat nullsorozat:

a, = sup{|z,(t) —z(t)| : t € H}
124. Feladat. Hatdrozza meg az (x,,) fiiggvénysorozat konvergenciahalmazdt és
pontonkénti hatdrfiiggvényét, ha x,(t) az aldbbiak szerint adott:
t'fl

Vnlt+n—nVvt, t>0; n*t(1 — t*)"; , t#£—1;
1+t
2nt
vi+tr, t>0; —.
T r2h 1 + n?t?
125. Feladat. Igazolja, hogy az (x,,) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens, ha
x,(t) az aldbbiak szerint adott:

1 1 nt
, t>0; t2 —; —, te]0,1];
n—+t - \ +n2 14+n+t 0,1

t 2nt ;>

1 + n2t?’ 1+ n2t?’ -

126. Feladat. Igazolja, hogy az (x,) fiiggvénysorozat pontonként konvergens, de
nem egyenletesen konvergens, ha x,(t) az aldbbiak szerint adott:

t 1
— t e R: — t €0, 1{; 2,  tel0,1];
e ; — 10, 1; X[0,1/n] (t) 10, 1]
2nt
1 4 n2¢?’

t", te]0,1];
127. Feladat. Legyen g: [0,1] — R folytonos fiiggvény, és t € |[0,1] esetén
x,(t) = g(t)t". Igazolja, hogy (x,) pontosan akkor egyenletesen konvergens,
ha g(1) = 0.
128. Feladat. Legyen x,,(t) = t"/(1 + t*") és I C R egy intervallum. Igazolja,
hogy (x,) pontosan akkor egyenletesen konvergens I-n, ha I N {—1,1} = (.

t €[0,1].

129. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a [0, 1] intervallumon értelmezett valds értékii,
folytonos fiiggvények C|0, 1] tere a szuprémum normdva elldtva olyan végtelen
dimenziés Banach-tér, melyben a konvergencia épp az egyenletes konvergencia.
Igazolja tovdabbd, hogy e térben nem teljesiil a Bolzano—Weirstrass tétel.



Valos fiiggvények differencialszamitasa

130. Feladat. Igazolja, hogy f: R — R nem differencidlhato az xy = 0 pontban,
ha f az aldbbi médon adott (ahol sziikséges, az f(xg) := 0 vdlasztdssal éliink):

1 1
|z|; Vzl; T sin —; T CoS ——; rxo(T).
x V|
131. Feladat. Igazolja, hogy f: R — R differencidlhaté az x(y = 0 pontban, ha f
az aldbbi mddon adott (ahol sziikséges, az f(xg) := 0 vdlasztdssal éliink):

1 1
x|zl; zy/ |x|; % sin —; 2% cos

. \/ﬁ; 372X@($)-

132. Feladat. Tegyiik fel, hogy g: R — R adott fiiggvény, xo € R rogzitett,
tovdbbd f: R — R az f(x) = g(x)(x — x¢) modon értelmezett. Adja meg az
f fiiggvény xy-beli differencidlhatosdgdnak sziikséges és elegendd feltételét!

133. Feladat. Tegyiik fel, hogy g: R — R folytonos fiiggvény, x( € R rogzitett,
f: R — R pedig az f(x) = g(z)|x — xo| mddon értelmezett. Adja meg az f
fiiggvény xg-beli differencidlhatésdagdnak sziikséges és elegendd feltételét!

134. Feladat. Adjon példdt olyan fiiggvényre, amely egyszer differencidlhatoé a
nulldban, de kétszer nem! Adjon példdt olyan fiiggvényre, amely differencidlhato
a nulldban, a nulldtol kiilonbozé helyeken pedig seholsem folytonos!

135. Feladat. Az elemi fiiggvények derivdltjainak ismeretében hatdrozza meg az f
fiiggvény derivdltjat, ha [ az alabbi modon adott:

(22 + 2)sinz; (22 —2)cosx; (2 — 2x)sinhz; (2% + 22)sinh z;
sinxcosx; sinzexpx; cosrexpr; sinhzcoshux;
sinxcosxrexpx; sinhxcoshzexpzr; sinxcosxsinhxcoshx.

136. Feladat. Az elemi fiiggvények derivdltjainak ismeretében hatdrozza meg az f

fiiggvény derivdltjat, ha [ az alabbi modon adott:

sin?x; sinz?;  cos’x; cosz?; expim;  expa’:

sin(cosx); cos(sinz); sinh(sinz); cosh(cosz);

sin(cos(expx)); cos(sin(expx)); exp(exp(expx)).
137. Feladat. Az elemi fiiggvények derivdltjainak ismeretében hatdrozza meg az f
fiiggvény derivdltjdt, ha f az alabbi médon adott:

sinzcosz (22 +x+1)sinhe  Va2+x + Lsinh(2? + 1)
exp(x?+ 1) (24 1)coshx cosh(z? + x) '

138. Feladat. Az inverzfiiggvény-tétel valamint az elemi fiiggvények derivdltjainak
ismeretében hatdrozza meg az arcus- és area-fiiggvények derivdltjdt értelmezési
tartomdnyuk belsé pontjaiban!



Valos fiiggvények differencialszamitasa

139. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a p(x) = 1" + 14x — 3 polinomnak pontosan
egy valos zérushelye létezik!

140. Feladat. Legyen n € N valamint o, B € R rogzitett paraméterek esetén
p(x) = 2" + ax + . Igazolja, hogy a p polinomnak pdros n esetén legfeljebb két,
pdratlan n esetén pedig legfeljebb hdarom valos zérushelye van!

141. Feladat. Igazolja, hogy a sin, cos, arctan fiiggvények mindegyike Lipschitz-
tulajdonsdgot teljesit!

142. Feladat. Igazolja, hogy az f(x) = \/x fiiggvény nem Lipschitz az értelemzési
tartomdnyon, azonban Lipschitz az értelmezési tartomdny bdrmely, a nulldt nem
tartalmazo részintervallumdn!

143. Feladat. Bizonyitsa be, hogy intervallumon értelmezett differencidlhato fiig-
gvény, melynek derivdltja korldtos, Lipschitz-tulajdonsdgot teljesit!

144. Feladat. Bizonyitsa be, hogy kompakt intervallumon értelmezett, folytonosan
differencidlhato fiiggvény Lipschitz-tulajdonsdgot teljesit!

145. Feladat. Igazolja, hogy ha I valos intervallum, f,qg: I — R az xy € 1
pontban n-szer differencidlhatoak, akkor f g is n-szer differencidlhaté xy-ban, és

(1)) = Y () £ )

k=0
146. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi fiiggvények szdzadik derivdltjait!
x x
2% exp(27); 2% sin 5 2% cos 5 sin 3x cos 2.

147. Feladat. [rja fol a p polinomot (x — 1) (illetve (x + 1)) polinomjaként, ha
p(x) az aldbbiak szerint adott!

P4 —2 41, 2224+ —20+2; 2+t -2 — 22 +3z -2
148. Feladat. Hatdrozza meg az f fiiggvény mdsodrendii Maclaurin-polinomjdt,
ha f az aldabbiak szerint adott!

sin(m sin x); sin(m cos x); cos(m cos x); cos(msin x).

149. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi valos szamok kozelito értékét hdrom tizedesj-
egy pontossdggal!

Vh V30, V250 V4000;  log(1.2).

150. Feladat. Hatdrozza meg az f(x) = log(1 + x) fiiggvény Maclaurin-sordnak
konvergenciatartomdnydt, majd ennek segitségével szamitsa ki a Leibniz-féle al-
terndlo sor dsszegét!



Valos fiiggvények differencialszamitasa

151. Feladat. Legyen I valos intervallum. Hatdrozza meg mindazon f: I — R
fiiggvényeket, melyek minden x,y € I esetén kielégitik az f(z) — f(y) < (xz —y)?

egyenlotlenséget!

152. Feladat. Legyen f: [a,b] — R folytonos, a belsé pontokban n-szer differ-
encidlhato fiiggvény. Igazolja, hogy ha f(a) = f(b) = 0 és f-nek (n — 1) belsé
pontban zérushelye van, akkor van olyan & €)a, b, hogy f (")(f ) = 0.

153. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi dsszegek zdrt alakjat! (Az elsd két esetben
foltessziik, hogy © # 1.)

n n n
E kak—t, g K2kt E k cos kx.
k=1 k=1 k=1

154. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi hatdrértékeket a L’Hospital-szabdly segitsé-

gével!
L 3?22 -1 . sinax . 1l —cosax . expaxr —1
lim 5 ; lim——; lim—; lim .
=1 b2 —x —4 " a—=0sinfx’ 2-01—cosfBr’ 20 sinfSx
. coshx —cosx . tanx —=x . xcotx —1 . logzx
lim ; lim—; lim—; lim :
z—0 2 2—0 T — SIn T 2—0 2 R
. 2r —sinx . 2r —sinx , x? . logx
lim ————  lim ————;  lim ;o lim ——;
z—0+ X z—0— X r—+00 €XP T T——+00 \/E

lim 2zxlogx; lim 2xcotx; lim ™%  lim (sinx)”.
z—+0 z—+0 z—+0 x—40

155. Feladat. Végezzen teljes fiiggvényvizsgdlatot az aldbbi polinomokon!

23— 5x% =622 +32 223 —62—22x+6; 22t —42%+6.

156. Feladat. Végezzen teljes fiiggvényvizsgdlatot az alabbi fiiggvényeken!
1 s 1 1 (z — 1) 7
T X+ ; ;
x 22 1 — 12 2 +1 (x—1)expx
157. Feladat. Végezze el az arkusz- és are-fiiggvények teljes fiiggvényvizsgalatdt!




Konvexitas

158. Feladat. Igazolja, hogy ha I valés intervallum, f: I — R, akkor az aldbbi
dllitdsok ekvivalensek:

(i) Minden x,y € 1 és ) € [0,1] esetén f(Ax+(1—=N)y) < Af(x)+(1=N)f(y);
(ii) ha x < y tetszoleges elemei [-nek, tovdabbd o és 3 megolddsai az
f@)=ax+p,  fly)=oy+p
egyenletrendszernek, akkor minden p € [° esetén
fp)Zap+ B,  hap <z
flp) <ap+p,  hap €lr,y];
fp)zap+B,  hap=y;

(iii) bdrmely x1 < xo < x3 I-beli pontok esetén

f(z1) f(x2) f(x3)
1 1 1 > 0;

L1 L2 L3
(iv) bdarmely x < y < z I[-beli pontok esetén
fly) = f2) _ f(2) = f(z) _ f(2) —f(y);
y—2x Z2— z—y
(v) tetszoleges xy € I° elemhez léteznek olyan a és [ konstansok, hogy
azg+ = f(xo),  az+B< f(o),

(vi) minden x, . ..,x, € I illetve minden \, ..., )\, nemnegativ valos szam es-
etén, amelyre \y + - - -+ X\, = 1,

f (Z M) < Z Mef (22).
k=1 k=1

159. Feladat. Igazolja, hogy ha I nyilt intervallum, f: I — R konvex, akkor
(i) f lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgot teljesit I pontjaiban;

(ii) f jobb és baloldali derivdltjai léteznek I bdarmely pontjdban;

(iii) barmely x < y, x,y € I esetén

fi(z) < filz) < fLly) < fily);

(iv) f differencidlhato legfeljebb megszamldlhatoan sok ponttdl eltekintve.

160. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha I nyilt intervallum, f: I — R differencidl-
hatd fiiggvény, gy [ pontosan akkor konvex, ha " monoton nivé. Hasonléan, ha
f kétszer differencidlhato, vigy [ pontosan akkor konvex, ha f" nemnegativ.



Konvexitas

161. Feladat. (Sulyozott szamtani—-mértani kozepek) Igazolja, hogy ha x, . .., z,
nemnegativ szamok, M\, . .., \, konvex kombindcios egyiitthatok, akkor fonndll az
aldbbi egyenlotlenség:
xi\lx?f < \x1+ -+ AT,
Specidlisan,
Tt 3,
T Ty < .
n

162. Feladat. Igazolja, hogy ha o, By tetszoleges hdromszog szogei, akkor

3v/3

sina +sin 8 + siny < -
163. Feladat. Igazolja, hogy ha o, 3, hegyesszogii hdromszog szogei, akkor
3
cosa + cos 34 cosy < ot

tan o + tan 8 + tany > 3v/3.

164. Feladat. Legyen I valos intervallum és A €)0,1[. Az f: I — R fiiggvényt
A-konvexnek mondjuk, ha minden x,vy € I esetén

FOz+(1=Ny) <A(z)+ (1 =N)f(y)

teljesiil. Bizonyitsa be, hogy ha f \-konvex fiiggvény, akkor specidlisan Jensen-
konvex, azaz 1/2-konvex is.

165. Feladat. Bizonyitsa be, hogy nyilt intervallumon értelmezett Jensen-konvex
fiiggvény raciondlisan konvex. Mutassa meg tovabbd, hogy nyilt intervallumon
értelmezett fiiggvény pontosan akkor konvex, ha folytonos és Jensen-konvex.



Primitiv fiiggvény

166. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi primitiv fiiggvényeket!

2 223 + 322 2 1
/ x i / x®+ 3"+ dz / exp(2x) da / d:
1+ 22 xt 4223 + 22 + 1 1 + exp(2x) xlog x
/tan xdx; /Coth xdx; /tan2 xdx; /coth2 xdx;
sin 2x 1 1
V1 — sin 2zdz; e —dx; d
/ S v / 3+ sin2 x / sng / (2 + 1) arctan x *
1
/:1:3\/ x4 + ldux; / \/F /Sm x cos xdz; / Oixdx;
log® Smh :z: sin x sin® x arctan® x
dx; ———dx; —5dz.
x cosh v cos’ g; cos’ x 14+
167. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi primitiv fiiggvényeket!

/x sin xdx; /:U cos xdx; /(:U2 + x) sin zdx; /(x2 + ) cos xdz;
/(m2 + x) exp(2z)dx; /eXp(2x) sin(3z)dx; /eXp(Qx) cos(3z)dx;

/ arsh zdx; / arcsin rdx; / arctan xdzx; / log xdx.

168. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi primitiv fiiggvényeket!

/ JTr = T6da: /

_ / * d
(1+ )z (14 22)V1+ 22

dx
/9—|—4:L‘27 /\/9+4x2 /COS2 3x+2) /cosh2(3:c+2)’

/ _ / . / rdr / dx _
\/1—|—exp(2:zf)7 x\/1-|-g;2’ 1+ ¥ xlog x log log
/ V1 — x%dz; / V 1+ 2?dzx; / V25 + 4x?dx; /x2\3/1 — xdx.



Primitiv fiiggvény

169. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi primitiv fiiggvényeket!

/ dx _ / dx _ / dx .
2 —3x+2’ x2—6x+9’ x2+4x+ 5’
2r + 3 x x>+ 5 +4
de: | — da:
224+ 3x — 10 x3— 3 +2 xt + 51?2 4+ 4
dx 32 +4x —6 2 — 4y + 2
: dx; —dux;
x3 — br? — 2x 4 24 (z+2)3 (x —3)3
20 — 4 203 — 2+ +1 202dx
dzx; dx; ;
(x+1)%(z —1)2 (x +2)%(x — 1)2 (22 +1)(22 - 1)
322 +4 20° — 42+ — 1 2®+1
dx; d; du;
(22 — 2z + 5)2 (x —1)(a2 + 4)2 x3 — 5a? + 6x

2+ 3 . T+ 3 . 2x2d. dx
2130 +400 2130 +40 A1 S 1

170. Feladat. Hatdrozza meg az aldabbi primitiv fiiggvényeket!
dr dr dr dr
/sinm’ /Cos:c’ /1+Sina:’ /1+COS:C’
dx 1+sinx 1 —tanx
/ . ; / ———du; / ———dxz;
14 sinx + cosx 1 —cosz 1+ tanx
4dx sin xdx . 2dx
/5+6cosx’ /3sinx+5cosaz’ /1+2tanx'
171. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi primitiv fiiggvényeket!
/ 4dx / Sdr / e3” . / e 4 e —1 .
e2r — 4’ e2r + 1’ et +2 e3T + 7e2 + Ger’

/xmm:; /(3:6 + 6)v/2r — 4dw; /(23: —1)y/ (52 — 3)3du;

/ [x — 3 /1 [20 — 3 /13/x—1
dx; — ; — :
x—1 x x 2V x+1




Riemann integral

172. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények normdlis beosztdssorozathoz
tartozo also és folso integrdlkozelito osszegeinek zdrt alakjat!

f:00,1] =R, f(z)=2% g: [1,3] = R, flx) =2+
h:[0,1] =R, f(z)=2% k:[1,3] = R, f(z)=2°+n2.

173. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi Riemann-integrdlokat!

s s 1 1
/ x sin zdx; / sin® zdx; / arccos xdx; / V1 — 22dx;
0 0

/2 sin(r log ) | /1/2 / /—1 dx
si\rlog?) , . e
1 i 7 1/2\/1—:62 1562—35(7—1—2 -9 :U2+4£C—|—57

2 3 0
/ |z — 1|dx; / |z — 2|dx; / 2% — 32 + 2|dx; / 2% + 3z + 2|dx.
0 1 0 -3

174. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi improprius Riemann-integrcilokat/

/+°°dx /+°° dx / o0 / cosT_,
) ) ) 5/
S o ex oo 1t $2 Vsint z

175. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi médon adott (a,,) sorozatok hatdrértékét!

n n

1 n 1
Zn—w; Zm; ViR

n—1 n 1
T ) 1 "
— sm — g ko — H n+k)
n n n“*1 n

k=1 k=1

176. Feladat. Igazolja az aldbbi egyenlotlensegeket.’

1 ! 4
v/ —1624 + 822 + 15 sin madr < —;

/ v dr <
0 V14 ab 4 0 T
1 NG) 1
/ rvsinradr < 3 / V1+ztde < 1.1
0 0




Normalt terek, linearis leképezések

177. Feladat. Igazolja, hogy R" Banach-tér ha rendre az 1-, 2-, co-normdkkal
ruhdzzuk fol. Mutassa meg tovdbbd, hogy ezek ekvivalens normdk!

178. Feladat. Legyen H C R legaldbb (n + 1)-elemii halmaz, s jelélje P, a

legfeljebb n-ed fokii polinomok valos vektorterét. Legyenek i, . .., t, pdronként
kiilonbozo H-beli elemek. 1gazolja, hogy ekkor a
[pl == max{[p(to)], ..., [p(ts)}

maodon értelmezett fiiggvény normdt szdarmaztat a P, halmazon. Igazolja tovdbbd,
hogy ha (py,) tetszdleges sorozat P, -ben, akkor az aldbbi dllitdasok ekvivalensek:
(i) pm — padto,...,t,} halmazon;
(ii) p,, — p a H pontjaiban;
(iii) p,, — p a H kompakt részhalmazain.

27

179. Feladat. Igazplja, hogy a C|0, 1] linedris téren a |z}, = fol \z(t)|dt elbirds
normdt szarmaztat. Bizonyitsa be tovdbbd, hogy e norma nem ekvivalens a szupré-
mum normdvdl, valamint, hogy e normdval C|0, 1] nem teljes.

180. Feladat. Legyenek X,Y normadlt terek, valamint A: X — Y linedris leké-

pezés. Igazolja, hogy ekkor az alabbi dllitasok ekvivalensek:
(i) supjyj<; [Az| < +o0;

(ii) supjy = |Az| < +o0;

(iii) van olyan ¢ > 0, hogy |Azx| < c|x| minden x € X esetén;

(iv) A folytonos X -en;

(v) A folytonos a p = 0 pontban.

181. Feladat. Hatdrozza meg az A: R? — R? linedris leképezés normdjdt, ha is-
mert a természetes bdzisra vonatkozo mdtrixreprezentdcioja, valamint az értelme-
zési tartomdny és az értékkészlet is az 1- (illetve: a oo)-normdval van elldtva.

182. Feladat. Igazolja, hogy A: C[—1,1] — R linedris funkciondl és hatdrozza

meg a normdjdt, ha

n
Ax:Zozkx(tk), —1<ti<---<t, <1, aq € R;
k=1

1
Ax:/ x(t)dt; Ar =2y, yeC[-1,1];
-1

Az = /_1 (t) sin?(2mt)dt; Az = /_1 x(t) sin(2mt)dt;

1 1

Ar = /1 x(t)y(t)dt, yeC[—1,1]

1



Fréchet-derivalt, irinymenti derivalt

183. Feladat. Vizsgdlja definicié alapjdn, hogy az f: R* — R leképezés Fréchet-
illetve irdnymenti differencidlhatésdgdt a p = (0,0) pontban, ha f(p) = 0,
tovdbbd

1 3

(2 2N . __ T .
flx,y) = (z —|—y)sm—x2+y2, flx,y) : o

Flr,y) = ——f s f(yy) = =t

Va2 +y? a4y

184. Feladat. Vizsgdlja definicié alapjdn, hogy az f: R? — R leképezés Fréchet-
illetve iranymenti differencidlhatésdgdt a p pontban, ha

fly) = Vieyl,  flx,y) = Ve +y% flzy) =Yy, p=(0,0);

flay)=3z+y, p=(1,2);  f(z,y):=22+3y, p=(11)

fle,y) =" +xy, p=02,1);  flz,y)=3zy+y> p=(31).
185. Feladat. Igazolja definicié alapjdn, hogy az f(z,y, z) = (2® + yz, 2y* + 2)

modon értelmezett leképezés Fréchet értelemben differencidlhaté a p = (2,1,1)
pontban.

186. Feladat. Szdmitsa ki a O, f (p) irdny menti derivdltat, ha
f(z,y) :(y sin(m2 + zy), z cos(zy), eXp(:CQ 4 1)))
p=(0,1), v=(2-3)

flz,y,2) = ((a:2 + xy) 005(22 — yz), (23 + yzz) exp(z2 — x)),
p=(1,-1,1), v=(1,3,-2).

187. Feladat. Hatdrozza meg a g o f leképezés p = (1,1, —1) pontbeli, v =
(1, —1,0) irdny menti derivdltjdt, ha
(i) g(x,y) = (@ +y* +ay, o +97),  flr,y,2) = (22" + 2’y +ayz, xy — 2%);
(ii) g(x,y) = (x +y + 2°y* xy),  f(x,y,2) = (22 + 2y + xyz, vy — 2°);
(iii) g(x,y) = (2%y + 2%y, 2y + %),  flx,y,2) = (w22 + 2%y + 2yz, 1Y — 2°).

188. Feladat. Hatdrozza meg a g o f leképezés p = (0, 1) pontbeli, v = (1,—1)
irdny menti derivdltjdt, ha
(i) g(z,y, 2) = (2*+ay, ¥ +yz,2y+yz),  fl2,y) = (@ 42y, ¥’ +oy, 2+y);
(i) g(z,y, 2) = (v+y*+2°, v’ +az,2y2),  f(z,y) = (2+y* y+2°, a+y+ay);
(iii) g(x,y,2) = (xy+yz+zz, 2y +9°), flz,y,2) = (2*+ 22 +2yz, 2y — 2°).



Implicitfiiggvény-tétel

189. Feladat. Igazolja, hogy létezik a b € R pontnak W és az a € R? pont-
nak U kiornyezete, valamint létezik olyan g = (g1, g2): W — U differencidlhato
fiiggvény, amely eleget tesz a megadott implicit egyenletnek! Hatdrozza meg g'(b)
természetes bdzisra vonatkozo mdtrixdt, ha

l
" 2? + g} + 272 + 9192 =2,
s+t G- —gp=—1
b=-1, g(b)=(1,1);
(ii)

x? — 2 cos g1 + sin go =16,

rg1 + sin g — cos gy =2,
b=4, g(b) =(m/2,0);

190. Feladat. Igazolja, hogy létezik a b € R pontnak W és az a € R? pontnak U
kornyezete, valamint létezik olyan g: W — U differencidlhaté fiiggvény, amely
eleget tesz a megadott implicit egyenletnek! Hatdrozza meg ¢'(b) természetes
bdzisra vonatkozo mdtrixdt, ha
(i)
(¢ +y*)g —20yg —4=0,  b=(1,-1), g¢(b)=1L
(ii)
2?4yt —ay+ gt —g=3, b=(1,1), g¢g(b)=—1;
191. Feladat. Igazolja, hogy létezik a b € R? pontnak W és az a € R? pont-
nak U kiornyezete, valamint létezik olyan g = (g1, g2): W — U differencidlhato
fiiggvény, amely eleget tesz a megadott implicit egyenletnek! Hatdrozza meg g'(b)
természetes bdzisra vonatkozo mdtrixdt, ha

(i)
32 4 4y + sin g; + cos go =0,
ry + y? +cosgr + ¢o —§+4,
b:= (27 _3)7 ( ) (07 7T/2)
(i1)

z? + 22y + xg1 + g2 =0,
r—y— g1+ 2yge =0,
b=(2,-1), g¢g(b) =(—1,2).



Taylor-tétel, lokalis szélsoérték

192. Feladat. [rja fol az aldbbi polinomokat a megadott monomok polinomjaként!
(i) p(z,y) =2’y + oy +y’, o — Ly + 1
(ii) p(z,y) = 2°y+ 1y  —ay+z, o+ 1,y + 1;
(iii) p(z,y,2) =ay + 22+ 2+ 2,0 — L,y — 1,2+ 1;
(iv) p(x,y, z) =2’y +y*z +ayz+ 25 o — Ly — 1,2+ 1.
193. Feladat. Hatdrozza meg az aldabbi fiiggvények mdsodrendii Maclaurin-poli-
nomjdt!

ysin(z +192); wcos(z®+y); (2° +y)cos(zy); (z+ y?)sin(zy).

194. Feladat. Léteznek-e, és amennyiben igen, egyenldek-e a 0102 f(0,0) illetve
0201 f(0,0) parcidlis derivdltak, ha
2y
f(xny) _$2 i yg;

22— 3
—ry——— 2 0,0) = 0.
f(x,y) WoE £(0,0)

f(0,0) =0;

195. Feladat. Vizsgdlja lokdlis szélsoérték szempontjdbol az aldbbi fiiggvényeket!
5% 4 2xy 4+ 2% ¥+ 5yt +day — 2, 22t + o — 2237 — 227
st oyt — 20 —dxy? (PP -4 -y (P 4y — 1) — 62
20% 4 2% + 22° + 4wy — 2wz — 2yz — 4o — dy — 4z.

196. Feladat. Keresse meg az f szélséértékeit a h = 0 feltételre nézve, ha

(i) f(z,y) =2+ 2y, h(z,y) = 2° +y* = 1;

(i) f(z,y) = vy, h(z,y) =2 +y° — 1;
(iii) f(z,y) = 2* + 2y + 9% hz,y) = 2 + 9> — 1;
(iv) f(z,y,2) =2 —y+ 22 h(x,y,2) = 2% +9y* + 222 — 2;

v) f(z,y,2) = xyz, h(z,y,2) = 22 +y*> + 2° = 3;
i) f(x,y,2) = 2%+ 2y% + 32% h(x,y,2) = (22 +9° + 222 — 1,2 + 2y + 32).

197. Feladat. Hatdrozza meg az 5x° — 6xy + 5y* = 8 egyenletii ellipszis origéhoz
legkozelebbi, illetve attol legtdvolabbi pontjait!

198. Feladat. Hatdrozza meg az x> + > + 2> = 9 gombfeliilet azon pontjait, ame-
lyek a legnagyobb illetve legkisebb tdvolsdgra vannak a p = (1,5, —10) (illetve:
p=(1,2,2) ésp=(-2,1,0)) ponttsl!



Riemann-integral R"-ben

199. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények normdlis beosztdssorozathoz
tartozo also és folso integrdlkozelitd osszegeinek zdrt alakjdt!

f:10,1] x[0,1] = R, f(x)=zy;
f:[0,1] x[0,1] = R, f(z)=a*+4>

200. Feladat. Léteznek-e az alabbi Riemann-integrdlok, illetve folcserélhetd-e az
integrdlds sorrendje az aldbbi példdkban?

f:10,7] x [0,1] = R, f(x,y) = cosaxo(y);
f:10,1] x [0,1] = R, f(z,y) = 2yxo(z) + 1 — xo(z).
201. Feladat. Szdmitsa ki az aldbbi integrdlok értékét!

1l 1 1 1l
/ / Vadyldyde; / / ry? sin(m2?)dyda; / / y cos(mxy)dydz.
0o Jo 0 J-1 ~1Jo

202. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi integrdlok értékét!

[ @ md(eg), H = (@) € B w € 0,10 <y < 2k
/H(y2 +ay)d(z,y), H={(z,y) eR*|zc[0,1],z <y <z}
/Hsin(ﬂ(x + y))d(a:,y), H={(z,y) eR?*|2€[0,1,0 <y < 2}

/HCOS(W(SC—y))d(x,y), H={(z,y) eR*|ye0,1],—y <z <y}

203. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi integrdlok értékét!

1,1 1l 1,1
/ / 122 + y — 2|dydx; / / 12xy — 1|dydz; / / 1422 + y — 1|dydz.
0 Jo 0o Jo 0 Jo

204. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi integrdlok értékét!

[ @ 107 H = comv{(=1,0)5(0,-1): (0.1):(1,0)}
/H((x + 1)2 + i(y + 2)2)d(£€,y); H = COHV{(_Qv 0)7 (_17 _2); (_17 2); (070)}7
/Hsin(ﬂ(x2 +y2))d(x,y); H={(z,y) e R*| 1 <2*+¢* <2},

[ @=vPde: H={y) €R 1<+ <2),



Jordan-mérték. Korlatos valtozasi fiiggvények

205. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi feltételekkel adott testek Jordan-mértékét!
(i)z=1+z+y,2=02x+y=1,2=0,y =0,
(ii):c+y+z=a,a:2+y2:r2,x:0,y:O,z:O(O<\/§<a);

(iii) z =2 +y* y=2%y=12=0.

206. Feladat. Szdmitsa ki a H = {(x,y) € R? | z,y € [0,1] N Q} halmaz
kiilsé és belsé Jordan-mérétékét! Igazolja, hogy az aldbbi halmazok Jordan szerint
nullmérétékiiek!

(i) {(z,y) e R* |z € [0,1], y = xg(z) };

(i) {(z,y) € R* |2 € [0,1], y = 2?};

(iii) {(v,y) € R* |z € [0, 1], y= ﬁ};

(iv) {(z,y) € R* |z € [0,1], y = f(x)}, ahol f: [0,1] — R folytonos.

Y

207. Feladat. Vizsgdlja az adott fiiggvények rektifikdalhatosdgdt definicio szerint!
(i) f(z) =22 x €0,1];

(ii) f(z) =23 x € [0,1];

(i) f(z) = xa(@). = € [0, 1];

(iv) f(z) = cos(n/x), x €]0, 1] valamint f(0) = 0;
(v) f(z) = xcos(m/z), x €]0, 1] valamint f(0) = 0.

208. Feladat. Igazolja, hogy kompakt intervallumon adott korldtos vdltozdsii fiigg-
vény szakaddsi helyeinek halmaza megszdamldlhato, és nincs mdsodfaju szakaddsa!

209. Feladat. Igazolja, hogy kompakt intervallumon adott differencidlhato fiigg-
vény, melynek derivdltja korldtos, korldtos vdltozdsu. 1gazolja, hogy kompakt in-
tervallumon adott Lipshitz-fiiggvény korldtos vdltozdsii!

210. Feladat. Szdmitsa ki az aldabbi totdlis varidciokat!
3

1 1 2
\/ z2dx: \/ w3dx: \/ sin xdx; \/(2:1:3 — 927 4 122)dx.
0 -1 0

0



Gorbemenit integral, potencialfiiggvény

211. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi Riemann—Stieltjes integrdlokat!
1 1 1 1
/ wdr?; / V1 + 22dx? / xdsin(2mx); / 22d cos(2m).
0 0 0 0

212. Feladat. Szdmitsa ki a €, f gorbe menti integrdlt, ha g a |0, 1)? egységnégy-
zet hatdra pozitiv irdnyitdssal, f: R? — R? pedig az aldbbi leképezés:
2 2
_ Yy L )
f(@.y) <1+x2+y2’1+x2—|—y2 '

213. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi fiiggvények adott pdlya menti integrdljdt!

(T F2y y— 2 >

S <:z:2 + 32 22+ y?
fla,y,2) = (yz, (2 + y*)z,2y),  g(t) = (cost,sint,t), te[0,7/2].

214. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények origoban eltiind primitiv fiigg-
vényét!

f(:E?y):(x?y)v f(x,y):(y,w), f(x7y):($_y7y_$)7
flay)=(@+y.z—y); [flzy) =QQzy+y", 2"+ 2xy).

215. Feladat. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények origoban eltiind primitiv fiigg-
vényét!

g(t) = (cost,sint), t €0, 27];

fla,y,2) = (2.y°, =2%);
[y, 2) = (yz, 2z, 2y);
fz,y,2) = (y* + 2xz, 2% + 2xy, 2° + 2y2);
f(z,y,2) = (2zy?, 32%y* + z¢¥, ¥).
216. Feladat. Igazolja, hogy az aldbbi leképezéseknek nem létezik primitiv fiigg-
vénye!
fla,y) = (y,—x);  flz,y) = (sin(zy) + zy cos(xy), 2° cos(wy));
flay) = (" +xy,2” +ay); fry,2) = (2%, 20y2°, 0y?2%).
217. Feladat. Igazolja, hogy az aldbbi leképezésnek nem létezik primitiv fiigg-
vénye a teljes értelmezési tartomdnyon, azonban létezik az R* \ {(x,0) | = < 0}

halmazon!
-y x )
f(l', y) (.CCQ y27 x2 y2 .




