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Eloszo

Ez a szakkoényv a Gazdasdgtudomdnyi Kar hallgatéi szdmadra késziilt, azzal
a céllal, hogy 4ttekinthetGen és gyakorlatorientdltan timogassa a Matematika
Kritériumtargy keretében elsajatitand6 kozépiskolai matematikai ismereteket.

A gazdasagi gondolkodés és a matematikai alapmiiveltség szorosan dsszekap-

csolddik: a késdbbi tanulmanyok és szakmai feladatok megértéséhez elenged-
hetetlen a biztos, rendszerezett tudas.

Jelen szakkonyv ezért egyszerre kindl elméleti 6sszefoglalast és b6séges gya-
korlati példatarat, hogy 1épésrol 1épésre épitse fel a sziikséges kompetencidkat.

Torekedtiink arra, hogy a tartalom érthetd, logikus felépitésti és 6nall6 tanu-
lasra is alkalmas legyen.

Szerz6kként kozos célunk volt olyan anyag létrehozésa, amely nemcsak segiti
a felkésziilést, hanem magabiztossdgot is ad a matematikai gondolkoddsban.

A konyvben szerepl$ abrak, tablazatok, grafikonok sajat szerkesztésiink ered-
ményei.

Bizunk benne, hogy a konyv hasznos utitarsként kiséri végig tanulmanyaikat,
€s hozzdjarul a sikeres vizsgdkhoz és a kés6bbi szakmai fejlédéshez.

J6 munkét és eredményes tanuldst kivanunk!






1. fejezet

Algebrai alapismeretek
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1.1. Ellentett, reciprok, abszolutérték

Elméleti 6sszefoglalo.

Az aldbbi tibldzat els6 oszlopaban 4ttekintiink néhadny fogalmat, amit a kés6b-
biekben haszndlni fogunk, a mésodik oszlopban pedig egy-egy példaval il-

lusztraljuk azokat.

1. Alapfogalmak

Fogalom

Példa

Az a val6s szadm ellentettie —a.

—5 ellentettje 5

1
Az a # 0 val6s szdm reciproka —.
a

1
D reciproka 5

Az a valOs szam abszolitértéke:

a,haa >0
la| =
—a, haa <0.

—5 abszoltutértéke 5
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Kidolgozott feladatok.

1. Feladat. Adjuk meg a

1
34 =
* 5
valés szdm reciprokdnak ellentettjét!
Megoldas:
Mivel
3 1 15 1 16
5 5 5 57
‘ . : ) . .5
ezért a szdm reciproka 16 aminek az ellentettje T
2. Feladat. Adjuk meg az | — 7| — (—5) szam reciprokat!
Megoldas:

Mivel | — 7| = 7 és —(—5) = b, ezért
| =7 —(=5)=7+5=12.

1
A 12 reciproka —.
reciproka B

3. Feladat. Adjuk meg az |2 — 7| + (—(—3)) szdm ellentettjét!

Megoldas:
Mivel
2-7/=|-5]=5 é —(—3)=3,
igy
543 =8,

tehat a keresett szdm ellentettje —8.

1 1

4. Feladat. Abrézoljuk szamegyenesen a 0, 3> 70> 1 €8 % szamokat!

Megoldas:

A megadott szdmok mind pozitiv tortek, ezért a szdmegyenes 0 és 1 kozotti

részén helyezkednek el:
—+e— 00— +——

11 1 1
2010 2
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1.2. Hatvanyozas azonossagai

Elméleti 6sszefoglalo.

Legyenek a és b valés szamok, tovabba n és m pozitiv egész szamok.
Az a szdm n-edik hatvdnyan az
at=ga--a-...-q
N—_———

n darab tényez6

n-tényezds szorzatot értjiik.

Az a" kifejezésben az a valds szdmot hatvdnyalapnak hivjuk. Az n természetes
szdmot hatvdnykitevének nevezziik, mig az a™ kifejezést hatvdnyként vagy hat-
vdnyértékként emlitjiik. Példaul a 23 kifejezésben a hatvanyalap: 2, a hat-
véanykitevs: 3, a hatvanyérték: 23 = 8. Az aldbbi tabldzat elsé oszlopaban
Osszefoglaljuk a hatvdnyozds azonossdgait, a médsodik oszlopban pedig egy-egy
példaval illusztraljuk a megfelel azonossagot.

2. A hatvdnyozds azonossagai

Azonossag Példa
0 0
a’ =1 5" =1
(a-b)" =a™-b" (4-5)% =4%.5%
<a>n _a” 2\¢ 26
b/ b 5) 56
a - a™ = a"tm 2025 = 2015 = 211 = 2048
a” - 2° _ 65 _ o1
(a")™ =a™m™ (24)% = 2% = 256
1 1
-n _ __ 2—4 — — —
¢ T an 24 7 16
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Fontos megjegyezni, hogy kiillonb6z6 alapu, kiilonbdz6 kitevdjl hatvanyok szor-
z4séra, osztisdra nincs a fentihez hasonlé azonosség.

A hatvanykitevd lehet egész szam, raciondlis szam, s6t valds szdm is. Ebben a
jegyzetben a legut6bbi esettel nem foglalkozunk.

A 0° hatvany értékét definicié szerint 1-nek fogjuk tekinteni. Ennek indokldsa
mélyebb matematikai eszk6zok haszndlatat igényli.
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Kidolgozott feladatok.

5. Feladat. Hatdrozzuk meg az  valds szam értékét ugy, hogy

teljestiljon!
Megoldas:
Mivel hatvény hatvényozdsakor a kitevok 6sszeszorzédnak, ezért (a®)? = af.

Azonos alapu hatvanyok szorzdsakor az alapot a kitevok 6sszegére emeljiik, igy

Azonos alapt hatvanyok osztasakor az alapot a kitevSk kiilonbségére emeljiik,
fgy

amibdl azt kapjuk, hogy z = 0.

6. Feladat. Hatarozzuk meg az x valds szam értékét tigy, hogy

teljestiiljon!

Megoldas:

Mivel hatvény hatvényozdsakor a kitevok 6sszeszorzédnak, ezért (a®)? = af.

Azonos alapt hatvanyok szorzdsakor az alapot a kitevok 0sszegére emeljiik, igy
7.2 9

a -a =a .

Azonos alapu hatvanyok osztiskor az alapot a szdmlalé és nevez6 kitevSinek
kiilonbségére emeljiik, igy

amibdl azt kapjuk, hogy z = 3.
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7. Feladat. Hatdrozzuk meg az z és y valds szdmok értékét ugy, hogy
(a2 . b)5 . (a . b3)2 B

—q* . pY
(a3 D)2 - (a2 - b3)3
teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel szorzatok hatvanyozésakor a kitevék 6sszeszorzodnak, ezért
(a2 - )5 = (a2)° - b5 = a10 . 15, (a-b%)? = a2 - 1P,
Igy az

(a2-b)5~(a-b3)2 :alo-b5-a2-b6 :a12-b11.

Azonos alapu hatvanyok szorzdsakor az alapot a kitevdk 6sszegére emeljiik, igy

azt kapjuk, hogy
a2 = 12, bo b8 — pll.
Azonos alapui hatvanyok osztdsakor az alapot a kitevSk kiilonbségére emeljiik,
igy
12 pl1 12 pll 12 pll
a _a a 00

(a3-b)2-(a2-b3)3_a6-b2-a6-b9:a12-b11

Amibdl azt kapjuk, hogy = = 0, illetve y = 0.

8. Feladat. Szdmol6gép haszndlata nélkiil szdmoljuk ki a

271 +272
2-249-3
kifejezés pontos értékét!
Megoldas:
Mivel 271 =1 272 = 1 ¢s273 = %, ezért

= 2.

27'+22 343 _7_3
3 4

w| oo

9. Feladat. Szamol6gép hasznalata nélkiil szamoljuk ki a
3714372
372 +373

kifejezés pontos értékét!

Megoldas:
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: —1_ 1 9-2 _14.9-3__ 1 p
Mivel 3 =35,37"=5¢€3 " =5, ezért
1,1 4
sto o 427 _,
1 1 4 :
stz 3 9 4

10. Feladat. Szamol6gép haszndlata nélkiil szamoljuk ki a
5724573
5—1 _ 52

kifejezés pontos értékét!

Megoldas:

el m—l 1 52 _ 1 4r—3 _ 1
Mivel 57+ = Es 574 = 55 €8 57° = 125 €Z€rt
1

%"‘125 :ﬁ:i.§:@:i
1L 4 125 4 500 W
11. Feladat. Szdmoljuk ki a
1071+ 1072
103
kifejezés pontos értékét!
Megoldas:
Mivel 1071 = 5, 1072 = 155 és 1073 = 1555, ezért
1 n 1 11
10 100 100 _ %-1000: 110.
1000 1000
12. Feladat. Szamoljuk ki a
-3+ (=3)?+1
—922 4 32

kifejezés pontos értékét!
Megoldas:
Mivel —3% = —(32) = —9 és (—3)% = 9, ezért
324 (-3 +1=-9+9+1=1
Tovdbbd —2% = —(22) = —4és 372 = §, ezért
1 36 1 35

—22 _2:—4 _ = —— - =
+3 +9 9+9 9
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Igy

13. Feladat. Szamoljuk ki a
22 + 2—2 + (_2)2 + (_2)—2
kifejezés pontos értékét!

Megoldas:

Mivel 22 =4, 272 =1 (-2)2 =4, (-2)72 =1, ezért
1 1 1 17
44+ -4+44+-=84-=—.
+ 1 +4+ 1 + 5 5
14. Feladat. Szdmol6gép hasznélata nélkiil szdmoljuk ki a
18% - 402
12415 °

kifejezés pontos értékét!
Megoldas:
A kifejezésben szerepld egyes szamok primtényezds felbontasai:
18=2-32,40=2%.5,12=22.3, 15=3-5.
Felhaszndlva a szorzat hatvanyozdséra és a hatvany hatvanyozdséara vonatkozd
azonossigokat azt kapjuk, hogy
18% = (2-3%)* =2%. 3
40° = (2°-5)* =205
120 = (22.3)1 =28 . 34,
Tehat
185 . 402 B (23 . 36) . (26 . 52) B 23+6 36 .52 B
124.15 (28-34).(3-5) T 98 .g4+1.5
29 . 36 X 52
T 2.5

=2t.31.51 =9.3.5=30.
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1.3. Gyokvonas azonossagai
Elméleti 6sszefoglalo.

Legyenek a és b tetszOleges olyan valds szamok, hogy az el6forduld kife-
jezéseknek legyen értelme, legyenek tovabba m és n pozitiv egész szdmok.

Az /a kifejezés azt a valés szdmot jelenti, amelynek n-edik hatvdnya az a
szdm. Példdul v/27 = 3, mert 33 = 27.

3. A gydkvonds azonossdgai

Azonossag Példa

Va-b= Ya- Vb V8- 2T=18-V2T=2-3=

,\L/E:\/a 3277:327_§:15
S 8- U8 2
Vam = o 929 — 95 — 93 —§
vam - (va)” /T = (47

3

I3
w

Fontos megjegyezniink, hogy amennyiben a gyokkitev$ péros, igy {/a azt a
nemnegativ szamot jelenti, amelynek az n-edik hatvdnya az a szam.
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Kidolgozott feladatok.

15. Feladat. Hatdrozzuk meg az x valés szam értékét igy, hogy

Osszefiiggés teljesiiljon!

Megoldas:

. 14 1. 3 2 £
Mivel (a?)? = a, tovdbbd \/a = a2 és Va2 = a3, ezért
6

Mivel azonos alapu hatvanyok szorzasakor az alapot a kitevdk osszegére emeljiik,
ezért

1 13
a6 a2 = 2.
Ezt felhasznalva 1
az
— =a’
a3

addédik. A hényados hatvdnyozdsdra vonatkozd azonossag alapjin azt kapjuk,
hogy
igyz = %5.

16. Feladat. Hatdrozzuk meg az x valds szdmot dgy, hogy

a3 vad .

a

teljestiljon!
Megoldas:
. 4 5 3 2
Mivel Va® = a1 és Va3 = a2, ezért
_3 5
a a4 _345_3 —1245-6 _13
3 = Q 4 2 =qQ 4 = Q 4 s
az2
13
tehatx = ——.
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1.4. Miiveletek polinomokkal, nevezetes azonossagok

Elméleti 6sszefoglalo.

Legyen a,, egy nullatdl kiilonbozé valds szdm, n tetszdleges természetes szam,
tovabbd legyenek ag, a1, . . ., a, tetszdleges valds szdmok. Ekkor az

ap 2"+ ap1-2" V... 4+ay-x+ao
kifejezést n-edfokii polinomnak nevezziik.

Péld4ul az 2%+ Tz — 5 kifejezés egy masodfoki polinom. Az alabbi tabldzatban
osszefoglaljuk a fontosabb nevezetes azonossagokat:

4. Nevezetes azonossdgok

Azonossag Példa
(a+b)? = a® + 2ab + b? (24 2)% =4+ dx + 22
(@ —b)? = a? — 2ab + b? (2—2)% =4 — 4z +2?
a?—b>=(a—0)-(a+b) 9—22=B—x)-(3+2)
(a+b+c) = B—2—y)?=
a® +b? + 2 + 2ab + 2ac + 2bc 9+ 22 4+ y% — 62 — 6y + 2y

(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b3 (24 )% =8+ 127 + 622 + 23

(a —b)® = a® — 3ab + 3ab® — b3 (2—z)3 =8~ 122+ 622 — 23

a® + b3 = (a+0b)- (a% —ab+b?) 8+ 23 =(2+x) - (4— 22+ 2?)

a® — b3 = (a—b) - (a® + ab + b?) 8— 3= (2—x) 4+ 22+ 2?)
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Kidolgozott feladatok.

17. Feladat. Végezd el a zar6jelfelbontést és Gsszevondst az
(x+2)-2z-1)—2-(x—3) - (x—2)
kifejezésben!
Megoldas:
Mivel
(x+2) - 20 —1)=22" —2+4r — 2 =227+ 32 — 2

(x—3)-(x—2)=2° -3¢ —22+6=2a>—5z+6,
ezért
(x+2)-2z—-1)—2-(x—3)-(z—2) =
202 + 32 —2—2- (2% — 5z +6).
Elvégezve a —2-vel val6 szorzést és az 6sszevondst azt kapjuk, hogy
220% + 3z —2—2- (22 — 52+ 6) =
=227+ 32— 2227 + 10z — 12 =
= 13z — 14.
18. Feladat. Végezd el a zdr6jelfelbontést és Gsszevondst az
(x—1)-Bzx+4)—3-(z+5) (z—1)
kifejezésben!
Megoldas:
Mivel
(x—1) - Br+4)=32"4+4r -3z —-4=32"+2—4

(x+5) (x—1)=2*—2+5z—5=2>+4x — 5,
ezért
(x—1)-Bzx+4)—-3-(x+5)-(z—1)=
=32+ 2 —4-3-(2? +4z —5).
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Elvégezve a —3-mal vald szorzist és az Osszevondst azt kapjuk, hogy
322 +x—4 -3 (22 + 42 —5) =
=32 +2—4-32" - 120+ 15 = —11x + 11.
19. Feladat. Végezd el a zar6jelfelbontést és Gsszevondst az
2x—3)-(z+4)—4-(z—2) - (z+1)
kifejezésben!
Megoldas:

Mivel
(22 —3) - (x +4) = 22° + 8z — 3z — 12

(z—-2)-(z+1)=a’+zx—-20—-2=0—2 -2,
ezért
2r—3)-(z+4)—4-(z—2)-(z+1) =
=22% +5r—12—4-(2® —x —2).
Elvégezve a —4-gyel val6 szorzdst és az Osszevondst azt kapjuk, hogy
202 + 52 — 12 —4-(2* —x —2) =
=22° + 51 — 12 — 42 + 4o + 8 = —22° + 9z — 4.
20. Feladat. Adjuk meg az A, B és C' val6s szamok értékét tgy, hogy
(r+2?—4-(2x-4)-2-(x—1)-(a+1)=4-2>+B-2+C
teljestiljon!
Megoldas:
Mivel (x +2)2 =22 + 4w +4és (x — 1) (v + 1) = 2% — 1, ezért
e tdr+4—4-Q2e—-4)-2-(2*-1)=A- 22+ B-z+C.
A zargjelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
44 4+4-8r+16—-22242=A- 2> +B-z+C.
Az 0sszevonds utdn azt kapjuk, hogy
—2? —4dr+2=A-2>+B-z+C.
Tehit A= -1, B = —4,C = 22.
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21. Feladat. Adjuk meg az A, B és C' val6s szamok értékét tgy, hogy
(z—32+5-(x+1)—(x+2)-(z—-2)=A-2°4+B-z+C

teljestiljon!

Megoldas:

Mivel egyrészt
(x —3)* = 2% — 62+ 9,

masrészt
5-(x+1)=>5z+5,
végiil
(x4+2) (2 —2)=2®—4,
ezért

22 —6x+9+5r+5— (22 —4)=A- 2>+ B-z+C.
Az 6sszevonds utan azt kapjuk, hogy
—24+18=A-2°+B-2+C.
Tehat A=0,B=—-1,C =18.
22. Feladat. Adjuk meg az A, B és C valds szamok értékét ugy, hogy
2-(x+4)?%*-3-(z-2) - (z+2)+7=A-2°+B-z+C
teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel egyrészt
(z +4)* = 2% 4 8z + 16,
masrészt
(z—2) (z+2) =2* -4,
ezért
2- (2 +82+16) —3- (2 —4)+7=A-2>+ B -2+ C.
A zargjelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
20 + 162 +32 32> +12+7=A-2>+ B -2+ C.
Az 0sszevonds utan azt kapjuk, hogy
—2*+162+51=A -2+ B -z +C.
Tehit A= -1, B =16, C = 51.
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23. Feladat. Hatarozd meg az A és B valds szamokat ugy, hogy
(V243 =A4-V2+B

teljesiiljon!

Megoldas:

Felhaszndlva, hogy
(a+b)? = a® + 2ab + b?,

azt kapjuk, hogy
(V2+3)2 = (vV2)2 +2-v2-3+32=24+6-V2+9=11+6-V2,
ezért A=6és B = 11.
24. Feladat. Hatdrozd meg az A és B valds szamokat 4gy, hogy
(V3+2)?2=4-V3+B
teljesiiljon!
Megoldas:

Felhaszndlva, hogy
(a+b)? = a® + 2ab + b?,

azt kapjuk, hogy
(V3+2)2=(V3)2+2-V3-2+4+22=34+4V3+4=7+4V3.
Ezért A=4¢és B =1T1.
25. Feladat. Hatarozd meg az A és B valés szamokat ugy, hogy
V5-1)-(V5+1)=A-V5+B
teljestiljon!
Megoldas:

Felhasznalva az
(a—b)-(a+b) =a® -1

azonossdgot azt kapjuk, hogy
(V5-1)-(V5+1)= (V52 -12=5-1=4.

Mivel a kifejezésben nincs irraciondlis tag, ezért A = 0 és B = 4.
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1.5. Algebrai tortek

Elméleti 6sszefoglalo.

Két polinom hdnyadosat algebrai tortek nevezziik. Péld4ul az

2+ 2x+3

3z —3

kifejezés egy algebrai tort.
Az algebrai tortek a valés szamok halmazanak azon legb&vebb részhalmazan
vannak értelmezve, ahol a nevezgjiik nem nulla.
Példaul az el6bbi algebrai tort esetén 3x — 3 #£ 0, igy « # 1, vagyis az értel-
mezési tartomanya

z e R\ {1}.
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Kidolgozott feladatok.

26. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legb6vebb rész-
halmazét, amelyen az

2 —4

Tz —2
tort értelmezhetd, majd adjuk meg a tortet tovibb mar nem egyszerisithetd
alakban!

Megoldas:

A tort nevezGje nem lehet 0, igy x — 2 # 0, azaz © # 2. Tehat az értelmezési
tartomany

x e R\ {2}
Mivel
2 —4=(z-2) (z+2),
ezért

(—2T (¢ +2)
x—2

27. Feladat. Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb6vebb rész-
halmazat, amelyen az

=xz+2 (z # 2).

22+ 6x+9
r+3

tort értelmezhetd, majd adjuk meg a tortet tovabb mar nem egyszertsithetd
alakban!

Megoldas:

A tort nevezGje nem lehet 0, igy « + 3 # 0, azaz x # —3. Tehat az értelmezési
tartomdny

z e R\ {-3}.
Mivel
22+ 6x+9=(x+3)?%

ezért

(z+3)* (43 - (z+3) _
z+3 z+3 se+d (@f -3
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28. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legbdvebb rész-
halmazét, amelyen az
222 — 8w
20 — 8
tort értelmezhetd, majd adjuk meg a tortet tovibb mar nem egyszerdsithetd
alakban!

Megoldas:

A tort nevezdje nem lehet 0, igy 2x — 8 # 0, azaz x # 4. Tehat az értelmezési
tartomény
xz € R\ {4}.
Mivel
20° —8x =2x-(x—4), 22-8=2-(x—4),

Aofe—d)
2 (x—4)
29. Feladat. Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb6vebb rész-
halmazat, amelyen az

ezért

x (x #4).

3-8

x—2
tort értelmezhet, majd adjuk meg a tortet tovdbb mar nem egyszerdsithetd
alakban!

Megoldas:

A tort nevezGje nem lehet 0, igy x — 2 # 0, azaz x # 2. Tehat az értelmezési
tartomany

z e R\ {2}.
Mivel
? —8=(z—2) (z* + 2z +4),

(227 (22 + 27 + 4)
r—72

30. Feladat. Hatdrozzuk meg a val6s szdmok halmazanak azt a legb&vebb rész-
halmazét, amelyen az

ezért

=2t 420 +4 (x # 2).

922 — 1

3x —1
tort értelmezhetd, majd adjuk meg a tortet tovabb mar nem egyszerisithetd
alakban!
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Megoldas:

1
A tort nevezGje nem lehet 0, igy 3z — 1 # 0, azaz x # 3 Tehét az értelmezési

tartomany
1
eR\{-¢.
re )
Mivel
922 —1=(3z —1)- 3z + 1),
ezért

)

31. Feladat. Hatdrozzuk meg a val6s szdmok halmazanak azt a legb&vebb rész-
halmazat, amelyen az

2?2 -2z +1
z—1
tort értelmezhetd, majd adjuk meg a tortet tovabb mar nem egyszertsithetd
alakban!

Megoldas:

A tort nevezGje nem lehet 0, igy © — 1 # 0, azaz  # 1. Tehat az értelmezési
tartomany
x e R\ {1}.
Mivel
22 —2r+1=(x—1)%
ezért

—1)2 (=1
e ey R | PR
z—1 z—T
32. Feladat. Adjuk meg az A és B valds szamok értékét tigy, hogy teljesiiljon
az

4 A-z+B
r—2 z-(r—2)

3
=+
x

Osszefiiggés!

Megoldas:

A bal oldalon a koz0s nevezd z - (z — 2), igy

3-(x—2)+4x A-z+B
r-(r—2)  x-(x-2)
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A bal oldalon a z4r6jel felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
3r—6+4r A-z+ B

- (r—2) - x-(v—2)
Az egynemli kifejezéseket dsszevonva adddik:

t—-6  A-x+B

- (r—2) z-(x—2)
Ebbdl kovetkezik, hogy

A=7 B=-6.

33. Feladat. Adjuk meg az A és B valds szamok értékét tigy, hogy teljesiiljon
az

x r—3 z-(xz—3)

2x—|—1+4—2$ A-z+ B

Osszefiiggés!
Megoldas:
A bal oldalon a koz6s nevezd z - (z — 3), igy
2x+1)-(z—3)+4—-22)x A-z+B
z-(x—3) Tz (z-3)
A bal oldalon a zdréjelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
(222 — 6z +x—3)+ (42 —22%) A-x+B
x-(x—3) :w‘(aﬁ—B)'
A bal oldalon a zardjelek felbontdsa utan azt kapjuk, hogy
202 — 6z +x—3+4r—222 A-x+ B
x-(z—3) :a:-(:c—S)'
Az egynem( kifejezéseket 6sszevonva
—x—3 A-x2+B
x-(x—3) - x-(x—3)
adodik. Ebbdl kovetkezik, hogy
A=-1, B =-3.

34. Feladat. Adjuk meg az A és B valds szamok értékét ugy, hogy teljestiljon

az
r+4 2—x A-x+ B

x+1+:c—1_(a:+1)-(x—1)

Osszefiiggés!
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Megoldas:
A bal oldalon a koz6s nevezd (z + 1) - (z — 1), igy
(x+4) - (z-1)+2—-2)-(x+1)  A-z+B
(x+1)-(x—1) (x+1) - (z—1)
A bal oldalon a zaréjelek felbontdsa utan azt kapjuk, hogy
(a? —x4+4z—-4)+ 20+2-2*—-2)  A-z+B
(x+1)-(x—1) S (x+1) - (z—1)
igya
m2—x+4x—4+2x+2—$2—x_ A-x+ B
(x4+1)-(x—-1) C(z+1)-(z—1)
kifejezéshez jutunk. Az egynemi kifejezéseket 6sszevonva
4o — 2 A-x+ B

(z+1)-(x—=1) (z+1)-(z—-1)
adddik. Ebbdl kovetkezik, hogy
A =4, B =-2.
35. Feladat. Egyszer(sitsiik az

332—433'3;2—16
242 22-9

algebrai tortet!
Megoldas:

Mivel egyrészt 22 — 4z = x - (x — 4), mdsrészt 22 + 2o = - (x + 2), tovdbbi
22— 16=(x—4) (v +4)és 2?2 -9 = (x—3) (v +3), ezért

2 —dz 2*-16 z-(x—4) (x—4) (z+4)
r24+2r 22-9 z-(x+2) (x—-3)-(x+3)
Tortet torttel dgy osztunk, hogy a masodik reciprokdval szorzunk, ezért

z-(x—4) (@-3)-(z+3) (z—-3)-(+3)

(z+2) (x—4)-(z+4) (v+2) - (z+4)

x
A k6z6s x és (z — 4) tényezOk kiesnek, igy a végsé alakra azt kapjuk, hogy

(-=3)-(z+3)  2*-9  2?-9
(x+2) - (x+4) 224+6x+8 a2+6x+8
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36. Feladat. Egyszersitsiik az
axr + bx —ay — by

3z — 3y
algebrai tortet!
Megoldas:
Mivel
arx +br—ay—by=x-(a+b)—y-(a+b)=(a+b) (z—y),
és
3x -3y =3-(z—y),
ezért

ar+br—ay—by (a+b)-(x—y) a+b
3xr — 3y 3 (x—y 3
37. Feladat. Szamoljuk ki a
20000 - 20004 — 20002 - 19998
20000 - 20001 — 19999 - 19999

kifejezés pontos értékét!

Megoldas:

Vezessiik be az x = 20 000 jelolést. Ekkor a kifejezés atirhaté az alabbi alakra:
x-(x+4)—(z+2) (z—2)
r-(z+1)—(z—1)-(x—1)

A szorzatok felbontdsa utdn:

e +dr— (22 —4) 4z +4
w2 +z—(22—-20x+1) 3z—-1

Behelyettesitve az z = 20 000 értéket azt kapjuk, hogy

dr +4 80004
3z—1 59999
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1.6. A logaritmus fogalma és azonossagai

Elméleti 6sszefoglalo.

Legyen a egy tetsz8leges, egytdl kiillonbozd, pozitiv valds szam.
A log,  azt a szamot (kitevot) jelenti, amelyet az a-ra emelve z-et kapunk.

Az el6bbi azt is jelenti, hogy log, © = b pontosan akkor teljesiil, ha

ab:x.

Misképpen fogalmazva log,, = azt jelenti, hogy az a szdmnak hanyadik hatvanya
az x. Példéaul

log, 8 = 3, mert 23 = 8.
Az aldbbi tablazatban legyena > 0,a # 1, > 0,y > 0.

5. A logaritmus azonossagai

Azonossag Példa
log, 2™ =n-log, x log; 310 =10-log33=10-1=10
log, = + log, y = log,(x - y) logg 2 + logg 3 = logg(2 - 3) =
logg6 =1
T 6
log, x — log, y = log, () logs 6 — logs 2 = logs 5= logs 3 =
Y 1
logy logs 8 3
1 = log, 8 = =—-=15
%8a® log, a 84 loge4 2 ’
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Kidolgozott feladatok.

1
38. Feladat. Legyen A = log; 27 és B = logy, 16 Adjuk meg az A? + 2B?
pontos értékét!
Megoldas:

Mivel logs 27 azt a szdmot jelenti, hogy a 3 szdmnak hanyadik hatvadnya a 27,
ezért
A = logy 27 = log 3% = 3.
Hasonléan: 1
B =logy 6= log, 472 = —2.

Tehat

A2 +2B* =32 1+2.(-2)?=9+8=1T.
Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti feladatnak is.

39. Feladat. Szdamoljuk ki a
1 1

logs % + log, 32 + logy 61
kifejezés pontos értékét!
Megoldas:

1
Mivel logy, % = log; 572 = —2, tovdbbd log, 32 = log, 2° = 5, valamint
1

log, 6= log, 473 = —3, ezért

1 1
logs % + log, 32 + logy i —2+5+(-3)=0.

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti feladatnak is.
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1.7. Gazdasagi alkalmazasok

40. Feladat. Egy heti bérben fizetett dolgozé alap 6rabére £8, és a 40 orat
meghaladé 6rdkra £12 jar. Az adé mértéke heti £80 feletti keresetrészre 25%.
Tegyiik fel, hogy a ledolgozott 6rdk szdma hetente H > 40.

a) Irjuk fel a nett6 heti bért a H fiiggvényében, majd egyszertisitsiik a kife-
jezést!
b) Szamoljuk ki ' = 50 esetén a nettd bért a kapott képlet felhasznélasaval!

c) Hatdrozzuk meg a kapott képlet nélkiil, a szoveg alapjén, hogy heti 50 6ra
munka utdn mennyi lesz a nettd bér?

Megoldas:
a) El6szor a brutté bért szamoljuk ki:
B=40-8 + (H —40)-12= 320 + 12H — 480 = 12H — 160,

azaz 12H — 160 font. Az ad6 csak a £80 feletti részre vonatkozik. Az add
nagysaga 25%, ezért a nettd bér:

N =0,75- (B — 80) + 80,
azaz a brutt6 bért behelyettesitve
N =0,75- ((12H —160) — 80) +80=0,75- (12H — 240) + 80.
adédik. A zaréjelfelbontas és 6sszevonds utan azt kapjuk, hogy
N =9H — 180+ 80 = 9H — 100.
Tehat a nettd heti bér H fiiggvényében
N =9H —100 (H > 40).

b) A netté bér H = 50 esetén
N =950 — 100 = £350.

¢) Ha H = 50, akkor a brutt6 bér
(40 6ra- £8) + (106ra- £12) = £320 + £120 = £440.
Az adé a £80 feletti részre
(£440 — £80) - 0,25 = £360 - 0,25 = £90,

igy a nettd bér
£440 — £90 = £350.
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ami megegyezik azzal az eredménnyel, amit a képletbe val6 behelyettesités-
sel kaptunk.

41. Feladat. Egy termék alapara darabonként 180 forint. Ha a megrendelés
tobb mint 10 darabra szdl, akkor az egységar minden egyes darab utdn 2 forint-
tal csokken (legfeljebb 60 darabig).

a) Ha 11 darab termékre érkezik megrendelés, akkor mennyi lesz az egységar?
b) Ha 12 darab termékre érkezik megrendelés, akkor mennyi lesz az egységar?
c) frjunk fel képletet a teljes rendelési koltséget a rendelési mennyiség (n)

fliggvényében, majd egyszersitsiik! Tegyiik fel, hogy 10 < n < 60.
d) Ellendrizziik a képlet helyességét n = 50 esetén!
Megoldas:
a) Ha 11 darab termékre érkezik megrendelés, akkor az egységar
180—-2-1=180—-2 =178,
azaz 178 forint.
b) Ha 12 darab termékre érkezik megrendelés, akkor az egységar
180 —2-2=180—-4 =176,
azaz 176 forint.
c) Az egységar n fliggvényében:
180, han < 10,

p(n) =
180 — 2 (n — 10) = 200 — 2n, ha 10 < n < 60.

A teljes koltség C(n) = n - p(n), ezért
180 n, han < 10,
C(n) =
n - (200 — 2n) = 200n — 2n%, ha 10 < n < 60.
d) Han = 50, akkor az egységar
p(50) = 200 — 100 = 100,

igy a koltség
C(50) = 50 - 100 = 5000.

Ugyanez a képletbdl
C(50) = 200 - 50 — 2 - 50 = 10000 — 5000 = 5 000.
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42. Feladat. Egy kirdndulds koltsége személyenként £8 a széllitdsért, tovdbba
minden felndtt utan £5 és minden gyermek utén £3 étkezési dij fizetendd. Irjunk
fel kifejezést a kirandulés teljes koltségére, ha z a felnéttek, és y a gyermekek
szdma, majd egyszerUsitsiik a kifejezést!

Megoldas:
A szallitas koltsége minden résztvevs utdn
szdllitasi dij = 8 - (x + y).
Az étkezési dij
étkezési dij = 5z + 3y.

A teljes koltség
T=8-(x+y)+ 5z + 3y.

Zarojelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
T =8x+ 8y + 5z + 3y = 13z + 11y.

Tehat a kirdndulés teljes koltsége
T =13z + 11y.

43. Feladat. Egy cég parkolét épit az alkalmazottai szdméra. A parkold, amely
x autdt tud befogadni, hosszisdga (méterben) 4x + 10, szélessége pedig 2z +
10. A parkol6 teriiletébd] 24 m? kizdrélag a ldtogatk autéinak lesz fenntartva.
Irjunk fel kifejezést az alkalmazottak szaméra rendelkezésre 4ll6 teriiletre
fiiggvényében, majd egyszeriisitsiik a kifejezést!

Megoldas:
A teljes parkol¢ teriilete
Tietjes = (4 +10) - (22 4 10).
A szorzas elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
Teelies = 82° + 40z + 20z + 100 = 8x% + 60z + 100.

Mivel 24 m? a litogatéknak van fenntartva, ezért az alkalmazottak szdméra
elérhetd teriilet:

Tdolgozék = Tteljes — 24 = 82° + 60z + 76.
Tehat az alkalmazottak szamara rendelkezésre allo teriilet

Taolgozek = 822 + 60x 4 76 m>.
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44. Feladat. Egy cég nyersanyagot vasarol, amelynek 4ra az elsd 40 tonnara
£220/tonna, a kovetkezd 40 tonndra £180/tonna, és az ezen felilli mennyiségre
£150/tonna. [rjunk fel kifejezést a teljes koltségre az sszes mennyiség (x
tonna) fiiggvényében, ha x > 80, majd egyszertisitsiik a kifejezést!

Megoldas:
A teljes koltség harom részbdl all:
C=C+Cy+ (s,

ahol

C1 =40-220 = £8800

Cy =40-180 = £7200

C3 = (z — 80) - 150.
Tehat azt kaptuk, hogy

C = 8800+ 7200 + 150 - (x — 80).

A zér6jelek felbontdsa utdn

C =16000 + 150z — 12000 = 1502 + 4 000

adédik, igy a teljes koltség fontban
C' = 1502 + 4000, (xz > 80).
45. Feladat. Egy vallalat 6sszkoltsége
C(x) = 25z + 222,

ahol z a termelt mennyiség. Irjuk fel az dtlagkoltségre vonatkozo kifejezést a
termelt mennyiség x fiiggvényében!

Megoldas:
Az atlagkoltség az 6sszkoltség osztva a termelt mennyiséggel, azaz
AC(x) = C;x)
Mivel C(x) = 25z + 222, ezért
25z + 222

AC (x)

X
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Kiemelve az x-et a szdmldléban azt kapjuk, hogy

AC() = B H2) ooy

x
Tehat az 4tlagkoltség
AC(x) =25+ 2x
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1.8. Osszefoglalé feladatok

46. Feladat. Végezziik el a kivondst az

27’L+1 _ 2n

kifejezés esetén!
Megoldas:
Mivel
2ntl =2m. 2l =272
ezért
ontl _on —gn.g_9on—9on.(2-1)=2"
47. Feladat. Végezziik el a kivondst az

(n+1)2 —n?

kifejezés esetén!
Megoldas:
Mivel
(n+1)2=n*+2n+1,
ezért
(n+1)2—n*=n*+2n+1-n?>=2n+1.

48. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha n tetsz6leges természetes szam, akkor az

n+4 n+3

2n+3 2n+1
kifejezés értéke mindig negativ!

Megoldas:

A k6z0s nevez0 a két nevezd szorzata, igy
(n+4)-2n+1)—(n+3)(2n+3)
(2n+3)-(2n+1) ’

adodik. A szdmldléban elvégezve a zdrdjelek felbontdsat azt kapjuk, hogy

2n? +n+8n+4— (2n? +3n+6n+9)
(2n+3)-(2n+1) '
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A megmaradt zardjel felbontdsa és dsszevonds utdn azt kapjuk, hogy

M2 4+n+8n+4—2n2—3n—6n—9 -5

(2n+3)-(2n+1) S (2n+3)-(2n+1)
ami mindig negativ, mert a szdmlal6é negativ, és a nevez$ pozitiv, ugyanis n
természetes szam, ami pozitiv, igy 2n + 3 és 2n + 1 is pozitiv és két pozitiv
szadm szorzata pozitiv.

49. Feladat. Adjuk meg a

-8 _ (.3 szam ellentettjét!
4 2 1
Megoldis:

_—8*265— —§ *§ezért
4 | 2) 2

Mivel

igy a keresett szidm ellentettje

T
5
50. Feladat. Szamoljuk ki a
3714372
33
kifejezés pontos értékét!
Megoldas:
Mivel 371 = 1,372 = 1 és 373 = 4, ezért
1,1 4
+1 4 4
29 =9 = _.27=12
s w9

Tehat a kifejezés értéke 12.

51. Feladat. Hatirozzuk meg az x kitevot ugy, hogy

teljesiiljon!

Megoldas:
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Tehat z = 0.
52. Feladat. Végezziik el a zdr6jelfelbontdst és egyszer(isitést az
(22 +3)% — (z — 1)?
kifejezésben!
1. Megoldas:
Felhaszndlva az a® — b?> = (a — b)(a + b) azonossagot:
2z +3?2—(x—-1)%=[2z+3)— (z—1)] - [(2z+3) + (z - 1)].
A zargjelek felbontdsa utdn:
(z+4)- 3z +2) =322+ 14z + 8.
Tehit a kifejezés egyszerisitett alakja 322 4 14z + 8.

2. Megoldas:
Mivel
2z +3)% = 42® + 122 +9
és
(x—1)2=2? -2z +1,
ezért

(22432 —(z—1)2? =42+ 1224+ 9— (2?2 =2z +1) =
=422+ 122 +9— 22+ 22 — 1 =322 + 142 + 8

53. Feladat. Hatdrozzuk meg az A és B valds szamokat igy, hogy
4 5 A-x+ B

x+:n—|—2::v-(x+2)

teljestiljon!
Megoldas:
A koz6s nevezd x - (z + 2), igy

4-(x+2)+5x A-x+B
r-(z+2) - (z+2)
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A zér6jel felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy
dr+8+5r  9r+38

r-(z+2)  z-(z+2)
amibdl kovetkezik, hogy A = 9 és B = 8.

54. Feladat. Mutassuk meg, hogy az
1 1

n+1l n

kifejezés értéke negativ minden n természetes szam esetén!
Megoldas:
Ko6z6s nevezore hozva azt kapjuk, hogy

1 I 1-n—-1-(n+1)

n+1l n n-(n+1)
ezért
1 1 n—n—l_ 1

n+l n n-(n+l) n-(n+1)

Mivel n természetes szam, ezért pozitiv, igy n + 1 is pozitiv. Egy negativ és
egy pozitiv szdm hanyadosa negativ.

55. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

1 1
(n+1)2 n?

kifejezés értéke negativ minden n természetes szdm esetén!

Megoldas:
Ko6z6s nevezdre hozva azt kapjuk, hogy
1 1 1-n2—1-(n+1)?
(n+1)2 nz2  n2-(n+1)2
ezért
1 1 nP-n*-2n-1_  -2n-1
(n+1)2 nz2  n2-(n+1)2  nZ-(n+1)

Mivel n? és (n + 1)? pozitiv szdmok, amelyek szorzata is pozitiv, és —2n — 1
negativ és egy negativ, igy egy pozitiv szdm hanyadosa adédik, ami negativ.
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56. Feladat. Végezziik el a kivondst az

(n+1)3 —n?
kifejezés esetén!
Megoldas:
Mivel
(n+1)3=n®+3n? +3n +1,
ezért

(n+1)?—n*=n>+3n+3n+1—-n=3n>+3n+1.

Mivel n pozitiv, ezért 3n is pozitiv, tovabba n?, igy 3n? is pozitiv és pozitiv
szamok Osszege pozitiv, amivel igazoltuk, hogy a kifejezés értéke minden n
természetes szam esetén pozitiv.






2. fejezet

Egyenletek megoldasa

41



42 2. EGYENLETEK MEGOLDASA

2.1. Elsofoku egyenletek

Elméleti 6sszefoglalo.

Legyenek a és b tetszSleges valos szamok! Az
a-r+b=0
egyenletet elsdfoki egyenletnek nevezziik, az x-et az egyenlet ismeretlenének
hivjuk.
Példaul 2x + 4 = 0 egy els6foku egyenlet.

Azt mondjuk, hogy egy valds szam megolddsa az egyenletnek, ha behelyettesitve
az x helyére igaz egyenlséget kapunk.
Példaul a 2z + 4 = 0 egyenletnek x = —2 megolddsa, mert 2 - (—2) + 4 = 0.
Ha a = 0 és b = 0, akkor azonossdgot kapunk, ilyenkor minden valds szdm
megoldésa az egyenletnek.
Ha a = 0 és b # 0, akkor az egyenletnek nincs megolddsa.
Ha a # 0, akkor az a - x + b = 0 egyenlet megoldasa
b
rT=——.
a
Példa. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a
2r+2
=

2

egyenletet!
Megoldas:

Az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel szorozva, majd az egyenletet rendezve azt
kapjuk, hogy

2z +2 =10 = 20 =8 = T = 4.



2. ELSOFOKU EGYENLETEK 43

Kidolgozott feladatok.

57. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az
Sv+1 3r—1 5
2 5

egyenletet!
Megoldas:

Ko6z0s nevezd a 10. Ezzel szorozva az egyenlet mindkét oldalat azt kapjuk,

hogy
5-(Bx+1)—2-(3z—1)=20.

Felbontva a zar6jeleket
25z 4+5—6zx+2 =20
adédik. Osszevonds és az egyenlet rendezése utdn azt kapjuk, hogy
192 +7=20 = 19z = 13,

) , 13

igy az egyenlet megolddsa x = To"

Mivel ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, ezért a kapott szdm megoldésa az
eredeti egyenletnek, amit behelyettesitéssel ellendrizhetiink is.

58. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazén az
(2z+1)2 —42® =5

egyenletet!
Megoldas:
Az azonossidg elvégzése utdn azt kapjuk, hogy

(2z 4 1)% = 42 4+ 4z + 1,
igy az egyenlet

4 44z +1—422 =5

alakii lesz. Osszevonds és az egyenlet rendezése utin

dr+1=5 = 4 =4

adédik, igy az egyenlet megolddsa z = 1.
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Mivel ekvivalens dtalakitidsokat végeztiink, ezért a kapott szdm megolddsa az
eredeti egyenletnek, amit behelyettesitéssel ellen6rizhetiink is.

59. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
dr—3  2x+1

)
3+6

egyenletet!

Megoldas:

Ko6z06s nevezd a 6. Ezzel szorozva az egyenlet mindkét oldalat azt kapjuk, hogy
2 (42 —3)+ (22 +1) = 30.

Felbontva a zardjeleket

8z —6+2x+1=30

adédik. Osszevonds és az egyenlet rendezése utdn azt kapjuk, hogy
10x — 5 =30 = 102z = 35,
igy az egyenlet megolddsa © = % = g =3.,5.
Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért a kapott szdm megolddsa az
eredeti egyenletnek, amit behelyettesitéssel ellendrizhetiink is.
60. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazéin az
(x—22—(z+1)2=9
egyenletet!
Megoldas:
Mivel (z — 2)? = 22 — 4z +4és (z + 1)% = 22 + 22 + 1, ezért
(2% —4x +4) — (2 + 22 +1) =9.
A zér6jelek felbontdsa utdn
2 —dr+4—-2 -2 -1=9
adaddik, tehat az egyenlet
—6x+3=9
alaki. Osszevonds és rendezés utdn azt kapjuk, hogy

—6z+3=9 =  z=-1
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Mivel ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink, ezért a kapott szdm megoldésa az
eredeti egyenletnek, amit behelyettesitéssel ellen6rizhetiink is.
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2.2. Masodfoku egyenletek

Elméleti osszefoglalé.

Legyenek a, b, ¢ olyan valds szamok, hogy a # 0. Az
a-22+b-x+c=0

egyenletet mdsodfokii egyenletnek nevezziik.

Ha b = 0 vagy ¢ = 0, akkor hidnyos mdsodfokii egyenletrdl beszEliink.

2

Ha b = 0, akkor az egyenlet a - 2 4 ¢ = 0 alakd, igy a - 22 = —c, amibdl azt

kapjuk, hogy
2r=-5 = T = :I:\/?
a a

Példaul az z2 — 4 = 0 egyenlet megolddsa
22 =4 = r = £2.
Ha c = 0, akkor az egyenlet a - 2 + b - & = 0 alakd, igy
z-(a-z+b)=0
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valame-
lyik tényezdje nulla, igy

x=0 vagy a-z+b=0 = z=-——.
a

Példdul az 22 — 2 = 0 egyenlet megolddsa
z-(x—1)=0 = x=0 vagy z=1.

Haa #0,b# 0ésc# 0, akkoraz a - 22 + b - © + ¢ = 0 egyenlet megoldasa

—b++b? —4ac
r192 = .
’ 2a

Példa. Oldjuk meg a 222 — 1z — 3 = 0 egyenletet a valés szamok halmazén!
Megoldas:
A masodfoku egyenlet megolddképletével azt kapjuk, hogy

1+£v/1+24 145
2 2

T12 =
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igy az egyenlet megolddsai
_1+5 3 1-5

I — €S x2:7:—1.

4 2 4

47
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Kidolgozott feladatok.

61. Feladat. Oldjuk meg a 222 —200 = 0 egyenletet a valés szdmok halmazan!
Megoldas:

Az egyenletet rendezve 222 = 200 adédik, igy 22 = 100, amib&l azt kapjuk,
hogy z = £10.

62. Feladat. Oldjuk meg az 2> = 2z egyenletet a valés szimok halmazan!
Megoldas:
Az egyenletet rendezve 22 — 22 = 0 adédik, igy

z-(x—2)=0,

ami csak ugy teljesiilhet, ha z = 0 vagy x — 2 = 0, amibdl azt kapjuk, hogy
T =2.

63. Feladat. Oldjuk meg az 22 — 22 — 3 = 0 egyenletet a valés szamok hal-
mazan!

Megoldas:
A masodfoku egyenlet megoldéképletével azt kapjuk, hogy
2+v4+12 244

T1,2 = 9 9
igy az egyenlet megolddsai
2414 2-4
xlz%zii és :cng:—l.

64. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazéan az
(x+3)2—6-(x+2)=5
egyenletet!
Megoldas:
Az azonossdg elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
(x4 3)% = 2% + 62+ 9,

igy az egyenlet:
2? + 62 +9—6x—12=5
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Osszevonds és az egyenlet rendezése utdn
?-3=5 =  2*=38
adédik, igy az egyenlet megolddsa

r=4+V8=42.V2

Mivel ekvivalens 4talakitisokat végeztiink, ezért a kapott szdmok megolddsai
az eredeti egyenletnek, amit behelyettesitéssel ellendrizhetiink is.
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2.3. Exponencialis egyenletek

Elméleti 6sszefoglalo.

Azokat az egyenleteket, amelyeknél az ismeretlen a kitevGben szerepel expo-
nencidlis egyenletnek nevezziik.

Példaul a
2" +4* =6

egyenlet egy exponencialis egyenlet.

Az exponencidlis egyenletek megoldédsa soran felhaszndljuk a logaritmus azonossa-
gait.

Az exponencidlis egyenletek megolddsa sordn fel fogjuk hasznélni azt a tényt,
hogy ha a pozitiv, 1-t6] kiilénb6z6 valds szdm, akkor az a® = a¥ dsszefiiggésol,
kovetkezik, hogy = = y.

Példa. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a
1
27~ =8
2
egyenletet!
Megoldas:
1
Mivel 3 =927 1458 =123 = 2%, ezért a
97 . 972 — 93

egyenlet adédik. A hatvdnyozds azonossdgainak felhasznildsdval azt kapjuk,
hogy

(NI

2772 =22,

3
igyx —2= 5 tehdt az egyenlet megoldasa
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Kidolgozott feladatok.

65. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazéan a
3042 4 g7+3 _ 108
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenletet dtalakitva azt kapjuk, hogy
3°.3% +3%.3% = 108.
Vezessiik be az a = 3* jelolést. Ekkor azt kapjuk, hogy
9a + 27a = 108 = 36a = 108.
Ebbdl a = 3. Visszahelyettesitve az a = 3% kifejezésbe azt kapjuk, hogy
=3 = 3¥=3 = =1

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti egyenletnek is.

66. Feladat. Oldjuk meg a vals szdmok halmazén az
2% —6-2°+8=0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenletet dtalakitva azt kapjuk, hogy
(29)% —6-2" +8 = 0.
Vezessiik be az a = 27 jelolést. Ekkor azt kapjuk, hogy
a® — 6a+8 = 0.
A masodfoki egyenlet megoldoképletének alkalmazasaval

6++36—-32 6+2
2 2

a2 =

adodik, igy 6o 649
al:T:2> ang:éL

Visszahelyettesitve az a = 2 egyenletbe, egyrészt azt kapjuk, hogy
=2 = 2= = =1,
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masrészt
=4 = =22 = =2

Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a kapott eredmények megolda-
sai az eredeti egyenletnek is.

67. Feladat. Oldjuk meg a val6s szimok halmazan az
9" —-7-3"+12=0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenletet 4talakitva azt kapjuk, hogy
(3%)2 - 7-3"412=0.
Vezessiik be az a = 3% jelolést. Ekkor azt kapjuk, hogy
> —Ta+12=0.
A mdasodfoki egyenlet megoldoképletének alkalmazasaval

TV49-48 7+1
2 2

al2 =

ad6dik, igy
7T—1 T+1
alzT:?),ag:T:él.

Visszahelyettesitve az a = 3” egyenletbe, egyrészt azt kapjuk, hogy
=3 = 3F=3 = =1,
masrészt a logaritmus definicidja szerint
3=4 = x=Ilogz4

adédik. Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a kapott eredmények
megoldésai az eredeti egyenletnek is.

68. Feladat. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az

3x+4 _ 9x—3

32m—2

egyenletet!
Megoldas:
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Felhasznalva, hogy 9 = 32, tovabba alkalmazva azt, hogy hatvdny hatviny-
ozdsakor az alapot a kitevOk szorzatdra emeljiik, azt kapjuk, hogy

322 ’
ey +4
31
3202 37,

Azonos alapu hatvanyok osztasakor az alapot a szamlalo és a nevezd kitevdjének
kiilonbségére emeljiik, igy
3x+47(2172) — 32x76

Egyszer(sités utdn
3714»6 — 32176

adadik, igy
—z+6=2x—6,
amibdl azt kapjuk, hogy = = 4.

Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti egyenletnek is.

69. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az
2" —5.2% 4+6-2° =0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenletet 4talakitva azt kapjuk, hogy
27 (2% —5-2" 4+ 6) = 0.
Mivel 2* > 0, ezért csak a zar6jelben 1év6 kifejezés lehet nulla:
(27) =527 46 = 0.
Vezessiik be az a = 27 jelolést. Ekkor azt kapjuk, hogy
a® — 5a+6 = 0.
A masodfoku egyenlet megoldéképletének alkalmazasaval

5++v25-24 5+1
2 2
adodik, igy a1 = 2, as = 3. Visszahelyettesitve az a = 2% kifejezésbe:

aie =

2=2 = z=1, illetve 2 =3 = x=logy3.
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Mivel ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmények megolda-
sai az eredeti egyenletnek is.
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2.4. Logaritmikus egyenletek

Elméleti 6sszefoglalo.

Logaritmikus egyenletek nevezziik azokat az egyenleteket, amelyek logaritmikus
kifejezéseket tartalmaznak.

Példaul a log, z = 3 egy logaritmikus egyenlet.
A logaritmikus egyenletek megoldasa sordn felhasznaljuk a logaritmus azonossa-
gait.
A logaritmikus egyenletek megolddsa sordn fel fogjuk haszndlni azt a tényt,
hogy ha a pozitiv, 1-t8] kiilonb6z6 valés szam, akkor az log, x = log, y Ossze-
fliggésol, kovetkezik, hogy = = y.
Példa. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az
logs(x —2) —loggz =2

egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanya:

z—2>0 = z>2 é z>0.
Tehat az értelmezési tartomdny: x € ]2; ool.

A logaritmus azonossigainak alkalmazasaval az egyenlet

-2
logs (x . > = logs 9.

alaku lesz. A logaritmus fiiggvény szigordan monoton, igy
r—2
x

. . . . 1 ..
Az egyenletet rendezve alzt kapjuk, hogy 8z = -2, igy ¢ = —7> ami viszont
nem eleme az értelmezési tartomdnynak, igy az egyenletnek nincs megolddsa.
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Kidolgozott feladatok.

70. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az
lg(x —2)+1gb=1

egyenletet!

Megoldas:

Az egyenlet értelmezési tartomanya:

z—2>0 = x>2

A logaritmus azonossdgainak alkalmazdsdval az egyenlet 4talakithato:
lg(5-(z—2)) =1
Mivel 1 = 1g 10, ezért
Ig (5 (z—2)) =1g10.
A logaritmus fliggvény szigorian monoton, igy
5-(x—2)=10 = bHxr—10=10 = x=4.

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti egyenletnek is.
71. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az

logs(z — 1) + logg x = logs 6
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomdnya:

r—1>0 = x>1 é x>0,
igy x > 1. A logaritmus azonossigainak alkalmazdsdval az egyenlet dta-
lakithat6 gy, hogy
logz (z - (x — 1)) = logs 6.
A logaritmus fiiggvény szigorian monoton, igy

z-(r—1)=6 = 2°—-z-6=0.
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A masodfoki egyenlet megolddképletének alkalmazdsadval azt kapjuk, hogy
1+v14+24 1+5

2 T2
igy z1 = 3és xyg = —2. Mivel xz9 = —2 < 1, nem eleme az értelmezési
tartomanynak, ezért az egyenlet megolddsa r = 3.

T12 =

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti egyenletnek is.

72. Feladat. Oldjuk meg a vals szdmok halmazén az
logy(x —3) —loggz =2
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanya:
r—3>0 = x>3 é x>0

Tehdt az értelmezési tartomény: x € |3; ool.

A logaritmus azonossiagainak alkalmazdsdval az egyenlet

alakd lesz. A logaritmus fiiggvény szigordan monoton, igy
z—3
x
Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy 3x = —3, igy * = —1, ami viszont
nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy az egyenletnek nincs megoldasa.
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2.5. Tovabbi egyenletek

Ebben a részben olyan egyenleteket fogunk megoldani, amelyek abszoluitértékes
és gyokos kifejezéseket tartalmaznak és olyanokat, amelyek szorzattd alakitds-
sal oldhat6k meg.

73. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazéin az

lz+3|=2x+5
egyenletet!
Megoldas:
Ha x > —3, akkor

r+3=2x+5,

amibdl azt kapjuk, hogy z = —2, ami teljesiti az x > —3 feltételt.
Ha x < —3, akkor
—(x+3) =2z +5,
8
amibdl azt kapjuk, hogy —x — 3 = 2z + 5, vagyis —3z = 8, tehit z = 3
ami nem teljesiti az x < —3 feltételt.

Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti egyenletnek is:
= —2.

74. Feladat. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az
Ve+l=z-1
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanya:
z+1>20 = z>-1.
Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy
r+1=(z—1)>%
A nevezetes azonossag elvégzése utdn

r+1=2a%—22+1.
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Az egyenletet nulldra rendezve azt kapjuk, hogy
2 -32=0 = z-(z—-3)=0.
Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.

z-(x—3)=0

Ha z = 0, akkor

e az egyenlet bal oldala /0 + 1 = 1;

e az egyenlet jobboldala0 — 1 = —1.
Tehat x = 0 nem megoldésa az eredeti egyenletnek.
Ha z = 3, akkor

e az egyenlet bal oldala /3 + 1 = 2;

e az egyenlet jobb oldala 3 — 1 = 2.
Tehat x = 3 megoldésa az eredeti egyenletnek.

75. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazén az
Ve +1=2z—4

egyenletet!

Megoldas:

Az egyenlet értelmezési tartomdnya x > —1. Az egyenlet mindkét oldalat
négyzetre emelve azt kapjuk, hogy

r+1=(2z—4)>2%
A nevezetes azonossag elvégzése utin
z+ 1 =42 — 16z + 16.
Az egyenletet nulldra rendezve azt kapjuk, hogy
42 — 17z +15=0.
A masodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

174289 —4-4-15  17++/289—240 1747
8 - 8 8

T2 =
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azaz x1 = 3és x9 = T

5
Ellen6rzEs utan azt kapjuk, hogy x = 3 megoldasa, de x = 1 nem megoldasa

az eredeti egyenletnek.
76. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
zt —42® =0

egyenletet!
Megoldas:
Kiemelve a kozos tényezot azt kapjuk, hogy

gt —4a =23 (x —4) = 0.
Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez6je nulla.

z-(x—4)=0

1 =0 Tg =4
Az egyenlet megolddsai z1 = 0, z2 = 4.
77. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazéin az
2t — 222 =0

egyenletet!
Megoldas:
Kiemelve a k6zos tényez6t:

ot =222 = 2% (2% - 2) = 0.
Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.

2?2 (22-2)=0

. / \

2 2 —2=0

€T e
v =0 Tog =2

Tehat a megolddsok: z1 = 0,29 = —v/2, 23 = V2.
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78. Feladat. Oldjuk meg a vals szdmok halmazén az
2t —8r=0

egyenletet!

Megoldas:

Kiemelve a k6z0s tényez6t:

gt —8r=ux- (23 —8) =0.

Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezgje nulla.

r-(23—8)=0

— T~

r=0 23 —8=0
r1 =0 To = 2
Tehét a megoldédsok: z1 = 0,z = 2.

79. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazén az

e — i 0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomdnya

x € R\ {0}.
A nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

?-1=0 = 2t=1,

igy az egyenlet megoldédsai 1 = 1, o = —1.

80. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a
20— 2373 =0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomdnya
z € R\ {0}.

61
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Mivel 5
207% = =
x s
ezért az egyenlet
2
T3
alaku lesz. A nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy
2t —2=0 = 2t =1,
igy az egyenlet megolddsai 1 = 1, 2 = —1.

81. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a

2—2002"% =0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanya
z € R\ {0}.
Mivel 900
20027 = —-,
x
ezért az egyenlet
200
2 — ? ==

alakd lesz. A nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy
207 -200=0 = 2% =100,

igy az egyenlet megoldésai 1 = 10, xo2 = —10.
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2.6. Gazdasagi alkalmazasok

82. Feladat. Elhelyeziink 600 000 forintot egy bankba két évre kamatos kama-
tozdsud betétbe. A bank a masodik évre a kamatot az elsG évhez képest 4%-kal
emeli. A két év elteltével a pénziink 725 760 forintra novekedett. Mennyi volt
a kamat az elsé évben, illetve a masodik évben?

Megoldas:

Legyen az els6 évi kamat p%. Ekkor felirhat6 az

D p+4
-1 —) . (1 7> =172
600 000 ( + 100 + 100 725760

egyenlet. Az egyenlet mindkét oldalat 600 000-rel elosztva azt kapjuk, hogy

p p+4
1 —) : (1 7) = 1,2096.
( * 100 700

A zardjelek felbontdsa utan

p+4  p>+4p
1 =1,2096
* 100 T 10000 ’

adddik. Az egyenlet mindkét oldaldbdl 1-et kivonva
2p+4  pi44dp
100 10000
Szorozva a kozos nevezdvel, 10 000-rel azt kapjuk, hogy
100 - (2p +4) + (p* + 4p) = 2096.
A zardjel felbontdsa utdn
200p + 400 + p? + 4p = 2096
adodik. Az egyenletet nulldra rendezve azt kapjuk, hogy
p% 4 204p — 1696 = 0.
A masodfoki egyenlet megoldéképletét alkalmazva

—204 £ \/2042 —4-1-(—-1696) —204 4+ 220
P12 = = )
2 2
adodik, igy p1 = 8, illetve po = —212. Mivel p > 0, ezért p = 8, azaz az els6

évi kamat 8%, a masodik évi pedig 8% + 4% = 12%.

= 0,2096.

83. Feladat. Egy varos lakéinak szdma jol modellezhet6 a
P(t) = 25000 - 200

Osszefiiggéssel, ahol ¢ a 2000 6ta eltelt évek szama.
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a) Hényan laktak a varosban 2 000-ben?
b) Hényan laktak a varosban 2 010-ben?
¢) Mikor lesz a varos népessége 40 000 f6?
Megoldas:
a) Mivel 2 000-ben 2 000-hez képest 0 év telt el, ezért 2 000-ben
P(0) = 25000 - 2° = 25000

6 lakott a varosban.

b) Mivel 2 010-ben 2 000-hez képest 10 év telt el, ezért
P(10) = 25000 - 299210 — 25000 - 292 ~ 25000 - 1,1487 ~ 28 717
6 lakott a varosban.

¢) Keressiik a
40 000 = 25000 - 2002

egyenlet megoldasat. Az egyenlet mindkét oldalat elosztva 25 000-rel azt
kapjuk, hogy

1,6 =200%,
Ha vessziik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusét, akkor azt kapjuk, hogy
1,6 = 1g 2002 — 0,02t -1g2 = 0,02t = 11156_
Ebbdl | lel6
=G0 %gé ~ 50 - 0,6781 ~ 33,9,

tehat koriilbeliil 2 034-ben éri el a varos lakossaga a 40 000 fot.

84. Feladat. Egy dru listadra 100 000 Ft. Akcidban az ar el6szor d%-kal csokken,
majd 20% éfa keriil rd, és a végsd fogyaszt6i ar 108 000 Ft lett. Szamitsuk ki d
értékét!

Megoldas:

A leirt folyamat képlete:

d

100000 - (1 = 555 - 1,20 = 108000,
100

Az egyenlet mindkét oldalét elosztva 100 000-rel azt kapjuk, hogy

d
1— —) -1,20 = 1,08.
( 100
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Innen

d 1,08 d
_—= ! = —_— = 1 d = ]_
100 1,20 090 = g5 =010 = 0

adodik. Tehdt a kedvezmény mértéke 10%.
85. Feladat. Egy termék dra az els6 évben p%-kal, a masodik évben pedig

(p + 5)%-kal ng. A termék indul6 ara 50 000 Ft, két év mulva az dra 63 250 Ft
lett. Hatarozzuk meg p értékét s a masodik évi novekedési ratat is!

Megoldas:
A feladat szovegének megfelels egyenlet

50000 - (1+1%) . (1+%) — 63250.

Mindkét oldalt 50 000-rel osztva azt kapjuk, hogy

p p+5
1 —) : (1 7) — 1,265.
( * 100 00

A zér6jeleket felbontva
2p+5  p*+5p
100 10000
adédik. Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
100 - (2p + 5) + (p* + 5p) = 2650.
A zargjeleket felbontva €s az egyenletet nulldra rendezve
p% 4+ 205p — 2150 = 0

addédik. A masodfoki egyenlet megolddképletének alkalmazdsdval azt kapjuk,
hogy

1+

= 1,265

—205 4+ /2052 —4 - 1-(—=2150)  —205 + 225
P12 = = )
2 2
igy p1 = 10, po = —215. Mivel p értéke csak pozitiv lehet, ezért p = 10, a

madsodik évben pedig p + 5 = 15% a novekedés.

86. Feladat. Anna és Zsuzsi is szeretné megvenni az Ujsdgarusndl ugyanazt a
magazint, de egyik lanynak sincs elegendd pénze. Anna pénzébdl hidnyzik a
magazin dranak 12%-a, Zsuzsi pénzébdl pedig az ar egyotode. Elhatdrozzak,
hogy kozosen veszik meg a magazint. A vasarlas utdn 714 forintjuk marad.
Mennyibe keriilt a magazin, és mennyi pénze volt a lanyoknak kiilon-kiilon a
magazin megvasarlasa el6tt?
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Megoldas:
Legyen a magazin ara . Ekkor Anna pénze 0,88z, Zsuzsi pénze pedig
4 —
gac = 0,8x.
A két lany pénzének Osszege:
0,88« + 0,8x.

Mivel a magazin arat kozosen fizetik, és 714 forint marad, felirhat6 az egyenlet:
0,88x + 0,8z = x + 714.
A bal oldalon 6sszevonva:
1,68z = x + 714.

Rendezés utan:

0,68z = 714 = r =

Tehat a magazin dra 1050 forint.

Anna pénze 0,88 - 1050 = 924 forint, Zsuzsi pénze pedig 0,8 - 1050 = 840
forint volt a magazin vésarlasa el6tt.

87. Feladat. Egy villalat egy adott terméke esetén a p egységar (font) és az
eladott ¢ mennyiség (darab) kozott a

q="10—p,
kapcsolat all fenn.
a) Hény darabot tudunk értékesiteni p = 10 fontos egységaron?
b) Milyen egységar esetén lesz a véllalat osszbevétele 600 font?
¢) Amikor 600 font a bevételiink, hany darab terméket értékesitettiink?
Megoldas:
a) Ha p = 10, akkor ¢ = 70 — 10 = 60 darab terméket tudunk értékesiteni.
b) Az Osszbevétel
p-q=p-(70—p) :70p—p2.
Mivel az 6sszbevétel 600 font, ezért
70p — p? = 600.
Az egyenletet nulldra rendezve:
p? — 70p + 600 = 0.
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A maésodfoki egyenletet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

70 £+v4900 — 2400 70 £ 50

2 2

P12 =
igy
70450 _70-50
=—= =—— =

¢) Ha p; = 60, akkor g; = 70 — 60 = 10 darab terméket értékesitettiink.
Ha p; = 10, akkor ¢ = 70 — 10 = 60 darab terméket értékesitettiink.

10.

607 D2

b1

88. Feladat. Egy versenyzdi piacon a p egységar esetén ¢ darab termék irdnt
van kereslet és a p és q kozott a

_ 610—p

3

q

Osszefiiggés 4ll fenn.

Ugyanezen termék esetén a kindlatra a
p—20

== 2 5

q

Osszefliggés adddik.

Hatarozzuk meg az egyenstlyi drat és mennyiséget, vagyis azt az egységarat és
termelési szintet, amikor a kereslet és a kinalat megegyezik!

Megoldas:
Egyensulyban a kereslet és a kindlat megegyezik, vagyis
610—p p—20
32

A koz6s nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

1220 — 2p = 3p — 60 = 1280 = 5p,

igy az egyensulyi ar
p = 256.
Az egyenstilyi mennyiség
256 — 20
-
Tehét az egyensilyi mennyiség ¢* = 118, az egyensulyi ar pedig p* = 256
font.

= 118.



68 2. EGYENLETEK MEGOLDASA

89. Feladat. Egy vdllalat egy adott terméke el6allitdsanak atlagkoltsége

4
20 + 10z font,
x

ahol z a legyértott mennyiség (darab). Milyen termelési szint esetén lesz az
atlagkoltség 40 font?

Megoldas:
A feladatunk, hogy megoldjuk a
20 + 10z =40
x
egyenletet. Mindkét oldalt szorozva x-szel azt kapjuk, hogy
40 + 102” = 40z.
Az egyenletet nulldra rendezve
102* — 40z +40 = 0
adddik. Mindkét oldal oszthat6 10-zel, igy
a? —dz 44 =0.

Felhasznalva, hogy
22 —dx+4=(z—2)?
azt kapjuk, hogy
(x—22=0 = z=2
Tehét az atlagkoltség akkor lesz 40 font, ha a véllalat 2 egység terméket allit
eld.
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2.7. Osszefoglalé feladatok

90. Feladat. Oldjuk meg a

D=

(6900 — 0,2%)% — %Ox (6900 —0,2z)"2 =0
egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanya

6900 — 0,22 > 0 = x > 34,500.
Mivel

(6900 — 0,22)2 = /6900 — 0,2z,

1

v/ 6900 — 0,2z
ezért az egyenlet

1
/6900 — 0,2 — 0,1z -0

v/ 6900 — 0,2z

alaku lesz. Az egyenlet mindkét oldalét szorozva a nevezdvel azt kapjuk, hogy
6900 — 0,22 — 0,1z =0 = 6900 = 0,3z.

(6900 — 0,22) "2 =

Az egyenlet mindkét oldalat osztva 0,3-del azt kapjuk, hogy
x = 23000.

Ellendrzéssel adddik, hogy a kapott szdm valéban megoldasa az eredeti egyen-
letnek.

91. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazén az
3xr—2  2x+1

3
4+6

egyenletet!
Megoldas:

A kozos nevezd 12. Ezzel az egyenlet mindkét oldalat szorozva azt kapjuk,

hogy
3-(Bx—2)+2-(2z+1)=36.
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Felbontva a zar6jeleket
9r — 6 + 4z + 2 = 36
adédik. Osszevonds utdn azt kapjuk, hogy
13z — 4 = 36,

s

18y 10
13z = 40 = = —.
x T=Tq
Mivel ekvivalens 4talakitdsokat végeztiink, ezért a kapott eredmény megolddsa
az eredeti egyenletnek is.

92. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazéin az

(z—32—(z—1)-(z—5)=2
egyenletet!
Megoldas:
El6szor bontsuk fel a zardjeleket:

(x —3)> =2% — 62+ 9, (x—1)(x —5) =2% — 62 +5.
Ezeket behelyettesitve
(22 — 62 +9) — (2° — 6z +5) =2
adédik, igy
2 —6r+9—22+62-5=2 = 4=2
ami ellentmondas, igy az egyenletnek nincs megoldésa.
93. Feladat. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazéan az
getl _ge—1 _ g

egyenletet!
Megoldas:

2.T
Felhasznélva az 21! = 2. 27 illetve az 2*~! = 5 osszefiiggéseket a

2.2 -2 —¢
2

egyenlethez jutunk. Bevezetve a 2 = a helyettesitést azt kapjuk, hogy

2a—g:6 ~  4da—a=12,
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igy 3a = 12, tehdt a = 4. Visszahelyettesitve a 2* = a egyenletbe 27 =
adodik, tehat x = 2.

94. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan a
2- (22 +1) -2z 22

=0
(332 + 1)2

egyenletet!
Megoldas:

A nevezdvel szorozva és a szdmlédloban elvégezve a miiveleteket azt kapjuk,

hogy
222 +2 — 422 = 0.

Osszevonds utan —2x2 + 2 = 0 adédik, igy
2 = 222 = = g2 = r = =xl1.
95. Feladat. Egyszerisitsiik a
—dx - (22 +1)2 - (2-22%)-2- (22 +1) -2z
(132 + 1)4

kifejezést, majd oldjuk meg a
4z (22 +1)2 - (2-222)-2- (22 +1)- 2z

EESIL -

egyenletet!
Megoldas:
A szdmlaléban kiemelve az (22 + 1) - 4z kifejezést, azt kapjuk, hogy
(2?2 +1) -4z - [— (2 +1) — (2 — 227)]

(22 +1)4 '

Egyszer(sités utdn azt kapjuk, hogy
Az - [ = (22 +1) — (2 — 227)]
(x241)3 ‘

Tehat az
dz - [— (224 1) — (2 — 22?)]
@+ 1)
egyenletet kell megoldanunk. A nevezdvel szorozva
4z [— (2* +1) — (2 — 227)]

=0
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adodik. Egy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik tényezgje nulla, igy egyrészt
4z = 0, amibdl azt kapjuk, hogy = = 0. Mdsrészt

—(2*+1)—-(2-22%) =0 = —x? —1-2+22% =0,
igy 22 — 3 =0, tehat 22 = 3, azaz x = +/3.

96. Feladat. Vilaszoljunk az aldbbi kérdésekre!

a) Adjuk meg a valés szdmok halmazdnak azon legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen az
(x—2)?—2-2(v—2)
(z—2)1

kifejezés értelmezhetd!
b) Egyszerisitsiik az
(r—2)2—2-2-(x—2)
(x—2)*

kifejezést.
¢) Oldjuk meg az
(r—2)?%—2-2 (v —2)

(c—2)1 =0

egyenletet!
Megoldas:
a) A nevezd nem lehet nulla, igy (z — 2)* # 0, tehdt x — 2 # 0, azaz © # 2.
Az értelmezési tartomany
x € R\ {2}.
b) A szdmldl6ban kiemelve az (z — 2) kifejezést, majd egyszerdsités utdn azt
kapjuk, hogy
(z—2)-[(z—2)—22] [(z—-2)—22] z-2-20 —a-2

(x — 2)1 T @27 @-20  (@-2P
c) Egyszer(sités utdn a
—r—2 0
(-2

egyenletet kell megoldanunk. A nevezdvel szorozva
—r—2=0 = T =2

adédik, ami megoldasa az eredeti egyenletnek.
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97. Feladat. Vailaszoljunk az aldbbi kérdésekre!
a) Adjuk meg a valés szamok halmazanak azon legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a
1 (z-23—(~2—-2)-3- (v —2)?
(z—2)°

kifejezés értelmezhetd!
b) Egyszertsitsiik a
1 (z-23=(—2—-2)-3- (v —2)?
(x—2)°

kifejezést.
¢) Oldjuk meg az
~1-(z—-23—(~2—-2)-3-(z—2)?

(—2)0 =0

egyenletet!

Megoldas:

a) A nevezd nem lehet nulla, igy (z — 2)% # 0, tehdt x — 2 # 0, azaz © # 2.
Az értelmezési tartomany

zeR\ {2}

7 s

b) A szdmliléban kiemelve az (z — 2)? kifejezést, majd egyszer(isités utdn azt
kapjuk, hogy

_1_(x_2)3_(_x_2).3-(x—2)2:

(x—2)8
C(@-2? [ (x-2)-3-(—z—2)]
(x—2)° '
Mivel
—(x—2)-3-(—z—-2)=—2+2+3x+6=22+38,
igy

(r—2)2-(22+8) 2x+8

@—2¢  (@-2)F
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c) Egyszer(sités utdn a
2 8
T+ —0
(z —2)*

egyenletet kell megoldanunk. A nevezdvel szorozva

20 +8 =0 = z+4=0 = r=—4

adédik, ami megolddsa az eredeti egyenletnek.
98. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
2 —2T =0
egyenletet!

Megoldas:

Kiemelve a k6zos tényezét azt kapjuk, hogy
¥ 2" =" (x—1)=0.
Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.

- (x—1)=0

21 =0 T2 =1
Az egyenlet megolddsai 1 = 0,z = 1.
99. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazéin az
23— 422 432 =0
egyenletet!

Megoldas:

Kiemelve a k6zos tényezét azt kapjuk, hogy
2 —4x? +3x =12 (2 — 42 +3) = 0.

Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.
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75
v (22 —42+3)=0
z=0 22 —4x+3=0
7 =0 4+ V1612 4+2
x2,3 = 2 =
Az egyenlet megoldédsai 1 = 0,29 = 3, x3 = 1.

2






3. fejezet

Egyenletrendszerek megoldasa

77
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3.1. Elsofoku egyenletrendszerek

Elméleti osszefoglalo.

Azokat az egyenletrendszereket, amelyek els6foki egyenletekbdl édllnak, elsd-
fokii egyenletrendszereknek nevezziik.

Példaul az egyenletrendszer
2r + y = 5
r + 2y =5

egy kétismeretlenes els6fokud egyenletrendszer.

Az els6foku két ismeretlent tartalmazo, két egyenletbdl all6 egyenletrendszerek
megoldésa:

1. Az els6foku egyenletrendszereket megoldhatjuk a behelyettesité médszerrel
azaz Ugy, hogy az egyik ismeretlent kifejezziik az egyik egyenletbdl és azt
behelyettesitjiik a masik egyenletbe.

2. Azels6foku egyenletrendszereket megoldhatjuk az egyenld egyiitthatok maéd-
szerével, amikor az egyik, vagy mindkét egyenletet megszorozzuk null4tél
kiilonb6z6 valés szdmmal Ugy, hogy az egyik ismeretlen egyiitthat6ja a két
egyenletben (el6jeltd] eltekintve) egyenls legyen.

Példa. Oldjuk meg a valés szampérok halmazan az
4 + 2y = 10
3r — b5y = —4

egyenletrendszert!

Megoldas:

Az els6 egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy

y=095—2zx.

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
3x—5-(5—2x)=—4

adodik. A zéréjelet felbontva és 6sszevonva

3r — 25+ 10z = —4 = 13z = 21,



3. ELSOFOKU EGYENLETRENDSZEREK

gy
21

=13

X

Ezt felhasznalva
21 65 42 23

y=>5—2

1313 13 13
Tehat az egyenletrendszer megolddsa

M = <i;, ig) .
Példa. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan az
S5 + 4y = 13
Tr — 6y = 11
egyenletrendszert az egyenl6 egyiitthatok médszerével!
Megoldas:
Az els6 egyenletet 3-mal szorozva azt kapjuk, hogy
152 + 12y = 39.
A misodik egyenletet 2-vel szorozva azt kapjuk, hogy
14z — 12y = 22.
Tehat a megoldandé egyenletrendszer
152 4+ 12y = 39
14 — 12y = 22

A két egyenletet 0sszeadva azt kapjuk, hogy

61
29z = 61 = =—.
x T= 5
Ezt behelyettesitve az eredeti masodik egyenletbe
61 427
7T-——6y=11 = — -6y =11
29 Y 29 Y
adddik ahonnan
427 427 319 108 18
6y = —1ll=——— =

29 99 20 20 Y73y

79
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Tehat az egyenletrendszer megolddsa

M = Q,g .
29" 29
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Kidolgozott feladatok.

100. Feladat. Oldjuk meg a valés szamparok halmazén az

2r + y = 5

r + 2y = 0
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az elsé egyenletbdl kifejezve az y ismeretlent azt kapjuk, hogy
y=05—2zx.

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

r+2-(5—2z)=0

adodik. A zardjelet felbontva, majd az egynemii tagokat dsszevonva azt kapjuk,
hogy

r4+10—4x =0 = —3x+10=0,
igy
1
3z =10 = x:él

Ezt felhasznalva

10
5% =5—2. — —
Y o 3 3 3 3

adddik. Tehét az egyenletrendszer megoldasa

M = E;—§ .
3° 3

101. Feladat. Oldjuk meg a valdés szdmpdrok halmazén az

2 — y =7
z + 3y = -2
egyenletrendszert!

Megoldas:
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Az elsé egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
y=2x—-"T.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
r+3-2x—-7)=-2

adddik. A zardjelet felbontva, majd az egynemi tagokat 6sszevonva azt kapjuk,

hogy
T+ 6x —21 = -2 = Tr =19,

igy
19
rT=—.
7
Ezt felhasznalva
.y 19 7_38 49 11
V= T Ty T Ty

adddik. Tehat az egyenletrendszer megoldasa

19 11
M=(——-=].
(7-%)

102. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmparok halmazéin az
3r + y = 9
x — 2y =7
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az els6 egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
y=>5—3x.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
x—2-(5-3x)="7

adodik. A zargjelet felbontva, majd az egynemd tagokat dsszevonva azt kapjuk,

hogy
r—10+6x =7 = Tx =17,

z

12y
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Ezt felhasznalva
L g T35 51 16
v= 77 77

adddik. Tehat az egyenletrendszer megoldasa

17 16
M={—-2).
(7-%)

103. Feladat. Oldjuk meg a valds szimparok halmazén az
2 + 3y =7
3 — 4y = 2
egyenletrendszert az egyenld egyiitthatok mddszerével!
Megoldas:
Az els6 egyenletet 4-gyel szorozva azt kapjuk, hogy
8x 4+ 12y = 28.
A masodik egyenletet 3-mal szorozva azt kapjuk, hogy
9z — 12y = 6.
Tehat a megoldandé egyenletrendszer
8z + 12y = 28
92 — 12y = 6
A két egyenletet 0sszeadva azt kapjuk, hogy
172 = 34 = T =2
Ezt behelyettesitve az eredeti masodik egyenletbe
3-2—-4y=2 = 6—4y=2
adddik igy y = 1. Tehdt az egyenletrendszer megolddsa
M =(2;1).

83
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3.2. Masodfoku egyenletrendszerek

Elméleti osszefoglalé.

Azokat az egyenletrendszereket, amelyek megolddsa sordn masodfoku egyen-
letet kell megoldani, mdsodfokii egyenletrendszereknek nevezziik.

Példaul az egyenletrendszer

mdsodfokd egyenletrendszer.

A masodfoki egyenletrendszereket behelyettesité modszerrel oldhatjuk meg
azaz ugy, hogy az egyik ismeretlent kifejezziik az egyszertibb egyenletbdl és
azt behelyettesitjiikk a masik egyenletbe.

Példa. Oldjuk meg a valés szampérok halmazan az

z + y = 4

2 + y? = 10
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az els6 egyenletbdl kifejezve az y ismeretlent azt kapjuk, hogy
y=4—zx.

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

2+ (4—2)2=10

adoédik. Az azonossagot elvégezve, majd az egynemi tagokat 6sszevonva azt
kapjuk, hogy

22 4+16 -8z + 22> =10 = 222 — 8z + 16 = 10.

Az egyenletet nulldra rendezve

222 —8x +6 =10 = 22 —4x+3=0.
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A masodfoki egyenlet megolddképletének alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

44+v42-4-1-3 4£/16-12 4+£2
2 B 2 2
adddik, igy 1 = 3 és zo = 1. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

y1=4-3=1 é yp=4-1=3.
Tehat az egyenletrendszer megolddsai
M1 = (3; 1) és M2 = (1; 3)

T12 =
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Kidolgozott feladatok.

104. Feladat. Oldjuk meg a valdés szdmpdarok halmazén az
z + y = 3
¢ + y° = 5
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az elsd egyenletbdl kifejezve az y ismeretlent azt kapjuk, hogy
y=3—-z.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
2?4+ (3-x)?=5
adddik. Az azonossdgot elvégezve, majd az egynemi tagokat dsszevonva azt
kapjuk, hogy
?+9—6z+2>=5 =  22°-6x+9=5.
Az egyenletet nulldra rendezve
207 — 6z +4=0 =  2°-3x+2=0

addédik. A masodfoku egyenlet megolddképletének alkalmazdsaval azt kapjuk,
hogy

3+,/(-3)2-4-1-2 3+,9-8 3%1
2 B 2 2
adodik, igy x1 = 2 és x5 = 1. Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy

y1=3—-2=1 é y=3-1=2.
Tehat az egyenletrendszer megoldésai:
M; =(2;1) é My =(1;2).

T12 =

105. Feladat. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan az
2 4+ y = 5
y — 2z = -10

egyenletrendszert!
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Megoldas:
A masodik egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
y = 2x — 10.
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
2+ (20 —10) =5
adddik. Az azonossag elvégzése, majd az egynemd tagok 6sszevondsa utdn azt

kapjuk, hogy
2?4+ 22 — 10 = 5.

Az egyenletet nulldra rendezve
2?42z —15=0

addédik. A masodfoki egyenlet megolddképletének alkalmazdsdval azt kapjuk,
hogy

. —24,/22-4-1-(-15) —2+£/4+60 —2+38
1,2 = = = .
’ 2 2 2

Ebbdl adddik, hogy
1 =3 és To9 = —H.

Ezt felhasznalva
y=2-3—-10=-4 és ya =2-(=5) —10=-20
adédik.
Tehét az egyenletrendszer megoldésai:
My = (3;-4),  M>=(-5-20).

106. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmparok halmazén a

322 — 6y = 0
2q — 6x = 0
egyenletrendszert!
Megoldas:
A masodik egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
2y = 6x = y = 3z.
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Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe

322 —6-3xr =0
adédik, igy

322 — 18z = 0.
Kiemelve 3z-et azt kapjuk, hogy

3z - (x—6)=0.

Ebbdl adddik, hogy
z1 =0 vagy Tr9 = 6.
Ezt felhaszndlva
y1=3-0=0 és Y2 =3-6=18.
Tehat az egyenletrendszer megoldasai:
My =(0;0), M= (6;18).
107. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmpéarok halmazén az
2y — 8z +322 = 0
2x — 2y = 0
egyenletrendszert!
Megoldas:
A masodik egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
20 -2y =0 = Y=
Ezt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe
22 — 8z + 322 =0
adédik. Osszevonva az egynemii tagokat azt kapjuk, hogy
37% — 6z = 0.
Kiemelve a 3z-et
3rx-(x—2)=0
adddik, amibdl kovetkezik, hogy
z1 =0 vagy To = 2.
Az y = x Osszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy
y1 =20 és Yo = 2.
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Tehat az egyenletrendszer megoldésai:
M; = (0;0), My = (2;2).

89
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3.3. Tovabbi egyenletrendszerek

108. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmparok halmazén az
322 -3y = 0
392 -3z = 0
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az elsé egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
y = 2.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
3-(2%)?=32x=0

adodik, azaz
324 — 32 =0.

Kiemelve a 3z-et azt kapjuk, hogy
3z (2% —1) = 0.
Ebbdl adddik, hogy
1 =0 vagy T9 = 1.
Ezt felhasznalva
y1=02=0 & y=(1)7=1
Tehat az egyenletrendszer megoldasai:
My = (z1;591) = (0;0), Mz = (22;92) = (1;1).

109. Feladat. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan az

1
_ -0
x2+y
1+ 0
S iy =
Y2

egyenletrendszert!

Megoldas:
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Az egyenletrendszer értelmezési tartomdanya:

x € R\ {0}, y e R\ {0}.
Az els6 egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy
1
Y= 22

Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe:

1
—?‘Fm:o

(:2)

Mivel (%)2 = %4, ezért

—%—i—x:O = —at =0
4
Kiemelve x-et:
z-(—2®+1)=0.
Ebbdl adddik, hogy
r1 =0 To = 1.
Azonban x1 = 0 nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy csak x = 1

lehetséges. Ekkor
1

Yy = B =1.
Tehat az egyenletrendszer egyetlen valés megoldésa:
M = (1;1).
110. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmparok halmazéan az
43 —dx+4y = 0
4+ —4y = 0
egyenletrendszert!
Megoldas:
Osszeadva a két egyenletet azt kapjuk, hogy
(423 — 4z + 4y) + (49° + 42 — 4y) = 0,

amibdl egyszertsités utan
423 + 4% = 0



92 3. EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

adodik, azaz

23+ =0
Ebbdl kovetkezik, hogy {
1.3 = _y57
fgy
T =—y.

Ezt visszahelyettesitve példdaul a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy
4y —dy — 4y =0 = 4y3 — 8y = 0.
Kiemelve 4y-t az
4y - (y* —2) =0
egyenlethez jutunk, amibol
y=0 vagy y==+v2
adodik. Az x = —y Osszefiiggést felhaszndlva az egyenletrendszer megoldésai:
My = (0;0), Ma=(-V2v2), M= (V2;-V2).
111. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmparok halmazén az
22 -36 = 0
-4 =0
egyenletrendszert!
Megoldas:
Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
22 -36=0 = 2°=36 =  z=26.
A maésodik egyenletbdl
¥ —-4=0 = =4 =  y=I2

adodik. Mivel az egyenletek egymdstdl fiiggetlenek, ezért barmelyik z-hez
barmelyik y tartozhat, igy az egyenletrendszernek négy megolddsa van, ame-
lyek

M, = (652), My = (6;—2), M3 = (—6;2), My = (—6;-2).
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3.4. Gazdasagi alkalmazasok

112. Feladat. A mosogatégépen kétféle program van. Egy mosogatishoz az A
program 20%-kal tobb elektromos energiat és 10%-kal kevesebb vizet hasznil,
mint a B program. Egy mosogatds az A programmal 151 Ft-ba, a B program-
mal 140 Ft-ba keriil. A mosogatdszer mindkét programndl 40 Ft. Forintban
kifejezve mennyi elektromos energidt és mennyi vizet hasznal a B program?
Megoldas:
Jelolje x a B program energiakoltségét és iy a B program vizkoltségét forintban.
Ekkor a B program teljes koltsége:

T +y + 40 = 140.

Az A program 20%-kal tobb energiat és 10%-kal kevesebb vizet haszndl, tehat
annak koltsége:
1,22 4+ 0,9y 4+ 40 = 151.

Vagyis az aldbbi egyenletrendszert kell megoldani:
x+y+40 = 140

1,2z 4+ 09y +40 = 151

Vonjuk ki az els6 egyenlet 1,2-szeresét a masodikbol:
(1,22 4+ 0,9y +40) — (1,2x + 1,2y + 48) = 151 — 168,
amibdl
-0,3y = -9 = y = 30.
Visszahelyettesitve az els egyenletbe:
x + 30+ 40 = 140 = z = 170.

Tehét a B program 70 Ft értéki elektromos energiat és 30 Ft értékii vizet haszndl

egy mosogatdshoz.

113. Feladat. Az erd6gazdasagban haromféle fat nevelnek (fenyd, tolgy, platan)
harom téglalap elrendezési parcelldban. A tolgyfak parcellijaban 4-gyel keve-
sebb sor van, mint a feny6kében, és minden sorban 5-tel kevesebb fa all, mint
ahdny fa a feny6 parcella egy sordban van. Tudjuk azt is, hogy 360-nal keve-
sebb tolgyfa van, mint feny6. A platdnok telepitésekor a fenySkhoz viszonyitva
a sorok szamat 3-mal, az egy sorban 1év6 fak szamat 2-vel novelték, igy 228-cal
tobb platdnfat telepitettek, mint fenyét.

a) Hany sor van a feny6k parcelldjdban?
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b) Hany feny6fa van egy sorban?
¢) Hany platinfit telepitettek?
Megoldas:

a) Jelolje a fenySk parcelldjdban a sorok szdmat r, egy sorban a feny6k szdmat
c. Ekkor a feny6k szdma 6sszesen 7 - c. A tolgyeknél sorbdl r» — 4, soronként
fabol ¢ — 5 van, tehat a tolgyek szama (r — 4) - (¢ — 5). Mivel 360-nal
kevesebb tolgyfa van, mint fenyd, ezért

r-c—(r—4)-(c—>5)=360.
A platdnokndl a sorok szdma: r + 3. Az egy sorban 1évé fak szama: ¢ + 2.

Tehat az Gsszes tolgyfa darabszdma: (r + 3) - (¢ + 2). Mivel 228-cal tobb
platanfa van, mint fenyd, ezért

(r+3)-(c+2)—r-c=228.

A kapott egyenletben a zardjeleket felbontva elséfokd egyenletrendszerhez
jutunk, ugyanis egyrészt

r-c—(r-c—>5r—4c+20) =360 = 5+ 4c = 380,
masrészt
r-c+2r+3¢c+6—1r-c=228 = 2r4 3c =222
adodik. Tehat a megoldandé egyenletrendszer
or + 4c¢ = 380
2 + 3¢ = 222 } '

A masodik egyenletet 4-gyel szorozva azt kapjuk, hogy 8r + 12¢ = 888.

Az els6 egyenletet 3-mal szorozva azt kapjuk, hogy 15r + 12¢ = 1140. A
masodik egyenletbdl kivonva az els6t

(1561 — 8r) = 1140 — 888 = 7r =252 = r =36
adodik. Ezt visszahelyettesitve a 2r + 3¢ = 222 egyenletbe azt kapjuk, hogy
724 3¢ =222 = 3c=150 = c¢=50.
Tehat a feny6k parcelldjaban 36 sor van.
b) Egy sorban 50 fa van.
c) A platanok szama:
(r+3)-(c+2)=39-52=2028.
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114. Feladat. Hatdrozzuk meg a nemzeti jovedelem egyenstilyi szintjét az alabbi
alap Keynes-féle makrogazdasdgi modellben:

Y=C+I, C=40+05Y, I=200.

Megoldas:
Az egyensiilyi feltétel szerint
Y=C+1
Behelyettesitve a fogyasztast és a beruhdzas adott értékét azt kapjuk, hogy
Y =40+ 0,5Y 4+ 200.
Osszevonva a konstans tagokat
Y =240+ 0,5Y.
adddik. Kivonva mindkét oldalbdl 0,5Y -t azt kapjuk, hogy
Y —0,5Y =240 = 0,5Y = 240.

Mindkét oldalt osztva 0,5-del azt kapjuk, hogy

240

0,5
tehét az egyensilyi nemzeti jovedelem

Y = 480.

Y = 22 = 480,

115. Feladat. Egy fogyasztonak 240 font a koltségvetése, és ezt teljes egészében
két termékre, A-ra és B-re kolti. Kezdetben az drak:

A: 5 font/db, B: 10 font/db.

Késtbb az A termék dra 6 fontra nd, a B termék ara 8 fontra csokken. Hany
darabot vésdroljon az egyes termékekbdl tigy, hogy a koltségvetés éppen el-
fogyjon?

Megoldas:

Jelolje a az A termék, b a B termék darabszamat. Ekkor az arkombinacié mel-
lett

5a + 106 = 240
addédik. A mésodik drkombinacié mellett azt kapjuk, hogy

6a + 8b = 240.
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Tehat a megoldandé egyenletrendszer

5a + 1060 = 240
6a + 8 = 240

Az els6 egyenletet elosztva 5-tel

a+ 2b =48
addédik. A mésodik egyenletet elosztva 2-vel azt kapjuk, hogy
3a + 4b = 120,
igy az
a + 2b = 48

3a + 4b = 120

egyenletrendszerhez jutunk.
Az els6 egyenletbdl kifejezve a-t

a=48 — 2b
adddik. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy
3 (48 — 2b) 4+ 4b = 120.
A zardjelet felbontva azt kapjuk, hogy
144 — 6b + 4b = 120 = 144 — 2b = 120,

P

1gy
—2b=120— 144 = -24 = b=12.
Ekkor
a=48 —2-12 =48 — 24 = 24.

Tehat mindkét arkombindcié mellett a teljes koltségvetés felhasznalhatd, ha

24 db A és 12db B terméket vasarol a fogyaszto.

116. Feladat. Egy haztartds havi villanyszdml4ja harom részbdl all. Az egyik
rész az alapdij, ami 1 600 Ft. A masik rész a nappali dram dija, ami 60 Ft/kWh,
végiil az éjszakai dram dija 40 Ft/kWh. A szdmla teljes értékére 27% éltaldnos

forgalmi ad6t (AFA) szdmolnak fel.

a) Mennyit fizet a fogyaszté (forintra kerekitve), ha a nappali fogyasztas 39

kWh, az éjszakai fogyasztds 24 kWh?

b) Adjunk képletet a befizetendd szamla Osszegére, ha a nappali fogyasztis x

kWh, az éjszakai fogyasztds y kWh!



3. GAZDASAGI ALKALMAZASOK 97

c) Egy hénapban a befizetend6 szdmla 3 937 Ft volt. Tudjuk, hogy a nappali
fogyasztds kétszer akkora volt, mint az éjszakai. Mennyi volt ekkor a nap-
pali és az éjszakai fogyasztas?

d) Mekkora a nappali és az éjszakai fogyasztas aranya abban a hénapban, amikor
(alapdij és AFA nélkiil) ugyanannyit fizetiink a nappali és az éjszakai fo-
gyasztasért?

Megoldas:

a) A fizetendd 0sszeg

(1600460 -394 40-27)-1,27 =
= (1600 + 2340 + 960) - 1,27 = 4900 - 1,27 = 6 223.
b) A netté (AFA nélkiili) 6sszeg
Shetts = 1600 + 60z + 40y.
A brutté (fizetendd) 6sszeg
Sbrutté = 1,27 . Snetté = 1,27 (1 600 + 60x + 40y)

c) A feltétel szerint x = 2y, tovabba Spuys = 3 937 Ft. Ezeket felhasznalva a
megoldandé egyenletrendszer

(1600 + 60z + 40y) - 1,27 = 6096
T = 2y
Az els6 egyenletbe behelyettesitve, hogy x = 2y, azt kapjuk, hogy
1,27 - (1600 + 60 - 2y + 40 - y) = 6 096.
Mindkét oldalt 1,27-tel osztva azt kapjuk, hogy
1600 4 120y + 40y =4800 = 160y = 3200,

igy y = 20. Ezt felhaszndlva z = 2 - 20 = 40. Tehat a fogyasztdsra azt
kaptuk, hogy x = 40 kWh a nappali, y = 20 kWh az éjjeli fogyasztas.

d) Alapdij és AFA nélkiil az egyenld fizetend a két idGsdvra azt jelenti, hogy
60r =40y = 3z=2y = x:y=2:3.

117. Feladat. Egy biobolt tulajdonosa 2 400 Ft kilonkénti 4rd kesudiét és 1 500

Ft egységaru aszalt gyiimolcsot kevert 0ssze, majd az igy kapott keveréket kis

csomagokban drulta. Osszesen 10 kg-ot adott el 25%-0s haszonnal, igy 25 500
Ft bevételre tett szert. Mennyi kesudiot és mennyi aszalt gyiimolcsot hasznalt?
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Megoldas:
Jelolje x a felhasznalt kesudid, y az aszalt gytimdlcs mennyiségét kilogramm-
ban. Ekkor
z+y=10.
A keverék eladasi dra osszesen 25500 Ft volt 10 kg-ra, tehat az eladési ar

kilonként:
25500

A haszon 25%, ezért a beszerzési ar kilogrammonként
2550
= 2040 Ft.
1,25 040

Tehat a teljes beszerzési koltség:
10 - 2040 = 20400 Ft.
A keverék beszerzési ara ugyanakkor a két osszetevd 6sszkoltségének osszege
2400z + 1500y = 20400 = 24x 4 15y = 204.
Azt kaptuk, hogy a megoldandé egyenletrendszer
r + y = 10
24x + 15y = 204
Az els6 egyenletbdl kifejezve az y-t azt kapjuk, hogy
y=10—z.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
24z +15- (10 — ) = 204
adodik. A zéréjelet felbontva azt kapjuk, hogy
24z + 150 — 15z = 204.
Osszevonva az egynemii tagokat
9z + 150 = 204.

adddik. Az egyenletet rendezve

9z =54 = r=— =~6.
Ekkor
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Tehét a biobolt tulajdonosa 6 kg kesudiot és 4 kg aszalt gylimolcsot hasznalt fel
a keverékhez.

118. Feladat. Egy villalat két terméket gyart, nevezetesen A-t és B-t, ame-
lyekhez kétféle termelési tényez6t, K-t és L-t haszndl. Egy egység A termék
eléallitasdhoz 6 egység K €s 3 egység L sziikséges, mig egy egység B termék
eléallitasdhoz 4 egység K és b egység L sziikséges. A véllalat rendelkezésére
420 egység K és 300 egység L all. Hany egységet kell gyartania A-bél és B-4l,
ha mindkét termelési tényezot teljesen fel akarja hasznalni?

Megoldas:

Jelolje © az A termékbdl, y pedig a B termékbdl gyartott mennyiségét. A K
termelési tényezdre a

6x + 4y = 420,
mig az L termelési tényezére a

3z + by = 300

egyenlet adédik. Tehat a kovetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk a valds
szdmpdérok halmazén:

6 + 4y = 420
3r 4+ 5y = 300

Az egyenletrendszer mindkét egyenlete értelmezve van minden valds szdm-
parra, tehét

reR, yeR
Az els6 egyenletet 2-vel osztva azt kapjuk, hogy

6x + 4y = 420 = 3z + 2y = 210.

Ebbdl x-et kifejezve
210 — 2
Sr+2y=210 =  3r=210-2y = x:Ty
adddik. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy
210 — 2y

3
3

+ 5y = 300,

igy
210 — 2y + 5y = 300 = 210 + 3y = 300.
Ebbdl az kovetkezik, hogy

3y=90 =  y=30.
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Visszahelyettesitjiikk az y = 30 értéket az z-re kapott kifejezésbe, igy
3z 4+ 230 =210 = 3z 4+ 60 = 210 = 3z = 150,
tehat x = 50. Azt kaptuk, hogy az egyenletrendszer megolddsa:
M = (505 30).
Ez gazdasagi értelemben azt jelenti, hogy a véllalatnak
50 egység A-t és 30 egység B-t

kell termelnie ahhoz, hogy a K és L termelési tényezdket teljesen felhasznélja.
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3.5. Osszefoglalé feladatok

119. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmparok halmazén az

22 +y? = 10
Ty = 3
egyenletrendszert!
Megoldas:
A masodik egyenletbdl kifejezve az y ismeretlent azt kapjuk, hogy
3
T-y=3 = y=—,
x
ahol « # 0. Ezt behelyettesitve az els egyenletbe
3\ 2
22 +12=10 = :c2+<) =10
X

adddik. Ebbdl
x? 4 % = 10.
x
Mindkét oldalt 2%-tel szorozva azt kapjuk, hogy
2t +9 = 1022
Az egyenletet nulldra rendezve
zt =102 +9=0
adédik. Bevezetve az a = x? j ismeretlent azt kapjuk, hogy
a* —10a + 9 = 0.
A masodfoku egyenlet megoldéképletének alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

~10+4,/(-10)2—-4-1-9 10++/100—36 10+8
N 2 B 2 2

a1.2

Tehat
_ 1048 0 10-8
- 92 — 9 2 = 2

Mivel a = 22, ezért 2 = 9, illetve 2 = 1. Ezt felhasznélva azt kapjuk, hogy

ai

1'1:3, x2:—3, a;3:1, 1’42—1.
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: . 3 «
Mindegyik x-hez meghatarozva az y-t az y = — Osszefiiggésbol
x

3
1= 3 = y1:73: ]-a
3
Tp=-3 = yy= =,
-3
3
xz3= 1 = y3:71: 37
3
CL‘4:71 = y4:_71:*3

adédik. Tehét az egyenletrendszer megolddsai
My =(3;1), My=(-3;-1), Mz=(L3), My=(-1-3).

120. Feladat. Egy fogyaszt6 két terméket vasarol, A-t és B-t. Egyik alkalom-
mal 8 db A terméket és 6 db B terméket vasarol, 6sszesen 520 Ft értékben. Egy
masik alkalommal 5 db A terméket és 10 db B terméket vesz, ekkor a fizetendd
Osszeg 550 Ft.

Feltételezve, hogy az drak nem véltoztak, hatirozzuk meg az A és B termék
egységarit!

Megoldas:

Jelolje x Ft az A termék, y Ft a B termék arat. Az elsd vasarlasnal
8z 4 6y = 520.

A masodik vasarlasnal
5z 4+ 10y = 550.

Tehat a megoldandé egyenletrendszer:

8z + 6y = 520
5z + 10y = 550

Oldjuk meg az egyenletrendszert az egyenld egyiitthatok médszerével. Az els6
egyenletet 5-tel, a masodikat 8-cal szorozva:

40z + 30y = 2600,

40z + 80y = 4400.
A madsodik egyenletbdl kivonjuk az elsét:

(40x 4 80y) — (40x + 30y) = 4400 — 2600,
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amibdl

50y = 1800 = 2o 36.
Y 50

Ezt visszahelyettesitve példdul az 5z + 10y = 550 egyenletbe:
5z + 10 - 36 = 550 = oz + 360 = 550,

fgy X
5z = 550 — 360 = 190 = x:@:

Tehat az A termék dra 38 Ft/db, a B termék dra 36 Ft/db.

38.

121. Feladat. Hatdrozzuk meg a nemzeti jovedelem egyensulyi szintjét a
Y=C+I+G, C=304+08-(Y-T), T=50 I=70, G=50.
Keynes-féle makrogazdasagi modellben!
Megoldas:
Az egyensiilyi feltétel szerint
Y=C+I+G
adodik. Behelyettesitve C, I, G értékeit azt kapjuk, hogy
Y = (30+0,8(Y —50)) + 70 + 50.
A zéaréjelet felbontva
Y =30+0,8Y —0,8-50+ 70+ 50
addédik. Mivel 0,8 - 50 = 40, ezért
Y =30+ 0,8Y — 40 4 70 + 50.
Osszevonva a konstans tagokat azt kapjuk, hogy 30 — 40 + 70 + 50 = 110, igy
Y =0,8Y + 110.
Az 0,8Y -t atvissziik a bal oldalra, igy
Y - 0,8Y =110 = 0,2Y =110

adédik. Tehat
110
0,2
Tehét az egyensilyi nemzeti jovedelem

Y = 550.

Y = = 550.
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122. Feladat. Egy gydrban kétféle dolgoz6i kategdria van: szakmunkdsok és
segédmunkdsok. Egy szakmunkds napi bére 8 000 Ft, egy segédmunkdasé 6 000
Ft. Egy adott napon 6sszesen 20 dolgozé volt jelen, és a kifizetett napi bér
Osszesen 136 000 Ft volt.

Hény szakmunkds és hany segédmunkds dolgozott ezen a napon?
Megoldas:
Jelolje x a szakmunkdsok, y a segédmunkdsok szdmat. Tudjuk, hogy
z +y = 20,
valamint a bérkoltségbdl
8 000z + 6 000y = 136 000.

Tehat a megoldandé egyenletrendszer:
x + Y = 20
8000z + 6000y = 136000

Az els6 egyenletbdl kifejezva az y-t azt kapjuk, hogy
y=20—=x.
Ezt behelyettesitjiikk a masodik egyenletbe
8 000x 4+ 6 000 - (20 — x) = 136 000
adodik. Felbontva a zédrdjelet azt kapjuk, hogy
8000z + 120 000 — 6 000z = 136 000.
Osszevonva az egynem(i tagokat
2000z + 120 000 = 136 000

adddik. Kivonva mindkét oldalbdl a 120 000-et azt kapjuk, hogy
_ 16000
~ 2000

2000z = 16 000 =

Ebbdl

y=20—-8=12
adddik. Tehat 8 szakmunkds és 12 segédmunkds dolgozott az adott napon.
123. Feladat. Egy befektet6 osszesen 1 000 000 Ft-ot helyez el két kiilonbozd

kamatldbu lekotésbe. Az egyik rész 5%-o0s, a masik 8%-os éves kamatra kama-
tozik. Egy év elteltével a befektetd osszesen 68 000 Ft kamatot kapott.

Mennyit fektetett be az egyes kamatldbak mellett?



3. OSSZEFOGLALO FELADATOK 105

Megoldas:
Jelolje x Ft az 5%-os, y Ft a 8%-0s kamatozdsu befektetés Gsszegét. Tudjuk,
hogy dsszesen 1 000 000 Ft-ot fektetett be, igy

x +y = 1000 000.

Az éves kamat az 5%-os részen 0,05z, a 8%-o0s részen 0,08y, ezek Osszege
68 000 Ft, igy
0,05z + 0,08y = 68 000.

Tehat a megoldand6 egyenletrendszer

T4y = 1000000
0,05z + 0,08y = 68000

Az elsé egyenletbdl kifejezve az z-et azt kapjuk, hogy
x = 1000000 — y.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
0,05 - (1000000 — y) + 0,08y = 68000
adaodik, igy
0,05 - 1000000 — 0,05y + 0,08y = 68 000.
Elvégezve a bal oldalon 1év6 szorzast azt kapjuk, hogy
50000 + 0,03y = 68 000,

s

18y
18000
0,03y = 18000 = Y="003 — 600 000.

A kapott eredményt felhasznélva
2 = 1000000 — 600 000 = 400 000.

Tehat a befekteté 400 000 Ft-ot helyezett el 5%-os, és 600000 Ft-ot 8%-0s
kamatra.

124. Feladat. Oldjuk meg a valés szamparok halmazan az

20
_= - 0
x2+y
50
Yy

egyenletrendszert!
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Megoldas:
Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya

z € R\ {0}, y e R\ {0}.
Az elsé egyenletbdl y-t kifejezve azt kapjuk, hogy

20
y - .ZL’2 .
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
50
332
adodik. Mivel
20\* 400
2) =
ezért
_ﬂ+x—0 = —50'x4+$—0
496%9 400 )
Egyszer(sités utdn a
LA
5 TS

egyenlethez jutunk. Kiemelve z-et azt kapjuk, hogy
23
“l—-——=+1)=0.

1 =0 :L"§:8.

Ebbdl adddik, hogy

Azonban 21 = 0 nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy csak x> =

lehetséges, amibdl z = 2. Ekkor
20 20
22 4

Tehat az egyenletrendszer egyetlen valés megolddsa M = (2;5).

Y



4. fejezet

Egyenlotlenségek megoldasa

107



108 4. EGYENLOTLENSEGEK MEGOLDASA

4.1. Elsofoku egyenlotlenségek

Elméleti 6sszefoglalo

Az els6foku egyenlStlenségek esetében, ha a nevezd nem tartalmaz ismeretlent,
akkor ugyanuigy jdrunk el, mint az egyenletek esetében, figyelve arra, hogy ha
egyenl6tlenséget negativ szimmal szorozzuk vagy osztjuk, akkor a relacios jel
irdnya megvéltozik.

Példa. Oldjuk meg a —2x + 4 < 0 egyenlStlenséget a valds szamok halmazan!
Megoldas:
Az egyenl6tlenség mindkét oldalabdl 4-et kivonva azt kapjuk, hogy

—2x < —4,
majd mindkét oldalt —2-vel osztva

x> 2

adaodik.
Amennyiben az egyenl6tlenség nevezdjében ismeretlen szerepel, akkor els6

1épésben az egyenltlenséget nulldra kell rendezni.

A nullara rendezett egyenl6tlenség altalanos alakja az aldbbiak valamelyike
lehet:

ar +b <0, ar +b <0, axr +b >0, axr +b >0,

cr+d cr+d cr+d cr+d
ahol a, b, ¢, d olyan valds szdmok, hogy cx + d # 0. Ezekben az esetekben az
egyenlbtlenséget gy oldjuk meg, hogy a vizsgdlédasunkat két esetre bontjuk
aszerint, hogy a tort értéke negativ vagy pozitiv.

Az

axr +b

cx +d
egyenlbtlenség esetén a bal oldalon szerepld tort értéke akkor lesz negativ, ha
a szamlal6 pozitiv és a nevez$ negativ, vagy forditva, a szdmlal6 negativ és a
nevezd pozitiv. Ha az egyenlGtlenség relacids jelében az egyenl8ség is megen-
gedett, akkor a szdmlalo reldcids jelében egyenldségjel is megengedett.

Az

<0

ar +b

>0
cr+d
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egyenlStlenség esetén a bal oldalon szerepld tort értéke akkor lesz pozitiv, ha
a szaml4lo pozitiv és a nevezd pozitiv, vagy forditva, a szdmlal6 negativ és a
nevezd negativ. Ha az egyenlGtlenség relacids jelében az egyenléség is megen-
gedett, akkor a szamlalé relacios jelében egyenldségjel is megengedett.

Példa. Oldjuk meg a valés szamok halmazéan az

r—1
<0
r+3
egyenlbtlenséget!
Megoldas:

Egy tort csak gy lehet negativ, ha a szamlalo és a nevezd kiilonbozd elgjeld.
I. eset: =, vagyis amikor a szdmldlé pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor
r—1>0 é x+3<0,

z

gy
r>1 és =< -—3.

Szamegyenesen abrazolva az aldbbi adédik:

< O

Y

3 51

*
Y

Igy az els6 esetben nem kapunk megoldast.
IL eset: —, vagyis amikor a szdmldl6 negativ €s a nevez0 pozitiv. Ekkor
r—1<0 é xz+3>0,

s

1gy
<1 és x> -—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi ad6dik:
e

Y

Y

|
—3 0 1

<
«<

[ ]

Ebben az esetben azt kaptuk, hogy a k6zds rész | — 3; 1].
Tehat az egyenlGtlenség megolddsa: | — 3; 1].
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Kidolgozott feladatok

125. Feladat. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

T —2
<0
T+3
egyenlGtlenséget!
Megoldas:

Egy tort csak dgy lehet negativ, ha a szdmlal6 és a nevezd kiilonbozd elgjeld.

L. eset: T, vagyis amikor a szdmlal6 pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor

r—2>0 é xz+3<0,

s

gy
r>2 és x<-—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az alabbi ad6dik:

< O

-3 0

Y

® DN

Y

Igy az elsG esetben nem kapunk megoldast.
IL. eset: T, vagyis amikor a szaml4l6 negativ és a nevez0 pozitiv. Ekkor

r—2<0 é& xz+3>0,

z

gy
r<2 é x> —3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi adédik:

(o,

Y

-3 0

Y

o o1

<
<

Ebben az esetben azt kaptuk, hogy a k6zos rész | — 3; 2.
Tehdt az egyenlGtlenség megoldasa: | — 3; 2.
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126. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazén az
20 —4

>0
T+ 3

egyenlGtlenséget!

Megoldas:

Egy tort csak dgy lehet pozitiv, ha a szamlal6 és a nevezd azonos eljeld.
I. eset: i, vagyis amikor a szdml4l6 és a nevezd is pozitiv. Ekkor

20 —4 >0 é x+3>0,

igy
r>2 és x> -—3.

Szadmegyenesen dbrdzolva az aldbbi adodik:

(e,

Y

Y

-3 0

o N1

Y

Lathato, hogy a kozos rész: |2; oo.
II. eset: —, vagyis amikor a szdmldlé és a nevezd is negativ. Ekkor

20 —4 <0 é x+3<0,

igy
r<2 és x<-—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi adodik:

< o)

Y

-3 0

O N1

<
«<

Lathatd, hogy a kozos rész: | — oo; —3[.
Tehét az egyenlStlenség megoldasa:

x €] —o00;—3[U]2;00].
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127. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
z—4
<
z+1 "

egyenlGtlenséget!
Megoldas:
Egy tort csak tgy lehet negativ, ha a szamlalo és a nevezd kiilonbozd elgjeld.

I. eset: T, vagyis amikor a szdmlal6 pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor

r—4>0 é xz+1<0,

igy
>4 és x<-—1.

Szadmegyenesen dbrdzolva az aldbbi adodik:

Y

< O

Lathato, hogy nincs kdzos rész.
II. eset: —, vagyis amikor a szdmldl6 negativ és a nevez6 pozitiv. Ekkor

r—4<0 é x+1>0,

igy
r<4 é x> —1.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi ad6dik:

< Py
«<

Y

o
Y

Itt a kozos rész | — 1;4].

Tehét az egyenlStlenség megoldasa:

x €] —1;4].
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128. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazén az
S—x

<0
rz+3

egyenlGtlenséget!

Megoldas:

Egy tort csak gy lehet negativ, ha a szdmlalo és a nevezd kiilonbozé elgjeld.
L. eset: T, vagyis amikor a szdml4l6 pozitiv és a nevezd negativ. Ekkor

5—x>0 é x+3<0,
igy
r<b é x<-—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi ad6dik:

< O
: : : >
-3 0 )
< o)
Koz0s rész: | — oo; —3].

II. eset: —, vagyis amikor a szamldl6 negativ és a nevez6 pozitiv. Ekkor

5—x<0 é x+3>0,

s

1gy
r>5 é x> -—3.

Szamegyenesen dbrdzolva az alabbi ad6dik:

-3 0 5 g
(o,

Y

Koz0s rész: |5; o0l.

Tehat az egyenl6tlenség megoldésa:

x €] —o0;—3[U]5;00].
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129. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazén az

1
1+->0
x
egyenlGtlenséget!
Megoldas:
Ko6z06s nevezdre hozva azt kapjuk, hogy
1 1
1=t
X X

Egy tort csak gy lehet pozitiv, ha a szamlalé és a nevez6 azonos elgjeld.

L. eset: $ vagyis a szamlald és a nevezd pozitiv eldjeld, azaz
z+1>0 é x>0.

Szamegyenesen dbrdzolva:

Y

Y

Koz06s rész: ]0; ool.
II. eset: =, vagyis a szdmlalo és a nevezd negativ eldjeld, azaz
r+1<0 é x<0,

Szamegyenesen dbrdzolva:

< O

Y

< O
Kozos rész: | — oo; —1].
Tehat az egyenl6tlenség megolddsa:
x €] —o00;—1[U]0; 00].
130. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
2z + 4
r—3

>0

egyenlGtlenséget!

Megoldas:

Y
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Egy tort csak gy lehet nemnegativ, ha a szdmlal6 és a nevezd azonos eldjeld.
I. eset: i, vagyis amikor a szdmlalé nemnegativ €s a nevezd pozitiv. Ekkor
204+4>0 é z—-3>0,

z

gy
r>-2 é x>3.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi adodik:

3
Y

Lathato, hogy a kozos rész: |3; oo.
II. eset: —, vagyis amikor a szdmldl6é nempozitiv és a nevez6 negativ. Ekkor
20 4+4<0 é x—3<0,
igy
<=2 é x<3.
Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi ad6dik:

< Py
< o4

< O
Lathato, hogy a kozos rész: | — oo; —2].
Tehat az egyenl6tlenség megolddsa:
x €] —o00;—2] U]3;00].

131. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az

rz+1
<2
T+ 2
egyenl6tlenséget!
Megoldas:

Els6 1épésben az egyenltlenséget nulldra rendezziik. Kozos nevezére hozva az
egyenlGtlenség bal oldalét azt kapjuk, hogy

x+1 2_m+1—2-(x+2)_x+1—2x—4 —x—3

x4+ 2 T+ 2 x4+ 2  or+2°
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Tehat a megoldandé egyenlStlenség
-z —3
xz+2
A szdmolds egyszer(isitése miatt érdemes mindkét oldalt —1-gyel szorozni.
Ekkor azt kapjuk, hogy
—x—3 z+3
<0 = >
T+ 2 T+ 2
Egy tort csak gy lehet pozitiv, ha a szdmlalé és a nevez6 azonos elgjeld.

< 0.

L. eset: $, vagyis amikor a szdmlalo és a nevez6 is pozitiv. Ekkor
x+3>0 é xz+2>0,
igy
z>-=3 és x> -—2.

Szamegyenesen dbrdzolva az aldbbi ad6dik:

Y

Liathato, hogy a kozos rész: | — 2; ool.
II. eset: —, vagyis amikor a szdmldl6 és a nevezd is negativ. Ekkor
r+3<0 é z+2<0,

s

1gy
r< -3 és x<-—2.

Szamegyenesen dbrdzolva az alabbi ad6dik:

< O
— ‘ >
-3 -2 0
< O
Lathatd, hogy a kozos rész: | — oo; —3[.

Tehét az egyenlétlenség megoldasa:

x €] —o00;—3[U]—2;00].
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4.2. Masodfoku egyenlotlenségek

Elméleti 6sszefoglalo

A masodfoki egyenlStlenségeket grafikusan fogjuk megoldani. Az egyenlétlen-
séget nullara rendezziik, majd kiszamoljuk a masodfoku fiiggvény zérushelyeit,
és a zérushelyek segitségével vazlatosan dbrazoljuk a parabolat.

Haa > 0, és x1, T2 az ax® + bx + ¢ masodfoki fiiggvény zérushelyei gy,
hogy =1 < x3, akkor az
ar? +br+c<0

egyenlGtlenség megolddsa = € |x1; xa|.

Haa > 0, és x1, o az ax® + bx + ¢ masodfoki fiiggvény zérushelyei dgy,
hogy 1 < z9, akkor az

az® +bx +¢> 0
egyenlStlenség megolddsa z € | — oo; x1[U|xa; 00].
Haa < 0, és 1, 72 az azx? + bx + ¢ masodfoki fiiggvény zérushelyei tigy,
hogy =1 < x3, akkor az

ar? +bx+c¢>0

egyenlStlenség megolddsa z € |x1; xa|.

Haa < 0, és x1, x9 az ax® + bx + ¢ masodfoku fiiggvény zérushelyei tgy,
hogy x1 < w2, akkor az
ar’ +br+c<0

egyenlGtlenség megolddsa = € | — oo; x1[ U |xa; 00].
Példa. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

2 —4x+3>0
egyenl6tlenséget!
Megoldas:

Az egyenl6tlenség megoldasihoz el8szor meghatirozzuk az x2 — 4z + 3 fiigg-
vény zérushelyeit, azaz megoldjuk az x2 — 4z +3 = 0 egyenletet. A masodfoki
egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

4+/16-12 4+2

2 2
azaz r1 = 1 és x9 = 3. A parabola ,felfelé nyilik”, mert a négyzetes tag pozi-
tiv, ezért vazlatosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az alabbi 4dbrat kapjuk:

T12 =
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prranynan vy

Ilumokon pozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely
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felett van, azaz

Af

; 00/

1[U]3

)

r€]—o00
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Kidolgozott feladatok

132. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazén az

22— T7x+10>0

egyenlGtlenséget!

Megoldas:

119

Az egyenl6tlenség megolddsahoz eldszor meghatirozzuk az 2% — Tz + 10 fiigg-
vény zérushelyeit, azaz megoldjuk az 2> — 72 + 10 = 0 egyenletet. A médsod-

foku egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

T+VA9—40  7+3

1,2 =
' 2

2 )

azaz r1 = 2 és T9 = 5. A parabola ,felfelé nyilik”, mert a négyzetes tag pozi-
tiv, ezért vdzlatosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi abrat kapjuk:

R A R R R R R

Rz

Rz

020701
Rz
22022222272222724
ARz
Rz
R
2IVII sk 0777
R
2IvI sk 777

NI
77777777777777779
R
Rz

777
iz
R
2Iv s 77
Rz
vy
T I I 7T 777777
Rz
2IvII sk
Rz
2Iv I G ]
R 2
R

A filiggvény azokon az intervallumokon pozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely

felett van, azaz

x €] —00;2[U]5;00][.
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133. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazén az
1-2?>0

egyenl6tlenséget!

Megoldas:

Els6 1épésben meghatdrozzuk az 1 — 2 fiiggvény zérushelyeit, azaz meg kell
oldanunk az 1 — 22 = 0 egyenletet, amire azt kapjuk, hogy

?2=1 = z=4=+1.

A parabola , lefelé nyilik”, mert a négyzetes tag negativ, ezért vazlatosan felra-
jzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi dbrat kapjuk:

4 5
Y

3,,

Leolvashatjuk, hogy az egyenl6tlenség megoldasa:
x € [—-1;1].
134. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
22 —4<0
egyenlGtlenséget!

Megoldas:
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Az egyenlétlenség megolddsahoz elészor meghatérozzuk az 22 — 4 fiiggvény
zérushelyeit, azaz megoldjuk az 22 — 4 = 0 egyenletet. Ebbdl
?=4 = z==£2

adddik. A parabola ,felfelé nyilik”, mert a négyzetes tag egyiitthat6ja pozitiv,
ezért vazlatosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az alabbi abrat kapjuk:

'y

A fliggvény azokon az x értékeken nempozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely
alatt vagy rajta van, azaz

x € [—2;2].

135. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az

22 —2—-6>0

egyenl6tlenséget!
Megoldas:

Az egyenl6tlenség megolddsdhoz elszor meghatdrozzuk az x2 —x—6 fiiggvény
zérushelyeit, azaz megoldjuk az #?> — 2z — 6 = 0 egyenletet. A mdsodfoki
egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

1+41-4-1-(-6) 1++25 14£5
2 - 2 2

T12 =

azaz x1 = —2ésxy = 3.
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A parabola ,felfelé nyilik”, mert a négyzetes tag egyiitthatdja pozitiv, ezért
véazlatosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi dbrat kapjuk:

10 5

A fliggvény azokon az intervallumokon pozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely
felett van, azaz

x €] —o00;—2[U]3;00].
136. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
—2*4+1>0
egyenlbtlenséget!
Megoldas:

El6szor meghatdrozzuk a —z% + 1 fiiggvény zérushelyeit, azaz meg kell olda-
nunk a

—224+1=0
egyenletet. Ebbdl
—2?=—1, azaz =1,

tehdt x = £1.

A parabola ,,lefelé nyilik”, mert a négyzetes tag egyiitthatéja negativ, ezért vaz-
latosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi dbrat kapjuk:
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Leolvashatjuk, hogy az egyenl6tlenség megoldasa:
x € [-1;1].
137. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazén az
2 +2+6<0

egyenl6tlenséget!
Megoldas:

Az egyenl6tlenség megolddsdhoz el6szor meghatdrozzuk a —22 + x + 6 fiigg-
vény zérushelyeit, azaz megoldjuk a

—2?+14+6=0
egyenletet. Szorozzuk meg mindkét oldalt —1-gyel:
2 —x—6=0.

Ennek megolddsai a mdsodfokd megolddképlettel:

1+£41—-4-1-(—6) 1+v25 145
5 = =

2 2

T12 =

vagyis r1 = —2és xo = 3.
A parabola ,,lefelé nyilik”, mert a négyzetes tag egyiitthatja negativ, ezért vaz-
latosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi abrat kapjuk:
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A fiiggvény azokon az intervallumokon negativ, ahol a grafikonja az x-tengely
alatt van, azaz
x €] —o00;—2[U]3; 00].
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4.3. Gazdasagi alkalmazasok

138. Feladat. Egy kisvéllalkozas egy termékét darabonként 30 eurdért adja el.
Egy darab eléallitasanak valtozé koltsége 20 eurd, az dllandé koltség pedig 500
eur6 havonta. Hany darabot kell havonta eladni ahhoz, hogy a véllalkozas ne
legyen veszteséges (azaz a nyereség ne legyen negativ)?

Megoldas:

Jelolje = a havonta eladott termékek szamat.

A bevétel 30x. Az 0sszkoltség 20z + 500. A nyereség a bevétel és a koltség
kiilénbsége, azaz
30z — (20x + 500) = 10z — 500.

Azt varjuk, hogy a nyereség ne legyen negativ, igy a
102 — 500 > 0

els6foku egyenl6tlenséghez jutunk. Mindkét oldalt 10-zel osztva azt kapjuk,

hogy
r—50>0 = x>50.

Tehét legaldbb 50 darabot kell eladni havonta, hogy a véllalkozds ne legyen
veszteséges, azaz
x € [50; 00.

139. Feladat. Egy vallalkozas havi nyeresége (ezer eurdban) a termelés nagysaga-
nak fiiggvényében

N(z) = —2? + 8z — 12,
ahol z az eladott termékek mennyiségét jeloli (szdz darabban mérve). Milyen
termelési szint esetén lesz nyereséges a vallalkozas?

Megoldas:

Az N(z) > 0 egyenl6tlenség megolddsahoz elészor meghatdrozzuk az —a% +
8z — 12 fiiggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk a

2?48z -12=0

egyenletet. Mindkét oldalt —1-gyel szorozva azt kapjuk, hogy
2?2 —8x +12=0.

A masodfoku egyenlet megolddképletével

8+64— 48 8+4

2 2

T12 =
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adodik, azaz
Tr1 = 2, To = 6.
A N(z) = —2% + 8z — 12 nyereségfiiggvény paraboldja ,lefelé nyilik”, mert
a négyzetes tag egyiitthat6ja negativ. Vazlatosan felrajzolva, jelolve a zérushe-
lyeit, az alabbi dbrét kapjuk:
5 .

A fliggvény azokon az intervallumokon pozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely
folott van, azaz

N(z) >0 <= xz€]2;6]
Tehét a véllalkozds akkor nyereséges, ha a termelés 200 és 600 kozott van.
140. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy termék egységdra x (10 euréban mérve),
és a nyereség (ezer euréban) az

N(z) = —2*+6x -5

fliggvénnyel irhaté le. Milyen &rintervallumban teljesiil, hogy a véllalkozds
nem veszteséges?

Megoldas:
A —22 4 62 — 5 > 0 egyenlétlenséget kell megoldani. Ehhez a —22 4 62 — 5
fliggvény zérushelyeit keressiik, ezért megoldjuk a
—2* 462 -5=0
egyenletet. Mindkét oldalt —1-gyel szorozva az aldbbi egyenlethez jutunk:
2 —6x+5=0
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A mésodfokid megolddképletet alkalmazva azt kapjuk, hogy

6+v36—-20 6+4

2 2

T2 =
igy
Tr1 = 1, Tro = D.
Az N(x) = —2? + 62 — 5 nyereségfiiggvény paraboldja ,,lefelé nyilik”, mert
a négyzetes tag egyliitthat6ja negativ. Vazlatosan felrajzolva, jelolve a zérushe-
lyeit, az aldbbi dbrét kapjuk:

-2 -1
1

—9 |
—3 ]
—4

—6 -
A fiiggvény azokon az x értékeken nemnegativ, ahol a grafikonja az z-tengelyen
vagy folotte van, azaz

N(z)>0 < ze€][l;5].

Tehat a vallalkozas akkor nem veszteséges, ha az egységar az 1 - 10 = 10 és az
5 - 10 = 50 eurd kozotti zart intervallumba esik.
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4.4. Osszefoglalé feladatok

141. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az
(x—2)%-9>0
egyenl6tlenséget!
Megoldas:
Felhaszndlva az (a — b)? = a® — 2ab + b? azonossigot azt kapjuk, hogy
22 —4r+4-9>0 = 2°—42-5>0

egyenl6tlenség adédik. Ennek az egyenl6tlenségnek a megoldasahoz el6szor
meghatdrozzuk az 2% — 4x — 5 fliggvény zérushelyeit, vagyis megoldjuk az

22 —4x-5=0
masodfoku egyenletet. A megolddképlet segitségével

4+/16+20 4+6
2 2

T1,2 =
adddik, vagyis
Tr1 = —1, Tro = 9.

Az aldbbi dbra szemlélteti az 22 — 42 + 5 fliiggvényt és az egyenlStlenség meg-
oldasat:
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Tehat az egyenl6tlenség megoldésa:

x €] —o00;—1[U]5; 00].
142. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az

(x—1)?—222+42+2>0

egyenlGtlenséget!
Megoldas:
Felhasznélva az

(a+b)% = a® + 2ab + b
azonossigot azt kapjuk, hogy

a? =2z +1—22% + 42 +2 > 0.
Elvégezve az dsszevondast
—2? +224+3>0

adodik.
Az egyenlStlenség megolddsahoz elészor meghatdrozzuk a —x? + 2 + 3 fiigg-
vény zérushelyeit, ezért megoldjuk a

—2*4+22+3=0

egyenletet. Mindkét oldalt —1-gyel szorozva azt kapjuk, hogy
2?2 -2z —3=0.

A maésodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva

2+16  2+4
2 2

adodik, vagyis az egyenlet megolddsai

12 =

r1 = —1, Tro = 3.

A négyzetes tag egyiitthatéja negativ (e« = —1 < 0), ezért a parabola lefelé
nyilik. A mdasodfoku fiiggvény grafikonjit és az egyenl6tlenség megoldasat az
alabbi dbra szemlélteti:
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NN
Tt
D

Tehét az egyenl6tlenség megoldasa:
x € [—1;3].

143. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazan az

20 — 3 >0
z+1 —
egyenlGtlenséget!
Megoldas:

A tort akkor és csak akkor nemnegativ, ha a szamlalé és a nevezd azonos el6-
jeld. Két esetet vizsgdlunk. Kozben figyelni kell arra, hogy = + 1 # 0, vagyis

x # —1.

I. eset: E amikor a szdmlald és a nevezd is nemnegativ. Ekkor
20 —-3>0 é zxz+1>0.
Az els6 egyenl6tlenségbdl azt kapjuk, hogy
3

a masodikbdl pedig azt, hogy
> —1.
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Ezt szdmegyenesen is dbrdzoljuk:

® >
— >
100 3
2
o >
A két feltétel egyszerre valo teljesiilése:
c 3
TE |=;00].
2
IL. eset: —, amikor a szaml4l6 és a nevezd negativ. Ekkor

20 —3<0 é xz+1<0.

Az elsé egyenlStlenségbdl

3
a masodikbol pedig
r<—1
kovetkezik. A két feltétel egyiittesen:
< °
FBr— >
-1 0 3
2
< o}
A koz0s rész tehat
x €] —o0;—1].

Osszefoglalva, a két esetbl kapott részmegoldésokat azt kapjuk, hogy az egyen-
16tlenség megoldésa

3
x €] —o00;—1[U b;oo[.
144. Feladat. Egy vallalkozas nyeresége (millié euréban) az
N(z) = —a? + 5z — 4

fliggvénnyel irhaté le, ahol x az eladott termékek szdmét jeldli sz4z darabos
egységekben. Milyen x értékekre nem veszteséges a véllalkozds?

Megoldas:
A villalkozds akkor nem veszteséges, ha a nyereség nemnegativ, azaz
N(z)>0.
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Tehit a —22 + 52 — 4 > 0 mésodfoki egyenltlenséget kell megoldani. Ehhez
el6szor meghatdrozzuk a —22 4 5 — 4 fiiggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk
a
—2?2 452 —4=0
egyenletet. Mindkét oldalt —1-gyel szorozva azt kapjuk, hogy
a? =5z 44 =0.
A megolddképlet segitségével
d5+v25—-16 543
2 2

T12 =

s

18y
Tr1 = 1, To = 4.

Mivel a négyzetes tag egyiitthatdja negativ, ezért a parabola ,,lefelé” nyilik:

5 -
N(z)

Mivel zx az eladott mennyiséget jeloli szdz darabos egységekben, a véllalkozds
akkor nem veszteséges, ha

x € [1;4],
azaz 100 és 400 darab termék kozotti eladds esetén.
145. Feladat. Egy kavézo csészénként 4 eurdért értékesit kavét. Egy csésze
eldallitasi koltsége 1,2 eurd, a havi fix koltség pedig 1800 eurd. Legaldbb hany
csésze kavét kell eladni havonta ahhoz, hogy a nyereség ne legyen negativ?
Megoldas:

Jelolje x a havonta eladott csészék szamat.
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A bevétel ekkor

B(z) = 4z,
az 0sszkoltség pedig

K(z) = 1,22 + 1800.
A nyereség a bevétel és a koltség kiilonbsége:
N(z) = B(z) — K(z) = 4z — (1,22 + 1800) = 2,8z — 1800.
Azt varjuk, hogy a nyereség ne legyen negativ, vagyis
N(z) >0 <= 2,8z—1800>0.

Ezt az egyenl6tlenséget megoldva

1800
x>

2,8x > 1800 <= ~ 642,86

adodik. Mivel x a csészék szdmit jeloli, egész szdmnak kell lennie, és felfelé
kell kerekiteniink, ezért

x > 643.
Tehat a kdvézonak havonta legaldbb 643 csésze kavét kell eladnia ahhoz, hogy
ne legyen veszteséges.






5. fejezet

Fiiggvények

135
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5.1. Fiiggvények tulajdonsagai

Elméleti osszefoglalo

Fiiggvényen egyértelmi hozzdrendelést értiink. Az egyértelmd azt jelenti, hogy
minden z valés szamhoz legfeljebb egy y értéket rendelhetiink hozza.

Az f: D — R fiiggvény értelmezési tartomdnydn a
Dy ={xeDl|y= f(x)}

halmazt értjiik.

Példaul az f(z) = % fiiggvény értelmezési tartomdnya = € R \ {0}.
Tegyiik fel, hogy n tetszéleges természetes szam! Az
fla) = ¥z
fiiggvény értelmezési tartoménya: = € [0; oo|.
Tegyiik fel, hogy a tetszdleges, 1-t6l kiilonbozd pozitiv valds szam! Ekkor az
f(z) = log, x figgvény értelmezési tartomanya: x € ]0; ocol.
Tegyiik fel, hogy a tetszbleges pozitiv valds szdm!

Az f(z) = log, a fiiggvény értelmezési tartoménya: = € |0; 00[\{1}.
Az f: D — R fiiggvény értékkészletén az
Ry ={yeR|y = f(x)}

halmazt értjiik.
Az f: D — R fiiggvény értékkészlete az f(x) fiiggvényértékek halmaza.

Az f: D — R fiiggvénynek az x¢p € D helyen zérushelye van, ha f(xg) = 0.

A zérushely meghatdrozasa egy egyenlet megoldésat jelenti. A fiiggvény hoz-
zarendelési szabdlyat egyenldvé kell tenni nulldval és meg kell oldani a kapott
egyenletet!

Péld4ul az f(z) = 2? — 4 fiiggvény zérushelye az x> — 4 = 0 egyenlet megol-
dasa, azaz x = £+2.
Az f: D — R figgvény

e monoton novekvd, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z1 < o9,
teljesiil, hogy f(z1) < f(z2);
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e monoton csokkend, ha minden x1,x2 € D esetén, melyre z1 < o2,
teljesiil, hogy f(x1) > f(z2);
e szigorian monoton novekvd, ha minden x1, o € D, x1 < x2 esetén

f(z1) < f(z2);
e szigorian monoton csokkend, ha minden x1,x2 € D, 1 < x5 esetén
f(z1) > f(x2).

Legyen a D halmaz szimmetrikus az origéra, ami azt jelenti, hogy ha z € D,
akkor —z € D. Azt mondjuk, hogy az f: D — R fiiggvény

e pdros,ha f(—x) = f(x) teljesiil minden = € D esetén;
e pdratlan, ha f(—x) = — f(x) teljesiil minden = € D esetén.

Ha egy fiiggvény péros, akkor a grafikonja szimmetrikus az y tengelyre. Ha
egy fiiggvény pdratlan, akkor a grafikonja szimmetrikus az origéra.

Példdul az f(z) = 22 fiiggvény paros, az f(x) = 23 fiiggvény paratlan.
Az f: D — R fiiggvény

e alulrol korldtos, ha az értékkészlete alulrdl korlatos;

e feliilrdl korldtos, ha az értékkészlete feliilr6l korlatos;

e korldtos, ha az értékkészlete korlatos.

Az f: D — R fiiggvénynek az x( helyen

e maximuma van, ha f(z) < f(xg) minden x € D esetén, azaz ha
f(xg) az f értékkészletének legnagyobb eleme;

e minimuma van, ha f(z) > f(zo) minden x € D esetén, azaz ha
f(zg) az f értékkészletének legkisebb eleme;

ps

e szélsdértéke van, ha minimuma vagy maximuma van az xg helyen.
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Kidolgozott feladatok

146. Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb6vebb
részhalmazat, amelyen az

f(z)=+v6—2x

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel péros gyokkitevdjli gyok alatt csak nemnegativ szdm allhat, ezért az ér-
telmezé€si tartomdny megaddsahoz meg kell oldanunk a

6 -2z >0

egyenl6tlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy = < 3, igy az értelmezési tartomany
a ] — oo; 3] intervallum.

147. Feladat. Hatidrozzuk meg a valés szamok halmazédnak azt a legb&vebb
részhalmazat, amelyen az

f(x)=V2z+4

fuggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel péaros gyokkitevjl gyok alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért az ér-
telmezési tartomany megaddsdhoz meg kell oldanunk a

20 +4 >0

egyenl6tlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy > —2, igy az értelmezési tar-
tomdny a [—2; oo[ intervallum.

148. Feladat. Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazdnak azt a legb&vebb
részhalmazdt, amelyen az f(x) = logy(z? — 72 + 10) fiiggvény értelmezve
van!

Megoldas:
A logaritmusfiiggvény csak akkor értelmezett, ha az argumentuma pozitiv, azaz

22— 7x 410> 0.
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Az egyenl6tlenség megolddsahoz el&szor meghatdrozzuk az 22 — 7z + 10 fiigg-
vény zérushelyeit, azaz megoldjuk az 22 — 7x + 10 = 0 egyenletet. A médsod-
foki egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

TEVA9—-40 7+3
2 2

T12 =

azaz r1 = 2 és T9 = 5. A parabola ,felfelé nyilik”, mert a négyzetes tag pozi-
tiv, ezért vdzlatosan felrajzolva, jelolve a zérushelyeit, az aldbbi dbrat kapjuk:
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A fliggvény azokon az intervallumokon pozitiv, ahol a grafikonja az x-tengely
felett van, azaz

Dy:x €] —00;2[U]5;00].

149. Feladat. Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazédnak azt a legb6vebb

részhalmazét, amelyen az
f@)=V1-2?

fiiggvény értelmezve van!

Megoldas:
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Mivel péros gyokkitevdjl gyok alatt csak pozitiv szdm 4llhat, ezért az értel-
mezési tartomany megaddsdhoz meg kell oldanunk a 1 — 22 > 0 egyenl&tlen-
séget. Az egyenlGtlenséget grafikusan oldjuk meg. Ehhez els6 1épésben megha-
tarozzuk az 1 — 2 fiiggvény zérushelyeit, azaz meg kell oldanunk az 1 —2? = 0
egyenletet, amire azt kapjuk, hogy 2% = 1, azaz 2 = +1. Ezutén felvazoljuk
az 1 — 22 fiiggvény grafikonjat:

Leolvashatjuk, hogy az egyenlStlenség megoldasa €s igy egyben az f fiiggvény
értelmezési tartomdnya:

Dy:xe[-1;1].
150. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 22 — 4x fiiggvény zérushelyét!
Megoldas:

Meg kell oldanunk az 22 — 4z = 0 egyenletet. Ha x-et kiemeljiik, akkor azt
kapjuk, hogy

z-(z—4)=0.
Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla.
z-(x—4)=0
T = z—4=0



5. FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI 141

Tehat a megolddsok: x1 = 0, o = 4.
151. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = \/z — 3 fiiggvény zérushelyét!
Megoldas:

Meg kell oldanunk a \/x — 3 = 0 egyenletet.
Hozz4adva a 3-at mindkét oldalhoz azt kapjuk, hogy

vz =3.

Mindkét oldalt négyzetre emelve x = 9 adédik.
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5.2. Fiiggvénytranszformaciok

Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a szakaszban f: D — R tetszbleges fiiggvény!

Tétel. Ha ¢ € R olyan, hogy = 4+ ¢ € Dy, akkor f(x + c) grafikonja az
f fuggvény grafikonjdnak a (—c;0) vektorral val6 eltoldsa, azaz ha ¢ pozitiv
val6s szam, akkor a fiiggvény grafikonja balra, ha c negativ valés szam, akkor
a fiiggvény grafikonja jobbra tolédik c-vel

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = f(x + 1) fuggvényt kozos koordindtarendszerben az f-fel, és figyeljiik
meg az eltolast!

Itt g(x) = f(xz + 1) azt jelenti, hogy az f grafikonja 1 egységgel balra tolddik.

6 %
_f ”y
—J9

N W = Ot

AN =z

~7-6-5-4/3/2-1 | 3456 7

Tétel. Ha ¢ € R, akkor f(z) + c grafikonja az f fiiggvény grafikonjdnak a
(0; ¢) vektorral valé eltoldsa, azaz ha c pozitiv valds szam, akkor a fiiggvény
grafikonja felfelé, ha c negativ valds szdm, akkor a fiiggvény grafikonja lefelé
tolédik c-vel.

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = f(x) — 2 fuggvényt kozos koordindtarendszerben az f fiiggvénnyel!

A g(x) = f(x) — 2 a grafikon 2 egységgel lefelé toldsat jelenti.
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5
41
3
2

Tétel. A — f fiiggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak x-tengelyre tiik-
rozése.

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = — f(x) fuggvényt kozos koordindtarendszerben az f-fel!

6

Y

Tétel. Ha a > 1, akkor a - f grafikonja az f grafikonjdnak a-szoros nyujtasa.
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Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = 3f(x) figgvényt! A g(z) = 3f(z) az f grafikonjanak haromszoros
fiiggbleges nyujtasat jelenti.

—f Ty
_g T

Tétel. Ha 0 < a < 1, akkor a - f grafikonja az f grafikonjanak a-szoros
zsugoritasa.

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = 5 f(x) figgvényt!

Ag(x) = % f(x) az f grafikonjanak %—szoros fiiggbleges zsugoritasat jelenti.

£y

Tétel. Ha 2 € Dy esetén —x € Dy, akkor f(—x) az f grafikonjanak y-
tengelyre valé tiikkrozése.
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Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = f(—=) fuggvényt!

—f
—9

N W e Gt
| | |
T

X

-5 —4 -3 ~11 1 3 4 5
91
31
41
51

Tétel. Ha a > 1 olyan val6s szam, hogy « - a € Dy, akkor f(a - x) grafikonja
az f grafikonjanak é-szoros zsugoritasa.

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = f(2x) fuggvényt!
A g(z) = f(2x) az f grafikonjdnak %—szeres vizszintes zsugoritasat jelenti.

— ty

5 -
—9 47
3 1
2 B

Tétel. Ha 0 < a < 1 olyan valds szdm, hogy x - a € Dy, akkor f(a - x)
grafikonja az f grafikonjanak %-szoros nyujtasa.
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Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(z) = f(%x) fiiggvényt!
Aglz)=f (%x) az f grafikonjanak kétszeres vizszintes nyujtasat jelenti.

—f
—9

Y

Y

N W e Ot

4%4 3 /21 15—
_1 |1

Tétel. Az |f| grafikonja az f grafikonjabol tigy kaphaté meg, hogy az x tengely
alatti részt (vagyis a negativ fliggvényértékeket) tilkkrozziik az = tengelyre.

Példa. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = | f(x)| figgvényt!
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Tétel. Ha x € Dy esetén |z| € Dy, akkor f(|z|) grafikonja az f grafikon-
jabdl ugy kaphaté meg, hogy a pozitiv szdmokhoz tartozé fiiggvényértékeket
tilkkrozziik az y tengelyre.

Példa. Tekintsiik az alabbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt! Abrazoljuk a
g(x) = [(|2]) fuggvényt!

—f
—9

N W s Ot O
I I I I
} } } }

—6-5-4-3F771 | 103 4 5 6
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Kidolgozott feladatok

152. Feladat. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt:
6 -
Y

5
4+
3
2

-5 —4 -3 2—11 1S3 4 5

Abrizoljuk elGszor a
g(x) = flz+4)
figgvényt, majd ezt kdvetden a
h(z) = f(z+4)—2

fliggvényt kozos koordinatarendszerben! Fogalmazzuk meg szovegesen is, hogy
milyen iranyu és hany egységgel valé eltolast jelent a g fliggvény grafikonja az
f fuggvény grafikonjahoz képest! Ugyanigy, fogalmazzuk meg szbvegesen,
hogy milyen irdnyu €s hany egységgel vald eltolast jelent a h fliggvény grafi-
konja a g fiiggvény grafikonjahoz képest!

Megoldas:
A g(x) = f(x + 4) esetében 4 egységgel balra tolodik az f fiiggvény grafi-
konja.

A h(z) = g(x) —2 = f(x +4) — 2 esetében 2 egységgel lefelé tolddik a g
fliggvény grafikonja:
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153. Feladat. Tekintsiik az aldbbi grafikonnal definidlt f fiiggvényt:

7
Y

1 234 5 6 7

Abrizoljuk elészéora g(x) = f(z—1), majd ezt kovetden a h(z) = f(z—1)+2
fliggvényt!
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Megoldas:

A g(x) = f(z — 1) esetében 1 egységgel jobbra tolédik az f fiiggvény grafi-
konja.

A h(z) = g(x) +2 = f(x — 1) + 2 esetében 2 egységgel felfelé tolodik a g
fliggvény grafikonja:

—f
g
—h

Ty
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Abrézoljuk elészor a g(z) = —3 - f(x), majd ezt kovetSen a
hMz)=g(z—-1)—2=-3- f(x—1)—2

fliggvényt!
Megoldas:
A g(x) = —3 - f(x) esetében a grafikon az z-tengelyre tiikrozodik és 3-

szorosara nyulik fligg6legesen.
Ah(z) =g(x—1)—2= -3 f(xr — 1) — 2 fiiggvény esetében 1 egységgel
jobbra tolddik az f fiiggvény grafikonja, majd az 2 egységgel lefelé tolddik:

_f Yy
g 1

—h

N W = Ot

ey
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5.3. Elemi fiiggvények és grafikonjaik

Elméleti 6sszefoglalo

Elsofoku fiiggvények. Az f(x) = m - x + b fiiggvényt elsdfokii fiiggvénynek
nevezziik, ahol m-et a fliggvény meredekségének mondjuk.

Az elséfoki fiiggvények grafikonja egyenes.

A fiiggvénynek egyetlen zérushelye van: —%.
A fiiggvény nem korlatos.

Ha m > 0, akkor szigortian monoton névekvd, ha m < 0, akkor szigortan
monoton csokkend, ha m = 0, akkor a fiiggvény konstans.

Ha b = 0, akkor a fiiggvény paratlan. Ha b # 0, akkor nem pdros, nem pdratlan.

Példa. Az aldbbi dbra mutatja az f(x) = max + b fiiggvény grafikonjat m < 0
esetén:

/\y

AN

3=

Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = x fuggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat tgy, hogy az
r=-3,-2,-1,0,1,2,3
helyeken szamoljuk ki a fliggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
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d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag és szélsdérték szerint!
f) Jellemezziik monotonitds szerint!

g) Vizsgaljuk parités szerint!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
T -3 -2 -1 0 1 2 3
f) | =3 | =2 | -1 |0 | 1|23

b) A fiiggvény grafikonja:

-3 L

¢) Ertelmezési tartomany: D xR
Ertékkészlet: R;: y € R.
d) Zérushely: x = 0.

e) A fliiggvény sem alulrdl, sem feliilr6] nem korlatos.

Nincs minimuma, nincs maximuma.
f) A fiiggvény szigordan monoton novekvé.

g) A fiiggvény paratlan, mert a grafikonja szimmetrikus az origéra.
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Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = —x fuggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
r=-3,-2,-1,0,1,2,3

helyeken szamoljuk ki a fliggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!

d) Szédmoljuk ki a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgaljuk paritds szerint!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
T -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x) 3 2 1 0| -1 | —2 | -3

b) A fiiggvény grafikonja:

Y

¢) Ertelmezési tartomdny: D xR

d) Ertékkészlet: Ry: y € R.
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e) Zérushely: x = 0.

f) A fliggvény sem alulrédl, sem feliilr6] nem korlatos, nincs minimuma €s nincs
maximuma.

g) A fiiggvény szigorian monoton csokkend.

h) A fiiggvény pératlan, mert f(—z) = —(—x) = © = — f(x), illetve a grafi-
konja szimmetrikus az origdra.

Masodfoku fiiggvények. Legyen a # 0 tetszGleges valds szam, tovabba b és ¢
tetszSleges valds szdmok. Az f(z) = a- 2% + b - x + c fliggvényt mdsodfokii
fiiggvénynek nevezziik.

A masodfoku fiiggvény grafikonjat paraboldnak hivjuk.
Ha a > 0, akkor a paraboldnak minimuma van.
Ha a < 0, akkor a paraboldnak maximuma van.
A parabola egyenlete atirhatd

fx)=a-(z—u)’+wv
alakra, amit tengelyponti alaknak is hivunk. Ebben az alakban a parabola ten-
gelypontja (csicsponja), ami egyben a széls6értéke is

T = (u;v),

ahol
b

—
Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 22 fliiggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
r=-3,-2,—-1,0,1,2,3

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

c) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkészletet!

d) Adjuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgdljuk parités szerint!

Megoldas:

a) Az értéktablazat:
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flx) | 9 4 1 o | 1] 419

b) A fiiggvény grafikonja:

(@] ~ o] ©
| | |
t t

54321 | 1z 3 4
c) Ertelmezési tartomany: D rrreR.
Ertékkészlet: R;: y € [0;00].
d) Zérushely: = = 0.
e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem Kkorlatos.
Minimuma van. Minimumbhely: £ = 0, minimumérték: y = 0.

f) Szigordan monoton csdkkend a | — co; 0] intervallumon, és szigordan mono-
ton névekvd a [0; oo[ intervallumon.

g) A fiiggvény paros, mert a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y ten-
gelyre.

Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = —2? fiiggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat ugy, hogy az
r=-3,-2,—-1,0,1,2,3
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
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¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
d) Adjuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgaljuk paritas szerint!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
x -3 -2 -1 0 1 2 3
f(z) -9 —4 -1 0 -1 —4 -9

b) A fiiggvény grafikonja:

-5 -4 -3 -2 — 1 2 3 4 5

¢) Ertelmezési tartomany: D rrreR
d) Ertékkészlet: Ry: y €] — oo;0].

e) Zérushely: x = 0.

f) Feliilr6l korlatos, alulrél nem korlatos.

g) A | — oo; 0] intervallumon szigordan monoton ndvekvd, a [0; oo[ intervallu-
mon szigortian monoton csokkend.
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h) A fiiggvény paros, mert f(—z) = —(—2)?> = —22 = f(z), a grafikonja

tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre.
Négyzetgyok fiiggvények. Azokat a fliggvényeket, amelyek leképezési szaba-
lydban négyzetgyokos kifejezés szerepel négyzetgyok fiiggvényeknek nevezziik.
A legegyszeriibb gyokfiiggvény az f(x) = /.
Példa. Tekintsikk az f: [0;00[ = R, f(x) = \/z fuggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat gy, hogy az x = 0, 1,4, 9 helyeken
szamoljuk ki a fiiggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fliggvény grafikonjat!
¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
d) Hatarozzuk meg a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag és szélsdérték szerint!
f) Jellemezziik monotonitas szerint!

Megoldas:

a) Az értéktablazat:

f(z) 0 1 2 3

b) A fiiggvény grafikonja:

41y

¢) Ertelmezési tartomany: D : x € [0; 00].

Ertékkészlet: R;: y € [0; 00l.
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d) Zérushely: z = 0.
e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

Minimuma van. Minimumbhely: £ = 0, minimumérték: y = 0.
f) Szigordan monoton névekvd a [0; oo intervallumon.

Abszolutérték fiiggvények. Azokat a fiiggvényeket, amelyek leképezési sza-
balyaban abszolutérték szerepel, abszoliitérték fiiggvényeknek nevezziik.

Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = |z| fiiggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az
x=-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!

d) Hatdrozzuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitds szerint!

g) Vizsgaljuk paritas szerint!

Megoldas:

a) Az értéktablazat:

x —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

f@) | 4 | 3 | 2 | 1 0| 1|23/ 4

b) A fiiggvény grafikonja:

4 %
Yy
31
2 4
1 4
‘ &
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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¢) Ertelmezési tartomany: D o eR
Ertékkészlet: Ry : y € [0;00].

d) Zérushely: x = 0.

e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

Minimuma van. Minimumhely z = 0, minimumérték y = 0.

f) Szigortian monoton csdkkend a | — oo; 0] intervallumon.

Szigortian monoton novekvé a [0; ool intervallumon.

g) Péaros, mert a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre. Ez alge-
brailag azt jelenti, hogy

f(=z) = —a| = || = f(z),
Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = —|z| fuggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az
x=-3,-2,—-1,0,1,2,3
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkészletet!

d) Hatarozzuk meg a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!
f) Jellemezziik monotonitds szerint!

g) Vizsgdljuk parités szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

x -3 -2 -1 0 1 2 3

f@) | =3 | =2 | =1 ] 0| -1]| -2 | -3

b) A fiiggvény grafikonja:
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1%

v

—4 L

¢) Ertelmezési tartomdny: D rrreR
d) Ertékkészlet: Ry: y €] — o0;0].

e) Zérushely: z = 0.

f) Feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos.

g) A ] — oo; 0] intervallumon szigorian monoton ndvekvd, a [0; oo[ intervallu-
mon szigortian monoton csokkend.

h) Péros, mert f(—z) = —|—x| = —|z| = f(z), a grafikon tengelyesen szim-
metrikus az y tengelyre.

Exponencialis fiiggvények. Legyen a tetszéleges, 1-t6] kiillonb6zé valds szam.
Az

f(z) =a”
alaku fiiggvényeket exponencidlis fiiggvényeknek nevezziik.

Ha a > 0, akkor az f(x) = a” exponencidlis fiiggvény szigordan monoton
novekvo.

Ha a < 0, akkor az f(x) = a” exponencidlis fiiggvény szigortian monoton
csokkend.

Az f(x) = a” fuggvénynek nincs zérushelye.
Az f(x) = a” figgvénynek nincs szélsGértéke.
Az f(x) = a” fiiggvény nem péros, nem paratlan.
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Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = 3" fuggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az
r=-3,-2,-1,0,1,2

helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!

d) Adjuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag és szélséérték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgaljuk parités szerint!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
T -3 -2 -1 0 1
1 1 1
37 — — - 1 3
27 9 3

b) A fiiggvény grafikonja:
10

\\C‘ R O = T B S =)
‘ | | ‘ ‘ | ‘ |
| | | | | | | |

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
11
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¢) Ertelmezési tartomany: D o eR
Ertékkészlet: Ry : y €]0;00].
d) Zérushely: nincs.

e) Alulrdl korlatos.
Nincs minimuma, nincs maximuma.

f) Szigortian monoton névekvd.

g) Nem péros, nem pdratlan.

1 x
Példa. Tekintsik az f: R — R, f(z) = (3> fiiggvényt!

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat igy, hogy az
r=-2,-1,0,1,2,3

helyeken szamoljuk ki a fliggvényértékeket!
b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
c) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushelyet, ha van!
e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!
f) Jellemezziik monotonitds szerint!

g) Vizsgaljuk parités szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

T -2 -1 0 1 2 3
1\* 9 5 1 1 1 1
3 3 9 27

b) A fiiggvény grafikonja:

163
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-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
—1 1L

¢) Ertelmezési tartomdny: D rrreR.
Ertékkészlet: R;: y €]0; 0cl.
d) Zérushely: nincs.

e) A fiiggvény alulrél korlatos, feliilr6l nem korlatos.

Nincs minimuma, nincs maximuma.
f) Szigordan monoton csokkend.
g) Nem péros nem pdratlan.

Logaritmikus fiiggvények. Legyen a tetszSleges, 1-t6l kiilonb6zs, pozitiv
valés szam. Az

f(z) =log,x
alaku fiiggvényeket logaritmikus fiiggvényeknek nevezziik.
Ha a > 0, akkor az f(z) = log, = logaritmikus fiiggvény szigorian monoton
novekve.
Ha a < 0, akkor az f(z) = log, = logaritmikus fiiggvény szigorian monoton
csokkend.
Az f(z) = log, x fuggvénynek egyetlen zérushelye z = 1.

27z

Az f(x) = log, = fiiggvénynek nincs szélsGértéke.



5. ELEMI FUGGVENYEK ES GRAFIKONJAIK 165

Az f(x) = log, x figgvény nem péros, nem paratlan.

Példa. Tekintsiik az f: ]0; 00[— R, f(x) = log, z fiiggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az

_ 11
4’2
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

x ,1,2,4,8

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

=

D[
—_
[N}
I
o

X

logy -2 -1 0 1 2 3

b) A fiiggvény grafikonja:

Példa. Tekintsiik az f: ]0;00[— R, f(x) = log:1 x fiiggvényt!
2

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az
11
42
helyeken szamoljuk ki a fiiggvényértékeket!

x ,1,2,4,8
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b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
x il 3|1 2 4 8
log: x 2 1 0 -1 -2 -3
2

b) A fiiggvény grafikonja:

5 -

Y

4 |

3 N

2 .|

Tortfiiggvények. Legyenek a, b, ¢, d olyan valds szamok, hogy ¢ - x + d # 0.

Az )
a-x+
f(x)_c-a:—i-d

fliggvényeket elsdfoki tortfiiggvényeknek nevezziik.

Példa. Tekintsik az f: R\ {0} = R, f(z) = 1 fiiggvényt!
a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tdblazatat dgy, hogy az

1 111

- —=,=,=, 1,2

2 ) 3 Y 3 ) 2 ) )
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

r=-2,-1,—

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
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¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushelyet, ha van!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgdljuk parités szerint!

Megoldas:
a) Az értéktablazat:
1 1 1 1
-2 -1 —= —= - - 1 2
‘ 2 313 2
L L 1 2 3 3 2 1 L
x 2 2

b) A fiiggvény grafikonja:

c) Ertelmezési tartomany: Dy: x € R\ {0}.
Ertékkészlet: R;: y € R\ {0}.
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1
d) Zérushely: nincs, mert az — = (0 egyenletnek nincs megoldasa.
x

e) A fiiggvény nem korlatos sem alulrél, sem feliilr6l.
f) Nincs minimuma, nincs maximuma.

g) Az ] — oo; 0[ intervallumon szigordan monoton csokkend.
A ]0; oo intervallumon szigordan monoton csokkend.

h) A fiiggvény paratlan, mert a grafikonja szimmetrikus az origéra.
1

Példa. Tekintsikk az f: R\ {0} — R, f(z) = —— fiiggvényt!
x

a) Készitsiik el a fiiggvényértékek tablazatat igy, hogy az

P R

2" 332
helyeken szdmoljuk ki a fiiggvényértékeket!

b) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

¢) Adjuk meg az értelmezési tartomdnyt és értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushelyet, ha van!

e) Jellemezziik korlatossag és széls6érték szerint!

f) Jellemezziik monotonitas szerint!

g) Vizsgdljuk parités szerint!
Megoldas:

a) Az értéktablazat:

N |
W =
W =
N | =

x 2 2

b) A fiiggvény grafikonja:
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-5 -4 -3 -2 -1 1 5

c) Ertelmezési tartomany: Dy: x € R\ {0}.Ertékkészlet: Ry: y € R\ {0}.

1
d) Zérushely: nincs, mert —— = 0 egyenletnek nincs megoldasa.
x

e) A fiiggvény nem korlatos sem alulrél, sem feliilr6l.
f) Nincs minimuma, nincs maximuma.

g) Az | — oo;0[ intervallumon szigordan monoton novekvo.

A']0; co| intervallumon szigortian monoton ndvekva.

1 1 .
h) A fiiggvény pératlan, mert f(—x) = == —f(x), a grafikonja
szimmetrikus az origora.
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Kidolgozott feladatok.

155. Feladat. Tekintsiik az
1 3
f:[-3;5[= R, f(zx) = 3%~ 5
fliggvényt!
a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Olvassuk le a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a szélséértékét!
g) Jellemezziik monotonités szerint!

Megoldas:
a) A fiiggvény grafikonja:

= N W = ot (@]
I I I I I I
T T T T T

b) Ertelmezési tartomédny: Dy: x € [—3;5].
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—3;1].
d) A zérushely x = 3.
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e) A fiiggvény alulrdl és feliilrdl is korlatos, ezért korlatos.
f) Minimumbhely: x = —3, minimumérték: y = —3, maximuma nincs.
g) Szigordan monoton novekvao.
156. Feladat. Tekintsiik az
f:[-2:2] =2 R, f(z)=—-3x+2
fuggvényt!
a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz&ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!
h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:

—7—6—5—4—3—2—11 2 3 4 5 6 7
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b) Ertelmezési tartomany: Dy:xe[-2;2].
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—4;8].
d) A zérushely a —3x + 2 = 0 egyenlet megoldésa.

3 2 = 2
—3xr = — T = .
3

2
Tehét a zérushely z = 3

e) A figgvény alulrdl és feliilrdl is korlatos, ezért korlatos.

f) Maximumhely: x = —2, maximumérték: y = 8.
Minimumbhely: z = 2, minimumérték: y = —4.

g) Szigorian monoton csokkend a [—2, 2] intervallumon.

h) Nem péros, nem pératlan.

157. Feladat. Adjuk meg azt a fiiggvényt, amelynek grafikonja egyenes és il-
leszkedik az A = (2;5) és B = (—3;7) koordinatdjd pontokra! Hatdrozzuk
meg a fiiggvény zérushelyét!

Megoldas:
A keresett fliggvény grafikonja egyenes, igy a fiiggvényt
flx)=m-x+0b
alakban keressiik. Mivel az A pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjdra, ezért
f2)=m-24b = 5=2m+b.
Mivel a B pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjara, ezért
f(=3)=m-(=3)+b = T7=-3m+0b.

A fenti két egyenletbdl ll6 egyenletrendszer megolddsaként kapjuk meg az m
és b ismeretleneket:

2m+b=2>5
—3Im+b= 7} '
Az elsé egyenletbdl kivonva a médsodik egyenletet azt kapjuk, hogy
2
dm=-2 = = ——.
m m 5
Ezt behelyettesitve példaul az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

4 29
—+b=5 = b=—.
5Jr 5
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A keresett fliggvény tehat:

2 29
) =-57+%
A fiiggvény zérushelye:
2 29 29
—= — = = — =14,5.
£ + 5 0 = = 5 ,D

158. Feladat. Tekintsiik a sikon az A = (1;4) és B = (5; —2) pontokat!

a) Adjuk meg azt a fiiggvényt, amelynek grafikonja egyenes és illeszkedik az
A és B pontokra!

b) Hatdrozzuk meg a fiiggvény zérushelyét!
c) Abrazoljuk a fiiggvényt!
Megoldas:
a) A keresett fiiggvény grafikonja egyenes, igy a fiiggvényt
flx)y=m-x+b
alakban keressiik. Mivel az A pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjara, ezért
f)y=m-1+b = 4=m+b.
Mivel a B pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjara, ezért
fG)=m-54+4b = —-2=5m+0b.

A fenti két egyenletbdl all6 egyenletrendszer megoldasaként kapjuk meg az
m és b ismeretleneket:

m+b=4
Sm +b= —2} ’
Az els6 egyenletbdl kivonva a masodik egyenletet azt kapjuk, hogy
3
—4m =6 = m= 5

Ezt behelyettesitve példaul az elsd egyenletbe:

3 11
——4+b=4 = b=—.
2jL 2

A keresett fiiggvény hozzarendelési szabdlya tehat
3 11

flz) = —ix—l— 5
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b) A fiiggvény zérushelye az

egyenlet megolddsa. Mindkét oldalt 2-vel szorozva, majd az egyenletet ren-
dezve azt kapjuk, hogy

11
“Br+ll=0= z=" ~367

c) A fiiggvény grafikonja:

\:\(y
5 ]
Al
3
2

159. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = (x — 1)? — 3 fiiggvényt!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacios 1épésekben,
azaz legyen az 22, (z — 1)2 és (x — 1) — 3 is dbrazolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatarozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
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g) Jellemezziik monotonités szerint!
h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:

Ty

-5 -4 -3 -2 -1

N 2 31

(z —1)?
—(z—-1)2-3

b) Ertelmezési tartomany: D o eR
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—3;00].
d) A zérushelyhez megoldjuk az f(x) = 0 egyenletet. Mivel (x —1)2—3 = 0,
ezért (x — 1)2 = 3, igy x — 1 = £+/3. Ezekbdl
mlzl—\/§ illetve x2:1+\/§.

e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

27z

f) SzEls6érték tipusa: minimum, minimumhelye x = 1-nél van, minimumérték
y=—3.

g) A ] — oo; 1] intervallumon szigordan monoton csdkkend, [1; oo[ intervallu-
mon szigoriian monoton névekvo.

h) Nem paros, nem paratlan.
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160. Feladat. Tekintsiik az
f:R=R,  flz)=—-22+5

fliggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fliggvény grafikonjat fliggvénytranszformacids 1épésekben:

legyen az x2, —z% és —2% + 5 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

c) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz&ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzforméacios 1épések:

7,,

—22+5
-6 -5 -4 -3 -2 —¥ 1 2\ 3 4 5 6
_]_,,
_2,,
_3,,
_4,,
_5,,
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b) Ertelmezési tartomdny: D o eR
¢) Ertékkészlet: Rs:y €] —o0;5].

d) A zérushelyek az f(z) = 0 egyenlet megolddsai. Mivel f(z) = —2% + 5,
ezért a —x? + 5 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mindkét oldalhoz 5-6t
hozzaadva azt kapjuk, hogy

?=5 = mz:l:\/g.

e) A fiuggvény feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos.
f) Maximuma van. Maximumbhely: x = 0, maximumérték: y = 5.

g) A | — oo; 0] intervallumon szigordan monoton nvekvd, a [0; oo[ intervallu-
mon szigortian monoton csokkend.

h) Paritds: péros, mert

f(=2) = —(x)? +5=—2>+5= f(2).
161. Feladat. Tekintsiik az

fiR=R,  f(z)= —%~($+1)2+3

fliggvényt!

a) Rajzoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacids 1épések-
ben, vagyis az

1 1
2, (z+1)2 —g-(x+1)2, —g-(a:+1)2+3

fliggvények is legyenek abrazolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a szélséértékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformdcids 1épések:
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2 7 4
_ T y
— (z+1)? 6 |
— —Ha+1)?
S f 5
4 u.
2 u.

-8 -7 -6 -5

b) Ertelmezési tartomany: D o eR.

c) Ertékkészlet: Ry: y €] — 003 3].

d) A zérushelyek meghatdrozasihoz az f(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk.
Mivel f(z) = —% - (z +1)2 + 3, ezért a megoldandé egyenlet

1
—g-(x+1)2+3:0.

Mindkét oldalbdl 3-at kivonva, majd az egyenlet mindkét oldaldt —3-mal
szorozva azt kapjuk, hogy

1
—S @) =3 = @+1?=9,
igy x +1 = 3, illetve z + 1 = —3 adddik. Ezeket megoldva azt kapjuk,

hogy
x1 = 2 illetve o = —4.



5. ELEMI FUGGVENYEK ES GRAFIKONJAIK 179

e) A fiiggvény feliilrdl korldtos, alulrél nem korlatos.
f) Maximuma van, maximumhely: x = —1, maximumérték: y = 3.

g) Monotonitds: a | — oco; —1] intervallumon szigordan monoton névekvd, a
[—1; oo intervallumon szigordan monoton csdkkend.

h) Paritds: nem paros, nem pératlan.
162. Feladat. Egy adott terméket gyart6 cég nyereségét (eurdban) a
P(z) = —252% 4+ 15002 — 14000

madsodfoku fiiggvény irja le, ahol x a darabonkénti eladdsi ar (euréban). Haté-
rozzuk meg azt az egységarat, amely a lehetd legnagyobb profitot eredményezi,
valamint adjuk meg a maximalis nyereség értékét!

Megoldas:
A nyereséget megado fiiggvény parabola, melynek maximumhelye az
—b
Tmax = 5
Nekiink a = —25, b = 1500, ezért
—1500 —1500
TS5 (am) T B0

Tehat a maximalis profitot ad6 eladési ar: 30 eurd/darab.
Mivel

P(30) = —25 - 302 + 1500 - 30 — 14000 = 8 500,
ezért a maximadlis profit 8 500 eurd.

163. Feladat. Tekintsiik az f(r) = /x — 3 fiiggvényt a valés szdmok hal-

mazanak azon legb&vebb részhalmazan, amelyen a fiiggvény értelmezve van!

a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
vagyis legyen a \/z és \/z — 3 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonités szerint!
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Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzforméacios 1épések:

8Ty — vz
71 — V-3
6 |
5|
41
3|
9 |
I I I I I I I I I I I IE‘
~11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1‘0 1‘1 1‘2 1‘3

b) Ertelmezési tartomédny: Dy : x € [3; 00].

c) Ertékkészlet: R;: y € [0; 00].

d) Zérushely: x = 3.

e) Alulrdl korlétos. Feliilr6l nem korlatos.

f) Minimuma van. Minimumhely: z = 3. Minimumérték: y = 0.
g) Szigordan monoton novekvd.

164. Feladat. Tekintsiik f(z) = 3-v/x + 2 — 3 fiiggvényt a valds szdmok hal-
mazanak azon legb&vebb részhalmazén, amelyen a fiiggvény értelmezve van!

a) Abrizoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
vagyis legyen a \/x, Vr +2,3 - Vx + 2,3 Va + 2 — 3 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korldtossdg szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!
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Megoldas:
a) A fliggvény grafikon és a 1épések:

—_ \/5 10 +
V42

—3-Vx+2

—  f

Y

T
12345678 910

b) Ertelmezési tartomany: D i€ [—2;00]

c) Ertékkészlet: Ry: y € [—3; 00].

d) Zérushely: 3- vz +2-3=0=+Vz +2=1=2=—1.

e) Alulrdl korlatos. Feliilr6l nem korlatos.

f) Minimuma van. Minimumhely: z = —2. Minimumérték: y = —3.
g) Szigordan monoton novekvd.

165. Feladat. Tekintsiik az f(z) = —/z + 2 fiiggvényt a valés szdmok hal-
mazanak azon legb&vebb részhalmazan, amelyen a fiiggvény értelmezve van!

a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjt fiiggvénytranszforméciés lépésekben,
azaz legyen a \/x, —/x, —/x + 2 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szdmoljuk ki a zérushely(ek)et!
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e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonités szerint!

Megoldas:
a) A grafikon és a Iépések:

5 F
y — vr
4 + —\/T
__\/E+2

b) Ertelmezési tartomédny: Dy : x € [0; ocl.

c) Ertékkészlet: Ry: y €] — o0;2].

d) Zérushely: —\/z+2=0=x=2=2=4.

e) Alulrdl nem korlatos. Feliilr6l korlatos.

f) Maximuma van. Maximumbhely: x = 0. Maximumérték: y = 2.
g) Szigordan monoton csdkkend.

166. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2 - /2 — 3 fiiggvényt!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat a [0; 16] intervallumon, és mutassuk
be a transzformdcids 1épéseket a g(z) = /x fiiggvénybdl kiindulva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

c) Adjuk meg az értékkészletet!
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d) Hatdrozzuk meg a zérushelyet!

e) Jellemezziik korldtossdg szerint a fliggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a sz€éls6értékét!

g) Jellemezziik a fiiggvényt monotonitds szerint a [0, 16] intervallumon!

Megoldas:
a) A grafikon és a Iépések:

9,,
8”3/
7,,
6,,
5,,
44
3,,
2,,
1,,

—2—_11k 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17
—9 —  E
-3 2./
—4 —2 .z -3
-5

b) Az értelmezési tartomany: Dy : x € [0; 16].

c) Ertékkészlet: Ry: y € [—3;5].

d) Zérushely: 2y —3=0= /r =3 =z =1 =225

e) Alulrdl és feliilrdl is korlatos.

f) Minimuma és maximuma is van.
Minimumhely: z = 0, minimumérték: y = —3.
Maximumbhely: x = 16, maximumérték: y = 5.

g) Szigordan monoton novekvao.

167. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = |z — 2| — 1 fiiggvényt!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdciés 1épésekben,
azaz legyen az |x|, |x — 2| és |x — 2| — 1 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
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¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szdmoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korldtossdg szerint a fliggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a szélséértékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécids 1épések:

'y

b) Ertelmezési tartomdny: D rrreR
c) Ertékkészlet: Ry: y € [—1; 00].

d) A zérushelyhez [z —2| -1 =0 = |z —2| = 1, ezért z — 2 = 1 vagy
r—2=—1,azazx1 = 3,29 = 1.

e) Alulrdl korlatos, feliilrdl nem korlatos.
f) Minimuma van. Minimumbhely: z = 2. Minimumérték: y = —1.
g) Szigorian monoton csokkend a | — oo; 2] intervallumon,

szigordan monoton ndvekvd a [2; ool intervallumon.

h) Nem paros, nem paratlan.
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168. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = —|z| + 3 fiiggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacids 1épésekben,
azaz legyen az |x|, —|z| és —|x| + 3 is dbrdzolva!

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatarozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!

f) Hatdrozzuk meg a szé€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!

Megoldas:
a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécios 1épések:

5 -
Y

4
3
2

b) Ertelmezési tartomdny: D rrx €R.

c) Ertékkészlet: Ry: y € ] — 00; 3).

d) —|z|+3=0=|z|=3=2=43.

e) Feliilrdl korlatos. Alulrél nem korlatos.

f) Maximuma van. Maximumbhely: = 0. Maximumérték: y = 3.

g) Szigorian monoton ndvekvs a | — oo; 0] intervallumon,

szigorian monoton csdkkend a [0; oo[ intervallumon.

h) Paros, mert a grafikon szimmetrikus az ¥ tengelyre.
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1
169. Feladat. Tekintsik az f: R - R, f(z) = 3 |z — 1] — 1 fuggvényt!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacios 1épésekben,
azaz legyen az

1
‘$|’ ‘33—1|, §|‘T—1|

fliggvények is dbrdzolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzforméacios 1épések:

6,,

Y

5,,

—2 — |zl
|z — 1]
-3 o1
E— f
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b) Ertelmezési tartomdny: D o eR
¢) Ertékkészlet: Ry: y € [—1;00].
d) Az f(x) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Mivel

1
fla) =5 e =11,
ezért a megoldandé egyenlet
1

Mindkét oldalhoz 1-et hozzdadva, majd az egyenlet mindkét oldalét 2-vel
szorozva azt kapjuk, hogy

1

5-].70—1]:1 = |z—-1]=2,
igy x — 1 =2vagy r — 1 = —2 adddik. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

x1 = 3 illetve xo = —1.

e) Alulrdl korlétos, feliilr6l nem korlatos.

f) Minimuma van. Minimumbhely: z = 1. Minimumérték: y = —1.

g) A ] — oo;1]-en szigordan monoton csékkend, az [1; co[-en szigordan mono-
ton novekvo.

h) Nem péros és nem pératlan.

170. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = —3- |z + 1| + 4 fiiggvényt!

a) Rajzoljuk fel a fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformacids 1€pésekben,
azaz legyenek az

al, Je+1, —3-le+1l, —3-]o+1]+4

is dbrédzolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szdmoljuk ki a zérushely(ek)et!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonités szerint!
h) Jellemezziik paritds szerint!
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Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécids 1épések:

-7 =6 —5 —4

— |z
|z + 1|

=3 |z +1]

— f

b) Ertelmezési tartomany: D rrreR
c) Ertékkészlet: Ry: y € | — 00;4].
d) A zérushelyeket a —3 - | + 1| + 4 = 0 egyenlet megolddsai adjdk. Az
egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
|x+1]:% = $+1:—é,vagyx+1:é,
3 3 3

tehatx = —1 + %, azaz

xr1 = g, = 3
e) Feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos.
f) Maximuma van. Maximumhely: x = —1. Maximumérték: y = 4.

g) A]—o0; —1]-en szigordan monoton névekvd, a [—1; co[-en szigortian mono-
ton csokkend.
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h) Nem péros és nem pératlan.
171. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = 2~ — 3 fiiggvényt!

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdciés 1épésekben,
azaz legyenek a
2r=1 _3

T 2:(:—1

fliggvények is dbrazolva!

) )

b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushelyet!

e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!
f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!

g) Jellemezziik monotonités szerint!

h) Jellemezziik paritds szerint!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja és a transzformécids 1épések:

K—a R R S . NG S

‘ ‘ T
—4—3—2—11 4 5 6 7
_o |
3 — 2
rz—1
4l 2
—  f
5l

b) Ertelmezési tartomany: D rrreR.
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c) Ertékkészlet: Ry:y €] — 3;00].

d) Zérushely: 227! —3=0=2""1=3= 2 =14log, 3.

e) Alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

f) Nincs minimuma, nincs maximuma.

g) Szigordan monoton novekvao.

h) Nem paros, nem pératlan.

172. Feladat. Tekintsiik az f: [—1;3] — R, f(z) = 2* — 3 fiiggvényt!
a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat!

b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!

¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!

7z

f) Hatdrozzuk meg a sz€ls6értékét!
g) Jellemezziik monotonitas szerint!
Megoldas:

a) A grafikon:

-4 -3 -2 -1 1/ 2 3 4 5 6
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b) Ertelmezési tartomany: D¢:xe[-1;3].
¢) Ertékkészlet: Ry:y e [— %; 5].
d) A zérushelyeta 2”—3 = 0 egyenlet megoldasa adja. Az egyenletet rendezve
azt kapjuk, hogy
2"=3 = 1z =log,3.
e) Alulrdl és feliilrdl is korlatos.
f) Minimuma és maximuma is van.
Minimumbhely: z = —1. Minimumérték: y = —g.
Maximumbhely: x = 3. Maximumérték: y = 5.
g) Szigordan monoton novekvao.
173. Feladat. Tekintsiik az f: [1;16]— R, f(z) = logy(z) + 1 fiiggvényt!
a) Abrdzoljuk az f fiiggvény grafikonjat!
b) Adjuk meg az értelmezési tartoményt!
c) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!

d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fiiggvényt!

P

f) Hatdrozzuk meg a sz&ls6értékét!
Megoldas:

a) A grafikon:

Ty

[\ w = ot [=2] 3
I I I I I
t t t t t

X
—2—11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

-2

b) Ertelmezési tartomany: Dy: x € [1;16].
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c) Ertékkészlet: Ry: y € [1;5].
d) Zérushely: nincs.
e) Alulrdl és feliilrdl is korlatos.
f) Minimuma van, maximuma nincs.
Minimumbhely: z = 1, minimumérték: y = 1.
174. Feladat. Tekintsiik az f: |2; 00[— R, f(z) = logy(x —2) — 2 fiiggvényt!
a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat fiiggvénytranszformdcios 1épésekben,
azaz legyenek a
logoxz, logy(z —2), logy(x—2)—2
fliggvények is dbrazolva!
b) Adjuk meg az értelmezési tartomanyt!
¢) Hatdrozzuk meg az értékkészletet!
d) Szamoljuk ki a zérushelyet!
e) Jellemezziik korlatossag szerint a fliggvényt!
f) Jellemezziik monotonitds szerint!

Megoldas:
a) A fiiggvény grafikonja és a transzforméacios 1épések:

5
)

w
f
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b) Ertelmezési tartomany: D fi @ €]2;00]
¢) Ertékkészlet: Ry:yeR.
d) A zérushely meghatdrozasahoz a
logy(z —2)—2=0
egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
logo(r —2)=2=2—-2=4=2=060.
e) A figgvény nem korlatos sem alulrdl, sem feliilrél.

f) Szigortian monoton névekvd.



194 5. FUGGVENYEK

5.4. Fiiggvények gazdasagi alkalmazasai

175. Feladat. Egy aut6 benzintartalydban 1év6 tizemanyag mennyiségét d kilo-
méter megtétele utan (literben) a

V(d) = —0,12d + 55,

Osszefiiggés adja meg.

a) Magyardzzuk el, hogy mit jelent a V' (200) és szdmoljuk ki az értékét!

b) Magyarazzuk el, hogy mit jelent az, hogy V' (d) = 12, majd oldjuk meg az
egyenletet!

¢) Milyen d értékek nem értelmezhetk?

Megoldas:
a) A V(200) azt jelenti, hogy mennyi lizemanyag van a tartdlyban 200 km
megtétele utan. A V' (200) értéke:
V(200) = —0,12 - 200 4 55 = —24 + 55 = 31.

Ez azt jelenti, hogy 200 km megtétele utdn 31 liter lizemanyag marad az
autéban.

b) A V(d) = 12 azt jelenti, hogy mennyi utat tett meg az autd, amikor 12 liter
izemanyag maradt a tankban. Mivel V' (d) = 12, ezért

—0,12d + 55 =12
adédik. Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
—0,12d = —43,
ey 43
~0.12 358,33 =~ 358 km

Tehét az auté benzintartalydban koriilbelill 358 km megtétele utin lesz 12
liter tizemanyag.
¢) Egyrészt d nem lehet negativ, mert nem tudunk negativ tdvolsagot megtenni.

Masrészt d nem lehet nagyobb anndl a maximalis tavolsagnal sem, amit
az auté egy teljes tank benzinnel képes megtenni, azaz amikor V' (d) = 0.
Ekkor

~ 458.

0,12d+55=0 = d 012
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Tehat a fliggvény értelmezési tartomdnya:
d € [0;458].
176. Feladat. Zsé6fi sportbankettet szervez. A terem bérlése $350-ba keriil, és
személyenként 18 dollart kell fizetni a vacsoraért.

a) Fejezziik ki a C-vel jelolt 6sszkoltséget a bankettre érkez6 emberek szama-
nak n fiiggvényeként!

b) Milyen jeloléssel adhatjuk meg a bankett koltségét, ha 120 ember megy el?
Szamoljuk ki a kapott értéket!

¢) Milyen jelolést hasznalhatunk arra, hogy meghatarozzuk, hany ember vehet
részt a banketten, ha Zsé6fi maximalis kerete $1400? Szamoljuk ki ezt az
értéket!

d) Milyen n értékek nem értelmezhet6ek?
Megoldas:

a) A keresett 6sszkoltség fliggvény
C(n) = 18n + 350.

b) A C fiiggvénynek a 120 helyen vett helyettesitési értékét keressiik, amit ugy
jeloliink, hogy C(120). Felhasznélva, hogy C'(n) = 18n + 350 azt kapjuk,

hogy
C(120) = 18 - 120 + 350 = 2160 + 350 = 2510.

Tehét a bankett koltsége abban az esetben, ha 120 {6 vesz részt rajta, 2510
dollar.

¢) Keressiik, hogy hany ember vehet részt, ha a koltség $1 400, azaz keressiik
azt a legnagyobb n-et, amikor C'(n) < 1400. Felhasznélva, hogy C'(n) =
18n 4+ 350 azt kapjuk, hogy

18n 4 350 < 1400.

Az egyenlbtlenséget rendezve

18n <1050 = n < %:0 ~ 58,33

adédik. Tehat legfeljebb 58 {6 vehet részt.
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d) A résztvevOk szdma nem lehet negativ, és nem lehet nagyobb sem a terem
kapacitdsandl, sem anndl a 1étszdmndl, amire a koltségkeret elegendd, igy

n € [0;al,
ahol a a terem befogadoképessége.
177. Feladat. Egy Perth felé halad6 aut6 ttjat az
d(t) = —80t + 320

Osszefiiggés irja le, ahol d a Perth-t6]l mért tavolsag km-ben, ¢ pedig a vezetés
ideje 6raban.

a) Az it elején milyen messze volt az aut6 Perth-t61?

b) Milyen ¢ értékek esetén nem értelmezhetd a kifejezés?

Megoldas:
a) Azitelejént = 0, igy
d(0) = —80 -0 + 320 = 320.
Tehét az autd kezdetben 320 km-re volt Perth-tdl.
b) Nem értelmezhetd negativ id6, azaz
t < 0 nem lehetséges.

Tovéabba nem életszer(, hogy az auté mér Perth-en til haladjon. Perth-be
akkor érkezik, amikor d(t) = 0, azaz

0=-80t4+320 = 80t=320 = t=40dra.
Tehét a fliggvény értelmezési tartomanya:
t € [0;4].
178. Feladat. Egy brit tivkozlési cég a kovetkez6 roaming adatcsomagot kinalja:
£30 alapdij, valamint £8 minden egyes gigab4jt adatforgalom utan.
a) Fejezziik ki az 0sszkoltséget, C-t a felhasznélt adatmennyiség g (GB) fligg-
vényeként!
b) Milyen g értékek nem értelmezhetdk?
c) Ha egy utazas sordn 12 GB adatot hasznalnak el, ez mennyibe fog keriilni?

d) Milyen jeloléssel fejezhetjiik ki, hogy legfeljebb £110 lehet a szdmla, és
legfeljebb mekkora adatforgalom engedhetd meg ekkor?

Megoldas:
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a) Az 0sszkoltség: C(g) = 8g + 30.
b) Negativ adatmennyiség nem értelmezhetd, ezért g > 0.
¢) Mivel

C(12) =8-12+ 30 = 96 + 30 = 126,

ezért a roamingkdltség £126.
d) Keressiik azt a g értéket, amelyre C'(g) = 110 teljesiil. Ekkor

8g+30=110 = 8¢g=280= g=10.

Tehét legfeljebb 10 GB adatforgalom engedheté meg ahhoz, hogy a szdmla
ne haladja meg a £110-t.

179. Feladat. A Celsius-fokban mért hémérséklet Fahrenheit-fokra atszamithato
a

F(0)= 50+
képlettel.
a) Mit jelent F'(22) és mennyi az értéke?
b) Mit jelent az, hogy F'(C') = 68, és mennyi C' értéke?
¢) Szamoljuk ki, hogy hany Fahrenheit-fokndl fagy meg a viz!
d) Szamoljuk ki, hogy hany Fahrenheit-foknal forr a viz!
e) A kekszeket tipikusan 400°F-on siitik. Hany Celsius-fok ez?

Megoldas:
a) Az ['(22) a 22 Celsius-foknak megfelel6 Fahrenheit-hmérséklet. Ertéke

9 198
F(22) = £ 22432 = —= 432 = 39,6 + 32 = TL6F.

b) Az F(C') = 68 azt jelenti, hogy hany Celsius-foknak felel meg 68 Fahrenheit-
fok. Ehhez meg kell oldanunk a

9
egyenletet, amire azt kapjuk, hogy

Yo = c=® _upe

¢) A viz 0°C-on fagy, ezért

9
F(0) = £ -0+32=32F.
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d) A viz 100°C-on forr, igy

9
F(100) = = - 100 + 32 = 180 + 32 = 212°F.

e) Meg kell hataroznunk a

9
400 = gC' + 32
egyenlet megolddsat, amire azt kapjuk, hogy
: 184
gC =368 = C(C= 365;# = % ~~ 204,4°C.

Tehat koriilbeliil 204°C.
180. Feladat. Egy vallalat 6sszkoltség-fliiggvénye
TC(q) = 10 — 6q + 24, q>2.

Mekkora kibocsatasndl lesz az dsszkoltség 150 font?
Megoldas:
A feladat szévege alapjan a megoldandé egyenlet:

10 — 6q + 2¢° = 150.
Ezt nullara rendezve azt kapjuk, hogy

2¢> —6g+10—-150=0 = 2¢®>—6¢q— 140 =0,

amit 2-vel elosztva
¢ —3¢—170=0.
adodik. A mésodfoku egyenlet megolddképletével azt kapjuk, hogy

3+17
qi12 = 9 )
igy
3417 3—17
= =10 = — = —T7.
q1 5 ) q2 5
A feladat szerint ¢ > 2, ezért csak
qg=10

lehetséges.
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181. Feladat. Egy termék piaci keresleti gorbéje a

p(g) =120 — 4y/q
Osszefiiggéssel adhaté meg, ahol p az egységér (font), g pedig a keresett men-
nyiség (darab).
a) Mekkora lesz a keresett mennyiség, ha az ar p = 80 font?

b) Mekkora 4rat hajlandé fizetni a fogyasztd, ha a keresett mennyiség g = 49
darab?

c) Milyen g értékek mellett van értelme gazdasagilag a modellnek, azaz mikor
nem negativ az ar?

Megoldas:

a) Behelyettesitve a p = 80 értéket a keresleti fiiggvénybe azt kapjuk, hogy

80 = 120 — 4./4.
igy
80 — 120 = —4/q = —40 = —4/q
adédik. Mindkét oldalt osztva —4-gyel azt kapjuk, hogy
Vv/q = 10.
Mindkét oldalt négyzetre emelve
g =10 = 100

adddik. Tehat p = 80 font esetén a keresett mennyiség ¢ = 100 darab.
b) Tudjuk, hogy ¢ = 49. Ezt helyettesitve a fiiggvénybe
p=120—-4v49=120—-4-7 =120 — 28 =92

adédik. Tehdt ¢ = 49 darabndl a fogyaszték p = 92 font drat hajlandok
fizetni.

¢) Az ar akkor értelmezhet6 gazdasagilag, ha p > 0:
120 — 4,/q > 0.
Kivonva mindkét oldalbél 120-at azt kapjuk, hogy
—4y/q > —120.
Mindkét oldalt —4-gyel osztva azt kapjuk, hogy

V3 <30
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Mindkét oldalt négyzetre emelve azt kapjuk, hogy
g < 900.

Mivel a mennyiség nem lehet negativ, g > 0.
Tehat azt kaptuk, hogy
q € [0;900].

182. Feladat. Egy termék keresleti fiiggvénye:

p(g) =50 = 5v/4,
ahol p az 4ar (fontban), ¢ pedig az eladott mennyiség (darab). A véllalat kolt-
ségfiiggvénye:

C(g) =12+ 3q.
a) Irjuk fel a bevételi fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a profitfiiggvényt!
Megoldas:
a) A bevételi fiiggvény:

R(q) = p(q) - ¢ = (50 = 5\/q)q = 50 — 5¢\/g-
b) A profitfiiggvény:
Il(q) = TR(q) — TC(q) = (50q — 5¢v/q) — (12 + 3q).
Egyszertisitve azt kapjuk, hogy
II(q) = 47q — 5q\/q — 12.

183. Feladat. Egy cég napi profitja (ezer forintban) a termelt mennyiség (g
darab) fiiggvényében a kovetkez6képpen modellezhetd:

II(q) =90 — 3 - |g — 30|.
a) Mit jelent I1(30) ebben a szovegkornyezetben, és mennyi az értéke?

b) Hatdrozzuk meg azokat a ¢ értékeket, amelyeknél a profit II(q) = 60 (ezer
Ft)!
¢) Milyen g értékek mellett nem negativ a profit?

Megoldas:
a) ATI(30) értéke a napi profit, ha a cég ¢ = 30 darab terméket 4llit elS. Ertéke
I1(30) =90 — 3-{30 — 30| =90 — 3 - 0 = 90,
tehdt ekkor a profit 90 ezer forint.
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b) ATl(q) = 60 feltétel szerint

90 — 3 - |¢ — 30| = 60.

Kivonva mindkét oldalbdl 90-et azt kapjuk, hogy
-3 ]¢ — 30| = —30.
Mindkét oldalt elosztva —3-mal
lg — 30| =10
adodik. Ebbdl
q—30=10 vagy ¢q—30=-10

kovetkezik, tehat
q1 = 40, g2 = 20.

Azaz 20 illetve 40 darabos termelésnél a profit 60 ezer Ft.
¢) A profit nem negativ, ha
II(g) >0 = 90—-3-]¢g—30]>0.
Rendezve az egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy
-3+ |q — 30| > —90.
Mindkét oldalt osztva —3-mal, az egyenlStlenség irdnya megfordul, igy
lg — 30| <30
adédik. Ekkor
-30<gqg—-30<30 = 0<¢<60.
Tehdt a profit nem negativ, ha a termelt mennyiség ¢ € [0; 60].

184. Feladat. Egy webdruhdz szallitasi dija (forintban) a megrendelt csomag
tomegének (x kg) fiiggvényében a kovetkez&képpen alakul:

S(x) = 1800 + 150 - |z — 4].

a) Mit jelent S(4) és S(6) ebben a szovegkornyezetben, és mennyi az értékiik?
b) Mekkora tomeg esetén lesz a szallitasi dij 2250 Ft?
¢) Milyen x értékek mellett nem tobb a szallitasi dij 2400 Ft-nal?

Megoldas:
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a) Az S(4) értéke a szdllitdsi dij, ha a csomag tomege 4 kg:
S(4) =1800+ 150 - |4 — 4] = 1800 + 150 - 0 = 1800 Ft.

Az S(6) a szallitdsi dij, ha a csomag tomege 6 kg:

S(6) = 1800+ 150 |6 — 4| = 1800 + 150 - 2 = 1800 + 300 = 2100 Ft.
b) A 2250 Ft-os dij feltétele:
S(r)=2250 = 1800+ 150 |z — 4| = 2250.

Vonjuk ki 1 800-at. Ekkor

150 - |x — 4] = 450
adoédik. Osztva mindkét oldalt 150-nel
|x — 4| = 3.
adddik. Ekkor
r—4=3 vagy x—4=-3,
tehét
T =17, x9 = 1.
Azaz 1 kg-os és 7 kg-os csomagnadl is 2 250 Ft a szallitasi dij.
c) A széllitasi dij nem tobb 2 400 Ft-ndl, ha
S(z) <2400 = 1800+ 150|z — 4| < 2400.
Kivonva 1 800-at azt kapjuk, hogy
150 - |z — 4] < 600.
Osztva 150-nel
|z — 4] < 4.
adédik. Igy az abszolitértékes egyenlStlenségbdl
—4<zr-4<4 = 0Zzx<L8

adodik.

Tehat a szallitdsi dij legfeljebb 2 400 Ft, ha a csomag tomege = € [0; 8] kg.
185. Feladat. Egy telefon akkumuldtordnak toltottsége (szdzalékban) a haszndlat
t (6raban mért) idejének fiiggvényében

B(t) = —8t + 100
Osszefiiggéssel irhat6 le.
a) Magyardzzuk el, mit jelent B(6), és szamoljuk ki az értékét!
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b) Magyaréazzuk el, mit jelent az, hogy B(¢) = 20, majd oldjuk meg az egyen-
letet!

¢) Milyen ¢ értékek nem értelmezhetd a megadott fiiggvény?
Megoldas:

a) A B(6) azt jelenti, hogy mekkora (hdny szdzalékos) a toltottség 6 6ra haszndlat
utdn. Az értéke:

B(6) = —8-6+ 100 = —48 4+ 100 = 52.
Tehat 6 6ra utan 52% toltottség marad.

b) A B(t) = 20 osszefiiggés azt jelenti, hogy mennyi idd telik el addig, amig
a toltottség 20%-ra csokken. Az egyenlet megolddsara
—-80
—8t+100 =20 = t:—8:10.

adodik. Tehat 10 6ra mulva lesz 20% a toltottség.

¢) Nem értelmezhetd negativ id6, és nem életszeri a negativ toltottség sem.
Mivel B(t) = 0 esetén

100

Tehat az értelmezési tartomany:
t € [0;12,5].
186. Feladat. Egy osztalykirdnduldson a busz bérlése 45000 Ft, és szemé-
lyenként 3 200 Ft-ot kell fizetni a belépdkre.

a) Fejezziik ki az 0sszkoltséget a résztvevok szdmanak n fliggvényeként!

b) Milyen jeloléssel adhatjuk meg a kirdndulds koltségét, ha n = 287 Adjuk
meg ekkor a kirdndulds koltségét!

¢) Milyen jelolést hasznalhatunk arra, hogy meghatarozzuk, hanyan mehetnek,
ha a maximadlis keret 135 000 Ft? Szdmoljuk ki az eredményt!

d) Milyen n értékek nem értelmezhetéek?
Megoldas:

a) Az 6sszkoltség fiiggvény
C(n) = 3200n + 45 000.
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b) A C(28) a 28 résztvevére ess teljes koltség:
C(28) = 3200 - 28 + 45000 = 89 600 + 45 000 = 134 600.
Tehét 28 f6 esetén 134 600 Ft a teljes koltség.
c) A keret feltétele, hogy
C(n) <135000 = 3200n + 45000 < 135000.

Rendezve az egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy

90 000

3200n < 90000 = n < 0 = 28,125.

Tehét legfeljebb 28 £6 mehet.

d) A résztvevok szama nem lehet negativ, és nem lehet nagyobb sem a ren-
delkezésre all6 férShelyeknél, sem anndl a létszamnal, amire a keret ele-
gendd, ezért

0<n<a,
ahol a a busz befogadéképessége.

187. Feladat. Egy varos lakossagat (fében) az eltelt id6 ¢ (év) fiiggvényében
az alabbi exponencidlis modell irja le:

N (t) = 120000 - 1,018".
a) Magyardzzuk el, mit jelent NV (10), és szamoljuk ki az értékét!

b) Magyardzzuk el, mit jelent az, hogy N (¢) = 150 000, majd oldjuk meg az
egyenletet (kozelitve)!

¢) Abrazoljuk a N(t) fiiggvényt 0 < ¢ < 30 intervallumon!

d) Milyen ¢ értékek nem értelmezhetdk a szovegkodrnyezetben?
Megoldas:

a) Az N(10) azt jelenti, hogy hdny f6 lesz a varosban 10 év miilva.
N(10) = 120000 - 1,018 ~ 120000 - 1,195 ~ 143 400.
Tehat 10 év muilva kb. 143 400 f6 lesz a lakossag.

b) Az N(t) = 150000 azt jelenti, hogy hdny év mulva éri el a lakossdg a
150000 fét.
120000 - 1,018" = 150 000.

Osztva 120 000-rel:
1,018 = 1,25.
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Logaritmust véve:

_ In(125) 02231
"~ In(1,018) T 0,01784 © 7T
Tehat kb. 12,5 év miilva éri el a lakossdg a 150 000 f6t.

c) A fiiggvény grafikonja:
-10°

N(t) (f6)

0 5 10 15 20 25 30
t (év)
d) A szdvegkornyezetben az id6 nem lehet negativ, ezért
t>0.
188. Feladat. Egy villalat egy U4j termékének keresleti modellje szerint az
egységar (ezer Ft-ban) a napi eladott mennyiség ¢ (darab) fiiggvényében:
p(q) =60 —5,/q.
a) Magyardzzuk el, mit jelent p(16), és szamoljuk ki az értékét!
b) Fejezziik ki a napi bevételt (ezer Ft-ban) a mennyiség fliggvényében!

¢) Milyen g értékek mellett van értelme gazdasagilag a modellnek, azaz mikor
nem negativ az ar?

d) Abrazoljuk a p(q) fiilggvényt a gazdasigilag értelmezhetd tartomanyon!
Megoldas:
a) A p(16) azt jelenti, hogy mekkora az egységdr, ha ¢ = 16 darabot adnak el:
p(16) = 60 — 5v/16 = 60 — 5 - 4 = 60 — 20 = 40.
Azt kaptuk, hogy ¢ = 16 esetén az egységar 40 ezer Ft.



206 5. FUGGVENYEK

b) A bevétel a darabszdm és az egységar szorzata:
R(q) = p(q) - ¢ = (60 = 5V/q) - ¢ = 60g — 5¢\/.

c) Gazdasdgilag akkor értelmezhetd, ha p(q) > 0és ¢ > 0. Ha p(q) > 0,
akkor

60 -5y¢>0 = =5/g>—-60 = ,/q<12,
igy ¢ < 144, ezért az értelmezési tartomény

q € [0;144].

d) A fiiggvény dbrazolasa:

| (0: 60)

p(q) (ezer Ft)

0 24 48 72 96 120 144
q (darab)

189. Feladat. Egy termék keresleti fliggvénye:

p(q) = 80 — 4y/q,
ahol p az 4r (fontban), ¢ pedig az eladott mennyiség (darab). A véllalat kolt-
ségfiiggvénye:
C(q) = 8q + 200.
a) Irjuk fel a bevételi fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a profitfiiggvényt!

¢) Milyen q értékek mellett van értelme gazdasédgilag a modellnek, azaz mikor
nem negativ az ar?

d) Abrazoljuk a keresleti fiiggvényt a gazdasagilag értelmezhetd tartomanyon!
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Megoldas:

a) A bevételi fiiggvény:
R(q) = p(q) - ¢ = (80 — 4y/q)q = 80g — 4¢\/q.

b) A profitfiiggvény:
I1(q) = R(q) — C(q) = (80q — 4¢,/q) — (8¢ + 200).
A zaréjeleket felbontva és elvégezve az 0sszevonast azt kapjuk, hogy

II(q) = 72 — 4q,/q — 200.

¢) Gazdasagilag akkor értelmezhetd, ha p(q) > 0 és ¢ > 0. Mivel p(q) > 0,

ezért

igy ¢ < 400. Tehat

q € [0;400].
d) A fiiggvény grafikonja:
100 5
80 ¢
= 1
& 60
5
< 40 1
)|
20
0

0 50 100 150 200 250 300 350 400
q (darab)

190. Feladat. Egy varos lakossagat (fében) az eltelt id6 ¢ (év) fiiggvényében
az alabbi modell irja le:
N(t) = 250000 - 0,992°".
a) Magyardzzuk el, mit jelent N (15), és szdmoljuk ki az értékét!
b) Magyarazzuk el, mit jelent az, hogy N (¢) = 220000, majd oldjuk meg az
egyenletet (kozelitve)!
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¢) Abrazoljuk a N (t) fiiggvényt 0 < ¢ < 40 intervallumon!
d) Milyen ¢ értékek nem értelmezhetSk a szovegkdrnyezetben?

Megoldas:

a) Az N(15) azt jelenti, hogy hany fG lesz a varosban 15 év mulva. Ertéke:
N(15) = 250000 - 0,992'° ~ 250 000 - 0,887 ~ 221 750.
Tehat 15 év mulva kb. 221 750 {6 lesz a lakossag.

b) Az N(t) = 220000 azt jelenti, hogy hdny év miilva csokken a lakossdg
220000 fére. Ennek megvélaszoldsdhoz a

250000 - 0,992 = 220000

egyenletet kell megoldanunk. Mindkét oldalt elosztva 250 000-rel azt kap-
juk, hogy
0,992! = 0,88.

A logaritmus definicidja szerint
t = logg 992 0,88 =~ 15,9.
Tehat a 16. évben csokken 220 000 fére a lakossdg.

¢) Az 4brazolashoz példdul:
-10°

2.5 ¢
2 4

1.5

N () (£6)

1,,

0.5 1

0 5 10 15 20 2 30 35 40
£ (év)

d) A szovegkornyezetben az id6 nem lehet negativ, ezért

t>0.
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191. Feladat. Egy vaéllalat termelésének 0sszkoltsége (ezer Ft-ban) a termelt
mennyiség g (darab) fiiggvényében:

C(q) =500 + 20q + 2¢°,
a piaci ar pedig (ezer Ft-ban) dlland6:
p = 90.

a) Irjuk fel a bevételi fiiggvényt T R(q)!
b) Hatdrozzuk meg a profitfiiggvényt I1(q)!
¢) Abrizoljuk a TC(q) és TR(q) fiiggvényeket!
d) Hatdrozzuk meg, mekkora termelésnél lesz a profit 0?
e) Milyen g értékek nem értelmezhetSek a szovegkornyezetben?
Megoldas:
a) A bevételi fliggvény:

R(q) =p-q=90q.

b) A profitfiiggvény:
M(q) = R(q) — C(g) = 90g — (500 + 20g + 2¢%).
Elvégezve a zardjel felbontasat és az 6sszevonast, azt kapjuk, hogy
I(q) = —2¢* + 70q — 500.

¢) A grafikonok péld4ul:
4,500 5

Erték (ezer Ft)
[\
k=)
8

~

0 ) 10 15 20 25 30 35 40
q (darab)
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d) A profit 0, ha
—2¢2 4 70¢q — 500 = 0.
Mindkét oldalt osztva —2-vel azt kapjuk, hogy
¢> — 35¢ + 250 = 0.
A masodfoku egyenlet megoldoképletének alkalmazasaval

35+ /1225 — 1000 35+ 15
2 2

q1,2 =
adodik, igy
q1 = 25, qo = 10.
Tehat g = 10 és ¢ = 25 darabndl lesz a profit 0.
e) A termelt mennyiség nem lehet negativ, ezért

q=>0.
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