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��������� ���� ���� ��� �� ������� ���� ������ ����� ����� ������� �����
������� �� ����������� ����������� �� ���� ��������� ��� ����� �� ���������
�� �������� �������� �������� �� ������ ��� �� ����� ������ �� ����������
���� ����������� ��� �� ������ �������� ���� ��� ���������� ���� ��� �������
���� ������ ��� ���� ��� ����� �� ����������� ��� �� ��� ���������� ������
�� ��� ��������� ����� ������ ����������� ��� �������������� ������ ����� ��
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������������� �� ������ �������� ��� ���� ����� �� ��� ����������� �� ���
�������� ���� �� �������� �� ������ ���� ����� �������� �� ��� ���� �����
�� ��� ������� ������������� �� ���� ���� �������� �� ������ ���������� ���
��� �� ���������� ���������������� ���� ��� �� ��� �������� �� �������� ���
�������� ������ � ������ �������� ��� ������������ ������ ���� ����� ����
�� ����� ����� ����������� ������ ������� ������� ��������� �� �������� ������
������ ��� �� ���� ���� ���������� �� ������ ��� ������� ��������� ��� �����
����������� �� ������� ��������� �� ������ �� ������������ ����������� ��� ���
����� ���� ��������� ��������� ���� ����������� �� ������� ���������� ����
��� �� ���������� ������������ ���� ����� ��� ��������� �� ��� ��������
���� �� �������� ���������� ������������ �� �������� ������ �� ������� ���
������� ���� ���������� �� ��� ����� ��� ���� ���� �� ����� ��� ��� �����
������ ��� ���� ��������������� ��� ������������� ���������� ������ �������
�������� ��������� ������ ��� ��������������� �������� ��������� ������
���� ��� ���� ������� �� ���������� ��� ��������� �� ������� �������� �������
��� �������� ���� �� ������������ ������� ����� �������� ��� ��� ����������
�� ������ ���������� ��������� ��� ������ ���� ���� �������� ���� �� �����
���� ��� �� ������ ������� �� ��� ��������� �� ��������� ������ ����������
����� ��������� �������� � �������� ������������� �� ��� �������� �� ���
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��������� ����� ������ �� ���� �������� ��������� �� ������ ����������� ����
���� ����� � ������� ������� �� ��� ���������� ����� ������� �� ���������
����� ��������� ������ �� � ������ ������� �������� ���� �� �� �������� �
������ ���������� ������� ���������� ����� ��� �� �������� �� ��� ����
�� �������� ��� �������� �������� ������ �� ����� ������� �� ��� ������
��������� ���� ��� ���� ��� �������� �������� �� ���������� ������ ���������
�� ������������ ������� ��� ����������� ������� �� ����� ���� ��� ��� ����
��� ������� ����������� �� ���� �������� ��� ���� ���� ����� �� �������
��������� ����� ��� �� ��� ����� ��������� �� ��������������� �������� ��
��� ������� ����� ���� ���������� ��� ���� ���� ����� �� ���������������
����� ���������� �� ��������������� �������� ���� ������������ ����� � ����
��� ����������� ��� ���� ������� �� ���� ��� ��������� �� ��������� ����� ��
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���� �� ��� �������� ������� �� �� ������������ �� ����� ����������� ����
������ �� �������� ������� ����� ���� ����� ���� ��� �� ������ �������� ��
������ ���� ��������� ����������� ���������� ��� ������� ������ ���� ����
�������� ������� ������������ ��� �������� ���� ��� �������� ������� ���
����������� ������ ���� ����� ����� ����������� �� ���� ���� ������� ��� �����
����� �� ������������ ����� ���� �������� �� ��������� �� ��� �� �������
��� �� �������� ���� ������ ���� ��� ������ �� ������ ��� ������� �����
��� ��������� ����������� �� ����� ���� ��� ���� ��� �������� ��� ��������
����� � �������� ������������ �� ��� ����� ���� �� ������ �� �� �����������
�� �������� �������� ��� ������� ����������� �� ���������� ����������� ��
������� �������� ������������ ����� ����������� ��� ���������� �������� ��
��� �������� ���� ����� ���� ��� ������� ��������� �� �������� ��� �������
����� ��� ���� ���� �������� ������� �� ���������� ��������� ���� ��� ���
������������ �� ��� ��������� �������� �� ��� �������� ������� �� ���������
����� �������� �� ��� ������� �������� �� ����� ������ ����� ����� ���� �����
��������� ����������� �������� ��� ������� ����� �� �� �������� ��������
��� ��������� ����� ������� �� ��� ������� �������� �� ����� ��������� ���
������������ �� ���� ����� ��� ��������� ������ ������ ���� ��� ���� ��
��� ������������ ����� �� � ������ ������ �� ����������� �� ���������
�������� ��������� �� ���������� �� � ����� ���������� �� � �������������
��������� ��� ������� �� �� ��� ����� ������ �������� ��� �������� �� ����
��� ��� ����� �������� �� ��� ����� ��� ������� �� ����� ������� �� ��� ����
����� ���� ����� ������� ��� �� ����������� �� ������� �� �� �������������
������ ����� ���� ������ �� �������� �� ������ �������� �������� ���� �����
���� ������ �� ������� ����� ����������� ���� �������� ���� ����������
�� ����� �� ��� �������� �������� �� ��� ����� ���� ��� ���������� ����
��� ������ �� ������� ����� ��� ��� ��������� ����������� ���� ���������
����������� �� ��� ������ ������ ��������� ������� ���� ����� ����� ���
�������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ���������� ���� ��� ���������
�� ��� ������� ��������� �� ��� ��������� ������� ������� ����������� �� �
����������� ������� �������� �� ���� ���������� �������� ������� ��� ����
����� ��� ������� ����� ������� ���������� �� ������ ����� ���� ����� ����
��� ������������ �� ������� ����� T ������� � ������� ��� �� ��� ����

P (T ) ∼ Rf(RT ), �����
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����� R ������� ��� ���� ���� �� ������ �� ��� ���� ������ �����������
���� ������� ��������� ��� ����� �� ������ ���� �� �������� ���������� ����
������ ���� ���� ��������

�� ����� �� ��� ���������� ���������� ��� ���������� ����� �� ������
������� �� ��� ���� � ���� �������� ��������� ���� ������� ��������� ����
��������� ������ ����� �������������� ������������ ��� ����������������� ���
�� ��� ���������� �� ����������� ��� ��� ����� ��� �� ���������� �����
���� ��������������� ��������� ��������� �� ��� ��������� ������������� ��
�������� ��� ������� ����� �������� �� �� ��� �� �� �������� ������������
������������ ������� ��������� �� ����� ���� ��� ������� ������� ��� �������
������� ��������� ����� �� �������� ��� ���������� ���� �������
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��� �� ��� ����������� ������ �� ��� ������� �� �������� �� ���������� �������
��� ������������� �� ���� ���������� ���������� �� ���� ���� ��� ������ ����
����� ���� ����������� �������������� ���� �� ��������� ����������� �� ��������
���������� ������� �� ��������� ������ �� ���� ������ ��� �� ��������� ��
������� ������� �� ����� ��� ������ ���� ����� ����� ��� ������ �� ��
��� ���� ����������� ���������� �� ���������� �� ��� ����� ���� ��������
������ �������� ��������� �� ��� ���������� �� � ������� �� ����� �����
�� ���������� �������� ������� �� �������� ��������� � ������� ������� �� ����
�������� ����� ����� ��� ������ ������ ���� ����������� p� �� ����������� ����
����������� 1− p� ��� ����� �� p �� ������ �� �� ������ ���� ��� �����������
���������� ��������� ��� ������� �� ����� �� � �������� ������� �� ��� �����
�������� �� �������� ������� �� ������� ������ ��� �������� ��� ��� ��������
�� ���� ���� ��� ����������� ��� ���� ���� ��� ������� ������� ����������
���� ��� ������� ���� �� ��������� ��� ������ ���� �� ��������� ��� ����� �����
����� ����� ������� ����� ��� �������� ��� ������������� ��� ��� ��� �������
���� �� ���������� ���� �������� ���� ��������� �� ��������� ����� � ��������
����� �������� ���� ��� ������� �� ����� �� �� ������ � �������� �������� ������
��� ����� � ������� �� ����� ������� ������ ��������� ���� p = 1� ����� ����
����� ���� ������� ������ ����

���� �� ���������� ������� �� ��� ������ ������ �� � ������� �� �������
������ ����� ��� ������� ��� �� ���������� ����� �� ��� �������� �������
�� ��������� ����������� �� ��� �������� �������� �� ����� �� � ������ ��
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������ ���� � ������� �� ����� �� ��� ������ ���� ����� ���� ���� �����������
p = 1� ���� ��� ����� ��� ����� ���������� ��� ������ �� ������ �� ������ ����������
��� ������� I ������� ��� ��� ����� ��� ����� ����� � ����� �� ��� ������ ����
���� ����� ���� ������� ������ ����

���������� ���������� ������ ����� �������� ���������� ������� � ������
������������� �� ���� �������� �� �������� ��������� �� ����������� ������
������� ����������

������� �� ��� ������������ ��� ��������� �� ����� �������� �� � ����
����������� ������ ���� ����� ��� ����� � ��������� ��������� ��������
����� ���� ���� ��������� ���� ����������� ������� �� ��������� �� ����������
�� ����� ������� ���� ���� ��� ���� ������������ �� ���� ���������� ���� ����
������ ��������� ��������� ���������� �� ���� ���� ����� �� ��� ������� ���
���� ���������� �� ��� �������� �� ���������� ��������� ���� � ��� ��� � ����
����������� ���� �� ��� ����� �� ����� ��� ����� ���� ��������� ���� ����
����� � ���� ������������� �� �������� ��������� ������� ��� ������� ����
���� ������ ���� ��� �������� �� � �������� ������� ���� ����� ����������
��� ���� ������� ��� ������� ���� ������ �� � ����� �� ����������� ������
��� ������ �� ����� �� ���� ������ �������������� ���� ��� ����� ���� �����
����������� ������ ���� ��� ������� ���� ����� � ��� ���� �� �����������
����� ����������� �� ������ ���������� ���������� �� ����������� ����� ��
��� ������ ������ ����� ��� ����� ���� ��� ������ ����� ������� ���������
��� ���� ������� �� �������� �������� ������ �� �� �� ���� ���� ���������
���� ����������� �� ��� �������� �� ����� ������ ���� ���� �����

�� ����� ����� �� ���������� ������ ���� ��� ���� ����������� ������� ��
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��� ��������� ���� ������ ����� ����� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ����
�������� ������ ��� �������� �������� �� � ������ �� ������� ����� �������
���� � �������� ������� �������� ��� ������� �������� ����������� �� ��
���������� ����� F �� ������� �� ��� ������� ��� ��� ����� ��������� ������
������������ ���������� ����� ��� ����� ���� ��� ������� �� ��� ����� �������
��� ������ �� � ����� ������� ��� �� ����� ��� ����� F � �� ��� ���� �������
�� ��� ������ ���� �� ������������� ����� ��� ������ ������ ���� �����
������ �� ���� ������� ���� ���������� ����� ��� ������ ����������� F ��� ��
������� ��������� ����� ������� ���� �� ������� ��� ��������� �� ���������
����� ��� ��� ����� �� ��� ������ ��� ������� �� ��� �������� ����������� ��
��� ������ ��� ����� ���� �� ������ ����� �� ������������� ������� ����� ���
��� ��������� ����� ���� ���� ���� ���� �� ���� �� ������ ����� �� ������
���� ������� ���� �� ���� ���� ���� �������� ����������� �� ���������
������� �� ����������� �������� ��� �� ������ ������ �� ���� ����� �� �����
�������� �������� �������� ��� ��� ��� �� ������� ��� ���� ���� ������� ��
��� ����

�� ��� ���� ������ �� �������� �� ���� ���� ����� ��� �������� �� ���
������� ���� ������� ���� �� ������ ���������� ��� ������

������ ���� ��������� �������������� �� ��� ����� ���� ������� ���� ������ ������
� ����� F �� ������� �� ��� ������� ��� �� ����� ��� ��� ����� ������ ���������
���� ����� ����� ��� ��� ���� �� ���� ������������� ������� �� ��� ��� ���������
������

������� ���� �� ����� ����� �� ���� ��������� �� ���� ������ �� ��� ���
������ ����� ���� ������� ����� ���� ������ ����� ���� ��� ���� �� ���� �����
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��� ���� �� ������ ����� �� ������������� ���� ����� ������ ����� ���������
�� � ����� ��������� �� ��� ������� ��������� ����� ��� ���� �� �������������
���� �� ������� ���������� �� ��� ������ ���� ���� ���� ������� ������������
���� �� �������� ��������� ��� �� ������������ ��� ���� ������ ������� �
���� ��������� ������� �� ���� �� ���� ���������� �� ���� ��������� ��� ��
����������� ������� ������ ������������� �� ���� ������ �� �� ����� ���������
������������ ������ �� ��� ������ ���� ��� ������������ �� ��������� �����
�� ��� ����� �� ������� ����� ������� � ��������� ���� � ��������� ��������
ξ = 5/2 ��� � ����� ����� �� �������� ������������� ����� �� ��� ��� �����
��� ������������ �� ���� � ���������� ������� ��� �������� �� ������������
������� ξ = 9/2 ����� �� ����������� ����������� �� ������� �� ��� ��� ����
��� �������� �� ��� ��������� ���� ������������ ����� � ��������� �� � �����
����� ξ = 5/2 → 3/2 ���� ��� ����� �� ������ ��������� ���� ���� ��� ����
��������� ��� ����� �� ������ ���� ������� ���� ���������� ��� �����
��������� ���� ���������� ��� ���������� ����� �� ���������� �����������
�� ��� ��������� �� ��� �������� �� � ������� ���������� ���� �� ��������
��������

��� �������������

��� ������� �� � ������ ���� ���� ������� ���� ������������� �� � ����������
���������� �� ������� �������� ����� � ���� ������� �� ������ ������ �����
��� ���� ��� ������� �� ����� ������ ������� ���������� ��������� ���� ���
������������� �� ����� �� ������ �� �� ���������� ����� ���� �� �����������
����� ���� ��� ��������� ���������� ������������� ������������� ���������
��� ����� ���������� �� �������� ����� �� ����� ��� ����� �� ��������� ����
�� ������������ ��������� ������� ��� ����� ���������� ���� ��� ��� ��� ����

������������� ��������� ������ ���� � ����� ������ �� ������ �� ����
����� �������� �� � �������� ������ ��������� �� ��� �������������� �� ���
������ ���� ���� ����� ���������� ����� ����� ��� ������������ ������� ����
��� ������ ����� ��� ���� �� ������ �������� ��� �� ���������� ������ �� �
���� ����� ������ �� � ����������� ��������� ���� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ����
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������ ��� ����� ������������� �������� �� ������ �������� ��� ���� ����� ��
�������� ������������� ��������� ��� ��� �������� �� �������� ���� ���������
����� ������ ������ ���� �� ������� ������ ���� ���������� ���� ��������
��� ���� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �� ���� ���� ����
�� ������ � ��������� ��������� ���� � ��������� ��������� ���� �� ��������
����������� �� ��� ������ �� ���� �� ������ ����� �� ���� �� ��������� ����
���� �� �������� ���� ������������ ��� ���� ���� ����� �� ��� �����������
��� ������ ��������� �� ��� ���������������������� ��� ���� ��� ����

�� ���� ��� ��� ��������� ���� ��� ������� ���� � ���� �����������
�� ��������� ��������� �������� �� ������� ������������� ������� ���� 1.9

�� 2.6� ����������� �� ������������� �� �������� ���������� ���� ���� ������
�������� ���� ��� ��� ������� ��������� ���� ���� �������� ������� ��������� ��
��� ����� 1.1 � 1.6� ���������� ��� ����� ��������� ���� ���� ���� ��������
�� � ��������� ��������� ������ �������������� �� �������������� �����������
�� ���� ������ ���� ��� ������� �� ������� �� �������� ����������

����� ����� �� ��������������

��� ��������� ������ �� �������������� �� ���� �� ������������ ��������
���� ����������� ������� ���� ��������� ��������� ��������� �� ��������
���� ������������� �� � ������ ������� ����������� �� ������������� ����
������� ��� ��������� �������� ������ �� �� ����������� �� ��� ������
�� ������ ��������� ��� ���� �� ������ �������� �� ���� �� ��������� ���
�������� �������������� �� ��� ������ ������� ����� �� ��������� ���� ��
��� �������� ��������� �� �����

������������� �� ��� ��������� ��� ������� �� ���������� ��� �����
���� ����� ���� ����� ���� ������� ���������� ���� ��� ����� ���� �����
��� �������� ���� ������������ �� ���� ���� ���������� �� ��������� ����
���������� ������ ������� ���������� ������ �� ��������������� ����������
���� ��� �� ����� �� ����� ����� �������� ������ ��� ������ �������� �����
��� ���� ���������� ����������� ��� ���������� ���� ������������� ��� ��
������� ��������� �� ��� � ������ ������������ �� �������� �������

��� �� ��� ���� ��� ������� ��� ��������� ��� ������ ������������� ��
������ ������� ���� �������� ����������� �� ����������� �� � �������� ����
���� ����� ����� �� ��� �������� ������������� �� �������� �����������
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������ �� � ��������� �������� ���� ����� ���� ������� ��������� �� ������
��� ��������� �������� ���� ��� ����������� ��� ������������ ����� ������
�� �� �������� ������� ���� ����� ����� ��� ��� ����������� �������������
������������ ���� ���� ����� ����������� ����������� ������� ���� ���������
�������� ������ �� ����������� ��������� ���� ��� ������ ��� ������ �����
������� �����

� ������ �� ����������� �� ������ ������������� �� ������� ������ ���
����� ���� ��� ��� ���� ���� ������� ��� ���� ������ ������� ��� � ���������
��������� ��������� �� ���� ��� ������ ������ ������ ��� ����� ��� ���
����������� ���� ������ �� ����������� �� ��� ������������� �� ������� ������
������� �� �������� ������� ���������� ����� ���������� �� ��� ���� ����

������ ���� ����� �������� ��� �������� ��������� �� ��� ������������� �������
����� �� ������ �� ��� ����� �������� ������ �� ����� ��� ������� ���� ����������
�� ��� ��������� ����� (left) � ����� ����� ������� �� � ���������� ������������
���� � ����� ���� ���������� ������� �� ��� �� ��� (right) ������� ����� ����������
�� ��� ������ �� � ������ ���� �������� ���������� ���� ���� ��� ������

���� ��� ������ ����������� ���� �������� ����� �� ��������� ���� �������
������� ���� ����� ���� ������� ��������� ������ �� ��� �������� ����
������� �� ��� �������� ��� ��� �� ��� ���� �� ��������� ������� �� ���
��������� ��������� ��������� ����� ������� ��� ������� ���������� ����
��������� ���� ������������� ��������� ��� �������������� �������� ���������
���� �������� ∼ 1.6� ����������� �� ������ ������������� �� ������� ����
������� ��� �� ����� ���� ��� ���� ��������� �������� �� ��� ������������� ��
����������������� ������� ��� �������� ������ ���� ����� �� ���������������
��������
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���� ������ ������� ������� �������� ���������� ���� ���� �������� ��
������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��������� ���������� ��� ���� ����
���������� ����� �� �������� ���� ������������� �� ���������� �� ���� �� ���
����� ���� ��� ��� ����� �� ������� ����������� ���� ������������� �� �����
������� �� �������� ��� ������� ���� ����� �� � ��������������� ��������
������� ��� ���� �������� � ������ ��������������� ������������� ������ �
������ ������������ �� ���������� ��� �������� ����� �������� ��� ����� ����
����� ����� �� ������ ���� ���� ����� �������� � ���������� ���� ���������
���� �� ��� ���� N(S) ∼

√
SK1(

√
S) ����� K1 �� � ������� ������ ���������

���� S ������ �� ��� ���� �� ���������� ���� �� ������ ������� �� ��� ���������
��� �� � ��������������� ���������������� N(S) ∼ exp(−

√
S)�

����� ��� ���� ���� ���������� ������� ������ �� ������� �������� ����
���������� �� ����� �������� � ��������������� ����� ���� ������ ��� ����
��������� �� ����� �� ������ �� ������������� ��� ���� ���� �� ��� ����� �����
�� ���������� ������������ � ������������� �������� �� ������� ����� ������
��������� ������� �� ���� ������������� ������� �� ���� �� � ���������������
���������������� N(S) ∼ exp(−S)�

�������� ���� ��� ������� � ���� �� ��� �������� ���� ������������ ��
�������� ���� ����� � ������������ �� ���������� ������� ������������� ��
���������� �� ��� ������������ ���������� �� ���� ������ ��� ������� ��
��� ������� ��� ����� ��� ����� �� �������� ���������� �� �� ������������
������� �� ��������� ���� ���� ���� �������� ��� ���������� �� ���������
�������������� ���� ����� �� � ����������� ������� �������� �� ��� ����

n(S) ∼ q(S)S−(d−1)/dexp(−S/S0) �����

����� d �� ��� ��������� ��������� ��� q(S) �� ��� � ������ ������� �� �����
���� ������ ���� ���� ����� ������ ���� �� ������� ��������� �� ��� ���
������������ �� ��� ���������� �������� ����� q(S) = V0/S� ���� �����
��� ����� �������� ��������� ��� �� ���� �� � ����� ������ �� �����������
�� ������� �������������� ��� ��������� �������� �������� �� ���� ���� ��
γ = (2d − 1)/d ��� ������� ��������� ��� ������������ γ − 1 = (d − 1)/d

��� ���������� ������������ ���������� �� ��� ���������� �������� �������
������ �� ���� ������ ����� ��������� ����� �� ��������� ��� ��� ���� �� ���
������� ��� ������ �������������� ������� ����������� ������ ���� ����



�� � �������� ��� �������������

����� �� �� �������� ��� �� ��� ����� ����������� ������ � �������� ���������
����� ��������� ��� ��������� ��������� ����� �� ������� ����� ���������
���� �� �� ����� ���� ������� ���� ������� ���� ������������� ���������
�� � ����� ������ �� ��������� ��� �� �������� �� �� ������� �� �������
�������

������ �� ��� ���� ��� ��� ��� �������� ������ ����� �� ���� �����
����������������� �������� �� ��� ��� ����� ���������� ��� ������� ����
��������� �� ���������� ������� ���� ��������� ��������� ��� ����� ���������
��� �� ����������� ����� ��� ����� �������� ������ ���� ������ ���� ���
��������� �� � ��������� ���� � ��������� �������� γ = (2d − 1)/d ���
�� ���������� �� ��� ��������� ��� ������� �������� �� ������� ���������
��� ������ �� ������������� ���������� ����� �� ����������� ����� ��� �����
��������� ��� ������ ���� ��� �������� �� ���� �������� ��� �� ������ ������
������� ������� ��� ��������� ���� ������� �� ���������� ����������� ����
�� ��� ��� ��������� ���� ��� ������� ������� �� ��� ������� �� ������ ������
��������� �� ��� ��������� �� ��� ������� �������� ���� ��� �������� ����
�� ��� �������� ���� ������������� �� ���������� �� ���� ����� �� ��� ����������

p(m) = βm−αe
−

m
m1 + (1− β)e

−
m

m2 , �����

����� m1 �� ��� ����� ���� ��� ��������� ��������� ���� ��� ����������
������� �� �������� ������� ����� m2 �� ��� ������� �������� ���� ��������
�� ��� ������� ������� �� ������� ������ ������� β ��������� ��� ��������
���������� �� ��� ��� ����������� �� ���� ����� �� ������� �������������
α ��� ���� ����� �� �� ����� �� ��� ����� (2d − 1)/d� ������ ��� �����
���� �������� �� ��������� ����������� �� ���� ���� ���� ������� ��������
��������� ��������� ��� ������ ��� �� ���� ���� ����� ���� ��� ������

����������� ��� ������ ���� �������� � �������� ����� �� ����� �����
������� �� ���� ������� ������ ���������� ���� � ��������� ����� �� � ����
����������� �� ��� ��������� ������ �� ������ ����������� ����� ������� �����
�������� ���� � �������� ��������� ��������� �� ��� ������� ����������
�� ��� ������ ������ ��������� �� ��� ������ ��������� �� ����� �������
��� ����������� ��������� ������ �� � ����������� �� ��� ������� �� ����
�������� ������ ���� �� ��������� ���� ���� ��������� ������� �� ��� ��������
�� (2d−1)/d = 1.5 �� ��� ����������� �� ��������� �� ����� ����� �� ���� ��
������ ������� ���� ��� ������������ ������� ������� ��������������� �� �������



��� ������������� ��

������ ���� �������� ���� ������������� �������� �� ��������� ����������� ����
���� ������ ��� ����� �������� �� ��������� �� �� ���� ������

�������� ��������� ���� �� ����� ���������� ������� ��������� ��� ��������
���� ��������������

��������� �� ��� ������� �� ��� ������� ��������� �� ����� ����� �� �����
������ ��� ������ ���� ���������� �� ��������� ����� �� �������������
�������� ����� �� ��� ���� �� ������������ ��������� �� ��� ������ ������� ��
���������� �� � �������� ���� ���� ��� ���� ���� �� ��� �������� ������� �����
������� ��� ��� ��� ����� ���������� ������� ��� ��������� �� ������ �������
������������� �������� ���� ���� ������������ ��������� ������� �� ��� �����
�� ����� �������� �� ����������� �����

�� �������� �� ��������� ����� ������ �� �������������� � ���������
���� �������� �� ���������� �� ���� ����� ��� ���� ��������� �� ��� �������
������� c(x, t) �� ��������� �� ���� ���� ���� x �� ���� t �� �������� �� �
���� �������� �� ��� ����

∂c(x, t)

∂t
= −a(x)c(x, t) +

�

∞

x
c(y, t)a(y)f(x|y)dy. �����

a(x) ��������� ��� �� ������ �� ����� �� ��� ���� �� ����� ��������� ��
���� x ����� ���� ������� ���� ��� f(x|y) �� ��� ����������� �����������
���� � �������� �� ���� x ��� ��������� ���� � �������� �� ���� y ≥ x�
���� ����� ��������� �� ��� ����� ��� ��������� �� ���� ���� ���� ���������
��� ����������� ���� ����� f(x|y)� �� ������� ������� ��������� ��� ����
������� �� ������� ��� ���� ���� �������� ��� ������������ ���� ������� ��
�������� ��� ������� ���� ��������� �� ��������� �� ����������� ������� �����
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��� �� �������� ����� �����

������� ��������� ����� ������ ������� � ���������� ���� �����������
�� ��� ����������� �� ������������� �������� ��� ��� ������ �� ���������
���������� ������� ���� ���� �� ������������� �� ��� �������� ������� ��
����� �� ��������� ������ �������������� ��� ���� ��������� �� ����������
���� ����������

����� �������� ������� ������

����� �������� �� ������ ����� �� ������������� ���������� ���� ����
�� �������� �� ������� ���� ��������� �������� ������� ��������� ����� ���
�������� �� �������� ��� �������� ��� ������������� �� ���������� ����������
��������� �������� ���� ����������� �� ���� ���� ������ �� �� � �����
���� ���� �� �������� ���� ����������� ��������� ���� ���� �� ����������
������� ���� ���� �������� ������� �� ���� ������������� ����� ������ ���
�� ���������� �������������� ��� �������� �� ��������� �� ��� ������ ������
��� ���� ���� ����� ��� ���� ������ �������� ����� ��������� �� ��� ��������
������ ����� �� ��� ������ �� ��������� ��� ���� ��������� �� ��� ������ ��
����������� ��� ������������ �� ��� ��� ��������� ������� �������� ���������
�� �������

��� ����������� ���������� ��� ������ ����� �� ������ ��������� ����
��������� �� ��� �� ������ �������� ������ �� ������� ���� ������� ����� ����
������� ���� ���� ����� ����������� ������ ������ ����� �� ������ �����
�������� �� ������� �� ����� ������ ������� ������� �� ������������ ���������
����� �� ���� ������������� ���� ����� ����� ���������� ��� �� ����������
�� ������� ���������� ������ �� ������� ��������� ��������� �� ��� �������
��������� �� ��������� ������� ��� ���� ���������� ���� ��������� ������
������� ������ �� ���������� ���������� ������� �� ������������� ����������

���� �� ���� � ������� ������� �� � ��������������� ��� ���� ��� ����
���� �� ����� ���������� ������� ��� ����� ��� ���������� ���� ��� ��
����� ���� ��� ���� ����� �� �� ��� ������������ ������� �� ����������� ���
�������� ��� ������������� �� ������������� ��������� ����� ������� �����
�� ������� ���������� ���� ��� ��� ���� ������ �� ����� � ���� ���� ����� ��
����� ��� ����������� �� � ����� ����� � ���� ��������� �� ���� � ��� ����
� ����������� ��� ����������� ������� ������� ��������� �� ��� ����������
���� �� ��� ������ ����� ��� ����� ��� �� ���������� �� � ��������� ��



��� ������������� ��

�������� ������� ����������� �� ��� ��������� �� ������� ��� ������� �� ���
����� �������������

�����������

��� �������� ��������� �� ���������� ������ �� ������� ���� � ������������
������ ������� �� �������� ������ ������ ��������� ��� ������ ���������
���� �� �������� ��� �������������������� ���� ���� ��� ���������� �� �����
��� �� ������ ������ ���� ��� ���������� ��� ��������� �� ��� ����������
�� ����� ��� ���� � ������ �������� �� ������� ��� ������ ��������� ���
��� �������������������� �� � ���� ���� ����� �� ������� ��� ����� �� ���
��� ������� ���� ���������� ���� ��� ����� �� �������� �� ��� ������ � �������
������ �� ������ a ������ ����� �������������� �� ���� ������� ���� ��� �� ���
������� ��� ������ �� ���������� �������� �� ������� ��� ������ ����������
a ������ ���� �����

a random points

square lattice

������ ���� ��� ����� �� ��� ���� ����� ��� ������ �� ���� ������ ��� �� ��� ������
��� ������ �� ������ a �� ����� �� ����� ��� ������� ������� ����� ��������� ��� ���
��������������������� ��� ��������� �� ��� ������ ������� ��� �� ���� �� ��� �����
�� ��� ������ ��� ������ ���� ��� ��� �������������������� ��� ������ ���� �����
����� ����� ���� ��� ������ �������� ��� ������������� �� ��� ������� �� ������
a �� ��������� ������

��� ������� ������ ������� � ��������� ������� ���� �� ���� �� ��� �����
����� ������ Pi� ������ ��� ��� �� ��� ��� ������ �� ��� ����� ���� ��� ������ ��
Pi ���� ��� ����� ����� Pj �j = 1, 2, 3...N � j �= i� N ����� ��� ����� ������
�� ��������� �������� ��� ��������� a ����������� ��� ���������� ��������
�� ���� �������� �� � �������� ����� ���������� ��� �� ������������ ���
������� ����� ���� ��������� ��� �������� ������ ������ �������� ���� �
���������� ������ ���� ������������ ������ �� ��� �������������� ������ ���



�� � �������� ��� �������������

������� ������ ��� �������� �������� �� ���� ��� ��������� � ������ �����
�� ������ ����� �������� � ��� ����� �������� �� ��� ����������� � ��������
���� ���� ����� ������������ �� ��� ���������� ���� ������� ��� ����� ���
����� �� �������� ��� ��� ����������� �� ��� ������ �� ���� ��� �� ����� ��
���������

a=0.001 a=0.4

a=0.8 a=0.99

������ ���� �������� ������� �� ��������� a = 1 ����� ������� �������� �����
a = 0 ����������� �� ��� ������� ������� ������ ��������

������� ���������

������� ��������� �� ��� ����� �� �������� �� ��� ��������� ���� ��� �����
���� ��������� ����� ������ ���� ������ �� �������� �� ������� ���� ��
������ ������ ���� �� ������� ���� ������� ������� ��� �������� ��� �� ���
������ ����������� �������� ����� ��������� ������ �� ���� ������ �����
����������� ����������� �� ���� �� �� ����� ����� ��������� ��� ��������
���� �������� ������� ���� ��� ������������ ������ ���� ����� � �������������
�� ����� ��� ��������� ����� ������ �� ��� �������� �� �� ������������ ��



��� ������������� ��

��� ������� ���� A ��� �� �� ������� �� ��� �������� �� ��� �������������
��� ��������� �� ��� ����� �� ������ �� �� ������������� �� ��� ������������
����� �����

P1

P2

Ci

Cj

F

R

������ ���� ��� ������� ������� ����� ������ �� ��� ������� �� ��� ��������� ��
����� ��� ������� ���� �� ��� ������� P1P2� ��� �F ������� ����� �� �������������
�� ��� ������� ���� ��� ������������ �� ��� ������� �����

��� ����� ���������� �� ��� ������� ����� ������ ������� ��� ith ��� jth

����������

�Fij = −Y A

Lc
�n, �����

����� Y �� ��� ������� ������� �������� �n �� ��� ���� ������ ������ �� ���
������� ���� ��� Lc �� ��� �������������� ������ �� ��� ����� ���� �� ���������
���� �� ������ �� ��� ��������� ����

1

Lc
=

1

2( 1
ri

+ 1
rj

)
, �����

����� ri ��� rj ��� ��� ��������� �� ���� ������� ���� ���� ����� ����� ��
����� �� ��� ith ��� jth �������� �� �� ����� ���� ��� �������� ���������
�� ��� ������� ������ ���� �� ��������� ��������� ����� ��� �� ��������
�������� ������� �� ��� ������� ������������� �� ����� �� ���� � ��������
������ �� ���� ���� �� ��������� � �������� ����� ������� ��� ���������
�� ����� ����� ��� ���� �������� �� ������� ���� ��� ������ �� ���� ��
����� ������� �� ��������� �� ���� � ���� �� ��� ������� �� ���� �� ��� ���
������������ ��������� ����� ����� ��� �������� ���� ��� �� ���������� ����
��� ������� ��� �������� ��� ���� �������� ���� ��� ���� �� ��� ����������
����� ������� �� ���� ��� �� ��� ������ ������������ ��� �� ��� ����������
�� ��� �������������������� ��� ��������� ��� ������������ �� ��� ����� ���



�� � �������� ��� �������������

������� �� ��������� ��� ��������� ��������� �� ������������ ��� ���������
�� ��� ������

aij =
lij

ESij
, �����

bij =
lij

GSij
, �����

cij =
lij

3

EIij
, �����

����� E ��� G ��� ��� ������ ������� ��� ����� �������� Iij �� ��� ������
������ �� ������� ���� ������� �� ����� ��� Sij �� ��� ������ ����� �������
����� �� ���� �� ���� ��� ������ �� ��� ������ ���� �� ��� ��� ��������
��������� �� ��� ����� ����� ��� ������ ������ lij �� ��� �������� �������
��� ������� �� ���� �� ��� ��� �������� �� �������� ����� �����

�
�

�
�

� ��l
ij

������ ���� � ���� ���������� ��� ������� �� ���� �� ��� ��������� ����� ������
lij �� ��� �������� ������� ��� ������� �� ���� �� ��� ���������

��� ���� ����� �� E ��� ���� ��� ��� ��� ��������� ����� G ��� ������
���� ���� bij = 2aij ������ ����� ��� ������ �������� ����� ������� �����
��� ������� �� ������� ��� ���������� �� ��� ������� ����������� �� ���
��������� ��� ������ �� ��� ������ E ������� ������ ��� ��� Y �������
������ �� ��� �������� ��� ������ �������������� �� ��� ����� ��� ���
�������� ���� ����� ������� �� �������� ��� ��� ���������� (ui

x, u
i
y) ��

��� ������������ ������ �� ��� ith ������� ��� ��� ����������� ����� �� �
������� ����� Θi ����� �����

��� ����� ��� ������ ������ �� ��� ith ������� ������ �� ��� ����
���������� ��� ith ��� jth ����������



��� ������������� ��

Θ2

Θ1

������ ���� ������ ��� ������������ ������� �� ��� ��� ���� �� � ���� ����������
��� ������� ������ ������� ��� ������� ������ �� ��� ��� ���� �� ��� �����

F i
x = αij(uj

x − ui
x), ������

F i
y = βij(uj

y − ui
y)−

βij lij

2
(Θi + Θj), ������

M i
z =

βij lij

2
(uj

y − ui
y + lijΘj) + δij lij

2

(Θj −Θi), ������

����� αij = 1
aij � βij = 1

bij+ 1

12
cij

��� δij = βij( bij

cij + 1
3)� ���� ���� ����� �� �

��������� ������� �� ��� ������������������ �� ��������� ���������� ���� �����
�� �� �� ���� �� �������� ��� ������� ��������� �� �������� ����� ���������
������� �� ��� �������������� ��� ���������� �� ��� ����� ��� ��������
�� � ��� �� ������ ���� ����� ���� �� �� ������� ����������� �� ��� �������
������������� ��������� ��� ������ �� ���������� ����������� �� ��� ����������

��������� �������� ����������

���� ��� ������� � ���� ��������� �������� �������� ��� �������� ��������
��� ���� ��������� �� �������� ������� ������ �� ��������� �������� �� �����
�� ��������� �������� ������������ ����� ��� ������ �� ��� ��� �������� ���
���������� ����������� ����� ��������� ���������� ���� �� ������� � �����
�������� �� �� ���������� ������� ���� ��� ����

����� �� � ������� �� �������� ���������� ��� ����������� ������� �� ����
��������� ���������� ���� ������� ������� ���������� ���� �� �������������
����� ���������� ��������� ���� ���� ����� ���� �� �� ����� ���� �������������
���� �������� �� ����������� ��������� �� ����� ��� ����������� �� � ����
���� �������� ������� ���� �������� �� ��� �������� ��� ���� ������������
��������� ����������� ��� ��� 1st������ ������ 2nd������ ������������ 3rd�
����� ������ ������� ���� ���� ���� ���������� ������� �� ���� ���������



�� � �������� ��� �������������

��� ���� ���� ����� �������� ���� �������� ������ ����� ���������� ��� ����
������� ���� ������� ���� ��� ���������� �� ��� ������������� ��� �����������
���� ��������� ���������� �� ���� ���� ����� � �������� ���� ��������� ���
�������� ��� �� ����������� �� ��� ������������������� ������� ����� ������
��� ����������� �� ��������� ��� ��������� �� ���� � ����� �������� �� ���
���� ����������� �� � 3rd������ ������������������� ������ ����� �� ����
����� ��� �������� ��� ��������������� ���� ��� ����������� ��������������
�� ������ ���������� �� �����������������

������������������� ������

�� � ���� ���� ��� ��� �� �� ��� ���� Δt �� ��� ����� ��������� �����������
�� ����� �� ����� ��� ��������� �������� ���� �� ���������� ��� ����� �� Δt

������ �� ��� ������ ���� ������� ��� �������������� ���� ����� �� ��� �������
������������� � ������������������� ������ �������� ����� ���������� ��
����� ��������� ��� ����� ���������
��������� ����� ����� x(t) ��� v(t)� �� ���� � ���������� �� ��� ������ x(t+

Δt) ��� v(t+Δt)� ���������� ����� �� �������� ��� ������������ ������ ���
������ ������������� �� ���� t+Δt �������� ��� ��������� ������ x(t+Δt)

��� v(t+Δt)� ��������� ����� �� ���� ����������� �� ��� ��������� ������
x(t + Δt) ��� v(t + Δt) ����� ��� ����������� ��� �������� ������ ����
��� �������� ��������� ��� ��� ��������� ������������� ��� ��������� ������
��� ���� �������� �� ��� ��������� �������� �� ��� ��������� ��� �������
�������� ��� � 3rd������ ���� ������������������� ������ ��� ����� �� ���
��������� �����
��������� ����� ������ ��������� �� ��� ����������� ��� ����� �����������
��������� �� ������ � ������ �������� �������

xp(t + Δt) = x(t) + v(t)Δt +
1

2
a(t)Δt2 +

1

6
b(t)Δt3, ������

vp(t + Δt) = v(t) + a(t)Δt +
1

2
b(t)Δt2, ������

ap(t + Δt) = a(t) + b(t)Δt, ������

bp(t + Δt) = b(t). ������

���������� �����

�� ���� ���� �� ��������� ��� ������ ��� ������� ������ �� ��� ��������� ���
������ ��� ��������� ������ �� ��� ������������



��� ������������� ��

F p = F (xp, vp) → ac(t + Δt) =
F p

m
. ������

���� F p �� ��������� ��� ��������� ��������� ������������ ac(t+Δt) �� ����
t + Δt� ���� ���� ��� ��������� ��� �� ����� �� ��� �������

��������� �����

�� ��� ac(t + Δt) ���������� �� ��� ����� ���� �� ���� ����������� �� ���
��������� ������� �� �� ���� �� ���� ���������

Δa(t + Δt) = ac(t + Δt)− ap(t + Δt), ������

���� ���� ��� ����������� ��������� �� ��� ��������� ������ ����������













xc(t + Δt)

vc(t + Δt)

ac(t + Δt)

bc(t + Δt)













=













xp(t + Δt)

vp(t + Δt)

ap(t + Δt)

bp(t + Δt)













+













c0

c1

c2

c3













Δa(t + Δt).

��� ������ �� ��� ��������� (c0, c1, c2, c3) ��� ������ �� ������� ��� �������
���������� ��� ������ ����� ����������� ��������� ����� ������ ��� c0 = 3/16�
c1 = 251/360� c2 = 1� c3 = 11/18 �����

��������

�� ������ �������� �������� ������� ������� ������ ���������� �������
����� ���� ��� ����� ������ ��� ������� �� ������������ ��� ����� ����
����������� ��� ��������� ��� ����������� ������� ��������� �� ������ �����
�� ����� �� �� ���� �� �������� �������� �� ����� �� ������ ��� ����� ��
���� � ������� �������� ���� ������ �� ������������ �� ���� �� ���� ����
�� ��� ���������� �� ������� �� � ���� ������� � ��������� ������ ���� ����
���������� ���� �� ���������� ������� �� �� ����� ��� �� ��� ����������� �� ��
������ ��� ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ������� ����������� ��������
��� �� �������� ������� � ������ �� ���� ����� ����������� ��������� �����
������

��� ������ �������� �������� ������ ������� ������� ��� �� ������ ���
������� �� � �������� �������� ����� ����� ����� ���� ������� ��� ����������



�� � �������� ��� �������������

������ ����� (left) ����������� �������� �� ��� ������� ������� ������������ ���
��������� �� ������ ���� ��� � ���������� ���� ������� �� ��������� (right) ���
�� ���������� �������� �� ����� � ����� ����� ����� ��� ���� �� ���������

��� ������� �� ��� ����������� ���� ���
�

ε

εth

�2

+
max(|Θ1|, |Θ2|)

Θth
≥ 1. ������

���� ε ������� ��� ������������ ����������� �� � ����� ����� Θ1 ��� Θ2 ���
������� ������ �� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ��� ��������� ��� ��������
���� ��� ������ �������� ��� ���������� εth,Θth ����������� ��� ��������
���������� �� ��� ���������� ��� ������� �������� ������ ������������� ���
������ ������ �� � ���� ���� ������ �������� �� �������� �� ��� ��������
������ ���� �� ������ ������������ �� ��� ������ ����� ����� ��� �������
�� ��� �������� ������ ��� ��������� ������ ��� ����� ��� �� � ������ �� ���
���������� ���� �������� ��� ����� ����� ����� ���� ���� ������

��� ���� ��������� �� ��� ��������� ����� �� �������� �� ������� ���
��������� �� ������ �� ��� ���������� ��������� �� ���� ��������� ���� ��
�������� ��� �������� ��������� ��� ������ ��� ������ ����� ����� �����
����� ��� ���������� ��� ���������� �� ��������� ����� � ������� ����� ��
�������� ����� �� ����� ����� �������� ��� ���� ������� �� ��� �����
������������ ��� ����� ���� ����

��� �������� ���������� εth ��� Θth �� ����� ��� ���������� ��������� ��
��� ������ ���� ���� ��� ������� ���� ����������� ������� ��������� p(εth) ���
p(Θth)� ��� ������� ������������ �������� � ������������� ����������� ��
��� ���������� �������� �������� �� ������� ���������� ������ ��� ���� ���������
������ ��� ������� ���� �� ����������

pλ,m(x) =
m

λ

�x

λ

�m−1
e−(x/λ)m

, ������



��� ������������� ��

����� x ������� ��� ��� �������� ���������� εth,Θth� ��� ������� ���������
���� ��� ��� ����������� λ ���� ��� �������������� ����� �� ��������� ������
����� ��� �������� m ���������� ��� ������� �� ��� ��������� ���������� ���
����� �� ��� �������� m ��� ����� �� ��� ������� ������������ ��� ������
��������� ��� ��������� �� ��� ����� �������� �� ��� ����� m→∞ ���� ����
������

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

0.0 1.0 2.0 3.0

p
λ
,m

(x
)

x

m = 1

m = 2

m = 3

m = 4

������ ����� ������� ����������� ������� ��������� ��� λ = 1� �� �������� ������ ��
��� ��������� m�

������� ��� ����� ���������� λε ��� λΘ �� ��� �������� ���������� ���
�������� ���������� �� ���������� ��� ������� ��� �� ���������� �� ��� ������
��� �������� �� ���� ���� ��� ������� ��������� �� ���� �������� ������
�� ��� ������� ������� �� ������ ������������ ���� �� ����� ������ ���
����� �������� �� ��� ����� ��� �������� �� ����� �� ���������� �� ���
������� ������������� ���� ��� ������ ��� ����� ������� �� ����� ��� ������
�� ��� �������� ������� ��� ������� �� ���� ��� ��� ������ �� ��� ������
���� �� ��� ��� ����������� ��������� ������������� �� ��� ��� �����������
���� ������� ��� �������� �������� �� ����� ����� �� ���� ���������� ��������
�� ��� ������ ���������� �� ��� ������� ������� �������������

�� �� ������������� ���� ���� �������� ��� ���� ����� �� ��� �������
������� �� � ����������� ����� ������� �� ������ ������� � ���� ����� �� ���
�� �������� ���� ������ ��� ������ ���� ��� ������ �� ���������� ����������
���� ��� ��� ��������� ��� ������ ��������� ����� ��������� ��� ������ ����
������ ����� ��� ������� �� ��� ������� ��� ������� �� ��� ����������� ���



�� � �������� ��� �������������

���� �����

������ ����� ����� ����������� ������ �� ��� ������� ������� �� � ���� �� ������ 30
cm �� �������� ������ ���������� ������� �� � ���� ������������ ������ ��� v0 = 100
cm/s� ��� ���� �� ��� ����� ��������� ��� ���� � ��� ������� ������ ��� ��������
��� v0 = 200 cm/s� ���� ������� ������ ������� ��� ������ � ������� ��������� ���
v0 = 600 cm/s� ���� ������� ������ ��� ��������� ������ ��� �������� ���� ����
������

��� ������� �� ������������� �� ����� ���� ������� ��� �� ��� ������ ����
��� ��� ���� �������� � �������� �������� �� ������ ������������� �� �������
��� ����� �� ����� ��� ����������� ����� ��������� ������������ ������� ��
� ���� ���� �������������� � ������� ����������� �� ��� ����������� ���
���� �� ����� ���� � ������� ��� � ���������� ����� �� ��� ������ ����� ��
������ �� � �������� �� ��� �������� ������ ���� � ������ ����� �����������
��� ��� �������� ��� ������ �������� ���� ������ ��� ������� ������� �����
���������� ��� ������ ������ �� ���� ���������� ����� Ec ���������� ������
�� � �������� �������������� �� ��� �������

����� ������������� �� � ����� ����������

�� ������ � ������������� ������������� �� ��� �������� ������������ ��
������������� ��������� �� ��� ���� ������� ����� �� ����������� ��������
����� �� �������� ������� ����������� �� ��� ��������� ������� ������� ��
���������� ������� ��� ��� �������� ���� ������ ���� ������������� ���
������ ������ ��������� �� ���������� ����� ������������ ����� �����������
�������� ���� ��������� �� ��� ������ �� �������� ������� ��� ������� ����
���� ��� ���� ��� ������������� �������� ��������� �� ��� ������ ��� �����
���� ���� �������� ���� ���� ����������� ��������� �������� � ��� �������



��� ������������� ��

�������� ����� ���� ��� ����� ���� ������� �� ������� ������������� ���
�������� ������ ��� �� ������� � ��������� ����� Ec� ����� ��� ����� ���
��� ���� ������� �� ������ � ������������ ���������������� �� ��� �������
������������� ���������� ���� �������� ��� ������� Mk �� ��� ��������
���� �������������� ������ �� Mk =

�N
i=1 m

k
i −Mk

max� mi ����� ��� ���� ��
��� i�� ��������� N ��� ����� ������ �� ��������� ��� k � ������������ ���
������ ������� ������������ �������� ���� ��� ������� �������� ����� ������
�� M2/M1� �������� � ������ ������� �� Ec ���������� � �������� �������
����

M2

M1
∼ |E − Ec|−γ ������

�� ���� �� ����������� ������ ����� γ ����� � �������� �������� �� ��� �����
������� ���������� ������� ������ �� �� ��� ������ ���� ���������� ��������
���������� γ ≈ 0.26 ��� ��� ������������� ����� ���������� �� ��� ������
������ ���� ���� �������� ��� ��������� �� ��� ���� �� ��� ������� ��������
Mmax �������� �� ��� ����� ���� Mtot �� � �������� �� ��� �������� ���
����� ��� ����� ���� Mmax ≈Mtot ��� E < Ec� ��� Mmax ��� � ������ �����
���� ���� ��� ���������� ������ ��� �������� Mmax(E) ������ � ������ ��
��������� �� Ec� ���� ����� ���� ��� ������� �������� ���� ����� ��������
��������� �� Ec� �� ��� ����

Mmax

Mtot
∼ (E − Ec)

β ������

��� E < Ec� β ����� ������� �������� ��������� β ≈ 0.11 ������ ��� ���� ���
���� �������� ���� ��� �������� ���� �� ��� ������� ��������� ������������� ��
��� �������� �� ��� ������� ������� �� ����������� ������ ����� ��� �� �������
�� ��� ����� ��������� �� ��� ����� ����������� ��� ����� Mmax/Mtot ��
����� �� ����� �� ��� ������� ����� ����� ��� ���������� ����� ��� ������
�������� ��� ������������� ����� �� ������ ���� ���� �� ��� ���������� �����
����� Ec� ���������� ���� ������� ������������� ��� �� ���������� ���������
�� ���������� ����� ������������ ����� ������� ������� ���� ��� ��������
������������ �� ������������� ��������� �� ��� ����������� �� �� ����������
����� ���������� ����� �� ���������� �����

����� ���� ������� ����������� ���� ��� ��� ����������� ���� ��� ���
���� �������� ��� �������� �� ��� ����� ���������� ������� �� ��������������
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���� ��������� ��������� ������� ����� ������ ���� ��������� ����������
���� ����� ������������ ��� ������ ������������� ������������ ������� ����
���� ����� �������������� �� ������� �������� ���������� ���� �� ��� �����
���������� ��� ��������� ���� ���� ��� ���� ����� ������������ ����

��� ����� �� ��������

����������� ������� �� ��������� ����� �������� �� ��� �������� �� ���������
����� ��������� ���� �� ��� ������ ������ �� ��������� ����������� �� ������
���������� ������� ��� ����� ��� ���� �� ��� ������������� �� ����� �����
����� �� ���������� �� ���� ��������� ���������� ��� ��� ������ �� ���
��������� ��� ������ ����� �� ����� ����� �� ������������ �������� � �����
������������� �� ��� ��������� ����� �� �������� �� ��� ����������� �� �
������ ����� ��� ��� ����� �� ��� �������� ������� ���� �� ��� �������� ��
��� ����� ��� �� ����� �������� � ������� �� �� ��������� �������� �����������
�� � ��������� ��������������� �������� ������� ����� �� ������ � ������� ����
���� �� ��� ���������� ���� ������� ��������� ����� �� ��� ����������� ��
� ������ ������ �� ������ � ������������ ���������������� �� ��� ����� �����
����������� � ������ �� ������� ��� ���������� �� ��� ����� �� ��� �����
��� ��� ��� ��������� �� ��� ������� ���� �������� ����� �� ��� ����� ����
������� �� ��� ������� �������� ��� �� ����� �� ������� ��

��� �������� ������ �� ��� ������������� ���������� �� ������� ���������
��� ���� ���� ���������� ����� �� � ������ �� ������������ ��� �����������
�������� �������� ��� ������ �� �������� ���������� ��� ���������� �� �������
������ ������� ��� ��� ������� �� ���������� ����� ����������� ��� ������� ��
����� ��� ������������� �� ����� ������ �������� ��� ��� �� �� �������� ���
�� ����������� ��� ������ ������������� ����� ���������� �� �������������
������� ��������� �� ����� �� ��������� �������� ����������� �� � ������
����������� �������� ������� ������ �� � ����� ��������� ����� ���� �������
�������� ��� ������� �� ������ � ������� ���������������� �� ��� ������ ����
��� ������������� �������� ������ ������� �� ��� ������� �������� ��� �� �����
�� ������� ��

��� ������� �� ������������ �� ������� ������������� ��� ���� ��������
��� ������� �������� ������������ ������� ���� ����� ���� �������� �����
����������� �� ��� ������������� �������� ���� ����������� ��� �������� ��
��� �������� ���� ������������� ������ ������ �� ��� �������������� �� ���



��� ����� �� �������� ��

����������� ������� ��� ����� �� �������� ����������� ���� �� �����������
�� ��� ������� ������� ������� �� ��� ���� ���� ������ �� �������� ����
���������� � ������ �� ���� ��� �� ��������� �� ����������������� ��������
������� ������ ��������� ��� ����� �� ����������� ���������� ��� ������
������������� �� ������� ������� �� ���� ��� �� ������� ��� ������� ������
����������� ������ ��� �������� �� ������������� ���������� ������� �� ���
������� �������� ��� �� ����� �� ������� ��



������� �

��������� ����� �� ������ �����
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�� ����� ��� ��������� ����� �������� ������ ������ ����� ����������� �� �
�������� ����� ����������� ������� ����������� �� ������� ��� ���������
�������� ����������� �� � ��������������� �������� ������� ����� �� �����
��� ������ �� ����������� �� ����� �� ������ �������� ��� �������� ��������
��� ����������� �� ������ ��� ����������� �������� ���� �������� ��������
�� ������ ����� ����� �������� ��� ������� ���� ������������� ���� � �����
��� ���������� ���� ���� �� ����������� ������ �� �������� � ������� ����
��� ��� �������������� ���������� �� ��������� ����� �� ������������� ���������
�� ������� ��� ������ �� ����������� �� ��� ������ ������� ��� ������ ��
��������� ��� ��� �������� ���� �������� �������� ������� ���� ��� �������
��������� �� ������� �������� �� �� ������� ��� ����������� �� � �������
���� �� ����� �� ��� ���������� �� ����� ���� ��� ������� ���� �������
��� ������� �� �������� ������ ��� ����� �� ����� ���� �� � ���� ������ ��
�������� ��� ������������ �� ���� ����� ��� ����� ���� ��������� �������������
��� ���������� ���� �� ��� ������ ������ �� ����� �� ��� ����������� ������
��� ������� �� ���� ���� ��� ��������� �� ����� ���� ��� ����

��� ��� �����

�� ����� ��� ������� �������� �� ���������� ������ �� ��������� ���������
�������� ����������� ���� ��� �� � ��������� ��������������� �������� �������
������ ����������� ��� ������� ����� �� ���� �� ����� ��� �� ����� ����



��� ��� ����� ��

������� �� ����� ����������� ������� ��� ��������� ���� �� �������������
���� �� �� ������������ ����� ����� �� �� ������ ��� ���������� ���� �������
�������� ��������� �������� ���� �������� ���������� ���� �� ���������� ���
������ �� ��������� ����� ��������� ���������� �� ����� ��� ��������� ������
������ ��������� ����� � ������������������� ������� �� ����� ����������
������ �� ���� � ��������������� ���� ��� ������� �� ����� ���� ���������
�� ������� �� ��� �������� ��������� �� ��� ����� �� ����������� �� ��������
������ ������ �������� ���� �������� ���� ���� ����� ��� � ��������� �����
��� ������ ��� �������� ��� ��������� �� ���������� ������� ����� ��� ���
������� �� ��������� ����� ����� ����� �� ����� ����������� ����� ������ �
�������� ��������� ���� ��� ��� �������� ��������� ���������� ��� ��� ���
�������� �������� ������ λε ��� ���������� ��� λΘ ��� �������� λε ��� λΘ

��� ���������� ��������� ������� ���� ������� ��������������

�� ��� ����� �� ���� ������������ ��� ��� �������� ����� �� ���� ��������
��������� �� ���� ���������� �� ������� ���� ��� ��������� �������� λε =

0.05� λΘ = 100� �� λε = 100� λΘ = 1� ������������� ��� ������� ���������
���� ������� �� ��� ����� 1 ≤ m ≤ 50 ��� ���� ��������� ������������� ��
����� �� ������� ��� ������ �� �������� �� ��� ������� ��� ������� �������
��� ������� ��

���������� �����

�� ��� ����������� � ��� ������ �������� �� ���������� ���� ������ ���
������� ���� ������� L ��� Lc� �������������

�� ����� �� ���� � ��������� �������������� �� ����������� �������� ���
����� ������� ������ ��� �������� �� ���������� ��������� ��������� ���� �������
�� ���� ��� ���� ���� ������ S = 5lp ���� ������� ���� ��� ������ ����
L = 200lp �� ��� ��� S � L� ����� ������� ������ �������� ���� ��� ������
���� �� ��� ��� ��� ��� ������� ������ �������� �� ����� ��� ������� �� �����
������ ���������� ������� �� ��� ��� �� ����������� �� ���� � ��� ���� ���
��� ������� ������ �� ��� ������ ��� ���� ����� ��� ����� ��� �� ��� ���
�� ����� ���������� �������� �� ���� ��� ���� � �������� ����� v0� ���
������ ����� �������� ��� �������� �������� �� ��� ��� �� ��� ��� �����
������� �� �� ���������� ������� ������ ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ����
������ �� ���� ��� ������� ����� 20% �� ��� ������� ������� ����� �������
����� ���� ������� ��� ������� ��� ����� �� v0 �� � ������ ����� ������ ��� ��
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������ ���� ����������� ������� �� � ��� �������� �� ��������� ���������� ���
��������� ��� ������� �� ������� ����� ����� ��� ������� ��������� �� ��� ������
������� ����������� �������� ������ ���������� ������ ��� ��� ������ ���������
������ ���� ��� ������ ���������� ������� ����� ��� ������� �� ����� ������
����� ��� ������ ���� �� ��� ���� � ���������� ����� ������ �� ��������� �� ���� �
����� ���� �� ��� ������� �� ��� ����� ������������� ��� ��� ������� ������ �� ���
������ ��� ���� ����� ��� ����� ��� �� ��� ��� ����� ���������

������� ������� �� ��� ������� ����� ��� ������� � ���������� ��� ����
��� ��� ������������� ��� ���� ��������� �� ����������� ������� ����� ��
���� ��� ������ �������� ����� ����� ��� ����� �������� ����� �� ��� ������
�� ��� ��� ����� ����� �� ���� ������� ���������� �� ��� �������� ��������
�� ����� �� �������� ��� ��������� ������������ �� ����� ������������ ��
��������� � ������ ���� �� ��� ������ �� ��� ��� �� ���� � ��� ���� ������
����� ����� ��� ������� �� ����� ����� ������� ��� ��� ����� �� ��� ����
���� ���� �����

��� ����������� ��������

�� ������������ ��� ����������� ���������� �������� �� ��� �������� �� ���
����������� ������� ���������� �� ��������� ��� ����� F ������ �� ���
������ ����� �� ��� ��� �� ��� ������ �� � �������� �� ���� t ���� ����
����� ��� ����������� ��� ������������������ ��� ������� ����� ����� ��
� �������� ������ ���� ��� ��������� �� ��� ��� �� ������������ �� t� ��
F (t) ��� �� ���������� �� �� ��� ������������ ����� �� ��� ������ �����
����� �� ��� �� �������� �� ���� ��� ������ ���� ��� ����������� ��������
�� ������ ��� ��� ��� �� �� ��� ����� ����� ��� ����� ����� ��������� ���
���� ������� ���� ������� �� �� �������� ��� ����������� �� ��� ������ ��
���������� ��� ����� �� ��� ������� ��������� �� ��� ������ ���� �� ��� �����
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������ ���� (left) ����� F ���������� �� ��� ������� ����� Fmax �� � ��������
�� ���� t ������ ��� ������� �������� ����� ��� ��������� �� ��� ��� �� ������������
�� t ��� ����� ��� �� ���������� �� ��� ������������ ����� �� ��� ������� ��������
����� ����� ��� �� ������� ����� ��������� �� ��� ������� �������� ����� ��� ����
��� ���������� ���� �� F (t) ��������� ������ ����� ����������� ����� ��� ��������
�� �������� ttot ������� ��� ���� �� ��� ���� ���� ��������� (right) ������ ���
��������� �� �� ��� ���� �� F (t) �� � �������� �� ��� ������� �������� m� ���
������ ��� �� ���� ���� ����� ���� ��� ���������� ���� ��� ������ ��� ����� �� ���
�������� �� µ = 1.9 ��� µ = 1.5 ��� ��� ���������� ��� ������� ������� �������������

������ ������������ ����� ��� ������������ ��� �������� ����� ��� ������ ��
������� ����� ��������� �� ��� ������� ����� ���������� ���� ��� ����� ������
��� ������� ��� ������ T �� ����� ������������ �� ������������� T ≈ 2Lc/c�
c ����� ��� ����� �� ����� ������ ��� ������� ��� ���� ���� ����� �����������
��� �� ���������� �� ��� �� ��� ����� �� v0 ����� ���������� ������ ���� ���
���������� �������� �� c� ������� ������ �� v0 ������� ����� ���� ���
������������� ���� ��� ����������� ������������ �����

�� ��� ������� �� ��� ������ ��������� ��� ����� ������� ���� ���
���� ����� ��� �� ����������� ���������� ���������� ��� ��������� ��������
�� ��� �� ���� �� ���� ��� ���� ����� ��� �������� ��� ����� ����� ����
������ ������������ ������� ��� ����������� ������� �� ��� ������� �������
����� ��� ����� ����� ��� ���������� ����� ������ ���� ������ ��� ������ �����
����������� ����� ��� ����� ��������� �������� ����� ��� ������ ����� ������
�� ��� ��� �� ������� ����������� �������� ���������� ��� ���������� �����
���������� �� ������������ ���� �������� ������� ���� ��� ������ �� �����
������� ������ ��� ������ ������ ��� ����� �� ����� ������������ ����� ����
��������� ������ ��� ������ ��� ������ ��������� �������� ������� ��� ������



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

��� �� �������� ���������� ��� ������ �� � ������������ ����������� ��������
����� ��� ������������ ����� �������� ��������� ���������� �� �� ������� ��
�������� ��� �������� �� ������������ ����������� �� ��� F (t) ����� ��� �� ���
���������� ����� �� ��� ������������� ���� ���� ������������ ����� ��� �� ��
�������� ������� ���� ��������� ��� ������� �� ��� ���� ���������� �����
�� ������������ ��� ������ �� ����������� �� ��� ������ ��� ��� ����������
�� ��� ������ �� ��������� �������� �� ��������� ��� ����������� ������
����� �� ��� ���� �� ��� ����� �� � �������� �� ��� ������� �������� m� ��
����� � ������ ��������� D �� ��� �������� �� ����� ������ ������ � ������
����� ������ ������������ �� ���� ��� �� ������� ��� ������ ��������� D
��� ��� ���������� ��� ������� ������ �� � �������� �� ��� ������� ��������
m� ��� ������ ��� �� ���� ���� ����� ���� ��� ���������� ����

D(m) = B + Am−µ, �����

����� ��� ���������� A� B ��� µ ������ �� �� �������� ��� ��� ����������
��� ������� �������

��� ����� ��� ���� �� D(m) ��� �� ��������� �� ��� ��������� �������
��� ����������� ��� �� �������� � ��������� ������������� �� ��� �������
����� ��� ��� ����� ����� ��� ��������� ����� ��� ���� ε ������ �� ��� �����
���� ������ ��� �������� ���� ��� ��� ��������� ��������� �� ��� ��� �� �������
����� �� � �������� ������ �� ����� ���� ����� ���� �������� ����� ��������
������� ��� ������ �� ��������� ������������ ���� ��� ���� ��� �������� �� ���
���� ����� �� ��� ε ��� �� ����� �� 1− P (ε) ����� P (ε) �� ��� ����������
����������� ������������ �� ��� �������� ����������� ��� ����������� ������
σ �� � �������� �� ������ ε ��� ���� �� ������� �� ��� ����

σ(ε) = [1− P (ε)]Eε = e−(ε/λ)m

Eε, �����

����� E �� ��� ������� ������� �� ��� ������ ����� ������ ����������
������� �� ��� ������� ������ ����� ����������� ������ �� ��� ���� �� ���
������������ ����� σ(ε)� ����� �������������� ��� ����� ��� �������� �� ���
������� εc ����� �� εc = λ(1/m)1/m ��� ��� ������� ������������� ���
�������� �� ������ ����� ����������� �� �� ��� ���� �� σ(ε) ��� �� ��������
�� �������� εc ���� ��� ���������� ������������ �� ���������� P (εc)� ������
��� ������ ��������� D �� � �������� �� ��� ������� �������� m ��� ��



��� ��������� ����� ������ ����� ����������� ��

���� ���� ��� ���� ���� ��� ����� ������ m ������

D(m) ≈ 1− e−(1/m) ∼ m−1. �����

��� ��������� ������� �� ��� ������ �� ������ ����� �� ��� ����� ���� ��
���� ��� ��� ���������� ���� ��� ����� �������� ����������� ��� ������ �����
�� ��� �������� ��������� µs = 1.9 ± 0.1 ������������ ��� µb = 1.5 ± 0.1

��������� �� ��� ����������� �� ��� ������ �������� �� ��� ���� ����������
����� ��� ���������� ��������� �� ��� �������� ������������� ���� ���� ��
��� ����� �� ���� m ������� ��� ������ �� ������ ���� ��� �������� ��
����� ������� �� ����� � ����� ����� B > 0� ��� �������� ����� �� B ��
��� ����� ��� �� ���������� �� ��� ���������� �������� �� ��� ������� �����
�� ������� ��� �� ��� ���� ��� ��� ������ �� ��� ������� ��������� ����
���������� �������� ����� ���� �� ����������� �� ��� ���� ���������� �����
�� ���� ������ �� � ����� �������� �������� �� ����� �� ��� �������� ��������
���������� ���� ����

��������� ������� ������� �� ��� ��� ����� �� ������������� �� � ������
�������� �� F (t) �� �� ��� ������� ������� ��� �������� ����� �� ����
�������� �� �� ������ ��������� ��� ���������� ������� ����������� ����
������� ��� ������ �� ��������� �������� �� ��� ������� ��� ������ �� �����
������� �� ��� ��� ������ ���� ������ ���� ��� ���������� ������� �� ������
�������� �� �� � ���� ����������� �������� ��� ��� ������ �� ����������� ������
��� ���������� �� ��������� ����� ��� ��� ������� ��������� �� ������ �����
��� ����������

��� ��������� ����� ������ ����� �����������

������ ��� ����� ��� �������� �� ��� ���������� �� � ����������� �������
����������� ��� ������ ���� ��������� ��� ������ ��������� ����� �� ��� ����
��� �� ��� ��������� ����� ������������ ��� ����� ������� �� ��� �������
���� ������� ������ ������������� �� ��� ����� ���� ����� �������� ��� �������
����� ��� ����� ������������

������ ��� �������� � ������ ������� �� ��� ���������� ������ ���� ������
��� ������ ���� ��� ����������� ����� �� �������� ����� ��� ������������� ��
��� ��������� ���� ��� ��� ����������� �� �������� � ������ ������� ����
��� ������ ����� �� ��� ����� ��� ��������� ���� 100 ����������� ���� �������
������� ��������� ��� ������� ���� ��� ���� ������ ������������� ������ ���



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

������ ���� ������� ������ ���� ������ ��� ������ ���� ��� ����������� ����� �����
��� ����� ��� �������������� ���� ����������� �� ���������� �������� ����� ������
������ �� ������� ��� ���� �� ����������� ������� ��� ������� ������ �������������
������ ��� ��������� �� ������� ��������

����� ��� ��� ���� ��� ���� ����������� ������ ������� ���� ��� ������� �����
��� ��� ��� ������� ������ �� ��� ������� ������ ���������� ����� ��� �����
������� �� ���� �������� ��� �������� ����� �� ��� ������� ����� ������� �
����������������� ������� �� ��� �������� �� � ���� ������ ����� ��� �� ���
��� ����� �� ��� ������� ����� �� ���� ��� ���� ������ �� ��� ���������
���� �� ��� �� ����������� ����� � ����� �������� ����� ��� ������ ����
�������������� ���������� ��� ������ ������������� �� ��� ������ ����� �����
�� ��� ������ ���� ��� ���� ���� �� ���������� ���������� ��������� �� �
���������� ����� �� �������� �������

�� ����� �� �������� ������ �� ����� ��������� �� ��������� � �����������
���� tcorr� �� ��� ���� ��������� �� ��� ����������� ���� ��������� ���������
�� ����� ti ��� ti+1 �� ������� ���� ��� ����������� ���� ti+1 − ti < tcorr ���
��� ��������� ��� ���������� �� ������ �� ��� ���� ������ ��� ����� �� ���
����������� ���� ��� ������ �� ���� � ��� ���� �� �� ������ ���� ��� ���� ����
Δt ���� �� ��� ����������� �� ��� �������� �� ������ ��� �� �� ���� �������
���� ��� ����� �������� ttot �� ��� �������� �������� ���� �� ��� tcorr = 10Δt

��� ����� 105tcorr < ttot ������ ��� ���� �� ������ Δ �� ������ �� ��� ����
��� �� ����� �������� ������ ��� ���������� ��������� ���� ��� ������
�� �������� �� ���� ���� m→ 1� ���������� �� ��� ������� ����� �� ����������
�� ��� ������ �� ��� ����������� ���� ���� ������� ����� ����� ������



��� ��������� ����� ������ ����� ����������� ��

��� ����������� ����� �������� ������� ��� ������������ �� ������ ��������
���� �� ��� �������� �� ������� ������������ �� �� ���������� �� ���������
��� �������� hj = |yj − yj+1| ������� ����������� ���� ��������� ���� ���
��������� yj ��� yj+1 ��� ��� �� �� ������ �� ��������� h =

�Δ−1
j=1 hj � ���

� �������� ���������� ��������� ����� ���� ����������� �������� ������ ��
�������� ����� ��� ����� �� h ��� �� ��� ����� ���� Δ �� ����� �� ��� �������
�������� ������� ���� h/Δ ≈ lp� �� ����� �� ����� ��� ���������� ���������
�� ������ ������������ �� ��������� � ��������� ����� ��� ���� ������ ����
����� ���������� ��� ����� h/Δ > 2lp ����� ��� ������� ���� ��� �������
����� �������� ����������� ������ ���� �� ��� ���������� ����� ��� �����
��������� ��� �� ������ �������� �� ��� ������� ����� ����� � ���� ������
�� ����������� �������� ������� ����� 10% �� ��� ���������� ��� ������� ���
��� �� ������ ������������ �������� ���� �� ���� ��� ���������
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������ ���� ���� ������ �� ������ �� � ������ �������� ����������� ��� ������ ���
���������� �������� ��������� �� ����� ����� ���� ������ �� ������ ����� �� ���
��������� ������ N ������� ��� ����� ������ �� ����� ����� ��� ���� ���������
����� ��� ����� ����������� ��� ��� ��� ����������� ��� ����� ��� ��� �� N = 200�
�� ��� ��������� �� ��� ������� �������� ��� � ������������ ���� �� �������� �������
���� �� ��� �������� ������ ������ �� ������ ���������� ������ ��� ���� �� ���
������������ ����� ���� ���� ����� ������ �� ������� ��� ���� ������� �� ��� �������
��������

�� ������ ��� �� ������� � ���� ������ �� ������ �� � ������ �������� �������
����� ��� ������ �� �������� ����� ������������ ��� ���� �� ��� ������ ����������
�� ��� ������ ������ ������ ������ ��� ������� ��������� �� ������ �������
�� ������� ������� ������� ����� ������� ����� ���������� �� ��� ���������



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

�� ������ �� ��� ������ ����� ��� ����� ��� �� ������ ��� �� ��� ��������
�� ���� ������ ������ �� ��� ��������� �� ��� ������� ������� ��� ������
��� ����� �������� �� ��� ����� ������� �� ��� ��������� ���� ����������
��������� �� ��� ��� �������� ������ ������ ������ ��� ����� ���� Δ �����
����� ������� � ������� �������� ������ ��� ����� �� ����������� ��������
����� ��� �������� �� ��� ����� ���������� ��� ��� �� ��� ���� ����� �����
�������� ����� ������� ����� �������� ���������� � ������� ���� �� ��� ������

�� ���������� ����������� ��� ���� ������������ �� ������ P (Δ) �������
��� ������ �� �������� �� ��� �������� ����������� ��� ���� �������������
��� �������� ������ �� ��� ������� �������� ��� ��� �������� ���������� ���
������� ������ ��� ��������� �� ��� ������ �� ��� ���� ��� ����� ���� �����
�� ���� ��� ������������� �� ��� �� �������� ���� ���������� ��� �������
�������� m� ���� ���������� ��� ������ �� ��������� ��� ������ ��� ������
��� ��� ���������� ���� �� ��� ������������� ���� ��� �������
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������ ���� (left) ������ ��������� ���� ������������� ��� ��� �������� ����������
����� ������� ��� ����� �� ��� ������� �������� m� ��� ���� ����� �������� ���
��������� ���� �������� �������� �� ��������� ��� ������������� ���� ��� �������
����� ���� ��������� �� ��� ������ ������� ���������� αs

Δ
= 1.4± 0.5, βs

Δ
= 1.8± 1�

��� ��������� ������ �������� �� ������ ��� ����� ��� as
Δ

= 0.55, τs
Δ

= 1.3 ±
0.2, bs

Δ
= 2.2, δs

Δ
= 1.5 ± 0.3� (right) ������ ��������� ���� ������������� ��� ���

�������� ������� ������ ��� ���� ����� ����� ���� ��������� ��� �������������
��������� �� ��� ����� �� ��������� ���� �������� �� ��������� ������� ����������
αb

Δ
= 1.4 ± 0.5, βb

Δ
= 1.8 ± 1� ��� �� ���������� �� ��� ������� �������� ���

ab
Δ

= 0.85, τb
Δ

= 0.8± 0.3, bb
Δ

= 1.4, δb
Δ

= 1.3± 0.3�

��� ����� ������ � ��������� ��������� �� �������� �������� �� � �������
���������� ����� ������� ��� ���� ������ �� ���� ��� ����������� ���� ���



��� ��������� ����� ������ ����� ����������� ��

����� ���� ������������� P (Δ) �������� �� �������� m ������ ��� �� ���� ��
�������� ���� � ������ ����� �� ����� ��� ������� ����� ���� Δ �� � �������
��������� ��� ���� �������� ������� ��� ������� ���������

P (Δ) = Δ
β
f(Δ/Δ

α
), �����

����� ��� ������ �� ��� ��������� ���� ���������� ����������� αs
Δ = 1.4±

0.5� βs
Δ = 1.8 ± 1� ��� αb

Δ = 1.4 ± 0.5� βb
Δ = 1.8 ± 1 ����� ������� ���

���� ������� �������� ��� ���������� ��� �������� ������������� ��� �������
�������� f ��� �� ���� ���� ����� �� ��� ����

f(x) = ax−τe−(x/b)δ

, �����

����� ��� ��������� ������ ��������� ��� ���� �� ��� as
Δ = 0.55, τ s

Δ = 1.3±
0.2, bs

Δ = 2.2, δs
Δ = 1.5±0.3 ������������� ��� ab

Δ = 0.85, τ b
Δ = 0.8±0.1, bb

Δ =

1.4, δb
Δ = 1.3 ± 0.3 ����������
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������ ���� (left) ������ ��������� �������� ������������� ��� ��� ��������
���������� ����� ������� ��� ����� �� ��� ������� �������� m� ��� ���� �����
�������� ��� ��������� ���� �������� �������� �� ��������� ��� ������������� ����
��� ������� ����� �������� ��������� �� ��� ������ ������� ���������� αs

δt =
1.6 ± 0.5, βs

δt = 2.1 ± 1� ��� ��������� ������ �������� �� ������ ��� ����� ���
as

δt = 0.003, τs
δt = 0.9 ± 0.15, bs

δt = 560, δs
δt = 1.5 ± 0.3� (right) ������ ���������

�������� ������������� ��� ��� �������� ������� ������ ��� ���� ����� ����� ����
��������� ��� ������������� ��������� �� ��� ����� �� ��������� ���� �������� �� ���
������� ������� ���������� αb

δt = 1.6± 0.5, βb
δt = 2.1± 1� ��� �� ���������� �� ���

������� �������� ��� ab
δt = 0.001, τb

δt = 0.6± 0.1, bb
δt = 320, δb

δt = 1.1± 0.2�



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

������� �������� ���� ������������� ��� ��������� �� ������ �� �����
��������� ������ ������ �� ��� ��������� �� ���� �� ��� ���� ��� ��� ����
�������� ����� �� ��� ���������� ������ ��� ������������� �� ����� ���������
���� ���� ���������� ����������� ��� ��� ���� ��� �� ������� ��������� ��
������� �� ���� ��� ���������� ��� ������� ����� ����� �����

�������� ������������� ������ �� ���� ��� ���� ������� ��������� �� ���
���� ������������� ���� ������� ���� ��� ���� ��� ����� ���� ����� ����� � ����
���� ������������� �� ��� ������� ��������� ��� ������ �� ��� ������� �����
����� ��� αs

δt = 1.6±0.5� βs
δt = 2.1±1� ��� αb

δt = 1.6±0.5� βb
δt = 2.1±1 ���

���������� ��� ������� ������������� ��� ��������� ������ ������ ��� ����
�� �� ��� ������� �������� ��� as

δt = 0.003, τ s
δt = 0.9 ± 0.15, bs

δt = 560, δs
δt =

1.5±0.3 ������������� ��� ab
δt = 0.001, τ b

δt = 0.6±0.1, bb
δt = 320, δb

δt = 1.1±0.2

���������� �� �� ��� ���������� ���� ��� ���������� ���� ��� ������� ���������
�� �������� ������������� �� �� ������� �� ����� �� ���� �������������� ���� ���
��� ���������� �������������� ��� ��������� �� ������� ��� ��������� τ s

δt

��� τ b
δt �� �������� ������������� ������� ���� �� �� ������� ���� ����� ��

��� ������������� ���� ������������� �τ s
Δ ��� τ b

Δ��

����� ������� ����������� ���� ��� ������ �� � ����� �� � ����������
������ �� ��� � ������ �������� ���� ������� ������� �� � ����� ����� �����
������� �������� �� � ����� ������ �� �������� ������ ��� ������ ����� ���
������ ������ �� ��������� ���� �������� ���� ��� ��������� ��� �����������
�� ����������� ����� ���� ��������� ����� �� � ��������� ���������� ����
�� ��� ���� ��� �������� ������������� ���� ����������� ������� ��� ����
�������� ������ �� ���� ��� ������ �� �������� ������ ���� ��� ��������������
����� �� ������ ��� ��� ���������� ���� ��� ��� ����� �� ��� ����� ��� ���
������� ������ ��� ����� �� �� ���� ����������� �� ���� ���� ��� ���������
��������� ������������� �� ����������� ��� ����������������� �������� ���
������������ �������� ������� ����� ������ ��� ���������� ���� ��� ����� ���
���� ���� ����� �� ������� � ���� ������� ����������� �� ��� ��������� ����
��������� �� �������� ������ �� ����������� ������� ����������� �� ��������
������� ���� �����

�� ��� �� �������� �� ���� ��� ���� ��� ������ ��� ��������� �� ������
������� ����� �� ���� �������� ������� ��� ������ ������� �������� �����
����� ����� ��� �� ���� �� ��������� � ������� �������� �� ������ �� ��� �������
����� ��������� ��������� ����� ���� ������� ���� T ������� ��� ����� ��



��� ��������� ����� ������ ����� ����������� ��

����������� �� ��� ���� �� ������� ������ �� ��� �� ���� �� ���� ��� ���� ���
�������� T �� ����� ������� ����� ������ �� � ����� ������
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������ ���� (left) ������� ���� ������������� ��� �������� ����������� ��� ����
����� �������� ������ ��� ��� ��������� ����� ��� �� ��� �������� ���� ��� ��������
τs
T = 1.9± 0.15� ��� ����� ����� ��� ������������� ������ ��� ���� ��������� �����

� ��������� �� �������� �� � ����� �������� τs
T = 1.5 ± 0.1� (right) ������� ����

������������� ��� ��� �������� ������� ������ ��� ������ �� �������� ���� ������
��� ����� ��� ��� �������� �� �������� τb

T = 1.8± 0.15�

������� ���� ������������� P (T ) ��� ��������� �� ���� ��� ��� ��� ��������
��� ����� ��������� ��� ���� ������� ��� ��� �������� ����� ������� ��� ���
������ �������� ����� ����� �� ���� ���� ��� ������� ���� ������������� ����
����� �� �� ��� ����� ������� �� ���������� �� ��� ������� ���������
��� ���������� ���� �� P (T ) ��� �� ���� ����� �� ��� ���������� ���� ������
����� ��� ����� �� ��� �������� τ s

T = 1.9±0.15 ��� ��������� ��� ����������
���� ����� �� τ s

T ������� ���� ���� ������� ����� ��� ���� ���� �� ��� ����� ��
������ ���� ��� �������� �� ���� �������� �������� �� ��� ����� �� ���� ������
��� m→ 1 ������ �� ���� ���� ������� ����� ���� � ������� ����� ��� �����
�� ����� �� ��������� ������ ������ ���� ��� ��� ���� ������� ��������� ����
��� ��������� ��� ���� ���������� ������� �� ������� ���� ������������� ��
���� ���������� ��� �������� ��� �������� �� ��� ����� ��� ������ �������
�� ��� ����� ����� τ s

T = 1.5 ���������� ���� ��� ���������� ���� �������� ��
��������������� ������ ������ �� ��� �������� ������� ����� ���� ���� ����
P (T ) ��� ������������� ��� ���� �������� �� �� ��� ���������� ������ ��� ��
��� ��������� �� ��� ������ �� ��� ������� ��������� m� ��� ������ �� ��������
���� ������� �� � ������ �� ��� ������ �������� ��� ����� �� ��� �������� ��



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

��� ����� ��� ������ ������� �������� τ b
T = 1.8 ± 0.15�

��� ������� ��������� �� ������

�� ��������� �������� �� ��� ���� �� ��� ������ ���� �� ��� ����� � ����� ����
������ �� ��� ������ �� ��� ��������� ��������� �� ��� ������ ��� �������� ��
� ����� ������� ��������� ����� �������� �� ��� �������� ������� ����������
���� ��� �������� ����������� �� ��� ��������� ������ ��� �������� �������
�������� �������� ������ �� �� ����������� ��� ������� ��������� �� ������
�� ����� �� ��� ����������� �� �������� � ����� �� � ���������� ������ ��
������ ����� �������� ���� ��� ������ �� ��� ���������� �� ������������
�� ������ ���� ��� �� ��� ���� ������ ������������� ����� �� ��� ����� ���
��� ��� �������� �������� �� ��� ����� �������� �� ������ �� ������� ���
��������� �� � �������� �� ������ ��� ������ ����� �� ����� �� ��� �����
�������� �� � ���������� ������ �� ������ �������� �������� �� ��� ��� �� ���
����������

������ ���� ����� ��� ��� ��� ������� ���� �� ����� �� ��� ��� ���� �������� ���
��������� �� ������ ������ ��� ������� ���� �� ��������� �� � �������� �� ������
��� ������ ����� �������� �� ��� ����� ��� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� ����������
�������� �� ������ ������

�� ��� ����� ��� �������� �� ��� ����� ��� ��� �� ��������� ������ �� ���
�������� �� ��� ���� ������ ���� �������� ���� ��� ������ �� ��� ���������
��� ������ ������ �� ������ ��� ������ ����� ������� ��� ����� ��� ���
��� ���� ������ �������� ��� �� ��������� �� ��� �������� ������� ���� �����
����� �������� ��� � ������ �������� �� ��� ���� ��������� �� ��� ��������
������� ������ �� �� ��������� �� ���� ���� ������ ��� ����� ������ �����������
����� �� ������� �� ������� ���������� ������ D ������� �� ��� ������ ��



��� ������� ��������� �� ������ ��

��� ���� �� ������������ ��������� �� ���� ����� ���� ���� ����� ���� ����
������ ��� ��������� �� ��� ������� ����� ��� ������ ������ �� ����������
������ �� ��� ������� ����� ������� �� � ������ ��������� �� ��� ������� ����
���� ��� ��� ���� �� ���������� ��������� ���������

����� �������� �� ��� ������� ����

����� ����������� �� �������� ���������� �� ��� �������� �� ��� �������
����� �� � ���� �� ����� �� ��� ����� ������� � ������ �������� ������ ��
��� ��������� �� ��� ������� ���� ������� ���� ����� �� � ���� ��������
����������� ����������� ������ ��� ������ ���� ��� ��� ������� �� � ������
lnucl ������ ��� ���������� ������� lnucl �� ������ ��� �������� ������� ���
��������� �� ��� ������ ���� ������ �� ��� ���� ��������� ��� ��� �������� ��
��� ���� �������� ������ ����� ���� ��� ���� �� ��� ����� ��� �������
�� ������� � ��������� �� ��� ������� ���� ����� ����������� �� � ���� ��
��� ����� ��� ����� �� � �������� lCTJ � ����� �� ��� �������� ������� ���
�������� �� ��� ����� ��� ������ ��� ����� ��� ���� ��������� ��� ������ ��
����� ��� ���� ������� ��� ���� �������� ���� ���������� �� ��� ���������
�� ��������� �������� ��������� ����� ���� ����� �� ����� �� � ���� ��������
������ ��� ������� ���� ���� ��� ��������� �� ��� ��� ������� ��� �����
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������ ���� (left) ����� ��� ���� ������ ������������� ��� ��� �������� �������
������ ��� ������ �� ��� �������� γb �� ��� ����� ������ ��� 1.8 ��� 4� (right)
����� ��� ���� ������ ������������� ��� ��� �������� ���������� ������ ��� ����� ��
��� �������� �� ��� ����� ��� ������ �� γs = 2.2± 0.1� �� ���� ��� ������ �� ���
������ �� ���������

�� ����� �� ������������ ��� �������� �� ��� ������� ���� �� �����������



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

��� ����������� ������������ �� ���������� ������� p(lnucl) ��� ��� ������� ��
����� ��� ����� p(lCTJ)� ���� ��� ����� ���� ��� ��� �������� ����� �������
�������� m� �� ��� ������� ����� �� ��������� ��� ������������ �� ����� ���
����� ��� � ����� ��� ����� �� ��� ������ �� ����� lCTJ ������ ����� ��
������������ �� �� ����������� ���� ��� ����� lCTJ

p(lCTJ) = al−γ
CTJ + ce−lCTJ /b. �����

��� �������� �������� �� ��� ��� ����� �� ��� ����� ����� ���� ��������
���������� ��� ����������� ��� ���������� ����� ��� ����� ����� ��� ������
��� ����� ���� ��� ���������� �� ��� ������ ������������� �� ��� ����� ���
��� �� ��� ��������� ����������� �� ����� ����������

��� ������������ ��������� �� ����� ����� ��� ����� ������� ����������
���� ��� ���������� �� ��� ������ ����� ������� ������� �� ��� ����� �� ���
����� �� ����� ������������ ��� ����� �� ��� �������� γb ������� ����
γb = 1.8 ± 0.1 �� γb = 4 ± 0.2 �� ��� ������ �� �������� ���������� �� ���
���������� ����� �� ��������� ��� ������ ������� �� � ���� ������� ���� ����
���������� ������ �� ����������� ������ ��� ����� �� ����� �����������
���� ���� ���� ����� ������������ ���������� ��� ������ �� ��� ������� �����
��� ������ ��� �������� ����������� ���� ���� ��� ����� �� ��� �����������
������������� �� ��� ���������� ����� ����� ����� ��� ���������� ���� �� ���
������������� �� ���� ���� �� ������ � ��������� ���� �� ����������� ������
��� ����� �� ��� �������� γs = 2.2± 0.1 ���� ��� ������ �� ��� ������ ��
�������� ��� �� ����� ������� ���� �� ��� ���� ��� ������������� ������ �� ���
������� ������

��� ���������� �� ����� ��� ����� ��� �������� ���������� ��� ������
����� ����������� �������� ���� ���������� ���������� ������ ����� �� ����
�������� ����������� ��������� ����� �� ��� ����� ��� �� ��� ���� ���� ���
����� �� ������������� �������� ������ ��� ����������

������ ���� ����� ��� ������������ p(lnucl) ��� ��� ������� ����� ��� ����
���� ������ �� ��� ������� ��������� � ��������� ���� �� �������� ��� ���
������ ������

p(lnucl) ∼ l−κ
nucl �����

���� �� �������� κb = 1.8 ± 0.15� ��� ���� �� ��� ������������ ���������
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������ ����� (left) ���������� ������ ������������� ��� ��� �������� ������� �����
������� ��� ������� �������� m� ��� ������ �� �������� ���� ��� ���� � ��������
����� �� ��� ������������� ��� �������� �� ��� ����� ����� ��� �� κb = 1.8�
(right) ���������� ������ ������������� ��� ��� �������� ���������� ������ ����������
�������� ����� �� ������������ �� ������ �� ��� ����� ����

�� ��� ������� ������� �� ��� ������ �� ��������� ��� ��� ��� �������� ��
������� ���� ���������� �� m �� ����

��� ��������� �� ���� �������� �� ��� ���� ���� ��������� ��� ���������
�� ������� �������� ����� ����� �� ���� �������� ��� ���� �� ��� ������������� ��
������� �� ����� �� ��� ������� ����� ���� ���������� ������ ������ ��������
������������� ��� ������ �� ���������� ��� �������� �� ���� ���� �����
�� ����� ����� ������� ���������� ������� �� �� �� 40% �� ��� ����� �������
�� ��� ��������� �� ��� �������� ������� ��� ���������� �� ��� �����������
�� ��������� �� ��� ����� �������� �� ��� ����� ��� ��� ��� ������� ����������
������� ����� ���� ����� 1%−2% ������� �� ��� ����� �������� ����� �������
�� ��� �������� �� ��� ����������� ��� ��� ������ �� ����� ��� ����� �������
����������� ���� �� ��� ���� �� ������� ��������� �������� ������� ���
������ �� �������� ���� ��� ���� � ������ ����� �� ��� ������� ������������
�� ������� ��� �������� �� ��� ������� ���� �� ������ ���������� �� ���
���� ����� �������������� �� �������� ������� ���� ��� ������� �����������
�������� ���� �������� �� ��������� �� ������� ������������ �������� �����
� ������� ���� �� ��� ��������� �� ��� �������� ������� ����� ���� �� ��� ��������
��� ������� ���� ������� �� � ����� ������ �� ����� ����� ����� ���������
������ �� ��� ���� �� � ��� ������ ������ ���� ��� �������� �� ����� ����
��������� ��� ��������� ����� ��� ���� � ����� ������
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����� ������ ������

�� ������� �������������� ��� ��������� ��� ��� ��������� �� ��� �������
����� �� ���������� ��� ������� ������������ �� ������ �� ����� �� ��� �����
��� ���� ��� ����� ����� ���� �� ��� ���������� ����� �������� ���� ����
�������� ��� ������ d� ���� ��� ����������� �� ���� �������� �� � ��������
�� ��� �������� r �������� ���� ��� ����� ��� ��� ��� ���������� ����� �� ���
������
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������ ����� (left) ������ ������ ��� �������� ������ �� ��� ������� ��������
m� ��� �������� r �������� ���� ��� ����� ��� �� ���������� �� ��� ����� �������
Lc �� ��� ��������� ��� ������ �� ��� ������ ���������� ���� ρ = 0.5� r0 = 0.05
(m = 2)� ρ = 1.0� r0 = 0.035 (m = 4)� ρ = 1.5� r0 = 0.033 (m = 6)� (right)
���� ������ ������� ������� ������ �� � �������� �� ��� �������� ���� ��� ����� ����
��� ���� �� ��� �������� ��� �� ���� ���� ������������ �� ��� ������ ���� ���
��������� �������� ω = 0.46� ��� ����� ����� ��� ������ ����� ���� � ��������
������ ���������� ��� ������� ��������� ��� ���� �� ���� �� �������� �� ω = 0.35�

��� ��������� ������� ������� ����������� ��� ���� ���� ������ �������
���������� ���� ������ ������ �� ����������� ������� �� ������� ������� ������
��� ��� ������� ��������� ��� ������ ��� �� ���� ��������� �� � ����� ���
���������� ���� ���� �� ����������� �����

d(r) ∼ r−ρ exp (r/r0), �����

����� ��� ��������� �� ��� ������� ���� ��� �� ������������� �� ��� ������
r0� �� ��� �� �������� �� ���� ���� ���� ���� ��� �������� ρ ��� ���
�������������� ������ r0 ������ �� ��� ������ �� �������� m� ������� ���



��� ������� ��������� �� ������ ��

������� ��� ����� �� ��� ��������� ���� �� �������� ��� ��������� ���������
������� ρ = 0.5� r0 = 0.05 (m = 2)� ρ = 1.0� r0 = 0.035 (m = 4)� ρ = 1.5�
r0 = 0.033 (m = 6)�

�� ����� �� ������ �� �������� ������������� �� ��� ���������� ���� ��
��� ������ ������ d(r) �� ��� ����� ���� ��� ������ �� �������� ���������
���� �� ��� �������� �� ��� ����� ��� ��� ������ ��� � ����� ��� �����

σ(r) = ar−ω. �����

��� ��� �������� ω ������ �������� ��������� �������� ��� ����� ω = 1/2

������ ����� ������� ������ ��� ������� �� ������������� ������������ ���� ����
�� �������� ������ �� ω ������

������ ��� ����������� �� ���� �������� �� � �������� �� r ��� �� �����
����� ��

d(r) = P (σ(r)), ������

����� P (x) �� ��� ���������� ������������ �������� �� ��� �������� �������
����� ����� ��� �������� ���������� ��� ������� ������������ �� ���� d(r) =

1−e−(σ(r)/λ)m
= 1−e−(br−ωm) ����� b = (a/λ)m� ����������� ��� �����������

��� ����� �������� �� ������ �� ��� ����

d(r) ≈ br−ωm. ������

��� ������ �� ��� ����� �� ���� ���� ��� ���������� ���� ��� ����������
���������� ��� ������ ��� ��� ������ �� r�

��������� ��� ������� �� ��� ����� ��� �������� ρ �������� �� ������
��� ��������� ���� ��� �� ������� �� � ������� �� ��� ��������� �� ������
����� ��� �������� ρ = ωm� ������������ ��� ��������� ������ �� ρ ��� ���
������� ��������� m ��� �������� ω ���������� ��� ����� �� ��� ������ ����
��� �� ���������� �� ω ≈ 0.25 ��� ��� m ������� ��� ������������ �� ω
���� ��� �������� ����� ��� ����������� �� ��� �������� ���� ���� ����� ��
��� ������ ����� �������� ����� ������ ����� �� ��� �������� ������ �� ω = 1/2

�� ������ �������� ��������� ������



�� � ��������� ����� �� ������ ����� �����������

�� ��� ��� �������� �� ��� ����������� ��������� ��� ���� �� ��� ����
���� ������ ����� �������� �� �������� � ������ ������� ��������� ���� ���
������ ����� �� ����� �� ��� �������� �� ��� ����� ��� ��� ��������� ���� 100

������������ ��� ��������� ��� ���� �� ��� ����� ���� ��� ����� ��� ��� ���
����� �������� ����� ��� ���������� ������ ���� ������ ���� ����� ���� ������
������������ ���� ��� ������ ����� �� ��� ����������� ��� �� ���� ����� ����
��� ����

σ(r) ∼ (r)−ωe−(r/r0)ϑ

������

���� ��� ������ ω = 0.46� ϑ = 3� � ����� ���� � ���� ���������� �� ��� ������
����� ��� ������� �������� ������� ����� ���� ����� ���� ����� ������ ����� �
�������� ������� �������� ω = 0.35� ���� �� ����� ����� �� ��� ����� ω = 0.25

�� �������� ���� ��� ������������ �� ��� ������ ������� ����� ��� ������
�� ��� �������� �������� ����� ���� ��� ��������� ����� �� ��� �����������
�� ����� �� ��� ����� ���� �� ��� ���� ���� ��������� �� ��� ������ ���� �� ����
� ���� ����� ��� �� ��� ���� ���� ����������� ��� ���� �������� ����� ���
���������� �� �� ���� �� ����� ��������� �������� �� ��� ���������������
������ ���������� ��� ��������� ����� �� ���� �������� ��������� �� � ������
����������� ������ ������� �� �������� �� ���� ����� ��� ������� �������
����������� ���� ��� ������ �� �������� ��� ���� � ������ ����� ���� ��
��� ����� ��� ��������� �� ��� ������� �����

����� �����������

�� ������������ ��� ���������� �� ��������� ����� �������� ������ ��� �����
����������� �� � ����� �� ����������� ������� ����� ����� � �������� �������
�������� ���������� ��� ��������������� ��� �������� �������� � �����
����� �������������� �� ��� �������������� �� ��� ��������� ��� ��������� ��
������������ ��� ��� �������� ����������� ������ ���� ��������� ����������
��� ��� ����������� �� ��������������� �� �������� � ��������� ��������� ��
�������� ���������� ����� �� ��� �������� ��� ������� ����������� �� ������
��������� ���� ��� ����

�� ������ ���� ��� ������������� ��������� ��� ���� �� ������ ��� ���
������� ����� ������� ����������� ������ ��� ������������� �� ����� ���
���������� ����� ���� �� ����������� ������ ��� ��������� ����� �� ���



��� ������� ��������� �� ������ ��

��������� ���� � ���������� ��������� ���� ������ ������������ �������
�� ��������� ����� �� ����������� ������� ����� �� �������� ��������� ����
���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ��������� ���� ������������ ��� ������
����� �� ������� ������������ �� ����������� �������������� �� ��� ���������
�� ��������� ������

�� ��������� ��������� �� ��� ��� �������� �� ���� �� �������� ������
������ �� ��� ������� ��������� �� ������� ����������� �������� ���� ����� ��
��� ����� ��� � ������� ���� �������� ����� �� � ������ ������ �� ������ ���
������ ��������� ��� �������� ������� ���� ������ �� ���� �� ��������� ����
�� ��� ����������� �� ��� ������ �� ��� ��� ���� ��� ����� ���������� ��
��������� ��� ��������� ����� �� ��� ����� �� ��� ����� ����� ������������
��� ������ ��� ������ ���� ������ ��� ����� ��� ����� ����� �� ��������� ���
������� �������� ��� ������� ��������� �� ������ ��� ���� �������� �� ���
��������� �� ��� ���� ����� ���� ����� ����������� ������� ����������� ����
��������� �������� ���� � ����� �� ��� ������ �� ��� ���� ������� ���������
��� ������ ��������� �� ��� �������� �� ��� ����� ��� ���� ������ �����������
���������� �� ��� ����� ���� ��� ������ ������ ��� �� ����������� �����
����� ��� ���� �� ��� ����� ��� ��� �������������� ������ ����� �� ��� ��������
���� ��� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ������� ����� ����� ������ ��������
��������� �������� � ����� ��� ����� �� ��� ������ �� ��� ���������� �����
����� �� ��� ����� ���� ��� ������� ������ ���� ��� ����� �� �����������
������� ��� ����� ��� ������ ���� �� �� ����������� ������ �� ��� ������ ��
����� ��������� � ����� ��� ����� �� ��� ������ ������ ��� �������� �����
�� �������� �� �� ����������� ������ �� ����� ��� ����� ��� ���������� ����
�������� �� ��� ������ ��� ��� ������ ������ ������� ���������� ����������
������ ����� �� ��� ��������������� ����� ��� �� �� ���������� �� � �����
����� �� ��� ������ ����� ��������� ��� ����� �� ���������� ���� ����������
�������� �� ����������� ��� ��� ����� �������� �� ��� ������ ����� ω ���
��� ��� ����������� ����� �� ��� ������ ������� �������� ���������� ���
������������ �� �������� ������������ ����� ����������� ����������� �����
�������� � ���������� ��������� ���� ��� ��������� ������� �����



������� �

������� �� ������
�������������

�� ����������� ��� ������ ������������� �� ��������� ����� ������ ���� ��
������������� ������� ��������� �� ����� �� � ������ ����������� ��������
������� ����� ������ ��� ������� ��� ��� �� ������ � ������ �����������
��� �� ��� �������������������� ���������� ����� ��� ���� ����� �� �����
�������� ������������ ���� ���������� ����� ������������ �� ������� ���
��������� �������� ����������� ��� ��������� � ����� ���� ������� ��������
�� ��������� ��� �������� ��������� �� ��� ����� ���������� ��� ������ �����
��� ��������� �� ����� �� ��� ���� R ��� ������ �������� v0� ��� ��������
������ ���� ��� �������� �� ��� �������� ���� ������������ �� �����������
�� ��� ������ ��������� �� ������� ��� ���������� �� ��� �������������� ����
����� �� ��� ������� ������� �� ��� ������ �������� ��� ����� � ����� �������
�������� �� ��� ���������� ������ ����� �� ������������� �������� ���� ���
��������������� ������������

��� ��� �����

�� ���� ���� ����� � �������� ������� ����� ����� �� ����� ��� ���������
�������� ����������� �� ��� ������������� �� � ��������� ���� ��� �� ������
�� � ���� ����� ��� ����� ��� ���������� �� ���� ���� ��� �� ��� ����
������������ ������� �� ����� ��� ������ ������������� �� ������� �������
����� ��� ��������� ������ �� ����������� �� � ������ ������� �� �������
���� � ������� ���� ������������ ����� ����� ���� � ���������� ������� ��



��� ��� ����� ��

������� �� ��� �������� ����� �� ��������� �� ����� ��������� ���������

������ ���� ��������� ��� ������ ��������� �� � ���� ������ ��� ������ ��
���� �� �� � ������ ����� ������� �� ����� ����� ��������� ����������

��� ����������� �� ��������� �� ������ ���� ���� ��� ����� ��������� ���
�������� ��� ����������� ������������ ��������� �� �������� ������� ����������
�� ������� �������� ��� ������������� �� ��� ������ ��� ������������� ��������
����� ���� ���� ��� ������������ ��������� �� � �������� �������� ����� ���
����� �� ��� ����� ������������ ���� �������� ���� ��������� �� ���� �����
���� �� ������� � ����� ������� �� ��� ���� ������������

����� ������� ������

�� �������� ��������� ��������� ��� ��� ����� ������� ��� ����� �������� ���
��������� ����� ������ ������� ���� �� � �������� �� ����� ������� ��������
����� ����� ��� ��������� ����� �F r

ij ������� ������� i ��� j ������� �� �����
�������� �������� �rij = �ri − �rj � ������� ������ Ei ��� Ej � ������� ������ νi

��� νj � ��� ����� Ri ��� Rj �

�F r
ij =







4
3ER

1/2ξ
3/2
ij r̂ij ξij > 0,

0 ξij ≤ 0,
�����

����� 1/E = (1 − ν2
i )/Ei + (1 − ν2

j )/Ej � R = RiRj/(Ri + Rj) ��� ξij =

Ri +Rj − rij ��� r̂ij = �rij/rij � ��� ��������� ���� ������� ���� ��� ��� ���
����������



�� � ������� �� ������ �������������

������ ���� ��� �������� ����������� �� ��������� ��������� ��� ��������� �������
����� �� ����� �� ��� ������ ��� ��� ��������� ��������� �� �� ������� ����� ���
������ ��� ������� ������� �� ��� ������� �� ���� �� ��� ��������� ��� ����������
��������� �� ��������� ����� ���� �����

� ������ ������� ����� ��� � ���������� ���������� ����� ��� �������� ��
��� ������������� ������������ ������ ���� ������ ���� ���������� ���� ��� ���
ξij > 0� ��� ������ ������� ����� ������� �� ��� ������ ��������� ��
��� �������� �������� �vij = �vi − �vj ��� �� ����� ���

�F d
ij = −γn ( �vij · r̂ij) r̂ij. �����

��� ������ γn �� ��� ������ ������� ��������� ��� �� ������� �� �� ���
���� ��� ��� ��������

��� ���������� �������� ����� �F s
ij �� ������������ �� ��� ���������� ����

������ �� ��� �������� �������� �� ��� �������� �vs
ij �

�F s
ij = −���

�

γsv
s
ij , µF

d
ij

�

v̂s
ij, �����

�����
�vs

ij = �vij − ( �vij · r̂ij) r̂ij −
Ri�ωi + Rj�ωj

Ri +Rj
× �rij .

���� �ωi ��� �ωj ��� ��� ������� ����������� γs �� ��� ������� �������� ���������
��� µ �� ��� ������ �������� ���������� ������� �� ����� ����� �� ��� ����������
�������� ����� �� µF d

ij �



��� ��� ����� ��

�� ����� �� �������� ������� ��� �������� ���� �������� ���� ������ �
���� ���� ������� ������� Ep ��� ������� ����� νp� �� �������� �� � �����
�p = (x1, x2, x3) ���� ������� �� ��� ������ ��� ��� ������� ������ ������
n̂ = (n1, n2, n3)� ���� � ������ �� �� ������� ���� ���� ������ � ���������
����� ����� ������ �� ��� ������ ����� ��

�F p =







4
3E

∗R
1/2
i ξ3/2 n̂ ξ > 0,

0 ξ ≤ 0,
�����

����� 1/E∗ = (1− ν2
i )/Ei + (1− ν2

p)/Ep� ��� ξ = Ri − r� ���� r ����� ���
�������� ���� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� ����� ������� ����� �����

������ ���� ����������� �� � ��������� ������� ���� � ���� ����� ��� ���������
����� ������ �� ��� �������� �� ���������� ����� ��� ������

������ ���������� ������ ���������� �� �� ��������� ����� ��� ����� ���
�������� �� ��� ������������

����� �������� ������

��� ��������� ��������� ��� ��������� �� ����� ����� ��� ����� �� � ��������
������������� �� ��� ������� ��������� �� ��� ���������� ��� �� ��������������
�� ����� ���� �� ���� ���� �� �� ��������� �� ��� ��������������� ���� ��
��������������� ����� ��������� �� ���� ������ �� �� ��� ����� �����������
�� � ���� �� ���������� �� ��� ������������� �� ����������� �������� �� ����
�� ������� ��� �������� �� ��� �������� �������

��� ��������� ����� ������ �� ������ j ��������� �� � ���� �� ������ i
��� �� ��� ���������� �� ��� ���� �� ����� ��



�� � ������� �� ������ �������������

�F elo
j = −EbAbεr̂ij , �����

����� Eb �� ��� ���� ��������� ε = (|�rij| − l0) /l0� ���� ��� ������� ������ ��
��� ���� l0 ��� ��� ����� ������� Ab�

��� ������� ������ ��� ������� ����������� �� � ���� ��� ����������
���� ��� ������ �� ��� ������������ �� ���� ���� ���� �������� �� ��� �����
���� ���������� ������ �� ��� ���� (êb

x, ê
b
y, ê

b
z)� ����� ��� ������ θz

i ���
θz

j � ��� ������������� ������� ����� �Qz,b
j ��� ������ �Mz,b

j ��� ��� �������
����������� �� ��� ���� ��� ����� �� ���� ������

�Qz,b
j = 3EbI

(θz
i + θz

j )

L2
êb
y, ������

�Mz,b
j = EbI

(θz
i − θz

j )

L
êb
z +

�

�Qz,b
i × |�rij | êb

x

�

, ������

����� I �� ��� ���� ������ �� �������� ������������� ��������� ��� �������
��� ������� ��������� ������ êb

y� ��� ��� ������ ��� ������� ��� ����� ���
���������� ������� ������� ��� ����� �� �������� � �������� �������� �� ���
�������� ������ êb

x�

�Mx,b
j = −GbItor

(θx
j − θx

i )

L
êb
x, �����

���� Gb ��� Itor ������������ ��� ����� ������� ��� ������ �� �������
�� ��� ����� ����� ��� ���� ����� ������������� ��� ������� ������ ���
������� ��� ����������� �� ��� ������ ���������� ������ ������ ���� ���
����� �� ��� ������� �������

����� �������� ���������

������������ ����� ��� ����� �� ����� �� ���������� ����� ������� ���������
��� ������� �� ��� ������ ��� ������� �������� ���� ����� ���� ������� ������
��� ��� �� ���������� ��� ������� �� � ���� ���� ��� ��� ���� ����� �����
������ ��

�

ε

εth

�2

+
��� (|θi|, |θj |)

θth
≥ 1, �����



��� ��� ����� ��

����� ε = Δl/l0 �� ��� ������������ ������� ��� θi ��� θj ��� ��� �������
�������� ������ �� ��� ���� ���� ������� �������� i ��� j� �������������
���� cos θi = êib

x · êb
x� ����� (êib

x , ê
ib
y , ê

ib
z ) ����� ��� i−���������� �����������

�� ��� ���� ��������� ���������� ������� � ������� ����������� �� ����
������ �� �������� θj � ��� ��������� ��� ����� ��� ��� ���� ���� �� ��
��� ��������������� ���� ������� ��������� �� ������� �� �������� ����� ��
��������� �� ��� ��� ����� ����� ��������� ��� ����� ���������� ����� ����� ���
���� ���� �� ��� ����� ������ �� ��� �������� �� ��� ���� ������� ��������
��� ��� ��� ������ ������� �������� ���� εth ��� θth ����� ��� ����������
��������� �������

�� �������� ������� ����������� �� ������������� ���������� ������ ��
���� �������� ��� ������� �� ����� ������ ����� ������� ���� �� ��� ��������
����� �� ��� ����� ���� �� ���� ����� ��� �������� ���������� �� �����
εth ��� θth ��� ������ ��������� ������������� �� ������� ��������������
��������� �������� ����������� ���� �������� ���� ���� �������� ��������
�� ����� �� ���������� ���� ���������� �������� �� ������� �� ��� ���� �� �
������ ������� �������������� ��� �� ����� ���������� �� ��� ������� �������
�� ���������� ���������� �� ��� ������� ����� ��� �������� ���������� ��� ���
��� ����� ���� ���� ������ �� εth = 0.03 ��� Θth = 3�

����� ���� ���������

��� ���� ��������� �� ��� ������ �� �������� �� ����������� ������� ���
��������� �� ������ ��� ��� ����������� ��� �������� �� ��� ������� ����� � 6th�
����� ���� ������������������� ���������� ��� ��� �������� �� ��� ���������
�� ��� ������� �� ��������� ����� ����������� ���� ����� ��� �������� ����� ���
��������� �� ���� ���� ����� �������� ����� ����� ����� ����� ��� ���������
�� ��� ������ ���� �������� �� ������������� ����� ����� ���� ������ �����
��� �������� ���� ��� ����� ������������ ��� ��� ������ ����� �� � ������
�� ���������� ���� ���������� ������ ������� �� ��� ������ ����� ���� ��
�������������� ��� ���������� �� ������� ���� ����� �� �� ���� ��������
���� ���� ����������� ���� ������

����� ���������� �����

�� ������� ��� �� ����������� �� ��� ������ ������� ������� ��� ������
�������� v0 �� � ����� ������ �� ���� ���� �������� ������ ����� ���� ����



�� � ������� �� ������ �������������

����� R = 3.5, 5.63, 7.03, 8.12 �� ����� ��� ������� ������ �� ������ ���������
�� r = 0.5 ��� ��� ������ �� ��������� ��������� �� ��� ������� ����� ���
������� ������ �N� = 1763, 7337, 14285, 22013� ��������� ��� ��������� ��
��� ���� ����� �� ���� �� ��������� ��������� �� ��� ��������� ������ �������
������� �� ��� ����� ������������ �������� ���� ��� ��������� �������� ���
���� ����������� ��� �� ����� �� ���� ����� ��� ������ ������������� ��
������� �� ��� ���� ����� �� ���� ���� ���� ��� �������������� ��������
�������� �� ����� ��������� ��� ������� ��������� ��� �� ������ ����������
���������� �� ��� ���� �� ��� ����� �� ������� �� ��� ���������� ����
��� ������� �� ��� ���������� ����� �� ��� ������ ������� ������� �� ���
������ �������� �� ��������� ����������

��� �������������������� ����������

�� ��� ����� �� ���� ��� ������ ���������� �� ���� �������� �� ��������
���� ��� ������ ���� �������� ��� �������� ���� ��� ���� ������� ���
��������� ����������� ���� ����� ���� �� ���� ���� ��� ������ �������
��� �� ��������� �� ��� ����� ������ ����� ����� ��� ���� ��������������
���������� �� ��� ����� ������ ���� ������ ����� ��� ������� ���� ��� ������
��������� ��� �������� �� ��� ������� ����������� h ∼ v

4/5
0 ��� �� ���

�������� �� ������� τ ∼ v
−1/5
0 �� ���������� �� ��� ��� ����������� ����

� ���� ����������
���������� ��� ������ �������� ��� ������ ���� ������� ��� ���������

������ ���� ������� ��� ������ �� ������� ��� �� �������������� �������
������� �� ��� ���� �� ��� ������� �������� Mmax �������� �� ��� �����
���� �� ��� ���� Mtot ���� ���� ����������� �������� ���� ��������� �� ���
������ �������� ��� ���� �������� �� ��� ������� ������� �� ��� ���������
������ ���� ���� ��� ������������� �������� �������� �� ��� ������ ����������
���� ������ ������� �������� ��� ������ ������� ��� ���������� ������ �����
���� ������ ����� �������� ���� ��� ������� ������� ���� ��� ���� ����� ����
����� ���� ��� �������� ������� �������� ��������� �� ���� ���� ���� �����
������ ��� ������� ��� �� ��� ������� ������ ��� ������������ �� � ����
���� ������ ������ ���� ����� ������ ����� ���� �� ��� ������� ������ ����
��� ���� ����� ������������� �� ��� ���� ����� �� ��� ������� ���� �����
��������� ���������� ���� � ��� ������� ��� � ��� ������� ��� �� ��������
����� ���� ��� �������� ������ �� ��� ������ ����� �� ��� ������� ����� ���



��� �������������������� ���������� ��

���� �� ��� ������� �������� �� ����������� ����� �� ��� ����� ���� �� ���
������ Mmax/Mtot ≈ 1� �� ������� �������� ������� ��� ������ ��������
��� �� ������ � ��������� ����� vc ����� ����� ���� ��� ������� ��������
������� ������������ ������� ���� ��� �������� ���� Mmax/Mtot � 1� ����
���� ������� ���� ���������� ������ �������� ���� ��� ����� ���� ����� ���
������� �� ��� ������ �������� �� ��� ������ ���� ����� ������� ���������� v0�
������������ ������ ��� ������ ������� ���������� ������ ������� ��������
��� ���� �� ��������� �����
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������ ���� (left) ������ ���� �� ��� ������� �������� ���������� �� ��� ����� ����
�� ��� ������ �Mmax/Mtot� �� � �������� �� ��� ������ �������� v0 ��� ��������
������ ������ ���� ������ ������� �������� �������� �� ��������� ��� ��� ����
��������� �� ��� ������ (right) ������ ������� �������� ���� �� � �������� ��
��� ������ �������� ��� �������� ������ ������ ���� ������ ��������� �m� ���
��� ������ �������� v0 �� �� ����������� ����� �� R� ��� ������ ������������� ��
�������� ������ ����� �������� �� � ������ ������

��� ����� �� ������ ��� ������ �������� ��� ������ ������� �� ��� ��������
�� ��� ������� �������� �Mmax/Mtot� �� � �������� �� ��� ������ ��������
��� ��� ���� �������� ������ ����� R ����������� �� ��� �� �������� ���� ���
������ ��� ������������� ���������� ��� ���� ���� � ��������� ������ �����
�������� vc(R) ��� �� ��������� ���� ��� ���������� ����� ���� ��� �������
�� ��� ���������� ������ ���� ���� ���� ���� ���� ���������� ������ ���� R
��� ���������� ���� ������� ��� ��� ���������� ����� ������ �� ����� ������
��������� �������� ��� ��������� ����� ������������ �� ��� ���� ����� �� ����
���� ���� ��� �������� �� ��� ������� �������� �Mmax/Mtot� ��� �� ����������
�� �� ��� ����� ��������� �� ��� �����������
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��� �������������������� ���������� ������� ���� ����������� �� ���
����������� ��� ������� ���� �� ��������� �m� ����� �� ������ �� ��� �����
�� ��� ������ ��� ���� ������� �� �������� ������ ���� ���� ������� ��

�m� = �M2/M1� . �����

�m� �� �������� �� ��������� ��� ����� M2/M1 ���� � ����� ������ �� ����
�������� ����� �� ��� �� �������� �� ��� ����� �� ���� ��� ������� ���� �m� ��
�������� ������ ����� ���� ������� ���� ���������� R� �� ���������� ���
����� ���� �������� ����� vc(R) �� ��� ������ �� ��� �������� �� ��� �������
�� �m� ����� ��������� ���� ��� ����� �� ��������� ������ �� �Mmax/Mtot�
�� � ���������� ��������� ������ ��� �������� ���������� ��� vc(R1) = 146 ����
vc(R2) = 131 ���� vc(R3) = 126 ���� vc(R4) = 123.5 ���� �������� ���
������� ���� ��� ��� �������� ��������

vc(R) = vc(∞) + AR−1/ν , �����

�� ����� �� ��� ������ ���� ���� ���� �� ���������� ����������� ��� ��������
�������� �� ��� ������� ������ vc(∞) ��� ��� ����������� ������ �������� ν
�� ��� ���������� ������ �� ���� ��� � ����� ��� �� �������� ���� �� ���������
������� �� ������� vc(∞) = 107 ��� �� ��� ������
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R

������ ���� ��������� �� ��� �������� ����� �� ��� ������ �������� �� ����� ���
������� ������� vc(R) − vc(∞) �� � �������� �� ��� ������ ���� R� ��� ����� ��
vc(∞) ��� ����� �� ������ ��� ���� ������� ����� ��� ��������� �� ��� ������

��� ����� �� ��� �������� ν ��� �������� �� ������ ν = 1 ± 0.05� ���
������ ������� ���� �� ��� ����� �� ���� ����� ������ ����� ��� �������� ���



��� �������� ���� ������������ ��

������ �� ��� �������������������� ���������� ��������� �� vc(∞)� ��������
���� ��� ����� ���� ������� �� ��� �������� �������� ��� ����� �� ��� �������
��� ���� ���������� �� ��� ���������� ���� �� ��� ������� ��������� �����
�Mmax/Mtot� �� ��� ����� ��������� �� ��� �������������������� �����������
�� �� ���������� �� ������ ��� ������� ���������

�

Mmax

Mtot

�

(v0, R) = R−β/νF (1)((v0 − vc(∞))R1/ν), �����

����� β �� ��� ����� ��������� �������� �������� ��� F (1) ������� ��� �������
��������� �� ��� �� �������� �� ���� ��� ������ ���� ��������� ��� ������
�������� v0 ��� �Mmax/Mtot� ��������� �� ��� ����� ��� ������ �������� ��
�������� ������ ����� ��� �� ��������� ���� � ���������� ��������� �� ����
��� ���� ��� ����� �� β ��� ����� ��������� β = 0.25± 0.03� ����� ��� ν ���
vc(∞) ��� ����� ������ ���� ��������� �� ��� ���� �� ���� �� ��� ����� ����
���� �������� ��� ��� ���� ������� �� ��� �������� �� ��� ���������� ����� ��
�� �� �������� ������

��� ������� �������� ���� ���� ��� ����� ��������� ������������� ���
����������� �� �������� ������ ���� ���� ������ ��� ����� ���� ������� �����
���� �� �m� ������� ��� γ �������� �� ��� �������������������� �����������
�������� ���� ��� ������ ��� � ���������� ����� ����������� ��� �������
���������

�m� = Rγ/νF (2)((v0 − vc(∞))R1/ν), �����

������ ���� ���� ����� ����� F (2) ������� ��� ������� ��������� ������ ���
������� ����������� ��� ���� ������� ���� �������� �� ��� �m� ������ ����� ���
�������� �� ��������� ��� ����� ����� �� ν ��� vc(∞) ������� γ �� ��� ����
���� ��������� �� ��� ���������� ���� ��� ������ ���� �������� ��� ��������
���� ��� �������� γ = 0.1 ± 0.02� ��� ������������ �� ���� ������� ��� ���
������� ������ ���� ��� �������� �� ��� �������� �m� ∼ |v0 − vc(R)|−γ � �����
������ �� ���� ���� ��� ���� γ ������ ��� ����� ���� ������

��� �������� ���� ������������

��� ���� ��������� �������������� �������� �� ��� ����������� ������ �� ���
���� ������������ �� ��������� p(m)� �� ��� ���� ����� �� ����������� ����
p(m) �������� � ����� ��� ��������

p(m) ∼ m−τ �����
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��� ����� ������ m � Mtot �� ��� ����� ��� �������� ����� vc ���� ��� ���
��� ���� ����� ��� ���� �������� ����������� �� ������������� ���������
�� ��� ������������ �� ��� �������� τ �� ��� ���� ������������� �������������
����������� �� � ����� ������� �� ������������� ��������� ���� ����� ����
��� ����� �� τ ���� ��� ������ �� ���������� ���������������� �� ��� ��� ���
������ �� ��������� ��� �� ��� �������� ������ ����� ���� ��� ��� ���� ����� ��
�� ������ ���������� �� ��� �������������� �� ��� ������ ���� ��� ��� ��� ��
��� ���������� �������� �������� �� �������� �� ��� ������ ����� ��� ����
�������� �� ������������� ��������� ���� ���� ���� �� ��������� ��� �����
��� ���������� ���� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ������� ����� �� ��������
������������ ���� ������������� ������ ����� ���� ���� ���� ������� ������
�������� ����� ���� �� ���� �������� ���� ��� ���� ��� ������� �� �������
������ ��������� ��� ����������� �� ��������� ����� ���������� ������ ��
������������� ���� ���� ����� ����� ��� ����� ����������������� ��������
������ �� �� ��� ���� ���������� ���� ���� ������ ��� ����������� �� �
������� ����� �� ������� ������ ���� �������� � ���������� ������� ��� �����
���� ���� �������� τ �� � ��������������� ���� �������� ������� � ����
���� ��� ����� �� ������ �������� ���� ��� �������� ������ E0� ����� ��
��� ��������� �������� �� ��� ���������� ���� � ����������� ���������� ����
��� ������� τ ∼ lnE0 ����� ��� �������� ����� ����� �����

��� ������������ �� ��� ���� ������������ �������� τ �� � ������� �������
��� ������ ���� ����������� ����� �� ���� ��� �� ��� ���� ��������� ����������
�� ����������� ������� ���� ���� ���������� ��� ������ ����������� �� �����
��� ���������� �� ��� ���������� �� ������� ��� ������� ���� ���������� ��
����� �� ������ ��� �������� �� ��������� � ����� ������ �� ����������� ���
������ ���������� ����� vc ��� ������� ��� � ������� �������� �� ��� ����
������������� p(m) ��� ��� ������� ������� �� ���� ���� �� ��� ���� �����
���� ��� ������ ���������� �������� ����� vc ��� �������� ���� ������������
�� ��������� ������� �� �������� �� ��� �������� ������ ��� ����� ��������
������ � ����� ��� ������������ �� �������� ���� �� ����������� �����

p(m) ∼ m−τe−m/m0 �����

����� ��� ��� ����� ���� p(m) ��� � ������� ����� ��� �� ����� ���� �
������� �� ��������� ����� ���� m0 ������� ��� �������������� ��������
����� ����� �������� ��� �� ��������� ���� ��� ������� ���������� ����
�������� �� ���� ���� ����� �� ��� ���������� ���������� �� ��� ���� �����
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������ ���� ������ ���� ������������ �� ��������� �� �������� ������ ���������� ���
��� ������� ������ ����������� ���� ������ ��������� ��� ��� ���� ���� �����������
������ �� ��� ������� �������� ���� � ���� ������� ���� �������� �� ���������

������ ��� ��� ����������������� �������� �� ��� ������� ����� �� ��������
������ ���������� ����� vc ����� ��� ���������� ����� �� ��� ��������� �����
������ ��� �� �������� ��� ����� �� ���� ��� �������� ���� ������������� ��
����� �������� ������ ����������� �� ��� �� �������� ���� ���� ��� ������
�������� �� ��������� �� ��� ���������� ���� ��� ������ ���� ���� �� ���
������ �������� v0 ���������� vc ���� ����� ��� ����� �� ��� �������������
����� ������� ������ ������� �� ����� ������� ��� �������� τ �� ��� ����
��������� ������� �� v0� �� ���������� ��� ������� �������� ���� ��� �����
��� �������� p(m) ���� ���� ������ �� �m� ����� ���� ����� ������ ���
������������ ���� � ���� ������� ���� �������� ��� �� �������� ���� ���
������� ��������� κ = 1.15 ± 0.02 ��� δ = 2.15 ± 0.02� ��� ������ �������
���� ��� �������� ���� ������������� p(m, v0) �������� �� �������� ������
���������� v0 ���� ��� ������� ���������

p(m, v0) = �m�−δ Φ(m/ �m�κ), �����

����� ��� ���������� �� ��� ������ �������� v0 �� ��������� �� �m� �� ���
���� �m� ∼ |v0 − vc(R)|−γ � ����� κ ≈ 1� ��� ������� �������� Φ �� ��� �����
�� ���������� ���� ��� ����� ������ ���� �� ��� ����������� �� ���� ��� ���
���� ����� ���� ��� ����� ����� ��� ����� ���� ����� ��� ����� �� τ �����



�� � ������� �� ������ �������������

�� ���������� ���������� τ = 1.8 ± 0.05� �� ������� ���� ��� ��������� ��
������������� �� ��� �������������� ���� ��� ����� ��������� τ � δ� ��� κ ����
������ ��� ������� ��������

δ = τκ. ������

������������ ��� ��������� ������� �� ��� �� ���� ���� ��� �������� ��� ������
����� ���� � ���� ��������� ������

��� ���� ��������� �� ������

��� ����� �������� �� ��� ����� ���������� ������ �� ������������� ��������
��� ������������� �� ��� ���� ����� �� ��� ������� �������� �� ��� ������
������ ������ ��� ��������� �� �������� ����� ���� ���� ��������� ���� ����
������ ������ ���������� �������� ���� �� ��������� ��������� �� ��� ���������
������ �� ������ ���� ���� ������� �� ������� �� ��� ����� ��� ����� ������
�� ������ ����� ��� ����� ������� ������������ ���� ����� ���������� ��������
������ �� ��� ������ ��������� ��� �������� ��������� ������� �� ���
��������� �� ���������� ��� ������������ ������ �� ��������� ������ ���
���� �������� �� ������� �� ���� ����� ��� �� ����� �� ��� ���� ��������� ��
������ ����� �� ��������� �� ��� �������� �� ����� D(t) = Nb(t)/N ����
��� ���� ������ �� �� ���� t� ���� Nb(t) ������� ��� ������ �� ������
����� �� ���� t ��� N �� ��� ����� ������ �� ����� �� ��� ������� �� �������
D(t) �� � ������������� ���������� �������� �0 ≤ D(t) ≤ 1� ����� ����������
dD/dt �������� ��� ���� �� ���� �������� �������������� ��� �������������
�������� �������� ������ ��� ������������� ��������

�������� ���� ��������� dD/dt ��� ��������� �� ��� ����� �� ���� ��� ���
��� ������� ������ ���� R4 = 8.12 �� �� ���� �������� ������ ���������� v0

�� ��� ������ ����� v0 < vc� �� ��� �� �������� �� ��� ����� ���� ���
�������� �� ��� ������ �������� v0 ��� � �������� ����� �� ��� ������ �����
dD/dt ��� � ������� ����� ������� ������� ������� ��� ��� �������� tm

������ ������� ����� ���� ������ ���� ���������� v0� ����������� ������ ����
�� ��� ���� ���� tm ��� ����������� �� ��� ������� ���� �� ��� ������ ����
��� ���� ���� ������� ��� ������� ������ �� �� ��������� �� ��������� ����
��� �������� ���� ��������� �������� �� �������� ������ ���������� ��� ��
��������� �� � ������ ����� �� ��������� ��� ��� ���� ���� ���� ������
�� v0� �� ������ ��� � ���� ������� ���� �������� ��� �������� ���� ���
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������ ���� (left) ���� ��������� �� ��� �������� ���� dD/dt� ��� �������� ������
�� ��� ������ �������� ����� vc� ��������� ��� ��� ���� ���� ����������� ������ ��
v0 ��������� ���� �������� �� ��������� ��� ����� �������� ��� �������� ������ ������
����������

��������� ξd = 4.7 ± 0.2 ��� ηd = 0.25 ± 0.05� ��� ������ ������� ����
dD/dt ��� ��� ������� ���������

dD(t, v0)

dt
= vξ

0Ψ (tvη
0) , ������

����� Ψ ������� ��� ������� ���������
����� ��� �������� ����� v0 > vc �� ��� ���������� ����� ��� ������

���� ������� ���� ������ ������� ���� �� ��� �� �������� �� ��� ����� �� ����
��� ������� ���� ��� ���������� ���� �� dD/dt �� ������������� ��� ���� ��
�� ��� ������ ������ �������� ���� �� ����� �� ��������� ������ ������
���� �� ���� ��� ������� ����������� �������� ���� ��� ���� ���� tm �����
����� ��� ������������ ����� ��� ����������� ������ �� ��� ��������� ����
��� ��������� �� ��� ������� ���� ��� ����� ��� ���������� ������ �� dD/dt

�� �������� ����� ������� �� ��� ���� ���� ��� ��������� ������� ���� ���
���� ���� ���� ���� ����� �� �� ������������ �� ���� ��� ���� ��� ��������
���� ��������� �������� �� �������� ������ ���������� ��� �� ����� ���������
�� � ������ ����� �� � ��������� ��������������� ������� �������� �� ���
��������� ���� ������ ���� ��� ������� ��������� �� dD/dt �� ��� ���� ���
������ �� �� ��� ������ ������ �������� ���� ������������� �� ��������
��� ������� �������� �� ��� ������ ��� ������ �������� v0� ��� ��� ��������
���� ��� �������� ����� v0 − vc� ��� ������� ��������� ��������� ��� ����
�������� �� ���� ��� ���� ���������� ����������� �� ξf = 0.33 ± 0.05 ���



�� � ������� �� ������ �������������

ηf = 0.11± 0.02�
� ���� ��������� ������� �� ��� ������� �������� �� ���� ��� ����������

���� ������� ���� ������ ���� ���������� v0� ���� ��� �������������� ���� �����
tc �� ��� ������� ��� ��� ��������

tc ∼ v−ηd

0 , ��� v0 < vc, ������

tc ∼ (v0 − vc)
−ηf , ��� v0 > vc. ������

�� �� ����������� �� ���� ���� ��� ���������� ���� ���� ������ ����� ��
������� �� ��� �������� �� ��� ������� ���� �� ��� ������� ��������� �� ���������
������ ���� � ���� ����� ����� ����� �� ��� ������ ����� ηd ����� ����� ��
��� �������� �� ����� �������� ηd ≈ ηh = 0.2� �������� �� ��� ����������
������ ��� ������ ������ ����������� ����� ���� �� � ������ �������� �� tc
������������� �� � ����� �������� ηf < ηh�

��� ����� ������ �� ������ Dtot ����������� ����� ��� ��� �� ��� �����
��������� ������� ��� �� �������� �� ����������� ��� ������ ���� dD/dt(t, v0)

���� ���� ���� � �� �������

Dtot(v0) =

�

∞

0

dD

dt
(t, v0)dt. ������

������������ ��� ������� ���� ��� ������ �� �������

Dtot(v0) = vξ
0

�

∞

0
Ψ(vη

0t)dt, ������

����� ��� �������� ��� �� ��������� �� ���������� ��� �������� t �� x = vη
0t�

��� ������������ ����� ���� ��� ����� ������ �� ������ Dtot ��� � �����
��� ���������� �� v0 �� ��� ������ �����

Dtot ∼ vα
0 , ������

����� �� ��� ������������� ����� � �������� �������� �� ��������

Dtot ∼ (v0 − vc)
α. ������

��� �������� �������� α �� ��� ����� ������ �� ���������� �� ��� ��� �������
��������� �� ��� ������ ����

α = ξ − η, ������



��� ����������� ��

����� ��� �������� ������ αd = ξd − ηd = 4.45 ��� αf = ξf − ηf = 0.22

�� ��� ������ ��� ���������� ������� ������������� ��� �������� �� Dtot ��
����������� �� ���� ���� ����� �� ���� ����� ��������� ��������� �� ��� ������
��� ��� ������ �� ��� ������ ��� ���������� �������� ������������� ����
��� ���� �������� ���� ��� ��������� 4.5 ��� 0.29 ����� ����� ���� ����
���� ��� ����� ������������ ��� ���� ������� �� ��� ������� ��������� �� ����
��� ������������ ��� ����������� �� ��� ������� �������� ������
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������ ���� ��� ����� ������ �� ������ Dtot �� � �������� �� ��� ������ ���������
��� ��� ������������ ��� ���� ��������������� ����� �������� ��� ������� ���� ���
������ ��� ��� ������ �� ��� ������ ��� ���������� ������� ������������� ���
�������� ����� ��������� ��� �������� ����� �� ��� ������ �������� vc� ������ Dtot �� �
�������� �� v0 − vc� ����� vc = 98.5 ��� ����� � ���� ������� ����� ��� ��������
�� ��������� ��� ����� �� ��� �������� ���� �� ρ = 0.29�

��� �����������

�� ������������ ��� ������������� �� ��������� ������ ��� �� ������ ����
� ���� ���� �������� �� ��� ���������� ���� ��� ������� �� ��� ����������
������ �� ��������� ��������� �������� ����������� �� � �����������������
�������� ������� ����� �� ���� �������� ������ ����� ������� ��� ������
�������� �� � ����� ������ �� ����� �� ��������� ��� �������� ��������� �� ���
����������� �� ������� ��� � ����� ���� ������� �������� �� ��� ��������� �����
��� �������� ����� �� ��� ���������� ���� ��� ������ �� ��� �������������
����� �� ����� ���� ������� ��� ��������� ���� ��� ������ �������� �����



�� � ������� �� ������ �������������

��� ������� �������� ���� ����� � ������� ������ �������� ��� �������
��������� �������������� ��� ���������� ����� ����������� ���� ��� ��������
������ ���� ������� ���� �������� ��� �������� ��� ��� ���� �� ��� �������
�������� ���������� �� ��� ����� ���� ��� ��� ��� ������� �������� �����
��� ������� �������� ������ ��� �������� �� ��� ����� ���������� ������� ��
������ ������������� ��������� ��� ������� ��� �������� ��������� �� ���
�������������������� ���������� ���� � ���� �������� ������

������ ����������� �� � ������� ����� �� ������������� ���������� ���
������������ �� ��� ����� ��� �������� �� �������� ���� �������������� ����
������� � ����������� �������� �� ��� �������� ���� ��� �������� ������
����� ����� �� ����� �� ������� ���� �������� �� ��������� �������� ��� �����
��� �������� �� �������� ���� ������������� �������� �� �������� ������
����������� �������� ������ ������������� ����� ������� �� �������� ��������
�� ��� ��������� ��� ���� ������� ���� �������� �������� �� ��������� ���
������������� ���� ��� ������� �������� ���� ������� ������������ ������

�� ����� �� ������������ ��� ���� ��������� �� ��� ������� �������� ��
�������� ��� ������� �������� �� ������ ���� ��������� ����� �������� ��
�������� ������ ����������� ����� �� ��� ������� ��������� �� ������ ��
������ ���� ��� ����� ������ �� ������ ��������� �� � ����� ��� �� ���
������ �������� �� ��� ������ ������ �������� �� ��� ���������� ������
����� ��� �� �������� �� � �������� �� ��� �������� ���� ��� �������� ������ ��
�� ��������� �� ��������� ���� ���� ���������� �������� �� ��� �����������
�� ��� �������������� �� ��� ������� �� ��� ���������� ��� �����������
�������� � ����������� ���������� �� ��� ����� ������ ���� ��� ������
�������� ���� ���� ����� ��� �������� �������� ���� �� ����� ���������� ���
��������� �� ������ �� ������������� �� ����� ���� ��� �� ��� ����� ����
������� �� ��� ��������� ���� ���� ��� ���� ����� ������

�� ��� ������� ��� ���������� ������� ��� �������������� ���� ����� ��
��� ������� ������� ��� ����� �� �������� �� � ����� ��� �� ��� ������
�������� ��� �� ��� �������� ���� ��� �������� ������ ������������� ���� ���
������ ������� ��� ��������� �������� ��� ������� �������� ����� ����� �� ���
�������� �������������� ��� �������� ���������� �� ��� �������� �� �����
��������� �������� ���� ������������� �� �������� ��� �������� �������
������������ �������� ���� ��� ����� �� ������ ���� �� ��� ����� �������� �����
���� �����



������� �
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��� ������� �� ������������ ��� ��� ������ �� �� ������� �� ������ �����
����� ����������� �� ������������� ��������� ���� ���� ���� �����������
��� �������� ��������� �� ������������ �������� �� �� ������ �������� ����
�� �� ��� �������� �������������� �� ��� ������ ���� ���������� ��� ����� ��
��� ����� ��� �������� �� �������� ���� ������������� ��������� �� �����
������������ ������� �� ������������� ��� �� �������������� ��� �������������
���� ������ ���� � ���� ������ �� ����������� �� ��� ���� ����� ���� ��� ����
�������� �� ���� ��� �� ��������� �� ��� ������������ �����������������
�������� �� ����������� �������� ������ �������� �� ������� ��������� �� ��
�� ����������� �������� ��� �������� ���������� ���� �� ���������� ����� ���
������������� ������� ��� ��� ������ ������������� ������������ �������
��� ���� ������ �� ���� ����������� �� ������� ������������ ������� �� ���
������ ������������� �� ��������� ���� �� ������������� ���� ��� �������
�� ��������� �� ��� ���������� ���� ��� �������� �� �������� ��� ������
�� ������� ���������� ��� ������� �� ���� ���� ��� ��������� �� ���� �����

��� �����������

�� ��� ��������� �� �� ������������� ������������� � ��� ��� �����������
�� ����������� �� ������������� ����������� �� ������� �������� ��� ������
������ ���� ������� ��� �� ��� ������ �� ��� ���������� ��������� ���
������ ����������� �������� � ������������ �� ��� ���������� �� ��� ���



�� � ����� �� ���������� �� ������ �������������

���������� �������� �� ������� ������ ������������� ����������� � ������
�������� ����������� ������ ��� ���� ����� ����������� ����� ��������� ����
������ ���������� �� ����������� ����� �� � ����� �� �� ��� ������� ���������
��� ������ �� ����� �� ���� ��� ��������� ��� ��� ���� ���� �� � �����������
����� �� �� ��������� ����������� ����������� ��� ���������� ����� �� ���
������ ������ ��� �� ��������� ��� ���� �� ��� ����������� �� ���� ���������
�� �������� d = 4 �� ���� �� ��������� �������������� ����� �� � �������
������� ������� ���� �� ������������ ����� �� ������������� �� ��� ���������
���������� ��� ���� ��������� ���������� �� �� ���� ������� �������
1300 MPa ����� ������������� ����� ���������� ����������� −10 oC� �����
��� ����� 160 oC� ��� ������� 0.9 g/cm3� ������� ���������� ��� ����������
�������� ��� �������� ��������������� �� �� ��� ���� �������� ������� ���� ��
��� ����������� ��� �� ��� ���� �� �������� ���������� ������ ���� ����� ����
�� � ���� ������� �������� ����� ������� ��� ����������� �������� ���������
������ ������ ��� ����� ��� ������ ������ ���� ��� ���� ������ ��� ���� ���
��� ��������

������ ���� ���� ��� ��� ���� �� ��� ������ �������� ����������� ������� � ���������
�������� ����� ���� ��������� ����� �� ��������� ������� ���� ����� ����� �� �������
������ ��������������

�� ��������� ������ ������������� ����������� �� ��������� ���������
�� �������� ������ ���������� v0 �� ��� ����� 30 ������� ���� ������ ���(a)
����� ���� �� ��� ������ ����������� ��� ��������� ���� ��� ������ �� � ��������
������� ��� ��������� ������� � ����� ������� ����������� �� ��� ������
����� ����� ��� ���������� �������� ������� ���� �� ��������� �����������



��� ����������� ��

���������� ������ ���� ��� �� ������� ��������� �������� ��� ���� ���� ���
���� ������ ��� ������� ���� ������� ��� ����������

a) b)

������ ���� ����� ������ �� ������ �� ��� ������ ���������� �� ��� ���������� (a)
��� �� ��� ���������� (b)� �� ��� ������� ���� ���� ��� ���� ���� ����� ���������
������������ ����� ��� �� ������������ ����� ����� �� �������� ������ ��� ������
��� �� ������� ��������� ��� ����������� ��� �� ���� ���� ��������� ���� ��� ����
����������

������������� ������ ���� ��� ������ �������� v0 ������� � �������� ���
������� �������� ����� vc� ����� �� ����� 60��� ��� ��� �� ���������� �� ����
������ �������� ��� ��������� ���� ���������� ������������ ��� ���������
�� ��� �������� ������� �� ��� �������� �� ��� ���� ��������� 99− 99.5% ��
��� ����� ���� �� ��� ������� ��� ���������� �� ����� �� �������� ��� ����
������������ �� ��� ���������� �� ������� ��� ������ ���� �� ���� �������
��������� ������� ������ ����� ��������� ������ �� ����� ����� �� ��� �����
���������� ���� ���� ���� ��� ��� ������������� �� ��������� �� ������� ��
������� ��������� �� ����� ������� ��� ���� ��� ������ �� ��������� �������
���� ��� ����� ���� �� ��� ������� ��� ���� ��� �� ��� ���� ��������� ���
��������������� ��������� ���� w �� ��������� �� ���������� �� ��� ������
�� ������ �� ��� ��������� ���� ����� ��� ���� m �� ��������� ��� �� �����
����� �� m ∼ w3/2 ����� ��� ����������������� �������� ����� �� ����� ��
���������� �� ������� ��� ����� �������� �� ����������� ��� ������ ���� ��
��� ����� �� ��� ������ I1 ��� ������� I2 ����������� �� ��� ������ �� ������� ��
��� �� ������������ ��� ����� �� ���� ��� ����� ���� ��� ����� ��

�

I1/I2 ��
����� �� ��� ��� ������ ��� �������� ������ ���������� � ���� ����� �� ���������
��� ���� ������������ F (m) �� ��������� �������� �� ����� �������� ������
���������� �� ��������� �� ���� ����
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������ ���� (left) ��������� ��������� �� ��� ����������� �� ������ ����������
���� �� �� ���������� ��� ��������� ��� ����� ��� �� � ������� �� ������� ���
���������� �� ����� �� ����������� (right) ���� ������������ �� ��������� ��������
���� ����������� �� ����� �������� ������ ����������� m0 ������� ��� ������� ����
�� �� �������� �� ��� ������� ������ �������� v0 = 75 ���� F (m) ����� � �����
��� �������� ���� � ������ �� ��������� �������� �� �� ����������� ����� ��� ���
���� ����� ������� ���������� ������� �������� ���� ��� ���������� Θth = 1 ���
th = 0 ����������������� ��� �� � ���� ���� ��������� ���� ��� ������������ ����
����� ������ ��� ����� ���������

�

I1/I2 �� ��������� �� � �������� �� ���� ���
��� ����������� �� ��� ���� ������

�� ��� �� �������� �� ��� ����� ���� �� ��� ������� ������ ��������
v0 = 75 ���� ����� ��� ����� �� �������� ������� �� �������� � �����
��� ���������� ���� �������

F (m) ∼ m−τpl �����

���� ���� ���� � ������ �� ��������� �� ��� ������ �� ����� ���������� ��
����� ������ ���������� ��� ����� ��� ������ �� ��� ������������ �� ��������
�� � ���� ��� ��� ������� ��������� ����� ��������� ���������� ��� ���
����� ������� ����������� �� v0 ���������� ��� ���� ����������� �������
�� ��� ������������ ������� �� ���� ��� ����� �� ��� �������� τpl = 1.2 ±
0.06 �� ��� ����� ��� ������ �� ������������ ����� ���� ��� ������ τbr ≈
1.8 − 2.1 ��������� ����� �� ��� ������������� �� ����������������� ����
������� ���������� �� ���������� ������� ��������� ���� ��� ��� ��� ����� ���
����������� ��� ����� �� τpl �� ��� ����������� �� ��� ������� ���������
�� ������� ��������� ����� ��� ��� ���� ���������� �� ��� ����� �����������
���������� ���� �����



��� ������� ��� ������� ��������� �������� ��

��� ������� ��� ������� ��������� ��������

�� ����� �� ������ ��� ���������� �������� ���������� �� ��� �������������
�� ������� ���������� �� ���� � ��� ����� �� �������� ��� ������������� ��
��������� ��������� �� ��������� ����� ���� ���� ������ �� � ���� ����� ���
���� ����������� �� ��� ����� ���� ������� ���� ��������� �� ��� ��������
�������� �� �� ���� �� ������� ��� ����������� ��������� ��� �������� ��
������� ��������� �������� �� ���� �� ��� ��� ����� �������� �� ��� �������
�������� ����� �������������

������ ������� �� ������������� �� ������� ��������� �������� ���������
�� � ������ �� ������� �������� ��� ����������� ������ ���� �� ���� ��� ����
����� �������� ��� ������ ���� ���� ���� ������ ��������� ��� �����������
�� ��� �������� ��� ������ ���� ���� ��������� ����� ��� ����� �� �����
�� ������� ������� ������� ����� ���� �� ������������ ������� �� ��� ����
����� �������� ������ �� � ����������� �� ����� ������������ ������� �����
����� ���� �� ����� �� � ������ ����� ����������� �������� �� ��� �� ��������
�� �� ������ ����������� �� ���� ���� ���� ������� �� ������� �� ���������
�� ��� �������� ��������� �� ��� ����

ε|ε|
ε2
th

+
��� (|Θi|, |Θj |)

Θth
≥ 1, �����

����� ��� ����������� ε �� ��� ���������� �� �������� ������� ����� ��� ����
���� �� ��� ����� ������� �������� ���� ��� ���� �� ����������� �����
��� �� ��������� �� ��� ������������� ���� �� ���� � ��� ���� ����������
����������� ��������� ��� ����� ���������� �� ��� ����� �� �� ��������� ��
��������� ���� �� ��� ���� �������� ����� ��� ������� ��� �������� ����
����� �� ��� �� ���� �� ��� ��� ���� ����� ����������� �� � ����� ����
�������� ������������ �� ��� ��� ���� ���� �� ��� ��������� �������������
�� ��� ����� ����� ������ ����� ���� ������� �� ������� ������� �������
����� ������ ���� ��� ����� ����� �� ��� �������� �������� �������� ��� ����
������������ �� ��� ������� ������ θi� θj � �� ���� ������� ��������� ����
�������� �� ��� ��� ������������� ����� ��������� ��� �� ������ ������� ���
������ �� ��� �������� ���������� εth ��� Θth� ��� �������� ���������� ��
���������� ��� ������� ��� �� ����������� ���������� ��� ����� �� � ��������
���������� ��� ����� �� ��� ������������� ������� ���� �����������

������� ��������� ������� �� ��� �������� �� �������� ���������� �� ���
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������� �� �������� �� ����� �� ��������� ��� ������� �������� �� ��� ���������
�� ������ ���� ��� ����� ���� � ������ ������� �������� �� �� ��������� ����
�������� ��� ��������� ��� ������� ������� ��� ������� ��� � ���� ������
���� th� � ���� ���������� ���� �� �������� ������� ����� ���� ���
������ ��� ������ �������� ��� �������� �������� ��� ������� � ��������
�� ���������������� ������ ����� ����� �� ������� ������ ����������� ��� ��
��� ���������� �� ��������� ������������ ������� ��� ������� ���� th

��� ���������� �������� �� ��� ����� �������� ��� �� ����������� th = 0

����������� �� ��� ���� �� ������� ����� ����������� ����� th →∞ ������� ��
������� �� ���� ���� ������� ���������

�� ����� �� ����������� ��� ����� �� ����� ������� ����� �� ����� �� ���
������������� �������� �� ������� ��� �������� ����������� �� ������� ���
���������� ��������� �� � ���� ����� εth = 0.02 ��� ������� ��� �������
��������� ������ � ����� ����� 1.0 ≤ Θth ≤ 200� �� ���� ��� Θth = 200

��� Θth = 1 ����� ����� ������� ��� ������� ���������� ������������� �����
������������ Θth ������ ����������� ������� ��� ��� ������� �����������
���� ������� ���� ��� ������ ������� � ������� ������ ���� �� ���� ��������
�������� ������ ���� ����������� ���� ������ ������ ���(b) �������� ��� ����
����� �� �� ������ ���������� �������� ���� � ������ �� N = 24000 ���������
�� ��� ������ ��������� �� ��� �� �������� ���� ��� ����� �� ���� �� ���������
���� ��� ����������� ��� ��� ����� ��������� �� ��� ���� ��������� ������
����� ��� ���� �������� �� ��������� �� ������� Θth = 1.0� ������������
���������� �������� ������ ���� th = 0� ��� ����� ��������� ����������� ��
��� ������ �� ���� ���(b) ������ ��� �� ���������������� ��������� �� ��������
�������� �� ��� ���������� ������ ����� ����� ���� ���� ������� ��������
����� ��������� �� ������� ������ ����� ��� ������ ��������� �� ���������
���� ��� ������������

�� ��� �� ��� ����������� ���� � ��� ������� ���������� ���� ��� �����
���������� ���� ������ �� � ��� �� ������� ������ ������ ��� �� ��� ���� ����
�� � ��������������� ���� �������� ��� ��������� ���� ����� �� ���� �����
��� ���� � ���� ����������� �� ������� ������ ������� �� ��� ���� �������
��������� ������ ����� ���� ����� �� � ������ �� ����� ������� �������������
�� ��������� ����������� ��������� �� ���������������� ������ �� ��� ������
����������� ��� �� ���������� �� ��������� ��� ���� ���������� �� �������
��������� ��������� �� ��������� ����������� �����



��� �������������������� ���������� ��

��� �������������������� ����������

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 1 2 3

a)

bending & healing

tension

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10 10
2

10
3

10
4

b)

tension

bending

bending&healing

br sh-pl

sh

v0/vc

�Mmax�
�

M 2nd
max

�

�Mmax�
�

M 2nd
max

�

F
(m

)
m
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�

��������� �� � �������� �� ��� ������ �������� v0 ���������� �� ��� �������� ��������
vc �� ������������� ��� ��� ��������� ����� (b) �������� ���� ������������� ���
������ ��� ��� �������� ����� �� �������� �������� ��� ��������������� ���������
�������� ������ ��� ������������� ��������� τbr� τsh� ��� τsh−pl� �������������

������ ���(a) �������� ��� ������� ���� �� ��� ������� �Mmax� ��� ����
��� �������

�

M2nd
max

�

��������� �� � �������� �� ��� ������ �������� v0 ��� ���
������� Θth = 200 ��������� ������� ������� th = ∞ ���������� ��� ��� ���
������� ��������� ������������� Θth = 1.0 ���� ������� ����� ����������
th = 0 ������������������ ��� ��� ������ ���������� ��� ������ ���� ����
�������� ������ ��� ������� �������� ��������� ������ ��� ������ ���� M0

�� ��� ���� �Mmax� ∼ M0� ����� ��� ������ ������� ��� �� ������ �� ����
������ �������

�

M2nd
max

�

� �Mmax�� ������������� ������ ���� ��� �������
��� ������ ������� ������ ������ ����������� ���� �� ��� �������� �������� vc

����� ���
�

M2nd
max

�

����� ��� � ������� ���������� ���� ��� �������� �����
�� �Mmax�� ������ ���(a) ����� ���� ��� ��� ������� �� ������� ���������
��������� �� ������� ��������� ��� �������������������� ���������� �� �����
�� ��������� ���� ����������� ���� ����� �������� ���� ����� �������� ����
������ � ����� �������� ������ �������� ��� ������ �� ���� �� vc ��� �������
�������� ���� ��� ����� �� ���� ����� ������ �� ��� ��� ������� ����� ���
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������� ��������� ������ ���� � �������� ��������� ������ ���� �� � ������
�������� ��������

�������������� �������� ��� ��� ���� ������������ �� ��������� ��� ����
������ �� ���� ���(b) ��� ����� ��������� ����� ��� ��� ���� ������������ ��
��� ������� ��������� ������� �� ������������� ������� ��������� ��������
�� ��� ��������� ������ Θth = 200� th = ∞ ��������� � ����� ��� ������
��� �� ��������� ���� ��� ����� �������� τbr = 1.9 ± 0.1 ����� �����������
������ ���� ���������� ��� ������� ���� th → 0 �� ��� ������� ����� �������
����� ���� ��� ����� ��� ������������� ������� ������� ��������� ��� ����
��������� �� ������� ������ ����� �� ��� ��� ������� ���� ��� ����� �� �� ���
������� �� ��������� ���� ��� ������� ������� ������������� ������� ����
����� ��������� ��� ����� ��������� Θth = 1 ���������� ���� �� ��� ����
�� ��������� ������� ���� �������� th = ∞ ��� ��� ����� ���������� ����� ��
� ������������ ����� �������� ���� �� ��� ������� ����� τsh = 1.0± 0.05 ����
���� ���(b)�� ���������� ��� �������� �� ���������� th → 0 ���� ����� �����
����� ��� �������� Θth = 1� ��� �������� �� ��� �������� ���� ������������
�������� ���������� ��� �� ��� ������� �� ������ ��������� ��� ����� �����
��������� ��� �������� ��������� �� ����� ������ ������� �� � ������ ����� ��
��� ������������� ��� ������� ����� �� ��� �������� τsh−pl = 1.25 ± 0.06

�� �������� �� ��� ������� ����� th = 0 �������� ���� Θth = 1.0 ���������
��������� �� �� ��������� �� ��������� ���� ������� ������ ��� �������� ��
������ �� ���� ���� ��� ��� ���� ������������ �� ��������� �� ��������� ������
���� �� �������� ������� ��� ������������� ����������� ��� ��� ������������
��� ������� ���� ���� ��� ����� ��������� �������� �������� ���� ��� �����
��� ��������� �� ���������� ����� �������� ��� ����������� ��� ��� ������
������������� �� ������� ���������� ������ ��� ������ ������� �� ��� ���
��������� � ������������ �������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������� ����
����������� ���� ���� ����� �������� ��� ����� �� ������� ��� ���������� ��
����������� ���� ��� ����������� �������� ��� ��������� ����������� ��������
���� ��� �������� τsh−pl �� ���������� ���� �� ���� ��� ������ �� ��� ������
�������� �� �� ���������� �������������� �������������� � ����� ������������
����� �� ������������� ��������� �����

��� �� ��� ����� ����������� �� ��� ���� ��� ������������� �� �������
����� ������������ �� ��� ������� �� ������ �������� ��������� ���� � �����
��� ������� ������������ �� ��������� ��� ��� ����� ��������� �� ��� ����



��� ����������� ��

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

P
(Φ

)

Φ

tension
bending&healing

b)a)

������ ���� ����������� ������������ �� ��� ����� Φ ������� ��� �������� ������ ��
��������� ��� ��� ��������� �� ������ ��� ������� Θth = 200 ��� ����� Θth = 1.0
��������� �������� ������� ���� ������ �� ������������� ��� ������� (a) ��� �����
(b) ���������� ��� ������ �������� ��� ��������� �� ��� �������� �� � ��� ����������

����� �� ������� ��� ������� ������������� ��� �������� �� ��� ������ �� ����
���� �������� ���������� ��� ������������ ������ ��� ������� �������� �� ���
������� ���� �� ��������� ���� ������������ � ������� ��������� �� ���������
�� �������� ��� ������� ���� ����� ��������� ��������� ��� ��� ������������
���������������� �� ��� ������� ������ �� ���������� ��� ������������ �� ���
����� Φ �� ��� �������� ������ �� ��������� ���� ��� ������ ��������� �������
���� �� ��������� �� ���� ���� �� ��� �� �������� ���� ���� �� ��� ���������
������ ���� ���� ��� ���� ���� ���� ������� ���������� �������� �� ���
������������� ���� ��� ��������� ������ ��������� ��������� � �������� �� ���
������ ���� ������� �� ������ �������� ���� ����

��� �����������

��� ������������ ��� ����������� ����� �������� ���� ��� ������� �� �������
��������� ����� ���� � ����� ������������ ����� �� ������������� ���������
������������� �� ��� ��� ���� ������������ �������� ����� ����� �� ��������
������� ����������� �� ������ ���� ��� ������� �������� �� ��� �������� ���
������ ���� ��� ��������� �� ����� �� ����� ��������� ��� ����������� ���
��� ����������� ��������� ���� ������� �������������� ��� ��� ����� ������
����� �� ��� �������� ����� ���� �� � ��������� ������� �� ��� ������� ��
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�������� �� ������ ������� �������� ������ ��� ���������� ���������� �� ���
������������� �� ��������� ���������� ��� ������� ����� ���� �� ������� ��
������ � ������ ������������� �� ��� ������������� �� ������ ������� �����
������ ����������� �������� �� �������� �������� ���� ���� ��� ����������� ���
������������ ��� ������� ����������� ���� ��� ������� �� ������ ������ ��
���������� �� � ������� ���������� ������� ����� ��� ������� ��������� ��
����� ���������� ��� ������� ���� ��� ��������� �� ������� �� ����� ��������
������ ��� �������� �� �������������� ��� ��������� ����� ������� �� ����
������ � ����������� �������� ����� �������� ��� ��������� �� ������������
����� �� ����� ���������
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�� ��� ��������� �� �� ����� � ������� ��� �������� ��� �������������
�� ������������� ��������� �� ����� �� ��������� �������� ����������� ��
�������� ������� ������� ��� ���� ���� �� �� ������ ������������ �� ���
�������� �� ��������� ����� �������� ������ ��� ����� ����������� �� � �����
�� ����������� ������� ����� ����� � ��������������� ���� ��� �������� ��
������������� ��������� ���� ���� ���� ����� �� ������� ���������������
��������� ����� ��� �� ��� ��������� �� ����������������� �� ����� ��������
����� �� ��� ��� �� ������������ ������� ���������� ������� �� ���� ������
��� �� ����������� ����� ���������� �� ��������� ���� ��� ������ �� �����������
�� ��� ������� ����� � ������� ��� � �������� ����� �� ��� �������� �������
���� ���������� �� ����� �� ��� ����� ���� ��� ������ ���� �� �� ������
��� ������� �� ��� �������� �� ������ ������������� �� ��������� ������ ��
����� � ����������������� �������� ������� ������ ������������� �� �������
��������� ��� ����� �� ���� ������������ �� ��� ���� �� ��������� ��������
���� �������������� ���� � ��������� ��������� �� ��� ���� ��������� ����
������������� ��������� ��� �� ���������� ��������� �� ���������� �����
������������ ��� ���� �� �� ������� ��� �� ������� � ������� �������������
�� ��� ������������� ����� ����������� �� ����������� ������ �������� �����
����� ��� �� ����������� ��� ������� ��������� �� ������ ����� ��� �����
��� ���������� ������ � ���� ��������� ��� ��������� �������� �� ���� �����
���������� ��� �� ��� ������������� ��������

��� ��� �������� �� ��������� ����� �� ������ ����� ����������� � ���� �
��������������� �������� ������� ����� ���������� �� �������� ������ ����
��� �������� ���� ��������� ��� �������� ��������� �� ������������� �����
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������ ��� �������� ��� ��������� �� ������� ��������� ����� ���� ��������
����������� �������� ����������� �� ������� ��� �������� �� ��� ���������
������������� ��������� ��� ������� ��������� � ����� ������� ��� ������
�� ����������� �� ��� ������� ��� �������� ������������� �� � ���� ������
�� ������������ � ������� ��� ����������� �� ����������� ������� ������� ��
����������� ������� ����������� ����� � ������ ����� ����� ��������� �� �
������ ������� ������ ��� ����� �� ����� ����������� ��� ������ �������
����� � ������� ������ �� ������ �� ��� ���� �� ������������ �������������
������� ��������� �� ��� ������ �� ����������� �� ��� ������ ��������� ��
��� ������������ � ������ ��������� ������� ��� ����� ��� ��� ����������
�� ��� ������ �� ������ �� ��� ������� ��������� ��� ����� � ���� ��
�������� ����������� �� � ��������� ���� �������������� ����������� ���
������ ���� ��� ����� ���������� �� � ����� ������ �� � ������ �� � ������
�� ����������������� �� ���� ���������� � ��������� ��������� ��� ����
����� �� �������� ���������� ����� �� ��� �������� ��� ������� �����������
�� ���������������� � ����� � ��������������� ��������� �� ��� ������������� ��
��� ���� ��� �������� �� ������ ��� ��� ������� ����� �� ������� ����� ���� �
��������� ���������� ���� ���� �� ����������� ������ ��� ����� �� ��� ���
������� ���� � ���������� ��������� ���� ������ ������������ �����������
�������� ���� ����� �� ��� ����� ��� � ������� ���� �������� ����� �� � ������
������ �� ������ ��� ������ ��������� ��� �������� ������� ���� ������ ��
���� �� ��������� ���� �� ��� ����������� �� ��� ������ �� ��� ��� ����
��� ����� ���������� �� ��������� ��� ��������� ����� �� ��� ����� �� ���
����� ����� ������ ������ ��� ������ ��� ������ ���� ������ ��� ����� ���
����� ����� �� ��������� ��� ������� ��� ��������� ��� ��������� ������ ����
��� ������ �� ����� ��� ����� ��� ���������� ������� ���� ������ �� ������
��������� �������������� �� ��� ����������� � ����� � ��������� ����� ��
��� ������ ������ ���� �� ����������� ����� ����� �� ���������� ���� ���
���������� ���� ��� ������ ����� ���� ��� ����� ��� ��� � ��������� �����
�� ��������� �� ������ �������� ����������

��� �� ������� �� �������������� � ���� � ����������������� ���� ��
����� ��� ���������� ��������� �� ��� ����� �� ����������� �� � ������ �����
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����� ��� ��������� �� ������� ����� ����� ��� �� �������� ��� �� ��������
���� ������� ��� �������� �� ����������� �� ��� ������ �� ������� �������
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������������ ���� ��� �������� �� ��� �������� ���� ������������� �� ���
��������� �� ��� ������ ��������� ������������� ��� ������ �� �������������
� ������� ��� � ����� ���� ������� �������� ����� ������ ����������� ����
���� �������� ������ ������ ��� �������� � ��������� ������������� �� ���
������ �� ��� �������� ��������� ν� β ��� γ ��� ����������������� ������� �����
���������� �� ������� �������� ��� �������� �� ������� ��������� ���������
��� ���� Mmax �� ��� ������� �������� ��� ��� ������� �������� ���� �m�
���������� ��������� �� ��������������� ������� �������������� ���������
��� ���������� �� ��� �������������� ���� ����� �� ��� ������ ������� ��
��� ������ ��������� � ��� ���� �� ��������� �������� ������� ��������� ���
��� ����������� ���� �� ��� ������� ������ ��� ��� ���������� ����� ����
����� ����������� �������� � ����� �������� ��������� �� ��� ����� �����������
������ ��� ��� ������ ���� �� ��������� �� ��� ������ ��������� ����� vc
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�� ������� �� ��� ����������� ��������� ���� �� ��� �����������
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������������ ��� ������������� �� ��������� �� ��������� �� ��� ����������
���� ��� �� ����� ������� ���������� ����������� �� ������ �� �����
������������� ��������� ���� ��������� ��� ��� �������� �� �������� ����
������������� ��� ����� �� �� ������������ ������� ���� ���� �� ������� �����
���������� ���� �������� ������ ��� �������� �� �� ������������ � ������
���� ��� ���� ��������������� �� ��� ������ �� ������� ������� ��� �� ���
�������� �� ��������� �������� ����������� �� ��������� ���� ��� �����
��������� ���� ������� �� ����� ��� ������� ��������� ��������� �����������
�� ��� ��� ���� �� ��� �������� ���������� �� ������� ������� ���� ���
������������� �� ������� ��� ������� ��������� ������ �� �������� ������������
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������� ������������ ������� ���� ����������� ���������� ������� �������
�� ��������������� ���������� �������� ���� �������� ����������� �������
��� ������������ ������������� ���������� ���� �������� � ������������
���������� ������������� ��������� �������� ��� ���������� ��������� �����
��������� ������� ��� �������������� ��� ������������� �������� ����
������ ������������ ��������� ������ ������� ���� � ����������� ����������
������� ��������� ��������� �������� ��� ��������������� ����������� � �����
��� ���������� ���������� ������� ������������� ������ ����� � ����������
���������� ����������� ����������� ����������� �� ����������������� ���� ����
������� ������������� ����� �������� �������� �������������� � �������
����� ����� ��������� ������� ���� ������������� ������� ���������� �������
�������� ���������� ������ ����������� ����������������� ������������ ���
��������������� �������� ���� ������ ������������� � ����� ������� �����
������������� ����������� ������� ������ ������ ����� ���� ������� � ���������
�������� ����� ���������� ��������������� ����������� ��������� ���� ��
�������� ����������� ���� � �������� ������������� ����� ������ ��������
���� ����� ���� � ������������ � ��������� �������������������� ������ ���
��������� ����������� ���������� ����� �� ����� ���� �������� ����� ������
� ������������� ������������������ �� ���� ��������� ������������ ������
�������� �� ���������� �������� ������������ ��������� ���� �������������
�� �������� ��������� ������� ����������������� � �������� ���� ����� �� ���
����� �������� �������� ������������ ����� � ������ ���������� ���� ������
������������ � ������������ � ������������ �����������
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���� ������� ����������� ������� ����������� ������ ��������� ���������
������ � ��������� ������� �������� ������������ � ����������� ���������
������� ����� ����� ������ ������ ������ �������� �������������������� �
���������������� ��������������� ����������� ������������� � ������ ������
��� ���������������� ��������� �� ����� ���������� �������� ����� ������
������������ ���������� ������������ ���� �������� ������ ������� ��������
��� �������������� � ������� ������������ ���������� � ����������� ���
��� ��� ���������� ��������������� ���������� �������� ���������� �����
���� � ����������� ������� �� ��� ����� �������������� ������� ����������
������� ���� � �������� ������������� �������� ��������������� ������
�������� � ������������ ������� ������������� � ������������������� ����
���������� � ������ �������� ���������� ������������ ����� ��� �������� ����
���� ������������� � ������������ ����������� ���� � ������� �����������
������� ����������� �������������� ���������� ������������� � ������� ����
���������� ����������� ���� � ������� ����� �� ������� ������������� �������
��������� ��������� � �������������� ��� ����� ����������� ������� �����
������ ������������� �� � ������� ������ ������ ���������� ���� ������������
���������� ������������������ ���������� ���� ��������������� �������� ���
����������� ����������� � ��������������� ���������� �� �������� ������
��� � �������������� � ����������� ����������� ���� � ������� ����� �����
�������� ��� ������ �� �� ����� �������������� ���� �������� �� ��� �������
����� � ������� ���� ������ �������� ������� � ������� �����������������
�������� � ������� � ������� ���� ��������� �������� ���������� ������� ����
�������� �� ���������� ����� ����� ������ �������� � ������� ����� ������
��������������� ������������� � ������� ����� ����� ��������� �����������
������ ���� ����� � �������� ����������������� � ������� ���� �����������
�� ���������� ���������� ���������� ������ � ������� ���������� ������� ��
� ���������� ������� �� ��������������� ����� ����������� ������������� �
�������������� � ������������� ��������������� �������� ������� ��������
������ ����������� ��� ����������� � �������� ��������������� ���� ����������
���� ���� � ���������� ���������� ��������������� ����� � ������� ��������
����������
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������������ �������� ����� ����� ������ ������ ������������ ������������
�� ������������� ����� ������ ������������ ���������� ��� �������������
���� � �������� ����� �������� ��������� ��������� � ����������� ���������
���� ��� ������� �� ������������� ���������� �������������� ���� ���������
���������������� ������� ����������� ������� ����� ����� �������� ����������
��� �������� �� ������������ ������������� � ν� β �� γ �������� ����������
�������� ��������������� ����� ������������ �������� ����������� �������
�������� � ���������� Mmax �� �� ������� �m� ��������������� ���������
������������� �������������� �������� ����� �������� ���� ��� �����������
����������� � ����������� �������� ���������������� ������������� � ������
������ ����������� ���� �������� ��������� ��� ������������� ���� � ������
������� ����������� � ���������� ���������������� �������� ������������� ����
� ������ ��������� � ����������� �������� ������� � ������ ��������������
������� �� ����� ��� �������� ���������� �� �������� �������� ����������� ���
��� � ����������� �������� �������������� � �������� �������� ������ ���� �
����������� � �������� ����������� ���� �������� ������������ ���������� �
��� ����������� ���������� ������������ ������������� ���������
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������������ �� ������������ � ��� ������� �������� ���� ������ �������� ���
�������������� ����������� ������������ ��������� ��� ������������ ��������
������ �� ��� ������������� ���� � �������� ������������� ��������� ������
����� ��������� ������� � ����� ���������� ������� ������������� ���������
������� ��� � ������� ��������� �������� � ��������������� �� ����������
����� ������������ ���� � ��������� ������� ����������� ������������
������ ������������ ��������� ���������������� � ��������������� ������
������ ������ ��������������� ������ ����� ��������������� �� � ����������
������ ��������� ����� ����������� �������� ����� �������� �������������� �����
������� ������� � ����� �� ��������� ������� �������������� ����� �������
�������� ��������� ���������
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