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Introduction

Our dissertation consists of five chapters each containing new results concerning
Diophantine equations and Diophantine problems. Most problems have certain
combinatorial background. These results have been published in our papers
[20], [25], [26], [27] and [21], respectively. Here we shall give an overview of the
contents of the chapters, but before doing so we make some introductory notes
on the subjects of our thesis.

In the first chapter we present the main method used in our studies namely
the &llog method together with an improvement due to Hajdu and Kovacs
[20]. For the resolution of elliptic equations, an efficient method was developed
simultaneously and independently by Stroeker, Tzanakis [47] and Gebel, Pethd,
Zimmer [14] in 1994. The most recent version of this so-called £llog method
is already capable to find (at least in principle) all integral points on genus 1
curves (see [49], and also the references given there). Furthermore, Stroeker
and Tzanakis [48] provided an algorithm to determine that Mordell-Weil basis
of the curve in which one can get the best bound for the integral points of the
curve. In the first chapter we show that working with more Mordell-Weil bases
simultaneously, the final bound for the integral points can be further decreased.
The results of this chapter are published in [20].

In the second chapter we apply the £llog method to solve many combinatorial
Diophantine equations whose solutions are missing from the literature. One
of the first results giving all integer solutions of a combinatorial Diophantine
equation is a theorem of Mordell [35], which provides all integer solutions of
the equation y(y + 1) = z(x + 1)(z + 2). Other scattered equations have been
investigated by several authors, see for example [1], [2], [9], [31], [43], [47],
[57], [58], [61]. Hajdu and Pintér [22] systematically collected and solved those
combinatorial equations that can be reduced to Mordell-type equations. We
extend this result to more general combinatorial equations that can be reduced
to general elliptic equations. Namely, we collect those equations that can be
reduced to equations of genus 1. The results of the second chapter are published
in [25].

In the third chapter we give several effective and explicit results concerning
the values of some polynomials in binary recurrence sequences. First we provide
an effective finiteness theorem for certain combinatorial numbers (binomial coef-
ficients, products of consecutive integers, power sums, alternating power sums)
in binary recurrence sequences, under some assumptions. The proof of this the-
orem is based on Baker’s method. We also give an efficient algorithm (based on
genus 1 curves) for determining the values of certain degree 4 polynomials in



such sequences. Finally, partly by the help of this algorithm we completely de-
termine all combinatorial numbers of the above type for the small values of the
parameter involved in the Fibonacci, Lucas, Pell and Associated Pell sequences.
The results of the third chapter are published in [26].

Balancing numbers and their generalizations have been investigated by sev-
eral authors, from many aspects. In the fourth chapter we introduce the con-
cept of balancing numbers in arithmetic progressions, and prove several effective
finiteness and explicit results about them. In the proofs of our results, among
others, we combine Baker’s method, the modular method, the Chabauty method
and the theory of elliptic curves. The results of the fourth chapter are published
in [27].

In the fifth chapter we prove that the product of k consecutive terms of a
primitive arithmetic progression is never a perfect fifth power when 3 < k < 54.
This problem is closely related to a classical problem, considered by several
mathematicians e.g. Erdds, Selfridge, Gy6ry, Saradha, Shorey, Tijdeman. We
also provide a more precise statement, concerning the case where the product
is an "almost" fifth power. Our theorems yield considerable improvements and
extensions, in the fifth power case, of recent results due to Gyéry, Hajdu and
Pintér [19]. While the earlier results have been proved by classical (mainly
algebraic number theoretical) methods, our proofs are based upon a new tool:
we apply genus 2 curves and the Chabauty method (both the classical and the
elliptic verison). The results of the fifth chapter are published in [21].

The £llog method and an improvement

Elliptic Diophantine equations have a long history. Even the effective theory of
such equations have an extremely rich literature. A classical result of Baker [3]
yields that an elliptic equation can have only finitely many integer solutions, and
the size (absolute value) of the solutions can be effectively bounded. However, to
explicitly find all integral solutions another method has been developed, which
uses the arithmetic properties of elliptic curves. This algorithm combines many
deep ingredients, due to several authors. Here we only refer to the papers of
Stroeker, Tzanakis [47] and Gebel, Pethd, Zimmer [14], where the first complete
versions of this method are independently given. (See also the references in
these papers.) The most recent version of this so-called £llog method is already
capable to find (at least in principle) all integral points on genus one curves
(see [49], and also the references given there for certain important intermediate
steps). To summarize the method in one sentence, what happens is that first



the maximum N of the coefficients of the integral points (in some Mordell-Weil
basis) is bounded, and then this bound is gradually decreased to a size where
the actual points can already be identified by an exhaustive search. (Of course,
in fact the method is much more general and complicated.) To get the final
bound N¢inq for N, the LLL-algorithm is applied.

First we briefly summarize the main steps of the £llog method. We follow
the presentation in [49].

Let f € Z]u,v] and define the curve C by

C:  f(u,v)=0.

Suppose that C'is of genus one. Then C is birationally equivalent (over a number
field) to some elliptic curve

E: 234 Az + B =1

with A, B € Q. Let r be the rank of F, and let Py,..., P, be a Mordell-Weil
basis of F. Then any rational point P of F can be written as

P:Po—i—anl—i—...—i—nTPT, (1)

where Py is some torsion point of E, and n; € Z (i = 1,...,7).
Now on the one hand, using estimates of David [11] concerning linear forms
in elliptic logarithms, one gets a lower bound of the form

|L(P)| > exp(—ci(log N + c2)(loglog N + ¢3)"?). (2)

Here L(P) is a certain linear form in elliptic logarithms (“roughly" the elliptic
logarithm of P), N = nax |n;| and 1, ca, c3 are constants depending only on
IST

the curves C and E. On the other hand, supposing that P is the image of an
integral point of C' under the above birational transformation, using standard
arguments (including height estimates of points of E) we get an inequality of
the form

|L(P)| < cyexp(—csAN?). (3)

Here ¢4, c5 are again constants, which depend only on C and E. Further, most
importantly from our point of view, A is the least eigenvalue of the height pairing
matrix of the basis P, ..., P, occurring in (1). That is, A certainly depends on
the choice of the Mordell-Weil basis. As it is demonstrated by Stroeker and
Tzanakis [48], the size of A has a great impact on the final bound Ny;nq for N.
We shall return here a little later.



Combining estimates (2) and (3) we get an initial upper bound Ny for N.
However, this upper bound is usually extremely huge. Due to an observation
of Stroeker and Tzanakis [48], Ny should be around 107*+57+28)/2 Hence to
explicitly determine the integral points on C, this initial bound Ny should be
reduced. This can be done by lattice reduction techniques due to de Weger [59],
based on the LLL-algorithm. We use a variant due to Tzanakis [56]. To apply
this result, one starts with (3), together with the inequality N < Ny. Using the
appropriate Proposition from Section 5 of Tzanakis [56], one gets a new lower

bound of the shape
Ce

vV 65)\

for N, where cg is an explicitly computable constant depending on some param-
eters of F, and also on the length of the shortest vector of an LLL-reduced basis
of a certain lattice. As one can see, this new bound is linear in A~*/2, which
shows the importance of this parameter. Stroeker and Tzanakis [48] have con-
sidered several examples which indicate this phenomenon in a rather convincing
way. Summarizing the results in [48], to get the best possible reduced bound
Nyina for N one should definitely choose an ST-basis (i.e. a basis for which
the corresponding A value is the greatest possible) of the curve E in (1). Subse-
quently, Stroeker and Tzanakis [48] have also worked out an efficient algorithm
for finding an ST-basis of the curve.

However, in the sequel it turns out that the bound obtained by using an ST-
basis, can still be improved further, if one works with several Mordell-Weil bases
simultaneously. It is important to note that following our method the use of
more bases shall increase only by a fraction the total time needed to get a better
Ntinal- Already a small gain in Ny, may lead to a large improvement in the
searching time for finding the small solutions - in particular, if r is large. The
reason is simply that the region where we have to look for the small solutions
is of size (2Nina + 1)". Note that a similar "size" notion was used also in [4§]
to compare the final bounds obtained in different Mordell-Weil bases.

Now we briefly outline how to work in several bases simultaneously. To
explain our ideas in fact it is sufficient to use two bases. So assume that B; =
(P1,...,P,) is a Mordell-Weil basis of E, and let S be an integral unimodular
matrix of size r X r. Let By = (Q1, ..., Q) be the basis of E obtained from B;
by using S as a basis transformation matrix. Let P be a rational point on F
with the representation (1), and assume that we also have

N <

P=Qo+mQi1+... +m.Qp, (4)



with some torsion point Qg and integers myq,...,m,. Put M = max |m;|, and
1<i<lr

recall that by elementary linear algebra we have

ny mq
STt =| . (5)
Ny my
This implies M < sN, where s = ||S™!|| is the row norm of S~!. (The row norm

¢
of a k x ¢ type real matrix A = (a;j)1<i<k is defined by [|A|| = max > |asj].)
1<j<¢ lgigkal

In particular, this means that one does not have to go through the £llog method
both for By and B, it is sufficient to use it with B; say. Indeed, take for example
B to be an ST-basis of F, and suppose that after applying the £llog method
(together with the reduction stage) we have the bound N < Ny Then by
M < sN, we automatically have M < My := sNyina. As s is typically “small"
(it will be at most around ten), My is not too large - and of course, it can also
be reduced. Importantly, we can get the final bound My, very easily and
quickly. The reason is that the reduction steps are difficult and time consuming
only if the initial bound is large, as then e.g. high precision is needed. However,
as s will be small, the reduction steps leading from Mg to M4 are made very
easily. The final bounds Nyina and Myine yield simultaneous upper bounds
for the coefficients of P, in two different bases. Combining these two bounds by
(5), we can decrease the domain where the final search has to be done. As one
may predict (which will turn out to be true), the gain starts getting more and
more significant as the rank r is getting larger and larger.

Strategy 1. We try to decrease N ﬁr)ml (corresponding to B;), componentwise.
For this purpose, choose distinct indices 4,5 with 1 < 7,57 < r and a positive
integer ¢, and consider the bases B, and Bs obtained by replacing P; by P; +tP;
and P; — tP; in By, respectively (leaving the other basis elements untouched).
With the bases B; and Bj3 the reduction process starts from the quit;e small
2

inal and

bound (¢ + 1)NJ£1) and gives, respectively, the final bounds, say, Nj(c

inal
N }?Zml. Then a simple calculation yields that
(2) (3)
Nfinal + Nfinal

A<
il < 2

holds. If the right hand side happens to be less than Nﬁial, then we get a

new, improved bound for |n;|. To make this principle work, for each fixed i we



(heuristically) choose that j, for which the sum of the A values (corresponding to
By and Bj3) is maximal with ¢ = 1. Then for simplicity (and also because we try
to keep the time consumption of the method low), instead of checking several
values, we take the fixed value ¢ = 10 in the computations. The procedure can
be iterated, and the iteration leads to further improvement in some cases.
Further, we have some reasons for the choice of ¢ = 10. If A; denotes the

value of A corresponding to ¢ (either in B, or in Bj), then “-1, /ﬁ is close

to 1, if ¢ is "large". The value ¢t = 10 seems to be large enough to make the A-s
corresponding to By and Bs more or less close to each other, and it seems to
have some good effect on the outcome. Still, obviously at this point the method
can have many variants.

Strategy 2. Using the algorithm of Stroeker and Tzanakis [48], we determine
the "best" ten Mordell-Weil bases B; (j =1,...,10) i.e. ten Mordell-Weil basis
corresponding to the ten largest A-values. (Note that by the algorithm we get
all the basis transformation matrices with respect to By, as well, and also that
the calculation of ten basis takes only a little extra time than calculating only
B;.) Then we compute the initial upper bounds Néj) (j =1,...,10) for the
coordinates of the integral points in these bases, respectively. (As we mentioned,
out of these only the calculation of No(l) is time consuming (but it has to be
calculated even if we use only Bj), the other bounds come very quickly and
easily.) Having these bounds, using the basis transformation matrices, we get
several extra information for the coefficients of P in B;. In fact we get a system
of inequalities defining a convex body, which contains much less integral points
than the one implied by |n;| < N}ir)ml (t=1,...,7).

Finally, we mention that altogether it seems that Strategy 2 yields more
improvement than Strategy 1. In the dissertation we give several examples to
illustrate how our method works. The results of the first chapter are published
in [20].

Combinatorial Diophantine equations of genus 1

Many Diophantine equations possess combinatorial background. One of the first
results giving all integer solutions of a combinatorial Diophantine equation is
a theorem of Mordell [35], which provides all integer solutions of the equation
yly +1) = z(x + 1)(z + 2). Other scattered equations have been investigated
by several authors, see for example [1], [2], [9], [31], [43], [47], [57], [58], [61].



Hajdu and Pintér [22] systematically collected and solved those combinatorial
equations that can be reduced to Mordell-type equations. Our purpose is to
extend this result to more general combinatorial equations that can be reduced
to general elliptic equations. Namely, we collect those equations that can be
reduced to equations of genus 1. The equations are solved with the £llog method
and with the Magma [8] computational algebra system. We mention that beside
a lot of sparse results (see e.g. [40], [41], [43], [50] and [60]), Stroeker and de
Weger [51] solved all such equations involving binomial coefficients.
We need some notation to formulate our results. For all n,z € N let

Sp(x)y=1"+2"+ ...+ (z—1)",
I, (x) =z (z+1)---(x+n—1).

The formerly solved Diophantine equations which can be reduced to elliptic
equations concerning II,, (z), S, (z) and (7), are the followings:

Ty (k) = TI(1) (Mordell [35]),
(5) = (}) (Avanesov [1]),
Hg(k) = IIs(I) (MacLeod and Barrodale [31]),
Sa(k) = (1) (Avanesov [2] and Uchiyama [58]),
Hg(k:) = I14(1), Sa(k) = (}) (Boyd and Kisilevsky [9]),
= II3 (1) (Tzanakis and de Weger [57]),
= II4 (1) (Pintér [40], see also [15], p. 225.),
é) Pintér [41] and de Weger [60]),
fl) de Weger [61]),
=115 (1), II5 (I) (Pintér and de Weger [43]),

F) =11, (), where (m,n) = (3,6;3,6) (Stroeker and de Weger [50]),
FY = ('), where (m,n) = (2;3,4,6,8), (3;4,6), (4;6,8) (Stroeker and de Weger
[51]),
Ss (k) = (L), S5 (k) = (1), Sm (k) = 1L, (1), where (m,n) = (2,5:2,4), (}) =
IT,, (1), where (m,n) = (2,4;6),(3,6;2,4), Iy (k) = g (1) (HaJdu and Pintér
[22])

Here and later on (k1) = (al, .oy Qi b1,y ..., by) means that (k1) can be

any of the pairs (a;,b;), i€ {1,...,n}, j€{1,...,m}.



Equation Solutions

S3(k) =TI4(1) (k1) = ( 1,07 3 2, 1,0)
S3(k) = g(1) (k,l) =(-1,0;-7,—6,—5,—4,-3,-2,—1,0)

SS(k) = (zl),) (kal) ( 1,0;0,1 2)7( 2,15 )

S7(k) = (1) (k1) = (— 1001),( 2,1;— 12)
Po(k) =T14(1) (k,)) =(-1,0;-3,-2,-1,0)
Py(k) =T1Ig(1) (k,1) = (-1,0; -7, 6 —5,—4,-3,-2,—-1,0)
P3(k) = HG(Z) ( l) = (727 1 0; 5a 37 ) ’ ’0)7 (8 6 1)
Py(k) =T11s(1) | (k,1) =(-3,-2,-1,0;-T7, —6, -5,—4,-3,-2,-1,0)

Table 1: Equations which can be solved by Runge’s method

Equation Solutions

S5(k) = (3) (k1) = (—1,0;0,1,2), (-2,1;3)

Ss(k) = (}) (k,1) = (—1,0;0,1,2,3,4,5), (—2,1; —1,6)
S5 (k) = 15(1) k1) = (—1,0,—2,—1,0)
Ss(k) = (1) (k,1) = (—1,0; -5, —4, 3 —2,-2,-1,0)
Ss(k) = (1) | (k1) = (=1,0;0,1),(~2,1;—1,2), (—4, 3; —23, 24),

(—9,8; —351, 352)

Ss(k) = (1) (k,1) = (—1,0;0,1,2,3),(—2,1; —1,4)
S5(k) = TI5(1) (k,1) = (~1,0;-1,0)
S5 (k) = 1,(1) (k1) = (—1,0;,—3,—2,—1,0)

Table 2: Equations which can be reduced to Mordell-type equations

We mention that S,(z) is a polynomial of degree n + 1, and II,,(z) is a
polynomial of degree n. For the sake of completeness we give all integer solutions
of the investigated polynomial equations (although the negative solutions do
not have combinatorial meanings). Our results are summarized in the next
theorem. We distribute the equations considered into three tables, according to
the methods used in their solutions.

Theorem 1 (Kovacs, 2008). All integral solutions of the equations in the first
columns of Tables 1-8 are exactly the ones appearing in the second columns of
the tables, respectively.

The results of the second chapter are published in [25].



Equation Solutions
Si(k) = () (k,1) = (—21,20; —7,10), (=6, 5; —3,6),
(=2,1;-1,4),(~1,0;0,1,2,3)

Si(k) = (}) (k1) = (=1,0;0,1,2,3,4,5,6,7), (—2,1; —1,8),

(- 09—31)(7877 —7,14), (—221,220; —10,17)

S1(k) = 114(1) (k,1) = (=16,15; —5,2), (—1,0; —3,—2,—1,0))

S1(k) = (1) (k ,l) (—1,0; 7 6 —5,—4,-3,-2,—1,0)
Sa(k) = () k1) = (-1,0;0,1,2),(-2,—1),(1,3)
Sa(k) = () ( ) =(-1,0;0,1,2,3,4,5),(1; —1,6)

Sy (k) = 1I3(1) (k1) = (-1,0;—2,-1,0)

Sy (k) = 1Is(1) (k1) = (—1,0; =5, 4 3 —2,—1,0)
53(k) = (é) (k’l) = ( , 35— ’9)7( ) ( 170§0a1)
Ss(k) = (}) (k1) = (—=2,1; — 1,4),( 1 0,0,1,2,3)
Ss(k) = (1) (k,1) = (=1,0;0,1,2,3,4,5,6,7), (—3,2; —2.,9),

(—2,1;-1,8)
Ss(k) = (1) (k,1) = (—1,0;0,1,2,3,4,5), (—2,1; —1,6)

Ss(k) = HS(Z) (k7l) = (_170; -2,-1, )

S5 (k) = 1s(1) (k1) = (—1,0,—5,—4,—3,-2,—1,0)
S7(k) = (1) (k1) = (=2,1;—1,4),(—=1,0;0,1,2,3)
S?(k) H2(l) (k7l) :( 70;_170)

So(k) = 1L,(1) 1) = (— 1,0,—3,—2,—1,0)

(5) =15() (k,1) = (0,1;—7,—6,—5, —4, 3 —1,0)
() = T0(D) (k1) =(0,1,2,3;-3,— 1,0)

(M) =1s() (k,1) =(0,1,2,3; -7, —6,—5, 4, 3,—2,—1,0)
(1) =1L() (k1) =(0,1,2,3,4,5,6,7; — 0)

(3) =1IL() (k1) = (0,1,2,3,4,5,6,7; —3,—2, —1,0)

Table 3: Equations which can be reduced to genus 1 equations




Combinatorial numbers in binary recurrences

Let U = {U,}32, be a binary recurrence sequence defined by the initial terms
Uy, Uy € Z and the recurrence relation

Un = AUn—l + BUn—Z (TL > 2)

where A, B are non-zero integers. Let « and 3 denote the zeros of the companion
polynomial 22 — Az — B of U. Further, let D = A? 4+ 4B be the discriminant of
U and

(Lu:Ul—ﬂUo, bu:Ul—OéUo, C:aubu:U%—AUoUl—BUg.

The sequence U is called non-degenerate if C' # 0 and «//3 is not a root of
unity. It is well-known that if U is non-degenerate then for all n = 0,1,... we

have
A" — by BT

a—p
From this point on we assume that B = +1 and that U is non-degenerate. Then

as it is also well-known, U has a so-called associate sequence V = {V,,}5°, for
which

Un =

V2 — DU? = 4C(-B)" (6)
holds for all n = 0,1,.... Observe that by our assumption B = +1, we have
(=B)™ = +1. Further, note that Vo = 2U; — AUy, V1 = AU, + 2BUy and V
satisfies the same recurrence relation as U.

Beside dealing with general sequences U we consider combinatorial num-
bers in certain special famous sequences, too. Let F', L, P and Q) denote the
Fibonacci, Lucas, Pell and Associated Pell sequence, respectively. These se-
quences are defined by

FOZO, F1 :1, Fn:Fn,1+Fn,2 (TLZQ),
Lo=2, Li=1, Ly,=L, 1+L,» (n>2),
POZO, Plzl, PnZZPn_l—f—Pn_Q (n22),
Qo=1, Q=1 Qn=2Qn1+Qn 2 (n > 2)

Now we give what kind of combinatorial numbers we are interested in. Be-
side binomial coefficients, we consider power sums, alternating power sums and
products of consecutive integers as well. In the previous chapter we defined
these polynomials except for the alternating power sum. That polynomial is
defined for all &,z € N as

Rp(z) = =17 428 — 4 (=1)* M (x - 1)~

10



We mention that Ry (z) is a polynomial of degree k.
We use the previous notation. Further, recall that B = +1 and U = {U,,}22,
is non-degenerate. All our results concern the equation

Un = p(x) (7)

in integers n, z with n > 0. For the sake of completeness we also take care of the
solutions with z < 0, although these solutions usually do not have combinatorial
meanings.

First we give an effective result for the solutions of (7) which is valid for
general U.

Theorem 2 (Kovécs, 2009). Let k > 2 and p(z) be one of the polynomials
Sp—1(x), Ri(x), U(x), (}). If either k =2 or p(x) is one of Sa(x),I3(x), (3),
then further assume that B = 1. Then the solutions n,x of equation (7) sat-
isfy max (n, |z|) < co(U, k), where co(U, k) is an effectively computable constant
depending only on U and k.

Obviously, the assumption & > 2 cannot be omitted. The next proposition
shows that the condition B = 1 in the special cases of the theorem is necessary
as well.

Proposition 1. Let U be the sequence defined by B = —1 and by the values
Uy, U1, A given in the ith row of Table 4, for any i € {1,2,3,4,5}. Further,
let p(x) be a polynomial from the last column of the ith row of Table 4. Then
equation (7) has infinitely many solutions.

Uy Uy A p(x)
1 253 254 Si(z), Ra(z), (5)
2 506 254 I, ()
1 3759787041401 | 3760028828350 S (z)
7770 | 455962704852690 | 58682458798 (3)
46620 | 2735776229116140 | 58682458798 IT5(x)

Table 4: Settings where equation (7) has infinitely many solutions

11



Remark. If (7) has infinitely many solutions then these solutions have some
special structure. This structure has been described by Nemes and Pethd [36],
see Theorem 3 (cf. also [37], [38]).

Szalay [52] gave an algorithm for the resolution of (7) in the case when p(x)
is a polynomial of degree 3. We extend this result to the degree 4 case. For
this purpose we need some further notation. Let p(z) € Q[x] be a polynomial
of degree 4 and write

p(z) = Agz? + Aja® + Aga® + Azz + Ay,
Suppose that the coefficients of p fulfill the relations

4ab 6ab? 4ab® + 2b b* + b2 d
Aozg,fh:iw‘lz:ia +C,A3=7a * CaA4=7a Toer ,
(& (&4

€ € €

with some integers a, b, c,d, e, ae # 0. Then we have

a(z +b)* +c(z +b)? +d
. :

p(x) =

Write 1 = z + b and let y = V,, where V' = {V},}52 is the associate sequence
of U. Then by (6) we get

2
v>— D (W) = 4C(-B)",
e

which yields
Y2 = hy X* + hs X3 4+ hoX? + hi X + ho, (8)

where
Y =ey, X=2a2 hs=a’D, hs=2acD,

ha = (¢* +2ad)D, hy =2cdD, hy=d?D + 4e*C(—B)".

Equation (18) in general is of genus 1, therefore the £llog method can be used
to determine all its integral solutions. In particular, using the program package
Magma, equation (18) can be solved completely in concrete cases. If hg is a per-
fect square then (18) can be solved by the procedure IntegralQuarticPoints.
Putting together some tools and results about genus 1 curves, we give an effi-
cient method for the resolution of (18) in the general case. For the description
of the method see the proof of Theorem 3. (Further, we implemented our algo-
rithm in Magma, too.) From the solutions, the values  and the indices n can
be easily determined.
Summarizing the above argument, we get
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= F, L, Py, Qn
Sa(z) | [52] [52] [52] (0,2),(1,2)
s | [52] [52] [2] Sy
(010)7 (071)7(1771)7
. 0 1,-1),(2,3),| 4 _ B B
T (x) gb, 2 3,67, | i om | @D (0, 1), (1,-1),(2,3)
i@ | O0%%) (1,-1) (00 00 (0,-1), (1, ~1)
0,—-1),(0,0), 0,—1),(0,0),(2,—-2),
m@ | G256 - G e -
0,—2), (0, —1), 0,—2), (0, —1),
M) | o@D _ (0.22.0.1 -
0,-3), (0, —2), 0, -3), (0, —2),
14 (2) 20,—1%0,0) ) - Eo,—lg,go, 0) ) -
e
(%) [53] [53] [53] —
(0,0), (0,1), (0,2),
@ | 152 [52] G Y e
(6,—-5),(6,8)

Table 5: Solutions of equation (7) with the particular settings

Theorem 3 (Kovéacs, 2009). Using the previous notation, suppose that 8aDd(2ad—
c?) # —64a%C + €2 — ¢*D. Then equation (7) has only finitely many solutions
n,x and these solutions can be effectively determined.

Our final result about this problem completely describes the above type
combinatorial numbers for the small values of the parameter k in some well-
known binary recurrence sequences.

Theorem 4 (Kovacs, 2009). Let U € {F,L, P,Q}, p(x) € {S1(z), S2(z), Ss(x),
Rs(z), Ry(x), Ua(z), H3(x), Ty(x), (”2”), (g), (Z)} Then the solutions n, T of equa-
tion (7) are exactly those contained in Table 5. The sign "-” shows that the ac-
tual equation has no solution. Further, the references given in the table indicate
that the corresponding equation was solved in the appropriate paper.

Remark. The complete solution of the equation U,, = R3(z) remains open.
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These equations are of genus 2 thus neither Szalay’s method nor our algorithm
given in the proof of Theorem 3 can be used to solve them.
The results of the third chapter are published in [26].

Results on (a,b)-balancing numbers
A positive integer n is called a balancing number if
1+ +n-1)=Mn+1)+---+(n+r)

holds for some positive integer 7 (see [4] and [13]). The sequence of balancing
numbers is denoted by B,, (m = 1,2,...). As one can easily check, we have
B; =6 and By = 35. Note that by a result of Behera and Panda [4], we have

Bm+1 =6B,, — Bym_1 (m > 1)

In particular, there are infinitely many balancing numbers.

The literature of balancing numbers is very rich. In [28] and [29] Liptai
proved that there are no Fibonacci and Lucas balancing numbers, respectively.
Later, Szalay [54] derived the same results by a different method.

In [30] Liptai, Luca, Pintér and Szalay generalized the concept of balancing
numbers in the following way. Let y, k,l be fixed positive integers with y > 4.
A positive integer x with z < y — 2 is called a (k, l)-power numerical center for
y if

Pt @-1D)r =@+ D+ -1
In [30] several effective and ineffective finiteness results were proved for (k,1)-
power numerical centers.

Recently, the "balancing" property has been investigated in recurrence se-
quences (see [7]). In this chapter we extend the concept of balancing numbers
to arithmetic progressions. Let a > 0 and b > 0 be coprime integers. If for some
positive integers n and r we have

(a+b)+--+(an—1)+b)=(aln+1)+b)+---+ (a(n+7)+0b)

then we say that an + b is an (a,b)-balancing number. The sequence of (a,b)-
balancing numbers is denoted by B{® (m=1,2,...). We mention that since
Bfﬁ’o) = By, for all m, we obtain a generalization of balancing numbers.
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We prove several effective finiteness and explicit results concerning polyno-
mial values in the sequences BT(ﬁ ) That is, we consider the equation

B = f(x) (9)

in integers m and x with m > 1, where f is some polynomial with rational
coefficients, taking only integral values at integers. To prove our theorems,
beside the above mentioned results of Ping-Zhi [39], Pintér and Rakaczki [42]
and Rakaczki [44], we further need the modular method developed by Wiles [62]
and others and a deep result of Bennett [5] concerning binomial Thue equations.

From this point on, when we refer to equation (9) we always assume that a
and b are arbitrary, but fixed coprime integers such that ¢ > 0 and b > 0. Our
first result is the following.

Theorem 5 (Kovacs, Liptai, Olajos, 2010). Let f(x) be a monic polynomial
with integer coefficients, of degree > 2. If a is odd, then for the solutions of (9)
we have max(m, |z|) < co(f,a,b), where co(f,a,b) is an effectively computable
constant depending only on a, b and f.

Our next result concerns the case where f(r) = x! with some [ > 2. In this
case solving equation (9) is equivalent to finding (a, b)-balancing numbers which
are perfect powers.

Theorem 6 (Kovacs, Liptai, Olajos, 2010). If a®> — 4ab — 4b* = 1, then there is
no perfect power (a,b)-balancing number.

Remark. One can easily check that the equation a?—4ab—4b? = 1 has infinitely
many solutions in integers a,b with a > 0, b > 0. Hence Theorem 6 completely
solves the proposed problem for infinitely many pairs (a, b).

The following theorem takes up the problem where the polynomial f(x) in
(9) has some combinatorial meaning. More precisely, we investigate binomial
coefficients (7), products of consecutive integers Ilj(z), power sums Si(x) and
alternating power sums Ry(z). Note that the coefficients of (7), Sk(x) and
Ry (x) are not integers. Further, in the case f(z) = IIx(x) Theorem 5 yields a
finiteness result, however, only for the odd values of the parameter a.

For these combinatorial choices of f(x) our next statement yields a bound

for the solutions of (9), without any assumptions for the parameters a and b.

Theorem 7 (Kovécs, Liptai, Olajos, 2010). Let k > 2 and f(x) be one of the
polynomials (), Mg(z), Sk—1(x), Ri(z). Then the solutions of equation (9)
satisfy max(m,|z|) < ci(a,b, k), where c1(a,b, k) is an effectively computable
constant depending only on a, b and k.
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In our final result, under the assumption a® — 4ab — 4b> = 1, we provide the
complete solution of (9) with the above choices of f(z), for some small values of
the parameter k. More precisely, we consider all cases where (9) can be reduced
to an equation of genus 1. Further, we also solve a particular case of (9) which
can be reduced to the resolution of a genus 2 equation.

Theorem 8 (Kovacs, Liptai, Olajos, 2010). Suppose that a®> — 4ab — 4b* = 1.
Let f(z) € {(3),(3), (5), 1M2(x), U3(x), 4 (z), S1(x), S2(x), S3(x), S5(x)}. Then
the solutions (m,x) of equation (9) are those contained in Table 6. For the
corresponding parameter values we have (a,b) = (1,0) in all cases.

f(x) Solutions (m,x) of (9)

(g) (1’ _3)’ (174)

(g) (27 _5)7 (27 7)

(Z) (2,-4),(2,7)
H2(x) (1,_3)7(1,2)
Hg(l‘) (15_3)7(131)

114 (x) -

51(55) (15_4)7(133)

Sa(x) | (3,-8),(3,9),(5,—27), (5,28)
S3() -

S5 ()

Table 6: Solutions of equation (9) with the particular polynomials

Remark. We considered some other related equations that lead to genus 2
equations. However, because of certain technical difficulties, we could not solve
them by the Chabauty method. We checked that under the assumption a? —
4ab — 4b* = 1 equation (9) has no "small" solutions (i.e. solutions with |z| <
10000) in cases f(z) € {(§), (§), Hs(x), Hs(z), S7(x)}.

The result of the fourth chapter are published in [27].

Almost fifth powers in arithmetic progression

A classical theorem of Erdgs and Selfridge [12] states that the product of con-
secutive positive integers is never a perfect power. A natural generalization is
the Diophantine equation

z(x+d)...(x+ (k—1)d) = by" (10)
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in non-zero integers x,d, k, b, y,n with ged(xz,d) =1,d > 1,k > 3, n > 2 and
P(b) < k. Here P(u) stands for the largest prime divisor of a non-zero integer
u, with the convention P(£1) = 1.

This equation has a long history with an extremely rich literature. The
complete solution of (10) in case of d = 1 is due to Saradha [45] (case k > 4)
and Gy6ry [16] (case k < 4).

In case d > 1 we concentrate only on results where all solutions of (10) have
been determined when the number £ of terms is fixed. By a conjecture of Erdds,
equation (10) has no solutions in positive integers when k& > 3 and b = 1. The
conjecture of Erdds has recently been verified for certain values of k in a more
general form; see the papers [17], [18], [6], [19]. Since now we focus on the case
n = 5, we give only the best known result for this particular exponent. (Though
the results mentioned are valid for any n > 2.) The following statement is a
combination of results from [17] (case k = 3), [18] (cases k = 4,5), [6] (cases
k =6,7) and [19] (cases 8 < k < 34).

Theorem A. The only solutions to equation (10) with n =5, 3 < k < 34 and
P(b) < P, with

9,  ifk=34,
3, ifk=5,

P.={5 ifk=6,T,
7, if8 <k <22,
k

E-l o3 <k<34

| |

are given by
(k,d) = (8,1), v € {-10,-9,-8,1,2,3}; (k,d)=(8,2), z € {-9,-7,-5};

(kad) = (97 1)7 T € {_1(); _97 172}; (kad) = (972)7 T € {—9, _7};
(k,d) = (10,1), z € {-10,1}; (k,d,z) = (10,2, -9).

To explain why the case n = 5 in equation (10) is special, we need to give
some insight into the method of solving (10) for fixed k, in the general case
n > 2. One of the most important tools is the modular method, developed by
Wiles [62]. However, the modular technique works effectively only for "large"
exponents, typically for n > 7. Thus the "small" exponents n = 2,3,5 must be
handled separately.

Further, the exponents n = 2,3 has already been considered in separate
papers. For n = 2 and positive z, equation (10) has been completely solved up
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to a few exceptional cases by Hirata-Kohno, Laishram, Shorey and Tijdeman
[24] for k£ < 100, and in case of b = 1, even for k < 109. Their main tools were
elliptic curves and quadratic residues. Later, the exceptional remaining cases
have been handled by Tengely [55], by the help of the Chabauty method.

When n = 3, working mainly with cubic residues, however making use of
elliptic curves and the Chabauty method as well, Hajdu, Tengely and Tijdeman
[23] obtained all solutions to equation (10) with k& < 32 such that P(b) < k if
4<k<12and P(b) < kif k=3 or k > 13. Further, if b = 1 then they could
solve (10) for k < 39.

The case n = 5 has not yet been closely investigated. In this case mainly
classical methods were used, due to Dirichlet and Lebesgue (see e.g. [19]).
Apparently, for n = 5 elliptic curves are not applicable. We show that in
this case the Chabauty method (both the classical and the elliptic version) can
be applied very efficiently. In our results we solve a large number of genus 2
equations by Chabauty method, and then build a kind of sieve system based
upon them.

Our first theorem considerably extends Theorem A, in the most interesting
case of b = 1 in equation (10). We call an arithmetic progression of the form
x,x+d, ...,z + (k—1)d primitive, if ged (x,d) = 1.

Theorem 9 (Hajdu, Kovacs, 2011). The product of k consecutive non-zero
terms in a primitive arithmetic progression with 3 < k < 54 is never a fifth
power.

In fact Theorem 9 follows directly from the next result. To formulate it, we

need to introduce a new concept. An arithmetic progression =, z+d, ..., z+(k—
1)d is called trivial if d < 5 and |z+id| < 15 for some i = 0,1,...,k—1. Further,
a solution to equation (10) is also called trivial, if the terms z,z + d,...,z +

(k—1)d on the left-hand side of (10) form a trivial arithmetic progression. This
concept is needed because of the huge number of trivial solutions; on the other
hand, such solutions of (10) can be listed easily for any fixed k.

Theorem 10 (Hajdu, Kovéacs, 2011). Fquation (10) withn =5, 3 < k < 24
and P(b) < Py, has the only nontrivial solutions with

(k»d) = (377)a HAS {_167 -8, _672};

(k,d) = (4,7), x € {~16,—-15,-12, -9, —6, —5};
(k,d) = (4,11), z € {=27,—6}; (k,d) = (5,7), z € {—16, —12};
(k,d) = (5,11), z € {—36,—32,—12, —8};
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(k,d) = (5,13), = € {—40,—27, —25, —12};
(k,d) = (6,7), = € {—32,—25,—10, —3};

(k,d) = (6,9), z € {—25,—20}; (k,d) = (6,13), = € {—40, —25};
(k.d) = (7,7), x € {—39, —32, —27,—22, 20, —15, —10, —3};
(k,d) = (8,7), x € {—39,—-27,—22, —10};

(k,d) = (9,7), x € {—39,—34,-32,—24, —22, —17};

(k,d) = (10,7), = € {—39, —24},

where the values of Py are given by

k 3 1 5 6 7.8
P, 3 5 7 11 13
k [9,10,11,12 [ 13,14, 15 | 16,17 | 18,19, 20,21,22,23 | 24
P, 17 19 23 29 31

Observe that P, > k for k > 4 in Theorem 10, which is a new feature about
equation (10).

As a simple and immediate corollary of Theorem 10 we get the following
statement, concerning the case P(b) < k. We mention that already this result

yields considerable improvement of Theorem A, in particular with respect to
the bound for P(b).

Corollary 1. For n =5 and 3 < k < 36 all nontrivial solutions of equation
(10) with P(b) < k are given by

(k,d) = (3,7), = € {~16,-8,—6,2}; (k,d) = (5,7), = € {—16,—12}.

Our last theorem provides the key to the proof of Theorem 10 in case of
k > 4. Tt has been proved by a kind of sieving procedure, based upon genus 2
equations and the Chabauty method.

Note that having an increasing arithmetic progression z; < ... < z, by
symmetry we obtain that —z; < ... < —z; is also an increasing arithmetic
progression. Hence dealing with such arithmetic progressions it is sufficient to
give only one progression from each symmetric pair.
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Theorem 11 (Hajdu, Kovacs, 2011). Let4 <t <8 and zp < z1 < ... < 211
be a non-trivial primitive arithmetic progression. Suppose that

p 5 _ . .5 _ 5 _ 5
20 = boxg, ziy = biy @], 20y = by, 201 = by1xy_q,

with some indices 0 < i1 < ig < t — 1 such that P(bob;, bi,bi—1) < 5. Then
the initial term zy and common difference z1 — zy of the arithmetic progression

20,--.,2t—1 for the separate values of t =4,...,8 up to symmetry is one of
t=4:(-9,7),(-6,7),(—6,11),(=5,7);

t=5:(—32,17), (—25,13),(—20,11), (—16,13), (—12,7), (—12, 11),
(*12313)3(71077)7(78 7)7( 8’11)7( 4 7)7( 337)7(*137)7(277)3
(4,7), (4,23);

t=6:(—125,61),(—81,17), (—30,31), (—25,8), (—25,11), (—25,13),
(—25,17), (—20,9), (—20,13), (—20, 19), (—20, 29), (—15,7), (=15, 11),
(—15,13), (—15,23), (—10, 7)( 10,11),(-8,7),(=5,7),(=3,7),
(_1a11)7( 1713)3( ) ( )

t=7: (=54, 19) (—54,29), (—48,23), (=30, 11), (—30, 13), (27, 17),
(—24,13),(—18,7), (—18,11),(—18,13), (—18,19),(—16,11), (—15,7),
(—12,7),(-12,11),(-10,7), (-6, )( 6,11),( 4,9),(-3,13),(-2,7),
(*2a17)7(2 13)7(33 7) ( ) 8’ ) (9a11)7(1877)7

t =8:(—405,131), (—125,41), (=100, 49), (=32, 11), (=27, 11),
(—27,13), (- 25,19),(—24,7),(—16, 13),(—10,13), (=9, 7), (-5, 11),
(—=4,7),(-2,11),(-1,13),(-1,7),(1,7),(3,11), (4,11),(5,7), (6, 17).

The results of the fifth chapter are published in [21].
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Bevezetés

Az értekezés 6t fejezetbdl all, melyekben kombinatorikus hattérrel rendelkezd
diofantikus egyenletekkel, illetve diofantikus problémakkal kapcsolatos 4j eredmé-
nyek szerepelnek. A disszertacio eredményeit a [20], [25], [26], [27] és [21] dol-
gozatok tartalmazzak. MielGtt az egyes fejezetek legfontosabb eredményeit be-
mutatjuk, rovid attekintést adunk az altalunk vizsgalt témakrol.

Az elsé fejezetben a bizonyitasaink soran hasznéalt egyik legfontosabb mod-
szert, az ugynevezett Ellog modszert és annak egy t6link szdrmazod javitasét
[20] mutatjuk be. 1994-ben egymastol fiiggetleniil Gebel, Peths, Zimmer [14]
és Stroeker, Tzanakis [47] kidolgozott egy altalanos modszert elliptikus gor-
bék egész pontjainak meghatirozasira. Az tgynevezett Ellog mddszer képes 1
génuszu gorbék egész pontjainak meghatarozasara, legalabbis elvben (lasd [49]-
et és az ottani hivatkozéasokat). Stroeker és Tzanakis [48]-ben kidolgoztak egy
algoritmust, mely segitségével meghatérozhatd a gorbe egy olyan Mordell-Weil
bézisa, mellyel dolgozva a gorbe egész pontjaira kapott korlat a lehets legjobb.
Az els6 fejezetben megmutatjuk, hogy ha tobb bézisban parhuzamosan dolgo-
zunk, és kombinaljuk az igy ad6do informaciokat, akkor a ,legjobb” végsé korlat
is tovabb javithato. Az elss fejezet eredményeit a [20] publikéci6 tartalmazza.

A masodik fejezetben az £llog mbdszert hasznélva szdmos kombinatorikus
hatterd diofantikus egyenletet oldunk meg. Az egyik els6 ilyen jellegii ered-
ménynek Mordell [35] egy tétele tekinthetS, mely az y(y + 1) = z(x + 1)(z +
2) egyenlet Osszes egész megoldasat megadja. A késSbbiekben szamos elszort
eredmény sziiletett, amely a tekintett egyenlet Osszes egész megoldasat leirja,
lasd példaul [1], [2], [9], [31], [43], [47], [57], [58], [61] és az ottani hivatkoza-
sokat. Hajdu és Pintér [22] szisztematikusan Osszegytjtotte azokat a kombina-
torikus egyenleteket, melyek Mordell-tipust (azaz f(x) = y2, deg f = 3 alaki)
elliptikus egyenletre redukilhatéak, és a kordbban nem vizsgilt egyenleteket
megoldotta. A mésodik fejezetben szisztematikusan Osszegyiijtjiik és megoldjuk
mindazon kombinatorikus hattert egyenletet, melyek 1 génuszu egyenletekre
redukalhatoak. A méasodik fejezet eredményeit a [25] dolgozat tartalmazza.

A harmadik fejezetben masodrendii linearis rekurziv sorozatok polinom-
értékeivel kapcsolatos effektiv és explicit eredményeinket mutatjuk be. ElGszor
egy effektiv végességi tételt bizonyitunk az U,, = p(x) egyenlet egész megolda-
saira vonatkozoan. Itt U, egy nemdegeneralt méasodrendd linearis rekurziv
sorozat, p(z) pedig egy legalabb negyedfoku polinom, mely binomiélis egyiitt-
hatét, egymast kovetd szamok szorzatat, hatvanyosszeget, vagy alternalé hat-
vanyOsszeget jelol. A bizonyitas a Baker-moddszeren alapszik. Ezutan egy haté-
kony (1 génuszu gérbéken alapuld) algoritmust adunk, mely segitségével megha-
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tarozhatok masodrendd linearis rekurziv sorozatokban talalhaté kiilénb6z6 ne-
gyedfoki polinomok értékei. Végiil, részben ennek az algoritmusnak a fel-
hasznalasaval kis paraméterértékek esetén meghatarozzuk a Fibonacci, Lucas,
Pell és Asszocialt Pell sorozatban talalhato fent emlitett kombinatorikus szamo-
kat. A harmadik fejezet eredményeit a [26] cikk tartalmazza.

Balansz szamokkal és azok altalanositasaival mér tébben, t6bb szempontbodl
foglalkoztak. A negyedik fejezetben kiterjesztjiik a balansz szamok fogalméat
szdmtani sorozatokra és vizsgalataink soran tobb effektiv végességi és explicit
eredményt bizonyitunk veliikk kapcsolatban. Bizonyitasaink soran sziikségiink
van t6bbek kozott a Baker modszerre, a modularis mddszerre, a Chabauty mod-
szerre és az elliptikus gorbék elméletére. A negyedik fejezet eredményeit a [27]
cikk tartalmazza.

Az 6t6dik fejezetben bebizonyitjuk, hogy egy primitiv szadmtani sorozat
k darab egymast kovets elemének szorzata 3 < k < 54 esetén nem lehet tel-
jes 6todik hatvany. Ez a probléma szorosan kapcsolodik egy olyan klasszikus
kérdéskorhoz, mellyel sok mas matematikus mellett példaul Erdds, Selfridge,
Gy6ry, Saradha, Shorey, Tijdeman is foglalkozott. Emellett megadunk egy
pontosabb allitast abban az esetben, mikor a szorzat egy ,majdnem” teljes
otodik hatvany. Tételeink Gyory, Hajdu és Pintér [19] eredményeinek 6todik
hatvanyokra vonatkozo esetének lényeges tovabbvitelét és kiterjesztését jelentik.
Az eddigi eredmények bizonyitasdban klasszikus (f6leg algebrai szamelméleti)
modszereket hasznaltak fel. A mi bizonyitasaink egy 4j eszk6zon alapulnak: 2
génuszu egyenleteket és a Chabauty modszert (mind a klasszikus, mind az el-
liptikus verziojat) alkalmazzuk. Az 6t6dik fejezet eredményeit a [21] dolgozat
tartalmazza.

Az £llog médszer és annak egy javitasa

Elliptikus egyenletek egész megoldasainak meghatarozasaval elGszor Mordell
foglalkozott. Siegel [46] egy klasszikus eredménye alapjan ismert, hogy (bizonyos
trivialis feltételek mellett) egy ilyen egyenlet csak véges sok egész megoldassal
rendelkezik. Kés6bb Baker [3] az egyenlet paraméterei segitségével a megolda-
sokra effektiv fels6 korlatot adott.

Gebel, Peths, Zimmer [14] és Stroeker, Tzanakis [47] 1994-ben egyméstol
fliggetleniil kidolgozott egy altalanos moddszert elliptikus gorbék egész pont-
jainak meghatarozasara, mely a gorbék algebrai és geometriai tulajdonsagait
hasznélja. Az ugynevezett Ellog modszer képes 1 génuszi goérbék egész pont-
jainak meghatarozasara, legalabbis elvben (lasd [49] és az ottani hivatkoza-
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sok). A modszert réviden Gsszefoglalva azt mondhatjuk, hogy el6szor az adott
gorbe valamely Mordell-Weil bazisaban felirt egész pontjai egyiitthatéinak maxi-
muméra, N-re adunk egy fels6 korlatot. Ezutédn ezt a korlatot redukaljuk
olyan méretiivé, hogy az lehet6vé tegye a megoldasok tényleges megkeresését.
(Val6jaban a modszer ennél lényegesen altalanosabb és bonyolultabb.) Az N-re
kapott N, végs6 korlat kiszamitasdhoz az LLL-algoritmust hasznaljuk.

El6szor tomoren 6sszefoglaljuk az E1log modszer f6bb 1épéseit, melynek sorén
[49] targyalasmodjat kovetjik.

Legyen f € Z[u,v] és definialjuk a C gorbét az alabbi médon:

C:  f(u,v)=0.

Tegyiik fel, hogy C 1 génuszu. Ekkor C biracionalisan ekvivalens (egy szamtest
felett) valamely
E: y*=2°+Az+B

alaku elliptikus gorbével, ahol A, B € Q. Legyen r az F gorbe rangja, és
P, ..., P, pedig egy Mordell-Weil bazisa. Ekkor az FE gérbe barmely P racionélis
pontja felirhato

P=FP+nP+...+n.P, (11)

alakban, ahol Py egy torziopont ésn;, € Z (i =1,...,7).
Ekkor egyrészt David [11] elliptikus logaritmusokat tartalmazo linearis for-
mékra vonatkozé eredményei alapjan egy

|L(P)| > exp(—c1(log N + ¢2)(loglog N + 03)”3) (12)

alakt Osszefiiggést kapunk. Itt L(P) egy pontosan meghatarozott, elliptikus

logaritmusokat tartalmazo linearis forma (lényegében a P pont elliptikus loga-

ritmusa), N = ax |ni| és c1,co,c3 csak a C és E gorbéktdl fiiggd konstansok.
IST

Masrészt, ha feltessziik, hogy P egy, a C gorbén 16v6 egész pont képe az E
gorbén, akkor egy standard levezetés segitségével (mely az E gorbe pontjaihoz
tartozo kiilonb6z6 magassagokra vonatkozo becsléseket tartalmaz) |L(P)|-re egy

|L(P)| < cyexp(—csAN?) (13)

alaki felsg korlathoz jutunk. Itt c4 és c5 csak a C és E gorbéktsl fiiggs kon-
stansok, A pedig a (11)-ben szerepld Py, . .., P. bazishoz tartozé magassagmatrix
legkisebb porzitiv sajatértéke, vagyis fiigg a bazis megvilasztasatol.

A (12) és (13) becsléseket 6sszehasonlitva N-re egy kezdeti Ny korlat adodik.
Ez a kezdeti korlat Stroeker és Tzanakis [48] egy heurisztikus indoklasa alapjan
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10(5r*+57+28)/2 nagysagrendt lesz, vagyis tul nagy ahhoz, hogy segitségével a
kiindul6 egyenlet egész megoldéasait meghatarozzuk. A korlat azonban az LLL-
algoritmuson alapul6 eljaras segitségével redukalhato (lasd példaul [56]). Te-
kintsiik ehhez a (13) és az N < Ny egyenl6tlenségeket. Ezutan [56] 5. fe-
jezetének megfelels tételét alkalmazva N-re egy

_%
vV 65)\

alaku 1j fels6 korlatot kapunk, ahol cg egy explicit konstans, mely csak az E
gbérbe paramétereitél és egy bizonyos racs LLL-redukalt bazisdnak legrévidebb
vektoranak hosszatol fiigg. Lathato, hogy ez az 1j korlat linearis A—'/2-ben,
ami ennek a paraméternek a kiemelkedd szerepét mutatja. Stroeker és Tzanakis
[48] ezt a jelenséget tobb példan keresztiil illusztraltak. Osszefoglalva a [48]-
beli eredményeket, a legjobb N, végs6 korlat eléréséhez (11)-ben az F egy ST-
bazisat (azaz olyan bézisat, melyhez tartozd A érték a lehets legnagyobb) kell
hasznalni. Stroeker és Tzanakis [48] tovabba ki is dolgoztak egy algoritmust,
mely segitségével meghatarozhat6 egy adott gorbe egy ST-bazisa.

Hajduval [20]-ban megmutattuk, hogy egy ST-bazis hasznélata soran adoédo
Hlegjobb” végsé korlat is tovabb javithatd, ha parhuzamosan dolgozunk tobb
bézisban, és kombinaljuk az igy ad6do informéciokat. Amint latni fogjuk, az
extra informaciok begytijtése igen kis idéraforditast igényel. Megemlitjiik, hogy
az 1j modszer elsGsorban ,nagy” rangu gorbék esetén jelent lényeges elérelépést,
mivel a tartomdny, ahol a kis megoldasokat kell keresniink, (2N, + 1)" méret.

Elgszor bemutatjuk, hogyan dolgozhatunk tébb bézisban parhuzamosan. A
modszer miikodésének illusztralasdhoz elegendd két bazist tekinteniink. Tegyiik
fel, hogy By = (Pi,...,P.) az E gorbe egy Mordell-Weil bazisa, és legyen S
egy r X r tipust unimodularis matrix. Legyen By = (Q1,...,Q,) az E gorbe
azon bazisa, melyet a By-bdl az S, mint bazistranszforméacios matrix segitségével
kapunk. Legyen P az E gorbe egy racionalis pontja, mely a (11) alakban irhato
fel, és tegyiik fel, hogy P elGallithaté a

P=0Qo+mQ1+...+m.Q (14)

N <

modon is, valamely Qg torzidéponttal és mq, ..., m, egészekkel. Legyen M =

max |m;|. Elemi linearis algebrai Gsszefiiggésekbdl adodik, hogy
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Ebbél az M < sN egyenlStlenséget kapjuk, ahol s = [|S7Y| az S~! méatrix
sornorméaja. (Egy A = (a;j)1<j<i,1<i<k k x [ tipust valés elemt matrix sornor-

l -
méja ||A|| = max. > laij|.) Igy nem sziikséges az Ellog modszert mindkét bazis
i=1

esetén végigszamolnunk, elegendd ezt mondjuk B; esetén megtenniink. Tegyiik
fel, hogy a B béazis egy ST-bazis, melyben az £llog moédszert és a redukcidt
alkalmazva az N < N, végs6 korlatot kaptuk. Ekkor a Bs bazisra M < sN
alapjan automatikusan adodik az M < My := sN, kezdeti korlat. Mivel s
tipikusan ,kicsi” (altalaban legeljebb 10 koriili érték), igy My nem lesz tul
nagy, és természetesen tovabb redukéalhat6. Fontos, hogy az M, végsé korlatot
nagyon gyorsan és konnyen ki tudjuk szamolni. Ennek oka, hogy a redukcio
csak abban az esetben bonyolult és idGigényes, amikor a kiindulé korlat oriési,
mert ekkor t&bb szaz tizedesjegy pontossiggal kell szamolni. Az N, és M, végs6
korlatok szimultéan felsé korlatot adnak a P pont két kiilonb6z6 bazisbeli egyiitt-
hatéira. Osszevetve ezt a két korlatot a (15) egyenlétlenséggel, a megoldasokat
tartalmazo tartomény mérete csokkentheté. A modszer hatékonysiga a gorbe
rangjaval ardnyosan né.

1. stratégia. A B; bézishoz tartozo ngl) korlatot komponensenként préobaljuk
meg csOkkenteni. Ehhez valasszunk kiilonb6z6 ¢, j indexeket, ahol 1 < ¢,7 < r,
és egy t pozitiv egész szamot. Allitsunk el6 két 0j bazist, Bo-t és Bs-at ugy,
hogy a B béazis P; pontjat cseréljiik ki a P; + tP;, illetve a P; — tP; pontokra,
az 0sszes tobbi bazisbeli pontot érintetleniil hagyva. A By és Bz bazisokban
a redukcios eljaras a viszonylag kicsi (¢ + l)N,(,l) korlattal indul, és az N£2),
valamint Nég) végs6 korlatokat eredményezi. Ekkor egyszert szadmoléssal

NP + NP

<<
il < %

adodik. Amennyiben a jobb oldalon &ll6 kifejezés kisebb, mint NSV, agy sikeriilt
az |n;|-re vonatkozo korlatot csokkenteniink. A stratégia miikodéséhez valasszuk
minden rogzitett ¢ indexhez azt a j indexet, melyre a ¢ = 1 esetén ad6do By
és Bs bazisokhoz tartozo A értékek Osszege maximalis. Ezutadn az egyszeriség
kedvéért (valamint azért, mert az id6felhasznalast probaljuk alacsonyan tartani),
a szamolasok soran rogzitsiik a t = 10 értéket. Az eljarast iteralhatjuk, mely
egyes esetekben tovabbi javuladshoz vezethet. Tovidbba a t = 10 vélasztast az
alabbi érvelés is alatamasztja. Ha X, jeloli a ¢ értékhez tartozo A értéket (akar

a By, akar a Bs bazisban), akkor %1 /ﬁ kozel van 1-hez, amennyiben ¢

,nagy”’ . At = 10 valasztas elég nagynak bizonyul ahhoz, hogy a Bs és Bs
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bazisokhoz tartozo A értékek ,kozel” legyenek egyméashoz. Természetesen ennek
a moédszernek tobbféle variansa kidolgozhato.

2. stratégia. Stroeker és Tzanakis [48] algoritmusaval meghatarozzuk a ,legjobb”
tiz B; (i = 1,...,10) Mordell-Weil bazist, azaz azokat a bazisokat melyekhez
tartozd A sajatértékek a legnagyobbak. (Megjegyezziik, hogy az algoritmus
megadja a bazistranszforméacios métrixokat is a B; bazisra vonatkozoan. A
tiz legjobb bazis kiszamitdsdhoz nincs sokkal t&bb idére sziikség, mint ha csak
a legjobb Bj béazist akarnank meghatarozni.) Ezutan kiszdmitjuk az Né] ) (J=
1,...,10) kezdeti korlatokat. (Ahogy emlitettiik, csak az Nél) korlat kiszamitasa
idGigényes, viszont ezt akkor is ki kell szdmolnunk, ha csak a B; bazissal dol-
gozunk.) Amennyiben méar adottak a végsé korlatok, a bazistranszformécios
matrixok segitségével a P pont B; bézisbeli egyiitthatéira vonatkozé szadmos
plusz informaciéhoz jutunk. Valojaban egy egyenlGtlenségrendszert kapunk,
amely egy konvex halmazt hatéroz meg. Az ebben taldlhatd egész pontok
szama lényegesen kevesebb, mint az |n;| < N (i =1,...,r) feltételek altal
meghatarozott konvex halmazban.

Végiil megemlitjiik, hogy altalaban a 2. stratégia nagyobb mértéki javulast
eredményez, mint az 1. stratégia. Az els6 fejezet eredményeit a [20] dolgozat
tartalmazza.

1 génuszi kombinatorikus diofantikus egyenletek

A kombinatorikus hattertd, egymast kovets szamok szorzataival, hatvanyGssze-
gekkel és binomialis egyiitthatokkal kapcsolatos diofantikus egyenletek irodalma
rendkiviil gazdag. Az egyik els6 olyan eredmény, mely egy ilyen tipusu egyen-
let Gsszes egész megoldéasat leirja Mordell [35] egy tétele, mely az y(y + 1) =
x(z + 1)(z + 2) egyenlet megoldasait adja meg. A késGbbiekben szamos olyan
elszort eredmény sziiletett, amely emlitett tipust egyenletek Osszes megoldasét
meghatarozza, lasd példaul [1], [2], [9], [31], [43], [47], [57], [58], [61] és az ottani
hivatkozasokat. Hajdu és Pintér [22] szisztematikusan Osszegytijtotte azokat a
kombinatorikus egyenleteket, melyek Mordell-tipust (azaz f(z) = y?, deg f = 3
alaki) elliptikus egyenletre redukalhatoak, és a korabban nem vizsgalt egyen-
leteket megoldotta. A masodik fejezetben szisztematikusan Osszegytjtjiik és
megoldjuk mindazon fenti tipust egyenletet, melyek 1 génuszu egyenletekre re-
dukalhatéak. Megemlitjiik, hogy az irodalomban ebben az esetben is szamos
elszort eredmény ismert (lasd [40], [41], [43], [50], [51] és [60]). Az egyenleteink
megoldasa az Ellog modszer és a Magma programcsomag segitségével torténik.
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Eredményeink megfogalmazasahoz néhany jelolés bevezetésére van sziikség.
Barmely n,z € N esetén legyen

Sp(x)=1"4+2"+ ...+ (z - 1)",
I, (z)=xz(z+1)---(x+n-1).

A korabban megoldott, elliptikus egyenletekre redukalhato, IL,, (x)-et, Sy, (x)-
et illetve (7)-et tartalmazo diofantikus egyenletek a kovetkezok:

IIo(k) = 3(I) (Mordell [35]),
(k) = (é) (Avanesov [1]),
Hg(k‘) = TIs(1) (MacLeod és Barrodale [31]),
Sa(k) = ( (Avanesov [2] és Uchiyama [58]),
II3(k) = T4(1), S2(k) = (}) (Boyd és Kisilevsky [9]),
= II3 (1) (Tzanakis és de Weger [57]),
= II4 (1) (Pintér [40], lasd még [15], p. 225.),
(1) (Pintér [41] és de Weger [60]),
= (}) (de Weger [61]),
=TI, (1), 5 (I) (Pintér és de Weger [43]),
I1,, (1), ahol (m,n) = (3,6;3,6) (Stroeker és de Weger |50]),
(fl), ahol (m, n) = (2;3,4,6,8),(3;4,6), (4;6,8) (Stroeker és de Weger

|
Ss (k) = (L), S5 (k) = (1), Sm (k) = IL, (1), ahol (m,n) = (2,5;2,4), (¥) =
IL, (1), ahol (m,n) = (2,4;6),(3,6;2,4), I14 (k) = Il (I) (Hajdu és Pintér [22]).

Megemlitjiik, hogy S,, z-nek (n + 1)-ed, mig II,, n-ed foka polinomja. A
teljesség kedvéért a felleps egyenletek Gsszes egész megoldasat megadjuk, bar a
negativ értékek nem rendelkeznek kombinatorikus jelentéssel. Eredményeinket
a kovetkezs tételben foglaljuk Gssze. A tekintett egyenleteket hérom csopor-
tra osztjuk megoldasuk modszere alapjan. A téblazatokban szerepld (k,1) =
(0,17 e, Qg bl, - ,bj) JelOléS (k‘, l) S {al, - ,ai} X {bl, ey b]} roviditése.

1. Tétel. [Kovdcs, 2008] A 7-9. tdblizat elsé oszlopiban taldlhaté egyenletek
0sszes egész megolddsai rendre a tablazatok masodik oszlopdban megadott értékek.

A masodik fejezet eredmeényeit a [25] dolgozat tartalmazza.
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Egyenlet Megoldés
S3(k) = TI4(1) (k, 1) = (- LO7 3 -2, — 1,0)
S3(k) = g(1) (k,l) =(-1,0;-7,—6,—5,—4,-3,-2,—1,0)
S5(k) = (3) (k,1) = (=1,0:0,1,2), (=2, 1; )
S(k) = (3) (k,1) = (= 1001>,< 21 -1,2)
Py(k) = 114(1) (k,1) = (=1,0;—3,-2,-1,0)
Py(k) =T1Ig(1) (k, 1) = (-1,0; =7, — 6, —5,—4,-3,-2,—1,0)
Ps(k) =1Ig(l) | (k1) =(-2,—-1,0;—-5,—4,-3,-2, ,0),(8 —6,1)
Py(k) =T1Ig(1) | (k,1) =(-3,-2,-1,0;-7, —6,— —4,-3,-2,—-1,0)

7. tablazat. Runge modszerrel megoldhato egyenletek

Egyenlet Megoldas
S5(k) = (1) (k,1) = (-1,0;0,1,2),(—2,1;3)
Ss(k) = (}) (k,1) = (—1,0;0,1,2,3,4,5), (—2,1; —1,6)
S3(k) =TI5(1) (k,1) = (-1,0;-2,-1,0)
S3(k) = (1) (k,1) = (—1,0; -5, 4 —3,-2,-2,-1,0)
Ss(k) = (1) | (k1) = (=1,0;0,1),(~2,1;—1,2), (—4, 3; —23, 24),

(-9,8; 351 352)

Ss(k) = (1) (k1) = (—1,0; 0,1,2 3),( 2,1; —1,4)
55(k) = HQ(l) (kvl) = ( 1, )
S5(k) = H4(l) (kal) = (71707 3a 7 0)

8. tablazat. Mordell-tipusi egyenletre redukalhaté egyenletek
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Egyenlet Megoldas
Si(k) = () (k,1) = (—21,20; —7,10), (=6, 5; —3,6),
(=2,1;-1,4),(~1,0;0,1,2,3)

Si(k) = (}) (k1) = (=1,0;0,1,2,3,4,5,6,7), (—2,1; —1,8),

(- 09—31)(7877 —7,14), (—221,220; —10,17)

S1(k) = 114(1) (k,1) = (=16,15; —5,2), (—1,0; —3,—2,—1,0))

S1(k) = (1) (k ,l) (—1,0; 7 6 —5,—4,-3,-2,—1,0)
Sa(k) = () k1) = (-1,0;0,1,2),(-2,—1),(1,3)
Sa(k) = () ( ) =(-1,0;0,1,2,3,4,5),(1; —1,6)

Sy (k) = 1I3(1) (k1) = (-1,0;—2,-1,0)

Sy (k) = 1Is(1) (k1) = (—1,0; =5, 4 3 —2,—1,0)
53(k) = (é) (k’l) = ( , 35— ’9)7( ) ( 170§0a1)
Ss(k) = (}) (k1) = (—=2,1; — 1,4),( 1 0,0,1,2,3)
Ss(k) = (1) (k,1) = (=1,0;0,1,2,3,4,5,6,7), (—3,2; —2.,9),

(—2,1;-1,8)
Ss(k) = (1) (k,1) = (—1,0;0,1,2,3,4,5), (—2,1; —1,6)

Ss(k) = HS(Z) (k7l) = (_170; -2,-1, )

S5 (k) = 1s(1) (k1) = (—1,0,—5,—4,—3,-2,—1,0)
S7(k) = (1) (k1) = (=2,1;—1,4),(—=1,0;0,1,2,3)
S?(k) H2(l) (k7l) :( 70;_170)

So(k) = 1L,(1) 1) = (— 1,0,—3,—2,—1,0)

(5) =15() (k,1) = (0,1;—7,—6,—5, —4, 3 —1,0)
() = T0(D) (k1) =(0,1,2,3;-3,— 1,0)

(M) =1s() (k,1) =(0,1,2,3; -7, —6,—5, 4, 3,—2,—1,0)
(1) =1L() (k1) =(0,1,2,3,4,5,6,7; — 0)

(3) =1IL() (k1) = (0,1,2,3,4,5,6,7; —3,—2, —1,0)

9. tablazat. 1 génuszi egyenletre redukalhat6 egyenletek
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Kombinatorikus szamok rekurziv sorozatokban

Tételeink megfogalmazasahoz sziikségiink van néhany jelolésre és definicidra.

Legyen U = {U,}52, egy masodrendd linearis rekurziv sorozat, melyet az
Uy, Uy kezd6értékek és az U, = AU,—1 + BU,—2 (n > 2) rekurzio definial.
Itt A és B nemnulla egész szamok. Jeldlje a és 3 az U sorozat 2% — Az — B
karakterisztikus polinomjanak gyokeit. Legyen tovabbd D = A? + 4B az U
sorozat diszkriminansa. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

au:Ul—ﬁUo, bu:Ul—OéUo, C:aubu:Ulz—AUoUl—BUg.

Az U sorozatot nemdegeneraltnak nevezziik, ha C' # 0 és o/ nem egységgyok.
Ismert, hogy ha U nemdegeneralt, akkor U,, = % teljesiil n = 0,1, ...
esetén.

A tovébbiakban feltessziik, hogy B = =1 teljesiil és U nemdegenerilt.
Legyen V = {V,,}22 ;, az a méasodrendii linearis rekurziv sorozat, amelyre Vj =
2U; — AUy, Vi = AU + 2BUy és V teljesiti ugyanazt a rekurziot, mint U. A
V' sorozatot az U asszocialt sorozatdnak nevezziik. Ekkor minden n = 0,1, ...
esetén

VZ - DU? =4C(-B)" (16)

teljesiil. Vegyiik észre, hogy B = +1 alapjan (—B)™ = £1. A tovabbiakban
jeldlje F,, L,, P, és @Q,, a Fibonacci, Lucas, Pell és Asszocialt Pell sorozat
n-dik tagjat. Ezen sorozatok definicidja a kivetkezd:

Fh=0, k=1 F,=F, 1+F,» (n>2),
LO = 2, L1 = 1, Ln = Ln—l + Ln_g (n Z 2),
PO:O; P1:1; P,=2P, 1+ P,_» (TLZQ),
Qo=1, Q1=1, Qn=2Qn-1+Cn-2 (TL > 2)

Tételeinkben tobbféle kombinatorikus polinommal foglalkozunk, ezek a binomiélis
egyiitthatok, hatvanyosszegek, alternalé hatvanyosszegek és egymast kdvets egé-
szek szorzatai. A korabbiakban az alternalé hatvanyosszegek kivételével a tobbit
mér definidltuk, ez pedig az alabbi médon értelmezhets. Barmely &,z € N e-
setén legyen
Rp(z) = —1F 428 — .4 (=1)* "Lz — 1)~

Megemlitjiik, hogy Ry az z-nek k-ad foku polinomja.

Legyen U = {U, }52, a korabbi feltételeknek eleget tevs sorozat és B = £1.
A tovabbiakban az

Un = p(x) (17)
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egyenletet tekintjiik, ahol n,x egészek és n > 0. A teljesség kedvéért a fel-
1ép6 polinomegyenletek Gsszes egész x megoldasat meghatarozzuk, bar a negativ
értékek nem rendelkeznek kombinatorikus jelentéssel.

Els6 tételiink, mely egy effektiv végességi allitas, dltalanos U esetén is érvényes.

2. Tétel. [Kovdcs, 2009] Legyen k > 2 és p(x) az Sk—1(z), Re(x), i (z), (})
polinomok egyike. Ha k = 2 vagy k = 3, p(x) # Rs(x), akkor tegyik fel
tovdbbd, hogy B = 1. FEkkor a fenti jelolésekkel a (17) egyenlet egész megoldd-
saira max (n, |z|) < co(U, k) teljesil, ahol co(U, k) egy csak U-tdl és k-tol fiiggs
effektiv konstans.

A kovetkezg allitas azt mutatja, hogy a tételben szerepld feltételek sziikségesek.

1. Allitds. [Kovdcs, 2009] A 10. tdbldzat soraiban szerepls Uy, Uy, A illetve
B = —1 paraméterek segitségével képzett U sorozattal a (17) egyenlet végtelen
sok n,x egész megolddssal rendelkezik, ahol p(x) a tdbldzat utolsé oszlopiban
szerepld polinom.

Uo Uy A p(x)
1 253 254 Si(z), Ra(2), (5)
2 506 254 Iy ()
1 3759787041401 | 3760028828350 Sa(z)
7770 | 455962704852690 | 58682458798 ()
46620 | 2735776229116140 | 58682458798 II3(z)

10. tablazat. A (17) egyenlet kivételes esetei

Megjegyzés. Abban az esetben, mikor a (17) egyenlet végtelen sok megoldassal
rendelkezik, a megoldasok struktiraja speciélis, melyet Nemes és Peths irt le
[36]-ban (14sd még tovabba [37], [38]).

Szalay [52]-ban algoritmust adott (17) megoldasara abban az esetben, amikor
p(z) egy harmadfokt polinom. Mi ezt az eredményt terjesztjiik ki a negyedfoku
esetre. Legyen p(x) € Q[z] egy negyedfoku polinom,

p(x) = Agx* + Aja® + Aga® 4+ Asx + Ay,
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melynek egyiitthatoi teljesitik az alabbi Osszefiiggéseket:

4 2 4, 3 2 4 2
A0:g7A1:ib7A2:6ab +C,A3: ab® + bc’A4:ab +b c—l—d’
e e e e e

valamely a, b, ¢, d, e, ae # 0 egész szamokkal. Ekkor az x1 = z+0b helyettesitéssel

4 2
T d
az el6bbi polinom (@f1tezitd)

a (16) Osszefliggeés alapjan az

alakura transzformalhat6. Legyen y = V,,. Ekkor

yQ_D<aw‘11+cx%+d
e

)2 = 4C(-B)"

egyenletet kapjuk, melybdl az
Y2 = hyX* + 3 X? + ho X2 + b X + ho (18)
egyenlethez jutunk, ahol
Y =ey, X=2a2 hy=a’D, hs=2acD,
hy = (¢ +2ad)D, hy =2cdD, ho=d?D + 4e*C(—B)".

A (18) egyenlet egy 1 génuszi egyenlet, igy az Ellog mbodszer segitségével megha-
tarozhatjuk ennek Gsszes egész megoldasat. A Magma [8] programcsomag segit-
ségével a (18) egyenlet konkrét esetben megoldhat6. Ha hg teljes négyzet,
akkor ez az IntegralQuarticPoints eljarassal teheté meg. Kiilonbozé esz-
ko6zok és eredmények 6tvozése révén egy hatékony eljarast adunk a (18) egyenlet
megoldasara altalanos esetben. A modszer leirasat a 3. Tétel bizonyitasa tar-
talmazza. (Megjegyezziik, hogy az algoritmusunkat implementéltuk is a Magma
programcsomagban.)

3. Tétel. [Kovdcs, 2009] Tegyiik fel, hogy a kordbbi jelélésekkel 8aDd(2ad —
c?) # —64a*C(—B)"e*—c*D. Ekkor a (17) egyenletnek csak véges sok megolddsa

vann €st egészekben, és ezek a megolddsok effektiv és explicit modon meghatdroz-
hatdok.

A fejezet utols6 eredményében nevezetes masodrendti linearis rekurziv soroza-
tokban talalhatoé kiilonboz6 tipusd kombinatorikus szdmokat vizsgalunk.

4. Tétel. [Kovdcs, 2009] Legyen U € {F, L, P,Q}, p(z) € {S1(z), S2(x), S3(z),
Ty (), Ty(x), (), O3 (), 4(2), (5), (5), (5)}.  Ekkor a (17) egyenlet Gsszes
(n,x) egész megolddsdt a 11. tdbldzat tartalmazza. A tdbldzatban szerepld hi-

vatkozasok arra utalnak, hogy az aktudlis egyenletet az idézett cikkben megoldot-
tdk.
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= F, L, P, Qn
Sa(z) | [52] [52] [52] 0,2),(1,2)
Ss(z) | [52] [52] [52] R
(0,0),(0,1), (1, -1), .
_ (1171)1(215)1 _ — —
Ta(o) | G @B 67|y | (0,-1), (1, ~1),(2,3)
i@ | $0%%), -1 (9.0 1), (0, -1, (1, 1)
0, 1), (0,0), 0, —1), (0,0), (2, —2),
@) | (50 (5 0) - Gy (33| -
0, -2), (0, —1), 0, -2), (0, —1),
o) | (&30 0D - (©,-2), 0D _
0, —3), (0, —2), 0, —3), (0, —2),
m@ | oI 60 - 0 D60 -
e
(%) [53] [53] [53] —
(0,0), (0, 1), (0, 2),
@ | b2 [52] @8 (L - WA, 1y, a9

(37 72)7 (3a 5);
(6,—5),(6,8)

11. tablazat. A (17) egyenlet megoldasai konkrét esetekben
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Megjegyzés. Az U, = R3(x) egyenlet megoldasa nyitott probléma marad. A
helyettesitések soran ad6doé egyenlet 2 génusz, igy sajnos sem a Szalay altal
kidolgozott moédszer, sem az altalunk a 3. Tételben kidolgozott algoritmus nem
alkalmazhato.

A harmadik fejezet eredményeit a [26] dolgozat tartalmazza.

(a,b)-balansz szamok
Egy n pozitiv egész szamot balansz szamnak neveziink, ha
I+ 4+nmn-1)=Mn+1)+--+(n+r)

teljesiil valamely r pozitiv egész szamra (lasd [4] és [13]). A balansz szdmok
sorozatat Bj,-mel jeloljik (m = 1,2,...). Konnyen ellendrizhets, hogy By = 6
és By = 35. Behera és Panda [4] megmutattak, hogy a sorozatra a

Bm+1 =6B,, — Bm_1 (m > 1)

rekurzié érvényes. Megjegyezziik, hogy végtelen sok balansz szam létezik.

A balansz szdmokkal kapcsolatos irodalom nagyon gazdag. Liptai [28]-ban
és [29]-ben megmutatta, hogy nem létezik Fibonacci, illetve Lucas balansz szam.
Kés6bb Szalay [54] mas modszerrel belatta ugyanezt.

[30]-ban Liptai, Luca, Pintér és Szalay altalanositottik a balansz szamok
fogalmat a kovetkezSképpen. Legyen y, k, [ rogzitett pozitiv egészek, y > 4. Egy
x pozitiv egészt, ahol x < y — 2, (k,l)-hatvany szamtani kozépnek neveziink, ha

Pyt @-1Dr =@+ + -+ (-1

teljesiil. [30]-ban szamos effektiv és ineffektiv végességi tételt bizonyitottak
(k,l)-hatvany szamtani kozepekre.

Nemrégiben a ,balansz” tulajdonsagot rekurziv sorozatokban is vizsgaltak
(lasd [7]). A negyedik fejezetben kiterjesztjiik a balansz szamok fogalmat szam-
tani sorozatokra. Legyen a > 0 és b > 0 relativ prim egészek. Ha valamely n és
r pozitiv egészekre

(a+b)+--+(an—1)+b)=(an+1)+b)+---+ (a(n+7)+0b)

teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy an + b egy (a, b)-balansz szam. Jelolje B,gf’b)
(m = 1,2,...) az (a,b)-balansz szamok sorozatat. Megjegyezziik, hogy mivel

Bﬁ,}’o = B,, barmely m-re, igy a balansz szamok egy &ltaldnositasit kapjuk.
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Vizsgalataink soran tobb effektiv végességi és explicit eredményt bizonyitunk

a B,(,i ) sorozatban talalhaté kiilsnbozo polinomértékekkel kapcsolatban. Konk-
rétan, a

B = f(x) (19)

egyenletet tekintjiik, ahol m és x egészek, tovabba m > 1, f egy racionalis
egylitthatos polinom, mely egész értékid helyeken egész értéket vesz fel. Bi-
zonyitasaink soran Ping-Zhi [39], Pintér és Rakaczki [42] és Rakaczki [44] ered-
meényei mellett sziikségiink van tovabba a Wiles [62] altal kidolgozott modularis
modszerre, valamint Bennett [5] egy binom Thue egyenletekkel kapcsolatos mély
eredményére.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a (19) egyenletben a és b tetszSleges, de
rogzitett relativ prim egészek, a > 0 és b > 0.

5. Tétel. [Kovdcs, Liptai, Olajos, 2010] Legyen f(x) egy legaldbb mdsodfoki
egész egyiitthatds fépolinom. Ha a pdratlan, akkor a (19) egyenlet megolddsaira
max(m, |z|) < ¢o(f,a,b) teljesil, ahol co(f,a,b) egy csak a-tol, b-tél és f-tol
fiiggd effektiv konstans.

Kovetkezd eredményiink az f(z) = 2! esettel folalkozik, ahol [ > 2. Ebben
az esetben a (19) egyenlet megolddsa ekvivalens azzal, hogy az (a,b)-balansz
szamok kozott megkeressiik a teljes hatvanyokat.

6. Tétel. [Kovics, Liptai, Olajos, 2010] Az a? — dab — 4b*> = 1 esetén nem
létezik teljes hatvdny (a,b)-balansz szdm.

Megjegyzés. Konnyen ellenérizhets, hogy az a? — 4ab — 4b*> = 1 egyenlet
végtelen sok a,b egész megoldassal rendelkezik, ahol @ > 0, b > 0. Igy a 6.
Tétel végtelen sok (a,b) par esetén teljesen megoldja a (19) egyenletet.

A kovetkezs tételben a (19) egyenletben szerepl§ f(z) polinomot valamely
korabban definialt kombinatorikus polinomnak vélasztjuk. Pontosabban (z) bi-
nomidlis egytitthatokat, IIj (x) egymast kovets szamok szorzatait, Sk (x) hatvany-
osszegeket és Ry (x) alternalé hatvanyosszegeket tekintiink. Megjegyezziik, hogy
az (7)., Sk(z) és Ry(x) polinomok nem egész egyiitthatosak. Tovabbé, az 5.
Tétel az f(x) = Ig(x) esetben ad egy végességi allitast, azonban csak az a
paraméter paratlan értékeire.

7. Tétel. [Kovdcs, Liptai, Olajos, 2010] Legyen k > 2 és f(x) egyike az (z),
I (x), Sk—1(x), Ri(z) polinomoknak. Ekkor a (19) megolddsaira max(m, |z|) <
c1(a,b, k) teljesiil, ahol ci(a,b,k) egqy csak a-tdl, b-tdl és k-tol figgd effektiv
konstans.
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A fejezet utolso tételében az a? —4ab—4b* = 1 feltétel esetén az f(z) polinom
fenti megvalasztasai mellett kis k paraméterértékek esetén a (19) egyenlet dsszes
egész megoldasat meghatarozzuk. Konkrétan, az 0sszes olyan esetet tekintjiik,
ahol (19) 1 génuszu egyenletre redukalhato. Ezen kiviil a (19) egyenletet egy
olyan esetben is megoldjuk, mikor az 2 génuszt egyenletre vezehet§ vissza.

8. Tétel. [Kovdcs, Liptai, Olajos, 2010] Tegyiik fel, hogy a* — dab — 4b* =
1. Legyen £(z) € {(3), (5), (2), My (2), Ty (2), Ty (x), S (), Sa(x), Sa(x), S5(x)}.
Ekkor a (19) egyenlet (m,x) megolddsai pontosan azok, melyeket a 12. tdbldzat
tartalmaz. A megolddsokhoz tartozé (a,b) paraméterekre minden esetben az
(1,0) érték adédik.

f(z) A (19) egyenlet megoldasai
(g) (1’_3)’(1’4)
(s) (2,-5),(2,7)
(Z) (27 _4)7 (27 7)
H2($) (1a_3)7(1a2)
H3($) (17_3)7(1’1)
114 (x) -
Sl(x) (15_4)7(1’3)
S2($) (37 —8), (37 )7 (5’ _27)7 (5 28)
S3() -
Ss(x)

12. tablazat. A (19) egyenlet megoldasai

Megjegyzés. To6bb olyan kapcesolodo egyenletet is tekintettiink, melyek 2
génuszi egyenletekre vezettek vissza, azonban bizonyos technikai nehézségek
miatt ezeket nem tudtuk megoldani a Chabauty moédszerrel. Ellendriztiik,
hogy az a? — 4ab — 4b? = 1 feltétel mellett a (19) egyenletnek nincs egyetlen
,kis” megoldasa sem (vagyis olyan megoldasa, melyre |z| < 10000) az f(z) €
{(%), (%), Ug(x),s(x), S7(x)} esetekben.

A negyedik fejezet eredményeit a [27] cikk tartalmazza.
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Szamtani sorozatban allé6 6todik hatvanyok

Erdss és Selfridge [12] egy {innepelt tétele azt mondja ki, hogy egymast kovetd
porzitiv egészek szorzata nem lehet teljes hatvany. Az

r(x+d)... (x4 (k-1)d) =by" (20)

egyenlet ennek a problémanak egy természetes altalanositasa. Itt x,d, k,b,y,n
nem-nulla egészek, ged(z,d) =1, d> 1,k >3, n > 2 és P(b) < k, ahol P(u)
az u nem-nulla egész legnagyobb primosztojat jeloli és megallapodas szerint
P(£1) =1.

A (20) egyenlet irodalma rendkiviil gazdag. Az egyenletet d = 1-re Saradha
[45] (K > 4 eset) és Gy6ry [16] (K < 4 eset) teljesen megoldotta. A d > 1
esetben most csak azon eredményekre szoritkozunk, ahol régzitett k mellett a
(20) egyenlet Osszes megoldasat megadtak. Erdss egy sejtése szerint a (20)
egyenletnek k£ > 3 és b = 1 esetén nincs pozitiv egész megoldésa. Nemrégiben
Erdés sejtését a k kiillonbozs értékeire sikeriilt altalanosabb alakban igazolni;
lasd [17], [18], [6], [19]. Mi az n = b esetre koncentralunk. Az erre a kitevére
vonatkoz6 legjobb eredményt a kovetkezd tétel tartalmazza, mely [17] (k = 3
eset), [18] (k = 4,5 esetek), [6] (kK = 6,7 esetek) és [19] (8 < k < 34 esetek)
megfelels eredményeinek otvozete. (Megjegyezziik, hogy az emlitett eredmények
az altalanos n > 2 esetre vonatkoznak.)

Tétel A. A (20) egyenlet Gsszes megoldasan = 5,3 < k < 34 és P(b) < Py
esetén, ahol

2, hak =34,

3, ha k =5,
P, =<5, hak=6,7,

7, ha 8 <k <22,

k

L ha23<k<34

2

az alabbiak:
(k,d) = (8,1), z € {—10,—-9,-8,1,2,3}; (k,d)=(8,2), z € {-9,-7,—-5};

(k,d) = (9,1), = € {~10,-9,1,2}; (k,d) = (9,2), € {9, -7};
(k,d) = (10,1), z € {—10,1}; (k,d,z) = (10,2, —9).
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Az n =5 kitevs esete specialis. Rogzitett k és n > 2 esetén a (20) egyenlet
vizsgélatanak legfontosabb eszkoze a modularis modszer, melyet Wiles [62] fej-
lesztett ki. Azonban ez a modszer csak ,nagy” kitevsk, tipikusan n > 7 esetén
dolgozik eredményesen. Emiatt a ,kis” kitev6ket kiilon kell kezelni.

Az n = 2,3 kitevGket mar tobb 6nallé cikkben vizsgaltdk. Az n = 2 és
pozitiv x esetén a (20) egyenletet néhany kivételes esettdl eltekintve Hirata-
Kohno, Laishram, Shorey és Tijdeman [24] &k < 100-ra, b = 1 esetén pedig
k < 109-re teljesen megoldotta. Legfontosabb eszkézeik az elliptikus gorbék és
a kvadratikus maradékok voltak. Késébb a kimaradt kivételes eseteket Tengely-
nek [55] a Chabauty modszer segitségével sikeriilt kezelnie.

Az n = 3 esetben f6ként kébmaradékok, illetve emellett az elliptikus gérbék
és a Chabauty modszer hasznélataval a (20) egyenletet k < 32-re Hajdu, Tengely
és Tijdeman [23] teljesen megoldotta, ahol P(b) < k, ha 4 < k < 12 illetve
P(b) < k, ha k = 3 vagy k > 13. Tovabba b = 1 esetén megoldottak (20)-at
k < 39-re.

Az n =5 esetet kordbban nem vizsgaltak meg kozelebbrsl. Az eddigi ered-
ményekben f6leg Dirichlet és Lebesgue klasszikus eredményeit hasznaltak fel,
lasd példaul [19]. Ennél a kitevonél az elliptikus gorbék nem hasznalhatéak. Az
otodik fejezetben megmutatjuk, hogy a Chabauty médszer nagyon hatékonyan
alkalmazhat6. Eredményeink igazolasdhoz nagy szdmu 2 génuszi egyenletet
oldunk meg a Chabauty moddszerrel, majd egy ezeken alapuld szitarendszert
dolgozunk ki.

A fejezet elss tétele lényegesen kiterjeszti Tétel A-t a legérdekesebb esetben,
azaz b = 1 mellett. Egy z,z +d,...,z + (k — 1)d alaka szamtani sorozatot
primitivnek neveziink, ha ged (z,d) = 1.

9. Tétel. [Hajdu, Kovdcs, 2011] Egy primitiv szdmtani sorozat k darab egymdst
kévetd nem-nulla elemének szorzata 3 < k < 54 esetén sohasem 6tédik hatvdny.

A 9. Tétel a kovetkezs eredménybdl rogton kovetkezik. A tétel kimondasédhoz
egy tovabbi fogalomra van sziikségiink. Egy x,z +d,...,z 4+ (k — 1)d szam-
tani sorozatot trividlisnak neveziink, ha d < 5 és |z + id| < 15 valamely
i=20,1,...,k — 1 esetén. Tovabba, a (20) egyenlet egy megoldésat trividlisnak
nevezzik, ha az egyenlet bal oldalan all6 z,z+d, ...,z + (k—1)d tagok trivialis
szamtani sorozatot alkotnak. Erre a fogalomra a trivialis megoldéasok igen nagy
szama miatt van sziikség. Fontos megemliteni, hogy a (20) egyenlet trivialis
megoldasai rogzitett k esetén konnyen felsorolhatoak.

10. Tétel. [Hajdu, Kovdcs, 2011] A (20) egyenlet nemtrividlis megolddsai n =
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5,3<k <24 és P(b) < Py esetén
(k,d) = (3,7), x € {-16,—-8,-6,2};

(k,d) = (4,7), x € {~16,—-15,-12, -9, —6, —5};

(k,d) = (4,11), z € {-27,-6}; (k,d) = (5,7), z € {—16,—12};
(k,d) = (5,11), = € {—36,—32, —12, -8}
(k.d) = (5,13), x € {—40,-27, —25, —12};

(k,d) = (6,7), x € {—32,-25,—10, —3};

(k,d) = (6,9), z € {—25,-20}; (k,d) = (6,13), = € {—40,—25};
(k,d) = (7,7), = € {—39,-32, —27,-22, 20, —15, —10, —3};
(k,d) = (8,7), @ € {—39,-27,—22, —10};
(k,d) = (9,7), = € {—39, 34,32, —24, —22, —17};

(k,d) = (10,7), = € {—39,—24},

ahol a Py értékek az aldbbi mddon vannak definidlva:

k 3 1 5 6 7.8
P, 3 5 7 11 13
k [9,10,11,12 [ 13,14,15 | 16,17 | 18,19, 20,21,22,23 | 24
P, 17 19 23 29 31

Vegyiik észre, hogy a 10. Tételben k > 4 esetén Py > k, ami ujszerd a (20)
egyenletre vonatkozodan.

A 10. Tétel azonnal ad6do kovetkezménye az alabbi allitas, mely a P(b) < k
esetre vonatkozik. Megemlitjiik, hogy méar ez az eredmény is jelentss javitasa a
Tétel A-nak, kiilonos tekintettel a P(b)-re vonatkozo feltételt illetGen.

1. Kovetkezmény. [Hajdu, Kovdcs, 2011] A (20) egyenlet dsszes nemirividlis
megoldasa n =5 és 3 < k < 36 esetén az alabbi:

(k,d) = (3,7), = € {~16,-8,-6,2}; (k,d) = (5.7), = € {~16, —12}.

39



A k > 4 esetben a 10. Tétel bizonyitasanak kulcsa az utolsé allitasunk.
Ezt az allitast egy 2 génuszi egyenleteken és a Chabauty moddszeren alapuld
szitarendszer segitségével igazoltuk.

Vegyiik észre, hogy egy z1 < ... < 2z novekvs szamtani sorozat esetén
szimmetria alapjan azt kapjuk, hogy —z; < ... < —z; is egy novekvs szadmtani
sorozat. Igy minden hasonlé szimmetrikus szamtani sorozat parbol elegends
csak az egyiket megadni.

11. Tétel. [Hajdu, Kovdcs, 2011] Legyen 4 < t < 8 és zg < z1 < ... < zt_1
egy nemtrividlis primitiv szamtani sorozat. Tegyik fel, hogy

20 = box{), 21, = by, @5, 25y = by xS 21 = by12)_y
teljesil valamely 0 < iy < i3 < t — 1 indexekre gy, hogy P(bob; bibi—1) < 5.
Ekkor a zg,...,z_1 szdmtani sorozat zg kezddtagja és z1 — zg differencidja a

t=4,5,6,7,8 értékek esetén szimmetridtol eltekintve az aldbbiak kézil valo:
t=4:(-9,7),(-6,7),(—6,11), (=5,7);

t=5:(—32,17), (—25,13), (—20,11), (—16,13), (—=12,7), (—12,
(—12,13),(-10,7),(-8,7), (— 811)( 7)( 3,7),(—1 (2
(4,7),(4,23);

(—125,61), (—81,17), (—30, 31), (—25,8), (—
7),(—20,9), (—20,13), (—20, 19), (—20, 2
3),(-15,23),(-10,7),(—10,11),(-8,7)
)

=6:
5’
5 9 )

,(—1,13),(1,7),(5,11);

/\/\/\w
»—Ar—tw

1
1
,11

(—54,29), (—48,23), (—30,11),
7),(—18,11), (—18,13), (—18,19), (—16, 1
)7( 1077)7( ’ )( 6 11))( 4’9)5(_3a
3,7),(6,7),(8,7), (9, 11) (18,7);

~

t=

(—24,1
(—12,7
(—2,17

9

7: (=54, 19)
24,13), (—18,
2,7),(~12,1
)

(—12,11
(2,13),(
t =8:(—405,131), (—125,41), (—100,49), (—32,11), (—

(—27,13), (—25,19), (—24,7), (=16, 13), (—10,13), (=9, 7),
(=4,7),(=2,11), (=1,13), (=1,7), (1,7), (3,11), (4, 11), (5

Az 6t6dik fejezet eredményeit a [21] cikk tartalmazza.
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