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1. Bevezetés

A szamitogépes grafika és a szamitdgéppel segitett tervezés mar teljes
mértékben a mindennapjaink részévé valt, s rengeteg teriileten lelheto
fel a hasznalata. A szamitégépes tervezorendszerek altal el6allitott
modellekkel talalkozhatunk tobbek kozott az animéacios filmek és
videojatékok vilagaban, a manapsag teret nyero virtualis valosag rend-
szerekben és a 3D nyomtatas teriiletén is. Ezen rendszerek alapvetd
fontossaguva valtak a mérnoki tervezés és gyartas soran is.

A szamitogépes geometriai tervezés hosszi multra tekint vissza,
és a klasszikus modszerek leginkabb a kontrollpontalapi modellezés
elveit kovetik (Farin, 2002; Farin, J, & Kim, 2002; Hoschek & Lasser,
1993; Piegl & Tiller, 1995). A hagyomanyos megkozelitéseken tul
ismertek tovabba olyan mdédszerek, amelyekkel az eléallitott feliletek
& Juttler, 2019; Piegl & Tiller, 2000, 2002; Yang & Zheng, 2012).

Az utobbi években nyert teret egy ujfajta modellezési lehetOség,
amely soran a modellez6 mas tipusi objektumok segitségével adhatja
meg a kivant modellt, példaul kérok vagy gombok felhasznélasaval. A
kor- és gombsorozatok burkolasara szolgdlé médszerek napjainkban
egyre nagyobb figyelmet kapnak, hiszen hasznalatuk a modellezési fo-
lyamatot gyorsitja és konnyiti meg. Sok esetben a konvencionélis, pont-
alapt modellezési lehetoségekhez képest rugalmasabb, konnyebben
hasznalhato alternativat jelenthetnek olyan alkalmazési tertileteken,
mint példaul a molekularis biol6gia (Cheng & Shi, 2009; Connolly,
1983; Edelsbrunner, 1999; Kruithof & Vegter, 2006), érrendszerek
modellezése (Piskin, Unal, Arnaz, Sarioglu, & Pekkan, 2017; Rossig-
nac, Whited, Slabaugh, Fang, & Unal, 2007; Wang, Fu, Wang, Wu,
& Zhou, 2016), miivészetek (Leymarie & Aparajeya, 2017; Mesnil,
Douthe, Baverel, & Léger, 2018), valamint animéciés filmek és jatékok
(Spore™ (Electrionic Arts), ZSpheres® (Pixologic Inc.)).

A tovabbiakban burkolasnak nevezziik azon modellezési folyama-
tot, amikor egy, a felhasznalé altal megadott diszkrét korsorozathoz
(gombsorozathoz) allitunk elé burkoldgérbepart (burkoléfeliletet). Az



ilyen médszerek altal eredményezett gorbéket (feliletet) burkolénak
hivjuk. A gémbalapti modellezés egyik gyakran hasznalt forméja,
mikor a gobmbokhoz eldallitott burkolo tertiletfelosztasos moédszerrel,
un. subdivision feliilletként jon 1étre. Ilyen modellek hasznalatosak
példdul a ZSpheres® (Pixologic Inc.) modellezd szoftverben, valamint
a Spore™ (Electrionic Arts) szdmitégépes jatékban. Azonban ezek
hasznéalata esetén nem garantélt, hogy a kapott feliilet érinti a kiindu-
lasi gomboket, és felléphet a feltilet torzulasa is. A diszkrét burkolasi
technikak egy masik csoportjat alkotjak azon modszerek, amelyek-
nél matematikailag pontosan definialt polinomialis vagy raciondlis
gorbék és feliiletek a burkolési folyamat eredményei. Ide sorolhatok
példaul az olyan altalanositott Bézier-gorbék, amelyeknél kontroll-
pontok helyett koroket és gomboket hasznalunk (Lin & Rokne, 1998;
Mestetskii, 2000; Wu, Seah, & Zhou, 2007). Ezen mddszerek egyik
alkalmazasi teriilete példaul a kalligrafia (Klimenko, Mestetskiy, &
Semenov, 2008, 2017; Seah, Wu, Tian, Xiao, & Xie, 2005; Wang et
al., 2016), de elméleti hatteriik is aktudlisan kutatott (Ao et al., 2018;
Chen & Yang, 2004; Fu, Wu, Wang, Zhou, & Zheng, 2018; Liu, Wang,
Wu, Zhang, & Liu, 2020). Léteznek olyan algoritmusok is, amelyek
a burkoldkat iterativan allitjak eld. Ilyen példaul Slabaugh és mun-
katdrsainak moédszere (Slabaugh, Rossignac, Whited, Fang, & Unal,
2010; Slabaugh, Unal, Fang, Rossignac, & Whited, n.d.), azonban ez a
modszer igen szamolasigényes, valamint az iterativ jelleghdl addédoan
egy kiindulasi helyzetet is sziikséges megadni. A létrehozott burkolot
egy energiafiiggvény minimalizdlasaval probéljak optimalizalni, de a
konvergencia nem bizonyitott. Kunkli Roland és Hoffmann Miklés
egy olyan burkolémédszert (Kunkli & Hoffmann, 2010) mutatott be,
amely egzakt, valos idejii megoldast nyujt klasszikus geometriai esz-
kozokre alapozva. Az elkovetkezd években pedig tobb olyan médszer
jelent meg (Bana, Kruppa, Kunkli, & Hoffmann, 2014; Bastl, Kosinka,
& Lavicka, 2015; Kruppa, Kunkli, & Hoffmann, 2019; Kunkli & Hoff-
mann, 2010), amelyek hasonlé megkozelitéssel tekintenek a burkolas
problémakorére. Ezeknek kozponti kérdése az érintési pontok és érin-
tési korok meghatarozasa, amelyek mentén a burkold érinteni fogja az



objektumokat. Erdemes tovdbbé megemliteni, hogy az ilyen, diszkrét
értelemben vett burkolémoédszerek elméleti vizsgalata is megjelenik
a szakirodalomban (M. Hoffmann, Monterde, & Troll, 2015; Tornai,
2012).

Fontos kiemelni, hogy az eléz6ekben bemutatott modszereknél nem
a klasszikus, folytonos értelemben vett burkolasrol van itt szo, hiszen
nem egy egy- vagy kétparaméteres kor- vagy gémbsereg burkoléjat al-
litjuk el6. Ha adott egy egyparaméteres korsereg, amely implicit vagy
paraméteres moédon ismert, akkor matematikailag pontosan meghata-
rozhaté azon gorbepar, amely a korsereg minden tagjat egy pontban
érinti (Bruce & Giblin, 1992; Kalman, 2008, 2013; Yates, 1974). Ellen-
ben a fent emlitett diszkrét burkolasi feladat soran véges elemszamu
korsorozat tagjaihoz allitunk el6 specidlis burkologoérbéket. Tovabbi
kiilonbséget jelent, hogy mig egy egyparaméteres korsereg burkolasa
soran az érintési pontokban vett derivaltaknak kell megegyezni, addig
diszkrét burkolas soran elegendének tekintjiik, ha az érintoegyenesek
egyeznek meg az érintési pontokban. Hasonloképp rokon fogalom a kép-
feldolgozas teriiletén jol ismert kozéptengely-transzforméacio. Ha egy
adott sikbeli alakzathoz szeretnénk meghatarozni az alakzat vazat, ak-
kor az alakzatot leird kozéptengely-transzformaciot, és azzal egyiitt az
alakzatba beirhaté maximalis sugari koroket szokas tekinteni. Amint
rendelkezésre all a kozéptengely-transzformécio, rekonstrualhatéd az
alakzat konturja. Lathatjuk, hogy a burkolas ehhez a tertilethez is kap-
csolodik, azonban itt is alapvetd kiilonbségek vannak. A burkolassal
ellentétben a kozéptengely-transzforméacio egy folytonos koérsorozatot
reprezental, valamint burkolas esetén nincs kiindulasi alakzat, nincs
feltételezve egy adott tartomany. A két teriilet kapcsolodasat vizs-
galja Blasitz ez irdnyban valé kitekintése (Blaschitz, 2014), valamint
megmutatkozik a lehet6ség Leymarie és mtsai. (Leymarie, Aparajeya,
& MacGillivray, 2014) miivében is.

Az értekezésben bemutatott eredményeinket ezen emlitett terii-
leteken értiik el (Bana et al., 2014; Kruppa, 2020; Kruppa et al.,
2019). A 2. fejezetben a disszertacié alapjaul szolgalé burkolomod-
szerek miikodési elveit, valamint a kozéptengely-transzformaciok és



az R*»! Minkowski-térben értelmezett gérbék matematikai hatterét
tekintjitk at. A 3., 4. és 5. fejezet tartalmazza az 6ndllo eredményeket.
A 3. fejezetben a Kunkli és Hoffmann burkolémédszerén (Kunkli
& Hoffmann, 2010) alapuld, térbeli eligaztatdsokat lehetévé tevd
modszeriinket mutatjuk be. A kévetkezo, 4. fejezetben pedig azon
burkolémoddszeriinket, amely tovabbfejleszti a Bastl és mtsai. altal
ismertetett technikat (Bastl et al., 2015). Végiil, az 5. fejezetben a
kozéptengely-transzformaciékhoz, specidlisan az in. Rational Envelope
(RE) gorbékhez kapcsolodé eredményeinket ismertetjiik, hogy miképp
lehet ezen gorbéket diszkrét burkolasi feladatokra alkalmazni.






2. Matematikai hattér

Ebben a fejezetben attekintjiikk azon matematikai és geometriai hatte-
ret, valamint azokat a szamitogépes grafikaban hasznalt médszereket,
amelyek kiindulasi alapjaként szolgalnak az értekezésben bemutatott
eredményeknek.

2.1. Diszkrét burkolémodszerek
2.1.1. Kunkli és Hoffmann maddszere

Kunkli Roland és Hoffmann Miklés eredménye (Kunkli & Hoffmann,
2010) uttorének szamit abban az értelemben, hogy lehet6vé tette a
valds idejili, diszkrét kor-és gombsorozaton alapulé modellezést klasszi-
kus geometriai médszerekkel, nem iterativ médon. A médszer szamos
elényos tulajdonsaggal rendelkezik, és a késobbiekben megjelent burko-
lémodszerek Osszehasonlitasi alapjava is valt. A kovetkezékben roviden
attekintjiik a modszeriiket.

2.1. Definicié (Megengedett korsorozat (Kunkli & Hoffmann, 2010)).
Tekintsik a C = {c1,ca,...,cn},n € N rendezett kérsorozatot, és a
korok dltal hatdrolt D = {dy,da, . ..,d,} kirlapokat! A C kérsorozatot
megengedett kirsorozatnak nevezzik, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:

edig U d;, i=12...n,

J=L1j#i
o dind; =0, ij=1,2...n jé{i—2i—1/i+1i+2}
e ha di,1 ﬂdiﬂ 7é @, akkor di,1 ﬂdprl C di, 1= 2,3,...,71— 1.

2.2. Definicié (Burkolégorbék (Kunkli & Hoffmann, 2010)). Egy
C={c1,c2,...,cn}, n € N, megengedett korsorozat esetén az s(t) és
S(t) gorbét ,bal” és ,,jobb” oldali burkolégorbének nevezzik, amennyiben
legalabb G*-folytonosak, és teljesitik az alabbi feltételeket minden c;
kor (i =1,2,...,n) esetén:



o Az s(t) gorbe c¢;-t a p; pontban érinti. Az 8(t) gorbe esetén pedig
a p; pontban.

o Az s(t) gorbe esetén az o; kézépponti, ¢; korhoz tartozo p;
érintést pontban vett érintovektor irdnya az o; — p; vektor pozitiv
normdlisinak irdnydval egyezik meg. Hasonldan, a p € s(t) pont
esetén a vektor negativ normalisinak iranydval egqyezik meg.

n

ep,pi¢t U d;, i=12... n

=1

A 2.1. definicioval kizarasra keriilnek azon esetek, amikor nem
lehetséges két érintési pontot meghatarozni minden egyes koron. A 2.2.
definicié alapjan pedig a bal és jobb oldali burkolégorbéket kiilonitjitk
el egymastol. Ezeknek megfeleléen hasznaljuk a késébbiekben a bal
és jobb oldali érintési pont kifejezést is.

Az érintési pontok helyzetének a meghatarozasa a burkolémodsze-
rek egyik legszignifikdnsabb lépése. Kunkli és Hoffmann ezt feladatot
ciklografikus megkozelitéssel (Bacsé & Papp, 2006; Krames, 1929)
oldja meg, és az Apolloniusz-feladat specialis megoldasait hasznaljak
fel. Az érintési pont eléallitashoz a ¢;_1, ¢;, ¢;11 kérharmast tekintjik,
és azon két kort hatarozzuk meg, amely a harom kort rendre beliilrdl,
illetve kiviilr6l érinti (lasd a 2.1. abréat). Az a két pont lesz a ¢; kor
érintési pontja, amelyekben az emlitett két Apolléniusz-kor érinti a ¢;
kort. A korsorozat els6 és utolsé eleméhez az érintési pontok a ¢q és
co, valamint a ¢,_1 és ¢, kozos kiilsé érintoegyeneseivel hatdrozhatok
meg. A modszer kovetkezo 1épése a kapott érintési pontok szétvalasz-
tasa a bal és jobb oldali burkolégorbe eléallitasahoz, azaz p; és p;
megkiilonboztetése. Ehhez a moédszer a harom kor hatvanypontjat
hivija segitségiil.

A burkolbgorbék létrehozasahoz a szomszédos ¢; és ¢; 1 koroket
(1 =1,2,...,n — 1) tekintjik, a mddszer kovetkez& 1épése pedig az
érintési pontokban vett érintévektorok meghatarozasa. Az érintévekto-
rok irdnya a 2.2. definicié alapjan hatdrozhaté meg, viszont a vektorok
hosszanak megvalasztasa nem trivialis. Ehhez Kunkli és Hoffmann
az érintési pontoknak a korok hatvanyvonalatol vett tavolsagat veszi
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2.1. 4bra. Erintési pontok meghatérozésa az Apolléniusz-feladat két
megolddsanak segitségével Kunkli és Hoffmann médszerében (Kunkli
& Hoffmann, 2010).

alapul. Az algoritmus utolsé 1épése azon Hermite-iv elallitasa, amely
interpolalja az érintési pontokat és adottak ezekben az érintovektorok.
Az ily médon kapott, egyméshoz G'-folytonosan csatlakozé Hermite-
ivek alkotjak a bal és jobb oldali s(t) és s(t) burkolégorbéket. Az
algoritmus eredményét szemlélteti a 2.2. abra. Fontos megjegyezni,
hogy mivel az érintési pontok az Apolloniusz-feladat megoldasaibdl
szarmaznak, garantalt, hogy nem esnek a szomszédos korok belsejébe.
Ez az elvaras a 2.2. definiciéban is szerepel.

Kunkli és Hoffmann altalanositotta a moédszert magasabb dimenzié-
ba is, ezaltal lehetévé téve egy diszkrét gombsorozat burkoléfeliiletének
az el6allitasat. A térbeli kiterjesztést részletesebben a 3.1. szakasz-
ban mutatjuk be, ugyanis erre a médszerre alapozva dolgoztunk ki
egy olyan megoldast, amelynek segitségével eldgazasokkal rendelkezo
komplex struktirahoz allithatunk elé burkoléfeliiletet (Bana et al.,
2014).

2.1.2. Bastl és munkatarsainak mddszere

Bastl és mtsai. egy olyan tjfajta burkolémodszert (Bastl et al., 2015)
mutattak be, amelynél a cél szintén egy legalabb G'-folytonos bur-



2.2. abra. Korsorozat burkoldsa Kunkli és Hoflmann moddszerével
(Kunkli & Hoffmann, 2010).

kologorbepar eloallitasa egy megengedett korsorozathoz, azonban a
koroket a burkolégorbék nem csak egy-egy pontban, hanem akar
egy koriv mentén is érinthetik. Mig Kunkli és Hoffmann médszeré-
nél az érintési pontok eléallitdsa egységesen az Apolléniusz-feladat
megoldasan alapszik, Bastl és mtsai. mdédszerénél sokkal inkabb al-
goritmikusabb a megkozelités. A modszer elso 1épése, hogy a ¢; és a
szomszédos korok kozos kiilso érintoegyenesei segitségével meghata-
rozzuk a q; és p; érintési pontokat a ¢; koron. Ha ¢;_1 és ¢;, vagy ¢;
és c¢;11 metszik egymast, és a q; és p; pontok valamelyike a ¢;_; vagy
ci+1 belsejébe esik, akkor rendre a megfelel6 metszéspontot kell venni
az eredeti érintési pont helyett. A korok pozicidjatdl fliiggben vagy a
kapott két pontban és az altaluk hatarolt koriv mentén, vagy pedig a
koriv egy bizonyos pontjaban fogja érinteni a burkolé a ¢; kort. Lasd
a 2.3. abrat. A burkologorbék eloallitasahoz sziikséges érintovektorok
hosszat az érintési pontok tavolsaga alapjan hatarozza meg a modszer,
megkiilonboztetve azon eseteket, amikor a vizsgéalt korhoz egy érintési
pont tartozik, és amikor koériv. Ez a nem szokvanyos megkozelités sok
esetben el6nyos kimenetet biztosit, azonban tébb problémat is felvet.
A 4.1. szakaszban részletesebben bemutatjuk ezen hianyossagokat,
ugyanis médszeriink (Kruppa et al., 2019) tobbek kozott ezekre is
megoldast nyjt.

Bastl és mtsai. bemutattak egy algoritmust, amely lehetové te-
szi sikbeli, eldgazasokkal rendelkez6 strukturak burkolaséat, valamint
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q;, Pi

Ci+1

Ci—1

2.3. dbra. Bastl és mtsai. mddszerével (Bastl et al., 2015) a burko-
logorbe a ¢; kort vagy egy pontban vagy egy koriv mentén fogja
érinteni.

altalanositottdk modszeriiket bizonyos tipust konvex sikbeli alakza-
tokra is. Eredményeiket kiterjesztették a haromdimenziés térbe a
Kunkli és Hoffmann altal javasolt eljaras, valamint egy cséfeliiletek
Osszemosasan alapulé modszer (Bizzarri & Léavicka, 2013) segitségével.

2.2. A kozéptengely-transzformaciokrol

A kozéptengely és kozéptengely-transzformécié fogalmat Blum ve-
zette be (Blum, 1967) alakzatok vazanak meghatarozasara. Ezek a
képfeldolgozas alapfogalmaiva valtak széleskorii alkalmazési teriilet-
tel (Baran & Popovié, 2007; Shapira, Shamir, & Cohen-Or, 2008;
Tkach, Pauly, & Tagliasacchi, 2016; Tsogkas & Dickinson, 2017). A
vaz definici6jat Calabi nevéhez (Calabi, 1965) kotjik: egy objektum
vazat az objektumba irhaté maximalis sugart korok kozéppontjai
adjék. Choi és mtsai. (Choi, Choi, & Moon, 1997; Choi, Han, Moon,
Roh, & Wee, 1999) matematikai alapokra helyezve definidlték ezen
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fogalmakat, illetve bevezették az in. burkoléformulat is, amelynek
segitségével a kozéptengely-transzformacié ismeretében eléallithato,
azaz rekonstrualhato az alakzat kontirja.

Jeloljon Q egy R2-beli zart, korldtos, dsszefiiggd tartomanyt, vala-
mint B,(p) egy p kézéppontt, r sugaru kérlapot! Ekkor a kovetkezd
definicidkat vezetjiik be.

2.3. Definicié ((Choi et al., 1997)). Az Q tartomdnyba beirhato
korlapokat a

D(Q) ={B.(p) | B:(p) C 2}

halmaz jeloli.

2.4. Definicié ((Choi et al., 1997)). Az Q tartomdnyba beirhato
maximalis sugaru kérlapok halmazanak a

CORE(Q) = {B.(p) € D(Q) | ha B,(q) € D(Q) A B,(p) C B,(q),
akkor B,.(p) = Bs(q)}

halmazt nevezzik.

2.5. Definicié (Kozéptengely (Choi et al., 1997)). Az Q tartomdny
kézéptengelyének nevezzik a CORE(Q)-beli korlapok kozéppontjainak
halmazat, azaz az

MA(S) = {p € © | B,(p) € CORE(Q)}
halmazt.

2.6. Definicié (Kozéptengely-transzforméaci6 (Choi et al., 1997)). Az

ez

beli korlapok kézéppontjaibol és sugaraibol dallo rendezett pdarok
MAT(Q) = {(p,r) € @ x (R* U{0}) | B.(p) € CORE(Q)}

halmazdt.
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2.7. Definicié ((Choi et al., 1997)). Ha tekintink egy B(p) € CORE(Q)
korlapot, akkor a kérlaphoz tartozé C(p) érintési pontok (hatdrpontok)
halmaza a

C(p) =0 (B(p)) NI (Q)

halmaz, ahol O (B (p)) és 0 (Q2) rendre a kérlaphoz tartozd kérvonalat
és a tartomdany hatdarvonaldt (kontirjdt) jeloli.

Ezen definiciék birtokaban mar bevezethetjiik az tn. burkoléfor-
mulat.

2.1. Tétel (Burkoléformula (Choi et al., 1997)). A ~v: [a,b] — MAT(2),
v(t) = (p(t),r(t)) leképezés esetén, ha p(t) egy legalabb egyszer foly-
tonosan differencidlhatd gorbe, melyre Vt € [a, b] esetén teljesiil, hogy
lp'(t)|| =1, és a p(t) ponthoz két hatdrpont tartozik. Ekkor a C(p(t))
érintési pontok halmaza pontosan kételemi, és ezen érintési pontok

x5(t) = p(t) + r(0) (' (0P (1) + alt)y/T - (2)?)

alakban adhatok meg, ahol q(t) a p'(t) vektor pozitiv normdlisa. Az
xT,x7: [a,b] — R? gorbéket a v dltal meghatdrozott burkoldgirbéknek
nevezziik.

A 2.1. tételben leirt burkoléformula altalanosithaté nem termé-
szetes paraméterezést p(t) gorbére is (Moon, 1999), ekkor az érintési
pontok

—r(8)p/(£) £ a(t)/ | ()2 — 7 (1)?
()|

x*(t) = p(t) + r(t)
alakban irhatok fel.

2.2.1. Kapcsolat a ciklografiaval

Erdemes megfigyelni, hogy a bemutatott kozéptengely-transzforméacio
és a hozzatartozé burkolok fogalma megjelenik a ciklografiaban is
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(Farin, Hoschek, & Kim, 2002; C. Hoffmann, 1992; Krames, 1929;
Peternell, Odehnal, & Sampoli, 2008; Peternell & Pottmann, 1998;
Pottmann & Peternell, 2000; Pottmann & Wallner, 2010).

Tekintsiitk azt a ¢ ciklografikus leképezést, amely az zy sik (o, 0,)
kozépponti, r sugaru ¢ koréhez a

¢ — ((c) = (0,0,,1) € R

térbeli pontot rendeli! Az egyértelmiiség végett a koroket pozitiv
(azaz dramutatdval jardsaval ellentétes) iranyitasinak tekintjiik, igy a
megfeleltetett pont az zy sik felett helyezkedik el. Az iranyitott koroket
ciklusoknak nevezziik, a pontokat pedig nulla sugart ciklusokként
(nullciklus) értelmezziik. A ¢ ciklus és a hozzatartozé ((c) pont egy
45°-0s félnyilasszogli kupot hatdroz meg, amit C-kipnak neveziink. A
¢ ciklografikus leképezés inverze a p = (p., py, p.) ponthoz a

C'(p) : (x—pu)* + (y — py)? =2

kort rendeli.

A v: [a,b] — R? térgorbének a ciklografikus képe egy egyparamé-
teres korsereg. A korsereg burkoléja pedig a () és (~(y(t)) 4ltal
meghatarozott kipsereg burkoldjanak az zy sikkal valéo metszete.

Tegytik fel, hogy ~ egy egyenes, és jelolje a a v és az xy sik altal
bezart szoget! Ha o < 45°, akkor létezik két olyan egyenes, amely
a (1 (y(t)) korsereg minden elemét egy-egy pontban érinti. Ekkor
ez a két érintéegyenes a korsereg burkoldja lesz. Ha a > 45°, akkor
nem létezik valés burkolé. Altaldnositva, ha a ~ tetszéleges térgorbe
minden pontjara teljestil, hogy az adott pontbeli érintéegyenes és az xy
sik altal bezart szog kisebb, mint 45°, akkor a korseregnek létezik valds
burkoldja. A burkolokat alkot6 pontokat a kovetkezd modon kaphatjuk
meg. Tekintsiink a ¢y paraméterértékhez tartozé ~y(to) gorbepontot, a
~(to)-beli érintéegyenest pedig jelolje e! Az e egyenesnek az xy sikkal
vett doféspontja pedig legyen s! Azon érintési pontokat, amelyeket
az s pontbdl a (71(vy(ty)) korhoz hizott érintéegyenesek hataroznak
meg, jeloljiik qi-gyel és go-vel. A korsereg burkoldja a ¢ ~1(y(tg)) kort
ezen q; és qo pontokban fogja érinteni.
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Az el6zéekben ismertetett fogalmakat hasznalva a ~(t) gorbét
kozéptengely-transzformacioként, a meroleges vetiiletét pedig kozép-
tengelyként tekinthetjiik. A (7'(~(t)) egyparaméteres korsereg ele-
mei a y-hoz tartozé () tartomany maximalis sugara beirhatoéi korei,
a korsereg burkoléja pedig a kozéptengely altal meghatarozott x*
burkolégorbepér (Kosinka & Lavicka, 2010; Peternell et al., 2008;
Pottmann & Wallner, 2010).

2.3. Specialis gorbék az euklideszi és Minkowski-
térben

Ebben a szakaszban harom olyan specidlis gorbetipust ismertetiink,
amelyek szorosan kapcsolédnak a kozéptengely-transzformaciokhoz,
valamint azok burkoléihoz. Eloszor réviden attekintjiik a pitagoraszi
hodografu (PH) gorbéket (Farouki & Sakkalis, 1990), majd pedig a
Minkowski-féle pitagoraszi hodografi (MPH) gorbéket (Moon, 1998,
1999) és a Rational Envelope (RE) gorbéket (Bizzarri, Lavicka, &
Kosinka, 2016) vessziik gércsé ala.

Megjegyzés. A Rational Envelope gorbéket habar lehetne magyarositva
raciondlis burkologorbéknek hivni, ez viszonylag megtéveszto lenne,
hiszen a gorbéhez tartozé burkoldkat nevezziik burkologorbéknek. Ma-
gyar megfelel6je talan a kissé hosszu raciondlis burkolot eredményezd
gorbe lehetne. Az értekezésben az angol elnevezés roviditése alapjan
RE gorbeként hasznaljuk a fogalmat.

2.3.1. Pitagoraszi hodografii gorbék

2.8. Definicié (Pitagoraszi hodografi gorbe (Farouki & Sakkalis,
1990)). Az r(t) = (z(t),y(t)) polinomidlis gorbét pitagoraszi hodogrdfi
(PH) gorbének nevezziik, ha van olyan o(t) polinomidlis figguény,
amelyre

22(t) +y*(t) = o*(t)

teljestil.
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A PH gorbék szamos elényos tulajdonsaggal rendelkeznek, mint
példaul azzal is, hogy az r(t) gorbe ivhossza egzaktul szamolhato,
hiszen az

s:/ab 22(t) + () dt:/ab||r’(t)||dt

ivhossz szamitasakor az integrandus polinomialis lesz. Ezenfeliil az
r(t) PH gorbe rq(t) = r(t) + dn(t) ekvidisztans gorbéje (ahol n(t) az
egységhosszi normalvektort jeloli) raciondlis. Ez a tulajdonsg kiemel-
ten fontos, hiszen az ekvidisztans gorbék alapveto szerepet jatszanak
példaul a CNC szerszamgépek miikodésében. Az ekvidisztans gorbék
racionalitasa jelentos mértékben konnyiti meg a tervezési feladatokat,
a szerszam palyagorbéjének leirasat.

2.3.2. Minkowski-féle pitagoraszi hodografa gorbék

Az R™! Minkowski-tér egy n + 1 dimenziés valés vektortér, amelyen
két vektor belsé szorzatat a

p-q= ZPiQi — Pn+19n+1
i=1
formaban definidljuk. A p € R™! vektor Minkowski-normdjét ||p||,, =
/P - p médon jeloljik. Ekkor a

2 n
Ipll3 =D pf —po
=1

kifejezés lehet pozitiv, negativ vagy nulla. Ha HpH?V[ > 0, akkor a p
vektort térszerd, ha ||p||3, < 0, akkor iddszerd, ha pedig ||p||5; = 0,
akkor fényszeri vektornak nevezziik. Ezen elnevezések a specidlis
relativitaselméletbdl szarmaznak.

Moon megmutatta (Moon, 1999), hogy az R*! Minkowski-térben
értelmezett gorbék kiillonosen alkalmasak kozéptengely-transzformaciok
lefrdséra. A p = (ps, py, p-) € R*! pontot a (p,, p,) € R? kozéppon-
tl, |p.| sugart korként értelmezhetjiik, az y: [a,b] — R>! y(t) =
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(y(t),r(t)) gorbét pedig kozéptengely-transzformécioként tekinthetjik.
Ekkor a 2.1. tétel alapjan felirhatjuk a burkol6formulat.

2.2. Tétel (Burkol6formula (Moon, 1999)). Legyen adva azy: |a,b] —
R2! y(t) = (y(t),r(t)) paraméteres gorbe! Ha ezt a gorbét egy sik-
beli tartomdny kézéptengely-transzformdciojaként tekintjik, akkor a
tartomdnyhoz tartozé x=: [a,b] — R? burkoldkat az

P Y0 £y OV YOI - @R o)

x*(1) = y(0) = (0 SO

alakban kaphatjuk meg.

Vezessiik be tovabbéd az n*(t) € R*1,

= (8)yl () F /Y2 () +y () =172 (8)yy ()
Y2 () +yy (1)

n*(t) = |~ OO /VEOTED -0, (1) (2.2)
Y22 (0)

—1

vektorokat! Ekkor az y(t) = (y(t),r(t)) gorbéhez a (2.1) burkol6for-
mula felirhat6 az
x=(t) = y(t) + r(t)m=(t) (2.3)

alakban is, ahol m*(¢) € R? az n*(t) vektor xy sikra esé meréleges
vetiiletét jeloli. Az n*(t) € R®! vektorokat az y(t) gorbe normalvekto-
rainak hivjuk, amelyeknek a Minkowski-térben vett normajara teljesiil,
hogy [[n*(t)||,;, = 0 (azaz fényszeriek), valamint n*(¢) - ¥'(¢t) = 0
és n~(t) - y'(t) = 0. Ha tekintiink egy ¥(¢o) gorbepontot, akkor az
ezen ponton dtmend, n (ty) és n~ (¢g) irdnyvektori egyenesek az y(to)
ponthoz tartozé C-kip alkotéi lesznek. Az m*(t) vektorokra pedig
teljesiil, hogy |[m*(t)|| = 1.
A burkolék kiilso d-ekvidisztansai a fentiek alapjan az

x5 (1) = y(t) + (r(t) + 8) m™(t) (2.4)
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alakban adhatok meg.

A 2.4. dbran lathaté az y gorbe, a hozzatartozo burkoldk, azok
egy-egy ekvidisztans gorbéje, valamint egy t, paraméterértéknél a
¥ (to) pontbeli érintévektor, az n*(ty) normalvektorok és a ponthoz
tartozo C-kup.

2.4. 4bra. Azy: [a,b] — R>! gérbe (piros), a hozzdtartozé x*: [a, b] —
R? burkoldk (kék), valamint azok x3 ekvidisztans gorbéi (zold). Egy
tetszoleges ty paraméterértéknél a ponthoz tartozé C-kiapnak olyan
specialis alkotoit hatarozhatjuk meg a pontbeli normalvektorok segit-
ségével, amelyek kijelolik a ciklushoz tartozé érintési pontokat.

A fentiek alapjan belathat6, hogy egy R*!-beli raciondlis gorbe
burkologorbéi altalaban nem lesznek racionalisak. Moon a PH goérbék
altal inspirdlédva vezette be a Minkowski-féle pitagoraszi hodografa
gorbe fogalmat (Moon, 1998, 1999).

2.9. Definicié (Minkowski-féle pitagoraszi hodografi gérbe (Moon,
1999)). Azy: [a,b] — R>' y(t) = (x(t),y(t),r(t)) polinomidlis gorbét
Minkowski-féle pitagoraszi hodogrifi (MPH) gorbének nevezzik, ha
van olyan o(t) polinomidlis figguény, amelyre

2%(t) + 3 () — (1) = o* (1)

teljestil.
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Az MPH gorbék tehat teljesitik a pitagoraszi tulajdonsagot a
Minkowski-térben. A fentiek alapjan, ha az y(t) gorbe MPH gorbe,
akkor teljesil, hogy v, (t)* + v, (t)*> — r'(t)* = o(t)*, tehat a (2.1) bur-
kol6gorbék raciondlisak lesznek, valamint a (2.4) formuldval kapott
x3+ ekvidisztans gorbék is raciondlisak. A 2.9. definiciébél kovetkezik
tovabbd, hogy az y(t) gorbe egyik érintévektora sem iddszert. Ezenfe-
lil Kosinka és Lavicka azt is megmutatta (Kosinka & Lavicka, 2010),
hogy a burkolok valéjaban PH gorbék.

2.3.3. Rational Envelope gorbék

Bizzarri és mtsai. 2016-ban mutattdk be azon munkéjukat (Bizzarri
et al., 2016), amelyben bevezették az tn. Rational Envelope (RE)
gorbe fogalmat. Az RE gorbe — az MPH gorbékhez hasonléan — olyan
specidlis paraméteres gorbe az R*»! Minkowski-térben, amelyet ha egy
sikbeli tartomany kozéptengely-transzformaciéjaként tekintiink, akkor
a szarmagtatott burkolok racionalisak lesznek.

2.1. Lemma ((Bizzarri et al., 2016)). Legyen az y: [a,b] — R*!
y(t) = (y(t), R(t)) paraméteres gorbe eqy sikbeli tartomdny kézép-
tengely-transzformdcicja, és legyen y(t) és R(t) raciondlis! Ekkor az
y-hoz tartozo burkolok felirhatok az

R Y () £y () VAR() ly () = R(1)?
2|y ()|I*
alakban. Az xT x™: [a,b] — R? burkoldk akkor és csak akkor raciond-

lisak, ha létezik olyan raciondlis o(t) figgvény, melyre

AR [y’ OI° — R'(1)* = o*(t) (2.5)

x*(t) = y(t)

teljestil.

2.10. Definicié (Rational Envelope (RE) gorbe (Bizzarri et al.,
2016)). Az y: [a,b] — R*! y(t) = (y(t), R(t)) paraméteres gor-
be RE gorbe (azaz olyan gorbe amelyhez tartozo burkoldk raciondlisak),
ha van olyan raciondlis o(t) fiigguény, melyre teljesil a (2.5) feltétel.
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Legyen x(t) egy tetszélegesen vélasztott sikbeli, raciondlis gorbe,
y(t) pedig ennek egy valtozé r(t) tavolsagi ekvidisztansa, azaz

y(t) = x(t) + D) = x(1) + £(t) X" (0)

I @)

Az ilyen alakban felirt y(¢) gorbe akkor és csak akkor racionalis, ha

f(t) = ﬁ raciondlis. Az f fiiggvény eléallitasdra az 5.1., 5.3. és
5.5. szakaszokban is kitériink. A fentiekre alapozva Bizzarri és mtsai.
megfogalmaztak egy, az RE gorbék felirasi médjara vonatkozé tételt.

2.3. Tétel ((Bizzarri et al., 2016)). Bdrmely RE gorbe felirhato

F(t) = (2o(8) + 2, (1) F(), my(8) — 2L(8) F(8), F(1)\/22(t) + 2 2(1))
alakban.

Bizzarri és mtsai. azt is megmutattak, hogy ha a kiindulasi alapként
szolgalé x(t) gorbe PH gorbe, akkor ¥(¢) MPH gorbe lesz. Ennek
eredményeképp az x* és x~ burkolégorbék nem csupan racionélisak,
hanem maguk is PH gorbék lesznek (Kosinka & Lavicka, 2010), tehat
ezeknek az ekvidisztans gorbéi is racionalisak (Farouki & Sakkalis,
1990).

Bizzarri és mtsai. bemutattak egy interpolacios algoritmust is a 2.3.
tétel alapjan. Ezzel az RE gorbék konstrukcidja joval egyszertibb,
mint a hasonlé Hermite-féle interpolacios feladatokat megold6, MPH
gorbét el6allité modszerek (Bizzarri, Lavicka, & Vrsek, 2019; Kim
& Ahn, 2003; Kosinka & Juttler, 2006, 2009; Kosinka & Lavicka,
2011; Kosinka & Sir, 2010). Ez a relative konnyti létrehozasi mod az
RE gorbék egyik legnagyobb elénye. Ha valamilyen feladatra csak a
burkologorbék racionalitasa az elvart, akkor az RE gorbék megfelel6ek
lehetnek, ha pedig az ekvidisztans gorbéknek is racionalisnak kell
lenniiik, akkor MPH gorbe eldéallitasara lesz sziikség.

Az RE gorbék egy alkalmazési lehetoségét is bemutatték a szerzok
(Bizzarri et al., 2016), mely soran RE gérbéket cséfeliiletek burkolasara
és Osszemosasasra alkalmaztak. Valamint kiterjesztették az RE gorbe
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fogalmat RE feliiletre is, amelyet szintén haromdimenziés burkoldsi
feladatokra (Bizzarri & Lavicka, 2017; Bizzarri et al., 2016; Bizzarri,
Lavicka, & Kosinka, 2017) alkalmaztak.

A szakaszban bemutatottak alapjan lathatjuk tehat, hogy a kozéptengely-
transzforméciok és az R*»! Minkowski-térben értelmezett gérbék kozott
szoros Osszefiiggés van.
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3. Elagazasokkal rendelkez6 gombstrukta-
ra burkolasa

Kunkli és Hoffmann kiterjesztette burkolomddszerét a haromdimenzids
térbe is (Kunkli & Hoffmann, 2010), amivel egy adott gémbsorozatot
burkol6 feliilet allithat6 el6. A modszer azonban nem tud elagazasokat
kezelni, emiatt pedig Osszetett, példaul karaktertervezési feladatoknal
csak igen korlatozottan alkalmazhaté. Kutatasunk sordn igy azt tliztitk
ki célul, hogy egy olyan modszert hozzunk 1étre, amellyel lehetéség
nyilik komplexebb, elagazasokkal rendelkezé gombok sorozatanak a
burkolasara. Ezen tovabbfejlesztésiinkkel sokkal 6sszetettebb modellek
létrehozasat tessziik lehet6vé (Bana et al., 2014).

3.1. El6zmények és motivacio

A kovetkezdében felelevenitjiitk Kunkli és Hoffmann térbeli médszerének
(Kunkli & Hoffmann, 2010) lényegi pontjait. El6szor is bevezetjiik az
alabbi definicidkat, melyek pontosan leirjak, hogy milyen gémbsorozat
tekinthet6 megengedett gombsorozatnak, valamint milyen elvarasokat
kell teljesitenie a burkolofeliiletnek.

3.1. Definicié (Megengedett gémbsorozat (Kunkli & Hoffmann,
2010)). Tekintsik az S = {si1,2,...,8.} (n € N) gombsorozatot,
valamint a gombok dltal hatarolt G = {g1, g2, - - -, gn} gombtesteket! Az
S gombsorozatot megengedett gombsorozatnak nevezzik, ha teljesiti
az aldbbi feltételeket:

e g ¢ U g;, 1=1,2,...,n,
=Ly

e giNg; =0, i,j=12....n jé{i—2i—1ii+1,i+2},

® ha gi 1N g1 # 0, akkor g; 1 N giv1 C gi-
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3.2. Definicié (Burkoldfelillet (Kunkli & Hoffmann, 2010)). Az
S ={51,82,83,...,8,} (n € N) megengedett gombsorozat, valamint a
gombok dltal hatdrolt G = {g1, g2, - . ., gn} gombtestek esetén az s(¢p,t)
(¢ € [0,27],t € [a,b]) paraméteres feliiletet burkoldfeliiletnek nevezzik,
amennyiben legaldbb G'-folytonos és minden s; gomb (i =1,2,...,n)
esetén

e [étezik olyan ¢; érintési kor az s; gombon, amely s-nek eqy para-
métervonala, valamint ¢; minden pontjaban az s felilet és az s;
gomb érintosikja megegyezik;

o teljesiil, hogy ¢; ¢ U 95 -
j=1j#i

A haromdimenzios burkolési feladat soran az el6zé feltételeknek
megfeleléen az S = {s1,59,...,8,} (n € N) megengedett gémbso-
rozathoz szeretnénk eldallitani burkoléfeliiletet. Az elso 1épés, hogy
minden gémb esetén meghatarozzuk a 3.1. definicioban emlitett ¢
érintési koroket. Kunkli és Hoffmann ehhez felhasznalja a sikbeli mod-
szerét. Tekintsiik a szomszédos s;_1, s; és s;11 gomboket (i ¢ {1,n}),
majd vegyiik a kézéppontjaikon athalad6 P; sikot! Ezzel elmetszve a
gomboket harom komplanaris kort kapunk, amelyekre alkalmazhatjuk
a sikbeli médszert az érintési pontok meghatarozasara. Az s; gdbmbhoz
ily médon tartozo metszetkor két érintési pontja alapjan egyértelmiien
meghatarozhatjuk azt a ¢; kort az s; gombon, amelynek sikja merole-
ges a P; sikra, valamint athalad a kapott érintési pontokon. Az elso
és utolsdé gombhoz az s; és s, valamint az s, 1 és s, gombok kozos
érintokupjanak segitségével hatarozzuk meg az érintési koroket.

Az s; és s;11 gombok kozotti §;(o,t) feluletdarab eléallitasanak
kovetkezo 1épése, hogy meghatarozzuk a kiindulasi z; és z;,, pon-
tokat a gombok megfeleld érintési korein. Fzeket a pontokat fogjuk
elforgatni ¢ szoggel (¢ € [0,27]) az érintési korok mentén, a végsé
feliiletdarab pedig az elforgatott z;(¢) pontokbdl kiinduld, z;,1(¢)
végponti Hermite-ivek unidjaként all elo. A z; és z;,1 pontok el6al-
litdasdhoz bevezetjilk a kovetkezd jelolést. Jelolje rendre w; és w; g
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az S;, Sip1 gomboknek a ¢;, ¢; 11 korokre vonatkozo poélusat, valamint
legyen e € R3 egy rogzitett vektor, amely nem parhuzamos egyetlen
w; — 0; vektorral sem (i =1,2,...,n)! Haa (w; —0;) X (W;41 — 0;11)
vektor teljesiti ezt a feltételt, akkor valaszthatjuk ezt az e vektornak.
Azm: R — {-1,1} ésp: {s;} = {—1,1},

(z) —1, hax <0,
m(x) =
1, egyébként;

W, —0; 0;41—0; .
m( =0, 2t 1), ha i # n,

lwi—o:ill  lloi+1—osl|

P(Sz‘) =

m (e (220l )  egyébkent

[wi—os]| " [lo;—0i_1]]

fiiggvények megaddsa utan felirhatjuk a z; (valamint ezzel analég
moédon z;y1) pontot a

~—

= o X (B(si) (Wi —6)) i .
O ek s wi oy | B B

alakban.

Az algoritmus kovetkezo6 1épéseként ezen kiindulasi pontokat adott
¢ € |0, 27] szoggel elforgatjuk az 6; ponton atmend, p(s;)(w; — 0;)
irdnyvektoru egyenes koriil. A pontbeli érintovektorok hosszanak meg-
valasztasanal az s; és s; 11 gombok M;-vel jelolt hatvanysikjatol vett
tavolsagot hasznaljuk. Az s; és s;41 gombokhoz (i =1,2,...,n—1)
eldallitott s;(¢, t) burkoldfeliilet-darab tehat

Si(¢,t) = Hj (t) zi(¢) + HY (t) i1 (0)+
z;(9)

H3 (t) p(si) 2 d(Mi,Zi(¢))M+ (3.2)

H; () p(sin1) 2 d(M;, 2i41(0)) ||z:1 ::quiﬂ

alakban irhaté fel, ahol t € [0,1], ¢ € [0,27], d() az euklideszi tavol-
sagfiiggvény, és H ]3( ) (j =0,1,2,3) pedlg a harmadfoku Hermite-
polinomokat jeloli. Az s;(¢,t) (i = 1,2,...,n — 1) feliletdarabok
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egymashoz G'-folytonosan csatlakoznak. A 3.1. 4brdn lathaté Kunkli
és Hoffmann modszerének eredménye egy adott gémbsorozatra.

(T4

3.1. dbra. Kunkli és Hoffmann térbeli burkolémoédszerének (Kunkli &
Hoffmann, 2010) eredménye.

3.2. A struktara leirasa

Kutatasi munkank soran a célunk az volt, hogy kiterjesszitk Kunkli
és Hoffmann térbeli médszerét gy, hogy alkalmas legyen komplex
struktiraju modellek 1étrehozésara, azaz elagazasokkal rendelkezo,
rendezett gombsorozat burkolasara. Ennek megvalositasahoz elso fel-
adatunk a csatlakoztatast lehetévé tevo struktira leirdasa. A megenge-
dett S = {s1,52,...,5,},n € N gombsorozatot fédgnak nevezzilk. A
féag barmely i-edik eleméhez (i € {2,...,n — 1}) csatlakoztathatunk
egy 1j gombsorozatot, amit mellékdgnak neveziink. Ha az s; € S
gbémbhoz szeretnénk csatlakoztatni, akkor az s;-hez tartozé mellékag
elemeit {s;,, Siy, ..., 5i,, }»m € N mddon jeloljik, ahol s; = s;,. A 3.1.
definicioban szerepld feltételeket minden mellékagnak teljesitenie kell,
azaz megengedett gombsorozatnak kell lennie. Ezen megkozelitéssel
értelmezhetjiik egy mellékag gombjeihez valé tijabb mellékag 1étre-
hozasat is. Egy ag elsé és utolsé gombjénél a csatlakoztatast nem
engedjik meg, hanem az dgat magat bovitjik a csatlakoztatando
gombbel tgy, hogy vagy az ag elejére, vagy pedig a végére szurjuk
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be. Habar a megadott struktira lehetové tenné, hogy egy gémbbdl
tobb mellékag induljon, lathatjuk majd, hogy a koncepciobdl adodo-
an a moédszeriinkkel ez nem megvalésithaté. Igy egy gombhoz egy
mellékagat fogunk tudni csatlakoztatni.

A felvazolt struktira tekinthetd egy irdnyitott, kérmentes graf-
nak is, igy az s; gombot sziilonek, az s;, gombot pedig gyermeknek
nevezhetjiik. A modszeriink szoftveres implementalasa soran is ezt a
megkozelitést kovettiik, a felhasznalo altal megadott gomboket grafot
reprezentalé adatszerkezetben taroltuk és kezeltiik.

Az ily médon megadott gombstruktirahoz a kovetkezoképpen alli-
tunk el6 burkolofeliiletet. Tegyiik fel, hogy az sq, sg, ..., s, gombokbdl
all6 t64g i-edik eleméhez szeretnénk csatlakoztatni az {s;,, Si,, - - -, Si,, }
mellékagat! Ekkor a f64ag sq, so, ..., s, gombjeihez a burkoléfeliiletet
Kunkli és Hoffmann térbeli algoritmusa alapjan allitjuk el6 (lasd
a 3.1. szakaszt), valamint a mellékag s;,, Sy, - . ., S;,,, gombjeinek bur-
kolasara is ezt hasznaljuk. A problematikus feladat az s; és az s;,
gomboket burkolo feliilet elkészitése, azaz pontosan a csatlakozasi rész
megoldésa. Mivel a f6ag burkolasaval eléallt burkoléfeliilet-darabok
G'-folytonosan csatlakoznak egymdshoz, igy hasonlé médon azt var-
juk el, hogy két 4g csatlakoztatdsa is legyen G'-folytonos. A fejezet
tovabbi részeiben az s; és az s;, gombok csatlakoztatasi feliiletének
eloallitasat ismertetjiik.

3.3. A csatlakoztatas alapjaul szolgal6é kor megha-
tarozasa

Ahhoz, hogy a csatlakoztatand6 s;, gombot valamilyen modon a
foaghoz illessziik, elso 1épésként egy kort hatarozunk meg az s; gdbmbon,
melyet majd ¢; fog jelolni. Tekintsiik az s;_1, s; és s;11, valamint az
s;-hez csatlakoztatando s;, gdmbot! Az s; gdmb eredeti érintési korét,
azaz azt a kort, amelyet a {6ag s;_1, s; és s;, gobmbje hataroz meg,
¢i,-gyel jeloljik. Ezutan az s;, géomb ¢;, érintési korét allitjuk eld,
amelyet agy kapunk, hogy az s;, s;, és s;, gombokre alkalmazzuk
Kunkli és Hoffmann mddszerét. Ha a mellékag mindossze két elemd,
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azaz csak egyetlen gombot szeretnénk csatlakoztatni az s; gdémbhoz,
akkor s;, érintési korét az s; és s;, kozos érintékupja hatdrozza meg.

A ¢; € s; kor meghatarozasahoz a kovetkez6 algoritmust vezettiik
be. A Kunkli és Hoffmann &ltal javasolt modszert az s;i1, s; €s s;,
gombharmasra alkalmazzuk, igy egy érintési kort allitunk el6, amelyet
t;,-gyel jelolink. Analég modon az s;_1, s; és s;, gombok segitségével
létre tudjuk hozni a t;, érintési kort. A két kor sikjanak normalvektorat
pedig rendre n; -gyel és n;,-vel jeloljiik. Ezek segitségével allitjuk elo
a ¢; kort, amely a csatlakoztatas alapjaul fog szolgalni (lasd a 3.2.
abrat). Ha t;, és t;, metszi egymadst, akkor azon sikot tekintjiik, amely
tartalmazza a metszéspontokat, és amelynek normalvektora az

ﬁi _ Ili1 Ili2
EARATY

vektor. A ¢; kort ugy allitjuk eld, hogy ezen sikkal elmetssziik az s;
gombot. Ha t;, és t;, nem metszik egymast, akkor ¢;-t Ggy hataroz-
zuk meg, hogy a t;, kozéppontjan dtmend, n; normalvektoru sikkal
metssziik el a gombot.

S; = Si,

3.2. abra. A csatlakoztatas alapjaul szolgaléd ¢; kor konstrukcidja.

Az ily médon meghatarozott ¢; kor érzékeny a szomszédos gdbmbok

« sz

ul olyan helyzetekben is, amikor a csatlakoztatas alapjaul szolgdld
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gémb sugara jelentOsen eltér szomszédaitél. Azonban ha az s; és s;,
gomboket burkolo feliilet eléallitasahoz kozvetleniil a ¢;-t hasznalnank
érintési korként az s; gombon, akkor a foag altal meghatarozott bur-
kolofeliiletet ezen 1j feliiletdarab metszené, tehat az eredményezett
csatlakozds nem nytjtana esztétikailag megfeleld kimenetet. A G-
folytonos csatlakozas biztositasanak érdekében egy zart, paraméteres
gorbét hatarozunk meg a féaghoz burkolofeliiletén, amihez kozvetleniil
csatlakoztatjuk az s;, gdbmbot.

3.4. A csatlakoztatasi gorbe eldallitasa

A médszeriink kovetkezo 1épése tehat egy csatlakoztatasi gorbe megha-
tarozasa a féaghoz el6allitott felilleten. A keresett gorbe létrehozasahoz
a ¢; kor, pontosabban az n; normalvektor lesz segitségiinkre. Ehhez
el6szor is egy egyfajta kozéppontot adunk meg, amit m;-vel jeloliink.
A csatlakoztatasi gorbét két félkorbol fogjuk szarmaztatni, amelyeknek
kozéppontjaként fog szolgalni az m; pont.

A f64dghoz tartozé ¢; érintési kor kozéppontjat 6;-vel, sugarat 7;-vel,
a sikjanak egységhosszi norméalvektorat pedig n;-vel jeloljik. A célunk
azon h; vektor el6allitasa, melyre

thZZO és ﬁl:hz—{—)\,nl, )\ZGR

teljesiil. Az ezek alapjan felirhaté (n; — \in;) - n; = 0 egyenlethdl a
értéke kifejezhetd, igy h;-t megkaphatjuk n; — A;n; moédon. A keresett
m; pontot pedig

mizoi—i—n—

formaban adjuk meg. Az igy meghatarozott m; pont gyakorlatilag
megkaphatd az n; vektor 0, pontbdl kiinduld reprezentansanak a ¢;
kor sikjara valé mercdleges vetitésével. Belathato, hogy m; € ¢;, azaz
a féaghoz tartozo érintési koron rajta van az m; pont. A javasolt
konstrukciét a 3.3. dbra mutatja be.

A csatlakoztatashoz szitkséges gorbét a f64g burkoldfeliletén al-
litjuk el6 két ivbél. A féaghoz tartozod s; és s;11 gdbmbok burkolasa
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3.3. abra. Az m; pont meghatdrozasa, mely a csatlakoztatdsi gorbe
egyfajta kozéppontjaként fog szolgalni.

soran meghataroztuk a ¢; érintési koron a z; kiindulasi pontot (lasd
a (3.1) formulat). Mivel m; € &, ezért 1étezik olyan «; € [0, 2| érték,
amellyel a ¢; kor mentén a z; pontot elforgatva pontosan m;-t kapjuk,
azaz z;(;) = my. Az s; és s;11 gombok burkoldfeliilete alapjan a
csatlakoztatasi gorbe elso ivét

L, (0) = Hg (tg) 2zi(cw + 0) + HS (to) zir1(cw + 0)+

W; — ZZ'(Oéi -+ 0)
Wi — zi(c; +0)]|

Wit1 — Zip1 (o +0)
[Wit1 — Zip1(a; + 0)]|

H; (tg) p(si) 2d(M;, zi(ei +0))

H; (te) p(sit1) 2d(Mi, zir1 (o + 0))

alakban frhatjuk fel, ahol ty = %,/(7)2 — 62,0 € [-7, 7] és g €]0, 1.
A ty értékét az origd kozéppontu, r sugari félkor y = /12 — 22 egyenle-
te alapjan hataroztuk meg. A ty kifejezésben szerepl6 ¢ paraméterérték
segitségével tudjuk befolyasolni a csatlakoztatasi gorbeiv alakjat: egy-
re nagyobb értéknél egyre jobban kozeliti a szomszédos gémbdot. Ezen
koncepciéonkat tamasztja ald, hogy ha a ¢ értékét 1-nek valasztanank,
akkor a 6 = 0 esetben az L;, (0) gérbepont pontosan a z;.1(a;) pont
lenne.
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A gorbe masik felét hasonléan,

W, 1 —Z;_1(a; + 8)
0

H3 (1= t9) p(si-1) 2d(Mi-1, 251 (s +0)) I

(
|Wi—1 — zi—1(u +
Ww; — Zi(ai —I— 0)

Wi — zi(c; + 0)]|

Hg (1 — tg) p(sz) 2d<Mi,1, Zi(Oéi + ‘9))

alakban adjuk meg, melyet az s;_; és s; gdbmbok kozotti burkolofelii-
leten allitunk el6.

Az ily médon létrehozott L;, (6) és L;,(0) gorbeivek a csatlakozas-
hoz esztétikailag is megfelel6 eredményt nyujtanak, a konstrukcioboél
adéddan nem csticsosodnak. A médszeriink eredményét a 3.4. abra
mutatja be.

3.4. dbra. A modszertinkkel 1étrehozott L;, (6) és L;,(0) gorbék a
burkolofeliillet mentén, g = 0.5 esetben.

3.5. A csatlakoztatasi feliilet konstrukciéja

A csatlakoztatéasi burkoléfeliilet eloallitasanak a kovetkezd 1épése, hogy
a csatlakoztatdsi gorbének, valamint az s;, gomb ¢;, érintési korének
a pontjait megfeleltetjiik egymasnak. Ehhez a korabban emlitett
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merdleges vetités modszerét fogjuk haszndlni. A z; = L;, (—7) jelolést
bevezetve tekintsiik az m; — z; vektornak a ¢;, kor 0,, kozéppontjabol
kiindulé reprezentdnsat! Ennek a vektornak a ¢;, sikjdra es6 merSleges
vetiiletét h;-vel jeloljilkk. Ekkor z;-hez tartozé z;; € ¢;, pont

=

)

Zit1 = O0j, + 74

=

)

alakban irhaté fel. A tovabbi 6sszetartozé pontokat ezutan mar egy-
szeriien megkaphatjuk. A csatlakoztatdsi gorbe pontjait z;(0) =
L;, (=7 +0) alakban irjuk fel, mig a ¢;, megfelel6 z;,,(¢) pontjait ugy
kapjuk meg, ha a z;,; pontot adott 6 € [0, 7| szoggel elforgatjuk ¢;,
mentén.

Ahhoz, hogy a csatlakozési feliiletdarab G'-folytonosan csatla-
kozzon a féaghoz eléallitott feltilethez, szitkség lesz még az s;(¢,t)
burkoléfeliilet érintésikjanak meghatarozasara is. A felilet parcidlis

derivaltjainak meghatérozaséhoz tagonként derivaljuk a (3.2) formulét
(si)(Wi—6¢)
L X (s wi =301

7;,—0;
[z —o |l

az egyes valtozok szerint. Az e;, = és e, =€

jeloléseket hasznélva

z;(¢) = ri€;, cos(p) + i€y, sin(e),
d :
%Zi(ﬁﬁ) = —1;€;, 8in(¢) + rie;, cos(¢).
A burkoléfeliilet paraméteres felirdsiaban szerepel tovabba a
d(M;,z;(¢)) kifejezés. Ennek derivaltjanak meghatarozasahoz az M,
hatvanysik n,,, normalvektorat és p,,, pontjat hasznaljuk fel. Ekkor

d(Mi7 ZZ(¢)) = Dy, (ZZ((b) - pmi) )

igy a derivaltat

L 4(Mi, 2:(6)) = 1, -

o z:(9)

o
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formaban kapjuk meg. A fentiekkel analég médon hatarozhatd meg
ﬁziﬂ(gb) és d%d(Mi,ziH(gb)). Az s;(¢,t) burkolofeliilet parcidlis deri-
valtjai ekkor

%Si(@ t) = Hy (t) %Zi(ﬁb) + H7 (1) %Zi+1(¢)+
39 P d o
H2 (t>2||wz_zzl| d¢d(M27 l((b))( 1 Z(¢))+

p(3i+1) d
H3 (t) QW %d(Mi»ZiH(ﬁb)) (Wit1 — 2i11(9)),

0 d d
asi(ﬁb?t) = aHS (t) zi(o) + %Hig (t) Zis1(0)+
d

13 (02 P (0, 24(0)) (wi — () +

||Wz‘ - Zz‘||

dt
d

02 P 0 2000(0) (Wi — 20

formaban frhatok fel. A feliilet egy pontbeli érintésikjanak normal-
vektorat a a%si(gﬁ, t) és 2s,(¢,t) parcidlis derivaltak vektorialis szor-
zataként kaphatjuk meg.

Az érint6sik felirasa utan mar meghatarozhatjuk a csatlakoztatasi
gorbe pontjaihoz tartozé érintévektorokat. Az L;, gorbe egy z;(0)
pontjahoz tartozé érintévektor legyen azon v;(6) vektor, amelyet gy
kapunk, hogy az L;, () — m; vektort merélegesen vetitjiikk az adott
pontbeli érintésikra. A ¢, kor pontjaihoz tartozé érintévektor — az
eredeti burkolémoédszerhez hasonléan — legyen az adott pontbdl az
si,-nek ¢;,-re vonatkoz6 polusaba mutaté vektor (vagy azzal ellenkezd
irany1). Az érintévektorok hosszat pedig gy hatdrozzuk meg, hogy
az adott pontnak és az s; és s;, gombok M, hatvanysikjatol vett
tavolsaganak kétszeresét vessziik. Tehdt az Ly, (0) gorbére illeszkedd
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3.5. abra. Csatlakoztatasi algoritmusunk eredménye: a f6ag burkoldfe-
lilletéhez G*-folytonosan kapcsolodik az elSallitott feliiletdarab.

csatlakoztatasi felilet

.(0,0) = S HE (120) + H} (1)201(0) +

13 (12— (37, 5,4 (0)) (Wi — 701 (6))

[Wit1 — Ziga ]
alakban adhat6 meg, ahol 6 € [0, 7|, t € [0, 1]. A fentiekkel anal6g mo-
don készithetjiik el az L;, gorbébdl kiindulé s;, (0, t) burkoldfeliiletet.
A 3.5. abran lathato a csatlakoztatasi megoldasunk. A 3.6. és 3.7. abra

pedig médszeriink eredményét mutatja be komplexebb strukturak
esetén.
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3.6. abra. Modszertink jol kezeli azon eseteket is, amikor a csatlakozta-
tasnal 1évé gombok sugarai jelentdsen eltérnek egymastodl, vagy pedig
a gombok metszik egymaést.

{ <

3.7. dbra. Komplex modellek a médszertink segitségével.
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3.6. Eredményeink oOsszehasonlitasa mas modsze-
rekkel

A bemutatott médszeriinkkel a felhasznal6 altal megadott gdmbso-
rozat elemeihez 1j agakat tudunk csatlakoztatni, igy valés idében
tudunk létrehozni komplex modelleket (Bana et al., 2014). Ahogy azt
az 1. fejezetben bemutattam, a szamitdgépes grafikaban megjelentek
olyan megoldasok, ahol a gombalapti modellezés kényelmesebb megol-
dast nydjthat, mint a hagyomanyos pontalapi médszerek hasznalata.
Azonban azt tapasztaltuk, hogy bizonyos esetekben a csatlakoztatas
nehézkes, és nem megfelel6 eredményt adnak a meglévé modszerek.
[lyen probléma meriilhet fel példaul, hogy ha a csatlakoztatas soran
s; sugara joval kisebb, mint az s;_1, s;41 és s;, gomboké. A 3.8. dbra
erre az esetre mutat példat: a ZSpheres® (Pixologic Inc.) szoftver
altal eloallitott feliilet eltorzul olyan értelemben, hogy a kiindulasi
gombok elrendezését nem koveti. Ezzel szemben modszertink joval
természetesebb, az elrendezést megtarté eredményt biztosit.

3.8. dbra. Fent: egy gombokkel megadott modell a ZSpheres® szoft-
verben, ahol azon gomb sugara, amihez egy 4j ag csatlakozik, joval
kisebb, mint a kornyezetéé. Bal: A ZSpheres® altal generalt feliilet
nem tartja meg az eredeti elrendezést. Jobb: sajat médszeriinkkel egy
hasonlo6 strukturara joval természetesebb eredményt biztositunk.
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A Spore™ (Electrionic Arts) szdmitégépes jaték szintén gombala-
pu modellezésre ad lehet&séget. A 3.9. dbran ezen szoftver kimenetével
vetjlik 6ssze modszeriink eredményét. Lathato, hogy a felhasznalé altal
készitett modell végtagjanak és torzsének csatlakozasa esztétikailag
nem a legmegfelelobb, mig egy hasonl6 struktarat a modszeriinkkel
folytonosan, simabban lehet burkolni.

3.9. abra. A Spore™ (Electrionic Arts) szoftver kimenetének (bal) és
sajat modszertink eredményének (jobb) dsszehasonlitasa. A kinagyitott
részleteknél jobban megfigyelheté a csatlakoztatas helye.
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4. Koriveket is felhasznalé burkolémod-
szer tovabbfejlesztése

Az utébbi években egyre tobb korokon és gombokon alapulé modellezd
lehet6ség jelent meg, mint példaul Bastl és mtsai. burkolémédszere
(Bastl et al., 2015), amely egy tjszerii megkozelitést jelentett. A mod-
szer alapelveit a 2.1.2 pontban tekintettiik at réviden. Bastl és mtsai.
burkolotechnikaja egy valés ideji, kis szamolasigényti algoritmus, ami
sokszor megfelel6 kimenetet biztosit, azonban két jelent6s hatrannyal
rendelkezik. Bizonyos esetekben az érintési pontok helyzete, valamint
az érintévektorok hossza (s igy maga a burkologorbe) nem folytonosan
valtozik. Ezenfeliil az érintési pontok a szomszédos korok belsejébe
keriilhetnek, igy a burkolok metszik a koroket. Ezek altal motivalva
egy olyan 14j burkolomédszert (Kruppa et al., 2019) adtunk meg,
amely elonyt kovacsol a koriv hasznalatara tdmaszkodd megkozelités-
bol, de ugyanakkor megoldéast nyujt a Bastl és mtsai. altal bemutatott
modszer problémaira.

4.1. El6zmények és motivacio

Bastl és mtsai. médszerének (Bastl et al., 2015) elényei és egyben
hatranyai is abbol szarmaznak, hogy egy kort a burkolégorbe nemcsak
egy pontban, hanem akar egy koriv mentén is érinthet. A felmeriil6
problémakat a kovetkez6 példakon keresztiil figyelhetjiik meg. A 4.1.
abrat alapul véve legyen C' = {c1, co, ..., ¢, } egy megengedett korso-
rozat, és tekintsiik a szomszédos ¢;_1, ¢;, ¢;11 koroket, melyek altal
hatérolt korlapokat jeldlje d;_1, d; és d;+1! A q;, pi € ¢; pontok azon
két pontot jelolik, amiket rendre a ¢;_; és ¢;, valamint a ¢; és ¢; 1
korok kozos, bal oldali kiils6 érintegyenesei hataroznak meg. Tegyiik
ddéan a burkolék nem egy koriv mentén érintik a c¢; kort, akkor egy
felezOpontot allit el6 a modszer. Ahogy lathaté a 4.1. a abran, ha
q; ¢ d;iy1, akkor a w;, érintési pont a p; és q; altal hatarolt, negativ
irdnyitasu koriv felez6pontja lesz. Azonban, ha gy pozicionaljuk a
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4.1. abra. Bastl és mtsai. modszerével a c;; 1 kor minimalis elmozditasa
a burkolégorbe alakjanak hirtelen megvaltozdsat eredményezi (lasd
(a) és (b)). A (c) abran lathat6, hogy poziciondlhatdk a korok ugy is,
hogy az érintési pont a szomszédos kor belsejébe kertil.

koroket, hogy q; € d;1q1 — lasd a 4.1. b abrat — akkor a p; és a két
kor n,,-vel jelolt metszéspontja altal hatarolt koriv felez6pontja lesz
az érintési pont. Lathaté a példan, hogy a c¢; .1 kor helyzetét csak
minimdélisan valtoztattuk meg, de az érintési pontot teljesen méas-
képp kell meghatarozni. Ez természetesen azt is eredményezi, hogy
a burkolégorbe alakja hirtelen, nagymértékben megvaltozik, tehat
a modszer valos idoben torténd modellezésre nem igazan alkalmas.
Egy masik jelentOos problémat is felfedezhetiink ezen példan keresztiil.
Ahogy lathattuk, ha ¢; és ¢; 11 metszi egymaést, de q; ¢ d; 41, akkor az
érintési pontot a kiilsé érintéegyenesek altal meghatarozott p; és q;
pontok segitségével kapjuk. Azonban ez azt is jelenti, hogy tudjuk tgy
poziciondlni a koroket, hogy a felezopont a c¢; 1 belsejébe keriil. Ezt
mutatja be a 4.1. ¢ dbra. A felvazolt problémak hasonlé médon jelent-
keznek akkor is, ha a ¢;_1 és ¢; korok metszik egymast. Bastl és mtsai.
emlitik a cikkiikben, hogy az esetleges problémak feloldasara silyok
vezethetok be, amellyel a végso érintési pont helyzete valtoztathato a
kijelolt koriv mentén. Azonban igy minden korhoz egyesével kellene
talalni megfelel6 sulyt, mindemellett pedig a siilyok meghatarozasa
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teljes mértékben a felhasznaléra van bizva.

A masik problémas jelenség, amit Bastl és mtsai. mddszerénél
tapasztalhatunk, az az érintévektorok hosszanak hirtelen, nagymérté-
kit megvaltozasa. Erre szolgal példaként a 4.2. dbra. A 4.2. a abran
szomszédos ¢;1-nél korivet. Ekkor a ¢;11 kor q;41 érintési pontjaban
vett érintévektor hossza a p; € ¢; és q;11 € ¢;41 pontok tavolsdga-
minimalisan megvaltoztatjuk gy, hogy koriv helyett a q; 11 és piy1
altal hatarolt koriv felez6pontjat kelljen hasznalni (14sd a 4.2. b &b-
rat), akkor az érintévektor hosszénak szamoldsi modja megvaltozik.
Ebben az esetben A Qi1 € Cipl pont és a felez6pont taﬂvcisé\génak

kétszerese, azaz 2D, lesz az érintovektor hossza. Mivel D, szig-
nifikdnsan kisebb, mint D, ;, ezért tapasztalhatjuk azt, hogy habar

4.2. dbra. Bastl és mtsai. modszerével az érintési pontban vett érin-
tovektor hossza nagymértékben megvaltozik, ha a ¢; 1 kor helyzetét
minimélisan médositjuk. Ez olyan esetekben torténhet, amikor (a) kor-
iv hasznélatardl valtunk (b) felezépont hasznalatara (14sd a nagyitott
abrakat).
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4.2. A probléma leirasa

Kutatasunk soran célunk az volt, hogy egy olyan burkolémdédszert
hozzunk létre, ami az el6z6 szakaszban ismertetett problémakra meg-
oldast nyujt, de ugyanakkor rendelkezik a koriv hasznalataboél ered6
pozitiv tulajdonsagokkal is. A 2.1. definicié kiterjesztésével a kovetkezd
definicionkat vezetjiik be.

4.1. Definicié (Megengedett korsorozat (Kruppa et al., 2019)). Te-

kintsik a C = {cy,c¢a, ..., cn},n € N rendezett korsorozatot, valamint
a korok dltal hatdrolt D = {dy,ds, . ..,d,} kérlapokat! A ¢;_q1 és ¢,
valamint a ¢; és c¢; 11 korok (i =2,...,n — 1) centrdlisainak a c;-vel

valo metszéspontjait rendre s;, -gyel és s;,-vel jeldljik. A C korsorozatot
megengedett korsorozatnak nevezzik, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:

edi¢ U d, i=12,...n,

=1
o dinNd, =0, i,j=1,2....n j&{i—2i—14i+1i+2},
e hadi_1Ndi1 #0, akkor d;i_yNdiyy Cd;y, 1=2,3,...,n—1,
o s, & cit1, S, ¢, 1=2,3,...,n—1.

A 4.1. definiciéban bevezetett els6 harom feltétel (lasd a 4.3. a
abrat) mar Kunkli és Hoffmann munkajaban megjelent, amelyet Bastl
és mtsai. is felhasznéltak. A negyedik feltétellel bovitettiik ki a de-
finiciot, amely egyfajta esztétikai kritériumként is szolgal, amivel
kizarunk olyan eseteket, amelyeknél a korsorozatban a korok altal
leirt 4gban egy hirtelen, nagymértékli iranyvaltas lenne. Erre mutat
példat a 4.3. b abra.

A célunk, hogy egy megengedett korsorozathoz eléallitsunk két,
legalabb G'-folytonos szplajnt, amelyek minden kort vagy egy pontban,
vagy pedig annak két pontja altal hatarolt koriv mentén érintenek. A
mobdszer soran megkiilonboztetjiik a bal és jobb oldali burkolégorbéket,
valamint a koroket irdanyitottnak vessziik. A bal oldali burkolégorbe
esetében negativ, mig a jobb oldali esetében pozitiv iranyitasuaknak
tekintjik a koroket.
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Co

(a)

4.3. dbra. Nem megengedett korsorozatok. Az abrakon a pirossal jelolt

« sz

definici6 szerint megengedett legyen.

4.2. Definicié (Burkolégorbék (Kruppa et al., 2019)). A C =
{c1,ca, ..., e}, n € N, megengedett korsorozat esetén az s(t) és s(t)
gorbét rendre ,,bal” és ,,jobb” oldali burkologorbének nevezziik, amennyi-
ben legaldbb G'-folytonosak és minden c; (i = 1,2,...,n) kor esetén
teljesiil, hogy

o Az s(t) gorbe a ¢; kiort vagy az w; és v; pontokban és az dlta-
luk hatdrolt w;v; koriv mentén érinti, vagy pedig a W, pontban.
Hasonlo feltételek vonatkoznak az s(t) gorbe esetén az w;, v,;, W,
pontokra.

o A ¢; kor, valamint s(t) gorbe érintdegyenesei rendre megegyeznek
az érintési pontokban.

o Azs(t) gorbe esetén a c; kor érintési pontjaiban vett érintévek-
torok irdnya megegyezik az adott érintési pontbol a kor kozép-
pontjaba mutatd vektor pozitiv normdlisdval. S(t) esetén a vektor
negativ normalisdval egyezik meg.

o u;, v, W, & P#‘dj, i=1,2,...,n. Analdg feltételt szabunk
j=1,j#i
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az ;, vy, és W, pontokra S(t) esetén.

Abban az esetben, ha a ¢; kirhoz az u; és v; pontok és az dltaluk
hatdrolt w;v; kériv tartozik, akkor ezen kérivet is a bal oldali burko-
logorbe részeként tekintjik. Hasonldan, az s(t) gorbe esetén az W;v;
kérivet a jobb oldali burkologirbe részeként tekintjik.

A 4.2. definicié feltételeinek megfelelé és nem megfelel6 burkolé-
gorbére lathatd egy-egy példa a 4.4. abran. A disszertacidé tovabbi
részében a bal oldali burkol6gorbe létrehozasi médjat mutatjuk be, a
jobb oldali burkolé ezzel analég médon allithaté eld.

A burkolémaédszerek kulcsfontossagu 1épése az érintési pontok meg-
hatdrozasa. Ahogy lathattuk, a Bastl és mtsai. altal publikalt modszer
egyik legfébb problémaéja az, hogy az érintési pontok helyzete nem
megfelels. A kovetkezd szakaszban megmutatjuk, hogy modszeriink-
kel miképpen allitjuk el6 az érintési pontokat gy, hogy megoldast
nytjtsunk a felmeriilt problémékra.

Q¢

(a)

4.4. abra. Egy megengedett korsorozat burkolasa a 4.2. definicionak
(a) megfelels és (b) nem megfelel6 mddon.

4.3. Az érintési pontok meghatarozasa

Az érintési pontok meghatarozasanak érdekében a C = {cy,¢a, ..., ¢}
megengedett korsorozat esetén a szomszédos ¢;_1, ¢; és ¢; 11 koroket
tekintjiitk, melyek &altal hatarol korlapokat rendre d;_1, d; és d;yq
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(1 =2,...,n—1) jeloli. A burkolégorbe a ¢; kort vagy az u; és v; pontok
altal hatarolt koriv mentén, vagy pedig a koriv w; felez6pontjaban
fogja érinteni (ldsd a 4.5. abrét).

Ciy1

4.5. abra. A ¢; kor érintési pontjainak meghatarozasa a kiils6 érinto-
egyenesek segitségével. A burkologorbe a kort vagy (a) két pont dltal
hatérolt koriv mentén, vagy (b) a koriv felez6pontjéban érinti.

Hatarozzuk meg a ¢;_1 és ¢;, valamint a ¢; és ¢;11 korok kozos
kiilso érintGegyeneseit, és tekintsiik ezek koziil a bal oldaliakat! A q;
és p; pontok rendre azon pontokat jelolik, amelyekben ezen egyenesek
érintik a ¢; kort. Ha ¢;—1 és ¢; metszik egymast, akkor n;, jeloli a
két metszéspont koziil azt, amelyre teljestil, hogy az (m vektor
eléallitasahoz az 0;_;0, vektort pozitiv irdnyban kell elforgatnunk
valamilyen o < 180° széggel. Ezen feltétel ekvivalens az

(Oz‘z - Oiflx) (nily - Oifly) - (Oiy - Oifly) (nilz - Oiflx) >0

egyenldtlenséggel. Ezt a konstrukciot szemlélteti a 4.6. abra. Ha ¢; és
ci+1 metszik egymast, akkor az el6z6ekhez hasonlé médon meghata-
rozzuk az n;, metszéspontot, melyre az

(Oi+1m — Oix) (nby — Oiy) — <0i+1y — Oiy) (ni% — Oix) >0

egyenlotlenség teljestil.
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Ci—1

&

4.6. abra. A két metszéspont koziil n;, jeloli azt, amelyikre teljesiil,
hogy az 0,_10; vektort ¢; kozéppontja koriil pozitiv irdnyban kell
elforgatni valamilyen o < 180° szoggel.

Ha a korok nem metszik, hanem csak egy pontban érintik egymaést,
akkor értelemszertien ezen pontok jatsszak n;, és n;, szerepét. Ezeket
felhasznalva az u; és v; pontokat az

u, = {ni2, ha q; € diy1, v — {ni17 ha p; € d;_1,
qi;, egyébként; pi, egyébként
formaban hatarozzuk meg.

Annak eldontésére, hogy a burkolégorbe egy pontban, vagy koriv
mentén fogja-e érinteni a ¢; kort, a kovetkezo jeloléseket vezetjiik be.
Legyen e;, € ¢;_1 az a pont, amelyben a ¢;_; kort érinti a q; pontbol
a ¢;_1-hez huzhaté bal oldali érintéegyenes! Hasonlé médon e;, € ¢;4q
jeloli azt a pontot, amelyben a p; pontbdl a ¢; 41 korhoéz hizhatéd bal
oldali érintéegyenes érinti c;,1-et . Ha a q; és az e;, pontok a p; és
az e;, altal meghatarozott egyenes ugyanazon oldalara esnek, akkor
azt mondjuk, hogy q; ,,megelézi” a p; pontot. Ezt q; < p; formaban
jeloljik. Ha q; és e;, az egyenes kiilonb6z6 oldalara esnek, akkor pedig

g; 7 pi- Analég médon a jobb oldali burkolégorbe esetén a jobb oldali
érintGegyeneseket tekintjiik.
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Ha q; = p;, akkor a burkolégorbe az u; és v; pontokban, valamint
az ezek altal hatarolt w;v; iranyitott koriv mentén fogja érinteni a ¢;
kort.

Ha q; 2 p;, akkor a célunk a w/ felez6pont meghatdrozésa. Jelolje
l;, ésl;, rendre a c;_1 és ¢;, valamint a ¢; és ¢;;1 korok centralisat! Az
l;, és l;, szakaszoknak a c;-vel vett metszéspontjait rendre s; -gyel és
si,-vel jeloljik. A w} felez6pontot ekkor w; = v,~u} médon adjuk
meg, ahol

p;, has;, ¢ p;q; ésp;, ¢d;i_1,

v;=1qn;, ha(s; € p;Q; és p; €di_1) V (s, €EPii és c;i_1Ne; £ 0),
si, has; €piqés ¢_1Ne=10;

qi, ha Siy §§ p/iai és q; ¢ diy1,

w; =n;,, ha(s;, ¢ piq ésq €diy1)V (si, €Pii és ¢;Ncip1 #0),

Siss ha Si, € PiQ; €5 ¢ N Cit1 = @

A felezépont létrehozasanal felmeriilé variacidkat a 4.7. abra mu-
tatja be.

Az els6 és utolsé kor esetén u; = v = py, valamint u,, = v,, = q,.
Az értekezés fliggelékében az 1. algoritmus szemlélteti a ¢; korhoz
tartozo érintési pontok meghatarozasanak modjat.

4.4. Az érintovektorok meghatarozasa

Az érintési pontok eldallitasa utan a kovetkezo 1épés a megfelelo
érintévektorok meghatarozasa, majd pedig a burkologorbe létrehozésa.
Mivel minden kor esetén meg kell kiilonboztetniink a beérkezo és
kiindul6 burkolégérbékhez tartozé érintési pontokat, ezért a kévetkezd
jelolésrendszert vezetjiik be. A ¢; és a ¢; 41 korokhoz (i =1,...,n—1)
azt a harmadrendii Hermite-ivet hozzuk létre, amelynek kezd6pontjat
b;, végpontjat a; 1 jeloli, és az ezekben vett érintévektorokat pedig
e;-vel és fi-vel jeloljik. Ha a ¢; kor esetén p; = q;, akkor b, = v;,
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(g) W = nil/:\s’i2 (h) W; =1y, ~q; (1) w; = nil/:\nlé

3 3

4.7. dbra. A ¢; korhoz tartozé w felez6pont meghatérozasa kilénbozo
esetekben.
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egyébként b, = w!. Ha a ¢;;1 kor esetén p;1; = q;y1, akkor a;41 =
u; 1, egyébként a;;; = w; . Azaz a burkolégérbe konstrukcidjakor
a kezdépont vagy a ¢;-n meghatarozott koriv v; végpontja, vagy a
w felez6pont lesz. Az Hermite-iv végpontja pedig vagy a ¢;;; koron
meghatarozott koriv u; ;1 kezdépontja vagy pedig a w;; felezopont.

Az érintévektorok irdanya az érintési pontokbdl a korok kozéppont-
jaba mutato vektor pozitiv normalisanak irdnyaval fog megegyezni.
A vektorok hosszanak megvalasztasakor viszont koriiltekintéen kell
eljarnunk. Lényeges szempont, hogy a korok pozicidinak, sugarainak
valtoztatasaval egyidoben folytonosan valtozzon az érintovektorok
hossza is. Igy figyelembe kell venniink azokat a hidnyossigokat, ame-
lyeket a Bastl és mtsai. modszerének vizsgalata soran mutattunk be
(lasd a 4.1. szakaszt). A 4.2. abran szemléltetett probléma akkor lépett
fel, amikor az egyik kor helyzetét gy valtoztattuk meg, hogy a két
pont és a koriv hasznalata, valamint a felez6pont hasznalata valta-
kozott. Vagyis az u; és v; altal meghatarozott koriv ivhossza egyre
kisebb és kisebb lett, majd a modszer atvaltott a felezépont hasznala-
tara. Ellenben a Kunkli és Hoffmann altal javasolt, a hatvanyvonaltol
mért tavolsagon alapuld szamolasi moddal az érintévektorok hossza az
elvartnak megfeleléen, folytonosan valtozik. Egy mésik szempont az
érintovektorok hosszanak megvalasztasakor az lehet, hogy a modszer
jo eredményeket adjon olyan szélsoségesebb helyzetekben is, amikor
példaul egy hirtelen iranyvaltas torténik a korsorozatban, és a korok
tavol helyezkednek el egymastél. Ilyen esetekben a Kunkli és Hoffmann
mobdszerénél az érintévektorok nem megfelel hossza miatt a burkolék
metszik egymast, a Bastl-féle mdédszer viszont jobban helytéll. Egy
ilyen esetre mutat példat a 4.8. abra.

A fent emlitett okok kapcsan mertlt fel benniink az 6tlet, hogy
kombindljuk a két mddszert. A b; és a;,; pontoknak a ¢; és ¢y
korok hatvanyvonalatol vett tavolsaganak kétszeresét jeloljiik rendre
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4.8. dbra. Az érintévektorok hosszanak megvalasztési nehézségei. (a)
Bastl és mtsai. modszerével a burkologérbe metszi a c3 kort, mivel az
érintési pontok dltal hatérolt koriv hossza révid. (b) Az elrendezésbol
adddoan Kunkli és Hoffmann mdédszerével a burkologorbék a ¢y és cs
koroknél metszik egymaést.

di, -gyel és dy, -vel. A dp;, €s dp,, ertékeket pedig a

bil -

2 [[b; —vil,  hab; =w;,
2 [[bi = vy, egyébként;

dy = 2 [[ait1 — wipall, haai =wi,
" 2 [laiyr —wil,  egyébként

alakban hatarozzuk meg Bastl és mtsai. mddszere alapjan. Ezenfeliil
bevezetjiik az 5;,, Si,, de, ¢, €8 dayg jeloléseket, ahol
® 5;, és 5, aq; és p;, valamint a q;41 és p;41 altal hatarolt koriv

hossza;

® de ¢, .0 ac €s ¢y korok kozéppontjainak tavolsaga;

n—1
® dyyy = ﬁ '21 deje;.,: a korsorozathoz tartozé korok kozéppont-
‘7:

jainak atlagos tavolsaga.
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A b; és a; 1 pontokban vett érintévektorok hosszat rendre d;,-gyel
és d;,-vel jeloljiik, amiket

di; = Ni; - d,, + (1 - )\i]-) ~dy,,

5 d. (4.1)
A; = mi i, Qeciva
; —mim {27"]-7? k- dag’ }

médon hatdrozunk meg, ahol k € R™, \;, € [0,1],i=1,2,...,n—1¢s
j=1,2. A k egyfajta alakparaméterként szolgal, amellyel befolyasolni
tudjuk a burkolégorbék végso alakjat. Tapasztalataink alapjan a
k = 0.5 valasztasa a legtobb esetben megfelel6 eredményt ad. Az igy
eléallitott érintovektorok teljesitik azon elvart feltételeinket, hogy ha
a koriv hossza az adott korre vonatkozoan relative révid, akkor inkabb
a hatvanyvonaltol vett tavolsagot preferaljuk, mig ha az adott két kor
tavolsaga az atlagostol joval nagyobb, akkor nem a hatvanyvonaltol,
hanem az érintési pontok egymastol vald tavolsaga alapjan hatarozzuk
meg a hosszt. Ezzel az empirikus modszerrel megoldast nytujtunk a
két szélsOséges, problémat okozo esetre.

A ¢; és ¢; 11 koroket burkolé gorbe 1étrehozasat a fiiggelékben talal-
haté 2. algoritmus mutatja be. A bal oldali, egymashoz G*-folytonosan
csatlakozo burkologorbék konstrukeidjat osszegzi a 3. algoritmus. A
jobb oldali burkolé eldallitasa ezekkel analdog médon torténik.

4.5. Osszehasonlitas meglévé médszerekkel

Eredményeink demonstralasdhoz a modszeriinket 6sszehasonlitjuk a
korabbi burkolasi technikdkkal. A 4.1. szakaszban bemutattuk, hogy
Bastl és mtsai. mdédszerének {6 hianyossaga, hogy nem alkalmazhaté
valos ideji modellezési feladatokra. Problémak léptek fel mind az
érintési pontokat illetéen, mind pedig az érintévektorok hosszanak
nem folytonos valtoztatasaban. A 4.9. a dbrdan lathatd, hogy ha a
co kort kozéppontjanal fogva lefelé elmozditjuk, akkor a Bastl-féle
modszerrel az érintési pont utvonala megszakad, ami azt eredményezi,
hogy az érintési pont (s ezzel egytitt a burkolégorbe is) hirtelen ,ugrik”
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egyet. Ezzel szemben az altalunk javasolt médszerrel (lasd a 4.9. b
abrat) az érintési pont helyzete folytonosan véltozik, lehetéve téve
a valés idében torténo modellezést. A 4.10. dbran lathato, hogy mig
Bastl és mtsai. modszerénél az érintési pontok a szomszédos korok
belsejébe keriilhetnek, sajat modszertinkkel ez nem fordul eld, igy a
burkologorbék nem metszenek a korokbe. Tovabbi példaként szolgal
a 4.11. abra, amelyen lathato, hogy hogyan valtoznak meg a el6allitott
burkologorbék, ha a c5 kort kissé elmozditjuk. Bastl és mstai. médszere
azt eredményezi, hogy az egy érintési pontra vald valtas miatt az
érintévektorok hossza hirtelen megvaltozik, rdadasul a gorbe metszi a
kort. A mi modszeriinkkel ez a probléma nem jelentkezik.

4.9. abra. A c3 koron 1év6 érintési pont helyzetének valtozasa, ha a
co kort mozgatjuk. (a) Bastl és mtsai. médszerével az ttvonal nem
folytonos, ez pedig egy hirtelen ,ugrast” eredményez a modellezés
soran. (b) A mi médszeriinkkel az érintési pont helyzete folytonosan
valtozik.

A 4.12. dbran egy olyan példa lathaté, amikor a korsorozat hirtelen
iranyt valt, valamint a korok tavolsiga vagy sugara jelentGsen meg-
valtozik. Ezen abran osszevethetjiilk Kunkli és Hoffmann mdodszerét
(4.12. a abra), valamint Bastl és mtsai. modszerét (4.12. b dbra) a
mi eredményiinkkel. A modszeriinket hasznalva az ezeknél fellépo
problémakat kikiiszoboljik (lasd a 4.12. ¢ abrat).

Az 6sszehasonlitas megkonnyitésének érdekében a kérdéses szitu-
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4.10. dbra. (a) A c3 kornél Bastl és mtsai. modszerével az érintési pont
a ¢4 kor belsejébe keriil, igy a burkologorbe metszi a kort. (b) A mi
modszeriinkkel ezeket a problémakat kikiiszoboljtik.

4.11. abra. Ha a c5 kor pozicidjat minimalisan megvaltoztatjuk, akkor
Bastl és mtsai. médszerével (piros) az érintévektorok hossza hirtelen
nagymértékben megvaltozik. Ezzel szemben a mi mddszeriinkkel (z6ld)
az érintévektorok hossza folytonosan véltozik. A (b) és (c) nagyitott
képeken lathatd a cs kor els6, majd masodik pozicidja.
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(a) (b)

()

4.12. abra. (a) Kunkli és Hoffmann médszerének, (b) Bastl és mtsai.
modszerének, valamint (c) sajat eredményiinknek az osszehasonlitédsa.
Kunkli és Hoffmann, valamint Bastl és mtsai. modszerénél a burkolok
metszik a koroket, illetve utébbi esetén arra is lathatunk példat, hogy
egy érintési pont a szomszédos kor belsejébe keriil.

aciokrol videofelvételek is késziiltek (Kruppa, Kunkli, & Hoffmann,
2018). Ezeket a disszertacié fiiggelékében 16v6 1., 2., 3. és 4. animacidk
mutatjak be.

4.6. Osszemetszések elkeriilése

A burkolasi feladatok megoldasa soran mindig toreksziink arra, hogy
az érintési pontok helyzetének, valamint az érintévektorok hosszanak
megfelel6 megvalasztasaval a burkolégorbék lehetoleg ne metsszék se
egymast, se pedig a koroket. Bastl és mtsai. cikkiikben kitérnek az
utobbi esetre, s ezeket a korabban mar emlitett stulyok bevezetésével
oldjak meg. Ha egy burkolégérbét Bézier-gorbeként tekintiink, akkor
abban az esetben metszheti valamelyik kort, ha a kontrollpoligonja
S-alaki. Ennek feloldasara a szerzok silyok segitségével valtoztatjak
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gorbe kontrollpoligonja C-alakti nem lesz, azaz a Bézier-gorbének mar
nem lesz inflexiés pontja.

Kutatédsunk soran a célunk a burkolégorbék egymassal vald ossze-
metszésének vizsgalata és feloldasa volt. Tegyiik fel, hogy el6allitottuk
a bal és jobb oldali burkoldkat a ¢; és ¢; 11 korokhoz, s tekintstik ezeket
harmadrend® Bézier-gorbéknek, amelyeknek kontrollpoligonjai (mér)
C-alakuak! A bal oldali gorbe kezd6pontjat Py-lal, végpontjat pedig
Ps-mal jeloljiik. Hasonléan hatarozzuk meg az Ry és R; pontokat a
jobb oldali gérbe esetén. A bal és jobb oldali burkoldégorbe kontrollpo-
ligonjat rendre Py P P, Ps-mal és RgR; Ry R3-mal jeloljik. Ekkor a 4.2.
definici6 alapjan

[ ] P0P3 N R()Rg == @,
o Py, Ps ¢ RyR1RyR3, és
o Ry, Rs ¢ PhP PP

teljesiil. Ha a bal és jobb oldali burkolégérbe metszi egymast, akkor
bizonyos, hogy a kontrollpoligonjaik is metszik egymast. Tehat az
Osszemetszések feloldasara vonatkozo algoritmusunk kezdolépése, hogy
megvizsgaljuk, hogy a két kontrollpoligon metszi-e egymast. Ha igen,
akkor a kezdo- és végpontbeli érintévektorok hosszat kell megfelel6en
modositanunk. Ehhez tekintsiik a kontrollpoligonok elsé és utolsd
oldalat, a PyP; és P, P;, valamint az RyR; és RyRs3 szakaszokat! A
metszések feloldasahoz ezeknek roviditjiikk meg a hosszat rendre a
masik kontrollpoligon oldalaival vett metszéspontok segitségével. A
mobdszeriinket részleteiben az értekezés fiiggelékében 1év6 4. algoritmus
mutatja be. Ezzel a hatékony megkozelitéssel el tudjuk érni, hogy
a burkologorbék kontrollpoligonjai mar ne metsszék egymast. Mivel
minden Bézier-gorbe a kontrollpontjainak konvex burkan beliil van,
és egy C-alakt kontrollpoligonnal rendelkezd Bézier-gorbe kontroll-
pontjainak konvex burka a kontrollpoligon, valamint annak kezdo-
és végpontjat 6sszekoto szakasz altal hatarolt sikrész, igy garantal-
juk, hogy a gorbék sem fogjak metszeni egymast. A modszer implicit
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modon azon szitudciokat is megoldja, amikor a burkol6 tulsdgosan
elvékonyodik, hiszen a kontrollpoligonok mar metszhetik egymast
olyan esetben is, amikor a gorbék maguk még nem. Az algoritmusunk
miikodését a 4.13. abra mutatja be.

Lathatjuk tehat, hogy C-alakt kontrollpoligonnal rendelkezd
Bézier-gorbék esetén a modszeriink megoldast nytjt az emlitett prob-
lémékra. Azonban a problémakért mélyebben megvizsgalva azt fi-
gyelhetjik meg, hogy Bastl és mtsai. modszerével valojaban mégse
lehetséges minden S-alakt kontrollpoligont C-alakiva alakitani. Erre
szolgal bizonyitékként a 4.2. dbra, ahol a hasznalt koriv olyan révid,
hogy azon beliil hidba stlyozunk, a gérbe kontrollpoligonja tovabbra is
S-alakt marad. Igy jov6beni célunk a 4. algoritmus médositésa olyan
esetekre is, amelyeknél a gorbe kontrollpoligonja S-alaki. Az dsszemet-

4.13. abra. A burkologorbék Gsszemetszésének felolddsa a 4. algoritmus
alapjan az (a) kiindulési helyzetb6l. A (b), (c) és (d) abrdan rendre a

« /e

pozicidja nem valtozik.
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szések feloldasat ezekben az esetekben az érintévektorok hosszanak
meghatérozasakor (lasd a 4.4. szakaszt) a k paraméterérték manudlis
valtoztatasaval érhetjiik el.

4.7. Kiterjesztési lehetoségek

Ebben a szakaszban szeretném bemutatni azon lehetéségeket, ame-
lyekkel sikbeli burkolomdédszertinket kiterjeszthetjiik. El6szor is Bastl
és mtsai. munkdja nyoman megvizsgaljuk annak elméleti lehetdségét,
hogy hogyan tudunk burkologorbéket eléallitani nemcsak korokhoz,
hanem &altalanosabban véve zart konvex alakzatokhoz. Bemutatjuk
tovabba a térbeli kiterjesztésre vonatkozo megoldasunkat, végiil pedig
azon modszeriinket, amelynek segitségével komplexebb, eldgazasokkal
rendelkez6 modelleket tudunk létrehozni.

4.7.1. Kiterjesztés konvex sikbeli alakzatokra

Bastl és mtsai. a cikkiikben felvetik a lehet0ségét annak, hogy mod-
szeriiket altalanositsak sikbeli, konvex alakzatok burkolasara. Ponto-
sabban olyan konvex alakzatoknak a sorozatahoz tudjuk eloallitani a
burkoldokat, amelyeknél egyértelmiien meghatarozhaté két alakzatnak
két kozos kiilso érintoegyenese. Erre alapozva akar a mi modszertinket
is kiterjeszthetjiik ebbe az iranyba. A 4.3. szakaszban bemutatott
érintési pontok eloallitasahoz sziikséges p; és q; pontok meghatarozasa
egyértelmt, az n;, és s;; (j = 1,2) pontok megaddsahoz pedig mind-
Ossze az alakzat kozéppontjanak meghatarozasara van sziikség. Ehhez
tekintsiik az alakzat konvex burkat, majd allitsuk el6 a legkisebb olyan
¢;, kort, amely tartalmazza ezt (példaul Welzl modszerével (Welzl,
1991)). Ha a ¢;, kor kozéppontjat tekintjik az alakzat kézéppontja-
nak, akkor mar eléallithatjuk az érintési pontokat. Az érintévektorok
meghatarozasara is ezen c¢;, és c;y1, korok lesznek segitségiinkre, igy
altalanosithatok a 4.4. szakaszban leirt szamitasi modszerek.
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4.7.2. Kiterjesztés harom dimenziéba

Bastl és mtsai. kiterjesztették modszeriiket a haromdimenziés térbe,
amely soran az érintési korok meghatarozasahoz a Kunkli és Hoffmann
altal javasolt mddszert hasznaltédk (lasd a 3.1. szakaszt). Esetiikben
viszont nem csak egy, hanem akar két érintési kor is tartozhat egy
gobmbhoz. A korok megadasa utan egy csofeliiletek 6sszemosasan ala-
pulé médszer (Bizzarri & Lavicka, 2013) segitségével készitik el a két
gomb kozotti burkolot. Azonban azt nem mutatjdk be, hogy pontosan
miképp alkalmazzak ezt a mddszert, hiszen itt diszkrét gombsorozatrol
van sz0. Fontos tovabba megjegyezniink, hogy a térben is felléphetnek
azok a problémak, amiket az érintési pontok nem megfelelé megvalasz-
tasa okozott, hiszen az érintési korok meghatarozasa teljes mértékben
a sikbeli modszeren alapszik. Azaz el6fordulhatnak olyan esetek, ami-
kor az s; gomb érintokore valamely szomszédos gémbhoz tartozod
gombtestbe esik. A sikbeli esetnél fellépo, az érintévektorok hosszabol
adodo problémak viszont nem jelentkeznek, ugyanis azokat semmilyen
modon nem hasznalték fel a térbeli kiterjesztésnél.

Kunkli és Hoffmann elvét kovetve kézenfekvd volt sajat modsze-
rinket is kiterjeszteni a haromdimenziés térbe. Az érintési korok
meghatarozasahoz a szomszédos s;_1, s; és s;11 gomboket tekintjiik,
majd a kozéppontjaikon athaladd P; sikkal elmetssziik a gomboket.
gy harom, egy sikba esé kort kapunk, amelyekre alkalmazzuk a sa-
jat, sikbeli burkolémodszertinket. Az s; gdmbhoz tartozo koron ekkor
lehetséges, hogy nem csak egy bal oldali pontot allitottunk el hanem
lehet, hogy kett6t (hasonlé médon lehetséges, hogy egy, vagy két jobb
oldali érintési pontot kapunk). Az érintési pontok alapjan egyértelmii-
en meghatarozhatunk egy vagy két olyan érintési kort az s; gdbmbon,
amelyeknek sikja meroleges a P; sikra, valamint athalad a megfelel
bal és jobb oldali érintési pontokon. Ha az s; gdbmbhoz két érintési
kor tartozik, akkor a két kor altal kozrezart gombi feliilletdarabot is a
burkolofeliilet részeként tekintjiik. Az els6 és utolsé gomb esetén az s;
és s9, valamint az s, _1 és s,, gdmbok kozos érintokipjanak segitségével
allitjuk el6 az érintési koroket.
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Az s; és s;11 gombok kozotti s;(¢,t) (i = 1,2,...,n — 1) felilet-
darab elkészitéséhez meghatarozzuk a kiindulési z; és z;.; pontokat a
gombok megfelel6 érintési korein. Ezeket a pontokat fogjuk elforgatni
¢ szoggel (¢ € [0, 27]) az érintési korok mentén. A feliilet az elforgatott
z;(¢) pontokbdl kiinduld z;,(¢) végponti Hermite-ivek unidjaként
all el6. Az érintovektorok iranyat az adott gémbnek az érintési korre
vonatkozd polusanak segitségével hatarozzuk meg. Az érintévektorok
hosszdnak megvalasztasanal felhasznéljuk a sikbeli médszeriinknél
tapasztaltakat (1dsd a (4.1) formuldt). A kor keriilete és a koriv hossza
konnyedén megfeleltetheté a térben a gomb felszinével, valamint a
gémbi darab felszinével. A hatvanyvonaltdl vett tavolsag helyett pedig
a gombok hatvanysikjatol valo tavolsdgot fogjuk hasznélni. Igy a sikbe-
li esetben hasznalt szamolasi médszert adaptalhatjuk a térbeli esetre.
A térbeli kiterjesztésiink eredményére mutat példat a 4.14. abra.

4.14. abra. Gémbsorozat burkoldsa a moddszeriinkkel. A burkoléfe-
liletet Hermite-ivekbél eléallitott raciondlis feliilletdarabok (zold),
valamint gombi darabok (sziirke) alkotjdk.

4.7.3. Elagazasos strukturak burkoléinak eléallitasa

A burkolémodszerek egy nagyon praktikus és jol alkalmazhaté kiter-
jesztése az eldgazdsos strukturak kezelése. Ebben a pontban bemutat-
juk, hogy hogyan tudjuk mddszeriinket ily modon kiterjeszteni mind
sikban, mind pedig térben.
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4.15. dbra. Elagazasokkal rendelkez6 alakzatok modellezése modsze-
riinkkel.

4.7.3.1. Kétdimenziés elagaztatas Bastl és mtsai. egy nagyon
jol hasznalhato, amde egyszerti otletet mutattak be munkajukban
(Bastl et al., 2015), amellyel eldgazdsokat tartalmazé koérsorozatot
lehet burkolni. Az 6tlet azon alapszik, hogy a bal oldali és a jobb
oldali burkol6gorbéket kiillonboz6 korok alapjan hozzuk létre. Szem-
léltetésképp tekintsiik a 4.15. a abrat! A bal oldali burkolégdrbét a
c1, Ca, C5, Cg €S A Cg, Cs5, C2, C3, C4 KOTOK, a jobb oldalit pedig a ¢y, ¢o, c3, ¢4
korok burkolasaval kapjuk. Ily modon a ¢y, ¢, c3, ¢4 korokbol allo foag-
hoz a ¢y koérnél csatlakozik a cs, cg korokbol allo elagazas. A technikat
egy az egyben adaptalhatjuk a modszerinkhoz, melynek eredményét
egy komplex esetben a 4.15. b abra mutatja be.

4.7.3.2. Haromdimenzios elagaztatas Bastl és mtsai. cikkében
ugyan szerepel egy dbra a haromdimenzios elagaztatasi lehetéségrol,
de részletes informaciot nem koézolnek arrdl, hogy hogyan allitjak elo
az érintési koroket a csatlakoztatasnal, marpedig ez a problémakor
nem trivialis. A 3. fejezetben bemutatott eldgaztatasi algoritmusunkat
nem tudjuk alkalmazni ezen mddszertink esetén, ugyanis a csatlako-
zéshoz sziikséges gorbe elballitasa nem oldhatéo meg gy, hogy két
érintési kor tartozik az s; gdmbhoz. Igy felmeriilt benniink az igény
egy olyan megoldas kidolgozasara, amely elonyt kovacsol a burkolo-
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modszeriink azon tulajdonsagabol, hogy egy gémb két érintési korrel
is rendelkezhet.

Az elagazéassal rendelkezé gombstruktira leirasara a 3.2. szakasz-
ban ismertetett szerkezetet hasznaljuk. Tekintsiik az s; 1, s; és s;41
gomboket, és jelolje s;, azt a gdombot, amelyet csatlakoztatni szeret-
nénk az s; gobmbhoz (i € {2,...,n — 1})! Az eldgaztatias megval6si-
tashoz az s; gobmbon a t;,, t;, és t;, érintékoroket fogjuk létrehozni,
amelyekhez rendre az s;_1, s;11 és az s;, gombok fognak csatlakoz-
ni. A médszeriinkkel biztositjuk, hogy se az érintékorok, se pedig a
burkolofeliiletek ne metsszék egymast.

Az algoritmusunk a kovetkezo. Az s; gémbhoz eldallitjuk azt a ¢;,
és t;, érintokort, amelyet rendre az s;,, s;, s;+1 gombok, valamint az
Si—1, i 6s s;, gombok hataroznak meg (lasd a 4.16. a dbrét). Legyen
S; az a sik, amelyen rajta van az s; gomb kozéppontja, és merdleges
a t;, ést;, sikjainak metszésvonalara!l Ahogy lathaté a 4.16. b dbrén,
ha s;-t ezzel az S; sikkal elmetssziik, akkor eredménytl a ¢;, fokort
kapjuk. Ekkor a t;, és t;, koroknek a ¢;,, korrel valé metszéspontjait
jeloljik p;,-gyel és pj,-vel. A t;, érintokort ezutan tgy allitjuk elo,
hogy menjen at a p;, és p;, pontokon, illetve a kozéppontja az altaluk
meghatarozott szakasz felezGpontja, a sikjanak normélvektora pedig
a kozéppontjabdl a gomb kozéppontjaba mutatd vektor legyen (lasd
a 4.16. ¢ dbrat). Az igy meghatarozott t;, érintékérhoz fog csatlakozni
az s;, gombhoz eléallo burkolofeliilet. Ha t;, és t;, metszik egymast,
akkor tovabbi teend6nk van. A t;, és t;, korok sikjainak azon szogfelezd
sikjat tekintjilk, amely metszi a t;, kort, majd elmetssziik ezzel a ¢;,
kort. A kapott metszéspontok kozil azt valasztjuk, amely tavolabb
esik az s;, gombtol. Ezt a pontot m;-vel jeloljik, ahogy a 4.16. d 4bran
lathato. Ekkor az érintékoroket a kovetkezé médon adjuk meg: ¢;,
menjen at p;, és m; pontokon, kozéppontja legyen ezek felezépontja,
a sikjanak normélvektora pedig mutasson az s; gomb kézéppontjaba.
A t;, érintékort analog médon hatarozhatjuk meg a p;, és m; pontok
segitségével. Tehat ahogy a 4.16. e abran lathato, az igy kapott két
érintési kor az m; pontban érinti egymast, a ¢;, kort pedig rendre a
Pi, és pi;, pontokban érintik. A kapott érintési korok segitségével a
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4.16. abra. Az eldgaztatashoz sziikséges t;,, t;, és t;,érintokorok eloal-
litasa oly médon, hogy ne metsszék egymast.
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burkolofeliileteket a szokasos médon allithatjuk el6. A csatlakoztatasi
algoritmusunk eredményét mutatja be a 4.17. dbra.

4.17. dbra. Elagazést tartalmazé gombsorozatok burkoldsanak ered-
ményei.
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5. RE gorbék alkalmazasa diszkrét korso-
rozat burkolasara

Az értekezés 2. fejezetében bemutattuk, hogy burkolas soran egy diszk-
rét korsorozatot burkold gorbepér eléallitasa a cél, mig a kozéptengely-
transzformacié egy sikbeli tartomanyt ir le a maximalis sugaru beir-
haté korok segitségével. Kozéptengely-transzforméciok esetén a (2.1)
burkoléformulaval eléallithatjuk a burkoldégorbéket, azaz rekonstrual-
hatjuk a tartomany konturjat. A diszkrét burkolas és a kozéptengely-
transzformacié tehat a problémafelvetésben is kiillonbozik egymas-
tol, mégis észrevehetjik a kozos jellemzoket. Ezek altal motivalva
kezdtiik meg kutatasunkat abban a témakorben, hogy miképp lehet
kozéptengely-transzformaciokat diszkrét értelemben vett burkolasara
hasznélni (Kruppa, 2020). A célunk tehat, hogy egy diszkrét korsoro-
zathoz allitsunk eld olyan, egyméashoz G'-folytonosan csatlakozé RE
gorbéket, amelyekre a (2.1) burkol6formuléval kapott burkol6gorbék
eleget tesznek a 2.2. definicidoban szerepld elvarasoknak.

5.1. El6zmények és motivacio

A tovabbiakban felidézziik azt a Bizzarri és mtsai. altal kozolt algorit-
must (Bizzarri et al., 2016), amely az R*! Minkowski-térben interpoldl
két pontot és két érintovektort gy, hogy az eredményiil kapott gorbe
RE gorbe lesz.

Legyen adott pg és pi1, két R>!-beli pont, valamint a to, t; € R*!
érintévektorok! A cél olyan y: [0,1] — R*! RE gorbe létrehozésa,
amely interpolalja a pg és p; pontokat, valamint az ezekben vett
érintéegyenesek iranyvektorai rendre a tg és t; vektorok, azaz

y(o) = Po, y(l) = P1,
¥'(0) = foto, ¥'(1)=pite, o, € R\ {0}.

Az interpolaldo RE gorbe elGallitasa az 5.1. abran lathato. Az algo-
ritmus els6 1épéseként a (2.1) burkol6formula alapjan meghatérozzuk

(5.1)
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5.1. dbra. Az y(t) RE gorbe létrehozdsa a po, p1, to és t; adatokhoz
Bizzarri és mtsai. médszere (Bizzarri et al., 2016) alapjan.

aqf € R? (i = 0,1) érintési pontokat a leendd burkolégérbéken. Ezen

pontok
v vl v
Gt £t |t]|2 — 2
(5.2)

C 12
6]
alakban adhatok meg. A kovetkezd 1épésként egy sikbeli gorbét allitunk

els, amelyhez a két-két érintési pont koziil a bal oldali q;” pontokat
fogjuk felhasznalni. A tovabbiakban ezeket q;-vel jeloljik, azaz q; =

Y
qf = Pi — Di,

q;". Majd a Si kozéppontu, r; sugard kornek a q; pontokban vett
v; € R? (i =0, 1) érint6vektorait adjuk meg, azaz

v J_
VvV, = Q; M, o; € R. (53)

’qi_gi

Ezutan eléallitjuk az x: [0,1] — R? paraméteres gorbét, amely in-
terpolalja a qg és q; pontokat ugy, hogy ezekben adottak a vg és vy
érintévektorok. A keresett x(t) gorbét valaszthatjuk példdul harmad-
rendi Hermite-ivnek, amelyre

x(1) = q, xX'(i)=v;, =01 (5.4)
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teljesiil. Lathatjuk, hogy az 5.3 kifejezésben az «; értékek nem rog-
zitettek, a szerzok egyfajta paraméterként hasznaljdk, amelyekkel
befolyéasolni lehet a burkolégorbe végso alakjat.

Az y(t): [0,1] — R? kozéptengelyt x(¢) jobb oldali ekvidisztdns
gorbéjeként allitjuk eld, azaz

r ()
1" (#)]]

amely akkor és csak akkor raciondlis, ha f(t) = II):’((tt))H

y: [0,1] — R*! kézéptengely-transzformacié pedig
¥(1) = (walt) + () (), (1) — 2, (1) S(0),
£y + 220)
alakban irhaté fel. Ahhoz, hogy a kapott ¥(t) gorbe teljesitse az (5.1)
feltételeket, az f(t) fiiggvényt a kovetkezéképpen kell elééllitani. Az
¥(i) = p; egyenletek alapjan
) = fi= oo i=0,1. (5.6)

vl

y(t) = x(t) + X" (1) = x(t) + f(t) X (1),

racionalis. Az

(5.5)

Az (i) = pit; egyenletek megolddséval a f3; értékeket

V-V — ﬁ x" (i) ‘Vz‘l

B =

ti - v;
formaban fejezhetjiik ki, amelyek alapjan felirhato, hogy

.Nn:ﬁz—“'@i““‘ﬁi i=0,1. (5.7)

ti‘Vi

Azaz az f(t) figgvényt oly mddon kell elGéallitani, hogy teljesitse
az 5.6 és 5.7 peremfeltételeket, tehat példaul Hermite-féle interpola-
cioval is létrehozhatjuk harmadfokt polinomialis fiiggvényként. Az
ekképpen meghatarozott, (5.5) forméaban felirt ¥(¢) gorbe RE gorbe,
azaz olyan gorbe, amely 4ltal meghatarozott x* és x~ burkolégorbék
racionalisak.
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Megjegyzés. Ha Osszevetjik ezt az Osszefoglalot Bizzarri és mtsai.
cikkével (Bizzarri et al., 2016), eltérést figyelhetiink meg egyrészt a
magyarazo abrat, masrészt pedig a v; vektorok eléallitasat illetGen. A
szerz6k cikkében az (5.2) médon megadott q;” pontok a korok jobb
oldalara keriilnek. Azonban ha n' az n vektor negativ normalisit
jeléli (ahogy ezt Bizzarri és mtsai. frjak), akkor a q;” pont nem a jobb,
hanem a korok bal oldalara kertil. Ez abban is megmutatkozik, hogy
miutan létrehozzuk az interpolald x(t) gorbét az (5.4) formulaval, az
y(t) el6allitasanal ismét negativ irdnyban forgatjuk el a gérbe érinté-
vektorait, igy kapjuk meg a kor kozéppontjain dtmend kozéptengelyt.
Ha az érintési pont a jobb oldali lenne, akkor az ekvidisztanst nem igy
kellene el6allitani. Mivel a szamolasuk tobbi része is ezt a gondolatme-
netet tamasztja ala, igy valészintileg csak figyelmetlenség volt Bizzarri
és mtsai. részérol, hogy a konstrukciot a korok jobb oldali érintési

pontjabdl mutatjak be. Ennek kévetkeztében a v; vektorok «; ”p"%"
médon valé megvélasztésa (ahogy az a cikkiikben szerepel) ﬁgypzm(ézg—
felel6 csak, ha az a; értéke negativ. A szemléleletesebb jelentés okan
az értekezésemben a v; vektorokat ellentétes iranytunak vettem, lasd
az (5.3) formulat. Az egységesség érdekében a szamolasnak megfelel6
1j abrakat készitettem, és a disszertacidé tovabbi részeiben is ezt a
szemléletet kovetem.

5.2. A bemeneti adatok rekonstrukciéja

Ahogy azt az 5.1. szakaszban lathattuk, a Bizzarri és mtsai. (Bizzarri
et al., 2016) altal megadott RE konstrukciés algoritmus bemenete két
R2?!-beli pont és érintévektor. Ezzel szemben egy burkoldsi feladat
esetén egy diszkrét korsorozat all rendelkezésinkre. Igy a legfontosabb
feladatunk, hogy megfelel6 bemeneti adatot hozzunk létre az RE
gorbék eloallitasahoz.

Legyen adott a C = {cy,ca,..., ¢}, n € N megengedett korsoro-
zat! A célunk p; és t; meghatarozasa minden egyes korhoz, amikhez
igy paronként tudunk majd egy-egy RE gorbét létrehozni. Azaz a
P ={p1,P2, - - -, Pn} pontsorozatot, valamint az ezekhez rendre tarto-
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76 T = {tq,ts,...,t,} vektorokat kell el6allitani. A koreinket egy-egy
pozitiv iranyitasu ciklusnak tekinthetjiik, ami igy a tér egy-egy pontja-
nak feleltetheté meg. Tehat minden o; (oim, 0, ) kozéppontu, r; sugari
¢; korhoz hozzarendeljik a

pi = (Oiz, Oiyﬂ”i) ) p; € R*! (5.8)

pontot (i = 1,2,...,n). Azonban az érintévektorok megadisa nem
ennyire egyértelmii. Egy kézenfekvé megkozelitésnek tiinhet, hogy
interpolaljuk az ijonnan kapott p; pontjainkat valamilyen gérbével, és
az ezen pontokban vett érintévektorok lehetnek a keresett t; vektorok.
Ha példaul Catmull-Rom szplajnt hozunk létre, akkor valaszthatjuk a

t’i:)\’i(P?:+1_P’ifl)7 i:2,3,...,n—1, )\Z’ER+
érintévektorokat. Az elsé és utolsd pont esetén pedig a
tlz)\i(PQ—Pl) tn:)\z(Pn_Pnfl)

vektorokat hasznalhatjuk. Ha ilyen moédon valasztjuk meg a beme-
neti adatokat, akkor az RE konstrukcios algoritmus tovabbi 1épéseit
alkalmazva azt tapasztalhatjuk, hogy bar sok esetben akar megfele-
16 eredményt kapunk, konnyen elofordulhat, hogy a modszer altal
az (5.2) formulaval szamolt q; érintési pontok a szomszédos korok
belsejébe esnek. Igy a burkolégérbe nemesak a koroket, hanem 6n-
magat is metszi, és csucspontjai lesznek. Egy ilyen esetet mutat be
az 5.2. dbra. Burkolasi feladatok megoldasa soran kiemelten fontos az
érintési pontok helyzete, valamint igen lényeges szempont, hogy az
egyes modszerek garantaljak-e, hogy az érintési pontok nem esnek mas
korok belsejébe. Emiatt, ha az RE gorbéket burkolasra szeretnénk
alkalmazni, az érintovektorok ilyen ad hoc jellegli valasztdsa nem
ad megfelel§ eredményt. Kunkli megvizsgalta (Kunkli, 2009), hogy
az érintési pontok megtalalasa egyaltalan nem trivialis feladat, és
tobbek kozott megmutatta azt is, hogy a Peternell és mtsai. altal leirt
burkol6gorbék (Peternell et al., 2008) nem lesznek mindig megfelelek.
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5.2. abra. Ha nem megfelel6 médon valasztjuk meg az érintévektorokat,
akkor az RE gorbe nem mindig alkalmas burkolési feladatok megol-
dasara. A burkolégorbe érintési pontjai egy-egy koron a szomszédos
korok belsejébe is eshetnek.

Megjegyzés. Az RE gorbe, valamint a hozzatartozé burkolégorbék eld-
allitasa fliggetlen a t; érintévektorok hosszatol, azonban az atlathatobb
szemléltetés érdekében az értekezésben szereplé abrak elkészitésénél a
t; vektorokat normalizaltuk és a kornyezetiiknek megfelel6 skalarszo-
rosaikat hasznaltuk.

5.2.1. Rekonstrukcié két érintési pont rogzitésével

Lathatjuk tehat, hogy ha a t; vektorokat nem megfelel6 moédon hata-
rozzuk meg, akkor az érintési pontok helyzete problémas lehet. Azt
sem szabad elfelejtiink, hogy az RE gorbe létrehozasahoz feltétel, hogy
a t; vektorok térszert; vektorok legyenek (lasd a 2.3.2. pontot). Geo-
metriai szempontbdl ez azt jelenti, hogy a t; vektoroknak az zy sikkal
bezart szogiik kisebb kell hogy legyen, mint 45°. Igy felmeriilt benniink
az az Otlet, hogy el6szor hatarozzunk meg a burkolas szempontjabol
elényos tulajdonsagn érintési pontokat, majd ezekbdl szarmaztassuk
a keresett t; vektorokat tigy, hogy biztositsuk azt is, hogy a valasztott

67



vektorok térszeriek legyenek.

Ahogy a 2.1.1. pontban ismertettik, Kunkli és Hoffmann burko-
lémédszere (Kunkli & Hoffmann, 2010) az érintési pontokat olyan
modon hatarozza meg, hogy azok garantaltan nem esnek a szomszé-
dos korok belsejébe, rdadasul a meghatarozasuk se szamitasigényes.
Ezen elényok miatt ezt a modszert valasztottuk az érintési pontok
meghatarozasara. Az els6 és utolsd kor esetén az érintési pontokat a
szomszédos korokkel valo kiilsé érintoegyenesek segitségével, mig a
tobbi kor esetén az Apolloniusz-feladat specialis megoldasaival allitjuk
eld.

Jelolje w; és w; rendre a bal és jobb oldali érintési pontot minden
¢; kor esetén! A célunk olyan t; vektorok eldallitasa, amelyeket ha
behelyettesitiink az (5.2) kifejezésbe, teljesiil, hogy wi = q. A
modszeriink a kovetkezd. Vegyiik a két érintési ponton atmend g; =

+

w, W, egyenest, valamint legyen h; az az egyenes, melyre teljestil,
hogy 5,» € h; és h; L g;! A g; és h; egyenesek metszéspontjat m;-vel
jeloljiik. Ekkor az s; € R%! pontot az m;-nek a ¢; kérre vonatkozo

inverzeként allithatjuk eld, azaz

2
S; = (51 + o (wj; — W, Wi — w;) ) O) ’ (5.9)
ahol

— . - _ .t , + _ tonT — aptanT
Yi = Di, (wiy wiy> + Di, (wix wix> +w w — w; w;

’Ly’

Ekkor a t; € R*! vektor megadhaté s; — p; médon, igy

t; = (;Z (wj; — wz_y) : ;: (w; — wZ) , —1) (5.10)

alakban frhatjuk fel. Specidlis esetként kell tekintentink azt az esetet,
ha w;", w; és 31- kollinearisak. Ekkor m; = Si, igy az inverz s; pont
a végtelen tavoli pont lesz. Ebben az esetben a t; vektort

= (w80
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formaban hatarozzuk meg.

Megjegyzés. Az s; pont eléallithaté oly modon is, hogy felhasznaljuk a
pélus-polaris kapcsolatot (Bacso, Papp, & Szabd, 2006; Juhasz, 1995).
A ¢; kor egyenlete homogén koordinatakra attérve

x} + x5 + (p?x +p?y — 7“2> T3 — 2p;, 123 — 2p;,wox3 =0

alakban irhato fel. A g; egyenes is megadhaté homogén koordinatakkal,

azaz

+ —
wiy - wly

9i = wy, — Wi,
(w, = i) wi + (wi = wy ) wf
alakban.
Ha g;-t balrél megszorozzuk a kor egyenlete alapjan felirhaté mat-
rix inverzével, akkor megkapjuk a poélust, azaz az s; pontot, amelynek
a ¢; korre vonatkoztatott polarisa g;. Tehat az s; pont el6allithatd az

-1

1 0 —Di, Gizy Siey
0 1 —Di, Givy | = | Siay
0y —pi, Pi, i -7 Gin, Sir,

egyenlet megoldasaval.

Ezt az el6allitasi modot az 5.3. abra mutatja be. Lathatjuk, hogy
a konstrukciénk valdjaban pontosan az inverze a burkolok ciklografiai
el6allitasdnak (lasd a 2.2.1. pontot), hiszen az RE gorbe p; pontjaban
vett érintoegyenesének az xy sikkal vett doféspontja az s; pont lesz.
Az s-bél a ¢; kérhoz hiizhaté érinték pedig pontosan a w; és w;
pontokban érintik a kort. Ebbél kévetkezik, hogy wi = qi.

Az érintévektorok ilyen médon vald eloallitasa megoldja a masik
felmeriilt problémat is, ami akkor jelentkezhet ha nem koriiltekintéen
valasztjuk meg az érintévektort. A mddszeriinkkel létrehozott t; vektor
az xy sikkal garantdltan 45°-nal kisebb szoget zar be, azaz mindig
térszeril.
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5.3. dbra. A t; vektort a w; és w; érintési pontokbdl szarmaztatjuk.

« sz

5.2.2. Rekonstrukcié egy érintési pont rogzitésével

Egy masik megkozelitést is bemutatunk, ami a fent bemutatott mdd-
szerhez hasonléan az érintési pontok rogzitésén alapul. Mivel az RE
gorbe konstrukciéja — ahogy lathattuk az 5.1. szakaszban — csak a
bal oldali q = q; érintési ponton alapul, felmeriilt az étlet, hogy két
érintési pont helyett csak egyet rogzitsink.

Els6 lépésként a C korsorozat minden ¢; koréhez eléallitjuk a bal
oldali érintési pontokat, amiket w; -szal jeloliink. A célunk azon t;
vektorok meghatarozéasa, amelyeket behelyettesitve az (5.2) kifejezésbe,
teljesiil, hogy wi™ = q;. A feladatot megvizsgélva azt tapasztalhatjuk,
hogy végtelen sok megoldés létezik. A megfelelé s; € R%! végpontokat
arrél a T; sikrél kell valasztunk, amely érintosikja a p;-hez tartozo
C-ktipnak, valamint ¢;-t a w; pontban érinti. Annak érdekében, hogy
egyértelmiien megadhassuk az s; pontot, egy olyan p; kozéppont,
egységsugaru kort tekintiink, amely a

pi— (who) & ((wf-p) .0)

vektorok altal felfeszitett T; sikon fekszik. Az s; pontot ezen kor altal
meghatarozott félkor mentén fogjuk meghatarozni. A gyakorlatban
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azonban val6jaban nincs sziikségiink arra, hogy s;-t kifejezetten egy kor
segitségével allitsuk eld, igy megsporolhatjuk a bazisként szolgald két
vektort normalizalasat. Végil tehat egy félellipszis mentén hatarozzuk
meg az s; pontot, igy az

pi, — W5, Wi — i,
s, = pi + cos (u;) |pi, — wjy + sin (u;) |pi, — w;; . u; €10, 7
Di. 0
(5.11)

alakban adhatjuk meg. A t; vektor ekkor mar eléallithaté s; — p;
modon, azaz felirhaté a

Pi, — Wy, w;t — pi,
t; = cos (u;) |pi, — wi | +sin(uw) |p, —wi|, w€l0,x] (5.12)
Di. 0

formaban. Mddszertinket az 5.4. abra mutatja be. A létrehozasi elvbol
addodoan ezen moédszer hasznalataval is garantaljuk, hogy a t; vek-
tor és az xy sik altal bezart szog kisebb, mint 45°, azaz t; mindig
térszertd. Ezenfelil, ha tekintjiikk az s; pontbdl kiindulé, s; — p; irdny-
vektori egyenesnek az zy sikkal vett doféspontjat, akkor ebbdl a ¢;
korhoz hizott kiilsé érintéegyenesek jelolik ki az érintési pontokat. A
konstrukciébél adédoan tehét az is teljesiil, hogy wi = qiF.

Az (5.12) kifejezésben az u; paraméterérték finomhangolasaval a
masik, nem rogzitett q; pont poziciéjat valtoztathatjuk. Ezen megko-
zelités elonyei kozé tartozik, hogy a modellez6 nagyobb szabadsagot
kap, hiszen a burkologorbék alakjat a szabadon hagyott érintési pont
helyzetének valtoztatdséval tudjuk befolyasolni. Igy akér a gorbék
Osszemetszését is el lehet kertilni, ahogy az 5.5. szakaszban latni
fogjuk.

Erdemes azt is megemliteni, hogy igy az zy sikkal parhuzamos
érintévektor is megadhato, ezért nem kell specidlis esetként kezelniink
azt a helyzetet, amikor q;", q; és Si kollinedris. A modszer hatranya
viszont az, hogy bar az egyik érintési pont megfelel6 megvalasztasaval
biztositjuk, hogy az nem esik a szomszédos korok belsejébe, a szabadon
hagyott q; pontra ezt értelemszertien nem tudjuk garantdlni.
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5.4. abra. A t; vektor meghatarozasa, ha csak egy érintési pontot
rogzitiink a koron. Az s; pontot ekkor egy félellipszis mentén valaszt-
hatjuk, amellyel a mésik leend6 érintési pont helyzetét fogjuk tudni
befolyasolni.

5.3. A burkolégorbék eloallitasa

Az €l6z6 szakaszban megmutattuk, hogy miként tudjuk létrehozni a
C ={c1,c,...,c,}, n € Nkorsorozat esetén a megfelelé bemeneti ada-
tokat, azaz a P = {p1, P2, - - - , Pn} pontsorozatot, valamint az ezekhez
rendre tartozdé T = {ti,ts,...,t,} vektorokat. Az RE konstrukcids
algoritmust paronként minden p;, t; és pit1, tiv1 (1 =1,2,...,n—1)
bemeneti adatra fogjuk alkalmazni.

Az algoritmus els6 1épését, ami meghatarozza a q;" érintési pontot,
természetesen kihagyhatjuk (hiszen T elemeit gy hoztuk létre, hogy
az érintési pontokat elére meghataroztuk), igy a kovetkezd 1épés a
Vi, Vis1 € R? vektorok létrehozdsa. Az (5.3) formulandl lathattuk,
hogy Bizzarri és mtsai. meghagytdk szabad paraméternek az «; ér-
tékeket, majd ezeket utélag numerikusan optimalizaltak kiilonbo6zo
modokon. Mivel most elére megadjuk az érintési pontokat, a keresett
érintévektorok hosszanak meghatarozasara tudatosan valaszthatunk
olyan értéket, amely a burkolds soran elonyos. Mivel az érintési pontok
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a Kunkli és Hoffmann mddszer altal javasolt megoldés segitségével jot-
tek létre, az érintévektorok hosszanak is azt az értéket valasztjuk, amit
a szerzok a modszeriiknél hasznalnak. Az érintévektorok hosszanak
meghatarozasara az érintési pontoknak a két kor hatvanyvonalatol
vett tavolsagat veszik alapul, ugyanis ezzel az érintévektorok érzéke-
nyek lesznek a korok sugaraira, valamint a kozéppontjaik tavolsdgara
is. Erre alapozva az érintévektorokat

(wi-p)

" wr -] (5.13)

V;

@jZQd(W;—,li), j:Z,Z+1

formaban adjuk meg, ahol [; a ¢; és ¢;y1 korok hatvanyvonala, d()
pedig az euklideszi tavolsagfiiggvényt jeloli.

Az RE konstrukeids algoritmus (Bizzarri et al., 2016) tovabbi 1épé-
seit kévetve létrehozzuk az x;: [0, 1] — R? gorbét, amely interpoldlja
a w; és w;,; pontokat, és amelyekben adottak a v; és v, érintévek-
torok. A gorbe el6éallithatd példaul harmadrendi Hermite-ivként.

A kozéptengely és a kozéptengely-transzformécio felirdsahoz meg
kell adnunk az f;: [0,1] — R figgvényt, mely teljesiti az (5.6), (5.7)
alapjan felirt

D ' _ Dit1,

és

fi(0) = -

v )
i Vi

£ - (£:(0) x"(0) — v2)

(5.15)

t
tigr - (fi(1) x"(1) - Vi%rl)

tip1 - Vigr

HOEE

peremfeltételeket. El6allithatjuk példaul Hermite-féle interpolacioval,
harmadfokt polinomialis fliggvényként. Az 5.5. szakaszban részle-
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5.5. abra. RE gorbe alkalmazéasa diszkrét korsorozat burkoldsara. A
keresett érintévektorokat koronként két rogzitett érintési pontbdl
szarmaztatjuk, igy elkertiljiikk az 5.2. 4bran mutatott problémat.

tesebben megvizsgaljuk, hogy f; megvalasztiasa nagymértékben be-
folyasolja a burkol6gorbék alakjat. Végezetil az y;(t) kozéptengely-
transzformacio

Vi) = (i, (8) + 20, (8) filt), @3, (t) = 2, (8) filt),

(5.16)
Fit) a2 () + 22(1))
alakban irhato fel. Az igy kapott ¥,(t) RE gorbe altal meghatarozott
burkolégérbék raciondlisak lesznek (1dsd az 5.1. szakaszt).

Az 5.5. dbran a két érintési pont, mig az 5.6. dbran pedig az egy
érintési pont rogzitésén alapulé médszeriink eredményét lathatjuk. A
modellez6 olyan megoldassal is élhet, hogy a korsorozat egyes eleme-
inél a kétpontos modszert, mig bizonyos korok esetén az egypontos
modszert hasznalja a burkol6 alakjanak finomhangolasanak érdekében.
Az értekezés fiiggelékében 1évo 5. animacién megfigyelhetd, hogy ho-
gyan valtozik a burkold, ha médositjuk az (5.12) kifejezésben szerepld
u; paramétert.
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5.6. dbra. Ha koronként csak egy érintési pontot rogzitiink, akkor a
szabadon hagyott pont helyzetének valtoztatasaval a burkolé alakjat
tudjuk befolyasolni (v6.: 5.5. dbra). A burkolégorbe véltozdsat a
fliggelékben talalhatd 5. animécié szemlélteti.

Erdemes megemliteni, hogy ha az x;(t) gorbét PH gorbének vé-
lasztjuk meg (példdul Farouki és Neff munkaja (Farouki & Neff, 1995)
alapjan 6todfoku Bézier-gorbeként felirhat6 egy interpoldlé PH gorbe),
akkor ¥,(t) MPH gorbe lesz, a burkolék pedig PH gorbék, igy ezeknek
az ekvidisztans gorbéi racionalisak lesznek. Egy ilyen eredményt mutat
meg az 5.7. dbra.

Az értekezés fliggelékében az 5. algoritmus 6sszegzi az altalunk
javasolt mddszert, amelynek segitségével RE gorbéket alkalmazhatunk
diszkrét korsorozatok burkolasara. A paronként eloallitott RE gorbék,
valamint a hozzajuk tartozé burkolégoérbék egyméshoz G*-folytonosan
fognak csatlakozni.

5.4. A moddszer kiterjesztési lehetOségei

A disszertacio elézé részeiben lathattuk, hogy az utébbi években meg-
jelentek olyan burkolémédszerek (Bastl et al., 2015; Kruppa et al.,
2019), amelyeknél a burkolégorbék egy-egy kort nem csak egy pontban
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N/

5.7. dbra. Egy korsorozat burkolasa MPH gorbe segitségével, koronként
két érintési pont rogzitésével. A kapott burkolégorbék PH gorbék,
melyeknek ekvidisztansai racionalisak.

érintenek, hanem két pont altal hatarolt koriv mentén is. Mivel ez a
fajta megkozelités sok esetben el6nyt jelent a hagyomanyos modsze-
rekkel szemben, ezért felmeriilt benniink az igény, hogy kiterjessziik
az RE gorbék alkalmazéasat ilyen irdnyba is a teljesség kedvéért.

Ha a C = {c1,¢9,...,¢,}, n € N megengedett korsorozathoz az
érintési pontokat a 4. fejezetben bemutatott modszeriink segitségével
allitjuk elo, akkor a koroket négy tipusba sorolhatjuk aszerint, hogy a
bal és jobb oldali burkologorbe egy pontban vagy két pont altal hata-
rolt koriv mentén érinti a koroket. Ezeket ,|”, V7, A7 és ,||” mddon
jeloljiik (1asd az 5.8. abrét). Jeldlje tovabba W = {w{, w3, ..., w3, }
a bal oldali, W= = {wi,w5,...,wy,} pedig a jobb oldali érintési
pontokat! Ekkor a ¢; kérhoz tartozé érintési pontok a wj,_;, wi, és
Wy, 1, Wy (1 = 1,2,...,n) pontok lesznek. Ha a ¢; kor ,|” tipust,
akkor wj; ;| = Wq; és W,,_; = Wy;; ha V" tipusi, akkor wy, | = Wy;;

ha pedig ,A” tipusii, akkor wj, | = w,.
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5.8. abra. Kortipusok szemléltetése az érintési pontok szama alapjan:
az elsé és utolsé kor mindig ,,|” tipusi, a koztes korok ezen példaban
rendre V7, A" és ||” tipusuak.

Az RE gorbe létrehozasahoz a P = {p1, ps,...,Pn} pontoknak
a meghatdarozasi médja valtozatlan (lasd az (5.8) formuldt). Viszont
a T halmazt masképp kell megadnunk, ugyanis a koroknél meg kell
kiilonboztetniink a kiindulé és a beérkezé burkologorbéket, amelyhez
kiilon-kiilon kell eléallitani az érintévektorokat az RE gorbék konst-
rukciéjakor. A ¢; korhoz a to;_1 vektor fog tartozni, amikor a ¢;_1 és
¢; korokhoz szeretnénk eléallitani az RE gorbét. Illetve a c¢;-hez a to;
vektor is tartozik, amit akkor fogunk hasznalni, amikor a ¢; és ¢;;
korokhoz allitjuk el az RE gorbét. Igy tehat a P = {P1,P2,---,Pn}
pontsorozathoz a T = {ti,ts,...,ts,} vektorokat tudjuk térsitani.
Az egységesség érdekében akkor is két vektort tarsitunk a ¢; korhoz,
ha ,,|” tipusd. Ezen esetben to; 1 = to;. Az 5.2.1. pontban bemutatott
modszer elvén az érintévektorokat

alakban adjuk meg, ahol

_ - + + - + o= +
Vi = Di, (wjy - wjy> + Di, (wjz - wjz) +wj;, w;, — Wy, Wy,
ési=1,2,...,n,valamint j = 2¢— 1, 2¢. Amint létrehoztuk az érintési

pontokat és a hozzajuk tartozé érintévektorokat, paronként eléallitjuk
az RE gorbéket a korabban bemutatott médon. Mint ahogy a Bastl
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és mtsai. altal (Bastl et al., 2015), valamint az altalunk kidolgozott
mobdszer (Kruppa et al., 2019) is, a ,||”, ,,V” és ,A” tipusu korok
esetén az érintési pontok altal hatarolt koriveket is a burkol6 részeként
tekintjik.

Az 5.9. abran lathatdak az eldallitott RE gorbék és a segitségiikkel
meghatarozott burkolok. Az egybetartozé parokat ugyanolyan szi-
nekkel jeloljiik. Ezen megkozelités elonye, hogy bizonyos esetekben
kevesebb 0nmetszéspont és csticspont allhat eld, mint ahogy az 5.10.
abran ez lathato. Azonban fontos megemliteni ennek a médszernek a
hatranyat is: a konstrukciobdl adoddan az egymashoz kapcsolodd RE
gorbék esetén mar nem tudjuk biztositani a G!-folytonossagot.

>

N

5.9. abra. Egy korsorozat burkoldsa RE gorbék segitéségével, ha azt a
megkozelitést valasztjuk, hogy egy kort a burkolégérbe nem csak egy
pontban érinthet, hanem egy koriv mentén is.

5.5. A burkol6gorbék osszemetszésének vizsgalata

Burkolasi feladatok megoldasa soran mindig toreksziink arra, hogy
az elkészilt gorbeparok esztétikailag is minél kielégitébb moédon bur-
koljak a koroket. Ez azt is magaban foglalja, hogy a gorbék lehetéleg
ne metsszék egymast. Ezt leginkabb az érintévektorok hosszanak
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5.10. abra. Az RE gorbék létrehozasahoz az érintési pontokat az
(a) dbran Kunkli és Hoffmann moddszerével (Kunkli & Hoffmann,
2010), mig a (b) dbran a sajat mddszertnkkel (Kruppa et al., 2019)
allitottuk eld. Lathatjuk, hogy az utobbi esetben a burkolok kevesebb
onmetszéspontot tartalmaznak.

megvaltoztatasaval kertilhetjik el (lasd a 4.6. szakaszt), az esetleges
metszéspontok meghatarozasra pedig csak olyan altaldnos modszert
hasznalhatunk, mint példaul a Bézier-gorbék osszemetszéseinek vizs-
galata a de Casteljau modszerrel valo kettévagasra alapozva. Ebben a
szakaszban megmutatjuk, hogy az RE gorbék hasznalata leegyszertisiti
a burkologorbék osszemetszésének detektalasat, valamint a metszések
elkeriilésre is nyujtunk megoldast.

A C ={c,co,...,cn}t, n € N megengedett korsorozathoz létre-
hozott RE goérbék sorozata esetén a burkolégorbék Osszemetszését
paronként kell vizsgalnunk. Azaz minden ¢; és ¢;o1 (1 =1,2,...,n — 1)
korhoz eléallitjuk a p;, p;r1 pontokat, valamint t; és t;,; érintévek-
torokat, majd pedig az ¥, RE gorbe altal meghatarozott x;~ és x;
burkol6gorbék Gsszemetszését vizsgaljuk. Az egyszertibb jelolésrend-
szer és atlathatésag végett ¥, yi, 14, X;, X; 6s f; helyett rendre az y,
y, 7, X, XxT és f jeloléseket hasznéljuk ebben a szakaszban.
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5.5.1. Osszemetszések detektilasa

A kozéptengely-transzformaciok altal meghatarozott burkolok ossze-
metszésének vizsgalatkor egy érdekes tulajdonsagot figyelhetiink meg.
Amikor a kozéptengely-transzformacié valamely pontjanak harmadik
koordinataja 0, akkor nemcsak a burkol6gorbék, hanem a kozépten-
gely és a kozéptengely-transzformacio is ugyanazon pontban metszi
egymast, ugyanazon paraméterértéknél. Ezt tulajdonsagot szemlélteti
az 5.11. abra.

Pit+1

5.11. abra. Az x;, x; burkolégdrbék, valamint az y; kozéptengely és
az y, kozéptengely-transzformacié ugyanazokban a pontokban metszik
egymast, rdadasul ugyanazon paraméterértékeknél.

Ha az 0sszemetszés problémajat algebrai megkozelitéssel vizsgaljuk
tovabb, akkor azt is észrevehetjik, hogy ha ¥(t) valamely pontjaban
vett érintévektor fényszert, akkor a burkolok annal a paraméterér-
téknél Osszemetszenek. Ezen megfigyeléseinket Osszegzi a kovetkezd
tétel.

5.1. Tétel (Minkowski-térben értelmezett gorbék burkoléinak Gssze-
metszése (Kruppa, Kunkli, & Hoffmann, 2020)). Ha azy: [a,b] —
R2L y(t) = (y(t),r(t)) gorbét egy sikbeli tartomdny kézéptengely-
transzformdcidjaként tekintjik, akkor a tartomdnyhoz tartozé x*(t) és
X~ (t) burkologorbék akkor és csak akkor metszik egymdst a t; € [a, D]
paraméterértéknél (azaz x*(t;) = x"(t;)), ha

e 7(t;) =0, vagy
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o |[¥(t;j)|l,; =0, azaz y-nak a t; paraméterértékhez tartozo érin-
tovektora fényszeri.

5.1. Bizonyitas. Ahhoz, hogy a burkolok metsszék egymdst a t; pa-
raméterértéknél, az x*(t;) = x(t;) egyenldség kell, hogy teljesiil-
jon (t; € la,b]). A 2.2. tétel alapjdn feltehetjik, hogy ||y'(t)| # O,
Vt € [a,b]. Az xT(t;) = x(t;) egyenldséget dtirhatjuk

r(t) ¥(t) + ¥y my *—r(t)?
Hy(')H

r(t) ¥t my )P — 7(2)2
||y<j>|r

formdba. Ekkor két eset lehetséges.

e Har(t;) =0, akkor x*(t;) =x(t;) = ¥(t;) = y(t;).
e Har(t;) # 0, akkor a fenti egyenldség dtirhato

VY ()17 = 7 (t5)2 = =y~ )y ()1 = 7' (2;)?

alakra. Mivel ||ly’'(t;)|| # 0, az egyenletet dtrendezve a

VIV ()P = ()2 = 0,

egyenldséget kapjuk, azaz ||y (t;)|,, = 0.

Ha r(t;) # 0 és \/||y P = 7( tj)? # 0, akkor a fentiek alapjin
xt(t;) # x(t;). Tehdt akkor és csak akkor teljesil, hogy x*(t;) =
x~(1) (t; € [a.]), har(t;) = 0, vagy ¥'(t;) fényssert.

Megjegyzés. Az 5.1 tételben szerepl6 allitasok konnyen belathatdak cik-
lografian alapulé megkozelitéssel is. Ha a kozéptengely-transzformacié
t; paraméterékhez tartozé pontjanak harmadik koordinataja 0, akkor
az ehhez a ponthoz megfeleltetett ciklus sugara 0. A nullciklust egy
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pontként értelmezziik, tovibbéa az ehhez huzott kiilsé érintéegyenesek
érintési pontjait (azaz a burkol6gorbék érintési pontjait) is ugyanen-
nek az y(t;) pontnak tekintjiik. Azaz x*(t;) = x~(¢;). Valamint ha a
kozéptengely-transzformacié ¢; paraméterértékhez tartozé érintévekto-
ra fényszerii, az azt jelenti, hogy az y(t;) pontban vett érintéegyenes
alkotdja a ponthoz tartozé C-kupnak. Ekkor az érintéegyenesnek az
xy sikkal vett doféspontja a ciklus egy pontja lesz. Mivel ebbdl a
pontbdl nem huzhaté érinté a ciklushoz, a két burkolégorbe t; para-
méterértékhez tartozé pontja ezen pont lesz, tehat x*(¢;) = x~(t;).
Mas esetekben a ciklushoz tartozo két érintési pont nem egyezik meg.

Az 5.1. tétel specidlis esete, ha RE gorbék burkoloinak dsszemet-
szését vizsgaljuk.

5.1. Kovetkezmény (RE gérbék burkoléinak sszemetszése (Kruppa et
al, 2020)). Azy: [0,1] = B2, () = (y(t), (1)) =

(2e(t) + (1), (t) — () £(2), £(0)J52(0) + 22(0)) RE gorbe
esetén az xT,x: [0,1] — R? burkoldgorbék akkor és csak akkor
metszik egymdst a t; € [0, 1] paraméterértéknél (azaz x*(t;) = x(t;)),
ha

o x(t) nem requldris, és a t; paraméterértékhez tartozo x(t;) pont
elsdfaju csicspont, vagy

o x(t) reguldris, de a t; paraméterértékre teljesil, hogy f(t;) =0,
vagy

o at; paraméterértékre teljesil, hogy ||¥'(t;)|,; = 0, azaz az RE
gorbe t; paraméterértékhez tartozo érintévektora fényszeri.

5.2. Bizonyitds. Az’ y RE gérbe r(t) = f(t)\/v2(t) + x2(t) koordi-
ndtafiigguvénye akkor és csak akkor 0 egy t; paraméterértéknél, ha
f(t;) =0, vagy pedig /z2(t) + x2(t) = 0, azaz X'(t;) = 0. Az 5.1.
kovetkezményben szereplo harmadik eset az 5.1. tétel masodik pontja.

82



RE gorbék esetén tehat az 5.1. tétel kovetkezménye alapjan a bur-
kolok metszéspontjainak meghatarozasara azon t; paraméterértéket
kell megtalalnunk, melyre x'(¢;) = 0, vagy f(¢t;) = 0, vagy pedig
¥ (t;)]],; = 0. Az els6faji csticspontok megtalalasanak komplexitasa
fiigg a kiindulasi x gorbétol, de ha a legegyszeriibb konstrukciot va-
lasztjuk, azaz harmadrend(i Hermite-ivet, akkor az x'(¢;) = 0 egyenlet
mindossze masodfoki. Abban az esetben, ha x reguléris, akkor az
f(t) = 0 harmadfoku egyenlet valos gyokeit kell meghatdroznunk a
[0, 1] intervallumon a metszéspontok eldéllitasdhoz. Ekkor a gyoko-
ket akar kozvetleniil is megkaphatjuk a Cardano-képlet segitségével.
A harmadik esetben a metszéspontokat az ||y’(t;)||* — r'(t;)*> = 0
egyenlet megoldasaval hatarozhatjuk meg.

5.5.2. Osszemetszések elkeriilése

Ebben a pontban megoldast nytjtunk azon esetekre, amikor az RE
gorbék altal meghatarozott burkologorbék osszemetszését az okozza,
hogy létezik olyan t; paraméterérték, melyre f(¢;) = 0 (lasd az 5.1.
kovetkezmény 2. esetét).

Tegyiik fel, hogy eldallitottuk a ¢; és ¢; 1 korokhoz az ¥ RE gorbét,
és az x gorbe reguléris! Az y létrehozasahoz sziikséges f(t) fuggvény
az (5.6) és (5.7) peremfeltételek mellett felirhaté egy harmadfokd
polinomként. Ha létezik a fuggvénynek valds gyoke a [0, 1] interval-
lumon, azaz f(t;) = 0, akkor a burkolégérbék metszik egymast a t;
paraméterértéknél (¢; € [0,1]). A célunk, hogy feloldjuk ezen Ossze-
metszéseket.

Erre megoldast tud nyuijtani az, hogy ha a két érintési pont koziil
csak az egyiket rogzitjilk, ahogy ezt az 5.2.2. pontban lathattuk.
Ekkor az (5.11) kifejezésben az u; paraméterérték valtoztatasaval
elkertilhetjiik a burkologorbék osszemetszését, hiszen az érintési pontok
valtoztatasa a gorbepar alakjara is hatassal lesz. Tehat wu; értékét
iterativan addig véltoztatjuk a |0, 7r[ intervallumban, amig nem teljesiil,

hogy
) >0,  Vte[o,1]. (5.17)
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Azaz a célunk, hogy f-nek ne legyen valos gyoke a [0, 1] intervallumon.
Azonban nem garantalhaté, hogy mindig létezik ilyen u; érték, bar
a gyakorlatban azt tapasztaltuk, hogy sok esetben megoldast tud
nyujtani. Erre a megkozelitésre mutat példat az 5.12. abra, ahol
lathatjuk, hogy az egyik érintési pont (és igy a t;41 érintévektor)
modositasaval el tudjuk keriilni az 0sszemetszést.

(a) (b)

5.12. abra. (a) A két pont rogzitésén alapulé médszeriinkkel kapott
burkol6k metszik egymast. (b) Ha csak az egyik oldali érintési pontokat
rogzitjik, akkor példaul a masodik kor szabadon hagyott érintési
pontjanak megvaltoztatasaval elérhetjiik, hogy a burkolok ne metsszék
egymast.

Egy mésik megkozelitést is bemutatunk, amely nem valtoztatja
meg az érintési pontok helyzetét. Ha az Osszemetszés amiatt torténik,
hogy a harmadfoki f fliggvénynek valds gyoke van a [0, 1] intervallu-
mon, akkor megoldast nyuijthat, ha megnoveljiikk f fokszamat. Ekkor
végtelen sok olyan negyedfokitl polinom létezik, ami teljesiti az el-
vart peremfeltételeket, és ezek koziil kell valasztanunk olyat, amelyre
teljestil (5.17). Ehhez irjuk fel f-et

ft) =t' + ast® + ast® + art + ag (5.18)
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forméaban, ahol
as = fo + fi + fo— 2f1 — 2k,
as =3f1 —3fo—2fy— f1 + k.
ay = f(l)7

gy = fOJ

(5.19)

és fo, fi, fi, f1 amér ismertetett (5.6), (5.7) peremfeltételeket jeloli. Az
osszemetszések elkeriiléséhez tehdt olyan k € R értéket kell talalnunk
az (5.19) kifejezéshez, amellyel (5.17) teljesiil. Mivel az f(0) és f(1)
értékek mindig pozitivak, ezért biztosan létrehozhato f gy, hogy
f(t) >0, Vt € [0,1] — legfeljebb nem negyedfokii, hanem magasabb
fokszamu polinomidlis fiiggvényre lesz sziikségiink.

Ha f magasabb fokszamu polinom, de meg szeretnénk hatarozni a
metszéspontokat, akkor f gyokeinek el6allitasdhoz olyan numerikus
mobdszereket hasznalhatunk, mint példaul az intervallum felezés, a
Newton-Raphson-mddszer, vagy Sturm moddszere.

Az 5.13. a abran egy olyan szituacié lathato, amikor a burkolé-
gorbék metszik egymast. Ha az f fiiggvény fokszamat megnéveljiik,
és az (5.19) alakhoz megfelelé k paraméterértéket talalunk, akkor az
Osszemetszés elkeriilhetd. Ezt mutatja az 5.13. b dbra. Fontos meg-
jegyezni, hogy sem az érintési pontok helyzete, sem pedig az érint6-
vektorok nem valtoztak, az 0sszemetszés mégis fel lett oldva, a két
burkologorbe méar nem metszi egymast.

5.6. A mobdszeriink lehetGségei

Az RE gorbéknek az altalunk javasolt moédon valé hasznélata komplex
alakzatok el6allitasara is alkalmas, akar olyan esetekben is, ami-
kor a szomszédos korok sugarai nagymértékben eltérnek egymastol.
Az 5.14. 4brén l4thaté a médszeriink néhdny eredménye. Erdemes
azonban arra is kitérni, hogy mivel a médszer egész koncepcidja a
kozéptengely-transzformacion alapszik, ezért a korok altal hatarolt
korlapok maximaélis sugaru beirhato korlapokként viselkednek, majd

85



5.13. dbra. Az (a) dbran megjelend 6sszemetszés elkeriilésére megoldast
nyujt, ha az RE gorbe eloallitdsahoz sziikséges f fliggvény fokszamat
megnoveljiik. A (b) dbran lathatd, hogy az érintési pontok helyzete
nem valtozik, mégis feloldottuk az Osszemetszést.

pedig ezek alapjan allitjuk el6 a tartomanyt, valamint annak kontur-
jat. Igy bizonyos esetekben eléfordulhat, hogy az eléallitott burkolék
szingularis pontokkal rendelkeznek. Ez azonban feloldhaté gy, hogy
precizebben, tobb kor megadasaval modellezziik a kivant alakzatot.

5.14. abra. A moédszertinkkel el6allitott RE gorbék burkoldinak hasz-
nalata modellezési feladatokra.
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Az el6z6 szakaszban attekintettilk, hogy az Osszemetszések de-
tektalasa, valamint feloldédsa az RE gorbék hasznalatdnak az egyik
elénye. Egy mésik elonyos tulajdonsidguk pedig az, hogy CNC gépekkel
torténé mardas soran is hasznalhatoak lehetnek. Ezen miveletek soran
ugyanis nagyon fontos, hogy a modellekhez eldallitott ekvidisztans
gorbék ne metsszék egymast, ugyanis ezek a folyamat meghibasoda-
sara, ledllasara vezetnének. Az ekvidisztansok metszéseinek feloldasa
érdekében haszndlatos az Un. trimmelés, amely sordan eltavolitasra
kertilnek az ekvidisztans gorbék azon problematikus részei, amelyeket
a metszések okoznak.

Altaldnosan elmondhaté, hogy a trimmelés szabadforméji gorbék
esetén egy koltséges, szamitasigényes feladat. Azonban a kozéptengely-
transzforméaciokhoz tartozé burkolék esetében a folyamat nagymérték-
ben leegyszeriisodik (Cao, Jia, & Liu, 2009; Cao & Liu, 2008; Choi et
al., 2008, 1999). A 2.3.2. pontban lathattuk, hogy egy y: [a, b] — R*1,
y(t) = (y(t),r(t)) kozéptengely-transzformacidhoz tartozé burkolok
ekvidisztans gorbéi felirhatok a (2.4) formula segitségével. Ha belsé

(a) (b)

5.15. dbra. A burkologorbék ekvidisztansainak trimmelése nagymér-
tékben leegyszertisodik. Az (a) dbran lathatok az ekvidisztéans gorbék
trimmelés nélkil, a (b) dbran pedig trimmelve.
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ekvidisztansokat hatdrozunk meg, akkor a J-ekvidisztans
x; (t) = y(t) + (r(t) — ) m*(t)

alakban frhaté fel, ahol m*(t) € R? az y(t) gorbe normdlvektoranak
xy sikra esé merdleges vetiiletét jeloli. Ekkor a trimmelési feladat
soran az ekvidisztans gorbék azon részeit tavolitjuk el, amelyeknél

T(to) <0, ty € [a,b]

teljestil. Ezen Osszefiiggést felhasznalva ha egy modellt (logdt, diszité-
elemet, stb.) kérok segitségével éllitunk eld, amelynek burkoldsdhoz
RE gorbéket haszndlunk, akkor a trimmelt ekvidisztans gorbék mi-
att a modell CNC gépek segitségével hatékonyan eléallithato. Az
ekvidisztansok trimmelésére lathato egy példa az 5.15. abréan.
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6. Osszefoglalas

A szamitogépes geometriai modellezés teriiletéhez tartozik a diszkrét
kor- és gombsorozatok burkoldinak eléallitdsa. Az értekezésben ehhez
a témakorhoz kapcesolodo eredményeinket mutattuk be részleteiben.

A disszertacio 3. fejezetében azon kutatdsi munkankat (Bana et al.,
2014) ismertettiik, amely soran Kunkli Roland és Hoffmann Miklés tér-
beli burkolémédszerét (Kunkli & Hoffmann, 2010) terjesztettiik komp-
lex, elagazasokkal rendelkezé gombstruktirak valds idejii burkolaséara.
Bemutattuk a médszer hasznalatahoz sziikséges struktira grafszerii
leirasat, valamint részletesen taglaltuk a moddszer 1épéseit, amely-
nek segitségével olyan csatlakozé felilletdarabokat tudunk létrehozni,
melyek G'-folytonosan csatlakoznak az eredeti burkoléfeliilethez. A
modszeriink eredményeit 6sszehasonlitottuk a ZSpheres® (Pixologic
Inc.) modellezd szoftver és a Spore™ (Electrionic Arts) szamitégépes
jaték kimeneteivel, valamint megmutattuk, hogy torzitasmentes, a
gdémbok elrendezését megtarté eredményt tudunk biztositani.

A 4. fejezetben ismertettiik azon eredményeinket (Kruppa et al.,
2019), amelyek Bastl és mtsai. médszerének (Bastl et al., 2015) alap-
Otletére épiil: a burkologorbék az egyes koroket nem csak egy pontban,
hanem a kordk pozicidjatol és sugaratol fiiggden akar egy koriv men-
tén is érinthetik. Ez a megkozelités sok esetben elonyos, viszont tobb
hibéjat is felfedeztitk a Bastl-féle médszernek. Igy kutatdsunk sordn
elsddleges célunk az volt, hogy egy olyan 1j burkolotechnikat hozzunk
létre, amely megoldast nytjt a felmeriilt problémakra. Az elkésziilt
modszeriink alkalmazhato valés idejii modellezési feladatokra, vala-
mint garantdljuk, hogy az érintési pontok nem esnek a szomszédos
korok belsejébe. Ezenfelill megadtunk egy algoritmust a burkolégor-
bék Osszemetszésének elkeriilésére. Az értekezésben tobb kiterjesztési
lehetdséget is megvizsgaltunk: a modszer altalanosithato bizonyos kon-
vex sikbeli alakzatok, valamint gombsorozatok burkolasara, tovabba
megoldast nyujtottunk az eldgaztatas problémakorére. Mindemellett
eredményeinket Osszehasonlitottuk Kunkli és Hoffmann, valamint
Bastl és mtsai. modszerével, és megmutattuk, hogy a problematikus
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esetekben jobb megoldast tudunk nytjtani.

Végiil az 5. fejezetben a Bizzarri és mtsai. dltal bevezetett (Bizzarri
et al., 2016), R%*! Minkowski-térben értelmezett Rational Envelope
(RE) gorbékkel foglalkoztunk. Bemutattuk az RE gorbék egy lehetsé-
ges alkalmazasi tertiletét: ismertettiik, hogy miképp lehet ezen specialis
gorbéket diszkrét korsorozatok burkoldsdra hasznalni (Kruppa, 2020).
Ezenfelill az RE gorbék hasznalatanak eldnyeit is attekintettik, s rész-
letesen elemeztiik a burkologorbék metszési problémajat. Az ehhez a
témakorhoz kapcesolddo legiijabb eredményeinket osszefoglalo kéziratot
(Kruppa et al., 2020) elkészitettiik, amelyet hamarosan benyujtunk
egy folydirathoz.
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7 Summary

A special area of computer-aided geometric design is called skinning,
the process of creating the envelope of a discrete set of circles or
spheres. In this PhD thesis, we presented our latest results in detail
related to this topic.

In Section 3 we discussed our results (Bana et al., 2014) which
extends the skinning technique by Kunkli and Hoffmann (Kunkli &
Hoffmann, 2010). We presented a novel approach by which branched
systems of spheres can be handled in real-time. Thus more complex
models can be created with our skinning method. In the thesis we
introduced the graph-like structure of the input spheres and described
the steps of our algorithm in detail. With our method, we are able
to create joining skinning patches, which are G! continuous to the
original skinning surface. We also compared our results to the outputs
of the modeling software ZSpheres® (Pixologic Inc.) and the computer
game Spore™ (Electrionic Arts), and we showed that our algorithm
provides smooth results that keep the original positions of the spheres.

In Section 4 we introduced our skinning method (Kruppa et al.,
2019), which was motivated by the method of Bastl et al. (Bastl et
al., 2015): the skinning curves for a sequence of circles may not only
touch each circle at a single point, but also along a circular arc. We
outlined that the method of Bastl et al. generally provides adequate
output, but it has some significant disadvantages as well. Thus, our
main aim was to provide solutions to their problems. As a result,
we managed to create a new skinning method that can be efficiently
used in real-time modeling, assuring that the touching points do
not get inside any neighboring circle. Furthermore, we proposed an
algorithm with which we can eliminate the intersections of the skinning
curves, if they exist. We also presented several possible ways to extend
our skinning approach. The algorithm may be generalized to convex
planar shapes, and we extended our method to three dimensions. We
showed a solution to provide skinning surfaces for branched systems
of spheres as well. We also made a comparison between our method
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and the methods of Kunkli and Hoffmann, and Bastl et al., and we
showed that our skinning technique provides excellent solutions even
in problematic cases.

In the last part of the thesis, we examined the so-called RE curves
introduced by Bizzarri et al. (Bizzarri et al., 2016). RE curves are
such special curves in the R?! Minkowski space that provide rational
envelopes. We presented a possible new application for them, by
explaining how to apply RE curves for skinning a discrete set of circles
(Kruppa, 2020). In the thesis we further examined the possibilities of
applying RE curves for skinning and discussed in detail how to detect
and resolve the intersections of the envelope curves. We finalized the
manuscript (Kruppa et al., 2020) containing our latest results, and
we plan to submit it to a journal soon.
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A. A sajat moédszereket bemutaté algorit-
musok

1. Algoritmus A ¢; kor érintési pontjainak meghatarozasa

1: procedure GETTOUCHINGPOINTS(7)
2 if i =1 then
3 ‘ u =Vvy =p;
4 else if 1 = n then
5: ‘ u, =V, =qpn
6 else
7 u; =dq;, Vi = P
8 if p;, € d;_; then
9: ‘ Vv, =1y,
10: if q; € di+1 then
11: ‘ u; = n;,
12: if q; < p; then
13: ‘ a;,=u;, b, =v;
14: else
15: u, =u;, vV, =v;
16: if s;, € p;q; then
17: vV, =8,
18: if ¢;_1Nc; # 0 then
19: ‘ Vi =n;,
20: if s;, € p;q; then
21: u, =s,,
22: if ¢; N Ci+1 7é () then
23: | uj=n,
24: W, = V.U,
25: a; = bz = W;
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2. Algoritmus A ¢; és ¢; 1 korokhoz tartozd burkolégorbe elGallitasa

1: procedure COMPUTESKIN(?)

2 if b; # a; then

3 | makeCircularArc{a;, b;}
4: t; = getRadicalline(c¢;, ¢iq1)
5: dk’il = 2 xdistance(B;,t;)

6 dl% = 2 xdistance(A;,1,t;)
7 if a; = b; then

8 ‘ dy, = 2% ||b; — vil

9

: else
10: ‘ dp,, = 2% ||b; — v
11: if a;;; = b;;; then
12: | dy,, = 2% [|ai — |
13: else
14: ‘ dp,, = 2 a1 — |

15: d’il = Ail * dbil + (1 - )\“) * dkil
16: dig = >‘i2 * dbi2 + (1 - )\12) * dki2

. .= (. _bi—0;
17 e] - dzl k H;)z_oz(ﬂ
18: f, = d;, * %L
8 i = dig llait1—0ipal
19: makeHermite{b;,a;1,€;, fi}

3. Algoritmus A bal oldali burkol6gorbe eldallitasa egy
megengedett korsorozathoz

Input: C = {c1,¢,...,¢,}, egy megengedett korsorozat
Output: s(t), a bal oldali burkolégorbe

1. fori=1tondo

2: | GETTOUCHINGPOINTS() > 1asd az 1. algoritmust
33 fori=1ton—1do

4: | COMPUTESKIN(3) > lasd a 2. algoritmust
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4. Algoritmus Metszések feloldasa C-alaktu kontrollpoligonnal
rendelkez6 burkolégorbék esetén

Input: PP, P, Ps és RyRy Ry R3 kontrollpoligonok

Output: P P, P,P; és RyRy Ry R3 médositott kontrollpoligonok
1: min_ disty, min_ disty = oo

2: for j =0to4do

3: Lj = FPN RjR(j+1)%4

4: Mj = RoR1 N PjP(j+1)%4

5: dist;, = distance ([, L;)

6 disty = distance (R, M;)
7 if dist; < main_dist;, then
8 min__dist; = disty,

9

: P =1L
10: if disty; < min_disty; then
11: min_ disty = distyy
12: R, = Mj

13: min_ disty, min_ disty; = oo
14: for j =0to 4 do

15: Lj =BPN RjR(j+1)%4

16: Mj = RyR3 N PjP(j+1)%4
17: dist; = distance(FPs, L;)
18: disty = distance(Rs, M;)

19: if dist;, < min_dist; then
20: min_ dist; = disty,

21: P, = Lj

22: if distyr < min_disty; then
23: min_ distyr = distys

24: Ry, = Mj
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5. Algoritmus RE gorbék hasznalata korsorozatok burkolasara

Input: C = {cy,co, ...

,Cn}, egy megengedett korsorozat

Output: egymashoz Gl folytonosan csatlakozé burkolégorbék

N I N R e I e o T e S e e
H Q9L X0k w2

. wi = getByCommonTangentLines (cy, ¢3)

w = getByCommonTangentLines(c, 1, ¢,)

fori=2ton—-1do
+

‘ w; = getFromApolloniusSolutions(c;_1,¢;, Ciy1)

fori =1tondo

p: = (Oiz, Oy s Ti)

if FIX 2 TOUCHING POINTS then

‘ s; = getInversePoint (p;, w; , w; )
else

| s; = getPointFromEllipse (p;, w;)
ti=si —pi

. skin = {0}

cfori=1ton—1do

v; = getV(p;, w;)

Vip1 = getV(piy1, Wipp)
x;(t) = interpolate (W, Wi\, v, Vii1)
fi(t)

Vi(t) = getMAT (x;, f)

xi(t) = getEnvelopeCurves ()

(2

skin.add (xj)

: return skin

> lasd: (5.9)

> ldsd: (5.11)

> lasd: (5.13)

= getF(pi, Vi, ti, Pi+1, Vit1, ti+1, Xi) > 14sd: (514)7(515)

> lasd: (5.16)
> lasd: (2.1)
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B. Az eredményeket bemutaté animaciok

Az animdciok lejatszasahoz az Adobe Acrobat Reader szoftvert? ér-
demes hasznalni, majd pedig az adott animécio kezddképére kell
kattintani.

Koriveket is felhasznaldé burkolémaddszeriink

Our solution

o%

Bastl's method

,f’ll / |
/ I e
; N—
S //./'
////
————— /

e

1. animaci6. Bastl és mtsai. modszerénél az érintési pontok helyzete
nem folytonosan valtozik, egy ,,ugras” tapasztalhaté. A mi modsze-
riinkkel ez nem 1ép fel.

2A disszertacié megirdsakor hasznélt verzié: Adobe Acrobat Reader DC,
Version 2020.013.20064
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Our solution

QTE3

2. animaci6. Bastl és mtsai. médszerével az érintési pontok bekeriil-
hetnek a szomszédos korok belsejébe. Modszertink megoldast nyjt
erre a problémara.
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QOur solution

(=)

3. animéaci6. Az érintévektorok hosszanak nem folytonos véaltoztatasa
okozza a problémat Bastl és mtsai. médszerénél. Az altalunk megadott
modszerrel ez kikiiszobolheto.
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Qur solution

- _— ‘\
" - -
o ;o f — — NN
| 4 S S = — AY
/ S - - \
/ v i - = \ \
/ / / — = \ b
S { s = - \
/' / — \ \
/- [ / \
VA - — )
\

Kunkli's method

Q3

4. animaci6. Kunkli és Hoffmann moédszerének 6sszehasonlitasa a mi
mobdszeriinkkel. Lathatjuk, hogy modszeriink szélsdségesebb esetekben
jobb eredményt biztosit.
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RE gorbék alkalmazasa burkolasra

(=Jer](+]

5. animéacid. Az el6allé burkolék alakjat tudjuk befolyasolni, ha csak
egy érintési pontot rogzitiink a korokon.
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