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Bevezetés

Altalanositott kiupszeleten az N - dimenzios valos koordinatatér
olyan alakzatat értjiik, melynek pontjaira egy rogzitett K hal-
maz pontjaitol mért atlagos tavolsag ugyanakkora. A K halmaz
elemeit nevezziik fokuszoknak. A fokuszok nem feltétlentil véges
szdmossagi ponthalmazt alkotnak, mint ahogy a tavolsagmé-
rés soran sem feltétleniil az euklideszi tavolsag jatszik szerepet.
Mindezeken tul az atlagolasi eljarasra vonatkozéan is kiilénbo-
z8képpen jarhatunk el: salyozott (de véges) Osszegek, integral
stb. Ebbe a koncepciéba a szakirodalomban fellelhets altalano-
sitasok tobbsége beilleszthetd, mint példaul a multifokalis el-
lipszisek, amelyek pontjaira a véges K halmaz pontjaitol mért
tavolsagok Osszege (vagy, ha ugy tetszik, szamtani kézepe) al-
land6. Természetesen a definiciéban szerepls szamtani kdzép he-
lyett méas kozepeket is tekinthetiink. Sulyozott szamtani kdzép
alkalmazasaval példaul hiperboldkat kaphatunk, tovabba ha a
fokuszok kozott pontokon kiviil egyeneseket is megengediink, ak-
kor a paraboldkat is megkaphatjuk. C. Gross és T.-K. Strempel
vetették fel a nem véges fokuszsereggel rendelkezs kupszeletek
vizsgalatanak probléméjat a [3] dolgozatukat lezard nyitott prob-
lémak fejezetben. Itt szdmtani k6zép helyett integralas segitsé-
gével mérjiik az atlagos tavolsagot. Integralkozelitsé Gsszegeket
véve, ebben az esetben a kapott alakzatok tetszéleges pontos-
saggal kozelithetSk multifokalis ellipszisekkel.



Kupszeletek alkalmazasa a differencial-
geometridban

A disszertacioban az altalanositott kipszeletek egy differenci-
algeometriai és egy tomografiai alkalmazasat mutatjuk be. A
differencialgeometriai alkalmazashoz a fokuszhalmazt soka-
sdgstrukturaval ruhdzzuk fel és az altalanositott kupszeletek a
kovetkezSképp definialjuk.

0.1. Definicié. LegyenT C RY olyan korldtos, irdnyithato rész-
sokasdg, amelyre VolI' < oo az indukdlt Riemann-térfogatra
nézve. Ekkor a I'-hoz tartozé altalanositott kapszeletfiigg-
vényen az

Fr(z) : L

- - N
o) =g [ dedr @erY)

r

leképezést értjiik. Tovabbd az
{z eRY|Fr(z) = ¢, c R}

alaki halmazokat altalanositott kupszeleteknek nevezziik,
amelynek fokuszhalmaza T .

A Finsler-geometridban az alapsokasidgon adott gorbék iv-
hosszat a szokésos integralformula segitségével meérjiik, csak-
hogy az érintGvektorok hossza nem csupan a hely, hanem az
irdny fliggvénye is. A Finsler-sokasag &ltalanositott Berwald-
sokasagga vélik, ha megadhaté egy linearis konnexié az alap-
sokasagon gy, hogy az éaltala indukalt parhuzamos eltolasok



meglrzik az érintGvektorok Finsler-féle hosszat. Ha a lineéris
konnexié torziémentes, akkor a klasszikus Berwald-sokasagokat
kapjuk. Ezek osztalyozasaval Szabo Zoltan [11] munkaja foglal-
kozik. Az osztalyozasi tételhez vezets eredmények egyike, hogy
a Berwald-terek kitiintetett (linearis) konnexiéja Riemann-met-
rizalhatd, azaz megadhat6 olyan Rimeann-féle metrikus tenzor
az alapsokasagon, melynek Lévi-Civita konnexidja egybeesik a
Berwald-tér kanonikus konnexi6javal.

A probléma megforditasa a kovetkezs: tekintsiink egy Rie-
mann-sokasigot és egy a sokasdgon adott metrikus (nem feltét-
leniil torzidmentes) V lineéris konnexiot. Milyen feltételek mel-
lett garantalhat6é olyan nem Riemann Aaltaldnositott Berwald-
sokasag létezése, melynek (egyik) kitiintetett konnexi6ja éppen
V? A kérdésre a valasz az, hogy amennyiben a sokasag egy
adott p € M pontjdban vett euklideszi egységvektornak a ho-
lonomiacsoportra nézve vett palydja nem sird az (euklideszi)
egységgombon, akkor a konnexié szigortu értelemben Berwald-
metrizadlhatd, azaz konstrualhat6 olyan nem Riemann altalano-
sitott Berwald-sokasag, hogy a V altal indukalt parhuzamos el-
tolasok megérzik az érintGvektorok Finsler-féle hosszat. Szabd
Zoltan otletét atvéve, a feladat egy az origdt a belsejében tartal-
maz6 konvex test (egységgombtest) konstrukcioja a pont folotti
érintGtérben, mely a holonémiacsoporttal szemben invarians és
a hatara nem kvadratikus sima hiperfeliilet. Ezt a testet parhu-
zamos eltolassal juttathatjuk el az (6sszefiiggs) sokasag barmely
pontjaba. Az 0j egységgombsereggel ellatva pedig a sokasag al-
talanositott Berwald-sokasagga valik.

Tekintsiik tehat az R euklideszi koordinatatér linearis izo-
metriacsoportjanak egy G részcsoportjat. Tegyiik fel, hogy va-



lamely euklideszi egységvektor GG csoportra nézve vett palyaja
nem strd az (euklideszi) egységgdémbon. A cél olyan nem euk-
lideszi Minkowski-funkcional megadasa a vektortéren, melyre
nézve G elemei még izometridk maradnak. A Minkowski-funkci-
onalokkal szemben megkovetelt pozitiv homogenitasi tulajdon-
sédgra tekintettel elegend6 egy olyan G-invaridns, az origdt a
belsejében tartalmazé konvex testet konstrudlni, melynek ha-
tara nem kvadratikus, sima hiperfeliilet. A konstruéalt test, mint
egységgomb, éppen a kivant metrikus struktirat szarmaztatja.
A 6 eredmény az, hogy az invaridns test mindig megadhato
altalanositott kupszeletként.

A G csoport reducibilitasa szerint két esetet kiilonboztetiink
meg. Reducibilis csoport esetén tekinthetjiik az

S1CSyC...CSy_o

gdémbok valamelyikét, mint a G elemeire nézve invaridns halmazt
(a csoport reducibilitasanak megfelelGen).

0.1. Tétel (Vincze, N. [6]). Az Fs, (z) = vf)(lgk egyenlettel

definidlt dltaldnositott kipszelet nem ellipszoid, ahol

2l+2 .
)i=—— és l:=k—1.
‘O=ron @
Kovetkezésképp olyan nem euklideszi Minkowski-funkciondlt in-
dukal, amelynek linedris izometria csoportja tartalmazza G-t.

Ha a G csoport irredduchilis, akkor tekintsiik egy z € Sy_1
pont I', orbitjat.



0.2. Definicié. Azt a z, € Sny—1 pontot, amelyben az

a .= min max d 7
[|y||=1 <7€Convrz (¥ 7))

minimum fellép, a I', orbit minimax pontjanak nevezziik.

Tekintsiik a

0 ha t<a
(t—a)e_ﬁ ha t > a.

RS R0 =

fliggvényt. Standard kalkulus segitségével lathatd, hogy ez egy
sima, konvex valos fliggvény. Legyen

g(t) ==t+ f(t)
és nézzik az

Hmz/ﬂmm@fm:/gwmm

convI', conv I,
fliggvényeket. Vilagos, hogy
F(z,)=F(z)=c
ahol z, a I', palya minimax pontjat jelSli.

0.2. Tétel (Vincze, N. [6]). Ha G olyan zdrt, irreducibilis rész-
csoportja az ortogondlis csoportnak, amely nem tranzitiv az eqy-
séggombon, akkor a

/ d(z,v)dy=c és / g(d(z,v))dy=c

convl, convI,



hiperfeliletek legaldbb egyike olyan nem euklideszi Minkowski-
funkciondlt indukdl, amelynek linedris izometria csoportja tar-
talmazza G-t.

Az el6z6 két tétel és a fent leirt gondolatmenet alapjan a
kovetkezot fogalmazhatjuk meg:

0.3. Tétel (Vincze, N. [6]). Legyen M egy dsszefiiggd Rie-
mann-sokasdg. Ha egy metrikus (de nem feltétlenil torziomen-
tes) V linedris konnexié holondmia csoportjiinak lezdrtja nem
tranzitiv az érintéterek egységgombiein, akkor ¥V (szigori érte-
lemben) Berwald-metrizdlhatd dltaldnositott kupszeletek segitsé-
gével.

Kiupszeletek alkalmazasa a geometriai to-
mografiAban

Ha az euklideszi tavolsag helyett az tn. taxicab/Manhattan nor-
méabdl szarmazo tavolsagfiiggvényt hasznéljuk, akkor az atlagos
tavolsagot mérd fiiggvénynek és szinthalmazainak (az altalano-
sitott kupszeleteknek) a geometriai tomografiaban vehetjiik
hasznéat.

0.3. Definicié. A K C RY kompakt halmazhoz tartozé alta-
lanositott kupszeletfiiggvényen az

fk: RY 2R, 2w fr(z) :=/d1(g,y)dy
K

leképezést értyiik.



A geometriai tomografia célja, hogy informéciot szerezziink
olyan geometriai alakzatokrdl, amelyeknek csak metszeteit vagy
vetiileteit (esetleg mindkettst) ismerjiik. A geometriai sz6 itt
arra utal, hogy a vizsgalt objektum homogénnek tekinthetd,
ezért nem egy striségfiiggvényt kell visszaallitanunk, hanem
csak az alakzat forméaja érdekel benniinket. A (parhuzamos)
rontgenfiiggvények olyan valos fiiggvények, amelyek RY egy kor-
latos, mérhet6 részhalmazanak egy rogzitett N — 1-dimenzids
altérrel valo metszeteinek mértékét szolgaltatja.

0.4. Definicié. Legyen E C RN (N > 2) egy korldtos, mérhetd
halmaz tovibbd H egy N — 1 dimenziés altér RN -ben, amelynek
egy ortonormdlt bazisa (vy,...,uy_,). Ekkor az E halmaznak
a H altérrel pirhuzamos rontgenfiiggvényének nevezzik az

XyE:R—R, t— N ((tw+H)NE)

leképezést, ahol (yl, . ,gN_l,y) ugyanolyan irdnyitdisi orton-
ormdlt bazisa RN -nek, mint az (ey,...,ey) kanonikus bdzis.

Az ef,...,ex alterekkel parhuzamos rontgenfiiggvényeket
koordinata-réntgenfiiggvényeknek nevezziik és a kovetkezs mo-
don jeldljiik:

XK =X, K, (i=1,...,N).

Ha N = 2, akkor barmely N — 1-dimenziés altér ortonormalt
bézisa egyetlen v egységvektorbol all, igy ebben az esetben v-
irdnyu rontgenfiiggvényrsl beszélhetiink.

A rontgenfiiggvényekhez kapcsolddo rekonstrukceios feladat
az, hogy talaljuk meg az R tér egy kompakt részhalmazat,



amelynek csak néhany irdnyban vett rontgenfiiggvénye adott.
Mivel ez a probléma gyakran nehéznek bizonyul, ezért legtobb-
szOr az is elegendd, ha tudunk mutatni egy olyan halmazsoroza-
tot, amely a rekonstrudlandé halmazhoz konvergal valamilyen
metrikira nézve (ez a metrika altalaban a kompakt halmazok
Hausdorff-tavolsaga). A probléma nehézsége (tobbek kozott) ab-
ban all, hogy egy kompakt halmaz rontgenfiiggvényei altalaban
nem folytonosak, s6t a szakadasi helyek halmaza lehet meg-
szamlalhatéan végtelen, strt részhalmaza a valds szamoknak.
A szakirodalomban ezért gyakran egy specidlisabb halmazosz-
taly tagjainak rekonstrukciéjat vizsgaljak, mint példaul a kon-
vex halmazok osztéalya.

A kovetkezd tétel szerint barmely R™V-beli kompakt halmaz
koordinata-rontgenfiiggvényei helyettesithet6k az altalanositott
kupszeletfiiggvénnyel, amely a teljes RY téren értelmezett kon-
vex (és ezért folytonos) fliggvény.

0.4. Tétel (Vincze, N. [7]). Tetszileges K, K* C RN kom-
pakt halmazok esetén pontosan akkor teljesil fix = fx+, ha min-
den i€ {1,2,...,n} esetén X; K = X;K* majdnem mindeniitt.

Ez a tétel lehetGséget ad szamunkra, hogy a sikbeli konvex
halmazoknal valamivel altalanosabb hv-konvex (horizontélisan
és vertikalisan konvex) halmazok rekonstrukci¢jara. Ehhez els-
szOr egy lokalizacios tételre van sziikségiink, amely konvergens
halmazsorozatok esetén az altalanositott kupszeletfiiggvények
konvergenciajat biztositja.

Tetszoleges B = [a,b] x [c,d] téglalap esetén legyen MY
mindazon sikbeli, nemiires, 6sszefiiggs, kompakt, hv-konvex hal-
mazok Osszessége, amelyek hatarolo téglalapjat tartalmazza B.



Jelolje C(B) a B = [a,b] X [c,d] téglalapon értelmezett kétval-
tozos folytonos fiiggvények terét ellatva a

[fllsup == sup  [fr(z1,22)|
(l‘l,l)Q)eB

norméval.

0.5. Tétel (Vincze, N. [9]). A &: M — C(B),L — f1, le-
képezés folytonos, ahol fi, az L halmazhoz tartozo dltaldnositott
kupszeletfiigguénynek a B téglalapra vald leszikitését jelili.

Ennek kozvetlen kdvetkezménye a kovetkezd tétel.

0.6. Tétel (Vincze, N. [9]). Ha K € MY és (L,) ¢ MY

olyan halmazsorozat, amelyre fr, — fx a C(B) figguény-

térben, akkor (L,) bdrmely konvergens részsorozata konvergdl

egy olyan K' € M halmazhoz (a Hausdorff-tdvolsdgra nézve),

amelynek koordindta-rontgenfiigguényei majdnem mindeniitt meg-
egyeznek K koordindta-rontgenfiggvényeivel. Tovdbbd, ha a K

halmaz egyértelmien meghatdrozott a koordindta-réntgenfiggvé-

nyei dltal, akkor K' legfeljebb nullmértékid halmaztdl eltekintve

megegyezik K -val.

Egy K C R? halmazt sikidomnak neveziink, ha kompakt,
Osszefiiggs, és cl(int(K)) = K, azaz K megegyezik belsejének
lezartjaval. Kénnyen lathatd, hogy barmely sikbeli, kompakt,
konvex halmaz pontosan akkor test, ha a belseje nem iires.

A fenti tétel segitségével egy elméleti algoritmus adhato egy
MM -beli sikidom rekonstrualaséra a koordinata-rontgenfiiggve-
nyei alapjan.



Bemenet: n € N, és X1 K, XoK, azaz a koordinata-réntgen-
fiiggvényei egy K hv-konvex sikidomnak.

Az eljaras a kiovetkezd lépésekbdl all:

1. 1épés: Meghatarozzuk K hatarolo téglalapjat a koordinata-
rontgenfiiggvények segitségével:

B =[a,b] x [¢,d] = supp X1 K x supp Xo K,

ami a K = cl(int K) tulajdonsag és az OsszefiiggGség miatt le-
hetséges.

2. lépés: Legyenek t; € [a,b] és s; € [¢,d], (1 = 0,...,n) egy-
méstol egyenls tavolsagokra 1év6 osztépontok tgy, hogy to = a,
t, =bés sg =d, s, = c. Tehat

b—a d—c
ti=a+1 , Si=d—1
n

- (i=0,...,n)

3. 1épés: Tekintsiik ezutdn a Bl = [t;_1,t;] X [s;,8-1] (4,5 =
1,...,n) téglalapokat.

4. 1épés: Jeloljiik ki ezutan az ellendrzési pontok G’ halmazat
a kovetkezSképp:

G% = {gij GBK‘i,jzl,...,n},

ahol

tii1 4t si1+ s 2j — 1 2 —1
gij:(j ]7 ! ’L):(a“l‘ n (b_a)7d_ (d—C))

2 2

10



5. 1épés: Szamitsuk ki az fx altalanositott kiupszeletfiiggvény
értékeit az ellendrzési pontokban a koordinata-réntgenfiiggvények
segitségével.

b d
fK(l'l,{,CQ):/|$1—t|X1K(t)dt+/|!L‘2—t‘XQK(t)dt

a c

6. 1épés: Legyen H azon L € L%’ halmazok gytjteménye, ame-
lyek elGéllnak valamely B téglalapok uni6jaként, tovabba ele-
get tesznek a

fL(gij) > fK(gij) (yij c G?()

feltételnek.
7. 1épés: Valasszuk azt az L, halmazt H-bol, amelyre az

2 fray) = Fr(y,;)
> —

ij=1

kifejezés értéke minimalis.
Kimenet: L,

0.7. Tétel (Vincze, N. [8]). Legyen K C R? egy hv-konvex
sikidom és jelélje (L) az algoritmus kimeneteként kapott L,
halmazokbdl képzett halmazsorozatot. Ekkor (L) bdrmely kon-
vergens részsorozata egy olyan K* kompakt, dsszefiiggd, hv-kon-
vex halmazhoz konvergdl, amelynek koordindta-rontgenfiigguénye-
1 majdnem mindeniitt megegyeznek a K rontgenfiigguényeivel.

11



A fenti tétel tigy is megfogalmazhatd, hogy barmely K C R?
hv-konvex sikidom és € > 0 esetén talalhaté n € N gy, hogy
H(L,,K*) < & valamely K* C R? kompakt, dsszefiiggd, hv-kon-
vex halmazzal, amelynek koordindta-rontgenfiiggvényei majd-
nem mindeniitt megegyeznek a K rontgenfiiggvényeivel.

Ez az algoritmus viszont megfogalmazhat6 egy egészértéki
line4ris programozasi feladatként [8], amelyben 8n? — 5n + 2
véltoz6 és 16n? — 9n + 5 lineéris egyenl6tlenség szerepel.

Introduction

Generalized conics are the level sets of functions measuring the
average distance from a given set of points K in the Euclidean
coordinate space RY. Elements of the set K are called foci. The
set K is not necessarily finite and the distance may also be
different from the Euclidean distance. Moreover we can choose
different types of averaging processes like taking finite weighted
sums or integration. Most generalizations of conics found in the
literature fit into this concept such as polyellipses, when the sum
(or arithmetic mean) of the distances from the points of a given
set is constant. It is natural to take any other type of mean
instead of the standard arithmetic one. To include hyperbolas
we can admit simple weighted sum of distances, while parabolas
appear if we allow lines to be elements of the set of foci. C. Gross
and T.-K. Strempel [3] posed the problem whether which results
(of the classical case) can be extended to the case of infinitely
many focal points or to continuous set of foci. In the case of
an infinite set of points we can use integration over the set of

12



foci to calculate the average distance. If we apply finite integral
sums we can see that these objects can be approximated by
polyellipses.

Application in differential geometry

Applications of generalized conics in differential geometry and
geometric tomography are presented in this PhD dissertation.
For the application in differential geometry we consider the
set of foci as manifolds and generalized conics are defined as
follows.

1. Definition. Let T' be a bounded orientable submanifold in
RY such that vol T < oo with respect to the induced Rieman-
nian volume form dy. The generalized conic function cor-
responding to I' is the mapping

Fr(z) = —

- N
= Vdr/’y»—)d(g,y)d’y (x € RY).

r

Hypersurfaces of the form
{z eRN|Fr(z) = ¢, ceRT}
are called generalized conics with foci v € T.

In Finsler geometry arc length of curves in the base manifold
is measured via line integrals where the length of tangent vec-
tors doesn’t depend only on position but on the direction also. A

13



Finslerian manifold is a generalized Berwlad manifold if there is
a linear connection on the base manifold such that parallel tran-
sport induced by the connection preserve the Finslerian length
of tangent vectors. If this linear connection is torsion free, then
we have (classical) Berwald manifold. Classification of Berwald
manifolds is due to Zoltan Szabo [11]. One of the most impor-
tant tools used for the classification is the fact that the Berwald
connection of a Berwald manifold is Riemann-metrizable, i.e.
there is a Riemannian metric on the manifold the Lévi-Civita
connection is the Berwald connection.

The converse of this problem is the following: let M be a Ri-
emannian manifold and let V be a metrical (but not necessarily
torsion free) linear connection on M. Under what conditions is
there a non-Riemannian Finsler structure, such that the Ber-
wald connection is V? The answer: if the orbit of a unit tangent
vector in the point p € M with respect to the holonomy group is
not dense in the (Euclidean) unit sphere, the the connections is
strictly Berwald metrizable, i.e. there is a non-Riemannian ge-
neralized Berwald manifold with linear connection V such that
parallel transport induced by V preserve the Finslerian length
of tangent vectors. By a similar idea as Szabd’s we must find
a convex body in the tangent space containing the origin in its
interior which is invariant under the elements of the holonomy
group and has smooth boundary which is not a quadratic hy-
persurface. This induces a not Euclidean Minkowski functional
in the tangent space having the elements of the holonomy group
as linear isometries. Extending this functional by the help of the
parallel transport with respect to the Riemannian structure we
have a smooth collection of functionals such that it is invari-

14



ant under the parallel transport with respect to the Lévi-Civita
connection.

Consider now a closed subgroup G of the group of linear
isometries in the Euclidean space RY. Assume that the orbit
of some unit vector under the elements of GG is not dense on
the unit sphere. Our goal is to find non-Euclidean Minkowski-
functional in R" such that the elements of G’ remain isometries.
Because of the positive homogenity of Minkowski functionals
it is enough to find a G-invariant convex body containing the
origin in its interior which has smooth boundary different from
any quadratic hypersurface. This is the indicatrix of the desired
functional. The main result of this work is that this body can
be represented as a generalized conic.

We have two different cases of the problem according to the
reducibility of G. If G is reducible we can take one of the Euc-
lidean unit spheres

S1CS2C...CSy_2

as the invariant set under the elements of G according to the
reducibility.

If G is reducible we can take one of the Euclidean unit sphe-
res

S1CS C...CSy_s

as the invariant set under the elements of G according to the
reducibility.

1. Theorem (Vincze, N. [6]). The generalized conic defined

15



by formula Fs, (z) = vfﬁ%k , where

22 .1
C(l> = W and l:=k—-1

is not an ellipsoid. Consequently it induces a non-Euclidean

Minkowski functional containing the elements of G as linear
1sometries.

If G is an irreducible group, then consider the orbit I', of
the element z € Sy_1.

2. Definition. The minimax point of I', is such a point z, on
the sphere where the minimum

a .= min max d 7
lly]|=1 (WECOnsz (y '7)>

18 attained.

Consider the function

0 if t<a
(tfa)efi if t>a.

R R S0 {

By the help of the standard calculus it can bee seen that it is a
smooth convex function on the real line. Define

gt) == t+ f(2).

16



and take the functions

F(z):= / d(z,7)dy and F(z):= / g(d(z,7)) dy.

convI', convI',

It is clear that

F(z,)=F(z,) =:c,
where 2, is the minimax point of I',.

2. Theorem (Vincze, N. [6]). If G is not transitive on the
unit sphere, closed and irreducible then one of the hypersurfaces

[ demar=c and [ gazandr=c

convI', conv I,

induces a not Fuclidean Minkowski functional L such that G is
the subgroup of the linear isometries with respect to L.

Finally we can sate our main theorem.

3. Theorem (Vincze, N. [6]). Let M be a connected Rieman-
nian manifold; if the closure of the holonomy group of a metri-
cal (but not necessarily torsion-free) linear connection V is not
transitive on the unit sphere in the tangent space then M can be
changed into a non-Riemannian generalized Berwald manifold
by generalized conics with respect to the Riemannian structure.
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Application in geometric tomography

If we use the distance function induced by the taxicab norm
instead of the Euclidean distance, then we can find application
of the average distance function and its level sets in geometric
tomography.

3. Definition. The generalized conic function correspond-
ing to the compact set K C RN is the mapping

fre: RN =R, 2z fx(z):= /dl(z,y)dy.
K

Geometric tomography is the area of mathematics dealing
with the retrieval of information about a geometric object from
data about its intersections, or projections, or both. The word
geometric is used here because we assume that the object is ho-
mogeneous in contrast to tomography. In other words we are
only interested in the shape of the object. Parallel X-rays are
functions that measure the intersection of a given set with hy-
perplanes parallel to a fixed subspace of co-dimension 1 of RY.

4. Definition. Let E C RY (N > 2) be a bounded, measurable
set and H is a linear subspace of co-dimension 1 of RN with an
orthonormal basis (vy,...,vy_,). Then the X-ray of the set E
parallel to H is the mapping

XuE :R— R t+— N\ (flw+H)NE),
where (yl, . ,QN_l,y) an orthonormal basis of RN with the

same orientation as the standard basis (e, ..., epn).

18



X-rays parallel to to the subspaces e, ..., ex are called co-
ordinate X-rays and denoted by

XK =X,K, (i=1,...,N).

If N = 2, then subspaces of co-dimension 1 are 1-dimensional
and any basis of such a subspace consist of only one vector v.
Thus we can say X-ray parallel to the direction v when the
dimension is two.

The reconstruction problem concerning parallel X-rays is to
reconstruct a compact subset of RY if the parallel X-rays of this
set into some directions are given. In many cases it is enough
to construct a sequence of sets that converges to a compact set
with respect to the Hausdorff distance, and has the given X-rays.
This problem is hard in general, since X-rays of a compact set
may be discontinuous, moreover, the set of discontinuities can
form an infinite dense subset of R. Therefore in the literature
more specialized families of sets are investigated such as the
collection of convex sets.

However, our following theorem sates that the coordinate
X-rays of any compact set K C RY™ can be replaced by the
generalized conic function corresponding to K which is a convex
(and consequently continuous) function on R¥.

4. Theorem (Vincze, N. [7]). For compact bodies K and K*
in RNV fx = fix~ if and only if X;K = X;K* for all i €
{1,..., N} almost everywhere.

This theorem allows us to obtain reconstruction result for a
slightly wider class of sets than the convex sets in the plane, na-
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mely for the class of hv-convex (horizontally and vertically con-
vex) sets. First of all we need a localization theorem providing
the convergence of generalized conic functions of a convergent
sequence of planar hv-convex sets.

If B = [a,b] x [¢,d] is a n arbitrary rectangle then let M"Y
denote the set of all non-empty, compact, connected, hv-convex
subsets in the plane which are inside the rectangle B. Let C(B)
denote the set of all continuous functions of two variables defined
on the rectangle B = [a, ] X [¢, d] equipped with the norm

Hf”SUp = sup ‘fL(x1a$2)|-
(z1,z2)EB

5. Theorem (Vincze, N. [9]). The mapping ®: MY — C(B),
L — fr, is continuous, where fr is the generalized conics func-
tion corresponding to the set L restricted to the rectangle B.

An immediate consequence of this theorem is the following;:

6. Theorem (Vincze, N. [9]). If K € M and (L,) C M
is a sequence of sets such that fr, — fx in C(B), then any
convergent subsequence of (L,) converges to a set K' € MY
(with respect to the Hausdorff distance) with the same coordinate
X-rays as K almost everywhere. If the set K is determined by
its coordinate X-rays then K' differs from K at most of a set of
measure zero.

A set K C R? is called body if it is compact, connected, and
cl(int(K)) = K, i.e. K is the closure of its interior. Note that
any planar, compact, convex set is a body if and only if it has
a non-empty interior.
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We can establish an algorithm for the reconstruction of a
body K € M by its coordinate X-rays with the help of the
above theorem.

Input: n € N and X; K, XoK, the coordinate X-rays of a con-
nected hv-convex body K C R2.

The process involves the following basic theoretical steps:

STEP 1: Compute the bounding box
B =a,b] x [¢,d] = supp X1 K X supp Xo K,

as K = cl(int K) and K is connected.
STEP 2: Let t; € [a,b] and s; € [¢,d], (i =0,...,n) be equally
spaced points with to = a, t, = b and sg =d, s, = ¢

b—a d—c
ti=a+1 , si=d—1
n

i =0,...
—£ (i=0,....n)
STEP 3: Define the rectangles Bf; = [t;_1,t;]x[si,5i-1] (4,5 =
1,...,n).
STEP 4: The control grid G’ of K is defined as the set of the
centers of the rectangles BJ’:

T = {gijeBKﬁ,j:l,...,n},

where

ti—1+1t; si—1+ 8 27 —1 2t —1
= , = b—a),d— d— .
Yy ( 2 2 ) (a+ 2n ( @) 2n ( )
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STEP 5: Calculate the values of the generalized conic func-
tion fx in the points of the control grid with the help of the
coordinate X-rays.

b d
fK(J?l,.’Eg):/ll‘l—t‘XlK(t)dt-‘r/L’Eg—thgK(t)dt

a C

STEP 6: Let H be the collection of all sets L € L% such that
L is the union of some rectangles B;; presented in the third step
and

Fuly) = Txlyy) (v, € CR)-
STEP 7: Choose L,, from H that minimizes
L fra(y,) = Txly,,)

> 0 ~

ij=1

Output: L,

7. Theorem (Vincze, N. [8]). Let K C R? be an hv-convex
body and (L,) the sequence of the output sets. Then any con-
vergent subsequence of (L,,) converges to a compact, connected,
hv-convex planar set K* such that K* has the coordinate X-rays
X1K and X2 K almost everywhere.

Another possible formulation of the above theorem is that for
any hv-convex body K C R? and £ > 0 there exists n € N such
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that H(L,, K*) < e for some non-empty compact connected hv-
convex set K* having the same coordinate X-rays as K almost
everywhere.

This algorithm can be turned into the solution of a linear

integer programming problem [8] with 8n? — 5n + 2 variables
and 16n% — 9n + 5 (linear) inequalities.
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