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1. Elozmények, motivacié és célkitii-
zések

A Finsler-geometriai kutatasok napjainkban reneszanszukat élik.
Tal a tdrgykor irdnt az alkalmazdsok (fizika, biolégia, kontrol-
rendszerek) oldaldrél megmutatkozé névekvé igényeknek, a nagy-
foktu fellendiilésnek szubjektiv okai is vannak. A XX. szizad egyik
legkivalébb geométere, S.S. CHERN, aki a 40-es évek végén maga is
fontos eredményeket ért el ezen a teriileten, a mult szdzad utolsé
évtizedében néhany igen hatdsos irasdban ismételten folhivta a
figyelmet a Finsler-geometria fundamentalis jelent6ségére. CHERN
érvelése egyszerii és meggy6z6: a metrikus differencidlgeometria
folépitése, s egy sor alapvetd tételének leszarmaztatasa szempontjabdl
lényegtelen, s6t természetellenes a metrika kvadratikus jellegére
vonatkoz6 azon megkotés, amely benne rejlik a Riemann-sokasdgok
fogalmédban. (Hasonlé gondolat kordbban mar HERMANN WEYL-nél
is folmeriilt.) A metrikus differencidlgeometria ebben az dltaldnosabb
megkozelitésben egy elsé fokd homogén Lagrange-fiiggvényre (vagy
mdsodfokii homogén energiafiiggvényre) van alapozva (bizonyos
tovédbbi megkotésekkel), igy a mechanika nézdpontjabdl a Finsler-
sokasdgok homogén Lagrange-rendszereket jelentenek.

A Finsler-sokasidgok nytujtotta nagyobb &ltaldnossig a dif-
ferencidlgeometriai  kalkuldcidkhoz nélkiilézhetetlen konnexidk
bevezetése szempontjabdl szamos nehézség forrasa. Ellentétben a
Riemann-geometridval, nem &4ll rendelkezésre egyetlen kitiintetett
konnexid, s rdaddsul a konnexiéparaméterek az esetek tobbségében
a helytdl és a sebességtdl egyardnt fiiggnek. (Ez utébbi aldl fontos
kivétellel a jelen disszertdcié is szolgdlni fog!) Manapsig az az
4llaspont kezd kikristalyosodni, hogy minden konkrét Finsler-
geometriai probléma targyaldsdhoz meg lehet — és meg is kell —
taldlni egy ahhoz leginkabb adekvat Finsler-konnexiot. Ezt az elvet
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elészor M. MATSUMOTO fogalmazta meg explicite, s mint latni
fogjuk, a jelen munka \jabb megerésitését adja.

A Finsler-sokasdgok nagyobb  altaldnossigidnak  tovdbbi
természetes kovetkezménye, hogy a Finsler-geometria sziikélkodik
a struktira-tételekben. Az egyetlen igazdn mély struktira-tételt
SzABO ZOLTAN taldlta a 70-es évek méasodik felében, aki teljes
leirdsat adta a pozitiv definit Berwald-sokasdgoknak. A Berwald-
sokasdgok esetében az alapsokasdgon létezik (egy és csak egy) olyan
torzidmentes linedris konnexié, amelyhez tartozé parhuzamos eltoléds
megOrzi az érintévektorok Finsler-norméjat. Kézenfekvonek latszik
elejteni a torzidémentesség feltételét — igy jutunk az dltaldnositott
Berwald-sokasdgokhoz. Gyorsan kideriil azonban, hogy ezzel az elsé
pillantdsra csekély altaldnositiassal egy olyan bonyolult szerkezetit
vildgba 1éptiink, amelyre vonatkozé struktira-tételre egyelére
reményiink sincs.

Az altalanositott Berwald-sokasigok fogalmat a kétdimenzids es-
etben és eltéré mdédon V. V. WAGNER vezette be 1943-ban. Kiilonféle
tenzoridlis karakterizaciéjukkal azéta tobben és ismételten foglalkoz-
tak; mindenekel6tt M. HASHIGUCHI, Y. ICHIJYO és M. MATSUMOTO.
A legeredetibb gondolatok megitélésiink szerint ICHIJYO munkdiban
talalhaték, amelyek disszertaciénkra is rendkiviil inspirdléan hatot-
tak. Ez az értekezés azonban mind kiindulépontjdban, mind meg-
kozelitési médjaban, mind pedig az alkalmazott technikai apparatus
tekintetében jelent6sen kiilonbozik a targykor kordbbi dolgozataitdl —
és vélhetéen e nézépontvaltasnak is koszénhetd, hogy sikeriilt egy sor
olyan alapvetd tényt feltarni, amely eddig kiviil maradt a latétéren.

Az egész munka fogalmi kereteit a Finsler-sokasdgoknak és -
konnexidknak az az elmélete képezi, amelynek alapjait J. GRI-
FONE fektette le a 70-es évek elején, technikai appardtusként a
vektorértéki differencialformdk és a hozzajuk csatolt derivacidk
Frolicher-Nijenhuis-féle kalkulusdt hasznélva. Ilyen médon rendkiviil



tomor, ugyanakkor attekintheté6 megfogalmazasok valnak lehetévé,
a bizonyitasok azonban sokszor lényegesen tobb oOtletet igényelnek
anndl, mint ami a hagyomdnyos tenzorkalkulus alkalmazisa esetén
megszokott.

Munkénk e rovid torténeti bedgyazdsinak lezardsaként meg
kell emliteniink, hogy a 2000-es évekkel kezdS8dden (részben
munkatdrsaival egylittmiikodve) szdmos 4j gondolattal gazdagitotta
a targykort TAMASSY Lajos professzor. 0 egészen mas megkozelitést
alkalmazott, amelynek lényege az indikdtrixok un. affin de-
formécidéinak vizsgalata. Ily moédon szédmos esetben bonyolult
kalkulativ appardtus haszndlata nélkil, egyszeri geometriai meg-
fontolasokkal sikeriilt 1j eredményeket nyernie, ill. kordbbi
eredményeket reprodukélnia.

2. Az értekezés tartalma és 1uj ered-
ményei

A kovetkezOkben rovid Osszefoglaldsdt adjuk az egyes fejezetek
tartalmédnak, és felsoroljuk, hogy mi az igazdn 4j eredmény benniik.

1. fejezet FEbben a fejezetben rdgzitjik jeldléseinket,
megdllapoddsainkat €és emlékeztetiink néhdny olyan alapvetd fo-
galomra és tényre, amelyekre a tovdbbiakban végig tdmaszkodni
fogunk.

Sokasdgon egy véges (de nem nulla) dimenziéji, Hausdorff,
Osszefliggd, megszamldlhatd bazisu sima sokasdgot értiink.

Egy M sokasdgon adott semisprayn olyan TM folott sima
S:TM — TTM C'-osztélyt leképezést értiink, amelyre teljesiil,
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hogy Trar oS = 11w, és eleget tesz a JS = C feltételnek. Egy semis-
pray spray, ha mésodfokid pozitiv homogén abban az értelemben,
hogy [C, S] = S. Egy sprayt affinnak vagy kvadratikusnak neveziink,
ha C?-osztélyt - és ennélfogva sima - TM-en.

2. fejezet A Finsler-sokasdgok elméletében alapvetd szerepet
jatszanak a linedris konnexiok alkalmas, nemlinedris dltaldnositdsai,
az un. Ehresmann-konneridk. A mdsodik fejezetben tdargyaljuk az
ezzel kapcsolatos alapvetd fogalmakat és konstrukcidkat, €s tesziink
néhdny egyszert, uj észrevételt.

Ehresmann-konnezrion olyan TM f515tt sima h vektorértékii 1-
formét értiink, amely projektor (h? = h) és amelynek nulltere a ver-
tikalis résznyalab. v := 1y (rar)—h a h hoz tartozé vertikdlis projektor.

Egy h Ehresmann-konnexiéhoz a kovetkez6 vektorértéki
formakat csatoljuk:

H :=[h,C| — h tenzija;

t:=[J,h] — h gyenge torzidja,

T :=ist+ H — h erds torzidja (S tetszbleges semispray);
Q= —%[h, h]  — h gorbiileti tenzora.

(A zérdjel mindeniitt Frolicher-Nijenhuis zérdjelet jelent.) Azt mond-
juk, hogy h homogén, ha a tenzidja eltiinik.

Az Ehresmann-konnexiék és a semisprayk kozotti alapvetd
reldcidt - egymastdl fliggetleniil - M. CRAMPIN és J. GRIFONE fedezte
fel. Eredményiiket az aldbbiakban foglaljuk Gssze:

(i) Amennyiben h Ehresmann-konnexié és S tetszéleges semispray
az M sokasag folott, gy S := hS szintén semispray, amely



fiiggetlen S megvélasztasatol és eleget tesz a h[C,S] = S
Osszefliggésnek. Ezt a semisprayt a h-hoz tartozé vagy h-hoz
csatolt semispraynek mondjuk.

(ii) Ha egy S: TM — TTM semispray van adva, akkor

(1) h = % (Lzx(ran) + [, 9))

Ehresmann-konnexié, amelyet az S dltal szdrmaztatott
Ehresmann-konnezionak  hivunk. Az igy  konstrudlt
Ehresmann-konnexié (gyenge) torzidja eltlinik a hozzd
tartozé semispray pedig é (S +[C,S]). Amennyiben S spray,
ugy h eleget tesz a homogenitési feltételnek és a hozzdtartozé
semispray éppen az S spray.
(iii) Egy Ehresmann-konnexi6 akkor és csak akkor szdrmazik semi-

spraybdl ((1) szerinti értelemben) ha gyenge torzidja eltiinik.

Egy h Ehresmann-konnexié birtokaban az F' := h [S, h]—J formulaval

majdnem komplex struktirat adunk meg, ahol S a h-hoz tartozd

semispray.

Tény. Tegyiik fel hogy V: X(M) x X(M) — X(M) kovaridns
derivalds az M sokasagon. Ekkor V egy mindeniitt sima homogén
hv Ehresmann-konnexiét, azaz linearis konnexiét szarmaztat M-
en. Megforditva, minden minden sima homogén Ehresmann-konnexié
meghataroz egy kovarians derivalast M-en.

2.9 Lemma. Legyen h homogén Ehresmann-konnexié az M
sokasdgon és jelolje S a h-hoz csatolt semisprayt. Amennyiben h az
S altal a (1)— szerint szarmaztatott Ehresmann-konnexid, agy h és h
kapcsolatat a .

h=h-— it
osszefiiggés adja, ahol t a h gyenge torzidja, t° pedig ¢ potencidlja.
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3. fejezet FEbben a fejezetben bevezetjiik a Finsler-konnexio
fogalmdt, majd szisztematikusan wvizsgdljuk az un. horizontdlisan
liftelt Finsler-konnexickat.

Egy M sokasdgon adott Finsler-konnexién olyan (D,h) pért
értiink, ahol D kovaridns derivalds a T'M vagy a T™ sokasdgon,
h pedig Ehresmann-konnexié M-en, és teljesiilnek a kovetkezo
feltételek:

Dh =0 — 7D redukalhat6”
DF =0 — 7D majdnem komplex”

(F a h-hoz tartoz6é majdnem komplex struktira). Ha (D, h) Finsler-
konnexid, akkor azt mondjuk, hogy a

h*(DC) : X € X(TM) — DC(hX) = DpxC

leképezés a Finsler-konnexié h-deflexidja.

A D’ operator. Tekintsiik a
DY XY(TM) — 9 (TM), JY ~ D3JY :=[J,JY].
leképezést. Felhasznélva, hogy a vertikalis endomorfizmus Nijenhuis-

torzidja eltlinik, azaz é[J, J] = 0, egyszerlien adédik, hogy tetszéleges
X € X(T'M). vektormezd esetén

DiyJY = (Df,JY) (X) = J[JX,Y].

Legyen h Ehresmann-konnexié az M sokasdgon. Mivel v = J o F,
tekinthetjiik a

DixJY = DypxJY = JuX,Y]



vektormez6t. A h Ehresmann-konnexié segitségével definidlhatjuk a
DY operator prolongaciéjat a horizontdlis résznyaldbra oly mddon,
hogy tetszdleges Y € X(TM) vektormezd esetén

DYhY = DY FJY := FDLJY.
Ekkor

DixhY = (Df’,hy) (X) = FDYxJY = h[JX,Y].

A tovébbiakban egy Ehresmann-konnexié jelenlétében DY a pro-
longalt operdtort fogja jelenteni. Legyen (D, h) Finsler-konnexié az
M sokasdgon, és tekintsiik a D% prolongalt operédtort. Ha

D:(X,Y) e X(TM) x X(TM) — DxY := DpxY + Di,xY,

akkor (lND,h) szintén Finsler-konnexi6, amelyet a (D,h) Finsler-
konnexidhoz csatoltnak neveziink. A 3.6 lemmdban megmutatjuk,
hogy (D,h) vegyes gorbiileti tenzordra érvényes a kovetkezd
Osszefliggés:

P(X%,Y)Z° = —[J,Dxn Z°]Y XY, Z € X(M).

Egy (D, h) Finsler konnexiét horizontdlisan lifteltnek neveziink,
ha 1étezik olyan V kovaridns derivalt az M sokasagon, amelyre tel-
jestil, hogy tetszbleges X,Y € X(M) vektormezdk esetén

DxnY"¥ = (ny)v.

Ekkor V-t a (D, h) Finsler-konnexiéhoz tartozé bdzikus derivdltnak
mondjuk.



8 2. AZ ERTEKEZES TARTALMA ES UJ EREDMENYEI

3.9 Lemma. Egy (D, h) Finsler-konnexi6é akkor és csak akkor
horizontdlisan liftelt, ha a (D,h) csatolt Finsler-konnexié vegyes
gorbiileti tenzora eltiinik.

Megvizsgaltuk, hogy mi a kapcsolat egy horizontélisan liftelt
Finsler-konnexié Ehresmann-konnexidja és a béazikus derivélt altal
szarmaztatott Ehresmann-konnexié kozott.

3.11 Lemma. Tegyiik fel, hogy (D,h) horizontalisan liftelt
Finsler-konnexié V bézikus derivalttal, és legyen hy a V éltal
szarmaztatott linearis konnexi6. Ekkor

DxnC=X"— X" (X e x(M)),

kovetkezésképpen hv akkor és csak akkor egyezik meg a h
Ehresmann-konnexiéval, ha a (D,h) Finsler-konnexié h-deflexidja
eltlnik.

3.14 Allitas. Legyen (D,h) horizontalisan liftelt Finsler-
konnexié és tegyiik fel, hogy h linearis konnexié. Ebben az esetben
(D, h) h-deflexiéja akkor és csak akkor tlinik el, ha D (v)hv torzidja
elttinik.

3.15 Allitas. Legyen (D,h) horizontalisan liftelt Finsler-
konnexié és V a hozza tartozé bazikus derivalt. Tegyiik fel, hogy h
az egész érintOtéren sima Ehresmann-konnexié. Ebben az esetben
(D, h) h-deflexidja akkor és csak akkor esik egybe h tenzidjdval, ha
D (v)hv torzidja eltilinik.

4. fejezet FEzt a fejezetet a Finsler-sokasagok definicidjdval
inditjuk, majd bevezetjik a Riemann-Finsler metrikdt, valamint az
elsé és mdsodik Cartan tenzort. Ertelmezzik a kanonikus sprayt,
amely a kanonikus Ehresmann konnexidt, az un. Berwald-konnezidt
szarmaztatja.



Legyen adva egy E: TM — R fliggvény, amelyet a tovabbiakban
energiafiggvénynek mondunk. Az (M, E) part (vagy egyszertien M-
et) Finsler-sokasdgnak nevezziik, ha teljestilnek a kovetkez8k:

(F1) bérmely a € TM esetén E(a) >0; E(0) = 0;
(F2) E C* osztalyti TM-en, sima T M-en;

(F3) CE = 2F, azaz F mésodfokd pozitiv homogén;
(F4) az w:=ddsFE fundamentdlis forma nemelfajuld.

Tény. Minden Finsler-sokasdgon létezik pontosan egy olyan
So: TM — TTM spray, amelyet T'M-en egyértelmtien meghataroz
az

isow = —dE
formula, s amely kiterjesztheté C' osztdlyd So: TM — TTM
leképezéssé gy, hogy So(0) = 0 teljesiiljon. Ezt a sprayt a Finsler-
sokasag kanonikus spray-jének nevezziik.

Egy (M, E) Finsler-sokasédgon adott h Ehresmann-konnexiét kon-
zervativnak mondunk, ha dp E = 0.

4.8 Allitds. Legyen (M,E) Finsler-sokasig, h konzervativ
Ehresmann-konnexié, S pedig a hozzd csatolt semispray. Ekkor S

eléallithat6 az

S =Sy + (do E)¥
formula alapjén, ahol Sy a Finsler-sokasdg kanonikus sprayje és ¢° a
h Ehresmann-konnexié gyenge torziéjanak a potencidlja.

4.9 Tétel. Legyenek h és h konzervativ Ehresmann-konnexidk
az (M, E) Finsler-sokasdgon. Amennyiben h és h erds torzidja mege-
gyezik, ugy h = h.

Tény (a Finsler-geometria alaplemmdgja). Ha (M, E) Finsler
sokasag, akkor létezik egy és csak egy olyan ho Ehresmann-konnexio,
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amely rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsidgokkal:

ho konzervativ, azaz, dn,E = 0;
ho homogén;

ho gyenge torzidja eltiinik.

Ezt az alapvetd eredményt ebben a formdban J. GRIFONE [7] fogal-
mazta meg. A szébanforgé Ehresmann-konnexiét a Finsler-sokaség
kanonikus konnezicjanak vagy Berwald-konnexidjanak nevezzik. Ex-
plicite:
1
ho = B (13€(TM) + [, SOD )
ahol Sy a kanonikus spray.

4.11 Allitas. Tegyiik fel, hogy h homogén, konzervativ
Ehresmann-konnexié egy (M, FE) Finsler-sokasdgon. Ekkor a hg
kanonikus konnexié segitségével h elallithaté a

_ Lo 1 #
h=ho+t°+ 7 [J, (deo E) ]
alakban.

5. fejezet Megmutatjuk, hogy minden dltaldnositott Berwald-
sokasdgon létezik, eqy a wvizsgdlatuk szempontjibol “legjobb”
Finsler-konnerio. A Finsler-konnexiok ezen osztdlydt neveztik az
Ichijyo-konnexick osztdlydnak. Ichijyo ezeket a konnexidkat direkt,
koordindtds eljdrdssal értelmezte. Sikerilt megtaldlnunk a konnexio-
osztdlyt leiré axiomdkat, amelyekbdl a megfeleld kovarians derivadlds
szabdlyai egyszerien levezethetdk.

5.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy (M, E) Finsler-sokasdg, V pedig
kovaridns derivalds az M sokasdgon. Legyen hy a V-bdl szarmazo
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Ehresmann-konnexid, és g jelentse a vertikalis metrika prolongacidjat

v
hv mentén. Létezik egy és csak egy olyan (D7 hv) Finsler-konnexié

M-en, amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:
v v
(I1) D v-metrikus, azaz, D,g = 0;
v
(I12) D wv-vertikélis torzidja eltlinik;

(13) a (ﬁ , hv) csatolt Finsler-konnexié vegyes gorbiileti tenzora
eltlinik;

v
(14) (D,hv) h-deflexibja eltiinik.

v
A D szerinti kovaridns derivaltak a kovetkez6 képletek szerint
szamithatdk ki:

DuxJY = JJJX,Y] +C(X,Y):
BthJY = vy[hv X, JY];

DixheY = holJX, Y]+ FoC(X,Y):
Bhvxhvy = hy Fy[hv X, JY]

(X,Y € x(TM)).
5.4 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokasag, V kovarians derivalt
v
M-en, és tekintsiik a V 4ltal indukélt (D,hv) Ichijyo-konnexict.
Ekkor
v v
(DixC)(v.2) = (DavC) (X, 2),

ahol X, Y, Z tetszbleges vektormezdk T M-en.
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Az Ichijyo-konnexié parcialis gorbiiletei

\Y%

horizontalis R(X,Y)Z = [J, Qv (X, Y)|hv Z + C(FQv(X,Y), Z)
\Y% v

vegyes P(X,Y)Z = (thxc) (hvY, hvZ)

vertikdlis  Q(X,Y)Z = C(FC(X, Z),Y) — C(X,FC(Y, Z))

Az Ichijyo-konnexié parcialis torziéi

Yy h h

h — horizontélis AX™. V") = (Tv(X,Y))"Y
N srh v h h

h — vegyes B(X"V,Y") = —FvC(X"V,Y"V)
%

v — horizontalis RY(X"7, V") = Qg (X"V, v"v)
v

v — vegyes P'=0
\

v — vertikalis st=o0

5.7, 5.8 és 5.9 Kbvetkezmények.

Egy Ichijyo-konnexié horizontalis gorbiilete akkor és csak akkor
tlinik el, ha a V bézikus derivélt gorbiilete, vagy — ami ezzel ekvi-
valens — a hy Ehresmann-konnexié gorbiileti tenzora eltiinik.

Egy Ichijyo-konnexié vegyes gorbiilete akkor és csak akkor tlinik

v
el, ha az els6 Cartan tenzor D szerinti h-kovaridns derivéltja elt{inik.

Egy Ichijyo-konnexié h-horizontdlis torzidéjanak eltiinése ekvi-
valens V torzidtenzordnak (vagy hv gyenge torzidjanak) eltlinésével.
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6. fejezet Ebben a fejezetben megadjuk az dltaldnositott Berwald-
sokasdagok definicidjdat, majd az Ichijyo-konnexid segitségével jelle-
mezik az dlatldnositott Berwald- és a Berwald-sokasdgokat, valamint
a lokdlisan Minkowski sokasdgokat.

Legyen (M, E) Finsler-sokasig és V kovaridns derivélt M-en.
Azt mondjuk, hogy az (M, E,V) harmas dltaldnositott Berwald-
sokasdg, ha a hy Ehresmann-konnexié konzervativ, azaz dno E = 0.
Egy (M, E, V) éltaldnositott Berwald-sokasdgot Berwald-sokasdgnak
neveziink, ha V szimmetrikus kovarindns derivalt. Amennyiben
rdadasul, V gorbiileti tenzora is zérus, ugy lokdlisan Minkowsk:
sokasdgrél beszéliink.

Megjegyzés. Egyszertien beldthatd, hogy ha (M, E, V) Berwald-
sokasdg, akkor a V-bdl szirmazé hy Ehresmann-konnexié éppen
a sokasdg Berwald-konnexidja, ennélfogva a V kovaridns derivalt
egyértelmii. Ekkor ezt a Berwald-sokasdg kovaridns derivaltjanak
nevezziik, és (M, E, V) helyett egyszertien csak (M, E)-t frunk.

6.3 Kovetkezmény. Ha (M, E,V) é&ltaldnositott Berwald-
sokasdg, akkor

# 1 1 #
So = So+ (dig E)*, by =ho+ t% + 5 [ (dig B)*].
Mint azt latni fogjuk, az igy nyert nyert elegans relacidk a disszerta-
ciobeli alkalmazasok szempontjabdl is igen hasznosak.

Az egyik els§ kérdés, amely egy (M,E,V) éltaldanositott
Berwald-sokasaggal kapcsolatban f6lvetédik az, hogy milyen
meértékben meghatdrozott a V kovaridns derivdlt? A véalasz erre a

6.4 Tétel. Legyenck (M,E,V) és (M,E,V) éaltaldnositott

Berwald-sokasdgok. A V és V kovaridns derivéltak akkor és csak
akkor egyeznek meg, ha a torziéjuk egyenlo.
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6.5 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokasag és tegyiik fel, hogy
V kovaridns derivalt M-en. A kovetkez6 allitdsok ekvivalensek:

(a) (M, E,V) altaldnositott Berwald-sokasdg;

(b) a hy-hoz tartozé Cy mésodik Cartan tenzor eltiinik;
v v
(c) a (D, hv) Ichijyo konnexié hv-metrikus, azaz Dy g = 0.

6.6 Allitas. Ha (M, E, V) altalanositott Berwald-sokasag, akkor
v
a (D, hv) Ichijyo-konnexié vegyes gorbiileti tenzora eltiinik.

6.9 Tétel. Egy Finsler-sokasag akkor és csak akkor Berwald-
sokasdg, ha a klasszikus Hashiguchi-konnexié Ichijyo-konnexié.

6.10 Allitis. Egy (M,E,V) &ltaldnositott Berwald-sokasag
akkor és csak akkor Berwald-sokasag, ha (dt% E)# kvadratikus vek-
tormezé.

Azt mondjuk, hogy az M sokasigon adott S és S spray pro-
jektiven ekvivalens, ha létezik olyan TM folstt sima A\: TM — R
figgvény amely C' osztélytd TM-en, és eleget tesz az S1 = Sz + AC
feltételnek.

6.12 Allitas. Legyen (M, E, V) altalanositott Berwald-sokasdg.
Ha a V-hoz tartozé Sv spray projektiven ekvivalens az Sy kanon-
ikus spray-vel, akkor Sy = So, kovetkezésképpen (M, E) Berwald-
sokasag.

6.13 Tétel. Az (M, E) Finsler-sokasidg akkor és csak akkor
lokalisan Minkowski-sokasag, ha létezik olyan torziémentes, eltiind

v
gorbiiletit V kovaridns derivalt M-en, hogy a (D,hv) Ichijyo-

v
konnexié6 ,,hv-metrikus”, azaz Dy, g = 0.
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7. fejezet FEbben a fejezetben, a kordbbi eredmények fel-
haszndldasdval, a Wagner-sokasdagok néhdny érdekes karakterizdlo
tulajdonsdgdt vezetjik le. Az itt kapott eredmények a Finsler-
strukturdk konform megvdltoztatisinak elméletében nyernek fontos
alkalmazdst.

v
Legyen V kovaridns derivélt az M sokasdgon. A (D, hv, )
harmast (a V éltal indukélt) Wagner-Ichijyo-konnezidnak nevezziik,

v v
ha (D, hv) Ichijyo-konnexié, a sima fiiggvény M-en és a D kovaridns
v
derivalas A h-horizontéalis torzidja eleget tesz az

v
A:dav/\hv ::dav®hv—hv®dav

Osszefliggésnek.

. v
7.2 Allitas. Legyen (D, hv,a) Wagner-Ichijyo-konnexié az M
sokasdgon. Ekkor
ty =da' ANJ:=da"' ®J - JRda’, ty=a°J—da'®C,
To(X,Y) = da(X)Y — da(Y)X.

Az (M,E,V,a) négyest Wagner-sokasdgnak nevezzik, ha
(M, E, V) altalanositott Berwald-sokasdg, o sima fuggvény M-en, és
teljesiil a

Ty(X,Y) = da(X)Y —da(Y)X  (X,Y € X(M))

relacié.

Megjegyzés. Az eddigiek alapjan kozvetleniill adédik, hogy
ha (M, E,V,a) Wagner-sokasag, akkor a V dltal indukdlt Ichijyo-
konnexié Wagner-Ichijyo-konnexid.
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7.5 Tétel Legyen (M, E) Finsler-sokasig. Tegyiik fel, hogy V
kovaridns derivalt, o pedig egy sima fiiggvény M-en. A kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) (M, E,V,«a) Wagner-sokasag.
v
(ii) A V éltal indukalt (D,hv,a) Wagner-Ichijyo-konnexié hy-
v

metrikus, azaz Dpgg = 0.

(iii) A hv Ehresmann-konnexié a
hy = ho + a°J — E[J,grada’] — d;F ® grad o
alakban &allithaté eld.

7.6 Kovetkezmény. Ha (M, E,V,a) Wagner-sokasig, akkor a
hv-hoz csatolt Sy spray és az So kanonikus spray kapcsolatét a

Sv = So +a°C —2E grad .
relacié adja.

8. fejezet Ebben a fejezetben az un. 1-forma metrikdjd, paraleli-
zdlhato Finsler-sokasdgokat vizsgaljuk, egyszerid uj bizonyitdst adva
arra, hogy minden 1-forma metrikdji paralelizdlhato Finsler-sokasdg
dltaldnositott Berwald-sokasdg.

Tegyiik fel, hogy M paralelizalhaté sokasdg, és legyen
(Xi)i=1 (Xi € X(M), i € {1,...,n}) paralelizicidja M-nek. Te-
kintsiik az (X;)?; paralelizaciéhoz dudlis 1-formdk (A\*)7_; sorozatét.
Vezessiik be a

A= (AL, A" i TM = R™, v A(v) = (A'(0),... A" (v))
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leképezést, ahol
N :TM R, v A(v) = Aoy (V) (1<i<mn).
Tegyiik fel, hogy f : R™ — R Finsler-Minkowski norma, és legyen
L:=fo, E = %EQ.

Ekkor £ Finsler-alapfiiggvény, (M, E) pedig Finsler-sokasdg. Az {gy
definidlt £ alapfiggvényt I-forma Finsler-figgvénynek, az (M, E)
Finsler-sokasagot 1-forma Finsler-sokasdgnak nevezziik.

8.4 Allitds. Legyen (M,E) 1-forma metrikdja para-
lelizdlhaté Finsler-sokasag. Tekintsitkk az (X;)ju; paralelizacié
altal meghatarozott V kovarians derivéltat, legyen tovabba hy a V-
bél szarmazé Ehresmann-konnexié. Ekkor (M, E,V) &altaldnositott
Berwald-sokasdg. Ha rdaddsul V torziétenzora eltiinik, akkor (M, E)
lokalisan Minkowski-sokasdg.

9. fejezet FEbben a zdré fejezetben definidljuk a konform
ekvivalens Ichijyo-struktirdkat. Részletesen leirjuk a konform ekvi-
valens Ichijyo-struktirdk alapvetd geometriai adatainak kapcsolatdt,
majd a fejezet végén mindezeket az eredményeket alkalmazzuk az
dltaldnositott Berwald-sokasdgokra.

Az (M,E) és (M,E) Finsler sokasdgokat konform ekvi-
valenseknek nevezziik, ha létezik olyan ¢: TM — R pozitiv,
sima fiiggvény, hogy az energiafiiggvényeikre fennill az £ = @F
Osszefiiggés. JOl ismert tény, hogy ¢ vertikalis lift, igy mindig felirhaté
expoo’, o € C°°(M) alakban.

Az (M, E,V) hérmast Ichijyo-struktirdnak hivjuk, ha (M, E)
Finsler-sokasdg, amely el van ldtva a (D,hy) Ichijyo-konnexiéval.
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9.4 Azt mondjuk, hogy az (M,E,V) é (M,E,V) Ichijyo-
struktirdk konform ekvivalensek, ha teljesiilnek a kovetkezd
feltételek:

(i) (M, E) és (M, E) konform ekvivalens Finsler-sokasagok, azaz
E = (expoo')E, 0 € C*(M),
= 1

(i) V=V + 3do® id.

9.5 Allitas. Megtartva 9.4 feltételeit és jeloléseit, érvényesek a
kovetkezé Osszefiiggések:

ho = hy — %dov ©C, So=Sy— %acc;
DuxJY = DyxJY,  DoxJY = DugxJY — %do"(X)[C, JY):
Qg = Qv, tV:tv—F%(da'COJ)/\J;

Ho = Hy =0, ;v:;v—l—%(acJ—(dacoj)@C’).

0.6 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy (M,FE,V) és
(M,E,V)  konform  ekvivalens  Ichijyo-struktirdk; legyen
E = (expoc“)E, 0 € C°(M). Ekkor a kovetkezd Allitasok
ekvivalensek:

(i) o konstans fiiggvény, és igy a konform valtoztatds hasonlésig.
(ii) hv =hg. (iii) Sv =S¢ (iv) tv=tg.

9.7 Tétel. Konform ekvivalens Ichijyo-struktirdk Ichijyo-

konnexidinak parcidlis gorbiiletei megegyeznek.
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Alkalmazasok altalanositott Berwald-sokasagokra

9.8 Allitas. Tegyiik fel, hogy (M, E,V) és (M, E,V) konform
ekvivalens Ichijyo-struktirdk. Ha (M, E, V) altaldnositott Berwald-
sokasdg, akkor (M, E, V) szintén altaldnositott Berwald-sokasig.

9.9 Kovetkezmény. Legyenek (M, FE,V) és (M,E,V) kon-
form ekvivalens Ichijyo-struktirdk, ahol E = (expoc’)E,
(o € C*(M)). Ha (M, E, V, o) Wagner-sokaség, akkor (M, E,V, @),
a=a+ %a’ szintén Wagner-sokasdg.

9.10 Kovetkezmény (M. HAsHIGUCHI — Y. ICHIJYO). Annak
sziikséges és elegend§ feltétele, hogy egy Finsler-sokasag konform ek-
vivalens legyen egy Berwald-sokasaggal az, hogy a Finsler-sokasag
Wagner-sokasag legyen.
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1 History, motivations and aims

The notion of generalized Berwald manifolds was introduced by
V. V. WAGNER in 1943 [36]. A modern approach to these manifolds
within the framework of Matsumoto’s theory of Finsler connections,
via the so-called generalized Cartan connections, was elaborated by
M. HasHIGUCHI [11]. Inspired by Z. 1. SzaBO’s paper [23], in our
Thesis we follow another, geometrically much more natural and tech-
nically easier manageable approach. Namely, we mean by a general-
ized Berwald manifold a triplet (M, E, V), where (M, E) is a Finsler
manifold, V is a linear connection on M, and the Ehresmann connec-
tion hv generated by V is conservative, i.e., dny FZ = 0. Thus in this
concept a Finsler structure is nicely related to a linear connection.

"Through the author’s several experiences the author became con-
vinced that there should exist the best Finsler connection for every
theory of Finsler spaces’ — wrote MAKOTO MATSUMOTO in 1987 [21].
This remarkable and stimulating principle has been confirmed in our
present work. We have found that for a generalized Berwald mani-
fold a whole class of the ’best’ Finsler connections can be attached
in general. We call the members of this class Ichijyo connections.
We found a purely intrinsic (coordinate-free) characterization of the
Ichijyo connections by means of simple axioms. By using Ichijyo con-
nections, we have obtained a simple characterization of generalized
Berwald, Berwald and locally Minkowski manifolds.

Let us note that any Ichijyo connection is determined by a lin-
ear connection on the carrying manifold. Finsler connections arising
from a ’'base linear connection’ were baptized ’linear Finsler connec-
tions’ in [12]. This terminology would be ambiguous in our theoretical
framework, so in [25] we tentatively introduced the term ’h-basic con-
nection’ (h as 'horizontally’) instead. Other choices for an expressive
(or a more expressive) term are also possible, of course. Finsler mani-
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folds whose structure is connected with a base linear connection were
called ’point Finsler spaces’ by L. TAMASSY. As for his instructive
geometric approach, we refer to [31].

Wagner manifolds form an important class of special Finsler man-
ifolds. We define them as generalized Berwald manifolds satisfying
some extra conditions, and deduce some useful equivalents of the
property characterizing Wagner manifolds. These results have essen-
tial applications in the theory of conformal changes of a Finsler struc-
ture. We note that for Wagner manifolds the 'best’ Finsler connec-
tions are the so-called Wagner-Ichijyo connections.

Non-Berwald generalized Berwald manifolds do exist. In our Dis-
sertation we give a detailed description of a typical family of such
manifolds together with their basic data. First, we build a special
Finsler structure, the so-called one-form metric, on a parallelizable
manifold. Next, we present an elegant proof of the fact, discovered
originally by Y. ICHIJYO, that our construction actually leads to gen-
eralized Berwald manifolds. A detailed study of one-form metrics in
the language of classical tensor calculus can be found in [22]. These
metrics also appear in an interesting context in [33].

Throughout the Thesis we work in the framework of Grifone’s
theory of connections and Finsler structures [7], [8]. As a main
technical tool, we apply the calculus of vector-valued differential
forms elaborated by A Frolicher and A. Nijenhuis [6] and combine
it with (and simplify on occasion) a systematic use of a moving
frame field consisting of vertically and completely (or vertically and
horizontally) lifted vector fields.
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2 Contents and new results

In the following we present a brief summary of the chapter con-
tents, and highlight our new results contained in them.

Chapter 1 The aim of this introductory chapter is to fix our
notation, conventions, and to recall some basic concepts and facts
which will be used throughout the Thesis.

We denote once for all by M an n-dimensional smooth manifold,
which is Hausdorff, connected and has a countable basis of open sets.

A map S:TM — TTM of class C' is said to be a semispray on
M if it is smooth on TM and satisfies the relations Trm oS = 1rm
and JS = C. A semispray is called a spray if the homogeneity
condition [C, S] = S holds A spray is called gquadratic if it is of class
C? over TM.

Chapter 2 The concept of an Ehresmann connection is crucial
in Finsler geometry. In this chapter we collect their basic properties
in a form which is the most convenient for the subsequent consider-
ations.

Consider the tangent bundle 7ppy: TTM — TM, and let VT'M
be its vertical subbundle. By an Ehresmann connection over M we
mean a mapping h: TT M — T M satisfying the following conditions:

(i) h is fibre-preserving and fibrewise linear;
(ii) h is smooth on TTM;
(ili) A2 =h, Ker(h)=VTM,;
) hoo. = o«, where 0 € X(T'M) is the zero vector field and =
denotes its derivate.

(iv
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Then h can be freely interpreted as a C* (TM )-linear endomorphism

of %(TM), and we use this interpretation without any comment.
The vertical projection belonging to h is v := lpram — h, which

can also be regarded as a C°(T'M)-linear endomorphism of X(TM).

In the spirit of GRIFONE’s theory of connections, we attach to an
Ehresmann connection h the following data:

H :=[h,C] — tension of h;

t:=[J,h — weak torsion of h;

T:=ist+ H — strong torsion of h (S is an arbitrary semispray);
Q:= f%[h, h] — curvature of h.

(Brackets mean here Frolicher- Nijenhuis brackets.) A horizontal en-
domorphism is said to be homogeneous, if its tension vanishes.

The fundamental relation between Ehresmann connections and
semisprays was discovered, independently, by M. CRAMPIN and J.
GRIFONE. Their main result can be summarized as follows.

(i) Let an Ehresmann connection h be given on the manifold M.
If S is an arbitrary semispray on M, then S := hS is also a
semispray on M which does not depend on the choice of S
and satisfies the relation h[C,S] = S. We say that S is the
semispray associated to h.

ii) Any semispray S: TM — TTM generates in a canonical wa;
y Yy g Yy
an Ehresmann connection which be given by the formula

(1) hi= 3 (xcran + 17, 5]).

The weak torsion of h vanishes and the semispray associated
to his % (S +[C,S]). If, in addition, S is a spray, then h is

2
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homogeneous and its associated semispray ist just the starting
spray S.

(iii) An Ehresmann connection arises from a semispray in the above
manner if and only if its weak torsion vanishes.

Any covariant derivative V on the manifold M determines a ho-
mogeneous, everywhere smooth Ehresmann connection hv.

2.9 Lemma Suppose that h is a homogeneous Ehresmann con-
nection on_the manifold M, and let S be the semispray associated
with h. If h is the Ehresmann connection determined by S according
to (1), then h and h are related by

1
h=h—=t°
2 )
where t is the weak torsion of h, and t° is its potential.

Chapter 3 In this chapter we introduce the concept of a Finsler
connection and investigate the so called h-basic Finsler connections.

A pair (D, h) is said to be Finsler connection on the manifold
M, if D is a covariant derivative on the tangent manifold T'M (or on
the slit manifold TM), h is an Ehresmann connection on M, and the
following conditions are satisfied:

Dh =0 — D is reducible’,
DF =0 —"'D is almost complex’,

where F' := h[S,h] — J (S is the semispray associated to h). The
h-deflection of (D, h) is the mapping.

h*(DC) : X € X(TM) — DC(hX) = DyxC.



25

The operator D’ the canonical mapping
DY XY(TM) — O (TM), JY — D%JY :=[J,JY].

Using the property [J, J] = 0, it can be easily seen that for any vector
field X on T'M we have

txJY = (D3JY> (X) = J[JX,Y].

Now we suppose that an Ehresmann connection h is also given on
M. Since v = J o I, we can also consider the vector field

DixJY = DipyJY = JuX,Y].

In the next step, we prolong the operator D% to X"(T'M) such that
for any vector field Y on T M,

DYhY = DYFJY := FDLJY.
Then
DiyxhY = (D"JhY) (X) = FDi,xJY = h[JX,Y].
In the presence of an Ehresmann connection, D% will always denote

this extended operator. Let us finally note that if (D, h) is a Finsler
connection on the manifold M, and

D:(X,Y) € X(TM) x X(TM) + DxY := DuxY + DixY,

then (ﬁ, h) is also a Finsler connection, called the associated Finsler
connection to (D, h). For the mixed curvature P of (D,h) we have
the expression

P(XC,Y)Z¢ = —[J,Dxn 2]V (X,Y,Z € X(M)).
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A Finsler connection (D, h) is said to be an h-basic Finsler con-
nection if there exists a covariant derivative V on the manifold M
such that for any vector fields X, Y on M, we have

DynY"¥ = (ny)v.

Then V is called the base covariant derivative belonging to (D, h).

3.9 Lemma. A Finsler connection (D, h) is h-basic if and only
if the mixed curvature of the associated Finsler connection (D, h)
vanishes.

3.11 Lemma Suppose that (D, h) is an h-basic Finsler connec-
tion with the base connection V, and let hv be the Ehresmann con-
nection induced by V. Then

DynC=X"—X"7 (X € x(M)),

therefore hy coincides with h if and only if the h-deflection of (D, h)
vanishes.

3.14 Proposition Let (D, h) be an h-basic Finsler connection
and suppose that the Ehresmann connection h is homogeneous. Then
the h-deflection of (D, h) vanishes if and only if the v-mixed torsion
of D vanishes.

3.15 Proposition Let (D, h) be an h-basic Finsler connection
with the base covariant derivative V. Suppose that the Ehresmann
connection h is smooth on the whole tangent manifold. Then the
h-deflection of (D, h) coincides with the tension of h if and only if
the v-mixed torsion of D vanishes.

Chapter 4 We start this chapter with the definition of Finsler
manifolds and then we introduce the Riemann-Finsler metric
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and the first and second Cartan tensor. We derive the canonical
spray from which a canonical Ehresmann connection, the so-called
Berwald-connection can be derived.

Let a function £ : TM — R be given. The pair (M, E) is said
to be a Finsler manifold with energy function E if the following
conditions are satisfied:

(F1) For each a € TM, E(a) > 0; E(0) =0;

(F2) E is of class C' on TM and smooth on T'M;

(F3) CE =2E, i.e., E is homogeneous of degree 2;

(F4) the fundamental form w := dd;E is non-degenerate.

On any Finsler manifold D(M, E) there is a spray So: TM — TTM,
uniquely determined on T'M by the relation

isow = —dE
and prolonged to a C'-mapping of TM such that So(0) = 0. This
spray is called the canonical spray of the Finsler manifold.
An Ehresmann connection on (M, FE) is said to be conservative,
if dp E = 0.
4.8 Proposition. Suppose that h is a conservative Ehresmann

connection on the Finsler manifold (M, E) with the associated semis-
pray S. Then S can be represented in the form

S = So+ (deo B,
where Sp is the canonical spray of (M, E) and t° is the potential of

the weak torsion of h.

4.9 Theorem. Suppose h and h are conservative Ehresmann

connections on the Finsler manifold (M, E). If h and h have the
same strong torsion, then h = h.
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The Berwald connection. If (M, E) is a Finsler manifold then
there exists a unique Ehresmann connection hg on M such that

ho is conservative, i.e., dno E = 0;
ho is homogeneous;

the weak torsion of ho vanishes.

This fundamental result is due to J. GRIFONE. The Ehresmann con-
nection characterized by the above conditions is called the Berwald
connection of the Finsler manifold. It can be given explicitly by the
formula

1
ho = 5 (Lx(ran + [, S0))
where Sp is the canonical spray of (M, E).
4.11 Proposition. Any homogeneous, conservative Ehresmann
connection h on a Finsler manifold (M, E) can be expressed with the
help of the Berwald connection hg as follows:

h=ho+ %tC’ n % [J, (dtoE)#] .

Chapter 5 In this chapter we establish the existence and
uniqueness of the Ichijyo connection on a Finsler manifold endowed
with a “basic” linear connection. A list of essential curvature and
torsion data concerning the Ichijyo connection is also presented here.

5.2 Theorem. Suppose that (M, E) is a Finsler manifold and V
is a covariant derivative on M. Let hy be the Ehresmann connection
induced by V, and consider the prolongation g of the vertical metric

v
along hy. There exists a unique Finsler connection (D, hv) on M
such that
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(I1) D is v-metrical, i.e., Dyg=0;

v
(I2) the v-vertical torsion of D vanishes;
(I3) the mixed curvature of the associated Finsler connection

(b\67 hv) vanishes;
v
(I4) the h-deflection of (D,hv) vanishes.

v
The covariant derivatives with respect to D can be calculated by the
following formulas:

DyxJY = JIJX, Y] +C(X,Y);
DhoxJY = vylhv X, JY):

DixheY = holJX, Y] + FeC(X,Y);
DhoxhyY = hy Folhy X, JY]

(X,Y € x(TM)).
5.4 Proposition. Let (M, E) be a Finsler manifold, V a covari-

v
ant derivative on M, and consider the Ichijyé connection (D,hv>

induced by V. Then
(Dsxc)(v.2) = (Dve) (x, 2),

where X, Y, Z are any vector fields in TM.

For the partial curvatures and torsions of an Ichijyé connection

v
(D7 hv) we have the following expressions:
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Curvature
v
horizontal R(X,Y)Z = [J,Qv(X,Y)]hvZ +C(FQv(X,Y), Z)
v v
mixed P(X,Y)Z = (thxc)(th, hvZ)
v
vertical Q(X,Y)Z =C(FC(X,Z),Y) —C(X,FC(Y, Z))
Torsion
Yy h h
h — horizontal AX"™, V") = (Ty(X,Y))"Y
: ¥ xh v h h
h — mixed B(X"V,Y"Y) = —FvC(X"V,Y"V)
v
v — horizontal R' (X", V") = Qu(X"Y,v"V)
v
v — mixed P'=0
v
v — vertical s'=0

5.7 Corollary. The horizontal curvature of an Ichijyo connection
vanishes if and only if the curvature of the base covariant derivative
V, or — what is essentially the same — the curvature of hy — vanishes.

5.8 Corollary. The mixed curvature of an Ichijyd connection
v
(D, hv) vanishes if and only if the h-covariant derivative of the first
v
Cartan tensor with respect to D vanishes.
5.9 Corollary. The h-horizontal torsion of an Ichijyo connection

v
D,hy ) and the torsion tensor of V (or the weak torsion of hy)

vanish at the same time.
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Chapter 6 In this chapter we give the definition of generalized
Berwald manifolds and characterize the generalized Berwald, Berwald
and locally Minkowski manifolds by means of Ichijyo connection.

Suppose that (M, E) is a Finsler manifold and let V be a covariant
derivative on M. The triplet (M, E,V) is said to be a generalized
Berwald manifold if the Ehresmann connection hy is conservative,
ie., dng E = 0. A generalized Berwald manifold (M, E, V) is called
a Berwald manifold if V is a torsion-free covariant derivative. If,
in addition, V is flat, then we speak of a locally Minkowski Finsler
manifold.

Remark. It can easily be seen that in the particular case of
Berwald manifolds the Ehresmann connection hvy coincides with the
Berwald connection, hence the covariant derivative V is unique. Then
we speak of the covariant derivative of the Berwald manifold and
write (M, E) rather than (M, E, V).

6.3 Corollary. If (M, E,V) is a generalized Berwald manifold,

then we have

# 1. 1 #
Sv =S+ (dg E)*,  hv=ho+ 5t +3 [J, (deg E) ] .
6.4 Theorem. Suppose that (M, E,V) and (M, E,V) are gen-
eralized Berwald manifolds. The covariant derivatives V and V are
equal if and only if they have same torsion tensor field.

6.5 Proposition. Let (M, E) be a Finsler manifold and suppose
that V is a covariant derivative on M. The following conditions are
equivalent:

(a) (M, E,V) is a generalized Berwald manifold;

(b) the second Cartan tensor Cy; belonging to hy vanishes;
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v
(c) the Ichijyo connection is hy-metrical, i.e., Do g = 0.

6.6 Proposition. If (M, E, V) is a generalized Berwald manifold,

v
then the mixed curvature of the Ichijyd connection (D, hv) vanishes.

6.9 Theorem A Finsler manifold is a Berwald manifold if and
only if its Hashiguchi connection is an Ichijyo connection.

6.10 Proposition. A generalized Berwald manifold (M, E, V)
reduces to a Berwald manifold (M, E), if and only, if the vector field
(deg, E)# is quadratic.

Two sprays Si1 and Sz on a manifold M are said
to be projectively equivalent if there exists a function
A:TM — R, smooth on ’lo’M, C' on TM such that S; = Ss + M\C.
Then ) is automatically 1-homogeneous, i.e., CA = A.

6.12 Proposition Let (M, E, V) be a generalized Berwald man-
ifold. If the spray Sy arising from V is projectively equivalent to
the canonical spray Sy of (M, E), then Sy = So and, consequently,
(M, E) is a Berwald manifold.

6.13 Theorem. A Finsler manifold (M,FE) is a locally
Minkowski manifold if and only if there exists a torsion-free, flat
covariant derivative V on M such that the Ichijyo connection

v v
(D,hv) is ’hv-metrical’, i.e., Dpgog = 0.

Chapter 7 In this chapter we deduce some useful equivalents of
the property characterizing Wagner manifolds. These results have
essential applications in the theory of conformal changes of a Finsler
structure
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Let V be a covariant derivative on the manifold M. A triplet
v
(D,hv,a) is said to be a Wagner-Ichijyo connection (induced by
v
V) if (D, hy) is an Ichijyd connection, « is a smooth function on M

v v

and the h-horizontal torsion A of D has the following form:
v
A=da" Nhy :=da" @ hy — hyv @ da”.

v
7.2 Proposition If (D, hv,a) be a Wagner-Ichijyo connection
on the manifold M, then we have the following relations:
ty =da"' ANJ:=da" ®J— J®da’, ty =aJ —da’ ® C,
Ty(X,Y) =da(X)Y —da(Y)X.
A quadruple (M, E,V,«) is said to be a Wagner manifold if

(M, E,V) is a generalized Berwald manifold, « is a smooth function
on M, and the relation

To(X,Y) = da(X)Y —da(Y)X  (X,Y € X(M))

holds.

Remark It follows immediately that for a Wagner manifold
(M, E,V,a) the Ichijyo connection induced by V is just a Wagner-
Ichijyo connection.

7.5 Theorem Let (M, E) be a Finsler manifold. Suppose that
V is a covariant derivative and « a smooth function on M. Then the
following assertions are equivalent:

(i) (M, E,V,a) is a Wagner manifold.
v
(ii) The Wagner-Ichijyd connection (D, hv,«) induced by V is hy-
v

metrical, i.e., Dpgg = 0.
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(iii) The Ehresmann connection hy is of form

hy = ho +a°J — E[J,grada”’] —d;E ® grad o’

7.6 Corollary If (M, FE,V,«) is a Wagner manifold then the
spray Sy generated by hy and the canonical spray Sy are related by

Sv = So+a°C —2Egrad .

Chapter 8 This chapter deals with parallelizable Finsler mani-
folds with ’one-form metric’.

Suppose that M is a parallelizable manifold with a parallelization
(Xi)iz1; Xo € X(M), 1 < i < n. Let (\*)j=; be the coframe dual to
(X;)iz:. Consider the mapping

Xi= (N, A0 i TM = R™, v A(v) = (A (v),... A"(v)),

where
X TM — R, 'U»—)Xi(v) = )\f,(v)(v) (1<i<n).

Suppose that f : R® — R is a Finsler-Minkowski functional, and

define the functions
E::fox, E .= %EQ.
Then (M, E) is a Finsler manifold, the Finsler structure constructed

in this way is said to be a one-form Finsler structure. Following (at
least partly) the traditions, in the sequel we shall mention (M, F) as

a 'Finsler manifold with one-form metric’.
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8.4 Proposition. Let (M, E) be a parallelizable Finsler manifold
of one-form metric. Consider the covariant derivative V determined
by the parallelization (X;)i—;, and let hvy be the Ehresmann
connection arising from V. Then (M, E, V) is a generalized Berwald
manifold. If, in addition, V is torsion-free, then (M, E) is a locally
Minkowski manifold.

Chapter 9 This concluding chapter is devoted to conformally
equivalent Ichijyo structures. We calculate their basic geometric data,
and derive some consequences on generalized Berwald manifolds.

Two Finsler manifolds (M, E) and (M, E) are said to be confor-
mally equivalent, if their energy functions are related by E = ¢F,
where ¢ € C*°(TM) is a positive function. It is well-known that in
this case ¢ is a vertical lift (Knebelman’s observation), so it can be
written in the form expoc”, o € C°*°(M).

9.4 Two Ichijyo structures (M, E, V) and (M, E,V) are said to
be conformally equivalent if

(i) (M,E) and (M, E) are conformally equivalent Finsler mani-

folds, i. e., E = (expoo")E, o0 € C*(M),
(i) V=V + %da@ id.

9.5 Proposition. With the hypothesis of 9.4 we have the fol-
lowing relations:

ho = hv — %dav ®C, Sg==5v-— %O’CO;

— — 1
DJXJYZDJXJY7 thxJY:thij—§dO'V(X)[C7JY];
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szﬂv, tV:tVﬁ-%(dUCOJ)/\J;
Ho = Hy =0, ;V:;v+%(JcJ7(dUCoJ)®C).

9.6 Corollary. Suppose that (M, E,V) and (M, E,V) are con-
formally equivalent Ichijyo structures. Let £ = (expoo¥)E, o €
C°°(M). Then the following assertions are equivalent:

(i) The function o is constant, i.e., the conformal change is homo-

thetic.
(ii) hv = he. (iii) Sv =S¢ (iv) tv =tg.

9.7 Theorem. Conformally equivalent Ichijyo structures have
the same partial curvatures.

Applications to generalized Berwald manifolds

9.8 Proposition Suppose that (M, E, V) and (M, E, V) are con-
formally equivalent Ichijyo structures. If (M, E,V) is a generalized
Berwald manifold, then (M, E, V) is also a generalized Berwald man-
ifold.

9.9 Corollary. Let (M,E,V) and (M,E,V) be confor-
mally equivalent Ichijyd structures, where E = (expoo”)E,
o€ C®(M).If (M, E,V,a) is a Wagner manifold, then (M, E,V, &)
is also a Wagner manifold with @ = o + %a.

9.10 Corollary (Theorem of M. HASHIGUCHI and Y. ICHIJYO).

In order to a Finsler manifold is conformally equivalent to a
Berwald manifold, it is necessary and sufficient that the Finsler man-
ifold is a Wagner manifold.
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