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1.  Aerodinamikai alapfogalmak

Az aramlastan a folyadéknak vagy gaznak csovekben, csatornakban vagy kiilonféle testek koriil szabad térben
kialakulo aramlasaval foglalkoz6 tudomany. Az aramlastanban a mozgdé kozeg termodinamikai allapotjellemzdi,
a nyomas, a stiriség, a hdmérséklet, az entalpia, az entrdpia, illetve a belsé energianak az dramlésra gyakorolt
hatasat és az aramlasba helyezett test és az azt koriilaramlé kozeg kolcsonhatasat vizsgaljak. Az
Osszenyombhatatlan aramlasokkal 4ltalaban a hidrodinamika, mig az 6sszenyomhatoval az aerodinamika, illetve a
gazdinamika foglalkozik.

1.1. Az idealis kozeg

Az idedlis kizeg az acrodinamikéaban kiilonleges jelentoséggel bird, a valésagban nem 1étezé cseppfolyos vagy
légnemi anyag, amely az alabbi tulajdonsagokkal bir:

> nem molekularis szerkezeti, a teret folyamatosan kitdlto, vagy mas kifejezéssel: homogeén kontinuum;

> Osszenyombhatatlan, azaz inkompressibilis;

> surlodasmentes, azaz a kozeg aramldsakor sem az aramlasba helyezett test fala és a folyadék, sem a
kiilonbozo sebességli folyadékrétegek kozott nem ébrednek cstsztato fesziiltségek;

> feliileti (adhézios vagy kohézios) fesziiltsége nincs.

Az idealis kozeg bevezetésére az aramléstani torvényszerliségek egyszeriibb vizsgalat és alkalmazésa
érdekében van sziikség. A valdsagos kdzeg — természetesen — molekularis szerkezet(l, 0sszenyomhato,
surlodasos és feliileti fesziiltséggel rendelkezik.

Az itt leirtakhoz még egy rovid megjegyzést kell tenniink. A késdbbiekben felvaltva alkalmazzuk a kozeg, a
folyadék és a gaz kifejezéseket. Ahol ezt kiilon nem hangsulyozzuk (példaul az aero- és hidrostatikanal), ott e
harom fogalom ugyanazt az aramlé cseppfolyds vagy légnemii anyagot jelenti. Természetesen, csak ott, ahol
nincs jelentésége az aramlo kdzeg halmazallapotanak.

1.2. Rendszer és kornyezet

Rendszeren az anyagi vilag vizsgalataink targyat képez6 részét értjiik. Az anyagi viladg azon részét, amely nem
tartozik a rendszerhez, kormyezemek nevezziik. A rendszer lényeges tartozéka a rendszerhatdr, amely a
rendszert teljesen koriilzarja és elvalasztja azt a kornyezetétdl (1.1. abra).

A rendszernek ez a fogalmi meghatarozasa nagyon altalanosnak tiinik. Példaul, ha aramlastanilag vagy
hétanilag vizsgalunk egy gazturbinds hajtomiivet, akkor rendszeren magat a hajtomiivet és belso tereit kell
érteni, a kdrnyezeten viszont a vilag tobbi részét. A rendszerhatart pedig a hajtomi kiils burkolata, valamint a
bedml6 csatorna és a gazelvezetd csé homlokfeliiletei alkotjak. Természetesen, a rendszer kivalasztasa torténhet
ugy is, hogy a rendszerhatar akar egy képzeletbeli zart feliilet.
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1.1. abra Rendszer és kornyezet

A rendszer és a kornyezet kozotti kolcsonhatds megnyilvanulhat mechanikai, termikus vagy anyagi
formaban.

Szigetelt a rendszer, ha az a kdrnyezetével semmineml energetikai vagy materialis kolcsonhatas nem 1ép.

Zart rendszerrdl vagy anyagi térfogatrol akkor beszélink, ha az a kornyezetével nem allhat anyagi



kolesonhatasban.

Nyitott a rendszer, ha lehetséges, hogy kornyezetével materialis kolcsonhatas alakuljon ki. Ekkor a
rendszerbe léphet be, vagy a rendszerbdl Iéphet ki anyag.

Ha a kornyezet és a rendszer kozott termikus energetikai kdlcsonhatés, azaz hécsere nem 1éphet fel, akkor
adiabatikus rendszerrol, vagy hdszigetelt rendszerr6l beszéliink.

Vizsgalataink vonatkozdsi rendszere a folyamatok szinterét kijelolé derékszogli (vagy polar) koordinata-
rendszer €s az idébeli lefolyasuknak 1éptéket ad6 idéskala egyiittese.

A vonatkoztatasi rendszerhez, azaz a megfigyelohoz képest mozdulatlan, tetszéleges, de allandé alaku és
kiterjedésii nyitott rendszert ellendrzd térfogamak nevezziik. Az ellendrzo térfogat hatara az ellendrzd feliilet.

Az anyagi térfogat és az ellendrzo térfogat kozott az alabbi két 1ényeges kiilonbség talalhatd:

> az anyagi térfogat és hatara valtoztathatja az alakjat, kiterjedését és az adott vonatkoztatasi rendszerhez
viszonyitott térbeli helyzetét, ezzel szemben az ellendrzd térfogat hatara, az az ellenérzo feliilet ezt nem
teheti meg;

> az ellendrz6 térfogat tomege altalaban valtozatlan és/vagy cserélédhet — mivel az anyagaram az

ellendrzo feliileten atléphet —, ezzel szemben az anyagi térfogaté (zart rendszeré) soha sem.

Elemi rendszernek olyan — anyaggal folytonosan kitdltott (materidlis) — térfogatot neveziink, amely elég
kicsi ahhoz, hogy belsejében a fizikai jellemzok térbeli eloszlasat minden esetben egyenletesnek tekinthessiik, de
elegendéen nagyszamu korpuszkulat (példaul molekuldt vagy atomot) tartalmaz ahhoz, hogy az altaluk
meghatarozott fizikai jellemzdket statisztikai atlagként foghassuk fel.

1.4. Az allapot és az allapotjelzok

Fizikai dllapoton az anyagi rendszer sajatossagainak — fizikai jellemzdinek — Osszességét értjiik. Két elemi
rendszer fizikai allapota azonos, ha a megfeleld fizikai jellemzdik értéke az adott iddpillanatban paronként
egymassal megegyeznek.

A fenti definicio alapjan kijelenthetd, hogy a fizikai jellemzdk értékei csakis attol az allapottol fliggenek,
amelyben a vizsgalt id6pontban az elemi rendszer talalhato, és fliggetlen attdl a folyamattdl, amelyen keresztiil
az elemi rendszer az adott allapotba jutott. Ezért a fizikai jellemzoket dllapotjelzéknek is nevezhetjiik.

Egy rendszer valamely fizikai jellemzdje extenziv, ha értékét az elemi rendszerben mérhetd értékek
Osszességeként kapjuk meg. Aerodinamikai vizsgalatoknal alkalmazott extenziv jellemzok példaul a tomeg,
térfogat vagy a mozgasmennyiség.

Intenzivnek tekintjiik a fizikai jellemz6t, ha az nem rendelkezik az elemi rendszerek szerinti 6sszegezhet6ség
tulajdonsagaval. Intenziv fizikai jellemz6 példaul a nyomas és a hdmérséklet.

Tegyiik fel, hogy van két, egyenként 1 kg tomegii, 380 K (107 °C) homérsékletli testiink (amelyek itt elemi
rendszereknek tekinthetdk), és ezeket egymas mellé helyezzilk — azaz egy rendszert hozunk létre beldliik.
Ennek a rendszernek a tomege 2 kg lesz, mivel a tomeg extenziv mennyiség. De a két test egyiittes hdmérséklete
nem 760 K (vagy 214 °C) lesz, hanem tovabbra is 380 K marad — mert a hdmérséklet intenziv allapotjelzo.

Extenziv jellemz6 térfogategységre vonatkoztatott értékét az adott extenziv mennyiség siriségének
nevezziik. Ilyen példaul a tomegsiiriiség (jele: p), melyet "csak" siiriségnek szokas nevezni. Az egyéb extenziv
jellemzo térfogategységre vonatkoztatott értéke esetén a "sliriség" sz6 elé oda kell irni az illetd extenziv
jellemzot is — példaul: energiasiiriiség.

Extenziv jellemz6 tomegegységre vonatkoztatott értékét a kérdéses extenziv jellemzd fajlagos értékének
nevezziik. Ilyen jellemz6 példaul a fajlagos térfogat — vagy egyszerlien fajtérfogat —, ami nem mas, mint az
egységnyi tomegii anyag térfogata. Erdekességként emlithetjik meg, hogy koribban alkalmazott miiszaki
mértékegységrendszerben a fajlagos értékeket a tomegegység helyett stlyegységre vonatkoztattak.

Konnyen belathato, hogy az extenziv jellemzok stiriségei és fajlagos értékei intenziv mennyiségek. A kettd
kozti kapcesolatrol pedig kimondhatjuk, hogy egy extenziv mennyiség slrlisége az adott mennyiség fajlagos
értékének és a rendszer tomegsiriiségének szorzataként hatarozhaté meg.

Az aramld kozeg fizikai jellemz6i — az esetleges kiilonleges tartomanyoktdl eltekintve — a térben
folytonosan oszlanak meg. Az ilyen térbeli megoszlasokat gylijténéven fizikai tereknek nevezzik. A fizikai
jellemzok részben skaldaris (példaul nyomas vagy siiriiség) részben vektori (példaul gyorsulas vagy impulzus)
jellegiick. Ennek megfelelden, mint mar azt matematikabol tudott, beszélhetiink skaldr-, és vektorterekrol. A
fizikai terek altalaban az idében is valtoznak, ezért altalanosan matematikailag az

f=fe0)=fxy;z7) (1.1)

alakban irhato fel, ahol f'skalar vagy vektor mennyiséget is jelolhet.
Homogén a fizikai tér, ha az adott fjellemz6 térbeli megoszlasa egyenletes, az idébeni valtozasa a tér minden



pontjaban azonos mértékben és egyidejiileg kdvetkezik be, azaz az (1.1) egyenlet az

f=fl;7)=1(7) (12)

alakot veszi fel. Ha az ffizikai jellemz6 megoszlasa térben valtozik, akkor inhomogén a fizikai tér.
Stacionarius vagy stacioner fizikai térr6l akkor beszéliink, ha az f jellemzo térbeli megoszlasa idében nem
valtozik, azaz

f=re0)=1(c)=f(xpz) . (13)

Az fjellemz6 idGbeni valtozasa esetén instacioner a fizikai tér. Kvdzistacioner fizikai térr6l akkor beszéliink, ha
az fjellemz6 id6ben valtozik, de ezt a valtozast — nagysaga miatt — elhanyagolhatjuk.

A skalartereket szintfeliiletekkel (szintvonalakkal) jellemezziik, amelyek a tér azon pontjait kotik Gssze,
amelyekben a fizikai valtoz6 értéke azonos. (példaul az izobarok az allandé nyomasu pontokat.)

A skalarterek hely szerinti valtozasanak jellemzésére egy vektormennyiséget, a gradiens vektrot hasznalunk,
amelynek x; y és z komponensei a leirt fizikai mennyiség x; y és z iranya valtozdsanak rohamossagaval
aranyosak:

@hn%+@ﬁn%+qmﬂkzymﬂ
ox ox ox or

grad f = (1.4)

A gradiens vektor

> a skalartér legrohamosabb valtozasanak iranyaval parhuzamos;
> a skalartér novekedésének iranyaba mutat;

> hossza aranyos a valtozas rohamossagaval;

> mer6leges a szintfeliiletre (szintvonalra).

A vektorterek helyszerinti valtozasat kétféleképpen jellemezhetjiik.

A divergencia a vektortér — adott pontbeli — forrasossagat jellemz6é skalar érték és meghatarozasa az
alabbiak szerint torténik:

0
divf(r;z'):af—"—i-i—i-%

1.5
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Pozitiv értékli divergencia esetén azt mondjuk, hogy a pontban forrds van, negativ divergencia esetén pedig
nyel6rdl beszéliink.
A rotdcid vektor a vektortér — adott pontbeli — drvényességét mutatja meg:

rotf(r;r):[%—%Ji+(%—%jj+(af—y—%jk . (1.6)
oy 0Oz 0z Ox ox Oy

Az olyan vektorteret, amelynek rotacidja azonosan nulla, grvénymentesnek nevezziikk. Minden rvénymentes
vektortérhez rendelhet6 egy olyan

9 =0(r;7)

skalar—vektor fiiggvény, amelybdl a vektorteret leird vektor—vektor fiiggvényt gradiens képzéssel nyerhetjiik,
azaz:

f(r;7)=gradop(r;z) . (1.7)

Ezt a ¢(r;7) fliggvényt az adott tér potencialfiiggvényének (példaul sebességi potencialnak) nevezziik.



2. Az anyagaram kinematikaja

Ebben a fejezetben az aramloé kdzeg mozgasaval foglalkozunk anélkiil, hogy figyelembe vennénk a rahaté erd,
vagy energetikai hatdsokat. A kontinuum felépitése a merev testétdl abban tér el, hogy részecskéi egymashoz
képest elmozdulhatnak. Emiatt a légnemli vagy folyékony anyagi rendszerek mozgéasit nem tekinthetjiik
egyértelmiien a sulypont haladdé mozgasanak és a rendszer valamely, a sulyponton athaladé tengelye koriil
torténd forgasanak ereddjeként, mint ahogyan azt a mechanika tantirgy keretében a merev testek esetében
megtehetjiik.

2.1. A Lagrange- és az Euler-féle leirasi mod
Az anyagaram kinematikajanak vizsgalatakor két kiilonb6zo targyalasi mod szerint jarhatunk el. A Lagrange-t6l
szarmazo leirdsi mod a pontrendszerek mechanikajaban hasznalatos eljards, mig az Euler-féle leiras a

kontinuumszemléleten alapszik.

Lagrange'-féle leirdsi méd

A kontinuum mozgasat mint az egyes elemi rendszerek helyzeteinek 7 id6 szerinti valtozasat irja le, azaz
mindegyik elemi rész palyagorbéjét adja meg. Ehhez eldszor is meg kell kiilonboztetniink az egyes elemi
rendszereket. Képzeljiik el, hogy egy 7, idpillanatban ismerjiik az 6sszes elemi rendszer pillanatnyi helyzetét,
vagyis — az i-edik elem esetén — az ezt megado r; helyvektort. Ez az r; vektor — mint név a személyt — a
vizsgalat soran egyértelmiien megkiilonbozteti az adott elemi rendszert. igy a tomegiram mozgéasat az egyes
elemi rendszerek 7 id6pillanatban elfoglalt térbeli helyzetét megadd

r=r(r;z) @.1.)

altalanos egyenlet irja le, amit a 2.1. abra szemléltet.

2.1. dbra Lagrange-féle leirasi mod

A — az elemi rendszer helye a 7, idOpillanatban; B — az elemi rendszer helye a 7 id6pillanatban;

Egy kiszemelt — és az r; vektorral megjelolt — tomegelem sebességét a (2.1) egyenlet idészerinti els6 és
masodik derivaltjaként kaphatjuk meg (mikdzben az r; vektor allando):

; :M:ci(ri;z-) ,
ot
illetve (2.2)
0’r(r;7)
A =——=a.(I..7T
I 62_2 1( i )

' Lagrange, Joseph Louis (1736-1813): francia matematikus, fizikus. A newtoni mechanikat analitikus formaba
ontotte. Jelentdsek az algebrai egyenletekre vonatkozd, a varidcidszdmitds és a szamelmélet terén elért
eredményei. Mar 19 évesen a torinoi tiizériskolan tanitott.



A Lagrange-féle szemlélet a sebességen és a gyorsulason kiviil a tobbi fizikai jellemzot is (példaul
hémérséklet, mozgismennyiség) az adott elemi rendszerhez koti. Igy jol tikrozi a fizikai valosagot, mivel ezen
jellemzoket valoban az anyagi részecskék hordozzak. Ezért ezt a targyalasi modot szokés anyagi leirdsnak, vagy
masképpen szubsztancidlis reprezentdcionak is nevezni.

Ezt a szemlelétet ott célszerii alkalmazni, ahol a vizsgélat sordn egy kiszemelt anyaghalmaz egyedi sorsat,
jellemzdinek valtozasat elemezziik. A leirasi mod hatranyaként egyértelmiien az mutatkozik, hogy konkrét
miiszaki feladat megoldasara, egyszerli matematikai formaja ellenére is, nehezen alkalmazhat6. Gondoljunk csak
bele, hogy 1 ecm’ térfogatu, fizikai normalallapota (Ty = 273,15 K; py = 101325 Pa) gazban 2,7 10" szamu
molekula talalhatd. Mindegyikéjiilk mozgéasanak leirdsa elég hosszadalmas lenne.

Euler’-féle leirdsi mod

Ez a targyalasi mod nem az egyes tomegelemek mozgasanak részletes idébeni lefolyasat koveti nyomon, hanem
a kozeg sebességét s a gyorsulasat a tér és az id6 fiiggvényeként adja meg a

c=c(r;7) ,
és (2.3)
a=a(r;7)

altalanos alakban, att6l fiiggetleniil, hogy a koézeg melyik elemi része tartézkodik a tér r helyvektorral jeldlt
pontjaban a r idépillanatban (2.2 abra).

A (2.3) egyenlet r és 7 fiiggetlen valtozoit Euler-féle valtozoknak is nevezziik.

Ezen felfogas szerint a sebesség €s a gyorsulas nem az anyaghoz, hanem a térhez kotott jellemzd, szemben a
szubsztancialis leirasi moddal. Ezért ezt a targyalasmodot terbeli leirdsnak is nevezik.

Az FEuler-féle targyalasmod matematikailag sokkal egyszerlibb, jobban megfelel a mérési gyakorlatban
altalanosan alkalmazott modszereknek is. Mivel az araml6 kozegben a fizikai jellemzdket rendszerint nem az
aramlassal egyiitt mozgd, hanem a mérétérben régzitett miiszerrel tudjuk mérni.

X

2.2. 4bra Euler-féle targyaldsi mod

A késbébbiekben — néhany kivételtdl eltekintve — az Euler-féle leirasi modot fogjuk kdvetni (példaul az 1.4.
fejezetben is mar ezt tettiik).

Ha a vizsgalat soran az (1.1) egyenletben f-el jelolt valtozonak a kozeg ¢ sebességét valasztjuk, akkor a
sebességtér leirdsara szolgald

c= c(r;r) = c(x;y;z;r) (2.4)

alaku vektor—vektor fliggvényt kapjuk.
A fenti egyenlet az altalanos, azaz az Ggynevezett hdrommeéretii, instacioner, inhomogén sebességteret irja

* Euler, Leonard (1707-1783): svajci matematikus, fizikus. Munkasaga meghataroz6 jelentdségii az analitikus
geometria, a trigonometria, valamint az integralszamitas teriiletén. Maradandd eredményei fizikaban az
aramlasokra vonatkoz6 mozgasegyenletek, a merev testek mechanikajat leir6 analitikus modszerek €s a hangtani
vizsgalatok.



le. Kiilonleges esetekben természetesen ez az egyenlet modosulni, egyszeriisodni fog. A kdvetkezokben az ilyen
aramlasokat mutatjuk be.

Talalhatunk olyan sebességtereket, ahol az egymassal parhuzamos sikok aramképei, sebesség és allapotjelzo
eloszlasai megegyeznek. Az ilyen aramlasokat kétméretii vagy sikdramldsoknak nevezziik. Sikaramlasnak
tekinthetjiik példaul a végtelen szarny koriili aramlast. Kétméretli aramlas esetén a (2.4) altalanos egyenlet a

c= c(r; T) = c(x;y; r) 2.5)

alakot veszi fel.
Ha a kozeg mozgéasa olyan, hogy az aramvonalak parhuzamos egyenesek vagy egymassal egybevagd
térgorbék, egymeéretii vagy egydimenzios dramlasrol beszéliink. Ekkor a sebességeloszlast leird (2.4) egyenlet a

c= c(x;r) (2.6)

skalar—skalar fiiggvény formajaban irhato fel. Egyméretii aramlasnak feltételezziik — a kozeget idealisnak véve
— a csOvezetékekben torténd aramlast.

2.2. Aramlisok szemléltetése

A kozeg mozgasat matematikailag a (2.4) egyenlettel, vagy annak valamelyik specidlis alakjaval tudjuk leirni.
Szemléletes jellemzéséhez most definidljunk néhany fogalmat.

Aramvonalnak azon térgorbét nevezziik, amelynek mindegyik pontjaban az érintSje az adott pontbeli
sebességvektor iranyat adja meg. Matematikailag megfogalmazva: az aramvonalak a sebességvektorok
burkologorbéi (2.3.a dbra).

Palyagdirbe, vagy pdlya az a térgorbe, amelyen a kontinuum egy adott tomegeleme, elemi rendszere mozgasa
soran végighalad (2.3.b abra).

Ci(Fi;tz)

Ei(Fii T
.n b

2.3. 4bra Aramvonal (a) és palyagdrbe (b)

2.4. abra Aramfeliilet (a) és aramcs6 (b)

Vessiik 0ssze e két definiciot az eléz6 fejezetben leirtakkal. Azt lathatjuk, hogy a palyagérbe a Lagrange-



féle, mig az aramvonal az Euler-féle szemlélet fogalomkdréhez tartozik.

Aramfeliilet alatt a sebességtér tetsz6leges gorbéjébsl — de nem egy dramvonalbol — kiinduld aramvonalak
Osszességét értjiik. Aramfeliiletet mutat be a 2.4.a abra.

Aramesgrol akkor beszéliink, ha a kiindulé térgorbe zart (2.4.b 4bra).

Az aramfeliilet és az dramcsé palastjan az aramld kozeg nem 1ép at, mivel a sebességvektor a feliilet adott
pontbeli érintdsikjaban fekszik.

Aramképnek tekintjiik az dramvonalak 6sszességét. Példaként egy szarnyprofil (a), illetve egy véges szarny
(b) koriili aramkeép 1athato a 2.5. abran.

0 a

2.5. abra Szarnyprofil (a) és véges szarny (b) koriili aramkép
2.3. Szubsztancialis, lokalis és konvektiv valtozas

Az aramlo kozeg fizikai jellemzdinek valtozasa és mozgasa kozott szoros kapcsolat all fenn. Az Euler-féle
szemléletmod helyhez kototten adja meg a fizikai jellemzok id6beni valtozasat — lasd a (2.3) egyenletet. Ezek
Osszessége viszont nem azonos az anyag fizikai allapotanak valtozasaval. Ezért most az Euler-féle reprezentacid
felhasznaldsaval irjuk le ugyanazon kontinuum elem (elemi rendszer) f fizikai jellemzdje idObeni valtozasanak
vizsgélatat.

Ehhez a (2.3) egyenlet formajaban irjuk fel az fjellemz6t a térés az id6 fiiggvényében megado egyenlettel:

f=rfl;r) . @.7)

Ezen fjellemz6 idobeli valtozasat a (2.7) egyenlet id6 szerinti derivaltjaval kapjuk meg, amely

d(f(r;7) _o(f(ri7))  o(f (7)) or 2.8)
dr ot or Ot

alaku lesz.

Az egyenlet jobb oldalanak els6 tagja az f{r,7) fiiggvény 7 id0 szerinti parcialis derivaltja. A masodik tag
pedig az f(r,;7) fiiggvény r helyvektor szerinti parcialis derivaltjanak és a kdzegelem helyzetét leird r(z) belsd
fliggvény 7 id6 szerinti derivaltjanak szorzata (az Osszetett fliggvények derivalasanal alkalmazott ugynevezett
lancszabaly alapjan). Ez utoébbi differencidlhanyadosrol pedig koztudott, hogy a vizsgalt elemi rendszer
sebességét jelenti. (mivel a sebesség a helyvektor id6 szerinti valtozasa — matematikailag derivaltja), azaz:

d(f(r;7) _o(f(r;7)  o(/(r;7))

= + c . (2.9)
dr or or

A fenti (2.9) kifejezést az altalanos transzportegyenlet differencial alakjanak is szokas nevezni.

Fizikailag mit is jelent ez az egyenlet?

A (2.9) egyenlet jobb oldala egy kontinuum elem (szubsztancia) f{r,7) fliggvénnyel leirhat6 fizikai
jellemzojének id6beni valtozasat adja meg. Ezt a valtozast az fjellemz6 szubsztancidlis valtozdsanak nevezzik.

A (2.9) egyenlet jobb oldalanak elso tagja a lokdlis valtozds, amely az f fizikai jellemzonek a tér egy rogzitett
helyén idoben bekovetkezd valtozasat fejezi ki.

Konvektiv valtozdasnak nevezziik a (2.9) egyenlet jobb oldalanak masodik tagjat. Ez a kontinuum elem f




jellemzdjének azt a valtozasat fejezi ki, amelyet az adott idGpillanatban az elemi rendszer az f mennyiség fizikai
terében torténd sajat mozgasa kovetkeztében szenved el.

Konnyen belathatd, hogy a (2.9) egyenlet a Lagrange- és az Euler-féle reprezentacio kozott képez hidat.

Ha a fizikai tér homogén, vagyis

=0 2.10
or (2.10)

‘M

akkor az aramlo kozeg fizikai jellemzdje csak az id6 fliggvényében valtozhat, azaz a szubsztancidlis valtozas
azonosan egyenlo lesz a lokalis valtozassal. Hasonld eset all fenn, ha a fizikai tér inhomogén, de a kézeg nem
aramlik, mivel.

Stacioner fizikai tér esetén, ha

=0 , @.11)

az araml6 kontinuum elem fizikai jellemzdje csak akkor valtozhat, ha ez a jellemz6 a térben valtozik, azaz ha
van konvektiv valtozésa.

Ha most a sebességterekre alkalmazzuk a fent altaldnosan leirtakat, egyszerlien az f valtozé helyébe
helyettesitsiik be a ¢ sebességet. Ekkor a

. de(r;7) _ oc(r;7) N ﬁc(r;z')c

2.12
dr or or (@12)

egyenletet kapjuk, ahol:

dc(r;r) . )
—_— — a szubsztancialis gyorsulast;
dr
6c(r;z‘) i )
—  alokalis gyorsulast;
ot
dc(r;7) . e "
5 —  akonvektiv gyorsulast, és ezen beliil
r
oc(r;7) e ,
——= — asebességtér derivalt tenzorat
or
jelenti.

Nézziink erre most egy egyszeri, kdznapi példat. Egy csapbol engedjiink ki egy csovon keresztiil vizet —
amit 6sszenyombhatatlannak tekintiink.

Ahol a cs6 keresztmetszete csokken, ott a viz sebessége — koztudomasulag — néni fog. Egy vizmolekula —
azaz egy elemi rendszer — sebessége azért fog ott megnoni, mert a molekula, aramlasa kovetkeztében, a
csokkend keresztmetszethez ér. Ezt a sebességvaltozast tekintjikk a konvektiv gyorsulasnak. Kényokcso esetén a
molekula sebességének iranya fog valtozni, ami szintén konvektiv gyorsulas. (Mivel a sebesség
vektormennyiség, igy az iranyvaltozas is gyorsulas — lasd centrifugalis gyorsulas.)

Ha a vizcsapot idében valamikor jobban kinyitjuk, a csében a molekulak sebessége mindeniitt noni fog, attol
fiiggetleniil, hogy van-e ott keresztmetszet, illetve iranyvaltozds a csdvezetékben vagy sem. Ez a
sebességvaltozas csak az idotdl fiigg — attdl, hogy mikor nyitjuk vagy zarjuk a csapot —, ezért ez lesz a lokalis
gyorsulas.

A fenti két gyorsulas ereddje pedig a szubsztancidlis gyorsulas, amelyet az adott vizmolekula el fog
szenvedni. Mivel 6 "nem tudja", hogy miért fog a sebessége megvaltozni.



2.4. Az araml6 kozeg mozgasformai

A szilard testek mozgéasiaval szemben egy elhatarolt folyadékrész nem csak elmozdulast (eltolodast és
elfordulast), hanem alakvaltozast (tiszta térfogatvaltozast és szogdeformaciot) is szenved vagy szenvedhet.

ac:
qu "'5'2—‘{2
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2.6. abra Elemi kocka koriili sebességkomponensek

Az aramlo kozegbdl gondolatban egy kicsiny kockat koriilhatarolunk (2.6. abra) és feltételezziik, hogy a
sebességek a kocka oldalain tetszés szerint kiillonbozok. Ekkor kdnnyen belathatjuk, hogy egy idé mulva a kocka
alakja megvaltozhat. A 2.6. abran az igy kijelolt —dx; dy; 0z élii — kocka sarkainal 1év sebesség-Osszetevok
koziil hat lathato.

Valamennyi komponens figyelembevétele esetén a test mozgasanak vizsgalata rendkiviil bonyolult lenne,

ezért a 2.7. abran a kocka csak az x—y sikkal parhuzamos, a P pontot érintd lapjat abrazoljuk és végezzik a
szemléltetést.

I ’gglgy c *———Sy+—13x

p .5_515 < +——Sx+ ach
X ay y
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P Cx 8x ﬁg{’ch
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2.7. abra Elemi négyzet koriili sebességkomponensek

A Ox; oy oldalakkal bird négyzet az x—y sikban — a fentiekben mar roviden leirtak alapjan — négy féle
elmozdulast végezhet. Ezek név szerint:

> Eltolédds, vagy mas néven transzldcid:

A merev testszeri eltolodast (2.8 abra), amely A7 id6 alatt kovetkezik be a P €s a Q pontok egyenes vonalil
elmozdulasaval jellemezhetjiik. Az abra jeldlései alapjan:

a=c At ; b=cAr . (2.13)

> Tiszta térfogatvdltozds, avagy dilatdcio:

A At id6 alatt bekovetkez6 linearis nyulas (2.9. abra) az oldalak végpontjainak az oldalhossz iranyaba es6



sebesség kiilonbségébdl adodik, azzal egyenesen aranyos, azaz:

oc,
ac'”5xAr ; e= % VAT . (2.14)

ox oy

e =

Ez az elmozdulés a merev test mozgasanal nem jelentkezik.

y — L ¥
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P P dx
0 X ol A
2.8. abra Eltolodas 2.9. abra Dilatacio

A négyzet oldalainak elfordulasa — kis At id6t, tehat kicsi szogelfordulast feltételezve — a végpontoknak az
oldalakra mer6leges iranyt sebességkiilonbségével aranyos. Ezt szemlélteti a 2.10. abra, illetve a (2.15) egyenlet
(figyelembe véve, hogy elemi nagysagu szogek esetén tga = a).

0

0
CX@AI
At ; A =- Y =——=A7 . (2.15)
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2.10. abra Négyzet oldalainak elfordulasa 2.11. ébra Rotacio

c
A 4P kifejezésében a negativ eldjel azért sziikséges, mert ha a —— parcidlis differencidlhdnyados pozitiv
V

értéki, akkor az elfordulas a Ada elfordulassal ellentétes, igy azt negativnak kell tekinteniink.
Elfordulds (rotdcio):

A négyzet — merev testre is jellemzd — elfordulasan, amit a 2.11. abra szemléltet, a két oldal
szogelfordulasanak atlagat értjiik, azaz:

9

_Aa+Ap _l(acy _dc

AT . 2.16
> > Jr (2.16)

ox Oy

10



> Szogdeformdcio, vagy disgtorgio:

A négyzet romboidda vald eltorzulasa (2.10. abra) a P pontnal eredetileg 1év6 derékszog y mértékil
megvaltozasaval — ami a két szomszédos oldal szogelfordulasanak kiilonbségével egyenld — jellemezhetjiik:

0
y=Aa—-Ap= ¢ _ o, AT . (2.17)
ox Oy

Ezen mozgasforma a merev test esetén nem lép fel.

Fontos megjegyezniink, hogy a fentiekben meghatarozott elmozdulasok természetesen a négyzet véges (nem
elemi) volta miatt csak kozelitd értékiiek, mivel az egyenletekben linearis dsszefliggéseket feltételeztiink.

A mozgasformak megismerése utan térjiink kicsit vissza a (2.12) egyenletre, azon belill is a konvektiv
gyorsulas értelmezésére. A bonyolult matrixalgebrai levezetés mell6zésével a konvektiv gyorsulds az alabbi
modon bonthato fel:

. 2
_6c(r,r)c = grad(c—
0 2

]—cxrotc . (2.18)
r

Mint a példaban is emlitettiik a konvektiv gyorsulas két okbol 1éphet fel. Egyrészt a sebesség nagysaganak
valtozasa miatt (1asd dilatacio) — ezt fejezi ke a (2.18) egyenlet jobb oldalanak els6 tagja. Masrészt a sebesség
iranyanak valtozasa kovetkeztében (lasd elfordulds, illetve szogdeformacido) — amit a (2.18) egyenlet jobb
oldalanak masodik tagja fejez ki.

Igy az aramlé kozeg szubsztancialis gyorsulasa az alabbi médon irhaté fel:

2

a= _Oc(r; T) + grad(c—
0 2

j—cxrotc , (2.19)
T

amely egyenletet a késébbiekben, az Euler egyenlet felirasakor fogjuk alkalmazni.
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3. Az Euler egyenlet
A surlodasmentes kozeg aramlasanak dinamikai alapegyenletét Leonard Euler svéajci matematikus és fizikus

épitette fel, a korabbi fizikai kutatasok eredményeinek Osszefoglalasaként. Az Euler egyenlet lényegében
Newton®

F=ma 3.1)
alaku masodik torvényének felirasa az idealis kontinuum aramlasara, ahol:
—  atestre (esetiinkben a kdzegre) hato erdk ereddje;

a test (az ellendrzo térfogatban 1évo kozeg) tomege;
— a test (szdmunkra a rendszer) szubsztancialis gyorsulésa.

® =
|

Az FEuler egyenlet felirasanak elsé 1épéseként, a (3.1) egyenlet bal oldalanak meghatarozasa érdekében,
vizsgaljuk meg egy tetszOleges alaku ellendrzo térfogatra hato erdket (3.1. abra).

Térfogatinak nevezzilk azokat az erdket, melyek a rendszer minden tdmegelemére hatnak, nagysaguk
egyenesen aranyos az elem tomegével és az adott pontbeli térer6sség nagysagaval. Iranya természetesen
megegyezik a térerdsség vektor iranyaval. Legegyszeriibb példa erre a gravitacios erdtér, de ide sorolhatjuk a
magneses eroreteket is.

7%

3.1. abra Ellen6rz6 térfogatra hatd erék

A rendszer egy adott, elemi térfogatu részére hatd dF; ugynevezett elemi térfogati erd az alabbi modon
hatarozhat6 meg:

dF, = pgdV (3.2)
ahol:
p — az elemi rendszer siiriisége;
g — az adott pontbeli térerGsség vektor;
ar  — az adott elemi rendszer térfogata.

Az egész rendszerre hato térfogati er6k ereddje pedig az

F, = [ pgdv (3.3)
")

térfogati integrallal lesz egyenld.

? Newton, Sir Isaac (1643-1727): angol fizikus, matematikus. Kora tudomanyos életének s egyben a tudomany
torténetének is egyik legkiemelkedobb alakja. Munkéassagaval a korabbi statikus vilagkép helyett dinamikus,
egységes vilagszemléletet adott, amely megteremtette a mechanikus materializmus természettudomanyos
alapjait.

12



A rendszerhataron a kornyezettdl atadodo erdket feliileti eréknek nevezziik. Ilyen —idealis kozeg esetén — a
nyomadsbdl szarmazd erd.

Egy feliiletelemre hatd dF; feliileti eré nagysaga egyenesen aranyos a feliiletelem, valamint a rendszer, illetve
a kornyezet kozti nyomaskiilonbség nagysagaval. Iranya ellentétes a feliiletelem vektoranak iranyaval (mivel az
mindig a rendszerbdl kifelé mutat), azaz:

dF;, =-pdA | 3.4
ahol:
P —  arendszerhataron 1év6 nyomaskiilonbség;
dA — a feliiletelem feliileti vektora.

Az egész rendszerre hato feliileti er6k ereddje pedig az:

F, =- j pdA (3.5)
(4)
feliileti integrallal hatarozhat6 meg.

Mivel az idealis kdzegre surlodasi eré nem hat, a rendszerre hatd erd ereddje a (3.3) és a (3.5) egyenletek
felhasznalasaval az alabbi modon irhato fel:

F=[pgdV - [pdA . (3.6)
) (4)

A tovabbi vizsgalataink érdekében a (3.5) egyenletet alakitsuk 4t a Gauss’—Osztrogradszki® tétel
felhasznalasaval:

IpdA = J.gradpdV . (3.7)
(4) )

Ez alapjan az eredd er6t meghatarozo (3.6) egyenlet a

F = jpng— jgradpdV = I {g—lgradp}pdV (3.8)
) @) ) p

alakot veszi fel.
Kovetkezé 1épésként a (3.1) egyenlet jobb oldalanak részletes leirasahoz vegyiik eld a korabbi
tanulmanyainkbdl a tomeg és a siriiség kozotti

m= IpdV (3.9)

")
kapcsolatot, illetve az aramlo kozeg gyorsulasanak

. 2
a= _ac(r, T) + grad[c—
0 2

—c¢xrote (3.10)
T

* Gauss, Karl Friedrich (1777-1855): német matematikus, fizikus. Sokoldalt, korszakalkotd munkassaga révén
kortarsai "princeps mathematicorum” a matematika fejedelmének nevezték. Gottingeni tanulmanyai alatt
ismerkedett meg és kotott baratsagot Bolyai Farkassal.

7 Osztrogradszkij, Mihail Vasziljevics (1801-1862): orosz matematikus. Alapveté eredményei sziilettek az
analizis, az elméleti mechanika és a matematikai fizika teriiletein.
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egyenletét. Ezek alapjan felirhato, hogy:

. 2
ma:I MJrgrad[c—]—cxrotc V. (3.11)
e or 2

A (3.8) és a (3.11) egyenletek alapjan a (3.1) egyenlet az

2
J[g—lgradp}pdf/ [ Fc I T)+grad( j—cxrotc}pdV (3.12)
Yo, or 2

) )

alakot vesz fel.
Mivel vizsgalatunkat tetszéleges térfogatu rendszerre végeztiik el, a (3.12) egyenléség a benne szerepld
integrandus egyenldségét is jelenti, azaz:

. 2
g—lgradp:M—kgrad(c—J—cxrotc . (3.13)
yo, or 2

Ez az Euler egyenlet, ami az aramlastan egyik alapegyenlete. Osszenyomhatatlan kozeg esetén az aldbbi
moddon irhatjuk fel (ekkor a bal oldal masodik tagja valtozik meg):

oc(r;r ¢’
g—grad£:M+grad — |—cxrote . (3.14)
o, or 2
Maga az Euler egyenlet a koznapi miiszaki gyakorlatban — bar alakilag egyszeri — nem alkalmazhato.
Ennek oka a benne szereplé matematikai miiveletek konkrét esetre torténé megoldasanak bonyolultsaga. De, a
késdbbiekben — a Bernoulli egyenlet felirasanal — az Euler egyenletet fogjuk hasznalni.
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4. Hidrostatika

A hidrostatika a nyugalomban 1év6 kontinuum egyensulyi feltételével, a benne fellépd nyomaseloszlas
meghatarozasaval foglalkozé tudomanyag.

4.1. A hidrostatika alapegyenletei
A hidrostatika alapegyenletének integral és differencial alakjait az Euler egyenletnél mar alkalmazott fizikai

megfontolasok és matematikai levezetések felhasznalasaval tudjuk felirni.
Mivel a nyugalomban 1év6 kozeg gyorsulasa zérus, igy:

F=0 |,
azaz — a (3.6) egyenlet felhasznalasaval:
[ pgav - [paa=0 @.1)
") (4)

Ez az egyenlet a hidrostatika alapegyenletének integrdl alakja nevet viseli
A (3.8) egyenletet alapjan az alabbi egyenléséget irhatjuk fel:

.[[pg —gradplpdV =0 . (4.2)

")

Ez az egyenl6ség — mivel tetszéleges térfogati rendszert vizsgalunk — az integrandus zérus voltat is jelenti,
azaz:

pg—gradp=0 (4.3)
vagy a bel6le levonhatd kovetkeztetések jobb szemléltetése és megértése érdekében:
pg=gradp . (4.4)

Ez az utdbbi két egyenlet pedig a hidrostatika alapegyenletének differencidl alakja.
Mit is jelent fizikailag a (4.3), illetve az (4.4) egyenlet? Az alabbi altalanos tanulsag vonhato le bel6lik:

> erdmentes térben (g = 0), illetve sulytalan kozeg esetén (p = ) a nyomas a hely fliggvényében nem
valtozik (grad p = 0);

> a grad p nyomasndvekedés és a g térerd iranya megegyezik, a térerére merdleges iranyban a nyomas nem
valtozik;

> a nyomasvaltozas |grad p| nagysaga egyenesen aranyos a kozeg p stirliségével és a térerdsség |g|
nagysagaval.

Tovabbi, specialis kovetkeztetések levonasa érdekében tételezziik fel, hogy az erétér orvénymentes. Ekkor
ugynevezett konzervativ ertérrél beszéliink és — mint az mar a vektoranalizisb6l mar tudott — a térerd a

g(r;7)=—grad¢(r;7) (4.5)
formaban hatarozhaté meg, ahol:
¢(l‘; T ) — az er6tér potencialja, amely az egységnyi tomegl test munkavégzd képességét jelenti.

A (4,5) egyenlet alapjan a (4.4) kifejezés az alabbi alakot vesz fel:
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—gradg = igradp : (4.6)
P

Ezen képlet alkalmas arra, hogy a potenciadlos térerd hatasa alatt nyugalomban lévé kozeg belsejében
uralkodé nyomdseloszldst meghatarozzuk. Osszenyomhatatlan kdzeget feltételezve a (4.6) egyenlet az alébbi
szerint modosul:

—gradg = grad£ : 4.7
Yol
Atrendezve:
gmd(ﬁ + ¢j =0 . 4.8)
Yo,
azaz:
p y .
—+¢=dllando . 4.9)
Yol
Ebbdl a kifejezésbdl — atrendezéssel — a
p = p@+allando (4.10)

Osszefiiggéshez jutunk, amely alapjan kijelenthetd a hidrostatika kdvetkezd fontos tétele:
Potencidlos erdtérben nyugvo kontinuumban az dllando nyomdsu — izobdar — feliiletek az erdtér
ekvipotencidlis feliileteivel esnek egybe.

4.2. Kozeg egyensilya kiilonféle eréterekben

Jelen fejezetben az erdterek koziil, jelentdségiik és egyszeriiségiik miatt csak az alabbi potencidlos eréterekkel
foglalkozunk:

> nehézségi erdtér;
> nehézségi erdtérben, vizszintes irdnyban gyorsul6 rendszer erétere;
> a nehézségi erdtérben, fiiggbleges tengely koriil forgd rendszer erdtere.

Természetesen, ezen fejezetben az ugynevezett sulyos folyadék egyensulyat vizsgaljuk.

A kozeg egyensulya nehézségi erotérben:

Vizsgaljuk meg a Fold gravitacios erdterét. Ehhez sziikséges koordinata rendszert — 4.1. abra — gy valasztjuk
meg, hogy a z tengelye a Fold felszinére merdleges legyen, lefelé a pozitiv irdnyitassal. Ebbdl kovetkezik, hogy
az x és y tengelyek altal alkotott sik a Fold adott pontjaban vett érintdsikja, igy abban a nyomas nem valtozik.

Az egységnyi tomeget egy hy magassagrol (ahol a potencial @) hy-z magassagra emelve (figyeljiink az

el6jelekre!!) annak helyzeti energiaja:
p=9,—g (4.11)
nagysagu lesz. Ezt figyelembe véve az egyenlet a
g=—gradg=gk , (4.12)

a (4.10) egyenlet pedig a
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pP=p8z+p, (4.13)
alakot vesz fel, ahol:
g — anchézséges gyorsulas értéke;

po — a hymagassagon mért — a 4.1 abra szerint kérnyezeti — nyomas értéke, amit cél-
szerli 6sszevetni a (4.9) és (4.10) egyenletek jobb oldalain talalhatd dllando-val.

Po

L4 0, % P
3

4.1. abra Kozeg egyensulyanak vizsgalata nehézségi ertérben
A kozeg egyensulya nehézségi erdtérben, vigszintes iranyban gyorsulo rendszer erdterében:

A gravitacios erdtérben, vizszintes palyan gyorsulva mozg6 rendszer minden egyes pontjara a nehézségi erén til
még a gyorsuldssal aranyos erd is hat. Ekkor az eredd téreré meghatarozasahoz minkét hatast figyelembe kell
venni. Vizsgaljuk meg a 4.2. abran lathat6 gyorsulva mozgo tartalyt, mint rendszert, a tartallyal egyiitt mozgd
koordinata rendszerben (mivel ekkor a kdzeg allonak tekinthetd). Ebben az esetben az erdd er6tér potencialja:

¢:¢Z +¢x R (4.14)

ahol:
¢Z — anehézségi er6tér potencialja, ami a (4.11) egyenlet alapjan:

$.=0.0-8 (4.15)
@. — a tehetetlenségi erdtér potencidlja, ami a fentivel analog modon hatdrozhaté meg:

P =@, +ax . (4.16)

a

0 —

_l\ T

Bal

g

Q Q
TITTITT NTT T T

4.2, dbra Gravitacios er6térben, vizszintes palyan gyorsulva mozgo rendszer

Az ered6 potencial, a fenti két egyenlet alapjan:
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p=¢,+ax—gz . 4.17)

A rendszerben uralkodo nyomaseloszlast a (4.10) egyenlet alapjan hatarozhatjuk meg az alabbi modon:

P=D, +p(gz —ax) . (4.18)

Most irjuk fel az ekvipotencialis feliiletek egyenletét, a folyadék felszin egyenletének segitségével. Ehhez
vagy a (4.18), vagy a (4.17) egyenlet hasznalhat6 fel. Az els6 esetben — a felszin sajatossaga alapjan —, a p

nyomds értéke a p, kdrnyezeti nyomassal, a masodik esetben a @ potenciél értéke ¢0 -al lesz egyenld. Minkét

esetben a kiindul6 egyenlet a
gz=ax (4.19)
alakra modosul. Ebbdl pedig — egyenletrendezéssel — kapjuk:

a
z=—%y . (4.20)

g

Ez az egyenlet a kontinuum felszinének egyenlet, melybdl latszik, hogy az ekvipotencidlis — azaz izobar —
feliiletek dolt sikok lesznek. A sikok 5 dlésszogét (lasd 4.2. abra) a

p= arctg(— ﬁj (4.21)
4

egyenlettel hatarozhatjuk meg.
A (4.17) egyenlet alapjan, a (4.5) osszefliggés felhasznalasaval, az eredd térersség vektor komponensei:

99 _

= -a=—ai
8« gzj
=——7"—=0 , 4.22
o¢
=T =g=gk
g, Py g=8

nagysaga:

gl=vg*+a® . (4.23)

Kozeg egyensulya nehézségi erdtérben, fiiggoleges tengely koriil forgo rendszer erdterében:

A nehézségi erbtérben fiiggdleges tengely koriil allandosult szogsebességgel forgd rendszer a vele egyiitt forgd
koordinatarendszerbol allonak tekinthet6. Ilyen rendszer lathaté a 4.3. abran, a folyadékfelszinén elhelyezett
hengerkoordinata rendszerben abrazolva. Ekkor a nehézségi erdtér mellett a centrifugalis erétér hatasat is
figyelembe kell venniink, azaz:

b=9¢.+9. . (4.24)
ahol:
¢Z — anehézségi erétér potencialja, ami a (4.11) egyenlet alapjan:
. =¢.,—8 ; (4.25)
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@. — a centrifugalis erétér potencialja.

Ez utobbi meghatarozasahoz irjuk fel az egységnyi tomegi testre ha g, centrifugalis eré (vesd Ossze a térerd
fogalmaval!) egyenletét:

g =ro’ (4.26)

mint az mar a fizikai és mechanikai tanulmanyainkbol ismert. A (4.5) egyenlet alapjan kimondhato, hogy:

o¢
=——r 427
S o (4.27)
amibol:
d¢. =-gdr=-ro’dr . (4.28)

Az r sugaron 1év0 egységnyi tomegi test munkavégzo képessége, azaz a potencialja pedig a

r 2 2
r-w
4, =—[ro’dr=- (4.29)
7 2
egyenlettel hatarozhat6é meg. Az eredd térerd potencialja:
2 2
r-w
¢=¢0—(gz+ 5 ] . (4.30)
A nyomaseloszlas pedig a (4.10) egyenlet alapjan:
r’o’
pP=p,tp g+ 5 . 4.31)
o
| _
' 9r
0. N r
I
|
1
T

%

2}
4.3. abra Nehézségi er6térben, fliggdleges tengely koriil forgd rendszer

A folyadékfelszin (és az ekvipotencialis feliiletek) egyenlete az el6z6ekben mar leirtak alapjan hatarozhato
meg. Vizsgaljuk el6szor azt a specidlis esetet, amikor (a felszinen) a (4.31) egyenlet esetén a nyomas a
kornyezetivel egyenld, ekkor:
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r
gz + =0 . (4.32)
2
Ezt az egyenletet atrendezve kapjuk meg a
ro’ (4.33)
z = — .
2g

fiiggvényt, amely a folyadékfelszin magassagat adja meg a sugar mentén. Ebbdl lathatd, hogy ilyen Gsszetett
er0tér esetén asz izobar és az ekvipotencialis feliiletek alakja masodfoku parabolak lesznek. Meg kell itt
jegyezniink, hogy az allé rendszerhez képest a folyadékszint kozépen torténd siillyedésének mértéke megegyezik
a kiils6 keriileten jelentkez6 emelkedéssel.

Az ered6 téreré komponensei a (4.5) dsszefiiggés felhasznalasaval nyerhetok:

8. __6_=_g
2 , (4.34)
_ 04,
g =——=-10
or

abszolut értéke pedig:

g=Vg* +(ro?) . (435)
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5. A folytonossagi torvény

Csak olyan ¢(r,7) sebességtérrel leirhatd kontinuum aramlas 1étezhet, amely kielégiti az anyagmegmaradas elvét.
Az anyagmegmaradas elvét matematikai formaban a folytonossagi — vagy mas néven kontinuitasi — térvény
irja le.

Araml6 kozeg esetére a folytonossagi torvény az alabbi modon fogalmazhaté meg (a kovetkezékben az
anyagon mindig a tomeget értve): Tetszoleges zdrt rendszer tomege az dramlds soran nem vdltozhat: sem nem
szaporodhat, sem nem csékkenhet.

Ugyanez matematikai formaban leirva:

dm
—=0 . (5.1)
dr

Mivel az m tdmeg a zart rendszer extenziv — Osszegezhetdé — jellemzdje, értékét a térfogategységre

vonatkoztatott értékeinek térfogati integraljaként kaphatjuk meg, ezért:

dm d
— = Ip(r;r)dV:O , (5.2)
dr drt -

ahol:

p — akozeg siirlisége (pontosabban fogalmazva a tomegsiirisége);

V' — a zart rendszer térfogata.

5.1. A folytonossagi torvény integral alakja

A folytonossagi torvény integral alakjanak felirdsdhoz vizsgaljunk meg egy tetszéleges V' térfogati rendszert
(5.1. ébra).

dv

X

5.1. dbra A folytonossagi torvény felirdsdhoz vizsgalt rendszer
Els6 lépésként hatarozzuk meg az ellenérzd feliileten egységnyi id6 alatt ki- és belépd anyagaram eredd
mennyiségét, ami a rendszer kozegaramlas kovetkeztében fellépd konvektiv tomegvaltozasat jelenti. Ehhez

vizsgaljunk meg egy dA nagysagu (azaz dA feliilletvektoru) elemi feliilleten id6egység alatt atdramld kozeg
térfogatat. Ezt a

dV =cdA (5.3)
skalar szorzattal tudjuk meghatarozni, ami egy |dA| alaptl és |c| COS ¥ magassagu elemi egyenes hasab térfogatat
adja meg (3.2. abra).

Ha ezt az elemi térfogatot a kozeg siiriiségével szorozzuk meg, az ataramlott elemi kdzeg

dm = p|c|dA|cosa = pedA (5.4)
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tomegét nyerjiik. Az elemi tomegek Osszege — az A ellendrzo feliiletre vett integralja — az ellenérzé feliileten
idéegység alatt ataramlott tomeg nagysagat — a konvektiv anyagaram keltette tomegvaltozast — adja meg.

F\"V

dA l‘ g

dV..// e

3.2. abra Elemi feliileten ataramlo kozeg térfogatanak meghatarozasa

Mivel vizsgalataink soran az ellendrz6 feliilet elemi feliiletvektorai a rendszerbdl kifele mutatva vessziik fel,
a nyitott rendszerben az

[ peda >0 (5.5)
(4)

egyenldtlenség az ellendrzo térfogatban fellépd tomegesdkkenésnek, az

j pedA <0 (5.6)
(4)

egyenldtlenség az ellendrzo térfogatban fellépd tomegszaporulatnak felel meg.
A kovetkezo 1épésben irjuk fel az ellenérzd térfogatban fellép6 lokalis tomegvaltozasok dsszegét, ami a

am _ j Pay (5.7)

or (V)éz'

térfogati integral értékével lesz egyenld. Ekkor fizikailag az

j P4y =0 (5.8)
ot

egyenlétlenség az ellendrzo térfogatban fellépd lokalis tomegszaporulatot, mig az

jé—pdV<0 (5.8)
in ot

egyenlotlenség tomegesokkenést fejez ki.
A fentiek alapjan a folytonossdgi torvény integrdl alakja az alabbi formaban irhato fel:

ja—pdm [peda=0 (5.9)

07 )

Az (5.9) egyenlet szerint, ha az ellenérzd térfogatba adott ido alatt nagyobb tomeg adramlik be, mint amennyi

tavozik — (5.6) egyenlotlenség —, akkor tilstlyban kell kel lenni azon térfogatrészeknek, ahol a kozeg stirlisége
idében névekszik — lasd (5.7) egyenl6tlenség—, és forditva.
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Most nézziik meg az (5.9) egyenlet néhany specialis alakjat is.
Stacioner aramlds esetén:

Mivel stacionarius aramlasrol akkor beszéliink, ha az aramlé kozeg jellemzéi — jelen esetben a stiriisége —
idoben nem valtozik, igy az (5.9) egyenlet bal oldalanak els6 tagja zérussal lesz egyenld, azaz:

j Pay -0 (5.10)

e or

Ebben az esetben a folytonossagi torvény integral alakja az alabbi formaban irhat6 fel:
Ipch:O . (5.11)
(4)

Az ellendrz6 feliileten be-, illetve kilépd kozegek tomegeinek 0sszege zérus. Ellenkezo esetben a rendszerben
stirliségvaltozas 1ép fel id6ben, és igy az aramlas nem lehet id6allo.

Osszenyomhatatlan kizeg esetén:

Az inkompresszibilis kdzeg stirlisége allando, ezért ekkor az (5.9) egyenlet a kdvetkezd alakot veszi fel:
jchzo . (5.12)
(4)

Ennek az az oka, hogy az els6 tagban szerepl6 parcialis differencidlhdnyados értéke zérussa valik. A masodik
tagbol a p stirtiség — mivel allandé — kiemelhet6 az integral elé és vele az egyenlet mindkét oldala oszthat6. Ez
pedig fizikailag azt jelenti, hogy az ellendrz6 feliileten be-, és kilépo kozegtérfogatok dsszege mindig zérus.
Egyméretii aramlds esetén:

A kozeg aramcsGben torténd — vagyis egyméretli — aramlasa esetén az aramvonalakra merdleges
keresztmetszet minden egyes pontjaban egyforma sebességgel és slirliséggel rendelkezik, azaz e két jellemzé —
stacionarius aramlast feltételezve — csak az aramvonal mentén mért ivhossznak a fliggvénye. Mivel az aramcsé

palastjan kdzeg nem 1éphet at az 5.3. dbran lathaté aramcsével kijelolt rendszer esetén csak az 4; és A, jeldlést
keresztmetszeten 1éphet ki vagy be kdzeg. Ekkor az (5.9) egyenlet a

p.c 4, = p,c, A4, (5.13)

alakot fogja felvenni. Mivel a két feliilet az dramcs6 ivhossza mentén barhol felvehet6, az egyenldség akkor is
érvényes marad, altalanos alakban felirhatd, hogy

ped = dllands (5.14)
ami fizikailag azt jelenti, hogy stacioner aramlds esetén az dramcsé barmelyik keresztmetszetében iddegység

alatt ugyanannyi tomegii kozeg halad dt.
Az (5.14) egyenletben szerepl6 allandd az aramcsé keresztmetszetén ataramlo

m=pcA . (5.15)

tomegaramot jelenti, amit a miiszaki gyakorlatban g,,-¢l is szokas jel6lni.
Ha a kdzeg inkompresszibilis, akkor a valtozatlan értéki siriiséggel oszthatd az (5.14) egyenlet mindkét
oldala, igy az a

cA = dllando (5.16)
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alakot veszi fel, amely instacioner dramlasra is érvényes. Ebben az esetben a jobb oldalon szerepl6 allando az
idéegység alatt ataramlo

V =cA (5.17)

térfogataramot jelenti melyet g,-vel is jelolhetnek a mérnoki gyakorlatban.

aramcséd

5.3. bra Tomegaram vizsgalata aramcsdben

A fenti egyenlet fizikai jelentése az, hogy Osszenyomhatatlan kézeg egyméretii aramlasakor az aramcsd
barmelyik keresztmetszetén ugyanakkora térfogataram halad at azonos id6 alatt.

5.2. A folytonossagi torvény differencial alakja

Adott aramlastani kérdés vizsgalatakor sziikségiink lehet az anyagmegmaradas elvét a tér valamely rogzitett
pontjaban leird, lokalis érvényi egyenletre is. Ezt az egyenletet altalanos esetre a folytonossagi torvény integral
alakjabol tudjuk levezetni.

Az (5.9) egyenlet bal oldalanak masodik tagjat képezd feliileti integralt a Gauss—Osztogradszkij tétel
felhasznaldsaval térfogati integralla tudjuk atalakitani:

[ pedA = [div(pe)ay . (5.18)
(4) ")

Ekkor az (5.9) egyenlet — a két integral 6sszevonasa utan — az alabbi alakot vesz fel:

| [a—p+div(pc)}dV =0 . (5.19)
HLOT

Mivel a kivalasztott ellenérzo feliilet tetszéleges alaku és méretli lehet, a fenti egyenlet integrandusanak
zérussal kell egyenldnek lennie, igy:

0 .
P 1 div(pe)=0 . (5.20)
or
Ez az egyenlet pedig a folytonossdgi térvény differencidal alakja.
Specialis alakjai a kdvetkez6 formaban irhatok fel:
Stacioner aramlds esetén:
Mivel ekkor az aramld kozeg jellemzdi idoben nem valtoznak, a
0
P _ 0 (5.21)
ot
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egyenlOség miatt az (5.20) egyenlet az alabbi alakot veszi fel:
div(pe)=0 . (5.22)

Osszenyomhatatlan kizeg esetén:

Ebben az esetben a p stirtisség allando volta miatt fennall az (5.21) egyenldség. Tovabba az (5.22) alaku egyenlet
mindkét oldala oszthatd p-val, ezért az altalanos differencidl alakt folytonossagi torvény a

dive=0 . (5.23)
alakot fogja felvenni. Ez az egyenlet, természetesen, mind stacioner, mind instacioner aramlésra érvényes.

Itt kell megjegyezniink, hogy inkompresszibilis kdzeg aramldsa esetén a sebességtér divergencidjanak
szamértéke a forrasboséget jelenti. Mivel anyag nem keletkezhet, és nem tlinhet el, mind a forrast, mind a nyel6t
az aramlastanban segédfogalomként alkalmazzuk, leggyakrabban az aramlasba helyezett test kozegre gyakorolt
hatasanak vizsgalatanal.

Egyméretii aramlds esetén:

Ekkor a differencial alak felirasara célszer(ibb az integral alak targyalasanal erre az esetre meghatarozott
pcA=m=allando (5.24)
egyenletet felhasznalni, mely jobb oldalanak differencialjarol tudjuk, hogy zérus, azaz:
dnhza—mdc+a—mdc+6—mdA:O . (5.25)
oc oc 04
Ha az (5.24) egyenletbdl a parcialis differencialhanyadosokat meghatarozzuk:
cAdp+ pAdc+ pcdA =0 (5.26)

amit pcA # 0 -val osztva, megkapjuk a keresett egyenletet:

dp de  dd_

PR 0 . (5.27)

Ezt az alakot majd az 6sszenyomhato kdzeg egyméretii aramlasanak vizsgalatakor fogjuk alkalmazni, fontos
torvényszerliségek kimondasakor.
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6. A Bernoulli egyenlet

A koradbban mar megismert Euler egyenlet, bar alapvetd aerodinamikai térvényszerliséget ir le, a gyakorlati
miiszaki életben — a benne szerepld vektormennyiségek és differencidlhanyadosaik miatt — nem alkalmazhato.
A fenti hianyossag kikiiszobolésére vezette le Daniel Bernoulli' svajci matematikus és fizikus a rola elnevezett
aerodinamikai egyenletet.

A Bernoulli egyenlet az Euler egyenlet az aramlasi tér két tetsz6leges pontja kozti vonalmenti integralasaval
nyerhetd. igy erd jellegii (dimenzioju) mennyiségek ,.elmozdulassal valé szorzasaval” munka, energia jellegii
skalar valtozokat kapunk, melyek mérése és szamitasi kezelése egyszeriibb, a gyakorlati életben jobban
hasznalhatobb.

6.1. A Bernoulli egyenlet altalanos alakja

A Bernoulli egyenlet levezetéséhez eldszor tételezziik fel, hogy az erdtér mind drvénymentes, mind drvényes
erdterek ereddje, azaz:

g=—gradg+g, , (6.1
ahol:

@ — akonzervativ erétér potencidlja;
g — az orvényes erotér térerdsség vektora.

fgy a kiindulé Euler — azaz a (3.14) — egyenlet (atrendezés utan) az alabbi alakot veszi fel:

2
ﬁ—c><r0‘[c+grad L —grad¢+gn+grad£:0 : (6.2)
ot 2 P

6.1. abra A Bernoulli egyenlet felirasa

A Bernoulli egyenlet ezen kifejezés vonalmenti integraljabol adodik. Az integralast az aramlasi tér barmely
(@ és @ jelir) két pontja kozott, tetszéleges titvonalon végezhetjiik el (6.1. abra). Ekkor:

2ac 2_c2 2 2dp
=d d 76 14— d —=0 :
!ar S — J.cxrotc S+ 5 [¢2 ¢1]+J1.gn. s+Jl. » (6.3)

ahol a bal oldal:

1. tagja: a sebesség nagysaganak idébeni valtozasabol,

' Bernoulli, Daniel (1700-1782): svijci matematikus, fizikus. A hires Bernoulli csalad — mely harom
generacion beliil kilenc matematikust adott — tagja. Tudomanyos munkajat f6leg Szentpétervaron és Bazelben
folytatta.
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2.tagja: a sebességtér orvényességébdl;

3. tagja: az eltéré sebességnagysagokbol;

4. tagja: apotencidlos (6rvénymentes) erétérbol;
5.tagja: anem potencialos (6rvényes) erdtérbol;
6. tagja:  a valtoz6 nyomaseloszlasbol

szarmaz0, vagy elleniikben befektetendé munkékat jelentik.
A tovabbi tanulmanyainkhoz a Bernoulli egyenlet inkompresszibilis kizeg gravitdcids erdtérben torténd

stacioner, orvénymentes dramldsra felirt alakja is elegendd. Ekkor a (6.3) egyenleten az alabbi egyszer{isitések
végezhetok el:

1. tag: zérussal lesz egyenld, mert az aramlo kozeg jellemzdi idében nem valtoznak;
2. tag: zérussal lesz egyenld, mert az aramlas drvénymentes;

4. tag: felhasznalva, hogy a gravitacios er6térben a kozeg potencialja

¢ =gh (6.4)
egyenlettel hatarozhaté meg, ahol:

h — avizsgalt pont zérus helyzeti energiaju helyhez viszonyitott magassaga.
g — anechézségi gyorsulas;

5. tag: értéke zérussa valik, mert a gravitacios er6tér drvénymentes;

6. tag: az alabbi alakot veszi fel:
2 2
dp _ 1 Py=P
[F=—[dp=2— 6.5)

mert az 0sszenyomhatatlan kozeg stirisége allando, ezért a p slirliség az integral jel elé kiemelhetd.
A fenti atalakitas utan a Bernoulli egyenlet:

2 2
%+gh1 +&:%+gh2 + 22
- P P (6.6)
v gh+L = dllands
ye)

alakot veszi fel. A (6.6) egyenlet minkét oldalanak g nehézségi gyorsuldssal valo osztasa esetén:

2 2
;—l-f-]’ll +ﬂ:§_2+h2 + P2

C i+ = Gllands
2g 0g

egyenletet kapjuk, melynek minden tagja hossz (,,magassag”) dimenzidju. Az elsd tagot sebességi, a masodikat
geometriai, mig a harmadikat nyomasmagassagnak is nevezziikk. A Bernoulli egyenlet ezen alakjat gyakran
energia egyenletként is értelmezik. Az elsd tag valoban az egységnyi tomegli kozeg kinetika, a masodik tag
pedig a potencialos (helyzeti) energiajat jelenti a tér valamely pontjan. Viszont fogalmilag helytelen a harmadik
tag ,,nyomasenergia” elnevezése, mert ez nem energia, hanem az egységnyi tomegli kontinuum altal a
nyomasbdl szarmazd erd ellenében végzett munka, amikor a kdzeg a vizsgalt ponton athalad — ez az attolasi
munka.
Ha a (6.6) egyenlet oldalait a p stirlisséggel szorozzuk, azt a
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o o
505 + pgh, + p, =EC§ + pgh, + p,

gcz + pah+ p = dllando

(6.8)

formaban irhatjuk fel. Ekkor nyomasdimenzioju tagokat kapunk. Kdnnyen belathato, hogy az egyenlet elso tagja
a térfogategységnyi kozeg kinetikai, a masodik pedig a potencidlos energiajat jelenti a tér valamely pontjan.
Ezek a tagok tehat energia stirliségként is értelmezhetdk.

Vizszintes vagy elhanyagolhat6 szintkiilonbségili aramlas esetén a 4 geometriai magassag kiilonbség zérusnak
tekinthetd. Ilyen esetekben a (6.8) egyenlet a

gcz + p =dllando = p, 6.9)

alakot veszi fel, ahol az els6 tagot dinamikus nyomasnak, a masodik tagok statikus nyomasnak nevezziik. A
két nyomas 0sszege — a ,,k6z€ps6 oldalon” talalhatd alland6 — pedig az Ggynevezett 6ssznyomas.

Az aramlasba helyezett szilard test feliiletének azon pontjaiban, ahol az aramlasi sebesség zérusra csokken, a
(6.9) kifejezés értelmében 6ssznyomast mérhetiink. Az ilyen pontokat torlépontoknak nevezziik.

6.2. A Bernoulli egyenlet alkalmazasa

Jelen fejezetben a példak vizsgalatat az Osszenyomhatatlan kozeg, gravitacios erdtérben torténd stacioner,
orvénymentes aramlasara végezziik el.

Zart tartalybol valo kiomlés:

Hatarozzuk meg a folyadék kiomlési sebességét a 6.2. abran lathato tartalybol. A tartalyban a folyadék folott a
kornyezetit6l eltéré p; gaznyomas uralkodik. A tartdly keresztmetszete végtelen nagynak tekinthetd a
kifolyonyilashoz képest, igy a folyadékfelszin siillyedési sebessége elhanyagolhato.

A kiomlési meghatarozasahoz el6szor is jeloljiik ki azt a két pontot, melyekre felirjuk a Bernoulli egyenlet
megfeleld alakjat. Ez a két pont legyen az:

@ jelli pont: a folyadékfelszinén, mert itt ismert a nyomas és a kozeg sebessége;

@ jelii pont: a kifolyonyilas, mivel az itteni sebességet kell meghataroznunk.

P @ 1%

T ¥

1 ®

6.2. abra Zart tartalybol valo kidmlés

Ezek utan valasszuk ki a Bernoulli egyenlet megfeleld alakjat, ami esetiinkben:

2 2

c—1+gh1+ﬁ=c—2+gh2+& (6.10)
2 p 2 yo,

Nézziik meg, hogy milyen egyszerlsitések végezhetok el:
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> a folyadék sebessége a felszinen nulla, igy:

@y
2
> a zérus potenciala szintnek a kifolyonyilas magassagat jeldljiik ki, ekkor:
gh, =0
A megoldashoz sziikséges (formalis) behelyettesitések:
> ha a @-es pontot az tigynevezett nulla magassagra helyezziik, az @ jeli pont magassaga az abra szerint:
ho=h
> a @-es pontban uralkodé nyomas megegyezik a kdrnyezeti nyomassal, azaz:
P2 =Py

A fenti egyszeriisitések és behelyettesitések utan a (6.10) egyenlet az alabbi alakot veszi fel:

gh+&:i+& ,
p 2 p

amely atrendezésével hatarozhatjuk meg a keresett c, kidramlasi sebességet:

c, = Z[gh—i-—p‘ ;Poj

(6.11)

(6.12)

Természetesen, hasonld probléma esetén mas adat is meghatarozhaté — példaul, milyen nyomas sziikséges a

tartalyban egy adott kidmlési sebesség biztositdsahoz — a (6.11) egyenletb6l, megfeleld atrendezéssel.

Nyvitott tartdlybol valo kiomlés:

Nyitott tartaly esetén (lasd 6.3. abra) a fenti feladat egyszertibbé valik. Ekkor ugyanis a folyadékfelszin folotti

nyomads megegyezik a kornyezetivel — és igy a kifolyonyildsnal mérttel —, azaz:

P =D,

®

~K

1 r@

6.3. abra Nyitott tartalybol valé kidmlés

Ezért a (6.11) egyenlet alakja a
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gh=-2 | (6.13)

kifejezésre modosul, amelybdl a kiomlési sebesség az alabbi mddon hatarozhaté meg:
c, =+/2gh . (6.14)

Ha ezt a két egyenletet 6sszehasonlitjuk a korabbi fizikai és mechanikai tanulmanyainkkal, észrevehetjiik,
hogy ez megegyezik a helyzeti és a mozgasi energia kozti kapcsolatot leird kifejezésekkel. A vizsgalt jelenség
soran nem is torténik mas, mint az 1-es pontban all kézeg a @-es jelii pontba szabadeséssel jutva helyzeti
energiaja mozgasi energiava alakul at. (Ezen példa is igazolja, hogy az aerodinamikai térvények pusztan csak az
alapvetd fizikai torvényszeriiségek aramlo kozegre alkalmazott kifejezései.)

A Venturi cso:
2 . " 7 r r r J r 7o s r
A Venturi csovet a cs6vezetékben aramlo folyadék sebességének és mennyiségének mérésére alkalmazzak.

Maga a Venturi cs6 egy szikiild csOszakaszbol (konfuzorbol) és egy boviilé csészakaszbol (difftizorbol),
valamint egy vagy kettd nyomasmérébdl all a 6.4. abranak megfelelden.

VYRR A N N ﬁz

nyomdsmér 6khbz

6.4. abra Venturi cs6

Elsé lépésként jeloljik ki a vizsgalatunkhoz a két pontot, amelyekre felirhatjuk a Bernoulli egyenlet
megfelel6 alakjat. Ez a ketté a még allando keresztmetszetli cs6szakaszban talalhato @ jeld, illetve a legsziikebb
keresztmetszetben 1évé @-es pont legyen (ahogyan ez a 6.4. abran lathato).

Ekkor célszer(i a (6.9) egyenletbdl kiindulni, mivel a két pont magassaga megegyezik vagy csak nagyon kis
mértékben tér el, azaz:

P P
ch +p, :505 +p, . (6.15)

frjuk fel a folytonossagi torvényt osszenyomhatatlan kozeg egyméretii aramlaséra:

A, =4,c, . (6.16)

c, = {ijc (6.17)
2 A 1 .
2

? Venturi, G .B. (1746-1822): olasz fizikus. Nevéhez fiizédik a fent targyalt, az dramlé kozeg sebességének
mérésére szolgald miiszer.

Ebbdl fejezziik ki a
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sebességet ¢s helyettesitsiik be a (6.15) egyenletbe, ekkor:

2
P plA
ch +p, :E(A_;j ci+p, . (6.18)

A (6.18) egyenlet ¢; (zavartalan) sebességre torténd atrendezése utan az alabbi kifejezést kapjuk:

(6.19)

(6.20)

a tomegarama pedig a

(6.21)

egyenlettel hatarozhato meg.
Meg kell itt jegyezni, hogy a Venturi csdveknél altalaban a legsziikebb (@-es jelt) keresztmetszet fele a mért
csO A; keresztmetszetének, azaz:

A Prandtl cso:

Az aramlas valamely pontjaban uralkodd sebesség, vagy példaul a repiilogép repiilési sebességének mérésére
szolgal a Prandtl® cs6, melynek elvi rajza a 6.5. dbran lathato. A koznapi nyelvben — helyteleniil — ez a miiszer
a Pitot’ cs6 néven ismert.

A Prandtl cs6 1ényege egy, az aramlassal szemben elhelyezett test (szonda), melynek két furatabol kiilon csd
vezet a nyomasméré miiszerhez. Az egyik furat a szonda orrpontjan (®), a masik a palaston, az orrponttol kelld
tavolsagra (@) talalhato.

A cs6 orrpontjan (az @-es jelli pontban) a kdzeg sebessége zérus, itt tgynevezett torlopont keletkezik. A @-
es jell pontban a sebesség — minimalis elhanyagolassal — ugyanakkora, mint a mérendd aramlési sebesség. A
két pont kozti magassageltérés — a szerkezet kis mérete miatt elhanyagolhato. fgy a korabban felirt (6.9)
egyenlet alkalmazhato, azaz:

P P
E&+M:55+m . (6.22)

> Pradil, Ludwig (1875-1953): német fizikus, aerodinamikus. Nevéhez fiiz6dik a Gottingeni Kisérleti
Aerodinamikai Allomas létrehozasa. Fontos szerepe volt a véges szarny elméletének kidolgozasiban és a
hatarréteg-elmélet megalapozasaban. Ot tekintik a modern hidro- és aerodinamika megalapszojénak.

* Pitot, Henri (1695-1771): francia mérnok. Nevét ismerté a vizsebességméré késziilékével tette, mely az
aramlo kozeg 0ssznyomasanak mérésén alapszik.
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6.5. abra Prandtl cs6

Az elézéekben leirtak alapjan kijelenthetd, hogy:

Bcf:O
2

>

illetve:
c=c,
Tovabba a nyomasmérérdl megallapithatd, hogy az a két pont kozti statikus nyomaskiilonbséget méri, azaz:
Ap=p, - p,
A fenti egyszertsitések és behelyettesitések elvégzésével a (6.22) egyenlet a

P = gcz +p, (6.23)

alakot veszi fel, amely a c¢ sebességre torténd atrendezése utdn kapjuk meg az 4ramlasi sebesség
meghatarozasahoz sziikséges egyenletet:

2 2
c= \/—(pl —pz) = \/—Ap . (6.24)
P P

Egyszerii szivattyu:

A régi gbzmozdonyoknal menet kdzben a vizfelvétel a 6.6. abran lathatoé cs6 — mint egy egyszer(i szivattyl —
tortént. Ekkor az u sebességgel halado cs6 also, elérehajlo része a sinszalak kozé épitett, vizzel toltott csatornaba
ért. Most hatarozzuk meg, hogy mekkora ezen egyszerii szivattyu vizszallitasa.

A feladat megoldasahoz irjuk fel a Bernoulli egyenlet a cs6hoz rogzitett koordinatarendszerben. Az ®-es
pontnak vegyiik fel a zavartalan vizfelszin egy pontjat. A @ jelii pont pedig a csé fels6 vége legyen. Valasszuk
ki a Bernoulli egyenlet megfeleld alakjat. Ez legyen a

2 2
c—‘+ghl+&:c—2+gh2+& (6.25)
2 p 2 Yo,

egyenlet.

32



3|

e

o )|,
gl:ﬂ

6.6. dbra Egyszer(i szivattyt

Hatarozzuk meg az elvégzendd egyszerisitéseket és (formalis) behelyettesitéseket. Ezek:

> az @ pont magassagat vegyiik zérusnak, igy:

gh, =0
> a valasztott vonatkoztatasi rendszer miatt az O pont sebessége:
o =-u ;
> a nyomas értéke mindkét pontban a kérnyezetivel megegyezik, tehat:
=P
> a @ pontban a kozeg sebessége:
C,=w
> a @ pont magassaga (az els6 egyszerisito feltétel miatt):
hy=h

A fentiek alapjan a (6.25) egyenlet az alabbi alakot 6lti:

2 2

W L on (6.26)
) T TE '

melybdl:
w=+u’-2gh . (6.27)
A fenti egyenlet matematikailag akkor van valos megoldasa, ha
2
u >2gh
ami fizikailag értelmezve azt jelenti, hogy csak ekkor Iép ki folyadék a cs6 fels6 végén. Az

u> =2gh
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egyenlOség fennallasa a folyadék éppen a csé végéig emelkedik fel.
A szivattyu térfogatarama a folytonossagi torvény szerint a

V=AJu® -2gh (6.28)

a tdmegarama pedig a

= pAJu’ —2gh . (6.29)

egyenlettel hatarozhat6é meg, ahol:

A — akonydkeso keresztmetszete.
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7. Az impulzus tétel
Egy m tomegi ¢ sebességgel mozgod anyagi pont I impulzusan az

I=mc (7.1
vektort értjiik, amit mas néven mozgdsmennyiségnek neveziink.

Newton masodik térvénye alapjan kimondhato, hogy a mozgasmennyiség idéegységre esé megvaltozasa
egyenld a tdmegpontra hato erdk ereddjével, azaz:

% _ %(mc) -S'F (1.2)

Fejezetiinkben az impulzus, illetve az impulzusnyomatéki tételt fogjuk alkalmazni aramlo kozegre. A tételek
segitségével a kozeg altal az aramlasba helyezett szilard testre vagy az aramlast hatarold feliletre atadott erd
vagy nyomaték szamithato ki akkor is, ha az aramlast csupan egy ellendrzo feliilet mentén ismerjik.

7.1. Az impulzus tétel dltalanos alakja

Az aerodinamika impulzus tétel altalanos alakjanak felirasat a fenti, (7.2) egyenlet alapjan végezziik el (7.1.
abra).

7.1. abra Az impulzus tétel felirasa

Elsoként irjuk fel a (7.2) egyenlet jobb oldalat az Euler egyenlet felirasanal meghatarozott médon, azaz:

> F=[pgdV-[pda . (71.3)
) (4)

Az egyenlet bal oldalanak feliraisahoz a folytonossagi torvény tanulmanyozaskor alkalmazott
gondolatmenetet hasznaljuk. Ez alapjan az elemi nagysagu ellendrz6 feliileten atlépd kozeg mozgasmennyisége:

di=c(pc)dA (7.4)

illetve a teljes ellendrzo feliileten atlépd kdzeg konvektiv mozgasmennyiség valtozasa:

I, = jc(pch): jcdm . (7.5)
(4) (4)

Az ellendrzo térfogatban fellépd lokalis impulzusvaltozas a:

a_ jMdV (7.6)
or e or
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térfogati integral értékével lesz egyenld.
A fentiek alapjan a (7.2) egyenlet az alabbi alakot veszi fel:

%: j%ﬁc)dV+J'cdm= [pedv - [paa (7.7)

) (4) ) (4)

amely az impulzus tétel dltaldnos alakja.
Fizikai tartalma a kovetkez6: A nyitott rendszer mozgasmennyiségének idéegységre jutd megvaltozasa (a bal

oldal) egyrészt a rendszerhataron atlépd kontinuumhoz kototten be-, és kidramlé impulzusok kiilonbsége (a
"k6zEépsdé oldal" masodik tagja, masrészt a rendszerre haté erdkre )jobb oldal) vezethetd vissza. Meg kell
jegyezni, hogy e fenti két hatas kiilonbségét fejezi ki a "kdzépso oldal” elsd tagja. Ez a tag az ellendrz6 feliileten
beliil marado részecskék mozgasmennyiségének valtozasat (a lokalis impulzusvaltozast) adja meg és stacioner
aramlas esetén azonosan zérussal lesz egyenld. Igy az idGdllé dramldisra felirt impulzus tétel:

[ediir= [ pgav - [ pdA (7.8)
(4) ") (4)

alaku lesz

7.2. abra Az impulzus tétel alkalmazasa

A gyakorlati alkalmazas szempontjabdl célszerli a feliileti erket szétvalasztani. Vegyiik kiilon az ellenérzo
felillet A" jelii, ugynevezett szabad (példaul a 7.2. dbran a pontvonalak), az aramlasba helyezett testtel vagy az
aramlast hatarol6 fallal nem érintkezd, részét, illetve a test aramlasra gyakorolt Fy feliileti eroket. Igy:

[pdA = [pdA-F, . (7.9)
(4) (4"

(Az ellendrzd feliilet fent bevezetett felosztasara még pontos, gyakorlati példakat a 7.3. fejezetben talalhatunk.)
A (7.9) kifejezés alapjan az aramlastani impulzus tétel stacionarius aramlasra az

[edir= [ pgav - [ pdA+F, (7.10)
(4" ") (4"

alakban irhato fel.

7.2. A perdiilet tétel

Egy dm tomegii, ¢ sebességgel mozgd anyagi pontnak a tér valamely tetszés szerinti — rp helyvektorral

megadott — P pontjara vett impulzusnyomatékan (mas néven perdiiletén) a
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dIl = (r —r, )xcdm (7.11)

vektort értjiik (7.3. abra).

7.3. Perdiilet tétel felirasa

Tovébbiakban — az egyszer(ibb irasmod érdekében — a koordinatarendszer origdjat a P pontban helyezziik
el, igy:

r,=0

Egy V térfogata rendszer impulzusnyomatéka a

= [(rxc)odV (7.12)

(9]
térfogati integrallal hatarozhat6 meg, mivel a perdiilet extenziv fizikai mennyiség.
Egy zart rendszer barmely tetszéleges pontra vett impulzusnyomatékanak idéegységre es6 megvaltozasa

egyenld a rendszerre hatd erék ugyanazon pontra vett nyomatékainak ereddjével. Ez a torvény matematikailag
— az impulzus tétel felirasaval analog moédon — az alabbi formaban irhat6 fel:

‘SI_H: | e xe )y + [plrxckda ="M (7.13)
(AN 0

Stacioner aramlas esetén:
0
J. a—[p(r xe)ldv =0
»nt
A (7.13) egyenlet jobb oldala részletesen a nyomaték és az erd kozti
M=rxF

kapcsolat felhasznalasaval a (7.10) egyenlet jobb oldala alapjan irhaté fel, az alabbi médon:

> M= jrxpng— J-rxpdA+MR , (7.14)
(] (4"

ahol:

Mpg— az dramlasba helyezett test vagy az aramlast hatarolo fal kdzegre gyakorolt erdinek nyomatéka, azaz:
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M, =r, xF,

A (7.13) és a (7.14) kifejezések alapjan az aramlastan impulzusnyomatéki tétele (figyelembe véve a 7.1.
fejezetben leirt levezetést és annak indoklasait):

Ii[p(rxc)]dV+ j-p(r xc)edA = J-r x pgdV — IrxpdA+MR , (7.15)
)07 ) ) )

illetve stacioner aramlas esetén:

Ip(rxc)ch: Irxpng— J.r><pdA+MR , (7.16)
(4" ") (4"
Az impulzusnyomatéki tétel legfontosabb alkalmazdsa az aramlastechnikai gépek (szivattyuk,
kompresszorok, turbinak) teriiletén van. Az ezen gépek miikddésének alapelvét kifejezo, iigynevezett Euler-féle
turbina egyenlet legegyszeriibben a perdiilet tétel segitségével tudjuk levezetni.

7.3. Az impulzus tétel alkalmazasa

Sugarhajtomii toloereje

A sugarhajtomii toloerejének egyszerli meghatarozasdhoz vizsgaljuk meg a 7.4. abran lathatd sugéarhajtomiives
repiilégépen athaladd gazaramot. Ehhez el6szor is jeloljik ki az ellenérz6 feliiletet, amit az abran a szaggatott
vonal mutat.

v
N as

— —— —— — i

e o o — it w———

=
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7.4. abra Hajtom toloeré meghatarozas

Ekkor az ellendrzo feliilet szabad részét a rajzon A; és A, jelii be-, illetve kiomlo keresztmetszetek alkotjak,
igy a (7.10) egyenlet bal oldalan talalhatd integral gyakorlatilag az

jcdn'a = Wi — Vil
(49

alakra egyszeriisodik, ahol:

v — arepiill6gép repiilési sebessége;
w — a hajtomiibdl kidramlo gaz sebessége.

(Tekintsiink el a tiizeldanyag betaplalas, illetve a hajtomiib6él torténd levegd-, vagy gazelvezetés okozta
tomegaram-eltérésektdl. Ezek tigyis nagysagrenddel vagy nagysagrendekkel kisebbek a f6 gazaramnal.)
Felvetodhet a kérdés, hogy miért a kidramldé gézmennyiség impulzusa lett pozitiv eldjeli? Erre a
magyarazatot a (7.5) kifejezés ad. Mivel az elemi feliiletvektorokat a rendszerbdl kifele mutatva vettiink fel, a
rendszerbdl tavozo impulzus pozitiv, mig a rendszerbe érkezé mozgasmennyiség negativ értelmezést kap.
Az egyszertség kedvéért hanyagoljuk el a hajtomiivon ataramlo gaz sulyat, azaz:

[pgdv =0
)
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illeetve a kdrnyezeti levegé nyomasabodl szarmazo eréket, azaz:
j pdA =0
(4)
A fentiek alapjan a (7.10) egyenlet az alabbi alakot veszi fel:
wm —vm =F
Ez az F erd az, amellyel a repiildgép hajtomiive hat a rajta ataramlé kozegre. A D ’Alambert elv alapjan
viszont kimondhat6, hogy a gaz ugyanekkora nagysagu, de ellentétes iranyt erével fog hatni a repiilégépre,
amely er6t a hajtomi toloéerejének nevezziik.
Mivel a be- és kidaramld kozeg sebessége egy egyenesbe esik, és csak az erd nagysagara vagyunk kivancsiak

(iranya a repiilés iranyaba kell hogy mutasson) a sebességek abszolut értékeivel is szamolhatunk. Igy a hajtomii
toldereje az

F =m(w-v) (7.17)
egyenlettel hatarozhat6 meg.

Rakéta toloereje

A rakéta toldereje szintén az impulzus tétel segitségével szamithato, az el6z6 példadhoz hasonlé mddon.

L
[ W
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|

7.5. abra Rakéta toloerejének meghatarozasa
Vegyiik fel a 7.5. dbran lathato rakéta koriil az ellenérzo feliiletet (szaggatott vonal). Mivel a rakéta mikodési

sajatossaga, hogy mind a tiizeld, mind az oxidalé anyagot magaval viszi, azt tapasztaljuk, a felvett ellen6rz6
feliileten csak kidramlo gaz halad at, azaz a (7.10) kifejezés bal oldala az

jcdm — Wit
(4"

alakiiva vélik. fgy — a sugarhajtomii toléeré meghatérozasanal figyelembe vett egyszeriisitések és fizikai
megfontolasok alapjan — a rakétahajtomii toldereje az:

F =mw (7.18)
kifejezéssel hatarozhatd meg.

Konyokesore hato erdo

Kiilonfeéle folyadékot szallitd csévezetékeknél kiilon figyelembe kell venniink az irdnyeltéritéseknél fellépd csére
hato eroket. Hatarozzuk most meg egy ilyen, derékszogl elforditds miatt a csdvet terheld erdt, amelyrél mar
most tudjuk, hogy egyenld nagysagu, de ellentétes iranyu a folyadékra hato erdvel.

A csovezetéket a vizszintes sikban helyezziik el, igy eltekinthetiink a benne aramlo6 folyadék sulyatol. A 7.6.

> D’Alambert, Jean-Baptiste le Rond (1717-1783): Francia fizikus, matematikus, természetfilozofus. A francia
felvilagosodas vezetd alakjai koz¢é tartozott. Az analitikus mechanika egyik megalapitoja.
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abran ezt a konyokcsovet lathatjuk, ahol az ellenérzé feliiletet szaggatott vonal jelzi. A be-, és kilépd
keresztmetszetekben (melyek egyiittesen alkotjak a 7.1. fejezetben emlitett 4’ feliiletet) a nyomasbol szarmazo
er6ket és impulzusokat skalarisan szamoljuk, majd sikban, vektorosan abrazolva hatarozzuk meg az eredd erd
nagysagat és iranyat.

7.6. dbra Konyokcesore hatd erd meghatarozasa

A belépd keresztmetszeten:

> a kozeg mozgasmennyiségének nagysaga:
I, =Apc
1 1€ s
> a kozegre hatd nyomasbol szarmazo eré nagysaga
Fy = p4
Mindkettd az abran felfelé mutat.
A kilépd keresztmetszeten:
> a kozeg mozgasmennyiségének nagysaga:
I, =A,pc;
1 22
> a kozegre hatd nyomasbdl szarmazo eré nagysaga
F, =p,4,

Mindkett6 az abran balra mutat.
Az erdé erd nagysagat a fent meghatrozott vektorok alapjan a Pitagorasz® tétel felhasznalasaval
szamithatjuk ki:

F=F +F,—(I,+1,)
(7.19)

F:\/(Fl +i1)2 "'(Fz"'[z)2

S Pitagorasz (i.e.VI.sz.): 0gorog matematikus. Misztikus, legendakkal koriilvett életérol alig tudunk valamit. Az
itt is alkalmazott és nevét viseld tétel nem tdle szarmazik, hiszen mar elétte nyomara akadhatunk Egyiptomban
vagy Babilonidban.
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8. A kontinuumsurlédas alapjelenségei

A valdsagos folyadékokban és gazokban — az anyag jellemz6it6] fiiggben — kisebb-nagyobb strlodo erd ébred
a kontinuum egyes részecskéi kozott, de csak akkor, ha azok egymashoz képest elmozdulnak. Ezért fontos
hangsulyozni, hogy valosagoz kozegben nyugalmi surlédas nincs, de van a sebességgel novekvé mozgd
surlodas.

A nyugalmi strlodas hianya miatt, végtelen lassu elmozdulashoz végteleniil kicsi er6 sziikséges.

Egy sikfallal parhuzamos aramlasban az idealis kontinuumra felirt osszefiiggések szerint a fal jelenléte nem
befolyésolja az dramképet, az egyes részecskék sebessége ugyanolyannak mutatkozik, mintha a fal ott sem lenne
(8.1a abra). Ekkor homogén sebességtér esetén a falig valtozatlan sebességeloszlast nyeriink, az idedlis kdzeg
aramlasara érvényes torvényszertiségek alapjan.

Azonban, a tapasztalat szerint a kontinuum szilard fallal érintkezé részecskéi a falhoz tapadnak, azaz a falhoz
képesti relativ sebességiik zérus lesz (ez az ugynevezett tapadasi feltétel). Szemléletesen tigy lehet ezt elképzelni,
hogy a falhoz legkdzelebb haladd részecske elakad a fal valamelyik egyenetlenségében. Csak a faltdl bizonyos
tavolsagnal messzebb 1évé folyadékrészek sebessége éri el a surlodasmentes aramlasra meghatarozott értéket.
Kozben az u helyi sebességek folyamatosan valtoznak zérusrol az idealis kozeg aramlasara jellemzd, c-vel jeldlt
sebességig, ahogyan ez a 8.1b abran is lathato.

FIFITFTFIIT T »
a b

8.1. abra Fal melletti sebesség eloszlas surlodasmentes (a) és surlodasos (b) kozeg esetén
8.1. A Newton formula

Az araml6 kozegben az aramlési sebességgel — azaz sik felillet mentén a szilard fallal — parhuzamos sikokban
7 csusztatd fesziiltség keletkezik (8.2. abra). Ez a csusztatdo fesziiltség, a szilard testeknél tapasztalhato
surlodastol eltéréen, nem fligg az egymashoz képest elcsiiszo rétegek Osszeszoritd erdtdl (azaz a kozegben
uralkoddé nyomastdl), hanem csak a szomszédos rétegek kozotti sebességkiillonbségtol.

8.2. abra A Newton formula felirasa

Ezt a torvényt elészor Sir Isaac Newton angol fizikus fogalmazta meg. A Newton-féle surloddsi térvény
szerint a keletkezo csusztato fesziiltség:

T=Uu— 8.1



ahol:

u — akozeg helyi sebessége;
y — afaltol mért tavolsag;
i — akozeg anyagara jellemz0 aranyossagi tényez6, melyet dinamikai viszkozitasi

tényezonek nevezlink. Mértékegysége: Nms™.

A gyakorlatban inkéabb a v-vel jeldlt kinematikai viszkozitasi tényezot alkalmazzuk, amely a:
V== (8.2)

osszefliggéssel szamithatd. Mértékegységei a m’s™ és a St (Stokes):
Im*s™" =10* St

fgy a rétegek kozti cstisztato fesziiltség a
du
T=pv— (8.3)

alakban is kifejezhetd.

m
IFC
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8.3. abra Anyagok kinematikai viszkozitasi tényez6inek valtozasa a hémérséklet fliggvényében

A kinematikai viszkozitasi tényezé értéke az egyes anyagoknal a hémérséklettel 1ényeges mértékben
valtozik. A hémérséklet novekedésével a folyadékoknal csokken, a gazok esetében pedig nd. Ertékét a gazoknal
a homérsékleten kiviil a nyomads is befolyasolja. A 8.3 abran lathat6 grafikon kiilonféle anyagok kinematikai
viszkozitasi tényezodjének valtozasat mutatja a hdmérséklet fliggvényében.

8.2. Navier—Stokes egyenlet

A Navier'-Stokes® egyenlet a surlodasos kozeg aramlasanak alapegyenlete, Newron masodik torvényének
felirasa a surlodasos kozeg aramlasara.

Mivel a Navier—Stokes egyenlet 1ényegében a korabban megismert Euler egyenlet Gigymond surlédasos parja,
levezetése hasonloan torténhet.

Surlodasos kontinuum esetén a feliileti er6k nem csak — az idedlis kdzegnél mar megismert — nyomasbol,
hanem a kozeg surlodasabol is keletkezhetnek. Ezeket mint feliiletegységre jutd erdket tudjuk jellemezni, amit

' Navier, Louis (1785-1836): francia fizikus. A rugalmassag elméletével és a folyadékok surlodasaval
foglalkozott. A "gyorsulasardl nevezetes" Coriolis kozvetlen munkatarsa volt.

* Stokes, Sir George Gabriel (1819—1903): brit matematikus, fizikus. Nevéhez fiizédik a mozgd folyadékok
surlédasanak modern elmélete valamint a nevét viseli egy altalanosan alkalmazott integraltétel is.
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— a szilardsagtanbol atvett kifejezéssel — fesziiltségeknek neveziink. Ezen fesziiltségek egyikével talalkoztunk
a Newton-féle surlodasi torvénynél. A fenti fizikai megfontolast figyelembe véve, a bonyolult vektoranalitikus
levezetést mellézve az 6sszenyomhatatlan kozeg aramlasara felirt Navier—Stokes egyenlet az alabbi alakot veszi
fel:

2
C

g+vAc—grad£=@+grad —cxrote . (8.4)
p Or 2

Az egyenlet bal oldalanak masodik tagja fejezi ki a kdzeg strlodasa kovetkeztében fellépd erdket, és ahol:
A — aLaplace’ operator:

o> o> 0

A= + +
ox* oy’ oz’

(8.5)

8.3. Nem newtoni folyadékok

A Newton formula az aramlo kozeg rétegei kozti 7 cstsztatd fesziiltségre — mint azta a (8.1) egyenletben mar
leirtuk — a

T:,le—y

Osszefiiggést allapitotta meg. A fiiggvényt abrazolo egyenes, amit a 8.4. abra szemléltet, a reologiai vonal. Az
ilyen surlodasi tulajdonsagokkal bird anyagokat newtoni kdzegeknek hivjuk.

A newtoni 0sszefliggés azonban nem mindegyik anyagra igaz, ezért az olyan anyagokat, melyekre nem igaz a
(8.1) kifejezés, osszefoglaldo névvel nem newtoni anyagoknak vagy anomadlis folyadékoknak nevezziik. Sokféle
nem newtoni anyagot ismeriink, ezek fontossaga az élelmiszer €s kozmetikai iparban jelentds. Tulajdonsagaik
megismerésével foglalkozé tudomanyag a reoldgia.

A nem newtoni folyadékok jellemzésére a newtoni anyagokétol eltérd reoldgiai vonalukat hasznaljuk fel. A
kovetkezokben néhany példat mutatunk be.

Plasztikus anyagnak nevezziik az olyanokat, amelyek reologiai vonala egy allando csusztatod fesziiltséggel
kezddédik. Ezt a kezd6 értéket 7, hatar csusztato fesziiltségnek nevezziik, igy:

du du
r=rhat+,ud— ha d_y>0 (8.6)
Y

A plasztikus kdzeg reologiai vonalat a 8.5. abra mutatja. Ilyen anyag példaul a kakaodvaj, a fogkrém és az
olajfesték.

T L

de hat

a
<
<o

8.4. abra Newtoni folyadék 8.5. abra Plasztikus anyag
reologiai gorbéje reologiai gorbéje

’ Laplace, Piere Simon (1749-1827): francia matematikus, csillagasz. Tanulmanyait a beaumonti katonai
iskolaban végezte. Késébb az Ecole Militaire matematika tanarava nevezték ki.
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Az olajfestéknél rendkiviil fontos a hatarfesziiltség értéke. Kello értékre vald beallitasa a festékipar kényes és
sok gondot okozé feladata. A hatarfesziiltség értékét igy kell beallitani, hogy fiiggdleges falra festve az
olajfesték a falnal jelentkezd 7,-bol adodo nyirderd egyenld (vagy nagyobb) legyen a festékréteg sulyaval. Ha
ugyanis a hatarfesziiltség kicsi, a festék lecsorog. Tl nagy hatarfesziiltség sem elonyds, mert megakadalyozza a
kapillaris er6k munkajat s ekkor nem tiinnek el az ecsetnyomok.

Pszeudoplasztikusnak nevezziik azokat a kozegeket, amelyek reoldgiai vonala a

du’)
T=k|— (8.7)
dy
egyenlettel irhato le.

Ezen csoporton belill a struktur visgkézusnak hivjuk a 8.6. abran bemutatott reoldgiai vonalu anyagokat,
amelyek molekuldik rendezddése miatt mutatjdk azt ez alakot. A neviik is a molekula szerkezetiikrél
(struktarajarol) fiiggd viszkozitasukat jelzi. Ilyen tulajdonsaggal rendelkezik példaul a tej, a tejszin €s a siritett
paradicsom.

Ritka az olyan alaku reoldgiai vonal, mint amit a 8.7. abra szemléltet. Bizonyos koriilmények kozott, ha sok
szilard szemcse van a folyadékban, ilyen alakot kaphatunk. Ezeket az anyagokat dilatdlénak nevezziik.

Thixotropnak nevezziik az olyan anyagokat, amelyeknek reologiai vonala "el6életiik"-t61 fligg. Példaul a
keverés az ilyen anyagoknal molekularis kapcsolatukat zizza szét s igy az eredeti reoldgiai vonala megvaltozik.
A valtozas utan, bizonyos id6 mulva az eredeti gorbe visszaall. Ezt szemlélteti a 8.8 abra.

| > } 2

& dc
dy dy _
8.6. abra Struktur viszkézus anyag 8.7. abra Dilatalo anyag
reologiai gorbéje reologiai gorbéje

8.8. abra Thixotrop anyag reologiai gorbéje

Viszkoelasztikus az az anyag, amelynél az

dr d*t du d*u
flo—i—F5——|=0 (8.8)
dt dt” dy dy

fiiggvény rendkiviil bonyolult fiiggvénykapcsolatot rejt.
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8.4. A laminaris és a turbulens aramlas

A valbésagos kozeg molekularis szerkezete miatt a f6 dramlasi iranyra merdlegesen is végezhetnek mozgasokat.
Ezért az aramlasokat két csoportra oszthatjuk a molekuldk mozgasa alapjan.

Lamindris — vagy mas néven réteges — az aramlas, ha benne a részecskék egymas mellett, keveredés
nélkiil, tehat egyedi allando palyakon haladnak (8.9. abra). A stacionarius laminaris aramlas gy is jellemezhetd,
hogy az aramlés kicsiben — molekuldris szinten — is id6all6. Ezért az aramvonalak egyben a részecskék
palyagorbéi is.

Turbulens — vagy gomolygd — az olyan aramlas, amelyben anem alakul ki rétegzodés, hanem a
szomszédos részecskék palyadi — a sebességiik iranyanak és nagysaganak ingadozasai miatt — egymasba
fonodnak, az aramlas keveredik (8.10. abra). Ekkor a f6 aramlasi iranyra merbleges azzal 6sszemérhetd mértékii
sebességingadozasok 1épnek fel. Stacioner turbulens aramlas gy is jellemezhetd, hogy az aramlas csak nagy
léptékben id6allo. Turbulens aramlas esetén az aramvonalak és a molekuldk palyagérbéi nem azonosak

- X
- A\
_ AN

8.9. abra Laminaris 8.10. abra Turbulens
aramlas aramképe aramlas aramképe
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9. Aramlasok hasonlésiga

Az aerodinamikai kisérletek dont6 tObbségét az aramlasba helyezett test kicsinyitett masan, szél- vagy
vizcsatornakban végzik el. Ahhoz, hogy két egymassal geometriailag hasonlo (példaul a valodi és a lekicsinyitett
hajotest koriili) térben az aramlas szintén geometriailag hasonld legyen — azaz az aramvonalak is hasonldéak
legyenek —, nem elegendd a hatarolo feliiletek hasonlosaga, hanem az is sziikséges, hogy a kiilonféle eredetii
er6k is azonos viszonyban legyenek egymassal. Ezzel a kérdéskorrel foglalkozik a fizikai folyamatok
hasonlosagat vizsgalé tudomanyag, a hasonlosdgelmélet. A hasonlosdg elmélet alapjan fejlodott ki a
dimenzidanalizis, mint vizsgalati modszer.

A dimenzidanalizis egy, a kisérleti vagy gyakorlati vizsgélati eredmények kiértékeléséhez hasznalt eljaras.
Segitségével az ismeretlen elméleti osszefiiggések egyszerlibb formaban megadhatova valhatnak. Lényege, hogy
olyan Gsszefiiggést keresiink a fiiggd és a fliggetlen valtozok kozott, mely a valtozok dimenzidja alapjan helyes.
A felallitott Osszefiiggéssel kapott eredmény dimenzidja meg kell hogy egyezzen a keresett fliggd valtozo
dimenzi6javal.

A hasonlosagelmélet 1ényegében a geometriai hasonldésag fogalmanak altalanositasa, a folyamatokat a
hasonldsdgi kritériumok alapjan veti egybe. Ezek ugynevezett dimenzionélkiili szamok (pontosan fogalmazva a
dimenziojuk 1). Ha két folyamat hasonlosagi kritériumai megegyeznek, akkor az a két fizikai folyamat
egymassal egybevethetd, attol fliggetleniil, hogy a geometriai mértek, sebességek, erdhatasok nem egyenlok.

Araml6 kozeg esetén az egyes folyadékrészekre ha a:

G — térero;
P — nyomasbdl szarmazo ero;
S — surlédasbdl szarmazo erd.

D'Alambert nyoman a mozgasegyenleteket Gigy fogalmazhatjuk meg, hogy ezekkel az erékkel egyensulyt tart
a T gyorsulasbol szarmazo ugynevezett tehetetlenségi erd. igy az aramlasok hasonlésaganak biztositasahoz ezen
négy erének az aranyat kellene allandé értéken tartani. Miutan a négy er6 egymassal egyensulyt tart, elegendd
ezekbdl harom erd kozott fennallo két viszonyt vizsgalni. Természetesen, ilyenkor az erdk viszonya erok
viszonya alatt azok abszolut értékeinek aranyat értjiik.
9.1. Froude'-szim

Vizsgajuk meg a tehetetlenségi és a térerd viszonyat:

az egységnyi térfogatli folyadékelemre hato térerd:

G=pg 9.1
az egyseégnyi térfogatra hato tehetetlenségi ero:

T=-pa . 9.2)

A gyorsulasra a dimenzidanalizisben hasznalt meggondolasok alapjan az alabbi aranyossagot irhatjuk fel:

c
a~— 9.3)
[
ahol:
| — az aramlasba helyezett test jellemz6 hosszmértékegységii geometriai mérete.

Ellendrizziik le a fenti (9.3) egyenlet helyességét, behelyettesitve a két valtozo mértékegységét:

* Froude, William (1810-1879): brit mémok. O alkalmazta elséként gyakorlatban a hasonlosagi torvényt a
folyadékok mechanikajaban. Modellkisérleteihez el6szor hasznalt kisérleti vizmedencét.
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ms 2 -2} -1 -2
—_— = (m S )m =ms ,

m

tehat az aranyossag elfogadhat6. Belathatjuk ugy is az egyenlet helyességét, hogy a centrifugalis gyorsulasra
gondolunk. Igy, a fenti aranyossag alapjan felirhatjuk, hogy:

2

C
T~p— 9.4)
/
Ekkor a tehetetlenségi és a térerd viszonya:
2
c
T ;]
=t - 9.5)
G pg g
Ezen viszonyszam
C
Fr=—— (9.6)

N

négyzetgyokét nevezziik a Froude-féle szamnak. Az olyan aramlastani jelenségek hasonlosaganal, amelyeknél a
térerd 1ényeges szerepet jatszik (példaul folyadékfelszinen keletkezd hullamok vizsgalata) a Froude-szamok
egyenldsége a dontd.

9.2. Reynolds’-szam

A Reynolds-szam meghatarozasahoz vizsgaljuk meg a tehetetlenségi és a surlodo erdk viszonyat.

Az egységnyi térfogatra — példaként az x iranyban — hat strlédasi er6 a Navier-Stokes egyenlet alapjan:

oc
S ~ = 9.7
X ll’l axz ( )

A dimenzidanalizist és a magasabb rend{i differencialhanyados definiciojat alkalmazva:

o’c, _i(@cxj
ox>  ox\ ox ’

de, ) ¢

ox [
A masodik differencialhanyados képzése dimenzid szempontjabol egy hosszisidgdimenzidval torténd osztast
jelent, azaz:

viszont:

2
0°c c

X

ox? Nl_z

>

> Reynols, Osborne (1842-1912): angol fizikus. Jelentés munkat végzett a kozeg belsé strlodasanak
vizsgalataban.
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vagyis:

C
S~ ,ul—z 9.8)
A (9.4) és a (9.8) egyenletek alapjan irhatjuk fel a tehetetlenségi €s a stiirlodasi er6k aranyat:
<
T P / [
— = = (9.9)
S L A
Z 2
Felhasznalva a kinematikai viszkozitasi tényezé meghatarozasanak
V= £ 9.10)
yo,
Osszefiiggését kapjuk a Reynolds-szam egyenletét, azaz:
cl
Re=— . 9.11)
14

Az aramlo kozegbe teljesen alameriild testek koriili dramlasnal, valamint az olyan térben torténd aramlas
esetén, melyet a kozeg teljesen kitdlt (példaul a hidraulikai rendszerekben) a Reynold-szam azonossaga a
hasonldsag feltétele.

9.3. Mas hasonlésagi szamok

Az aerodinamikaban leginkabb alkalmazott két fenti hasonlosagi szam részletes ismertetése utdn, most az egyéb
— koztiik a hétanban is — el6forduld hasonldsagi kritériumokat soroljuk fel, azok levezetése, igazolasa nélkiil.

Strouhal’-szim:

Az aramlas instacionaritasanak a gazdinamikai jellemzdékre gyakorolt hatasat leird szam:
Sh=— |, (9.12)

ahol:
T — az instacioner folyamatra jellemz6 id6.
Prandtl-szam:

A gazban végbemend molekularis impulzus és hdatviteli folyamatok viszonyat megad6 szam:

: (9.13)

ahol:

¢, — akozeg alland6 nyomdson vett fajhdje;

S Strouhal, Vincenz (1850-1922): cseh fizikus. A strlodasi hangok vizsgalataban ért el kiemelkedd
eredményeket.
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A — akodzeg hovezetési tényezdje.

A Prandtl-szam reciproka a Stanton-szdm:

St=—"- . (9.14)

A turbulens dramlésra vonatkoztatott u, turbulens viszkozitassal és a A, turbulens hovezetési tényezével szamitott
Prandtl-szam az ugynevezett turbulens Prandt-szdm:

_ Cp/'ll

Pr, ) (9.15)
Nusselt-szdam:
A hoatadas jellemzésére szolgald hasonlosagi kritérium:
Nu = a , 9.16)
A
ahol:
o — hdéatadasi tényezo.
Peclet-szam:
A kozeg bels6 energiandvekedésének és a kozolt honek a viszonyat leird kritérium:
Pe:VZM , (9.17)
A
ahol:
¢, — akozeg allando térfogaton vett fajhdje.

Knudsen’-szam:
A gazmolekulak titkdzések kozti s atlagos szabad uthossza és az / jellemzd linearis geometriai méret aranya:
S
Kn=— . (9.18)
[
Kn » I esetén:  a kozeg igen ritka (példaul vakuum);
Kn « I esetén:  a kozeg homogén (szilard) testként kezelhetd.
Euler-szam:
A gaz tehetetlenségi, illetve a nyomaseséstol fiiggd erdk viszonyat kifejez6 szam:

2
Eu=r , (9.19)
Ap

" Knudsen, Martin (1871-1949): dan fizikus. A hangelnyelést tanulmanyozta és adta meg annak helyes
magyarazatat.
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ahol:
Ap — a gaz nyomasesése.
Chauchys-szdm:

A kozeg 0sszenyomhatosaga és az aramlasba helyezett test rugalmassaga kdzotti viszonyt kifejez6 szam:

Capc

=— (9.20)
E
ahol:
E — az aramlasba helyezett test rugalmassagi modulusa.
Grashof’-szdm:
Szabad aramlasban a térer6 és a surlodasi erdk aranyat kifejezo hasonlosagi kritérium:
p—p, &’
Gr=—"-"2 | (9.21)
p c
ahol:
PP a statikus felhajtoero kifejezése.
o,

8 Chauchy, Augustin (1789-1857): francia matematikus. A périzsi hadmémokok képzésére szolgalé Ecole
Polytechnique hallgatoja volt. 1848-t61 a Sorbonne professzora.

? Grashof Franc (1826-1893): német mérnok. A karlsruhei egyetemen az alkalmazott mechanika és a teoretikus
gépészet tanara volt.
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10. A hatarréteg

Az aramlasba helyezett test fala mellett kialakulé — faltol mért tavolsag fliggvényében — valtozd sebességili
réteget hatdrrétegnek nevezzik.

Surlodasos kontinuum esetén a fallal kdzvetleniil érintkezd réteg részecskéinek sebessége — a tapadasi
feltétel miatt — zérus lesz. Ezen réteg viszont a mellette halado réteg részecskéit — a belsd surlodas
kovetkeztében — fékezni fogja , igy azok sebessége kisebb lesz a zavartalan aramlas sebességéhez képest. Ez a
réteg pedig a folotte 1évo réteget fogja fékezni ... , mig az egyik réteg sebessége el nem éri a zavartalan aramlas
sebességét. Az igy kialakuld réteget nevezziik a hatarrétegnek. Kis viszkozitasu kdzegeknél (mint példaul a viz
¢és a levegd) a hatarrétegen kiviil a kontinuumot jé kozelitéssel surlodasmentesnek tekinthetjiik. A strlodas
hatasat csak a hatarrétegen beliil kell figyelembe venniink.

Ha folytatjuk a fenti gondolatmenetet, azt mondhatnank, hogy a hatarréteg végtelen vastag lesz. Ezért a
hatdrréteg vastagsdgan azt a faltdol mért tavolsagot értjiik, amelynél a réteg sebessége csak 1 %-al lesz kisebb a
surlédasmentes aramlasban kialakuld sebességnél. A hatarréteg vastagsagat J-val jeloljiik:

u(0)=0,99¢ , (10.1)
ahol:
¢ — azavartalan dramlas sebessége;
u — helyi aramlasi sebesség.
A szakirodalmak — a kiilonféle vizsgalati szempontok alapjan — tobb meghatarozast is hasznalnak a

hatarréteg vastagsag definialasara. Ezek:

Kiszoritdsi vastagsdg az a faltol mért, J;-el jelolt tavolsag, amellyel a falat meg kellene vastagitani ahhoz, hogy
surlédasmentes aramlast feltételezve a fal mellett azonos kdzegmennyiség haladjon el, mint a valdsagban, azaz:

o0

1
8, ==[(c—upy . (102)
€%
ahol:
y — afaltol mért tavolsag.
yll c
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10.1. abra A kiszoritasi vastagsag meghatarozasa

Az egyenlet helyessége a 10.1. abra alapjan magyarazhatd. A vizszintesen vonalkazott teriilet a térfogataram
hatarréteg kialakulasa miatti csokkenését szemlélteti. A fiiggblegesen vonalkézott teriilet viszont a falvastagsag
valtozasanak hatasat szemlélteti a térfogataramra. A (10.2) egyenlet pedig e két teriilet egyenldségét irja le.

Impulzus vastagsdg az a faltol mért és J,-vel jelolt tavolsag, amellyel a falat meg kell vastagitani ahhoz, hogy
surlédasmentes aramlast feltételezve a fal mellett azonos mozgasmennyiségii folyadék haladjon el, mint amennyi
a valdsagban, azaz:
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5, = [le—uludy . (103)
0

mivel:

= (puu

Energia_vastagsdg az a faltdol mért, J;-al jelzett tavolsdg, amellyel a falat meg kell vastagitani, hogy
surlodasmentes kozeget feltételezve a fal mellett aramlé kontinuum mozgasi energidja egyenld legyen a
valdsagban elhalado kozegével, azaz:

L
=?£ c—ulildy (10.4)

mert a k6zegaram mozgasi energiaja:
: ) 2
dE, = mu’ = (pulu

A hatarretek az aramlas iranyaban haladva vastagodik mivel a surlodas elleneben a kozeg munkat vegez és
nagyobb keresztmetszet szukseges Novelik a hatarréteg vastagsagat a kiilsé oldalon allandoan belépd, Gjonnan
lefékezett részecskék is.

10.1. A hatarréteg szerkezete sikfeliilet mentén

Ha egy homogén eloszlasu aramlasba helyeziink el egy siklapot, a lap menti hatarréteg vastagsaga 1 10.2. dbran
szemléltetett mddon fog valtozni.

A belép6éltél az aramlas iranyaban tadvolodva a hatarréteg vastagsaga folyamatosan ndvekszik. Mind a
hatarrétegen kiviil, mind azon beliil a folyadékrészecskék sebességeinek iranya parhuzamos a siklappal. Ekkor az
egyes folyadékrészecskék a faltdl mindig azonos tavolsagra haladnak. Az ilyen hatarréteget lamindris
hatdrrétegnek nevezziik. Siklap menti laminaris hatarrétegben a részecskék sebességeinek csak a nagysaga
valtozik, iranyuk nem.

A belép6éltol bizonyos, meghatarozhato tavolsagra azonban a hatarrétegen beliil mindségi valtozas 1ép fel. A
kiilonbozo rétegekben talalhatod részecskék aramlasuk kozben az egyik rétegbdl a masikba kertilnek at. A kisebb
sebességli  folyadékrészecske nagyobb sebességli rétegbe keriilve még nagyobb (nagyobb sebességii
folyadékrészecske kisebb sebességli rétegbe jutva meg kisebb) sebességli réteg szomszédsagaba jut. Az ilyen,
turbulens hatarrétegben gomolygd éaramlas alakul ki, a részecskék pillanatnyi sebességének iranya
sztochasztikusan valtozik.

c c <
. p—
—
e —— — —”:
e — ) -
- ———— —
&trmeneds
laminoris turbulons

10.2. abra Siklapmentén kialakul6 hatarréteg
A vizsgalatok kimutattdk, hogy turbulens hatarréteg és a fal kozott mindig talalhatd egy vékony réteg,

melyben az aramlas laminaris. Ezt lamindris alaprétegnek vagy fali rétegnek nevezik.
Aramldstanilag (hidraulikailag) sima a feliilet, ha a felilleti egyenetlenségek az alapréteg vastagsaganal
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kisebbek.

A nagyobb sebességkiilonbségek miatt nagyobb csusztatdé fesziiltségek keletkeznek. A megnott
energiaclnyel6édés kovetkeztében a siklappal parhuzamos iranyl atlagsebességek a turbulens hatarrétegben
rohamosabban csokkennek, mint a lamindris hatarrétegben.

Hol jon létre a hatarrétegben az a mindségi valtozas?

A tapasztalatok szerint a laminaris hatarréteg hossza az aramlasi sebességtol, valamint a kozeg
viszkozitasatol fiigg. Kisérletek alapjan kijelenthetd, hogy a hatarrétegen belill az dramlas mindaddig biztosan
laminaris marad, amig a siklap é1ét6] mért x tavolsaggal meghatarozott Re, jelii Reynolds-szam kielégiti a

Re, =< <8400 (10.5)
14

egyenlétlenséget.
Szintén a tapasztalatok alapjan kijelenthetd, hogy ha ez a Reynolds-szam a

Re, > 500000 (10.6)

egyenlétlenséget elégiti ki, akkor a siklap menti hatarréteg biztosan turbulens.

A fenti két Reynolds-szam kozott a hatarréteg lehet laminaris és turbulens is. Ezen a teriileten a laminaris
hatarréteg hosszabb, ha az alaparamlas turbulencia-mentes, illetve ha a siklap feliilete finomabb, ha a belép&él
élesebb.

A valosagos kdzeg nem tokéletesen homogén, tovabba nem biztosithatd teljesen a laphoz dramlo kontinuum
idoben allando turbulencia-mentessége sem. Ezért a hatarréteg laminarisbol turbulensbe vald atmenete idében
valtoz6 helyen jon létre. Azt a szakaszt, ahol a hatarrétegben az aramlés lamindris és turbulens is lehet, atmeneti
szakasznak, az ott kialakult hatarréteget dtmeneti hatdrrétegnek nevezziik.

10.2. A hatarréteg valtozasa gorbiilt feliilet mentén (A levalas)

Gorbiilt feliiletli aramlasba helyezett test esetén a fal mellett kialakuld hatarréteg a belép6éltél szamitva egy
szakaszon laminaris lesz. De, a siklappal ellentétben itt nem lehet egyértelmiien meghatarozni azt a hatar
Reynolds-szamot, ameddig biztosan laminaris marad a hatarréteg. Ez az érték nagyban fiigg a test alakjatol. A
laminaris szakasz utan — a siklaphoz hasonldoan — az atmeneti és a turbulens hatarréteg alakul ki.

Szlikiilo aramlasi csatorna esetén — a hatarrétegen kiviili aramlasban fellépd sebességndvekedés miatt — a
hatarréteg kevésbé fog vastagodni, hosszabb szakaszon marad lamindris a siklap menti hatarréteghez képest.

Mindségi eltérés lesz a sik és a gorbiilt felillet menti hatarrétegek kozott taguld aramlasi keresztmetszet
esetén.

10.3. abra A hatarréteg levalasa

A 10.3. abra 0sszenyombhatatlan kozeg taguld csatorndban torténd dramlasat mutatja. Ekkor a kontinuum a
nagyobb nyomas irdnyaba aramlik (mivel a sebessége — a kontinuitds elve értelmében — csokken). A
hatarrétegben talalhato részecskék sebessége, mozgasi energidja is csokkenni fog. Ennek okai:

> a surlodas miatt fellépd energiaelnyelddés;
> a hatarrétegen kiviili sebesség csokkenése a tagulod csatorna miatt;
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> a csatornaban fellép6 nyomasnovekedés.

A fentiek kovetkeztében keletkezhet az aramlasban egy olyan (az abran B-vel jeldlt) pont, ahol a
hatarrétegben 1évo részecskék mozgasi energidja — igy sebessége — zérusra csdkken. Ebben az esetben a
részecskék mozgasat a csatornaban uralkodé nyomaseltérések fogjak meghatarozni. Mivel a csatornaban
uralkod¢ statikus nyomas az aramlas iranyaban novekszik, a fal melletti részecskék visszafelé kezdenek mozogni
(lasd a C pontot). Ekkor a hatdrréteg levilik a falrol.

A 10.3. dbran szemléltetett és fent leirt jelenséget dramldslevaldsnak s nevezik.
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11. Testek ellenallasa

Surlodasos kozeg aramlasakor — mint azt mar korabban tSbbszor is emlitettiik — energiaelnyelddés 1ép fel. Ez a
veszteség egy ellenallasi eré formajaban mutathatd ki, ezzel az er6vel kell mozgatnunk az aramlasba helyezett
testet a kozeghez képest.

Az ellendllasi er6t Fy-el jeloljiik (vizszintes —x-iranytl megfuvast feltételezve), és — gyakorlati
szamitasoknal az alabbi modon hatarozzuk meg:

F.=c£yva | (11.1)
"2
ahol:
v — az araml6 kozeg sebssége'’;
A — az dramlasba helyezett test jellemz6 feliilete;

¢, — az aramlasba helyezett test ellenallasi erd tényezdje, mértékegysége: 1.

A ¢, ellenallasi er tényezot gyakorlatilag a mért ellenallasi erd és a kozeg dinamikus nyomasabdl szarmazo,
a test jellemz6 feliiletére szamitott eré hanyadosaként hatarozzak meg, azaz:

c. = = . (11.2)
p 2 A
—V
2
Osszenyomhatatlan kozeg aramldsa esetén az ellendllasi erdt két osszetevd alkotja. Most ezekkel a
komponensekkel ismerkediink meg.
11.1. Alaki ellenallas
Végezziink el gondolatban egy kisérletet. Helyezziink ideélis kdzeg aramlasaba egy szimmetrikus testet (11.1.
abra).

Vizsgaljuk meg a test feliilletén kialakulo statikus nyomaseloszlast. Az A torlopontban a kozeg teljesen
lefékezodott, igy ott:

(11.3)

11.1. abra Az alaki ellenallas kialakulasa

' Eddig, az altalanos aerodinamikéban, az aramlé kozeg sebességét c-vel jeloltik — a szakirodalmaknak
megfelelden. A gyakorlati aerodinamikaban viszont a sebesség jeldlésére a v-t hasznaljuk.
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A legvastagabb helyig (a B pontig) a statikus nyomas csokken — a sebesség novekedése miatt. A B pont
utan a helyi sebesség csokkenni, a statikus nyomas néni fog. A C, hatso torlopontban — mivel ott Gjra zérus lesz
a helyi sebesség — is a p, statikus nyomas alakul ki. A nyomas valtozasat mutatja az abra alatti grafikonon a
folyamatos vonal. Ekkor a test el6tt és utan (a szimmetrikus kialakitas miatt alatt és felett is) azonos nyomas
uralkodik, a testre nem fog hatni aerodinamikai er6.

Most ugyanezt a testet fujjuk meg sturlodasos kozeggel. Mi torténi ekkor? Hogyan fog valtozni a test
feliiletén kialakul6 statikus nyomaskép?

A nyomasvaltozas jellege alapvetdoen megmarad. Az A pontban uralkodé nyomas — mivel a kozeg addig
surlédasmentesnek tekinthetd — megegyezik az idedlis esetnél tapasztalttal. A test mellett haladva viszont a
kozegben, surlodasos volta miatt, energiaelnyelddés 1ép fel, ezért a statikus nyomas fokozatosan csdkkenni fog
az idealis esethez képest. Ezt a nyomasvaltozast szemlélteti a diagramon a szaggatott vonal.

Valdjaban a kozeg Osszenergiajat kifejezd p; 6ssznyomas fog csokkenni, de, mivel a kontinuum sebessége,
azaz a dinamikus nyomasa, az idealiséval megegyezik, az Osszenergia csokkenése a statikus nyomas
csokkenéseként fog mutatkozni.

al b}
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11.2. abra Sik (a) és térbeli (b) aramlasokba helyezett testek alaki ellenallasi tényezdi
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Ennek kovetkeztében a test mogott kisebb nyomads alakul ki, mint az idedlis esetben, illetve a test el6tt. A
nyomaskiilonbség hatasara a testre egy, az aramlds irdnyaba — test kozeghez képest végzett mozgasaval
ellentétesen — mutatd erd fog hatni. Ezt az er6t — mivel nagysdga alapvetéen a test alakjatdl fiigg —
alakellenallasnak, vagy nyomasi ellenallasnak nevezik. Szamitasa— a (11.1) egyenlet alapjan:

F =c Pyvig | (11.1)

xa xa

egyenlettel torténik, ahol:
¢« — alaki ellenallasi tényezd.

Az alakellenallas nagysagat lényegesen befolyasolja a hatarréteg levalasa, illetve annak helye. A 1.2. dbran
talalhato tablazat kiilonféle testek alakellenallasanak tényezoit tartalmazza.

11.2. Surlodasi ellenallas

A hatarrétegrdl tanultak alapjan konnyti belatni, hogy az dramlasba helyezett test fala és az aramlo kdzeg kozott
— a hatarrétegben — kialakul6 surlodo erd a test mozgasat akadalyozza. Ezt az er6t surloddsi ellendlldsnak
nevezziik.

A surlodasi ellenallas és a hatarréteg kialakulasa kozti kapcsolatot legegyszeriibben a 10.1. fejezetben leirtak
alapjan lehet belatni. Siklap megfivasa esetén alaki ellenallas nem johet 1étre, de a lapon mégis keletkezik egy
mozgast akadalyozo erd. Ez az er6 a surlddasi ellenallas, melynek szamitasa az alabbi modon torténik:
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F. =cA§v2A , (11.2)

ahol:
cxs— a surlddasi ellenallas tényezdje.

A surlodasi ellenallas tényezdjének meghatarozasa szamitassal csak siklap mentén oldhatdé meg egyszeriien.
Gorbiilt feliilet esetén a fal kontlrja, aramlasi csatorna jellege befolyasolja a hatarréteg szerkezetét. Ezért ott a
tényez6 meghatérozasa csak kozelité megoldasokkal lehetséges. Altaldban elsé kozelitésképpen elfogadjék a
hasonlé — azonos Reynolds-szamu — siklap surlodasi ellenallanak tényezdjét. A tovabbiakban csak a siklap
surlodasi tényezdjének szamitasat ismertetjiik.

A hatarréteg vizsgalatdban jelentSs eredményeket értek el a XX. Szazad elsé felében Kdrmdn Tédor'
magyar, Ludwig Prandtl és Schichling német tudosok. Az alabbiakban felsorolt egyenletek a neviikhoz
kotoédnek, elméleti szamitasok és/vagy kisérleti mérések eredményeiként sziilettek.

> siklap surlodasi ellenallasa laminaris hatarréteg esetén:
1,328
. = (11.3)
vRe
> siklap surlodasi ellenallasa turbulens hatarréteg esetén:
Ha Re < 310":
0,074
C = ; (11.4)
JRe
Ha 10° < Re < 10°:
o - 0,455 (11.5)
xs (lg Re)z,ss : '
> siklap strlodasi ellenallasa vegyes hatarréteg esetén:
0,455 1700
= - . (11.6)

cxs (lg Re)2,58 Re

" Kdrmdn Tédor (1881-1963): magyar szarmazasi mérndk. Foéként aerodinamikaval és rakétatechnikéval
foglalkozott. KiemelkedSk a hangsebesség feletti repiilés kérdéseivel kapesolatos eredményei. 1930-t6] az
Amerikai Egyesiilt Allamokban ¢élt, ahol tobb rakétatipus fejlesztését iranyitotta.
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12. Aramlas csévekben (Hidraulika)

Surloédasos kozeg valdosagos (nem ,,csak” aram-) csGben torténd aramlasakor — a kdzeg srlddasos volta miatt
— energiadisszipacio (elnyelddés) 1ép fel. Ezt a veszteséget egy Ap nyomasveszteség formajaban szokas a
Bernoulli-egyenlet korabban leirt alakjahoz hozzaadni:

§Cf+pghl+pl :§c22+pgh2+p2+Ap . (12.1)

Az igy kapott egyenletet szokas veszteséges Bernoulli-egyenletnek is nevezni. Vezessiik be a

h'= Ap (12.2)
rg

veszteségmagassag vagy terheld magassag fogalmat, ami az aramlasi veszteségek kovetkeztében fellépd
nyomoOmagassag csokkenést — az igynevezett terhelé6 magassagot —jelenti.
A Jp nyomasveszteséget egyenes, kor keresztmetszetli cs6 esetén a

/
Ap :%czg (12.3)
egyenlettel, illetve a /” veszteségmagassagot a
2
c”
h'= E g A (12.4)

szokas kifejezni, ahol:

d — acso belsé atmérdje;
| — acs6 hossza;
A — a,,dimenzi6 nélkiili” csésurlddasi tényezo.

A tapasztalatok szerint a cs6surlodasi tényezo értéke a csdvekben torténd aramlas vizsgalatakor alkalmazott
Reynolds-szamtol fiigg, ami a tehetetlenségi és a surlodasi erdk aranyat fejezi ki és ami a

cd
Re=— (12.5)
v
formaban szamithato, ahol:
¢ — acsbben aramlo kozeg atlagsebessége;
d — acso6 belso atmérdje;
v — akozeg kinematikai viszkozitési tényezdje [St].

12.1. Laminéaris aramlas csovekben
A vizsgalati eredmények alapjan kimondhatd, hogy kicsi Reynolds-szam esetén, amikor:
Re < 2320,
az egyenl6 sebességli koncentrikus rétegek egymason keveredés nélkiil cstisznak el — azaz az aramlas laminaris
lesz.

Laminaris 4ramlds esetén a csOben a sebesség eloszlasa parabolikus (12.1.4bra), illetve a csdsturlodasi
tényezo6 értékét a:
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_ 64

Q="
Re

(12.6)

egyenlettel tudjuk meghatarozni. Kisérleti eredmények szerint laminaris aramlas esetén a cs6 belsé falanak
mindsége nem befolyasolja a 1 tényezo értékét.

Ude

Te
| ]

12.1. abra Sebességprofil laminari saramlas esetén

12.2. Turbulens aramlas csovekben.

A koznapi miszaki gyakorlatban gyakrabban fordul eld csdvezetékekben a turbulens aramlas. Mérési
eredmények alapjan kimutathato, hogy ha a

Re > 2320

egyenlétlenség fennall, a csovekben az dramlas turbulens.

as
y |
an
007 . Z%
aw Py . DL Y Ny Y a
i AT 1
L TR v
304 - o
Lo pFOOOCFTT "
>
oo K wnetye v
%“ o Pv’w.‘.".
" e A
ao2 \ o el
“’&:«%.ﬂ-""
aoe ~

4 660° 2 4 664 2 4 669 7 4 664°
N . p(

12.2. abra Csdstrlodasi tényez6 meghatarozasa diagram segitségével

Turbulens aramlas esetén a hidraulikailag sima fali csdben sebességeloszlas szempontjabol harom réteget
kiilonboztetiink meg:

> kozvetleniil a fal mellett az aramlas mindig réteges;

> a laminaris alapréteg utan, de még mindig a fal kozelében az dramlas mar turbulensé valik, ebben a
rétegben a sebesség csak a faltdl mért tavolsag fiiggvénye és igy a cs6 atmérdjétdl fiiggetlen;
> a cs6 keresztmetszetének kdzépso részén a newtoni kdzeg dramlasa tovabbra is turbulens, sebessége — az

el6z0 rétegtol eltéréen — a faltdl mért tavolsag és a csé atmérdjének viszonyatol fiigg.
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Turbulens aramlas esetén a csdsurlodasi tényez6 az alabbi egyenletekkel hatarozhatdé meg:

/1:0,316

{/Re

ha

A =0,0054 + 0,396 Re ™
A=0,0032+ 0,221 Re™"*

ha

2320 < Re<8-10*

ha 2-10° <Re<2-10°
10° <Re<10*

(12.7)

A gyakorlatban gyakran alkalmaznak kiilonféle diagramokat a csdstrlodasi tényez6 meghatarozasara. A 3.2.

abra egy ilyen diagramot szemléltet.

12.3. Idomdarabok ellenallasa

Hidraulikus rendszerekben a csGvezetékhez csatlakozé idomdarabok, szerelvények ellenallasa, a benniik fellépd
energia disszipacié meghatarozasa is sziikséges az adott rendszer méretezése soran.
A (12.1), illetve (12.2) egyenletekhez az idomdarabban fellépd veszteséget a

illetve a

Osszefiiggésekkel szamithatjuk, ahol:

¢ — azadott idomdarab veszteségi tényezoje.

P 2
Ap=&—~c"
P =5

(12.8)

(12.9)

Szemléltetésképpen a 12.3. abra kiilonféle iranyeltérésii és gorbiileti sugart ivdarabok veszteségi tényezjét

mutatja.

s v, 1 2 4 6 | 10
~->
d
15° 0,03 10,03 [ 0,03 003 0,03
45° 0,14 1 0,09 [ 0,08 | 0,07 | 0,06
90° 0,51 [ 030 [ 023018020

12.3. abra fvdarab ellenallasi tényezéje (példa)

12.4. Az egyenértékii csohossz

Az egyenértékii csOhosszon az adott csdvezetékkel megegyezd atmérdjli, azonos atlagsebesség mellett azonos
nyomasveszteséget ado egyenes csOszakasz hosszat értjiik. Bevezetésére a hidraulikus rendszerekben vagy azok
részegységeiben fellépd veszteségek dsszehasonlitasa érdekében tortént.

Korabbiak alapjan, az idomdarabokkal és szerelvényekkel ellatott csdvezetékben fellépd nyomasveszteség a
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Ap=2£ Zcfl—“/li+2cf.§j (12.10)
23 d[ Jj=1

egyenlettel szamithato, ahol:

n — az eltérd paraméterii csészakaszok szama;
m — az idomdarabok szama.

Ebbdl az [ -vel jelolt — d atmérdji és A surlodasi tényezojii — egyenértékii cs6hossz:

o d oAy ¢,
c ;
l,=) —|—|L+— |- . 12.11
‘ Zd (cj l /1;5’(0] (1210

=1 4;
12.6. Csévezetékek jelleggorbéi

Egy csdvezeték, illetve egy csohalozat jelleggorbéje alatt olyan fliggvénykapcsolatot értiink, melynek fliggetlen
valtozoja a folyadékszallitas, fiiggd valtozoja pedig a csdhaldzat terhelomagassaga. A fliggd valtozoé nem mas,
mint az a mechanikai energia, amit egy kiils6 munkagépnek — a csdvezetékre kapcsolt szivattyunak — kozolni
kell a folyadékkal a megfelel6 aramlas biztositdsa érdekében. A diagramban abrazolt gérbe — a csé vagy
cs6halozat jelleggdrbéje — a folyadékszallitds kiilonbozd értékeire megadja a csdvezeték, illetve a csdhalozat
terhelomagassagat.

A csOvezeték terheldmagassaga a strlodési veszteségmagassag és az esetleg fellépd kilépési veszteség.

Abban az esetben, ha olyan berendezés jelleggorbéjét kell meghatarozni, melynél a cs6vezeték atmérdje
allando és elagazasok, illetve egyesitések nincsenek beépitve a jelleggorbe képe egy parabola.

Olyan berendezés jelleggorbéjét, amelynél magasabb helyrdl alacsonyabb helyre kell folyadékot szallitani a
12.6. abra mutatja.

A g, folyadékszallitasig a szivattyu beépitése folosleges, hisz a kezdeti és végpont helyzeti
energiakiilonbsége fedezi a veszteségeket. Nyomaskiilonbség mellett tizemeld berendezéseknél a folyadékkal
kozlend6 energia, illetve ami ezzel egyenértékii a berendezés terhelomagassaga:

H, :Hp +h' (12.14)
ahol:
H, — anyomOmagassag.

A h’ veszteségmagassag meghatarozasa a 8. fejezetben tortént:

h'zil—"/l . (12.15)
2gd,
Felhasznalva a térfogataram
q, =cA (12.16)
egyenletét, a
q,
c= j (12.17)

sebességet behelyettesitve a (12.15) egyenletbe, kapjuk a
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2
p=—4 - l—e/i = Kq; (12.18)
2gA” d,

Osszefliggést, melybdl a jelleggdrbe parabola alakja konnyen belathato.

A nyomoémagassag a folyadékszallitastol fiiggetleniil allando, ezért a jelleggorbe a zérus folyadékszallitasnal
innen indul ki. Hasonléan a szintkiilonbség mellett izemeld berendezésekhez a folyadékszallitastol fiiggetlen
részt a berendezés H,, statikus szallitomagassaganak nevezik. A nyomaskiilonbség mellett iizemeld berendezések
jelleggorbéjét a 12.7. abra mutatja. Nagyobb nyomasu helyrdl kisebb nyomasu helyre szallitd berendezéseknél a
g folyadékszallitasig szivattyut nem kell a rendszerbe beépiteni,

Hee |
Hg -h2 -h,

/ akicsonyab b hetyrol

magasabb hebre (hy > hy)

h?
5'5\ I Z magasabb helyrd)
T .,_,_.MB.QWT/ aglacsonyabb hehre (hy>hp)

Q

12.6. abra Csovezeték jelleggorbéi
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13. Osszenyomhaté kozeg altalanos Aramlastana (Gazdinamika)

A gazdinamika a gazok olyan nagysebességli aramlasat tanulméanyozo tudomanyag, melyben a gazok
Osszenyomhatdsaga nem hanyagolhato el.

Ebben a fejezetben a vizsgalat targyat képez0 gazt 6sszenyomhatonak, de surlodasmentesnek tekintjiik,
valamint feltételezziik, hogy az aramlas és az allapotvaltozasok soran a kdzeg entropiaja nem valtozik.

13.1. A hang terjedése, a hangsebesség

A hang terjedése nyomashullamok sorozatabol allo barotropikus folyamat. A hanghullamok amplitiddja az
atmoszférikus nyomashoz képest rendkiviil kicsiny. Alsé hatara, az iigynevezett hallaskiiszob 2 10~ Pa, a fels6
hatéra, a fajdalom kiiszob 20 Pa. Ezek az értékek a nagysagrendileg 10° Pa értékii 1égkori nyoméashoz képest
eleminek tekinthetek. Ezért szokas a hangot elemi zavardsnak is nevezni.

A hangsebesség meghatarozasahoz képzeljiik el, hogy egy allandd A keresztmetszetii csé nyugalomban
1év6 gazzal van kitoltve és benne egy dugattyu kicsi ¢ sebességgel mozog (13.1. abra). Inkompresszibilis kdzeg
esetén a dugattyu mozgasa azonnal dtadodna az egész gaztomegre. Rugalmas kdzeg esetén viszont a dugattyt
elmozdulasa kovetkeztében a dugattyn el6tt bizonyos zonaban megnd a kozeg slrlisége. A zona dugattyitol
tavolabbi hataran kialakul egy szakadasi feliilet, ahol a kdzeg nyomasa, slirisége és sebessége elemi értékkel,
ugrasszeriien valtozik meg.

Miutan ezek a valtozasok viszonylag kicsinek, a p; p és c értékeit a kovetkezé matematikai
levezetésekben valtozatlannak tekinthetjiik. Ezért a megvaltozasukat csak ott kell figyelembe venniink, ahol azok
szorzoként vagy onmagukban szerepelnek.

dx
di A Srakadasi felilet
I
| ,
: 7 !
T[T S === PN Y R &
| Ly
I Tedr, | T, |
P'd?, 91 i
P peds | p. l
e e B o e o o 1 0 0 B S —
pap i d
i
1P
[
13.1. abra Hanghullam terjedése csdben
A fenti harom jellemzdé kozti kapcsolat vizsgalatdhoz — az elemi er8sségli hullan (vagyis a hang)

terjedési sebességének meghatarozasahoz — elséként irjuk fel a folytonossagi térvény egyméretii aramlasara
meghatarozott differencial alakjat, figyelembe véve, hogy a cs6 keresztmetszete allando:

dp , de _
o c

0 . (13.1)

lprdpl p 1
[tedt| s
C

L9l © |

a/

13.2. abra Jellemzdk valtozasa a hanghullamban
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Masodik 1épésként hatarozzuk meg a kozegre hatd erdt és irjuk fel a vizsgalt szakadasi feliiletre az
impulzus tételt, ami esetiinkben

pAcdc =—Adp (13.2)

lesz, amely az egyszertisités utn atrendezheto a

cdc = _d_p (13.3)

yo,

alakra.
Rendezziik at a (13.1) egyenletet igy, hogy szorozzuk meg mindkét oldalat ¢*-tel:

2 dp

¢c"—+cdc=0 (13.4)
P
majd
d
cdc:—cz—p (13.5)
o,
A (13.5) és (13.3) egyenletek bal oldalai megegyeznek, igy a jobb oldalak is egyenldk, azaz a:
d d
@D _ 2P (13.6)
P P
Osszefiiggést kaphatjuk, ahonnan:
d
=2 (13.7)
dp

Ez a meghatarozott sebesség a cs6ben haladd elemi hullam, azaz a hang terjedési sebessége, amit a-val

jeloliink, igy:
d
a= 2 (13.8)
dp

Kovetkezokben meg kell hataroznunk a fenti egyenletben szerepld differencialhanyados értékét. Ehhez a
politropikus allapotvaltozasra érvényes

P _ pp" = dllands (13.9)

n

kifejezést, ahol:
n — az allapotvaltozas politropikus kitevdje.
Rendezziik at ugy, hogy kdzben vezessiik be a

K =adllando

egyszerlsito jelolést:
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p=p"K . (13.10)

majd vegyilik minkét oldal természetes alapu logaritmusat:

Inp=nlnp+InkK (13.11)
¢és derivaljuk a valtozdok szerint:
d d
4 _ n—p . (13.12)
p P
Ezt az egyenletet atrendezve, kapjuk:
d,
P _ n£ . (13.13)
dpp

Az egyesitett gaztorvény alapjan kijelenthetd, hogy

£=pv:RT , (13.14)
o,
ahol:
R — a kozeg gazallandoja;
T —  akozeg abszolut skalan mért homérséklete.
Igy a (13.14) és a (13.15) kifejezések szerint:
d
P _uRT (13.15)
dp

illetve

a=AnRT . (13.16)

A hangsebesség kiszamitasahoz sziikségessé valik az, hogy meghatarozzuk, milyen hétani allapotvaltozas
megy végbe a hanghullamban.

Izotermikus hangsebesség:

Newton szerint — aki els6ként alkalmazta a (13.8) egyenletet a hangsebesség kifejezésére — a hang terjedése
izotermikus jelenség. Ekkor a (13.16) egyenletben szerepld politropikus kitevé értéke, mint az a hdtani
tanulmanyokbol ismeretes:

igy:
a, =+ RT . (13.17)

Az els6, megbizhatd hangsebesség-mérések eredményei a Newton altal szamitott értéknél altalaban 20 %-kal
nagyobbak voltak, illetve jo kozelitést inkabb a mély hangok esetében adott.

Ez utdbbi tény mivel magyarazhat6? Ha a hanghullamok ritkan kovetik egymast, tehat mély a hang, az
elemi nyomashullamoknak inkabb van lehetdségiik a kornyezettel torténd hécserére (ho-kiegyenlitésre), ekkor a
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folyamat izotermikussa valhat.

Adiabatikus hangsebesség:

Az izotermikus hangsebesség esetében tapasztalt eltérések okat Laplace tarta fel. O abbol indult ki, hogy a
hanghullamok a kdzegben gyorsan terjednek. Igy a hullamok és a kdrnyezet kozott nem mehet végbe semmilyen
szamottevo hdcsere. Ekkor a hang terjedése adiabatikus folyamatnak tekinthetd, vagyis

n=x

ekkor:

a,, =NKRT . (13.18)

Levego6 esetén — behelyettesitve a

K, =14

= 287,14£

kg

R

lev

fizikai jellemzoket — kaphatjuk az:

a,, =1,4287,14T =20,05T  [ms"] (13.19)

kifejezést.

A (13.18) egyenlettel meghatarozott hangsebességet termodinamikai, vagy null—frekvencids
hangsebességnek is nevezik. Magjegyezziik, hogy a nagyfrekvencias hanghullamok terjedési sebessége eltér a
fenti modon szamitottdl, mivel a folyamat akkor mar nem lesz adiabatikus és fiigg a hang frekvencidjatol is.

Gondoljuk kicsit tovabb a (13.16) egyenlet jelentését.

Ha a hang terjedését izobar folyamatként vizsgaljuk — azaz n = 0 az elemi nyomashulldm sebessége zérus
értéki lesz. Vagyis a hangot terjesztd kozegben nyomasvaltozasoknak kell fellépni, hogy a hang terjedni tudjon!
Ez a tény igazolja azt a fenti kijelentést, hogy a hang terjedése barotropikus jelentés.

Ha a hang terjedése izochor allapotvaltozast okozna a terjesztd kdzegben — vagyis n = co — a hang sebessége is
végtelen lesz. Ez fizikailag egy olyan abszolit merev radként képzelhetd el, melynek egyik végét mozgatjuk,
masik vége pedig késlekedés nélkiil kdveti az elsé mozgasat.

13.2. A Mach-szam

Az eddigiekben a hanghullam terjedését — az egyszeriibb levezetés érdekében — egyméretiiként kezeljiik. Most
az elemi zavaras tovaterjedésének altalanosabb térbeli (vagyis haromméretil) viszonyait fogjuk elemezni — bar a
hulldmokat csak egy sikban szemléltetjiik.

Képzeljikk el egy pontszerti hangforrast, amely 7 id6egységenként a tér minden irdnydban egyenletes
erdsségli hanghullamokat bocsat ki. Ezt a hangforrast nyugvo kontinuumban helyezziik el (¢ = 0). Az ekkor
keletkez6 hullamfeliilet 37 id6 elteltével kialakuld képét mutatja a 13.3.a abra. A hullamfeliiletek koncentrikus
gombok, ugy, hogy sugaraik értékei: ar; 2a t; 3ar.

Mozgassuk a hangforrast (¢ < a) hangnal kisebb sebességgel. Ebben az esetben a hangforras 7 id6 alatt ct
utat tesz meg. A szakasz elején kiadott hanghullam a hangforrds mozgasa iranyaban ar hosszban jut elébbre.
Mint az a 13.3.b abrabol is latszik, a hangforras el6tt a hanghullimok siirlisddnek, mig mogotte ritkulni fognak.
Ezt a jelenséget Doppler’ effektusnak nevezik. Ezzel magyarazhaté, hogy kozeledé hangforras hangja magasabb,
mint a tdvolodog, illetve ezzel analog a csillagaszatban vords eltolodasnak nevezett jelenség.

Specialis eset az, ha a hangforrast pont a hang sebességével mozgatjuk (¢ = a), ezt dbrazolja a 13.3.c abra.
Ekkor 7 id§ alatt mind a hangforras, mind a hang ar utat tesz meg, ezért a hanghullamok utolérik egymast. igy a
hangforrasnal kialakult egy olyan sik feliilet, amelynek normalisa a hangforrds sebességvektora. Itt a sikot egy

' Doppler, Johann Christian (1803-1853): osztrdk matematikus, fizikus, csillagisz. Egy id6ben a selmeci
banyaszati akadémia professzora volt. Mint fizikus, hangtannal, optikaval elektromossaggal ¢s magnesességgel
foglalkozott.
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végtelen sugari gomb feliileteként kell elképzelniink, ami egy "végtelen régen" kiadott hanghullam adott idébeli
képét jelenti.

Ennek a feliiletnek az a sajatossaga, hogy el6tte a hangforras altal kiadott hang nem érzékelhetd, ezért ez
a feliilet a gyenge zavardasok hatdrfeliilete. Természetesen a hatarfeliilet a hangforrassal egyiitt mozog — ekkor
hangsebességgel.

Noveljiik a hangforras haladasi sebességét a helyi hangsebesség folé (¢ > a). Ekkor 7 id6 alatt a hang at, a
hangforras ct utat tesz meg. A 13.3.d abran lathat6, hogy ebben az esetben a gdmbhullamok kozéppontjai oly
mértékben eltolodnak, hogy a hullamfrontok atmetszik egymast €s egy valamennyiiiket burkoléd korkuap
képzelhetd el, amelynek tengelye a hangforras palyajaval, csticsa a hangforras pillanatnyi helyzetével esik egybe.
Ez utdbbi azt jelenti, hogy a hanghullamok ¢ > a esetben sohasem el6zik meg a hangforrast.

c d

13.3. dbra Hang terjedése kiilonboz6 sebességli hangforras esetén

A fenti abrak Osszehasonlitdsaval azt a fontos kdovetkeztetést is levonhatjuk, hogy kelléen hossza id6
elteltével a hangsebességénél kisebb sebességgel haladd hangforras keltette elemi zavarasok az egész térre
kiterjednek. Ha viszont a hangforras sebessége meghaladja a helyi hangsebességet, hatdsa mindenkor csak egy
kapon beliil lesz észlelhets. Meg kell jegyezni, hogy ha pont hangsebességgel halad a hangforras, a kuppal
azonos hatasu sikot (lasd 13.3.c abra), mint a kiip "hataresetét kezelhetjiik.

Mekkora lesz az el6zéekben vizsgalt kup félszoge?

Ezt a p-val jelolt félkup szoget, a 13.3.d abra alapjan a

p= arcsin[gj (13.20)

C

modon hatarozhatjuk meg.

A fentiekhez hasonlé eredményre juthatunk, ha a megfontolasainkat az egész térben allando, ¢
sebességgel aramlo kontinuumra végezziik el, amikor is az aramlasi tér valamely rogzitett pontjaban folytonosan
sugarzo pontszeri hang-, azaz zavarforras talalhato. Ha az aramlasi sebesség kisebb a helyi hangsebességnél, a
zavaras a teljes térben észlelhetd, mig ha az dramlasi sebesség nagyobb a hangsebességnél, a zavarforras hatasa
csak a csucsaval railleszkedo, a térben rogzitett helyzetli zavarasi kup belsejében terjed. Ez alapjan kijelentheto,
hogy az aramlasi sebesség és a hang terjedési sebességének viszonya meghatarozé a zavaras hatasanak kitett
aramlasi zona kiterjedésének szempontjabol. Ezért a két sebesség dimenzid nélkiili viszonyszamat, mint jellemzd
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kritériumot fogjuk fel, amelyet Mach’-szamnak nevezziik:

C
M=— (13.21)
a
ahol:
a — a HELYT (!) hangsebesség.
Igy a (13.20) egyenlet a
f = arcsin ! (13.22)
v, .

alakra modosul.
A Mach-szam bevezetésével az aramlasokat feloszthatjuk (alapvetden):

M <1 —  hangsebesség alatti,
illetve
M>1—  hangsebesség feletti

aramlasra.
A zavarasi kupot, mely a 13.3.d abran lathatd, Mach-kupnak, a [ szoget Mach-szégnek, az elemi
zavarasok hullamfrontjat pedig Mach-hullémnak nevezik.

13.3. Az 6sszenyomhatosag és a Mach-szam kapcsolata

A gyakorlati problémak vizsgalatakor fontos elére tudni, hogy az adott dramlasi koriilmények kozott figyelembe
kell-e venniink a kdzeg Osszenyomhatosagat (mint tudjuk az idealis kozeget inkompresszibilisnek tekintjik).
Ugyanis a kozeg 6sszenyomhatosaganak elhanyagolasa bizonyos esetekben jelentds hibakhoz vezetnek.

Minden kontinuum elem térfogatat két tényezé hatdsa miatt valtoztathatja meg: a nyomas vagy a
hémérséklet megvaltozasa miatt.

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt folyamat barotropikus (mint a hang terjedése is) — azaz a kdzeg striisége, igy
térfogata is kifejezhetd egyetlen valtozd, a nyomas fiiggvényében.

A kozeg kompresszibilitasat a S Osszenyomhatosagi egyiitthatoval jellemzhetjik, amely a dp
nyomasvaltozas hatasara bekovetkezo relativ térfogatvaltozast fejezi ki:

1dv

p=——— (13.23)
V dp
ahol:
V — a kozeg térfogata;
dp — a fellépd nyomasvaltozas;
v — a bekdvetkezo térfogatvaltozas.
Vagy masképpen kifejezve:
dv
Ldp = —7 . (13.24)

Ha a V térfogatii homogén eloszlast kozeg dV térfogatvaltozast szenved, akkor fennall a

> Mach, Ernst (1838-1916): osztrék fizikus, filozofus. Elséként tanulmanyozta a hangnal nagyobb sebességii
aramlasokat. Filozofiai nézetei komoly hatassal voltak a XX. szazad fizikajara.
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(13.25)
V v
egyenldség. Hasznaljuk fel a
1
V=— (13.26)
P
Osszefliggést ugy, hogy — a mar korabban is hasznalt — logaritmikus linearizalast, ekkor:
Inv=—Inp , (13.27)
vagyis:
dv d
wv_ % . (13.28)
voop
Ezt a kifejezést behelyettesitve a (13.24) egyenletbe:
d
dpp o . (13.29)
P
Bovitsiik az egyenlete jobb oldalat dp-vel és hasznaljuk fel az
d
a2 =L (13.30)
dp
egyenlOséget, ekkor kapjuk, hogy:
d,
app=-"L (13.31)
pa
Mivel a statikus és a dinamikus nyomas értékét allandonak tekinthetjiik:
dp=q=L¢ (13.32)
2
Osszefiiggeés alkalmazhatd. Ezt behelyettesitve a (13.31) egyenletbe, kapjuk a
P2
d
dpp P _2 5 (13.33)
p  pa
egyenldséget, ami az egyszerlsités és a Mach-szam figyelembevételével a
d 1
P _ 2 (13.34)
p 2

alakra modosul.

A fenti egyenlet az aramlo kozeg Mach-szama és relativ stirliségvaltozasa kozti kapcsolatot fejezi ki.
Eszerint az aramlo kozeg inkompresszibilisnek tekinthetd, ha az dramlasi sebesség az adott kontinuumban mért
hangsebességhez képest kicsiny.
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13.4. Osszenyomhaté kozeg valtozo kerszetmetszetii aAramcsében torténé aramlisa

A gazdinamikai torvényszeriiségek igazolasdhoz kiindulasképpen a hétanbol mar ismerté valt — nyitott
rendszerre érvényes — energia egyenletet alkalmazzuk. Ez a

2

c .y .
> +i = alland6 (13.33)
alakban irhat6 fel , ahol:
i — az aramlo kozeg entalpidja és a
i=c pT , (13.34)
illetve a
) d
di =vdp = @ (13.35)
P
modokon szamithatd, ahol:
cp — a kozeg allandé nyomason vett fajhdje.

A jelenség vizsgalatahoz irjuk fel az energia egyenlet

di+cdc:d—p+cdc:0 , (13.36)
P

illetve a folytonossagi torvény egyméretii aramlasara felirt

£+d_p+ﬁ:o (13.37)
c p A
differencial alakjat. A (13.36) egyenletet alakitsuk at:
d—p+cdc:d—pd—p+cdc=a2d—p+cdc:o . (13.38)
P dp p P
Ebbdl:
ap _ —@ , (13.39)
o, a

%_cdc dc _cdcc dc

— = . (13.40)
A a ¢ a c c
Alkalmazva a Mach-szam fogalmat, alakul ki a keresett kifejezés:
dA dc
—= (M2 —1)— . (13.41)
A c
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A fenti egyenlet fontos gazdinamikai torvényszeriiséget fejez ki, az aramlasi keresztmetszet és az
aramlasi sebesség valtozasanak kapcsolatarol:

> ha az aramlas hangsebesség alatti — azaz M < ] —, akkor az aramlasi keresztmetszet novekedéséhez
sebességcsokkenés tartozik és forditva;

> hangsebesség feletti aramlaskor — azaz M > I —, a keresztmetszet novekedéséhez sebességnovekedés
tartozik és forditva;

> az aramlasi csatorna legsziikebb keresztmetszetében, amikor d4 = 0 vagy M = 1, vagy dc = 0 érték
tartozik. M = [ eset — azaz a hangsebesség elérése — csak az &aramlasi csatorna legkisebb
keresztmetszetében torténhet.

Ezen torvényszeriiségre a kdvetkezokben hivatkozni fogunk.
13.5. A fékezett allapotjelzék
Vizsgaljunk meg egy — a 13.4. dbran lathatd, a kornyezetinél nagyobb nyomastu — tartalybol torténd idealis
adiabatikus kidramlds esetét. A tartalyban taldlhatd, még mozdulatlan kozeg allapotit a Ty, py €s py

paraméterekkel jellemezhetjiik. A tartaly csapjanak nyitasakor az dsszenyomhatd kozeg a sziikiilé csatornaban
gyorsulva kiaramlik a kdrnyezetbe.

f\

Tart™To

Prart =%

C=0

_ i
0 (
tartdpont

13.4. dbra Fékezett allapotjelz6k meghatarozasa

Hogyan valtoznak az aramlé kontinuum allapotjelz6i?
Irjuk fel erre az esetre az energia egyenletet

azaz:
c
c,I'+—=c 1T, |,

atrendezve:

2

T+2C—:T0 . (13.42)
CP

A kifejezésbol lathatd, hogy a gaz sebességének novekedésével annak entalpidja és vele egyiitt a
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hémérséklete csokken, ezért a kovetkezd megnevezéseket is szokas hasznalni.

Ty —  atartdlyhomérséklet (ezt tudjuk mérni a tartalyban);
C —  ac sebességgel aramlo gaz dinamikus homérséklete (mozgasi energiaja, ami az entalpia, tehat a
2¢ hémérséklet rovasara novekszik);
P

—  ac sebességgel aramlo gaz statikus homérséklete (ezt a kozeggel egyiitt mozgd miiszerrel lehet
mérni).

Most helyezziink el a gazdramban egy homérét. Ekkor milyen hémérsékletet fog mutatni a miiszer?

Ez — izentropikus aramlas esetén — a tartaly hdmérseklet lesz. Miért? Mert a kozeg ujra lefékezddik, az
ugynevezett dinamikus hémérséklet értéke zérussd valik, s igy a (13.42) egyenlet alapjan a statikus
hémérsékletnek a tartalyhdmérséklettel kell egyenlonek lennie. Ezt a homérsékletet, illetve a hozza tartozo
allapotjelzdket fékezett paramétereknek nevezziik és ezeket * fels6 indexszel jeloljik.

Ertékiiket a (13.42) kifejezés és az allapotjelzék kozti kapcsolatot leird hétani egyenletek alapjan tudjuk
meghatarozni. Ehhez a (13.42) egyenletet alakitsuk at a

c,=——R
' |
és az
2
a” =xkRT
Osszefiiggések felhasznalasaval:
. xk—1)c? xk—1)c* kRT k-1 ¢ kRT k-1
T,=T =T+( ) =T+( ) =T+ =T+—M°T
2xR 2kR  kRT 2 kRT &R 2
azaz:
. -1 ,
T =T|1+——M . (13.43)
2
A fékezett nyomas értéke:
% K _1 2 x—1
p =p 1+TM . (13.44)
A fékezett stiriiség:
L
* K _1 K-l
p = p(l+TM2j . (13.45)
A fékezett paramétereknek a gazdinamikan kiviil — tobbek kozott — a gazturbinas hajtomiivek

elméletében van jelentdsége, ahol a kiilonboz6 keresztmetszetekben a kozeg allapotat csak igy tudjak méréssel
meghatarozni. Meg kell jegyezniink, hogy a hajtomiivek hdtani szdmitasanal nem szokas kitenni a fékezett

paraméterek * fels6 indexét.
13.6. A kritikus allapotjelzok
Vizsgaljuk tovabb az el6z0 fejezetben leirt tartalybol sziikiild izentropikus gazkiaramlast a kovetkezd

gondolatmenet tiikrében (13.5. abra).
Ha a kidramlo gaz sebessége a szlikiild csatorndban ndvekszik — az energia egyenlet (és az energia
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megmaradas) értelmében entalpidja, azaz homérséklete csokken. Ha csokken a gaz hémérséklete, csokken a
gézban a hang terjedési sebessége — lasd (13.16) dsszefiiggést. gy kialakulhat egy olyan allapot, amikor a gaz
aramlasi sebessége egyenld lesz a helyi hangsebességgel.

Mikor kdvetkezik be ez a jelenség?

13.5. abra A kritikus allapotjelz6k meghatarozasa

Ehhez alkalmazzuk az adiabatikus hangsebesség

a,, =NKRT . (13.46)

egyenletét, valamint hatarozzuk meg a

azaz a

K Rr+S =K Ry
xK—1 2 k-1

energia egyenletbdl az aramlo kozeg sebességét:

c= \/2LR(TO -T) . (13.47)
k-1

A fenti gondolatmenet szerint a (13.46) és a (13.47) egyenletek bal oldalai az adott esetben egyenldk,
tehat akkor a jobb oldalak is, azaz:

\/2LR(T0 ~T)=vJkRT . (13.48)

k-1
Hatarozzuk meg és T},;-ként jeloljiik azt a homérsékletet, ahol a sebességek egyenlévé valnak.

K

2—R(TIO _Tkrit): ’(R];crit (1349)
K—1
k-1
Ty =T}y 2 T (13.50)
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K—1 K+1
T, = (T + le,m., = (TJT"’” : (13.51)

Ebbdl:
2
I,.,=——1, . (13.52)
xK—1
A hozza tartoz6 py,, jelt kritikus nyomas:
2 ( )
Pui =P . 13.53
trit Nr+1
A ppi kritikus stiriség:
1
2 K—1
Pric = Po . (13.54)
K+1
A kritikus sebesség értéke a
ckrit = ’(RTkrit
2 2 p, (13.55)
Clrit = ay = —
K+1 Kk+1 p,

kifejezések segitségével hatarozhatd meg.
A fenti egyenletekkel meghatarozott allapotjelzoket kritikus allapotjelzéknek nevezziik.
Kétatomos gazok és keverékeik — példaul a levegd — esetén a kritikus értékek:

pkrit = 0’528p0

Pin = 0,634,
T,, = 08337,

krit

¢, =0,913a,

(13.56)

De miért kritikus az az allapot, amit ezek a paraméterek meghataroznak? Hol alakul ki ez az allapot az
aramlési csatornaban?

Kritikus sebesség — azaz a helyi hangsebesség — az aramlasi csatorna legkisebb keresztmetszetében fog
kialakulni. Ezt igazoltuk a (13.41) egyenlettel.

Viszont ha a kritikus hangsebességet a legkisebb keresztmetszetben éri el a kiaramlo gaz, akkor ott helyi
hangsebességnél nagyobb sebességet nem tudunk elérni. Ez pedig azt jelenti, hogy ha az aramlasi csatorna
legsziikebb keresztmetszetében elérjikk a kritikus sebességet — kialakul a kritikus allapot —, tovabb ndvelni
nem tudjuk a csatornan ataramlé kozeg tomegaramat. Ezt a jelenséget szokas Ugy is nevezni, hogy a
keresztmetszet, vagy a csatorna lezdr.

Ez a jelenség 1ép fel gazturbinak allo lapatkoszoruindl, illetve a sugarhajtomiivek fuvocsdveinél, illetve
(rossz méretezés esetén) kialakulhat a dugattyus héerdgépek kipufogo rendszerében is.

Vizsgaljuk meg a tartalybol kidramld kozeg tomegaramat a tartalyban uralkodd, illetve a kornyezeti
nyomasok aranyai fiiggvényében. A folytonossagi torvény és a hotani alapegyenletek felhasznalasaval — a
levezetést melldzve —, az tomegaram az alabbi modon hatarozhaté meg:
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2 K—1
m=A 25 p.p, (ﬁjK —(ﬁj o (13.61)
k=1 Do Dy

A fenti egyenlettel leirt fliggvény menetét lathatjuk a 13.6. abran. A K-val jeldlt tetOponttol balra esd
részét szaggatott vonallal rajzolt gorbe szemlélteti.

L
pO
13.6. dbra Tomegaram valtozasa a nyomasviszony fliggvényében

Ha Osszehasonlitjuk a (13.61) Osszefiiggés altal meghatarozott fliggvényt az eldtte tanultakkal, érdekes
képet kapunk.

A K maximum ponttél jobbra a tapasztalat és a fliggvény értéke megegyezik. Ha csokkentjiik a
kornyezeti, vagy mas néven ellennyomast, a tartalybol kidramld gaz tomegarama novekszik.

A kritikus nyomasviszony elérése utan hiaba csokkentjiik az ellennyomast, a kiaramlo témegaram allando
értékli (maximalis) marad. Ekkor mar nem fog az aramlasi sebesség értéke novekedni a csatorna
végkeresztmetszetében. Ezt mutatja az abran a K ponttdl balra a folytonos vonal.

A maximalis tomegaramot ugy tudjuk meghatarozni, hogy a (13.57) egyenletbe behelyettesitjiik a (13.55)
és a (13.56) egyenleteket, igy:

mmax = Akrit 2 K popo 2 - . (1362)
K+1 K+1
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14. A Laval-fuvéka

Felvetddik a kérdés, hogy miként lehet egy egyméretli hangsebesség alatti d&ramlast a hangsebességnél nagyobba
gyorsitani? Problémat jelent ugyanis az, hogy egy egyszerii sziikiil6 csatorndban nem tudjuk a gaz sebességét a
kritikus érték folé novelni.

E célbol a favokat ugy kell kialakitani, hogy keresztmetszete addig csokkenjen, amig a gaz allapotjelz6i
nem érik el a kritikus értéket. Ettd] kezdédden a csatorna keresztmetszetének nénie kell. fgy a kordbban
tanultaknak megfeleléen a gazaram sebessége atlépi a hangsebességet és tovabb gyorsul a fivoka boviild
részében.

Ilyen kombinalt, sziikiilé majd béviils részekbdl allo favokat elészor Carl Gustav Patrik de Laval® svéd
mérndk alkalmazott egy gdzturbinaban. Ezért az ilyen kialakitast fuvokakat Laval-favokaknak vagy Laval-
csének nevezik.

Most vizsgaljuk meg, hogy miért kell a hang terjedésénél nagyobb sebesség eléréséhez a fuvoka boviild
keresztmetszetl szakasza.

A hangsebesség feletti &ramlasban a gyenge zavarasok az aramléassal szemben nem tudnak terjedni. Ha az
ellennyomas kisebb, mint a fivoka legkisebb keresztmetszetében a gz nyomasa, akkor az még nem jelenti azt,
hogy a gaz tovabbi gyorsitisa lehetséges. Ennek a nyomaskiilonbségnek a zavaré hatdsa miatt a gyenge
kompresszids és a depresszio-hullamok nem tudnak a fivokéba bejutni és az aramlast befolyasolni. Ezért a
favoka falanak maganak kell olyan zavard hatast kifejteni a kdzegaramra, amely biztositja a nyomas
csokkenését. Ilyen zavarforras az olyan csatorna hatarold fala, amelyben az dramlasi keresztmetszet az aramlas
iranyaban nd. Ezért a Laval-fuvoka taguld részének kupossaga 8 ~ 12° kozott van (gondoljunk a surlodasos
kdzeg aramlasanal mar megismert levalasra is).

—Iﬂﬂﬁb
e

A

=il

14.1. abra Allapotjelzok valtozasa a Laval-fuvokaban
A Laval—cs6 geometriai, illetve a gz fizikai jellemz6inek hosszmenti valtozasat mutatja a 14.1. abra.
Fontos megjegyezni, hogy a Laval-favoka csak meghatarozott fizikai feltételek mellett biztositja a kivant,

kritikus feletti sebességértékeket. EzEr most elsoként nézziik meg a méretezés fobb 1épéseit. Ezek:

> a kritikus keresztmetszet meghatarozasa:

* Laval, Carl Gustav Patric de (1845-1913: svéd mémok. A gbzturbinak egyik feltalaloja. A fent targyalt
favokan kiviil az egyfokozata gyorsjaratii gézturbina is a O nevét viseli
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A, = ; (14.1)

A = , (14.2)

ahol:
Dy — a fuvoka végnyomasa (tervezett ellennyomas);

a taguld csatorna hosszanak meghatarozasa (kor vagy négyzet keresztmetszet esetén:

d —d,.
[=—r—tit a"’” : (14.3)
2tg—
2
ahol:
d, — a végkeresztmetszet atmérdje vagy oldalhossza;
dwii  — a kritikus keresztmetszet atmérdje vagy oldalhossza;
o — a tagulo csatorna kiipszoge (a = 8 ~ 12°).

De mi torténik akkor, ha a fizikai koriilmények eltérnek a méretezett értékektdl? A 14.3. abra a Laval—
favokaban kialakuld aramlasi Mach—szam és nyomas valtozasat abrazolja az ellennyomas fliggvényében.
Az abrabdl lathato, az ellennyomastol fliggden hét aramlastani folyamat alakulhat ki. Ezek:

L PE<P <Po
Az Akrit legkisebb keresztmetszetben maximalis, de a helyi hangsebességnél kisebb sebesség alakul ki, amely a

boviild szakaszban ismét csokkeni fog. A fivoka ekkor, mint egy Veturi-cs6 mikdodik. Az ellennyomas
csokkenésekor az dtaramld tomegaram novekedni fog.

. p=pe

Ekkor a legkisebb keresztmetszetben a helyi hangsebesség alakul ki, de — az ellennyomas miatt — kdzeg
sebessége ujra hangsebesség ala csokken. Az atiramld kozeg tomegarama a maximalissal lesz egyenld. A
tovabbiakban a nyomas csokkenése esetén a tdmegaram nagysaga valtozatlan marad.

. p.<p<pe

Ebben az esetben a gaz a flivoka kritikus keresztmetszete mogott a hangsebesség fol€ gyorsul és egy bizonyos —
a p ellennyomasnal kisebb — értékig expandal (K pontok). Ebben a pontban viszont egy merdleges 16késhullam
alakul ki, a gdz nyomasa ugrasszertien megnd, sebessége a hangsebesség ald csokken.

1. P=pL

Ekkor a fent emlitett merbleges 16késhullam pont a fivoka kilépo keresztmetszetében helyezkedik el.
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Mmax

X

14.2. abra Laval-fuvoka miikodése az ellennyomas fliggvényében

V. pL<p<pm

A favokaban a kritikustdl a kilépd keresztmetszetig hangsebesség feletti lesz az aramlas. A végkeresztmetszet
mogott haromdimenzids 16késhullam-rendszer alakul ki. A favoka elhagyasa utan a gazsugar — a kialakult
16késhullamok kovetkeztében — a 14.3 abra szerinti lesz A szaggatott vonalak expanzios, a folytonos vonalak

kompresszids hullamokat jeldlnek.

14.3. dbra A 16késhullam rendszer kialakulasa az V. jelli esetben

VL D =Pm

A Laval-fivoka a méretezési lizemallapotban miikddik. A fuvokat elhagyo gazsugar allandd keresztmetszetii
marad és nyomasa minden pontban azonos a p,, méretezési ellennyomassal.
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VII. p<py

A géazsugar a fuvokabdl kilépve tovabb expandal, majd — ferde 16késhullamon keresztiil — stirisédni, majd Gjra
expandalni fog (14.4. abra). Ekkor a gz nyomasa a végkeresztmetszetben — ellentétben a tdbbi lizemmodtol —
nem fog megegyezni a kdrnyezetivel, hanem attol fiiggetleniil p,, érétki lesz.

14.4. abra A 16késhullam rendszer kialakulasa az VII. jelii esetben

Végiil arra a megallapitasra juthatunk, hogy a Laval—fivoka csak abban az esetben alkalmas a kritikusnal
nagyobb sebesség elérésére, ha a fivoka utdni nyomas megegyezik vagy kisebb, mint a fuvoka méretezési
nyomasa.

Laval-favokat alkalmazhatnak példaul a szuperszonikus repiilogépek sugarhajtomiiveinek vagy a
rakétaknak favocsoveinél. AZ ilyen fuvocsovek hatranyaként jelentkezik, hogy jo hatasfokkal csak a méretezett
iizemmoddon tud miikddni, szabalyozasanak megoldasa igen bonyolult feladat.
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15. Folyadék rugalmassaga

Minden irdnyban azonosan alakvaltozé (izotrop) testek alakvaltozasa eldallithato a térfogatvaltozas és a
szogdeformaci6 ereddjeként. Folyadék rugalmassagat a térfogat és a nyirorugalmassaggal jellemezhetjiik. Most

csak a térfogat rugalmassaggal foglalkozunk.

15.1. Hangsebesség a folyadékban

A valdsagos folyadékok Osszenyomhatodak, eredeti térfogatuk csdkken a nyomasndvekedés hatasara. Ezért

meghatarozhato a térfogatvaltozasbol szarmazo E rugalmassagi modulusz az alabbi modon:

A A
Eo_Dp _
AV AV
e

ahol:

14 —  afolyadék térfogata zérus tilnyomas esetén;

Ap — a nyomasvaltozas nagysaga;

AV — a fellépd térfogatvaltozas.

(15.1)

A rugalmassagi modulusok értékei a legnagyobb mértékben a homérséklet valtozasatol fiiggenek. Mivel

egy V térfogatban 1évo folyadék tomege p/ a nyomasnovekedés hatasara nem valtozik azaz:
dm=d(pV)=dpV +dVp =0
A fenti egyenlet atrendezése utan:

a __dp
V p

Ezt behelyettesitve a (15.1) egyenletbe, akkor a rugalmassagi modulus meghatarozasara az

E:—V.ﬁ:-i.dp:ﬁ.dpzp.d_p
AV dv dp dp
kifejezést kapjuk. Felhasznalva a
e )
dp
Osszefiiggést, a rugalmassagi modulus:
E=p-a’

Ha ezt atrendezziik, megkapjuk a hang terjedési sebességét a folyadékban

E
a=_|—
yo,

(15.2)

(15.3)

(15.4)

(15.5)

A fenti egyenletbdl jol latszik hogy a folyadékok rugalmassaga nem hanyagolhaté el minden esetben.

Lathato tovabba az is, hogy ha az 6sszenyomhatdsagtol eltekintiink, végtelen nagy hangsebességet kapunk.
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15.2. Csébe zart folyadékoszlop rugalmassagi modulusa

A tovabbiakban vizsgaljunk egy tartalybol hosszi csévon keresztiil torténd kiaramlast, ugy, hogy a csévezeték
végén egy csapot helyeztek el (15.1. abra)

—¥-
S

15.1. abra

Ha a folyadék tokéletesen 6sszenyombhatatlan, akkor a csap zarasakor vagy nyitasakor a cs6 hossza mentén
mindeniitt azonos iddpontban valtozik meg a folyadékrészek sebessége €s nyomasa gy, hogy ez a valtozas a
zarszerkezet allitasanak ideje alatt jelentkezne. Ekkor a csap allitasa alatti sebesség €s nyomasvaltozasokat a
Bernoulli egyenlet 6sszenyomhatatlan kdzegre érvényes alakja segitségével hatarozhatjuk meg.

Valdsagban a zarszerkezet allitdsanak kovetkeztében a fentiektdl eltérden alakulhatnak a folyadék
jellemzo6i. Az eltérés annal nagyobb, minél gyorsabban valtoztatjuk a csap allasat. Gyors valtoztatas estén a
gyorsulas értékek nagyobbak lesznek, minek kovetkeztében a nyomasvaltozasok nagysagai nagyok lesznek.
Ekkor a folyadék dsszenyomhatdsaga mar jelentdsen befolyasolja a jelenséget.

A csovezetékben fellépd nagy mértékii nyomasvaltozasok a cséfal rugalmas alakvaltozasat is eléidézik.
Ezért az dramlasi jellemzék meghatarozasanal ezt a koriilményt is figyelembe kel venni.

A fenti jelenségre Allievi dolgozott ki a miiszaki gyakorlat szamara is alkalmas szdmitasi eljarast.

A csObe zart Eyrugalmassigi modulussal bir6 folyadékoszlop hossza a nyomésndvekedés hatasara

A
As, :—ps (15.6)
E,

mértékben valtozik, ahol:
s —  afolyadékoszlop hossza (15.2. abra).

A rugalmas cséfal megnytlasa és igy a d cséatmérd novekedése a folyadékoszlop hosszanak tovabbi
csokkenését okozza. Ez a 4s,-vel jelzett rovidiilés az anyagmegmaradds elve alapjan szdmithatd. A s, hosszu, d

atmérdji henger térfogata egyenlének kell lennie az s hossza d+4d kiilsé €s d bels6 atmérdju gytrh térfogataval,
azaz:

2
A
As, d'x =Sd72'7d . (15.7)
Atrendezve a fenti egyenletet:
AS2=2‘S-A7d . (15.8)

Vékonyfalu cs6ben a nyomdasndvekedés hatasara ébredd fesziiltséget a kazanformula segitségével
hatarozhatjuk meg.

Aa:M : (15.9)
20

ahol:

o —  acsofal vastagsaga.
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©
15.2. abra
frjuk fel esetiinkre a
Ad
Ao=E, -—
d
Hooke* torvényt:
1
Ad =—Aod (15.10)
EC
ahol:
E, —

a cs6 rugalmassagi modulusa (Young modulus)

Es amely kifejezésbél atrendezéssel és a (15.9) egyenlet behelyettesitésével kapjuk a
Ad Ap d
d E, 26

(15.11)
kifejezést, amit ha behelyettesitiink a (15.8) egyenletbe, megkapjuk a csdéfal rugalmassagabol szarmazéd
folyadékoszlop rovidiilét

(15.12)
Igy a folyadékoszlop teljes rovidiilése:

1 d
As=As +As, =Ap| —+——Is

15.13
E, G, (19

* Hooke, Robert (1635-1703): angol fizikus. A fenti — rola elnevezett — torvényt 1676-ban latinul fogalmazta
meg: Ut tensio sic vis (amilyen a nyulas, olyan az erd).
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Vezessiik be a cs6be zart folyadékoszlop E, redukalt rugalmassagi modulusat:

1 1 d
—_— =, (15.14)
E. Ef 5EC
Ekkor:
AS=SA—p . (15.15)
E

r

A cs6 nagy falvastagsaga esetén a cs6fal rugalmassagatol (E. =~ 0) eltekintiink, mivel ebben az esetben a
folyadékoszlop kompresszibilitasatol szarmazd oszloprovidiilés ugyanis nagysagrendekkel nagyobb mint a
cséfal rugalmassagabol szarmazo rovidiilés. A rugalmas anyagi csé esetén a folyadék kompresszibilitasatol (Ey~
0) eltekintiink, mivel ebben az esetben a cséfal rugalmassagabdl szarmazé rovidiilés nagysagrendekkel nagyobb
lesz, mint a folyadékoszlop rugalmassagbdl szarmazo oszloprovidiilés.

15.2. Csdvezeték gyors zarasa

Egy csovezeték gyors zardsa esetén jelentds mérvii nyomaslengési folyamat alakulhat ki a csérendszerben az
aramlo folyadék, illetve a csOvezeték rugalmassdga kovetkeztében. Ez a jelenség tobb fazisra bonthatd fel. A
fazisok leirdsanal egy tartalybol vald kifolyast biztositd, / hosszisagu csdvezetéket vizsgalunk, melyben a kdzeg
c sebességgel aramlik és a hangterjedési sebessége a. A hangsebesség nagysaga alapvetden az aramlo kozegtol, a
cs anyagatol, atmérdjétol és vastagsagatol fiigg.

> Hirtelen zdrds
A 7 = 0 id6pillanatban torténik és a zaroszerkezet miikddési idejét A7 = 0 —nak feltételezziik.

. !
> 1 fazis: O<7r<—
a
A zarszerkezet hirtelen zarasa kovetkeztében a csap el6tt a folyadékoszlop megall és a folyadék
Osszenyomhatosaga, valamint a cs6fal rugalmassaga miatt lerdvidiil. A cs6 belsé atmérdje megnd. A nyomasfront
helyi hangsebességgel halad a tartaly felé¢, mogotte a folyadék nyomasa Ap értékkel ndvekszik (15.3a. bra).

[ /
> 2. fazgis: —<7r<2—

a a
Amikor a nyomasfront eléri a tartalyt, a cs6vezeték teljes hosszaban all a folyadék. A csében uralkodd nagyobb
nyomas hatasara a kozeg visszaaramlik a tartalyba c sebességgel. Ennek kovetkeztében egy hatarfeliilet mentén a
cs6ben a nyomas csokkeni fog. Ez a hatarfeliilet a sebességgel halad a tartalytol a zaroszerkezet felé (15.3b.
abra).

> 3. fazis: 2i<2'<3i

a a
Mivel a 2. fazis alatt a csdvezetékben a nyomas lecsokkent a zards el6tti értékre, a csé — a fal rugalmassaga
kovetkeztében — Osszenyomodik. Ennek hatdsara a folyadék c sebességgel tovabbra is a tartaly felé¢ dramlik. A
kialakuld Ap erésségii depresszios hullam pedig helyi hangsebességgel fog haladni a csaptél a tartaly felé (15.3c.
abra). A fazis végére a depresszios hullam eléri a tartalyt és a kdzeg ujra allni fog a csévezetékben.

» 4. fazis: 3i<r<4i

a a
A 3. fazis végére a csdvezetékben Ap-vel kisebb nyomas alakult ki, aminek hatasara folyadék ¢ sebességgel kezd
a tartalybol a zardszerkezet iranyaba aramlani. Az aramlés kovetkeztében a csében a nyomas ndvekedni fog, a
nyomashullam hangsebességgel halad a csap felé.

A 4. fazis végére — 6sszenyomhato, de surlodasmentes folyadék esetén — ujra az 1. fazis el6tti helyzet alakul ki,
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igy a fentiekben leirt jelenség ismétlddni fog. A csévezetéken kialakul — a hirtelen zaras kdvetkeztében — egy

jelentés mérvii nyomaslengés. Ezt a nyomaslengést a cséfal keresztirany lengései még befolyasolni tudjak,
amely hatasaval itt most nem foglalkozunk.

—¥ , .

——t

P . -
J- ap
e
Po i s—E-—- c=0
a
P
ap —-a
) —-— c=o0
' b
P
- =1 |4
P, e ‘
° -— c=o
]
p
ap '—-a
Po
_C__. L c=0
d

15.3. abra CsGvezeték hirtelen zardsa

Strldédasos kozeg esetén a folyamat alatt nyomasveszteség 1ép fel. Ennek kovetkeztében a nyomaslengés
amplitaddja fokozatosan csokkeni fog és igy a lengés idovel megsziinik.
Hasonlo jelenség jatszodik le csovezeték hirtelen nyitasakor is.

15.3. Csovezeték lassu zarasa

Az eldz0 fejezetben azt vizsgaltuk, hogy nyomaslengések hogyan alakulnak ki a cs6vezeték Az = 0 id6 alatt
végbemend zarasakor. Hasonlo jelenség jatszodik le, ha a csévezeték zarasa Atz = 0, véges id6 alatt torténik.

Hirtelen zaras esetén a folyadék sebessége a zardszerkezet keresztmetszetében kozel fliggdlegesen éri el a
z€érus értéket. Ezt mutatja a 15.4a. abra. Lassu zaras esetén — ekkor At > 0 — egy, az el6zénél laposabb
gorbe szerint csokken le a kozeg sebessége a kezdeti értéktdl a nullaig (15.4b. dbra). A sebességcsokkenési gorbe
alakjat alapvetden a zaroszerkezet miikddése, tipusa hatdrozza meg.

A cs6ben kialakulo hullamfront gorbéje a sebességvaltozasnak megfelelen alakul ki. Ez a valos, hirtelen
zaras esetén kozel fiiggbleges (15.5. abran szaggatott vonallal jeldlt gorbe). Lassti zaraskor pedig a
sebességesokkenés  gorbéjének megfeleld lesz a nyomasndvekedési gorbe alakja, amit a folytonos vonal
szemléltet. A valtozd nyomasu cs6szakasz hossza a helyi hangsebesség ismeretében az
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l, =aAt (15.16)

egyenlettel szamithato.

- e

aT=o AT#o

hirtelen 26rds a lassu zdrds

15.4. abra CsOvezeték lassu zarasa
Konnyen belathato, hogy ha ez a valtozonyomasu szakaszra érvényes az

I, > 21 (15.17)

egyenldtlenség, az el6z6 fejezetben leirt folyamat masodik fazisaban kialakuld és a tartalybol a zarszerkezet felé
haladé depresszids hullam eléri a csapot, annak teljes zarasa el6tt. Igy a korabban emlitett 4p nyomasndvekedés
nem johet létre. Ezért célszer(i, hogy a csdvezeték zarasi ideje kielégitse a

21

AT >— (15.18)
a
egyenlétlenséget.
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5.3. abra

A cs6vezeték hirtelen zarasakor fellépd hidraulikus iités jelentds szerkezettani problémat okozhat olyan
rendszerekben, ahol valamilyen folyadék aramlik cs6vezetékben. Az ilyen rendszereket nyomasbiztositd
berendezéssel kell ellatni, hogy az esetlegesen fellépd nyomasnovekedést csokkentsék. Hasonld céllal
alkalmaznak olyan zar6szerkezet megoldasokat, amelyek hosszi miikddési idejiiek, ezzel a megoldassal ugyanis
az elobb targyalt lassu zarast — lasd (15.18) egyenl6tlenséget — valdsitjdk meg.
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