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A következőkben célunk annak meg-

állapítása, hogy mik a szükséges feltételek ar-

ra nézve, hogy a -36 , Illetőleg a 9 i 9 M atomhoz 

hasonló pzerkezetű,atomokkal biró elemek • 

Ai pl. egyszeresen Ionizált stb :/ vonalas 

színképének elméletét nyerhesgtik anélkül, hogy 

a relativitás elméletét felhasználnánk. Az 

egyes hipotéziseiket fokozatosan fogjuk felven-

ni, amint a továbbhaladás megkívánja. 

4é ALAPHIPOTEZISEK. 
»3C3S SS » s:a£t =a r: 5= s: 2#=3W3Kas=s 

Tegyük fel, hogy a ,vagy a dt 

hez hasonló szerkezetű atommal blrő elemek 

atomja, áll afJl töltésű és <JL tömegű atom-

magból és egy, -_e töltésű és isil tömegű elek-* 

t romból, amely mozgást végez az atommag körűi. 
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?együk fel,hogy a Coulomb-f éle törvény még az 
olyan kis távolságban Is érvényes, amilyenben 

ezek egymástól vannak. Akkor az elektrott és 

az atonmag között elektromos vonzó erő lép fel, 

aaelynek nagysága-^ ,ha a köztük levő £ tá-

volság £ . A gravitációs erőt külön fi -

gyelembe venni ne® szükséges,mert,mint a szá -

saitások mutatják,rendkivűl klesiny az elektré -

sos erőhöz képest. 

2/ A PÁLYA EGYENLÍTS . 
at =3 m ss « ssr as «s sas se ss w sas ss se ss 9 ss m sa m w s* 

Vizsgáljuk meg mindenek előtt , 

hogy, ha más, külső erő nem lép fel, az el ele -

tromos vonzóerő hatása alatt aily mozgást 

végezhetnek az eketro» és az atonmag . 

Hivatkozunk előszőr a tömegközép-

pont Megtartásának elvére, amelynél fogva, si -

vei külső erő nem hat, az atom tömegközéppont-

ja vagy nem motdtíl el,vagy egyenes vonalú 
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egyenletes mozgást végezt 

Másrészről a felületek elvénél 

fogva, amint azt könnyen ki lehet mutatni, a 

létrejövő mozgások egy sikban tőrténnek, igy 

leírásukhoz elegendő két-tengelytf koordináta-

rendszer. Ha X és a* £L a két koordinata,a 

í'entiek alapján : 
=
 i-

vagy polárkoordináta rendszerben : 
/ cp 

" 4 r ~ C4rr2A-6. n , 

hol 21 és f_ a polárkoordinátákat jelentik. 

Áll apitsuk meg az elektronnak az 

atommagra vonatkoztatott relativ mozgásának 

pályáját. Az e célra szükséges differenciál-

egyenletet az energia megmaradásának elve a-

lapján Írhatjuk a el. Legyen a pálya valamely 

pontjában az eleRtrcríimozgási energiája 

helyzeti energiája E^. . Akkor : 

+ A'w ~ E 3.! 
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jelöl ja k az elektronnak az a 

tom tömegközéppontjától való távolságát C, 

mel és az atommagnak a távolságát ^ -

mel Akkori 
^ ^ ^ 

A tömegközéppont definíciója 

szerint: A 
/TTL. = cm. £ ) 

jegyen az elektronnak a tömeg 

középpontra vonatkoztatott mozgásának sebes 

sege x i a z atommagé V , Akkor : 

£4^'* icA2T' = 

= / >»[i-rr ) + <£(*$-)] 

Az 5. alapján világos,hogy 
/y«- — . sS- _ "*> ^ 

^ /T*"? T4" ^ />>? /- / 

következőleg 6, igy irható i 

ahol 
y* = -*r- 3.1 

rm f- cMP 

e.) 
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íásrészről 
F =~jlA 
*-</**£. ff 

ennélfogva : £ - ^ / s p a *<(&/]-
/T1 

/a 

gevezetve az 

4 = 4r „ 
/f- H. 

jelölést,tekintettel arra,hogy 2., alapján 

M /?* e ^ — ol> — 'Cjfríit, 
olt 

10 •, *"hől: ,,r. ,(j4 . * 

cCt " <*• 

«0'' ( Í T Í J -&E + ^ « t * 

amelyből differenci$állássál nyerjük a 

mozgás differenciaálegyenletét: 

Ennek általános megoldása: 

ahol és £ tetszőleges, esetleg imagi — 

nárius állandókat jelentenek. 

Szétválasztva a megoldásban a 
valós részt az imagimáriustói,mivel a való -

sághan létrejöhető mozgást csakis a valós rész 
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képviselheti, az elektronnak az atommagra vo-
natkoztatott mozgásának legáltalánosabb e -

gyenlet e : 
^ f CCTÍ y? +. y AÍn f -t & -* S4. 

ahol a 4 és Z tetszőleges valós állandók . 

s ezek és a ^ összes lehetséges megválasz-

tásai adják az összes lehetséges elektron -

pálvákat. 
X f 

Kérdezzük most már, mi a pálya 

alakja ? 

A felvetett kérdésre a választ 

az analytikai geometria egyes tételeinek se<-

gitségével fogjuk megadni. Alakitsuk át e 

célból jH.et , derékszögű koordinátásra úgy, 

hogy tengelyűi válasszuk a polártengelyt, 

Y -t pedig úgy, hogy a 1 -et az óraműta -

tó Járásával ellenkező irányba szöggel 

kelljen.elfordítani, hogy a Y -nal egybe -

essék*Az origó legyen a pólusban. Ekkor ugyanis? 
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£ - ,9^, f 

£ ~ <fr Ja'/n jfi 

A helyettesítés után a pálya egyenlete 

/-£ alapján 

i * t /4 +(2*-J0*J y* -
- 3 - 212 + / = 0 /* 

Ez az egyenlet . 1 Jr! — ban má • 

sodfokú, tehát a pálya csak kúpszelet lehet, 

még pedig, mivel determinánsa ; 

4*-^* 4? -i 

17 p-0' - f =f)'+0 

-í -? j 

16. 

tehát a kúpszelet valódi; ellipszis, parabola, 
vagy hyperbola, /: Arra az esetre,ha 0-0 

lenne, még vissza fogunk térni . :/ 

íjelőlj'.'k -val az 

determináns i -edxk sorának A ~adák 

oszlopához tartozó elem aldeterminánsát /ímee-
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felelő előjellel :/ Akkor a kúpszelet 

ellipszis,ha >o 

parabola,ha = o 

hiperbola,ha ^ < q 

vagy, mivel 

=-&*(¥+7 *) + &* &. 
a pálya alakja 

ellipszis, ha ¥i"vc < 

parabola,ha 4 ' ^ n, 

hiperbola, ha i* +- > &* 

Izekből tehát látható, hogy a 

pálya alakja a í* + 7* , illetőleg a cl 

önkényes megválasztásától,vagy valami oly fel-

tevéstől fájj, mely a. , ilj tőleg a 

értékét korlátozza. Ezen korlátozó feltételek 

a quantumelniéleti feltevésekj itt tér el a 

tárgyalás menete" a klasszikus elméi eti fizi-

ka » két test » problémájától, ̂ nnyibart- - ,hogy 

a feltevések számának szaporításával a tárgy-
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kort erősen specia] izáljul-r 

3/OÜAHTÜMELMÉLETI FELTÉTELEK 

jegyen az elektrón val aoelyik 

koordinátája fA , a hozzátartozó impulzus 

fi — ^ ^ 

U d % 

és 
a 
r* dt 

Akkor a quantumelinéleti feltételek ezek : 

f d % = 10. 

hol az ^ jelenti a -hoz tartozó 

quantunszámot, á. pedig az elemi hatásquan^-

turot. 

A .jelen esetben két ilyen feltétel 

van : 

1/ A ̂  konrd :i n át áh o z t art o z ó 

quantmn számot jelöljük pl. -nel s nevezzük 

aziiiiutális quantumszámnak, /«€. alapján t 
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BE* ' fi =. & /> — oi, = 

7f df "V* dt 

tehát j —"bői 

^ = zr 

2./ A jT koordinátához tartozó 

quantumszámot nevezzük radiális quantúraszára -

nak s jelöljük - el. 
/z -Üáik^ Mjdaí 

A a - é r t é k é t - bői 
ölt 

előállitva, ha abba Zi. -et 

helyette — 

sitovk d r = 

V ~ l cL<t j j . 

^ j cfd^eg 

T*-

Z%» integrálásira alkal -

— 13. 
6
 q/c * 
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1/ 
mázzuk közvetlenül az ismert formulát ? 

/ 
hol ff -t negatív, \/̂  -t pedig pozitív el 

jellel kell venni. Tehát 
/ n'4. / A * # 

/*i,A — ~£7Ct / ~ 7 F ' ~' 
V / 

amelyből kevés átalakítással nyer jak,hogy 
n __ / 

Ez, azt fejezi ki, hogy £ 

nem lehet tetszőleges, hanem csak olyan érté-

ket vehet fel, amilyet a Zf* ,megenged, ha/n, 

te és 2L' helyébe 0_ —tői kezdve valamilyen 

pozitív egész számot helyettesitünk. 

De nemcsak a mechanikai energia 

értékét tudtuk megállapítani, hanem most már 

1/ A Sommerfeld? Atomban und Spektrallinien 
IV. Auft. 1924, 775.0, 10, formula. 
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választ tudunk adni arra a kérdésre is 15. 

felhasználásával, hogy mi a pálya alakja ? 

AZ ELEKTRONPÁLYÁK ALAKJA, 

Előfogjuk: állítani 4** r 

értékét ^ , segélyével./:Minthogy & 

értékének megállapításánál a quantumelméleti 

feltételeket felhasználtuk, ezzel nyilvánva -

lóan a pályák alakjának meghatározásánál is — 

közvetve —.figyelembe vesszük :/ 

A pálya egyenlete alapján? 

(T 

ebből : 

I 

A /d alatti egyenlet kis átalakí-

tással igy ís irható : 

d>r sfotV I 
{•ÜFJ + " ( ̂  j alt J T ' í • * <•" 
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Behelyettesítve -^r értekét IG- -bői,* 1—? 

t 2̂- bői és // - bői, £ értékét - gs, 

bői és ~̂r értékét 44. - bői, £[ - ér-

tékét * /j. bői az egyszerűsítések elvég-

zése után nyerjük,hogy 

i'*r -£*»,<• ] tr.) 

A /<£ alatti felsorolt lehető-

ségek közül szemmel láthatólag az első telje-

sül /: u.i. 
rní-Z /' _ 

-0 ' > 0 

jn ú egesz 

számok:/ tehát az elektron relatív mozgásá-

nak pályája csakis ellipszig_iehet . 

5/ A.OÜANTUMSZÁMOKRA VONATKOZÓ 

„feltételek,^ 

A l#- alatti második lehetőség 

teljesülne, ha 

)*- n ^ ( A7 / srt-f J ^ 
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leniB , vagyis "beírva É értékét : 

amely csakis űgy teljesülhetne, ha 

//?*//n s- /n? ) * - cx^> 

tehát,hogy vagy/»=«=>-<qs, vagy-w# =«=-©« lenne. 

Ezt az esetet zárjuk ki, amindőn kimondjuk, 

hogy a quantumszámok végesek legyenek. 

Még indokoltabbá teszi ennek az 

esetnek kizárását a következő megjegyzés: 

Tegyük fel,hogy ©s, Alikor 

/S. alapján , tehát 

J = - 0 * = ű 

a pálya egyenes párrá degenerálódó kúpszelet. 

Sőt egy később felemlítendő eredményünk sze-

rint a pályakőr,h.a 

í* 7* = 0 

ez pedig itt teljesűl,Szóval teljes bizony-

talanságban vagyunk a pálya alakját illető-

leg. Különben fizikailag sincs értelme ennek 
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az esetnek. 

Vég"l a harmadik feltétel telje-

sülne, ha 
— r < o ^ 

<<J ( /n / J 

lenne,ami megint csak akkor volna lehetséges, 

ha a quantumszámok között ilyen reláció,álla -

na fenn: ? — 

ahol d egészen tetszőleges pozitiv.vagy neg-o 

gativ valós számot jelent. /: mem 

teszünk megszorítást :/ U.i, ZS. teljesül,ha 

akkor 

/n?( n /- < O = - cf 

/n(sn + m f ) ± cf/ 

legyen pl. 

*t = <r 

/nf = ti- m 

Ezt az esetet azzal zárjuk ki, 
hogy a quantumszámok tartóznak valósak lenni. 

Különben fizikailag sincs értelme az imaginá 
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rius, illetőleg komplex quantumszámoknak. 

^ az slektronpályAk adatai . 

Az eddigi feltevések alapján te -

hát az elektron pályája csakis ellipszis le-

het. Állapitsuk meg, most már az analytikai 

geometria ismeretes tételei segítségével a 

pályák egyes adatait. 

Visszatérve a pálya /X ,alatti 

derékszögű koordinátás egyenletére, abból 

egy translatioval és egy rotatioval ilyen, 

alakú egyenlethez jutunk: 

a* * 6* ^ 

hol a, az ellipszis nagytengelye, / a 

kistengelye. Legyen a numerikus exeentri -

eitas: 
- c 

CL 

1/ Translatioval a koordi -

nátarendszer origóját az ellipszis centru-
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mába hozzuk. Mivel a centrum koordinátái: 

^ = c J , 3 3 
30, 

^ c//?3 
a transformátie formulák ezek lesznek : 

ĉjrj 

^ :/r* / 
Végrehajtva a müveleteket nyergük, 

= o 

hogy 

2/ Rotatioval elforgatjuk a ko -

ordinátatengelyeket ügy, hogy essenek egybe az 

ellipszis tengelyeinek irányaival. Az átalaki-

tás elvégzése után egyenletünk ilyen alakú 

lesz: 
t f ' X r ' + z - o 

Ct̂ UT̂  CK, b l eU ̂  eleget tesznek a következő 

egyenletnek: 

£ 7 ^ ^ 
=0 
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ahonnan: j[ - £ i-r 

/ = 

Elvégezve a szükséges helyette -

sitéseket egyenletünk a következő, szokásos 

alakba hozható : 

ál . r y 
é?SZ > j — t 3/. 
</ - / 

(i, '(£*+?*-&*) 

Az ellipszis tengelyei tehát az 

a? = 

/ w ~£ 

0) _ ^ $2. 

és a £1 alatti egyenlettel ismeretesekké let-

tek.Azonnal látható,hogy a pálya k<5r, ha 

=-0 
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de mivel _£ és valósak,ez csak akkor 

következhetik be,ha 

^ • ü ; <7 -

Behelyettesítve most w,árJc>L-?'t 

értékét **?.)-bői,nyerjük a nagy - és kis-

tengelyt, kifejezve a quanturn szamokkal: 

^ , 1 t. , /f ^ , /.->/ / •>[ /). >'}! 33. 
a = (<n+<n*J , & .9t*jue& t J 

Az exentricitasra pedig ez az 

összefüggés áll fenn : 
/ ?*• = 

(/TI f srl+J*' 

illapitsuk meg az atommag helyét 
a relativ mozgásra nézve ! A /<£/ alatti meg-
adott derékszögű koordinátás egyenletünk oly 

tulajdonsága,hogy a koordinátarendszer origó-

ja épen az atommagba esik. 

Mindenek előtt kimutatjuk, 

hogy az atommag a relativ pálya nagy -

tengelyen van, az altal , hogy bebizonyit— 
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1. ibrd, 

jukjhogyaz OJ ugyanazt a szöget zárja 

be az JT tengellyel,mint a nagytengely 

/: A - ban van az atommag :/ 

Az egyenlete, 

mivel a centrium koordinátái az emiitett 

koordinátarendszerben ( ̂ '/ 

_ 
t e ~~ j 

. 
<4,j £ 

/ 

v4)f 

<X̂? 

/ 
/ 
/ 
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vagyis y 

Helyettesit ve es> 3t 
értékét : 

/Y ̂  - j .<* 

Másrészről^-valamely iráî y y 

szöget zár be az J" - tengellyel s a hozzá-

tartozó konjugált irány -et, akkor az 

utóbbi irányban eső diameter egyenlete 

t. ábra. 
ha a kúpszelet egyenletét ilyen alakban ir-

juk : 

Gs.fi f- •£ 4.14 -f- f- f ^^33 —~Q 
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1 1 0 1 Cl -

&ÍK KC 

(Q Yf C&i <f + íl/t f)/ 1- (a'i cjyif t- ci-n (f ) •£ t-

t(a„ tric/ * rtH ?) ' ( ) 

Ismeretes, hogy a kistengely 

konjugált iránya a nagytengelynek.Ha tehát 

a kistengely j3_ szöget zár be a + X 

tengellyel, a nagytengely pedig öí - er 

i. / j. ábra/, akkor 
— „ /C 

- / * 
s a nagytengely egyenletét igy Írhatjuk: 

f %h
 C^ A

 fi 4 ) -£ + / Q-n g t~ 

" V / ®Sf 'e^ fi f - CO A-C+1* /3) — O 

Ennek iránytangense : 

fa ^ ̂  ^ w / 5 

__ 4/z Ct/x (*jys ot ^-3/ 

4-̂ Vz ̂  O** <U>4 °C C&t> 

Ebből : 

A*n U. C4* *•(*>« - a^ J "" a^(****<* Aoz* < f 
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s rendezés után egyenletünk igy alakul: 

a A * 
y 

X 

oC 

¥ + V < / ( J - ) f 

OC 

tehát / 3f.j alapján :/ 

7 -
J 

amiből világos, hogy a pont rajta van 
nagytengelyen. 

<3. Ábr£. 
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Rajzban tehát az eset igy tüntethető fel. 

/: 3. ábra :/ 

Most már *4 helyét nagyon 

egyszerűen állapithatjuk meg : 

/ dw )\ i )c J * **l _ 
- { ^ r / * { - * - ) ~ 6 

vagyis <A az egyik fókuszba esik.Tehát az 

elektronnak az atommagra vonatkoztatott re -

lativ mozgása oly ellipszis pályán történik, 

amelynek egyik gyújtópontjában áll az atom -

mag. 

Most már az eddigi eredmények -

bői közvetlenül feltudjuk irni az elektron 

relativ mozgása pályájának egyenletét polár -

koordináta rendszerben* Az ellipszis fokális 

egyenlete u.i, 

r a ' a-
aholaa nagytengely, pedig a exeentri -

citas, amelyek az előzőkből már ismeretesek . 
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Tekintsük most már külön -

külön az atommag és elektron tömegközép -

pontra vonatkoztatott moggásásának pályáját. 

Ezek egyenletét a £ alapján helyettesités-

sel nyerjük: 
= _ / // f 

i-t* 

/ = - . 

/ - 6* 
jr. 

hol: 

(V, 4* 
í»* f/f V* e S 

-( <n +• )* js. 

tehát úgy az elektron, mint az atommag tömeg-

középpontra vonatkoztatott mozgásának pályá-

ja ellipszis, amelyek hasonlók /: L mindket-

tőben ugyanaz :/, konfokálisok s közös fóku-

szokban van a tömegközéppont. 

7/ AZ ELMÉLET ALKALMAZÁSA. 

Ezen atomelméletre,amelynek 

kiépítésével 'Ujabban igen sokan foglalkoznak, 
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első sorban azért van szükség, hogy elfogad-

hatóan megyarázhassuk segélyével a szinképek 

keletkezését. Azonban maga a megmagyarázandó 

terület oly nagy, hogy egy mindent megfejtő 

elmélet megalkotása rendkivül nehéz feladat 

s eddig még nem is sikerült. De ahhoz-

az atomelméietnek általunk eddig vázolt ré-

sze is már elegendő, hogy a ü£ és egyszere-

sen ioniasált ü" ( = vonalas színképét 

levezessük. 

Mindenekelőtt megjegyezzük,hogy 

az elektron,mechanikai energiája gyanánt ts, 

alapján negativ érték adódik, ami ellenmon-

dásban áll az energia fogalmával. 

Ezt az ellenmondást az elmélet 
eddig arra való hivatkozással eliminálta,hogy 
az elektronnak van saját energiája is,amely-
nek értéke /: a relativitás elmélete 
alapján:/ s amelynek értéke biztosan sokszor-
ta nagyobb,Biint (E j és pozitív,úgy,hogy , 
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ha az elektron összes energiáját figyelembe 

vesszük,mindig pozitiv értéket nyerünk.A sa-

ját energia állandó,azért az £ -ben beálló 

változás egyúttal az összes energia változását 

ábrázolja. 

Mi.függetlenül a relativitás 

elméletét61,úgy próbáljuk az itt levő látszó-

lagos ellenmöndást kiküszöbölni,hogy hivatko-

zunk arra,hogy az elektronnak másféle energi-

ája is lehet,mint a mechanikai,- hó, vagy 

elektromos energia,- amelynek nagyságát nem 

ismerjük,de amelyről feltesszük, hogy nagyobb, 

mint \E| , úgyhogy az összes energia vég-

eredményében pozitiv előjelű s £ változása 

voltaképen az Összes energia változását mutat-

ja./: Különben is fizikai folyamatoknál,je -

lensegeknél mi mindig ösak_az energia változá-

sát kisérhetjük figyelemmel és mérhetjük:/ 

Figyelembe véve most már - öt, 
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ebből az következik,hogy az elektron csak 

így tud ml mély belső pályáról aás kíllső pá-

lyára át»ennl# ha valamilyen energia forrás-

ból energiát vesz fel /% t.i. \Ej esökkoti, 

tehát az Suszes energia növekszik t/. Eszel 

sxe©bentha let-1 tő pályáról négy át bel sőr®, 

energia szabadul fel, ez alakúi át a leg -

tijabb előélet szerint valamilyen hulláahosz-

szúgágú fllletőleg freqaentlá^ú fénnyé • 

Az atoseliaélet úgy van megálkot • 

vat hogy nlaél nagyobb legyen a megegyezés 

az atomok és a naprendszerek közt szerkezet 

tekintetében. Be egy szempontból ©égis lénye • 

ges eltárás van köztük# azt hogy az atomoknál 

a ^Bantnoelméletl feltételek következtében 

ősök oly pályák lehetségesek amelyeken az 

energia bizonyos ©határozott érték, megfe -

lelően a tJ- foraailának. Bohr alapfeltevése 

szerint m egyes pályák energiába közti kü-
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lönbség épen egy " fényquantum amelynek -

nagysága , hol & az elemi hatásquantum , 

pedig a rezgés szám. Ez azt jelenti,hogy,ha 

valamely külső pályáról az elektron átmegy 

valamely belső pályára,a felszabaduló energia 

fénnyé lesz,melynek rezgésszama£ . Ugyan -

azon pályák közt való átmenetel alkalmával 

mindig ugyanazon szimi fény jön létre. Az 

itt szavakban elmondott tétel nem más,mint 

Eiiistein fényelektromos tételének Bohr ál-

tal a színképvonalak elméletében alkalmazott 
2/ 

alakja . 
• > * 

ahol Ek jelenti a kezdeti, E+ a végpályán 

levő energiát. 

— — ' — r 

Sommerteid: Atomban und Spektrallinien 
IY, Auít. 1924 i 46.0. 4 formula és 49 o . 
6, formula-
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A tulajdonképeni rezgészszám 

formulát most már úgy nyerjük,hogy he&elyet-

tesitjük E* és Er értékét -bői. Legye-

nek a kezdeti pálya quantumszámai : é> ás , 

a végpályáé : ̂  és ^ akkor : 
- e-'-á* r / / 7 Qg 
~~ Ji3 (í " * "t)* (A + Ai)1J 

Ez az eddigi feltételek alapján 

előállítható legáltalánosabb rezgésszám for-

mula, amelynek egy speciális alakját már 

régóta ismerik, Balmer találta 1885- ben, 

empirikus utón./: Balmer seriese :/ . 

Ezt úgy nyerjük 40, -bői, ha tehát 

= /m 9 az* = ss ° és = X. helyettesitést 

végzünk./:Természetesen $ -ról lévén szó , 
3 

£ = / ^ É = e :/ 

X e f /V. /- ) = a /_Z- - 1 ts 
í> - -ji ( & * - J <&[ <** &*/ , ^' 

fv- / n ^ £ 

' á = 3,t~-

13 c 
Sommerfeld i.m.84.o.galmer jeölése szerint 

hol Minthogy l=~r; Megyezik 
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hol St jelenti a Rydbergjféle állandót. Eb-

ben az esetben csak kőralakű pályák lehetsé -

gesek, amelyeknek közös középpontjában van az 

atommag.Minthogy az atomok száma igém nagy, 

minden időpillanatban történik mindenféle át -

menetel,ez az oka annak, hogy a vonalas szín-

képekben minden létrejöhető vonal egyidejűleg 

létszik, illetőleg észlelhető. Az egyes seri -

esek pedig úgy keletkeznek,hogy a külső pályák-

ról-ggyagarrja.. a belső pályára mennek át az elek-

tronok. Pl, a Ü! BaMer seriesénél a második 

pályára tehát,ha az átmenetelt a 

pályák számai közé tett nyillal jelöljük , -

létrejön, a 

Wcx. : 3 -* Z 

t — X 

: S 4 

Ugyanezeket,amiket itt felsorol -
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tunk, átvihet jük' az általános esetre is azzal 
a megjegyzéssel, hogy a quantumszámok helyébe 

quantumszámösszegek teendők. Természetesen 

a 40 alatti formula bizonyos korrekciókkal 

ugyanazokat az értékeket szolgáltatja, -

mint 41/ 4// 

A Sommerfeld féle általánosabb 

elméletnek elsősorban ott van jelentősége , 

hogy segitségével magyarázni lehet a Zeeman 

és Stark effektusokat is. T.i. a mágneses, 

illetőleg elektromos mező által módositott -

ellipszis pályákon az energia is más, mint 

elektromos mező mélkűl,azért ugyanazon quan-

tumeiaámösszegű,de különböző ellipszis pályák 

közti átmenetel,alkalmával tétrejövő 

4 Hogy mennyire teljes a megegyezés az 
elméleti eredmények és a tapasztalat közt,er-
re nézve elegendő utalni az irodalomra. Pl. 
Sommerfeld:i.m. 86.o. 2.táblázat . 
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némileg különbözni fognak /: pl. ha az (&S) 

quantumszámú pályáról megy át ( * ) -re, nem 

az lesz a rezgés szám, mint ha (4, 3) - ról , 

(*,•&) -re jut át :/, tehát a szinképvonal 

vonalrendszerré alakúi át. Ennek részletezé -

sébe azonban ez úttal nem bocsátkozunk . 

Azon eredmények, amelyeket az 

elmélet eddig felmutatott,annak ellenére,hogy 

még sok,megoldandó nehézség mutatkozik,szük-

ségessé teszik az elmélet minél szélesebb me-

derben való kiépitését.Ez történhetik két 

irányban: 

1/ Keressük a többi elemek atom-

jának szerkezetét s azokból az illető elemek 

szinképeinek kiszámitását. 

?/ "?armak oly kisérieti eredmé -

nyek a spektroskopiában ,amelyeket ,vagy ame -

lyekhez hasonlót eddigi elméletünkből semmi -

képen levezetni nem tudunk,/: Pl, a K. 



rr a 
— ü4 

kett5s vonalai - dublettjei :/ Az elméletnek 

ez irányban való tovább fejlesztésére eddig 

az Einstein-féle speciális relativitás elmele-

tét használták fel. 

Mi szintén az utóbbi irányban • t-

óhajtunk tovább haladni s megkiséreljük oly 

feltételek keresését, amelyek lehetővé teszik 

egyrészt a relativitás elméletének mellőzését, 

másrészt ugyanazon eredmények legnagyobb r é -

szének levezetését, amelyet az elmélet eddig 

elért a relativitás elméletének felhasználá -

sával. 

8/ Az ELMÉLET ̂KIBŐVÍTÉSE 

Az eddigiekben azzal a feltevés-
sel éltünk, hogy az olyan kis távolságokon is, 

amely van az atommag és az elektron közt, a 

fellépő elektromos erők Coulomb tőrvényével 

fejezhetők ki. 

Foglalkozzunk a következőkben 
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azzal a kérdéssel, semennyiben fognak módo_ 

sülni a formulák és eredmények, ha az erőki-

fejezésben még egy a távolság harmadik hat-

ványával forditva arányos tagot veszünk fel, 

úgy}hogy az 
C _ _ e"é _ Ce % 4? 

- -jr 

legyen,hol az arányossági tényező 

és £L jelentse az elein rendszámát a perió-

dusos rendszerben, Legyen továbbá a 

d* 

olyan,hogy a magasabb hatványait tartalmazó 

tagokat el lehesen hanyagolni. 

Ez a feltevés eléggé kézenfekvő 

nek látszik,ha meggondoljuk, hogy kis távolsá-

gokról s ezekhez képest aránylag nagy elek -

tromos mennyiségekről van szó. 

Ebben az esetben tehát ; 
£ = ^ = 

<2, 



- 36 -

az elektronnak az atommagra vonatkoztatott 

mechanikai energiája, hol most is a 3. 

és a 4 , alatti jelöleseket alkalmaztuk, 

léhát //. és £* ,alapján ^ - bői a moz< 

gás differenciálegyenlete : 
ctii _ ue.Z . .[Jj, Ú e & Z sl 

*r L — ^ v 

Ha még bevezetjük a /S. alatti jelölést : 

Ennek az egyenletnek általános megoldása : 
(4~ 

S = 
e- - / / _ 

+&e
 J

 +-

Elválasztva ebben a valós részt 

az imagináriustói, a valóságban létrejöhető 

mozgás egyenlete: 

4 = £c^)(Y- •&£.<&)¥>-/- (•/- •& £aj? )(f t-

+ ^ = _/ 
/ - f 

Vegyünk fel oly koordináta rend-
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szert, amelynek pólusa összesik az adotttal 

s amelynek polártengelye az előbbihez képest 

i Z s f.f - szöggel elfordul. Akkor az uj 

koordiaáta rendszerben az elektron atommagra 

vonatkoztatott mozgásának egyenlete 

^ 4 * y *{/>/ f,/ / ^ 

Jlaradjunk meg ebben a koordináta 

rendszerben. Elvégezve az előbbi meggondolá-

sokat azt találjuk, íiogy a pálya 

ellipszis ,ha < ) 

parabola, ha Y > ̂  - j 

hiperbola, ha y > 7* > 

§/ 
A^OUANfüMELMÉLETI FELTÉTELEK 

ALKALMAZÁSA. 

H§gy megállapíthassuk ,mi a pálya 
alakja, alkalmazzak ismét a quantimelméleti 

feltételeket : 
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Ae első feltétel szerint : 
y- y,f 

hol az <22 azimutális quantum szám. 

A második feltétel, amellyel a 

radiális quantumszámot vezethetjük be, 

alapján 
I f 

fy&E 
Ennek integrálására közvetlenül 

alkalmazzuk -t illetőleg z4. etúgy hogy 
/ - -

U e £ 7 / 
~ /n< 6 

VTjHT J 
e ^ ^ /. /*<,/ = g ̂ ^ 

^ y f^~^£T~ 

Négyzetre emelés reciprok értékét véve : 

t—1 fj* [sn f-sri 1) ̂ -Á.* (- f'*2 _J 

Ve z e s síik be a Rjföb e rg -féle állán -



dot 
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aj 

^ ^ //r' 

n = _ 42 *n /vr . a ) n. 
L (ntrn,)* (m * »2<jVe~f ( 

Látjuk tehát,hogyha % c -* 

teszünk átmegy % & -be, Vagyis, a iá -

sodik tag tisztán a Coulomb -féle erőhöz fel-

vett " korrekcióserő " miatt jött létre.Ez 

a tag már csak azért is felhívja figyelmün-

ket,mert nemcsak az ('* + *•')- tói függ, 

mint , hanem ^ - tői is, 

W/Az ELEKTRONPÁLYA ALAKJA. 

Az elektronpálya a jelen esetben 

is ellipszis, amit a következőképen bizonyít-

hatunk : 

5- — 

Bydberg -Ritz féle szám. Sommerfeld i,m, 
84.o. 3 egyenlet és 111 .0. 16 formula. 



- 40 -

Láttuk,hogy a pálya egyenlete 

A & * ( < / - + * { A v n ( s - ~ 4 & 2 J ? + f 

A 44, alapján : 

9 // C — U*- // I * f sLf- I c -h 71 l í - ) 4 1 — 

tíj^b A ! I o/f / ' ( dé J ' ( J J sr- ,-r-í 

Ha figyelembe vesszük /<-«' ̂  
nyerjük, hogy 

oi ( <% ! ^ 

hol 

'>•£$ '=-." / - ^ (i-4 £)f -

- £ ( t - 0&*)r] 

Minthogy E a pálya minden 

pontjában ugyan az, válasszuk a 

o j <r = ^ 

pontot. Ezen a helyen 

l -J 0 

-bői s~o. -et hehelyette -
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sitve, nyerjük a következőket: 

^ j v . f/-^ f D £ * ) -

- + Zt.dZ) 

4*. -bői látható,hogy E 

negativ előjelű, úgy,hogy 

f j *• #- *z*). '( é<&) 

tehát : 

(? * IV•-TTTa** * * ( " *£»•?' 

<\f *• r7 < #'*(/*• J 

j v ? < 

: Ez a 46 alatt felsorolt feltételek 

közül épen az első. Tehát az elektronpálya 

olyan ellipszis, amelynek periheliuma min-

den kő^íordulás alkalmával : 

J l tfo *•*. 

szöggel elfordul. 
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Eddigi fejtegetéseinkből világos, 

hogy az a feltétel, amelyet bevezettünk,alkal-

mas egyrészt a periheliumelmozdulás levezeté-

sére,másrészt oly energiaformulát szolgáltat, 

amely a quantumszámoktól külön-külön is függ. 

Ez utóbbinak az a jelentősége, hogy az ugyan-

azon quantiimszámösszegűjde különböző ellipszis 

pályákon az energia nem lesz ugyanaz,azért az 

egyes színképvonalak helyett vonalrendszerek 

fognak keletkezni. Mielőtt azonban ezt jobbam 

részleteznénk,szükségesnek tartjuk feltételün-

ket általánosabb alakban megadni. 

Ezúttal csak az esettel foglal-

kozunk , amidőn a korrekcióerő csal: legfel -

jebb a távolság harmadik hatvanjáéival forditva 

arányos. Legyen tehát 

/ ' et j * 

//*• * • * 
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Tegyük fel,hogy S, ek jf ̂  e£_ -t 

is tartalmazzák s a magasabb rendű hatványaik-

kat tartalmazó tagok elhanyagolhatók /: ̂ -re 

nózve elegendő csak annak feltevése, hogy ^ 

magasabb hatványai elhanyagolhatók legyenek / 

Legyen tehát 

= — e
 & [ £ + <-4 < * f )

 5
 -2-

A jelen esetben az elektronnak 

az atommagra vonatkoztatott mozgásának dif -

gerenciáiegyenlete ha bevezetjük a következő 

jelölést: 

(tfi- * *7 - <F 

J-C / - 3 

ctf* ~ + ér-4 s*. 

Ennek az egyenletnek teljes 

megoldása 
% 

Elválasztva a valós részt az imagináriustól, 

mondhatjuk, hogy a pálya egyenlete, fel téve, 
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hogy -$>o ; 
__ úy 

^ ~ / fj ~ ̂  -h AJsyt' lí~ $ • ̂  ^ 

ahol a j és 7 valós számokat jelentenek 

A 
- S > o 

% 
feltétel mindig teljesül,ha ^7 elegen-

dően kicsiny : 
€ , y 
—77 « -7——y— s-e, 
C{ * - J/c e S 

Áll apitsuk meg a quantumel -

máleti feltételéivel :a : 
¥- -Z/< e £ + J-, ' + fi — ~ ^ 

Alkalmazva - x ^ - et 

^ e £ (J * Sí) 
.«,<( - t t. -s Sf. 

amiből,ha *£,, és függetlent! £ - tői, 

átalakítással nyerhető : 

£ = - e -Sf'yU e* cf / <^Vff/- j u e $ ct* 

' ' ' " 
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Mindenek előtt f^ -bői és $$-

ból már két fontos következtetést vonhatunk 

le : 

1/ A perihelium mozgása ^ - tői 

és -tői teljesen függetlenek,tehát ahhoz 

hogy a perihelium elmozdulását magyarázhassuk 

az általános esetből a legegyszerűbbet úgy 

nyerhetjük, ha 

^ = 0 , ' O , £ jp O - <lorz4t 

helyettesitünk . 

2/ A színképvonalak szerkezeté-

nek magyarázásához is teljesen elegenáő az 

$9 alatti, megválasztás , u.i. a [ J 

es kifejezés -tői és ̂  - tői függet-

len. 

Az <?$. alatti speciális eset 

ugyanaz, mint amit az előbb próba képen fel-

vettünk. 
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J2/ AZ_ÁLTALÁNOS ALHKU FELTEVÉS__ 

^SPECI ALIS ESETEI. _____ 

Miután az elmélet ^ ^ és 

jv közt relációt nen ad, azokat vagy önké -

nyesen választjuk,meg, vagy valamely kísérle-

ti eredmény, vagy megfigyelés alapján érté -

küket kiszámitjuk. Mindegyikre példát fogunk 

"bemutatni. Egyet előre is leszegezhetünk: 

minthogy A eA végtelen sokféleképen 

választható meg, végtelen sok olyan elméletet 

lehet konstruálni, amelyek mindegyikével meg 

lehet a perihelium elmozdulását és a szinkép -

vonalak szerkezetét magyarázni. Bzek az elmé . 

letek mind hasonlók, csak a bennük szereplő 

számadatok,vagy állandók, esetleg egyes leve -

zethető eredmények számértékei különböznek. 

Jdjuk meg J L i & « értékét 
önkényesen : 
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Tegyük í'el, hogy fa ^ és 

az f - tői függetlenek, de £ -vei 

Y§lÍ22ö§iS_i 
•= 2 a-c E ' 

<&, = 2 e * E ' 

t = 2 c < E £ 

s most S? - bői számítsuk ki £ -t; s? 4 

ilyen alakra hozható : 

Jj* e 'S %, ) t 4tn ,1c/}//- A 

Y T T I j T 60' 

fia a későbbi osztóra való tekintettel a -t 

tartalmazó tagot niost még meghagyjak, é^-ből 

átalakitássál nyerjük,hogy : 
f )*Ie <o •£ f + -^z- } — í * * < * - , _ 
l -f- J A Ó Z _^U 6 c b-, (_7 /TI / ^ 

£ f. e éJs 

jelöljük a rövidség kedvéért : 

J"'- [(•»- "k) -

s-

Ct/f) 6'f. 



Lí'or s 

E + e i J . - ~ L í i ^ 

Ko^y © tovi'bbi Fgsámo}. rsok "Mhotő-

Cíi-" szerint egyszer* ok l^^nel-c, v OlassziaK ̂  

í- t, és ^ - et úny, hogy ez az ogy«n3et £ ~ 

b-n csak píaodfoKu 1 ->gyon. 

F?t elérjük pl. tif^hony 

^ •= a.. + a, E + a* E * 

<•4 - /. * t.E "• 
1 % 

/, ^ tf, CíTrt -̂
vál*S7tJtik. ̂ ebé^yott 'sitvft 's r^ndexv© t 

£J^de et *- / + $?] + E> [^(e &0" t^J f 

1- *?£»£] -f- E\[S/. e Éa-* t- "0 

vagyis ogyorű otí'nk ilyen alalds 

c7{ /• rfE <ME* = 0 
aaifcől „ m ^ T ^ r r , 

k " ~7JÓ ~ ~ ~ 

írjuk fel most Már E -t 

d^liöit© • Erég&Ől előállitjtik az itt elő-
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forduló mennyiségeket /: Jk , &, ^ ~ 

-re vonatkozó azon megjegyzésből,hogy maga-

sabb hatványaik elhanyagolhatók legyenek , 

következik, hogy ££.- együtthatói szintén 

ilyen tulajdonságúak. A másodrendűen kicsiny 

tagokat a későbbi osztó miatt, még most ve -

gyük figyelembe :/ 

tf'-fS'fe ga, rSJ + Jt, , < ' / „ /,]' -

= , 'éa.Y / /)* / 4^'' & f-

JtJé? ~̂ /C/ö,0ê  +- / •* <?£<> +- /fa J^J^e & J ^ 

* n i- j/~e, 'Scl.. ioct*, 6?̂  $ CLo 1~ 

tehát: 
g*- ^ j/j/p - f f- - e- %a+) ^ 

f . *e* /- "£f<avá+-

~ ^ A y f 4Jfl£0£i 

Ebből : " 
==

ty/~^V e. & UiJ i- -Z-^e,&CL* -

— JJÍIL 6 o ̂  _ e (5 Q- t t- ^ Se/fiy -t ̂ C<% & < &-C ~ 

J gf- 4 e %a± &, 
y. _ — jr jr. " 
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Válasszuk most már a négyzetgyököt pozitiv 

előjelűnek. Akkor 

=-Je/&a+ - -

- eí<u#, t- ü e £l'J-c 

/er«í 

végűi, ha -mel elosztjuk,nyerjük,hogy: 

' ****<-£ -

£"& a < . 

Hogy az tí végleges alakját fel-

írjuk, szükséges ^ és P megállapítása. A 

továbbiakban már,minthogy csak első megköze-

lítéssel akarunk dolgozni, az és 

4>t - 4 magasabb hatványait elhanyagoljuk: ei:te? 

/ ^rj< eé* ^ , 
cJT* C**^V^ ^ ̂ ^ ^ / 

^ *yu<e'é* / V / T > Jer(o'€ 

l/t
r~í (, n * /*?-•>) '^ '(/n -f /n-,)e /é f " r3y 
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úgy,hogy : 

n < 
— C & Qo s jv; j* 

*-* f/n /- <riij ft 

,<>?/>sg, , jy^} 

(m t n)* A9 í ^ Á* 

Z*yue*É*6. , fjt*/SeW£, ^ 

Qn-<-"n)*A* (/n. i-yyi^J* Á.* (/n-t-sn,)'4 A4 

válasszuk most már azt a spe -

ciális esetet,amidőn: 

£ e 
•i 

/ 
) *** ^a £.*-

o. - — Í - t - > <£ ' ° 

e £ Z/L ^ 

64. 

akkpr 63. a következő egyenletbe megy át: 

P é* si*sn,<?«é* / / , M,) 

^ (*i + *<)* f
 7 *T% 

Tegyük fel végűi, hogy ^ a ^ mellett 

elhanyagolható. Ebben az esetben : 
0 = __ ̂ e''$ f _ f /_ ̂  .n*. ) 6i 

( >z-i-m f )* &* (<n + <i? 1 J **'/L* c,* - ^ ' 

ami teljesen megegyezik a speciális rela -

tivitás elméletével levezethető energia 
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6 

formulával., ha megállapodunk abban, hogy 

a 6%. -ben előforduló ü. épen a fény se -

besség 

Az eddigiekből most már,-

természetesen - arra következtethetnénk , 

hogy a speciális relativitás elmelete volta-

képen speciális esete az általánosabb alakú, 

általunk megadott feltevésnek,amelyet abból 

a 64- alatti nem minden tekintetben 

kézen felevő megállapodásokkal vezethetünk 

le# Ha ugyanis tovább folytatjuk a gondolát-

menetet, ugyanazon tételekhez jutunk,mint a-

melyeket a relativitáselmélet levezet 

st.) 44.) •' /9.) felhasználásával : 

/ . e,i >"£ 
-h 

c* 
(£ , -/ 

6 Sommerfeld ii. 420. o.6.formula, 
keves , jelölésbe!i,ktílönbséggöfL * 
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Végig osztva y t ' ~ n e l ; 
/ a f , = /, E a 

( f" rrL* 7fJ ( * 

Határozzuk meg /? -t úgy,hogy 
/ ^ / , / /sf +. -JL 

/-/$* yUz C.* (fi* <*< 

legyen ,tehát 

jelöljük a< -gyei a követ-

X 
kező kifejezést: 

y , -: .*{ f -fi') * 6?. 

akkor 66 -hói : 

/ ' í v f (*'' ~-r A V • 

- ~z (*'r "-'?') H. 

ha a 6f. ,alatti kifejezést- egészen 

önkényesen - elnevezzük tömegnek s úgy 

is számolunk vele,Itt természetesen egy 

ujabb,épen nem kézenfekvő megállapodás van. 

Ennek érdekes következményei vonhatók le: 

ff. - bői 

^ ' 
/ 
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tehát 6 7- alapján a mozgó tömeg a sebes -

seggéi változik.Továbbá, hogy az elérhető 

legnagyobb sebesség <3. Stb. 

Minden különösebb nehézség nél-

kül tudnánk még levezetni több ilyen csoda -

latos eredményt is, /: pl.hogy milyen össze-

függés áll fent a tömeg és a kinetikai ener-

gia közt :/amelyek mind megegyeznek a rela -

tivitás elmeletének laegí-lelő ve] . 

Természetesen elliemarködott colcg volna most 

már arra következtetni,hogy a relativitás 

elmélete speciális esete a mi általános ala-

kú feltevésünknek, legfeljebb csak annyit 

mondhatunk, hogy az előbb tárgyalt speciális 

esetnek és a relativitás elméletének egyes 

tételei megegyeznek és,hogy ez a speciális 

eset nem a legegyszerűbb az általánosból 

levezethetők közi'l. De akkor ebből követke-

zik az is, hogy azon elméletek közül,melyek-



bői a színképvonalak struktúráját le lehet 

vezetni,nem a relativitáselmélete a legegy-

szerűbb. 

Végűi a teljesség kedvéért meg-

említjük, hogy az 63.) alatti egyenletnek 

legegyszerűbb alakját nyerjük,ha &<• 

/ /H />-r - ) * •£ f /yj />7 * ) í ( <+i /- s>ti) ' >f ̂ (^/n / íj ̂  Jz 

ami teljesen megegyezik a 4r) alatti for-

mulával. 

II. Az elmélet legegyszerűbb 

esete <dt - = o. ^ ^ 

Térjünk át egy pillanatra a 

Naprendszerre. Vegyük azt az esetet,ha egy 

bolygó két ing a Jfap körűi, a hatóerő a gra-

vitációs erő. Minthogy azonban a Nap körül, 

azonkívül a naprendszerben egyebütt is vannak 

s mozognak kisebb -nagyobb tömegek, ezeknek 

a vonzását is figyelembe kell Venni. Ha ^ a 
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bolygó,- j.^ Ha> tömege, ' .P^ig £L1 an-

dó, vegyük a korrekciós erőt 

nak. Ugy,hogy 
ô 1 c/? M 

a gravitációs állandó. W-) -et ugy 

nyerjük, -bői,hogy £ helyett ^ -t 

J? helyett ^ -et irunk és ^ ^ = <?•-

Ekkor *3.)-bői : 

ef - $ 
/r*Ls cz/é> 

- / af* 

fel, hogy teljesül az a feltétel is, 

hogy a J*- magasabb hatványait tartalmazó 

tagok elhanyagolhatók.A pálya egyenlete : 
sí ~ ^ Ctr-1 /-*§ f i- $ U7 +- ^ s 

Egy teljes körülfordulás alatt a perihelium 

elfordulása alapján : 

A<j; _ ^ t ^ 
' oi 
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Ha &•) -ben ^ és A f ismeretes,.^ 

kiszámítható. 

Megfigyelésekből tudjuk,hogy a 

Mercur periheliuma egy évszázad alatt 
7 

?£'S3V szöggel fordul el keringése irányában. 

Tehát a Mercur adataiból épen kiszárítható. 

A Mercur tömege 6.000.000. -4®or. 
8 , 

kisebb a Hap tömegénél azért 
?>7 C^é> ^ ^ ! • 

A- -7- — ' / -

12. alapján : 
a „ /fa, & 

d = <? ^ f — = 

£/H-t, 

ahol & jelenti a pálya nagytengelyét, L a 

7 Sommerfeld i.m, 413.0.8 sor szerint kb 
43, Encykiopádie der mathematischen Wissen -
schaften Bd VI 2.A. H,7. 887 oldalon levő táblá-
zat szerint 42.89. A táblázatban levő többi áőa-
tokkal való összebasonlitMatás céljából vesz-
szük mi is -ennyinek. 

8/ Connaissance des temp^pour l'an 1926. 
XV. o. 
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nimerikus exéentricitást, z_ pedig a kerin-

gési időt,Tehát 

„ c J6Z* 

í'l 

•Jf 

vagyis : ^ ^ ^ 
b" cJá Zc 

Az egyes adatok, amelyekre szükségünk van, 

a következők: 

Z ~ S T 9 € 3 & ^ V 

é = e-tosé/ v 

a, = 0-d8í038.<b? ^ 

hol <% jelenti a főldpálya nagytengelyét. 

9. Connaissance des temps üoux l>an 
1926. XII &. 
10/ Connaissance des temps pour l'an 1926 

XV.o, Masses des grosxes plánétes d»aprés 
Hewöomb / 

11/ Encyfcklopidie der mathematisohen 
Wiessenschaften Bd, VI. MA. H.7. 848 o. 
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/ a r = /v/páro# 

c/6 =• 3V4.43Z. /m? 

hol a a pőld tömege 

- ő"3<P. SO f-

Ezek felhasználásával: 

£ = 0-CJ.93Z M 

f!a most már €*_ -et ismerjük, 

a többi bolygóra is kiszámíthatjuk a peri-

helium elmozdulását, végezzük a számítást 

úgy,hogy a Mercur perillelium elmozdulására 

vonatkoztathatjuk. 

Legyen Z-2-) -bői : 

eJ/Z? <tf, 

Mivel j 

A% 

Af = 

JiFCbff*- £?) 

r /é, rí K 

itnj(/-

6? & 2 

<z, CL.t 

= űs . / - *•/ 
V. 

12. 
Landolt - Bőrnstein : Physikalisch 

chemischen Fabellen 1925. 24.o. 
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Legyen a Mercur periheliumának elmozdulása 

egy teljes kőrfordulás alatt : 
« / 

Akkor : 

yégez'zünk összehasonlítást az 

ezen formulával nyerhető eredmények és az 

Encyklopádie der mathematischen Wiessensehaften 

Bd. VI. 2.A. H.7. 887 oldalán közölt s 

az általános relativitás elméletével leveze-

tett értékek között.Kiszámíthatjuk s.i, h. 

szerint is ; 

//£ = 0-/033Í" 

A tényleges periheliumelmozdulásokat akkor 

úgy nyerjük,flogy a 75- bői számitható ada -

tot ezzel megszorozzuk. Tehát az i.h. sze -

rint a Yenus periheliumelmofcdulása : 

A% 

75 alapján a számitható érték : 
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A<p = O S/JS'. 0^0,33/ -

= 00-^ " 

A Főid periheliuma i.h. szerint 

Aff =OŰ3f3^" 

a számitások szerint 

A% = O'ZfO?. 0-/033 / = 

= O'03S3" 

szöggel fordul el minden körülfordulás 

alatt. 

Végül a Mars periheliumának el-

fordulása i,h. szerint 

A% <= 0'0J.&36 " 

mig a számit ások eredménj^e ; 

A% = O-é## 4. &VV3.3 / -

= O-0tJ3G" 

137"- ^ 
A számításhoz szükséges adatokat /nu-

merikus excentricitások ,nagy tengelyek/ a 
Connaissance des temps poiwl> an 1926. 
XII és XIII 0 -ról vettük. 
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Tehát a relativitáselméletével 
levezethető Af értékek teljesek egyeznek 

a mi 75.; alatti formulánkból számíthat ók-

kal , 

Yégűl felvethetjük azt a kérdést, 

milyen viszonyban van a " korrekciós erő " 

a Newton-félével. Legyen & a Newton-

féle erő és ^ a korrekciós. Akkor : 

4.
 /ryh •r

 ̂ 

rs. 

áP r*/í 

először azt az esetet, 

ha az égitést a Jfap fel'"'létén lenne. Ez az 

egyik határeset ,amelynél 

/71" = 9 & S0O ^ 

tehát p 

14 
Annuaire pour l'an 1925: 250 o. 



- 63 -

Ennek a viszony szánnék elég 

kicsiny volta teszi lehetővé azon hipotézis 

felvételét, hogy a naprendszerben ^ -n 

kivűl ej is fellép 

A másik határesetben, ha 

* ®s minő-két erő 0 lesz, de ?4-) alapján 

eggyel magasabb rendven tűnik el. 

azért 

ef 

i s b ekövetk ez ik. 

13/ AZ ÁLTALÁNOS ALAKÚ FELTEVÉS 

_EGY_ÉRDEKES ESETE. 

Az eddigi fejtegetésekben azt 

tételeztük fel, hogy 

cl? c % 

vagy másképen 

< / 
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Tegyük fel a következőkben azt,hogy d? 

értéke olyan / változatlan jg mellett/, 

hogy 
^ Ál e "i > . 

^—í- i / rr. 
ol* 

legyen. 

yegyük először az első esetet: 

^ 6
 ? *'• - / = (T * > o 

d* 

tehát 54.ialapján : 

f-Ac) 
r/r

 L
 ^

 7 

Ennek az egyenletnek teljes megoldása : 
~̂ r r 

* =?,e -~ff* *9. 

^álasszuk meg | t és f t 

úgy,hogy 

i' 7 - *f. j í - "!-*?< 
vagy másképen ; 

'£ - A j V=£ ~f. 

legyen; Akkor 79.) -b(5l lesz: 

sd — £ o* Á ((Tcp) f- *2 4*sn. AfiTf/ ~ 
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• i » • t , 

Hogy ezt könnyebben értelmezhes-

sük, tegyük egyszerűbbé azáltal, hogy az integ-

rációs állandó gyanánt szereplő y - t vá-

lás szűk Ű -nak. Akkor: 

* " £ — i ̂  ^ C^?) ~ é 

Ismeretes,hogy, ha f_ növek -

szik Q. -tói végtelenig, a ^ A is fel-

vesz /- t<5l o°-ig minden értéket,azaz a 

jobb oldal állandóan növekszik. De ha A_ uő3 

csökken, vagyis az elektron asymptoti-

kusan közeledik az atommaghoz, természetesen 

növekvő sebességgel. A pálya tehát csavar -

vonal, még pedig a logaritmikusspirílís 

egy fajtája. 

Még egyszerűbbé és jobban lát-
hatóvá válik a pálya spirális volta,ha 

£ /i. G $ 'C _ J 

or
 1 
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Ebben az esetben, ugyanis; 

0 
eL* 

o T 
tehát 

j, — -f- tfc> 

azaz a pálya Archimedes-i spirális. 

Hógy ezek a spirális alakú pá-

lyák siennjriben jogosultak, arra a kérdésre 

még vissza fogunk térni, ha értékét 

meghatároztuk. Csak annjrit Jegyzünk még meg, 

hogy a klasszikus fizikában ez az eset nem 

lehetséges, mert,ha 

t - 0 

a spirálispályák feltétele ' ??•) nem tel -

jesűl. De annyit már most is kimondhatunk, 

hogy spirális pályák nemcsak a relativisz -
15 

tmkus tárgyalásnál lépnek fel , hanem a mi 

feltételünkből is levezethetők. 

15 
*Sommerfeld i.m. 466. o. 
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jg értékét az atomokra 

vonatkozólag kétfélőképen fogjuk kiszámíta-

ni: a perihélium elmozdulásából és a színkép-

vonalak szerkezetéből.Az elsőt már most el-

végezzük. 

Az előző §-ban kimutattuk a 

Naprendszerre nézve,hogy értékének 

meghatározása után a négy, belső bolygó 

perihélium elmozdulása gyanánt ugyan azt 

nĵ ertiik, mint amit az általános relativitás 

elmélet eredményez. Ez csak úgy lehetséges, 

ha valamiképen levezethető az általá-

nos relativitás elmélet állandóival. 

Az Encyklopádie der mathema -

tischen Wissenschaften Bd. VI.2. A: H.7. 

887 oldalán olvasható, hogy Einstein szerint: 

^ «__^££VL_ 

Másrészről 72 szerint : 

' a ? ~
 e <) 
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Ezekből következiM,hogy 

£ = jL^Í£^_ , so. 

hol -á jelenti a gravitációs állandót. 

Innen számitva 

amás kb4 egyezik a 74 alattivei, 

ismerétes, hogy a speciális 

relativitás elméletéből levezetett A(f 

csak hatodrésze az általánosbői nyerhetőnek, 

tehát,ha &y~t Sommerfeld formulájával 

hasonlitanárik össze, csak ; 

^ =ő>^0^9s' 

adódnék • 

A színképvonalak elméletének 

továbbfejlesztésére a speciális relativitás 

elméletét szokták használni,azért az ato-

16 
..Sommerfeld i,m, 830. o.7. formula 
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moknál érvényes et,illetőleg i - t 

Sonmierf eld formul áj ával: 

Acp 
' ct*** 

fogóuk k i szám it ani. 

^ 7 aj apián: 

/m 4 f = 
e/' 

hol 
/W /T̂"—' 

Ezekből következik,hogy 

s í -

/' a z elektron tömege :/. 

Az itt szereplő mennyiségek*-: 

6 — /V*̂  rv; y i *' Í-* C 
-J>X 't'J 

^ £-93#./O % 

•gehelyettesitve : 

£ •= &
 f3*^ rz. 

hol: 

"i7: 
Sonmierf eld i m. 478. o, 13 és 15 a, 

• 7 
f orrául a. 
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Most már foglalkózhatunk azzal 

a kérdéssel,hogy fordulhatnak-e elő spirális 

alakú pályák? alapján 

^ 

d*. ^ 

/ =. /n. &• a _ rn g£ 

fa' 1-/ -tte ex £ 

18 
ahol oc_ . a » relativisztikus állandót": 

~e-'- - r-t 9*. s# "3 

. & 
OC 

Jelenti. 

ha 

Spirális pálya neia lehetséges, 

j a e % Z < y 
of* 

vagyis S3-) alapján, ha 

/n > a £ 

Ez a feltétel teljesedik,ha 21 csak egesz 

18. 
.. Sommerfeld: í.d. 476. o. 15 adat. 
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szám lehet. Mert ^ legkisebb,ha értéke.-/, 

tehát a határeset : 

/ > OC% 

z < J r , / 3 r 

Ez pedig jcval tűi esik a periodikus rend-

szeren. Be,ha az. kisebb is lehet, p}. az 

elméletileg lehetséges 

» - í 

esetében : 
# = -

tői kezdve előfordulhat a spirálispálya-

/: A röntgen szinkép - seriesében.:/ 

Ezzel szebben áll azaz ellen-

vetés, hogy ekkor lehetséges volna az,hogy 

egyes elektronok belehulljanak az atommag-

ba, azt szétrombolják, vagy legalább is 

neutralizálják,töltését c sokke nt s ék. 

Nincs kizárva,hogy később fognak is olyan 

feltételeket,korlátozásokat találni,ame-
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lyek a határt a periodusos rendszeren 

kivtil tolják. Eg_ "előre még meglehetősen 

fejj. etlen az elméletnek ez a része,sok meg-

oldásra váró probléma vethető fel. Ezért 

nem. is szándékozunk ezzel a kérdéssel tovább 

foglalkozni,megelégszünk annak hangoztatá-

sával, hogy az ujabb atomelméletnek ez a 

része is tárgyalható a relativitás elmélete 

nélkül. 

___14/_A SZÍNKÉPVONALAK_SZERKEZETE__ 

ajEGHATÁROZÁSA, = 

A rezgésszám formulájának meg-

állapítására alkalmazzuk ismét az Einstein-

féle tételt,amely szerint 

= E* ~ E^ 

illetőleg: 

Is 

/L * 

s4. 
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Legyenek ismét a kezdetipálya quantmnszámai 

(4,4f) , a végpályáé : (<n,/nfJ 

jl kifejezése két,teljesen ha-

sonló szerkezeti' tagból ál3, Foglalkozzunk 

ezért először külön tz egyikkel, /: pl. a 

másodikkal :/ s az igy nyert megállapitások 

azonnal átvihetők lesznek a másikra, 

48. alapján. 
&v- _ /y ̂  o-u j 

Az elsőtag nem más, mint a 

alatti €0=0 esetben nyerhető érték, 

A második tag még mindig csak 

a quantumszámok összegétől függ; korrekció-

képen lép fel. Nagyságaakkora, mint az 

_egész_korrekciős tag, körpálya ( t n ' - o ) 

esetén. Értéke: 
f **tfB 4. ff * 

(/n ? S^' 

$eljesen azt a szerepet Játsza,mint a "kör-

pályára vonatkozó relativitási korrekció 
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Végül a harmadik tag ismét kor-

rekció, amely 0_. -val egyenlő,ha a pálya kőr} 

de a különböző ellipszis pályákra nézve 

más és más', j növekszik az excentricitással. 

Magysága: ' ^ 

^/n *- Wi) * & * ^ 

Ez a tag; hozza létre a vonalak felhasadását, 

ez okozza, hogy az egyes színképvonalak he-

lyét egész vonalcsoportok /:Satelliten , 

Trabantén :/foglalják el. Mindkét korrekciós 

tag azért lép fel,mert a Coulomb-féle erő -

höz még felvettük a korrekciós erőt. 

Részletezzük egy kissé a vona-

lak felhasadását.Evégből + -nek .kti -

lönböző értékeket / /, r, . /adunk 

s kiszámitiuk a különböző,de ugyanazon 

quantum számos szegd pályák közt levő energia-

különbséget, illetőleg az annak megfelelő 

rezgészszám különbséget. 
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Mindenek előtt megemlítjük, 

hogy a quantumszámok közül 

m -- ű 

nem lehetséges. Bebizonyítható, hogy akkor 

az ellipszispályák egyenesekké degenerálnak 

s az atommag és elektron egymás felé halad -

va épen a tömegközéppontban összeütköznének. 

Legyen tehát ^ *• - / . 

Most csak egy eset lehetséges, (V, 0) 

amely azt Jelenti,hogy 

/n. ="é } /n-t = O 

Ekkor - , a seriestag, egyszerű marad. 

Következik: 

f/n /rtf)= x 

Két eset fordulhat elő: (-i, o) ek (/,t) 

A tag kettős /: dublett :/ lesz és 
f fi ff1 

Ha 

( m +- /n^J - 3 
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három eset különböztethető meg; (-3, ó j , 

[2,, / J U, t) Ekkor hármas /: triplett :/ 

keletkezik. A szomszédos vonalak közti rez-

gésszám differencia : 

/] ^ 

^ .3 
// £* 

ugy^-ogy 

/ÍJ?, ; /In, 

Hasonlóképen igazolhatjuk,hogy 

£/n +1-,) - 4 esetben. 

A^ : Av* '.A\>} -= / • ̂  - ? 

és ha g : 

A)}\ • >' AV, : /i y!v = 3 •' f •' ÍG ; 30 
19/ 

és igy tovább 

19. 
Ugyanezekhez az eredményekhez nut 

Sommerfeld i.m, 423-425. o. 
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Ezekből most már a következőket 

állapithatjuk meg: 

Forduljon elő a multiplicitás 

az első, állandó tagban J 

akkor az ismétlődik a series minden egyes 

vonalában állandó rezgésszám különbséggel. 

Legkisebb az energia nivója a körpályának, 

az egyes, ugyanolyan quantumszámösszegű 

ellipszispályáké növekszik az excentreitásuk 

növekedésével. Ha tehát feltesszük azt, 

hogy legvalószínűbb a körpálya,azután követ-

kezniük az egyes ellipszispályák növekvő 

excentricitás szerint és az elektronátmen-

etetek a valószínűségnek megfelelően tőr-

ténnek, akkor a multiplettben a legna -

gyobb fényintenzitású vonaltól a nagyobb 

rezgésszámok felé esnek a kisebb fényinten-

zitású vonalak a megfelelő, állandó rezgés-

s z ánkü 1 ö nb s égg el. 
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Ha a változó tagban lép fel mul-

tiplicitás, inig a konstans tag egyszerű ; 
<11 y ,nf) • / 

a másodig tagban pedig 

(A + £ i ) = jg, 3, ^... 

könnyen belátható,hogy a series első vonala 

kettős /dublett/lesz, a második hármas/trip-

lett/, a harmadik négyes /quartett/ stb. 

A részvonalak rezgésszámkülönbsége rohamosan 

csökken, mert a nevezőben / (A t- 6f) / 

szerepel. Másrészről a változótag előjele 

negativ, tehát, ha megtartjuk azon feltéte -

lünket, hogy a legvalószinűbb a kőr, azután 

az egyes ellipszispályák, a multiplett egyes 

vonalainak fényerőssége épen forditott sor-

rendű lesz, mint elő bb, 

Általánosságban azonban a mul-

tiplicitás mindaket serlestagban előfordul. 

Legyen pl. az állandótag kettős, akkor 
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f/rt t *Zi) = 2 , (4 *- A,) ~ 3, 4, r, ... 

tehát a serÉes első vonalának mindkét rész -

vonala hármas, a másodiké négyes stb: lesz, 

úgy, hogy a series első vonala voltaképen 

2.3, a második 2.4 vonalból álló rendszer 

lesz.fehát az egyes, " színképvonalakat " 

alkotó vonalrendszer annyi, egymáshoz igen 

közel levő részvonalból fog állani, amennyi 

a seriestagok multiplicitásának sorozata. . 

A részvonalak intenzitásáról ugyanazt mond-

hatjuk, mint az előbbiekben. Arról,hogy az 

elmondottak mennyiben egyeznek meg a tapasz-

talatokkal , illetőig, hogy az elmélet mely 

részvonalak létrejöttét zárja ki egyes fel-

tételekkel ,most nem szándékozunk megemlé -

kezni. 

Egy izben a relativitás elmé -

letével már meghatároztuk jC -t.Most,hogy 

a relativitás elméletétől függetlenítsük 
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magunkat ,szükséges, hogy még egy uton,egy 

mérési eredmény felhasználásával " igra meg 
állapítsuk. 

A állandó dublett távolsága 

/ itt. a rezgésszámkülönbség/: 87 alapján 

Minthogy éi> á> ÉL ®s mérésekből isme-

retesek, innen kiszamithatő. 
20 

Sommerfeld adatai szerint 

Ay -re kísérletileg a következő eredménye -

ket találták? 
Gehrcke és Lau : a ,i, ± 

és / vonalaira : 

Ay = **• A-J 

Me.Lennau és Shram a 

ffoL - 0-33*^-1 

'/$ — C-J6
 1 

20 
Sommerfeld : i.m. 428 o. 
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- / 

<c/yrt ^ 0'3f 

dföcT - <rw- 0'3£ <yyn~* 

<%e — V~t)u 0-3-? 

tehát középértékben : 

Ay = 0'3Sj SS$. 

Ez közelíti meg legjobban a relativitás 

elméletével levezetett 

/!]/ ~ 0* 3£ 

értéket. Mi Gehrcke 7rvdré&eriü fogadjuk 

el irányadónak,tehát 

A\f ~ P'-^dS cyw- 1 

Másrészről 41. alapján : 

Vizsgáljuk meg a dimenziókat 

£ é? *J' ~ c/yyrp ^ 

21. 
Sommerfeld : i.m. 427. o. 
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[£J -

LflJ " C/vri ^ 

í«7-

_̂ 2L5L-ífí— —: ̂ ec / 

~ - £ •» 

<»/̂i űr 
jyrrv 3 O 

tehát ^ ^ 
r A 7 _ - - = >KJC.-/' 
/ "/ <̂»«3 ̂  '**<•- * 

¥agyis a formulában szereplő A> 

" rezgésszámkülönbség ", mig a ^ alatti 

adatok " hullámszámkülönbsegek ". Jelöljük 

az elsőt Av -el, a másodikat Av_ - vei, 

akkor: 
A\} — yC .-A V 

so ^ 
= 0x93.3./o. ***>'* 

A szükséges adatok még : 

$-9$s. so~"r 

g> = . ^ 'ff. /0 * ff * * 

^ = e'Scf. /£>'**•e<*n'
1 ? ^'í 

$ = 3*/. /^/^_/. "'J ' 

-S2T— Somserfeldii.m. 476.0. 15 a, 13, 14 j 
III. Auft.266.o. 18.a atti adatok. 
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A 6* beváló helyettesítés után : 

S3. 

amely a s&.) alattival nem egyezik meg. 

Ez természetes dolog,hisz a relativitás el-

méletével levezetett értéke más,mint a 

tapasztalat szerint,tehát a kéi utón talált 

C értékeknek is különböznie kell. Ha te -

hát -t 89.) alattinak választjuk, elméle-

tileg letudjuk vezetni a c?6_ színképét , 

dubletttávolságát; viszont az is igaz,hogy, 

ha r-r a akarnánk áttérni ismét eltéréseket 

tapasztalnánk az elméletileg nyert és a 

kísérletileg talált eredmények közt, Ennek 

az az oka, hogy az új atom - és szinképel-

mélet még nem teljes és ezen a ponton is 

kiegészítésre szorul. 

Be térjünk vissza tulajdonképeni 

tárgyunkhoz. Y^lasszuk meg 4? -t úgy, amint 
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a relativitás elmélettel kiszámítható , 

akkor természetesen -ra ugyanazt az ér. 

téket nyerjük, mint a alatti . /:Ez 

n Soi 23 
természetes, hiszen Sommerfeld szerint 

Alf # 

és *£•) -bői 

" Ve* 

amely egyenletekből következik,hogy : 
<t? e* 

mint **•) alatt:/ Ezzel a lí. -lal termesze -

tesen úgy a ,mint az dublettre 

általában az elméletben előforduló eredmé-

nyekre ugyanazt nyerjük,mint amit a rela-

tivitás elmélettel le lehet vezetni, (jsak 

egy pontban van eltérés: a mi korrekciós-

tagunk: 

(/t-i f /n-rj ̂  e
 t 

Sommerfeld: i.m» 427 o. 1 egyenlet. 
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éDen négyszerese a sornmerfeld féle relati _ 
24 

vitási korrekciónak" t Erre azonban csak any_ 

nyi megQegyzésünk van,hogy ez a tag oly kicsi, 

hogy annak még négyszerese sem okoz számba -

vehető eltérést a mi, és a Sornmerfeld - féle 

eredménj^ek közt. Különben azt előre is je -

leztük, hogy egyes állandók,vagy eredmények 

közt eltérések lehetnek az általános alakű 

elmélet speciális esetei közt_A fontos itt 

is csak az,hogy a relativitási korrekciónak 

megfelelő korrekciós tagot a mi eljárásunk 

is szolgáltatott. 

15/ ÖSSZEFOGLALÁS. 

Ahhoz,hogy a ,illetőleg a 

hez hasonló szerkezetű atomokkal biró elemek 

"23" 
* Sornmerfeld: i.m, 421.o. szerint: 
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i * . í- •• 

színképeit elméletileg levezethessük , szük-

ségünk volt a következő feltételekre ; 

A #>., illetőleg a - hez ha-

sonló szerkezetű atomokkal biro elemek /pl 

/atomja áll a ^ tömegű é s iL töl-

tési atommagból és tögieĝ  iL töltésű 

elektronból j közöttük elektromos vonzóerő 

lép fel, amely Coulomb tőrvénnyévei fejez -

bető ki. Persze valamely elem atomjait alko-

tó atommagok, illetőleg* elektromok egyenlő 

tömegnek és töltésük is egyenlő. 
Az atom tömegközéppontja helyét 

nem változtatja,vagy egyenes vonalú egyenle-

tes mozgást végez. 

Fennállanak az u.n. quantumel-

méleti feltételek} a quantmn számok csak po-

zitív,valós ós véges egész számok lehetnek 

s külön említettük,hogy 

/n. =• O 
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nem lehetséges. 

A dolgozat második részében fog-

lalkoztunk a színképvonalak szerkezetével, E 

végből az előbbi feltevéseket csak annyiban 

módosítottuk, hogy a Coulomb féle erőhöz még 

egy, a távolság harmadik hatványával fordít-

va arányos korrekciós tagot vettünk felj 

ezáltal csaknem minden eredményt, amit a leg-

újabb atomelméletben a relativitás elméleté-

vel számítanak ki, levezettünk. 

Sőt felírtunk egy általánosabb 

alaktf potenciáltételt, amellyel szintén le 

lehet vezetni az egyes eredményeket. Ennek 

kapcsán kimutattuk ,hogy a relativitás elméle-

ténél egyszerűbb az a .Teltétel, amelyet az 

előzőkben részleteztünk. 

át a színképvonal és atom 
elmélet ggyes kérdéseinek -amilyenek pl. 
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az elektronok pályájának " perihelium " : J( 

mozgása j a színképvonalak strukturálja ; 

az elektroniok esetleges spirális mozgása; 

a röntgen színkép egyes részletkérdéséi stb, 

megmagyarázására nincs szükség a relativi -

tás elméletére, megmagyarázhatók azok a 

* klasszikus " fizikával is. 
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