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1. Bevezets

A leszamlalasi problémak mar nagyon régota foglalkoztatjak az emberiséget.
N. L. Biggs [8] szerint az egyik els6 megjelenésiik valoszintileg a tobb szaz év-
vel idgszamitasunk elgtt keletkezett Ji csing (Valtozéasok konyve) cimd kinai
kényvhoz kapesolodik. Ez a mi szimbdlumok segitségével magyarazza meg a
vildg miikddését, és vezeti rd az embert a helyes gondolkodasra. Mindez két
szimbo6lum, a jin (— —) és a jang (—) hasznalatan alapul. Ezekbdl képezték
az Un. trigramokat és a hexagramokat, el6bbi harom, utébbi hat szimbo-
lumbol all. A trigramok szama 23, a hexagramoké pedig 26. A Valtozasok
kényvében tehat tulajdonképpen ismétléses variaciok jelentek meg.

Szintén méar joval idészamitasunk kezdete el6tt a hinduk is foglalkoztak le-
szamlalasi problémakkal. Egy Susruta nevid orvos példaul tanulmanyiban
azt szamolta Ossze, hogy hatféle alapizt (édes, savanyt, sos, csipds, kesert,
fanyar) hanyféleképpen lehet 6sszekombinalni. Egy izt 6-, két izt 15-, harmat
20-, négyet szintén 15-, 6t6t 6-, hat izt pedig 1-féleképpen lehet kivilasztani.
Ez pedig ismétlés nélkiili kombinéciék Osszeszdmolasat jelenti.

A fent emlitett irdsok megsziiletése 6ta rengeteg idd telt el, a kombinato-
rika sz6 hallatan a legtobb embernek mégis csak a permutécié — variacié —
kombinacié szoharmas jut eszébe. Pedig a leszdmlalé kombinatorika sokkal
tobbet jelent ennél a harom fogalomnal.

A disszertacionk kiindulépontjat jelents Stirling-szamok a korédbbiakhoz ké-
pest joval késsbb jelentek meg, de azota alapvets fontossagiva valtak a le-
szamlalo kombinatorikdban. Habér az elséfaju Stirling-szamok mér 1600 ko-
riil emlitésre keriiltek egy kéziratban, mégis J. Stirling volt az, aki 1730-ban,
Methodus Differentialis cimii mtivében bevezette a kés6bb réla elnevezett
szamokat, bar még az alabbi kombinatorikus jelentések nélkiil. Az [Z] el-
s6faja Stirling-szam azon Sp,-beli permutaciok szaméat adja meg, melyek k
darab paronként idegen ciklus szorzataként allnak el6, mig az {Z} masodfaji
Stirling-szdm egy n elemii halmaz k darab osztalyba valo osztdlyozasainak
a szamaval egyezik meg (0 < k < n).

Erdemes megjegyezni, hogy a Stirling-szamok megjelenéséhez képest a fen-
ti jelolések meglehetGsen késén keriiltek bevezetésre. ElGszor J. Karamata
[32]| cikkében bukkantak fel, de széles korben elfogadotta D. E. Knuth [35]
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tette Gket. Ezt megel6z§en minden szerzé a sajat céljainak leginkabb meg-
felels jeloléseket alkalmazott. A Stirling-szamok binomialis egytitthatokkal
valé rokonsidga miatt meriilt fel az azokéhoz hasonlé zaréjeles jelolés oOtle-
te. A masodfaju Stirling-szamok kapcsos zarojelekkel valo jeldlését konnyt
megjegyezni, hiszen fogalmuk halmazokhoz kapcsolodik, és a halmazok ele-
meit kapcsos zardjelek kozé frjuk. Knuth a ciklusok elemeit szdgletes zaro-
jelek ko6zott sorolta fel, ezért javasolta az elséfaju Stirling-szamok esetében
a szogletes zardjelek hasznalatat.

Ha a méasodfaju Stirling-szdmok probléméajat médositjuk olyan médon, hogy
az osztalyokon beliil szamitson az elemek sorrendje, azaz az osztalyok ren-
dezettek legyenek, akkor az idénként harmadfaju Stirling-szdmoknak is ne-
vezett U{LJ Lah-szdmokhoz jutunk (0 < k < n).

Ezek a szamok egy szlovén matematikusrol, 1. Lahrol [37, 38] kaptak a ne-
viiket, ugyanis 6 vezette be azokat az 1950-es évek kozepén. Elgszor egy
aktuarius matematikai témaju cikkben [37] keriilnek emlitésre: az életjara-
dék jelenértékét leiro fliggvény diszkontfaktor szerinti parcialis derivaltjainak
egyiitthatoiban jelennek meg. A maésik, statisztikai témaju cikkében [38] a
Lah-szamok az emelkedd és siillyeds faktoridlis momentumok kozotti ssze-
fliggésben szerepelnek.

Lah a késébb réla elnevezett szamokat az emelked és siillyeds faktorialisok
kozotti

gﬁ:i mx’f (n > 0)

k=0

kapcsolat megadédsaval értelmezte, ahol 2" = x(x +1)...(z +n —1) az
n-edik emelked§ faktorialisa, valamint 2% = z(z — 1)...(z — (k — 1)) az
x k-adik siillyeds faktoridlisa. Megjegyezziik, hogy Lah valojdban elGjeles
Lah-szdmokat definiélt.

A Lah-szamok fenti, Karamata—Knuth-tipusu jelolését M. Petkovsek és T. Pi-
sanski [59] vezették be.

A leszamlal6o kombinatorikdiban nagy jelentséggel birnak a Bell-szamok.
Mar korabban is vizsgaltdk 6ket, neviiket mégis E. T. Bell utan kaptak,
aki az 1930-as években irt roluk. A Bell-szamok egy adott elemszamu véges
halmaz 0sszes osztalyozasainak a szamat adjak meg. Ebbgl kovetkezik, hogy



a Bell-szamok a masodfaju Stirling-szamok Osszegzésével adodnak rogzitett

n
fels6 paraméter esetén, azaz az n-edik Bell-szam B, = > {}} (n > 0).

Ha elkészitjiik azt a polinomot, melyben z* egyiitthatoja az {Z} masodfaji
Stirling-szam, akkor az n-edik Bell-polinomot kapjuk.

Ha egy adott elemszamu véges halmaz rendezett osztalyozésait szdmoljuk
Ossze, azaz lényeges az osztalyok sorrendje, akkor a Fubini-szamokhoz ju-
tunk. Ezek a szdmok G. Fubinirél lettek elnevezve, a Fubini-szamok és az
analizisbdl jol ismert Fubini-tétel kozotti szoros kapcsolatnak kdszénheten.
A Fubini-szamok elészor A. Cayley-nél [13] jelentek meg 1859-ben, bizonyos
fak Osszeszamlalasaval kapcsolatban. Ezeknek a szamoknak tSbb interpre-
tacidja is ismert, habar szakirodalmuk kevésbé gazdag a Bell-szdmokéhoz
képest. Hozzajuk kapcsolédéan értelmezheték a Fubini-polinomok, melye-
ket S. M. Tanny [78] vezetett be.

Az eddigiekrol részletes attekintést nyujtanak a [41], a [47] és a [61] konyvek.

A Stirling-szdmoknak sokféle altalanositdsa és valtozata ismert. Ezek koziil
szamunkra az 4n. r-altaldnositas a legérdekesebb, ahol a halmazunk tar-
talmaz r darab kitiintetett elemet, melyeknek kiilonb6zé ciklusokba, illetve
osztalyokba kell keriilnitik. Az r-Stirling-szamokat L. Carlitz [12], A. Z. Bro-
der [11] és R. Merris [42] definialta, egymastol fiiggetleniil.

A Lah-szamok hasonlé altalanositasaval korabban nem igazan foglalkoztak.
Az értekezés 2. fejezetében, miutan roviden attekintjiik az elséfaju és a mé-
sodfaju r-Stirling-szdmok fogalmat és tulajdonsagait, bevezetjiik és részlete-
sen tanulmanyozzuk az r-Lah-szamokat. A fejezet az [55] publikacié alapjan
késziilt.

A maésodfaju r-Stirling-szamok 6sszegzésével értelmezhetsk az r-Bell-szamok,
illetve a kapcsolodd r-Bell-polinomok is. Ezek bevezetése L. Carlitz [12] és
Mez6 1. [43, 45| nevéhez fiizédik.

A Bell-szamokkal és a Bell-polinomokkal mér sokan foglalkoztak, éppen ezért

meglepd, hogy a Lah-szamokbol hasonlé modon elgéallithato L, = > U;‘J
k=0
(n > 0) osszegzett Lah-szamokat csak nagyon érintélegesen 21, 53, 66, 74|,
n

az Ly(z) = Y |}|2" Lah-polinomokat pedig még nem vizsgaltdk. A 3. fe-
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jezetben ezt altaldnosabb moédon tessziik meg: értelmezziik az Osszegzett
r-Lah-szamokat és az r-Lah-polinomokat. A kombinatorikus tulajdonsagaik
mellett az r-Lah-polinomok gytkeinek vizsgélataval is foglalkozunk. Ez a
fejezet az [57] és a [62]| publikiciok eredményeit tartalmazza.

A dolgozat 4. fejezetében grafok parositasainak Gsszeszamlélasaval fogunk
foglalkozni. El6szor olyan grafokat konstruadlunk, melyekben a parositasok
szama Lucas-sorozatok segitségével kaphato meg. Ezt kovetSen az r-Lah-
szamokra és a masodfaju r-Stirling-szamokra grafelméleti interpretaciét
adunk meg, bizonyos paros grafok adott elemszamu parositasainak szamaval
osszefliggesben. A fejezet az |56 és az [58| publikaciok alapjan irodott.

A Fubini-szamok r-altalanositasat Mez6 1. és Nyul G. [49] definidlta. Azzal
az esettel azonban, amikor az osztalyok sorrendje is és az osztéalyokon beliil
az elemek sorrendje is szamit, kordbban még nem foglalkoztak. Ezt fogjuk
megtenni az 5. fejezetben, értelmezziik az r-Fubini-Lah-szamokat és a kap-
csolodé polinomokat, tovabba vizsgaljuk ezek tulajdonsagait. A fejezet a [63]
cikken alapul.



2. Az r-Lah-szamok

Ebben a fejezetben elszor ismertetjiik a Stirling-szamok r-altalanositasat,
majd értelmezziik és részletesen vizsgaljuk az r-Lah-szamokat.

2.1. Az r-Stirling-szamok

L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] és R. Merris [42] definialtak és vizsgaltak
az r-Stirling-szamokat. Ha 0 < k < n és r > 0 egészek, n,r nem mind-
ketts 0, akkor az [Z]r els6faji r-Stirling-szam azon Sy, y,-beli permutaciok
szamat adja meg, amelyek k4 r darab paronként idegen ciklus szorzataként
allnak el ugy, hogy r darab kitlintetett elem kiillonboz6 ciklusban van. Az
{Z}T masodfaja r-Stirling-szam pedig egy n + r elemd halmaz k + r da-
rab osztalyba valé olyan osztalyozéasainak a szama, ahol r kitiintetett elem
kiilonboz6 osztdlyba keriil. Tovabba [(], = {3}, = 1. Megjegyezziik, hogy
a fent emlitett harom szerz6 nem egységesen hasznalta ezeket a jeldléseket,
Broder més paraméterezéssel dolgozott. Megemlitjiik még, hogy a masodfaji
r-Stirling-szamok bizonyos formédban mar N. Nielsennél [54] is megjelentek.

A masodfaji r-Stirling-szdmoknak mas kombinatorikus értelmezése is is-
mert, Gyimesi E. és Nyul G. [25] egy kombinatorikus alterekkel kapcsolatos
interpretaciot adott meg. Kereskényi-Balogh Zs. és Nyul G. [33] pedig a
mésodfaju Stirling-szamok grafelméleti 4ltalanositasén keresztiil vizsgaltak
ezeket,.

Most osszefoglaljuk az r-Stirling-szamok legfontosabb tulajdonsagait. Az
1. tablazatban az elséfaju, a 2. tablazatban pedig a mésodfaju r-Stirling-
szamokkal kapcsolatos ismereteket gytdjtjiik 6ssze, mig a 3. tdblazat olyan
formuléakat tartalmaz, melyekben mindkét tipusi r-Stirling-szdm megjelenik.
Ezekben a tadblazatokban talalhat6éak kordbban nem ismert Ssszefiiggések
is, illetve a mar masok altal igazolt formuldk némelyikére is 0j bizonyitast
kapunk az r-Lah-szamokkal kapcsolatban ismertetésre keriil§ gondolatme-
netekhez hasonlé médon.
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1. tablazat:
Az els6faju r-Stirling-szamok tulajdonségai
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Z {1}, 5 = 1 (exp(@) — 1)* exp(ra) [11],[12],[42]

2. tablazat:
A masodfaju r-Stirling-szamok tulajdonsagai
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3. tablazat:
Az els6faju és a masodfaju r-Stirling-szamok kapcsolata

Végiil megemlitjiik, hogy az r-Stirling-szamokat is lehet még tovabb alta-
lanositani. Az r-Stirling-szamok és a T. A. Dowling [18] &ltal bevezetett
Whitney-szamok kozos dltalanositasat, az r-Whitney-szamokat Mez§ 1. [44]
értelmezte. Ezekre a szamokra Gyimesi E. és Nyul G. [27] adtak 4], kombi-
natorikus interpretaciot.

2.2. Az r-Lah-szdmok és tulajdonsigaik

Ebben az alfejezetben definiadljuk az r-Lah-szdmokat, és vizsgaljuk tulaj-
donsagaikat. Bizonyitunk t&bbek kozott rekurzids formulakat, kifejezziik az
r-Lah-szdmokat (r — s)-Lah-szamok segitségével, megadjuk explicit formulé-
jukat. [gazoljuk, hogy rogzitett fels6 paraméter esetén sorozatuk szigortan
log-konkav, meghatarozzuk rogzitett alsoé paraméter melletti sorozatuk expo-
nencialis generatorfliiggvényét, valamint kapcsolatokat irunk le az r-Stirling-
és az r-Lah-szdmok kozott.

Megjegyezziik, hogy az r-Lah-szamok néhany tulajdonsigét téliink fiigget-
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leniil igazolta H. Belbachir, A. Belkhir [2] és H. Belbachir, E. Bousbaa [3]
is, valamint ezek a szamok M. Mihoubi és M. Rahmani [52] munkajaban is
megjelentek.

2.1. Definici6. Legyenek 0 < k < n ésr > 0 egész szamok. Ha n,r nem
mindkettd 0, akkor jeldlje LZJT egy n+r elemd halmaz k+r darab rendezetl
osztdlyba valdé olyan osztdlyozdsainak a szamdt, ahol v kitiintetett elem kii-
[6nb62d rendezett osztdlyba keril. Legyen tovdbbd LBJO =1. Az B;Jr szdmokat
r-Lah-szamoknak nevezzik.

Ha r = 0 vagy 1, akkor a rendezett osztalyokba valé osztalyozasra nincs
megszoritas, ezért ekkor a klasszikus Lah-szdmokat kapjuk, pontosabban

n _In| 4 n _ |n+1

Lelo = i) & [3), = [iia)-
Kicsi és nagy k értékekre az r-Lah-szamok értékei a definicié alapjan egy-
szertien meghatarozhatok.

2.2. Tétel. Legyen n,r > 0. Ekkor

1[5, = e,

2. 11, =Q@r+1)"—(2r)" (n>1),
3. |1, =n(n—1)+2nr (n>1),
4- [n), =1

Bizonyitds. Csak a tétel masodik allitasat bizonyitjuk, a tobbi tulajdonsag
még kénnyebben igazolhaté.

Egy n + r elem( halmazt osztidlyozunk r 4+ 1 darab rendezett osztélyba tgy,
hogy r kitiintetett elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriiljon. Elgszor a
kitlintetett elemeket elhelyezziik kiilonb6z8§ rendezett osztalyokba, ezutén
a nemkitiintetett elemek az addig elhelyezett elemek elé vagy a rendezett
osztélyok utolso helyére tehetGek. Ez osszesen (2r + 1)™ lehet@ség, azonban
még le kell vonnunk azon esetek szamét, amelyekben az utolsé rendezett
osztély iires, azaz (2r)"-et. O



10 2. Az r-Lah-szamok

Az r-Lah-szamok teljesitik a kovetkezs rekurziot.

2.3. Tétel. (|55, Theorem 3.1])
Legyen 1 <k <n ésr > 0. Ekkor

VZIJT_ LkﬁlJanJrkJrQr)m .

r

Bizonyitds. Egy n + r 4+ 1 elemd halmaz k + r darab rendezett osztalyba
val6 olyan osztalyozasait szamoljuk Ossze, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z6
rendezett osztalyba keriil.

Valasszunk egy nemkitiintetett elemet. Ha ez egyelemi rendezett osztalyt
alkot, akkor a tobbi n + r elemet kell k + r — 1 darab rendezett osztalyba
osztalyozni gy, hogy a kitiintetett elemek kiilonb6z6 rendezett osztalyokba

keriiljenek. Az ilyen osztélyozasok szama Lkﬁle.

Ha a kivalasztott elem egy legaldbb kételemii rendezett osztalyban van, ak-
kor elhagyasaval a tobbi n + r elemet U;LJ -féleképpen lehet k + r darab
rendezett osztilyba osztalyozni tgy, hogy a kitiintetett elemek kiilonb6z6
rendezett osztalyokban legyenek. Ekkor a nemkitiintetett elemet n + k 4 2r
helyre tehetjiik vissza (barmelyik elem elé, illetve a rendezett osztélyok utol-
s0 helyére), igy ezen osztélyozasok szama (n + k + 2r)|}] - O

Az r-Lah-szamokra érvényes egy masik rekurzio is.

2.4. Tétel. (|58, Proposition 1.1|)
Haon>21<k<n-—1¢ésr >0, akkor

nzl - kﬁl —I—(2n—|—2r)z —n(n—|—2r—1)n;1 .
Ml T T,

Bizonyitds. Ismét egy n+r+1 elemd halmaz k+r darab rendezett osztilyba
val6 olyan osztalyozasait szamoljuk 6ssze, ahol r kitiintetett elem kiilénb6z6
rendezett osztalyba keriil.

Tekintslik most az egyik nemkitiintetett elemet. Ha ez egyelemi rendezett
osztalyt alkot, akkor a tobbi n + r elemet LkﬁlJ . moédon lehet k£ + 7 — 1
rendezett osztalyba osztalyozni gy, hogy az r darab kitilintetett elem kiilon-

boz6 rendezett osztalyba keriiljon. Egyébként a tobbi elem U;LJ -féleképpen
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osztalyozhatd k + r darab rendezett osztalyba dgy, hogy a kitiintetett ele-
mek kiilonboz6 rendezett osztdlyokban legyenek. Ekkor a kivalasztott nem-
kitiintetett elem 2n + 2r helyre tehetd (barmely elem elé vagy moge), ami
(2n+2r)| 7| lehetséget jelentene.

Ekkor azonban kétszer szamoltuk azokat az osztélyozasokat, amikor a vizs-
galt nemkitiintetett elem valamelyik rendezett osztalyban két elem kozé ke-
riil, igy az ilyen esetek szamat le kell vonnunk. Ez kétféleképpen fordulhat
el6. Ha a j-edik nemkitiintetett elem van kozvetleniil a kivalasztott nemki-
tlintetett elem el6tt (j = 1,...,n), akkor e két elem nélkiil L";J -féleképpen
osztalyozhatjuk a t6bbi elemet k + r darab rendezett osztalyba tgy, hogy
a kitlintetett elemek kiilonb6z6 rendezett osztalyokba keriiljenek, majd a
két elem n 4+ r — 1 helyre tehetd vissza (barmely elem elé). Ezért az ilyen
levonandé esetek szama n(n +r — 1) L";lJr.

Ha viszont egy kitiintetett elem van a nemkitiintetett elemiink el6tt, mégotte
pedig a j-edik nemkitiintetett elem &all (j = 1,...,n), akkor ez utobbi ketts
nélkiil L”;lj -féleképpen osztalyozhatjuk a tébbi elemet k+r darab rendezett
osztalyba tgy, hogy a kitiintetett elemek kiilonboz6 rendezett osztalyokba
keriiljenek, majd a két elem r helyre keriilhet vissza (a kitiintetett elemek
moge). Tehét az ilyen kétszer szamolt esetek szama nr L”EIJT. O

A kovetkezd azonossigot az r-Lah-szamokra vonatkozé fiiggsleges rekurzio-
nak nevezziik.

2.5. Tétel. ([55, Theorem 3.3|)
Legyen 0 < k <n ésr > 0. Ekkor

{ZIH —zn:(n+k+2r+1)"—jmr.

r j:k

Bizonyitds. Egy n+r+1 elemd halmaz k4 r + 1 darab rendezett osztilyba
val6 olyan osztalyozasait szamoljuk dssze, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z6
rendezett osztilyban van. Legyen most a halmaz els§ r eleme kitiintetett.
Tekintsiik a rendezett osztalyok legkisebb sorszadmu elemeit, legyen ezek sor-
szamai koziil a legnagyobb j+r+1 (j =k,...,n).

Ekkor el6szor az els§ j + r elemet kell k& + r darab rendezett osztalyba
osztalyozni gy, hogy az els6 r elem kiilonbézd rendezett osztélyba keriiljon,



12 2. Az r-Lah-szamok

ez UCJ ~féleképpen lehetséges. Ezt kivetGen az utols6 n — j nemkitiintetett
elem tehets barmelyik addig elhelyezett elem elé, illetve a rendezett osztalyok
vegére. Bz (j+ k+2r +2)"7 = (n+k+2r +1)"~J lehetGséget jelent. Ezek
szerint adott j esetén (n + k + 2r 4+ 1)"~2 Her az osztalyozasok szama. [

Az eltolt emelkedd és siillyeds faktorialisok kozotti kapcsolat az r-Lah-szé-
mok segitségével irhato le. Az els6 Osszefiiggés az Ivo Lah altal megadott
definiciét altalanositja.

2.6. Tétel. ([55, Theorem 3.2])
Legyen n,r > 0. Ekkor

n

1o (@+2r)T =3 3]0,

2 (z-2r = (-1 H ] aF

Bizonyitds. A tétel els§ allitdsat kombinatorikusan bizonyitjuk.

Feltehetjiik, hogy n,r nem mindketts 0. Legyen X egy n + r elemi halmaz,
és legyen m > n. Osszeszamoljuk, hogy hanyféleképpen lehet X-et rendezett
osztalyokba osztalyozni, és elemeit m+r szinnel szinezni tigy, hogy r kitiinte-
tett elem kiilénb6z6 rendezett osztalyba keriiljon, tovabba két elem pontosan
akkor kapja ugyanazt a szint, ha ugyanabban a rendezett osztalyban van.
Ezt kétféleképpen végezziik el.

El6szor X elemeit rendezett osztélyokba osztalyozzuk Ggy, hogy az r kitiinte-
tett elem kiilonboz6 renderzett osztélyba keriiljon, majd ezutan osztalyonként
szinezziik az elemeket. Ha a rendezett osztélyok szama k+r (kK =0,...,n),
akkor X elemeit U;‘J ~téleképpen osztalyozhatjuk, majd az elemeket rende-
zett osztalyonként (m +r)EEféle modon szinezhetjiik. Tehat adott k esetén
a lehetdsegek szama || (m + )k,

Masodszor pedig X elemeinek szinezésével kezdiink, és azzal egyiitt soroljuk
be ket rendezett osztalyokba. Az r kitiintetett elemet (m + r)=-féleképpen
szinezhetjiik, és ezek egyuttal kiilonbdzé rendezett osztalyokba keriilnek. Te-
kintstik most a j-edik nemKkitiintetett elemet (j = 1,...,n). Tegyiik fel, hogy
az els6 j — 1 darab nemkitiintetett elemet az r darab kitiintetett elemmel
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egyiitt mar | + r darab rendezett osztalyba osztalyoztuk. Ekkor a j-edik
nemkKkitiintetett elemet ezekbe a rendezett osztalyokba [ + 2r + j — 1 helyre
tehetjiik (barmely elem elé, illetve a rendezett osztalyok végére), ebben az
esetben az elem szine adott. Ha ez az elem 1j rendezett osztalyt nyit, akkor
m— [ szinnel szinezhetjilkk. A j-edik nemkitiintetett elem elhelyezése és szine-
zése tehat (m+2r+j—1)-féleképpen torténhet, igy az dsszes nemkitiintetett

elem esetén (m + 2r)" a lehetGségek szama.
A kétféleképpen kiszamolt érték egyenlGsége alapjén
n
(m+r)Em+2r)" =3 "] (mg )
k
k=0 -7
amib6]l mindket oldalt (m + r)"-nel osztva

n

(m+2r)ﬁzz i mk

k=0 - -

adoédik minden m > n természetes szam esetén.

Az els6 egyenl@ségben x helyére (—x)-et irva kapjuk a tétel méasodik allitasat.
O]

A kovetkezo két tételben az r-Lah-szamokat (r — s)-Lah-szamok segitségével
fejezziik ki, két lényegesen kiilonb6z6 modon.

2.7. Tétel. (|55, Theorem 3.4|)
Legyen 0 < k <n és0<s <r. Ekkor

-2

Megjegyzés. (|55, Remark 3.1])
Specialisan az s = 1 esetben

BRSO ARG

j=k

valamint az s = r esetben

adodik.
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Bizonyitdis. Ha n = r = 0, akkor konnyen ellenérizhets, hogy teljesiil az
allitas. Egyébként egy n + r elemd halmazt osztalyozunk k + r darab rende-
zett osztalyba gy, hogy r kitlintetett elem kiilénb6z6 rendezett osztalyban
legyen.

El6szor az els6 s kitiintetett elemet elhelyezziik s darab kiilénb6z6 rende-
zett osztalyba. Legyen j azon nemkitiintetett elemeknek a szdma, amelyek
nem ezen s elem rendezett osztélyaiba keriilnek (j = k,...,n). Ezt a j
elemet (?)—féleképpen valaszthatjuk ki, és Lﬁ ._téle modon sorolhatjuk a
tobbi r — s darab kitiintetett elemmel egyiitt k& + r — s darab rendezett
osztalyba gy, hogy a kitlintetett elemeket kiilonb6z6 rendezett osztalyokba
tessziik. Ezutan a kimarad6 n — j darab nemkitiintetett elemet az elsé s ki-
tiintetett elem rendezett osztalyaiba rakjuk. Elhelyezésiik (QS)E—féleképpen
torténhet, hiszen minden elem keriilhet a mar elhelyezett elemek elé, illet-
ve a rendezett osztalyok végére. Igy a lehetéségek szama rogzitett j esetén

(D), O

A masodik allitast az [55] cikkben teljes indukcidval bizonyitottuk, felhasz-
nalva a 2.3. tételt és a binomidlis egylitthatok rekurziojat. Most az [58]
publikaciéban szereplé kombinatorikus bizonyitast ismertetjiik.

2.8. Tétel. (|55, Theorem 3.5|)
Legyen 0 <k <n és0<s <r. Ekkor

.- 2L, (e

Megjegyzés. ([55, Remark 3.2])
Specialisan az s = 1 esetben a k < n — 2 feltétel mellett

mr = mrl ok + 1)&11JH +(k+1)(k +2) L{ZQJM,

valamint az s = r esetben

adodik.
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Bizonyitds. Ha n = r = 0, akkor nyilvan teljesiil az egyenléség. Egyébként
egy n—+r elemid halmaz k+r darab rendezett osztalyba valé olyan osztalyozé-
sait szdmoljuk Ossze, ahol r kitiintetett elem kiilonbo6z6 rendezett osztalyba
kertl.

Tekintsiik most az els6 s kitiintetett elem rendezett osztalyait. Ha ezekbdl
elhagyjuk a kitiintetett elemet, akkor ezen rendezett osztalyok mindegyike
két rendezett osztalyra bomlik. Ezek kozott lehetnek iiresek, amennyiben
keletkeznek ilyenek, hagyjuk el Sket. Legyen ezutdn j a kitiintetett elemet
nem tartalmazo rendezett osztalyok szama (j = k, ..., min{k + 2s,n}).

Rogzitett j esetén az n darab nemkitiintetett elem és az utolsé r — s ki-
tlintetett elem L?J Tis—féleképpen osztalyozhaté j + r — s darab rendezett
osztalyba gy, hogy a kitiintetett elemek kiilonbdz8 rendezett osztalyokba
keriiljenek. Tovabba az els§ s kitiintetett elemet is elhelyezziik kiilonb6z6
rendezett osztalyokba. Ekkor a rendezett osztalyok szama j+r, ami (j —k)-
val t6bb, mint kellene. Azt a k darab rendezett osztalyt, amelyek valtozat-
lanok maradnak, (z)—féleképpen valaszthatjuk ki a kitiintetett elemet nem
tartalmazo j darab rendezett osztaly koziil. A t6bbi j — k kitiintetett elemet
nem tartalmazoé rendezett osztdly elemeit az ott régzitett sorrendben az elsé
s kitlintetett elem rendezett osztalyaiba helyezziik at dgy, hogy minden ki-
tiintetett elem elé és mogé legfeljebb egy rendezett osztaly elemei keriiljenek.
Ez (25).=F feleképpen torténhet.

Igy tehat

min{k+2s,n}

-5, e 2L, Qe

Jj=k Jj=
ugyanis (2s)2=% =0, ha j > k+2s+ 1. O

Megjegyzés. Az els6faju és masodfaju r-Stirling-szamokra vonatkozo hason-
16 formulak (amelyek az 1. és 2. tablazat kilencedik mez&iben talalhatoak)
szintén igazolhatok a fenti gondolatmenettel. SGt, a masodfaju esetben még
egyszertibb is a bizonyitas, ugyanis az osztalyok a kitiintetett elem elhagyé-
séval nem bomlanak kétfelé.

Az elséfajn r-Stirling-szamok esetében a bizonyitas joval triikkésebb. Itt fon-
tos, hogy a ciklusokat a legkisebb elemiikkel kezdve irjuk fel. Az els6 s darab
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kitiintetett elem elhagyasaval kapott rendezett halmazokat standard ciklus-
reprezentacioként tekintve bontjuk tovabb ciklusokra, és az igy kapott dsszes
ciklus koziil jelolje j azoknak a szamat, amik nem tartalmaznak kitiintetett
elemet (j = k,...,n). Lényeges kiilénbség még a korabbiakhoz képest, hogy
amikor az elsé s kitiintetett elem ciklusaiba rakjuk a kimaradé j — k darab
ciklus elemeit, akkor ezeknek az elhelyezése az elsé elemiik szerinti csokke-
né sorrendben torténik, a széoban forgd j — k darab ciklus elemeit minden
esetben az s darab ciklus barmelyikének a végére tehetjiik.

Most az r-Lah-szamokra vonatkozé binomialis konvolaciés formulét igazol-
juk.

2.9. Tétel. ([55, Theorem 3.6])
Legyen n, k,l,r,s >0 és k+1 <n. Ekkor

GOV -SRI

Bizonyitds. Feltehets, hogy n,r, s nem mind 0. Legyen X egy n+r + s ele-

<

mi halmaz. Osszeszamoljuk, hogy hanyféleképpen lehet X-et k +1+ 7 + s
darab rendezett osztalyba osztalyozni, valamint elemeit z6ld és piros szinek-
kel szinezni ugy, hogy r + s kitiintetett elem kiilénb6z6 rendezett osztalyba
keriiljon, az egy rendezett osztélyban 1év6 elemek azonos szintiek legyenek,
az els6 r kitiintetett elem z6ld, a t6bbi s pedig piros legyen, tovabbé a zdld
szind elemeket tartalmazo rendezett osztalyok szama k + r, a pirosaké [ + s.
Ezt kétféleképpen végezziik el.

El6szor X elemeit rendezett osztilyokba osztalyozzuk tgy, hogy az r + s
kitiintetett elem kiillénb6z6 rendezett osztalyba keriiljon, majd ezutan oszta-
lyonként szinezzilk az elemeket. X elemeit LkilJ Hs—féleképpen lehet
k 4+ 1+ r + s darab rendezett osztidlyba osztalyozni olyan médon, hogy a
kitiintetett elemeket kiilonb6z6 rendezett osztalyokba helyezzik el. A ki-
tiintetett elemek rendezett osztalyainak a szine a feltételekbdl adodik. A
tobbi k + [ darab rendezett osztaly kozott k olyan van, melynek elemei z6ld
szintiek, ezek (k;l)—féleképpen valaszthatok ki. Tehat a lehetéségek szama

(Ot



2.2. Az r-Lah-szamok és tulajdonsiagaik 17

Mésodszor X elemeinek szinezésével kezdiink, és azutan végezziik el a rende-
zett osztalyokba vald osztalyozéast. A kitlintetett elemek szine adott. Legyen
J a z0ld szind nemkitiintetett elemeknek a szama (j = k,...,n — ). Ezeket
(?) -féleképpen valaszthatjuk ki. A j 4+ r darab z6ld elemet HﬂJ ~téleképpen
lehet k + r darab rendezett osztalyba osztilyozni Ggy, hogy az r kitiintetett
elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriiljon. Az n— j+ s darab piros elemet
pedig L”;J J ,Teleképpen osztalyozhatjuk [+ s darab rendezett osztélyba tgy,
hogy az s kitlintetett elem kiilonb&zd rendezett osztalyban legyen. Adott j
esetén tehat (?) Lﬂ . L"Z_JJ , & lehetdségek szdma. O

Az r-Lah-szamokra érvényes az alabbi explicit formula.

2.10. Tétel. (|55, Theorem 3.7|)
Legyen 0 <k <n ésr > 0. Ha k,r nem mindketts 0, akkor

n|  nlfn+2r—-1

i w G )
Bizonyilds. Egy n+r elemd halmazt osztdlyozunk k+1r darab rendezett osz-
talyba gy, hogy r kitiintetett elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriiljon.
Ezt gy is megtehetjiik, hogy el6szor elhelyezziik a kitiintetett elemeket r da-
rab kiilonb6z6 rendezett osztalyba, majd sorba rendezziik a nemkitiintetett
elemeket, ami n!-féleképpen torténhet. Ezutan meghatérozzuk, hogy ezen r
darab rendezett osztalyba a mar bent 1évé r darab elem elé és mogé, vala-

mint a tobbi k£ darab rendezett osztalyba hany nemkitiintetett elem keriil,
és ennek megfelelgen bontjuk szét az elgbb kapott permutéciot (k+ 2r)-fele.

Ez azt jelenti, hogy az n-et k+2r darab nemnegativ egész szam Osszegére kell

bontani 4gy, hogy az utols6 k tag nem lehet 0 és a tagok sorrendje szamit.
n—kism _ m4+2r—1\ _ n4+2r—1\ g p ~

Ez C 7" = (") = (Z+2:_1)—felekeppen tehetd meg.

Ezzel viszont még szamitana a kitiintetett elemeket nem tartalmazé rende-

zett osztalyok sorrendje, ezért az eddig kapott lehet@ségek szamét osztanunk

kell k!-sal. O

Az explicit formula segitségével igazolhatod, hogy rogzitett felsé paraméter
esetén az r-Lah-szdmok sorozata szigorian log-konkéav és unimodélis.
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2.11. Tétel. ([55, Theorem 3.8|)
Legyen n > 1 és r > 0. Ekkor az (LZJT)ZZO sorozat szigorian log-konkdv és

19y unimoddlis.
Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy LkﬁlJTLkiljr < LZﬁ teljesiil minden

1 <k <n—1 esetén. Nyilvan feltehetd, hogy n > 2.

Ha k =1 ésr = 0, akkor kdnnyen ellenérizhets az egyenlGtlenség. Egyébként
a 2.10. tétel szerint azt kell belatni, hogy

n! n+2r—1 n! n+2r—1 n! (n+2r—1\\?
(k—1)!<k+2r—2>(k;+1)!< k+2r ) < <k:!<k:+2r— 1>> -
Némi szamolas utan azt kapjuk, hogy ez ekvivalens a
k(k+2r—1)(n—k)<(k+1)(k+2r)(n—k+1)
egyenlGtlenséggel, amely nyilvanvaléan fennall. O

A szigori log-konkavitdsbol az is kovetkezik, hogy az (UHT)Z:O sorozatnak

egy vagy két maximumhelye van. A kévetkezd tételben meg is hatarozzuk
ezeket,.

2.12. Tétel. (|55, Theorem 3.9|)
Legyenn>1 ésr > 0.

1. Ha n + r? + 1 nem négyzetszam, akkor az (U;JT)Z:O sorozatnak egy

mazimumhelye van: L n—+r2+ IJ -,

2. Ha n + 12 + 1 négyzetszim, akkor az ([ZJT)ZZO sorozatnak két maxi-

mumhelye van: Vn+r2+1—r—16ésvn+r2+1—r.

Bizonyitds. Mivel LSJO = 0, egyébként LZJT pozitiv, igy a maximumkeresés
szempontjabol elég a pozitiv értékekkel foglalkozni.

Ilyenkor a 2.10. tétel miatt Lkiljr = LZJT pontosan akkor teljesiil, ha

=
n! n+2r—1 n! n+2r—1
(k—1)!\k+2r—2 KI\k+2r—1)

VIA
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Ro6vid szamolas utan adodik, hogy ez ekvivalens a
k*+2kr—n—-120,

azaz a
(k+7")2§n+r2+1

egyenlGtlenséggel, ami akkor és csak akkor all fenn, ha

ESvVn+r2+1—r.

O]

A kovetkez§ tételben megadjuk az r-Lah-szamok sorozatanak exponencialis
generatorfiiggvényét rogzitett k esetén.

2.13. Tétel. ([55, Theorem 3.10])

Legyen k,r > 0. Ekkor az (LZJT)ZO:,C

i n| 2" 1 z \* 1 2r
— krn!_k! 1—x 1—x '

Bizonyilds. Ha k = r = 0, akkor nyilvanvaléan teljesiil az allitas. Egyébként
a 2.10. tételt, valamint a binomialis sort alkalmazva azt kapjuk, hogy

> |n :r”_oon! n+2r—1\z n+2r—1\ , .
D KIS R D] O R Ol (S &

n=k

PN n+k+2r—1 n —k —2r n
Z< )= (e

k r
K E'\1—-=x 1—2z)

sorozat exponencidlis generdtorfiiggué-
nye

O

Az alabbi tétel és kovetkezménye az r-Lah-szamok 6nortogonalitasat és al-
talanositott Onortogonalitdsat irja le, valamint kapcsolatokat ad meg az
r-Lah-szamok és az r-Stirling-szamok kozott.
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2.14. Tétel. ([55, Theorem 3.11])
Legyen 0 < k <n ésr,s > 0. Ekkor

7

LS (0L, = () er =207,

Jj=k

n

(—1)iFk L”J [i]s, ha 2r > s,

2. [Z]Qr—s - Jdr

ko

J

3

J. {Z}Qs—r = k(_l)n_j{?}r UC'JS’ ha 2s > T

<.
Il

n

4- LZJTQ@ = Zk [?]T{i}s, ha r + s pdros.
]:

Bizonyitds. Csak a tétel elsg allitasat igazoljuk, a t6bbi hasonléan lathatéd
be, az r-Stirling-szdmokra vonatkozé polinomos dsszefiiggéseket is hasznalva.

A 2.6. tétel els6, majd masodik allitasat alkalmazva kapjuk, hogy

n

(2420 —25)7 = jzo m (2= Jzn% m T ;(—1)jk m o
EgOetl [l

Osszehasonlitva az emelk%d()’ fakEoriélisokraivonatkoz() binomialis tételbsl
ad6dé (z +2r — 2s)" = Y (})aF(2r — 25)"7F keplettel, kovetkezik a tétel

elsg allitasa. O

2.15. Kovetkezmény. (|55, Corollary 3.1|)
Legyen 0 < k <n ésr > 0. Ekkor

n

L2 (O3], = o

=k
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n . .
RN R
n & n j
4= 50,8,
Bizonyitds. Az 6sszefiiggések s = r helyettesitéssel azonnal adddnak a 2.14.
tételbdl. 0

A kdvetkezmény utolséd allitasara kombinatorikus bizonyitast is adunk.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy n,r nem mindkett§ 0. Ekkor egy n + r ele-
md halmaz k + r darab rendezett osztalyba valé olyan osztalyozésait, ahol
r kitiintetett elem kiilénb6z6 rendezett osztilyba keriil, megkaphatjuk az
alabbi moédon is. Az elemeket elszor j + r darab paronként idegen ciklusba
rendezziik (j = k,...,n) ugy, hogy az r darab kitiintetett elem kiilonb6z6
ciklusban legyen, ez [?] T—féleképpen lehetséges. Majd a j + r darab ciklust
k + r darab osztalyba osztalyozzuk tgy, hogy a kitiintetett elemeket tartal-
maz6 ciklusokat kiilonbo6z§ osztalyokba rakjuk, ez {i}7 modon toérténhet. Az
egy osztalyban szerepld paronként idegen ciklusok a benniik 1év6 elemek egy
permuticiéjat hatarozzadk meg, ha Osszeszorozzuk Gket. Rogzitett j esetén
tehat mr{i}r a lehet6ségek szama. O
Végiil megmutatjuk, hogy sorozatok r-Lah-transzformaltjara és inverz
r-Lah-transzformaltjara igaz a kovetkez§ megforditéasi tétel.

2.16. Tétel. (|55, Theorem 3.12|)

oo
n=0’
n

FEkkor b, = >, LZJT‘% (n > 0) akkor és csak akkor teljesil, ha a, =
k=0

S5 (=17 F (7] by (n > 0).

Legyenek (ay,) (bn)pey komplex szémsorozatok, legyen tovdbbd r > 0.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy b, = > LZJrak (n > 0). Ekkor a 2.15.
k=0
kévetkezmény alkalmazasaval adédik, hogy

n k

S n Sl £

k=0 k=0 T =0
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n n

k|| |k =
= (—1) k \\kJ \JJ aj; = Z(Snjaj = Q.
T T j=0

=0 k=j

I1. Tegyiik most fel, hogy a, = > (—1)"* LZJTbk (n > 0), azaz (—1)"-nel
k=0

n
valo szorzas utén (—1)"a, = Y. 7] (=1)*by (n > 0).
k=0
A tétel mar belatott iranyat alkalmazva a ((—1)"bn),o és a ((—1)"an),o,

sorozatokra az teljesiil, hogy

(1) = 3 (-1 mf—l)kak Y mk

k=0 k=0

ahonnan mindkét oldalt (—1)™-nel szorozva kapjuk az allitast. O

Megjegyezziik, hogy az elmult években, az [55] cikk megjelenése utan, rész-
ben annak hatasara tobben is vizsgaltdk az r-Lah-szdmok tovabbi altala-
nositasait és valtozatait. M. Shattuck [70] megadott egy tovabbi rekurzi-
0t az r-Lah-szamokra, emellett a [71] és a [73] publikaciokban az r-Lah-
szamok g¢-analogjat, valamint az tn. megszoritott r-Lah-szdmokat tanul-
ményozta. Utobbiaknak Bényi B., M. Méndez és J. L. Ramirez [7] egy
olyan tovabbi valtozatat adtiak, ahol a rendezett osztilyok elemszamai egy
adott halmazbol keriilhetnek ki. M. J. Schlosser és M. Yoo [68] az elliptikus
r-Lah-szamokkal foglalkoztak. G.-S. Cheon és J.-H. Jung [14] definialtdk az
r-Whitney—Lah-szamokat, melyek az r-Lah-szdmoknak a Mezg 1. 4ltal ér-
telmezett r-Whitney-szamokhoz hasonlé altaldnositasai. Ezeket a szamokat
vizsgalta és adott meg rajuk kombinatorikus definiciét Gyimesi E. és Nyul G.
[27] (14sd még [19, 50, 64]).

Végiil megemlitjiik M. Shattuck [72] r-Lah-szamokra vonatkoz6 tovabbi alta-
lanositasat. Ennek érdekessége, hogy egyszerre altaldnositja az r-Lah-szamo-
kat, valamint az elsg- és masodfaju r-Stirling-szamokat is.
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3. Az 0sszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok

Ezt a fejezetet az r-Bell-szamok és az r-Bell-polinomok fogalmanak és leg-
fontosabb tulajdonsigaiknak az ismertetésével kezdjiik. Majd ezek mintajara
definialjuk az 6sszegzett r-Lah-szamokat és az r-Lah-polinomokat, valamint
vizsgaljuk tulajdonsigaikat. Egy alfejezetet szenteliink az r-Lah-polinomok
és mas rokon kombinatorikus polinomok gydkei vizsgéalatanak is.

3.1. Az r-Bell-szamok és az r-Bell-polinomok

L. Carlitz [12] és Mez6 1. [43, 45] értelmezték a Bell-szamok r-altalanositasat.
Ha n,r > 0 és n,r nem mindketts 0, akkor a B, , n-edik r-Bell-szam egy
n + r elemd halmaz G6sszes olyan osztalyozasanak a szdmat adja meg, ahol r
kitiintetett elem kiilénb6z6 osztalyba keriil. Tovabba By = 1. A masodfaji

n
r-Stirling-szamok definiciojabol kovetkezik, hogy By, = > {Z}T
k=0

A masodfaju r-Stirling-szamokhoz kapcsolédoan értelmezhetsk az r-Bell-
polinomok is, ezt Mez6 1. [43, 45| tette meg. Ha n,r > 0, akkor B, ,(x) =
n

> {Z}ka az n-edik r-Bell-polinom. Ezekre a polinomokra kombinatorikus

k=0
értelmezést is lehet adni. Ha ¢ egy pozitiv egész szam, akkor B, ,(c) egy

n + r elemi halmaz Gsszes olyan osztéalyozasainak és az osztalyok c szinnel
valé szinezéseinek a szdméat adja meg, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z6
osztalyba keriil, és ezen elemek osztalyai nem kapnak szint.

A 4. tablazatban 6sszefoglaljuk az r-Bell-polinomok legfontosabb tulajdon-
sagait. Ezeknek egyszerd helyettesitéssel kaphatok az r-Bell-szdmokra vonat-
kozo megfeleldi, ugyanis By, (1) = By ,. A korabban ismert Gsszefiiggések
esetén a hivatkozéasokat is feltiintettiik a tdblazatban. A csillag jel6lés arra
utal, hogy az adott formulanak csak az r-Bell-szamokra vonatkozé megfe-
lelGje szerepel az adott cikkben. A tabldzat tartalmaz ) eredményeket is,
ezek az r-Lah-polinomokra és az Osszegzett r-Lah-szdmokra ismertetendd
modon igazolhatok. Megjegyezziik, hogy az r-Lah-polinomokra vonatkozo
Spivey-tipust formula specidlis esetének bizonyitasara hasznélt kombinato-
rikus gondolatmenet az r-Bell-polinomok esetén teljes altalanossagban is
miikodik.
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Buol) = Bu(x) 45], 2By (2) = Busa ()
Byt1,(2) = (x + 1) By, (z) + 2By, . () [43]
By, ,(x)

— &

<. 3

~—" N~

') Bjr—s(x)s" 7 [51]
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=0
Bninr(@) = 3 3 {77}, () Bjr—s(z) (i + 5)" Va

120320
Bm+n r(x) = ZO Z:O{T}T(?)BJ’T(:E) n=d gt [51]

=0 j=
Bm+nr(x) = ZO ZO{T}T(?)B]:T 1( )(Z + 1)” It

=0 j=
Biinr(x) = ;0 ;){T}T(;?)Bj(x)(i + )izt [46]%,[51]
Bur(@) = oy 3o 9000 [45)

=0

> By = exp  exp(y) — 1) + ) (1217143

By, (x) gyokei valosak, egyszeresek és nempozitivak. [43]

4. tablazat:
Az r-Bell-polinomok tulajdonsagai

A Mez§ 1. altal bevezetett masodfaju r-Whitney-szamok segitségével
G.-S. Cheon és J.-H. Jung [14] értelmezték az r-Dowling-polinomokat, ame-
lyek az r-Bell-polinomok éaltalanositasai (korabban az 1-Dowling-polinomokat
M. Benoumhani 5] vezette be). Az r-Dowling-Lah-polinomokat, melyeknek
egylitthatoi az r-Whitney-Lah-szamok, Gyimesi E. [24] definiélta és vizsgal-
ta. A 3.3. alfejezetben ezekkel a polinomokkal is foglalkozni fogunk.
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3.2. Az Osszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok
tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben az r-Lah-szadmok sszegzésével foglalkozunk, és ehhez
kapcsolodoan értelmezziik az r-Lah-polinomokat is. A tulajdonsigokat az
r-Lah-polinomok és az 0sszegzett r-Lah-szamok esetére is megfogalmazzuk,
a bizonyitast azonban tébbnyire csak a polinomokra végezziik el, ugyanis
abbol x = 1 helyettesitéssel kénnyen adédik a szdmokra vonatkozé valtozat.
Bizonyitunk tobbek kézott rekurziokat, dsszefliggést az r-Lah-polinomok és
az (r — s)-Lah-polinomok kozott, igazolunk an. Spivey- és Dobinski-tipust
formuldkat, megadjuk az Osszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok
sorozatanak exponencialis generatorfiiggvényét is.

3.1. Definici6. Legyenek n,r > 0 egész szamok, nem mindketté 0. Jeldlje
Ly, egy n+ 1 elemid halmaz dsszes rendezett osztdlyokba vald olyan osztd-
lyozdsainak o szdmdt, ahol v kitintetett elem kilonbézd rendezett osztdlyba
keril. Legyen tovdbbd Loo = 1. Ekkor Ly ,-et az n-edik 6sszegzett r-Lah-
szamnak nevezzik.

Megjegyzés. A definiciohol azonnal adodik, hogy ha n,r > 0, akkor
" n
LTL,T = Z \‘ J )
j=o LJdr
ami indokolja a névvialasztast. Ebbdl a 2.16. tétel felhasznalasaval kapjuk,
hogy
n In
1= —1"]{} Lj..
S vr[i] e

Az bsszegzett r-Lah-szamokhoz kapcsolodoan értelmezziik az r-Lah-polino-
mokat.

3.2. Definicid. Legyen n,r > 0. Ekkor az
Ly, (z) = Z {J x’
j=o LJdr

polinomot az n-edik r-Lah-polinomnak nevezzik.
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Megjegyzés. Specidlisan Ly, (1) = Ly ,. Tovabba L, ,(z) n-edfoku fpoli-
nom, ugyanis LZJT =1

Megjegyzés. Az r-Lah-polinomokra kombinatorikus értelmezést is tudunk
adni. Ha n,r > 0 nem mindkett6 0 és ¢ > 1, akkor L, ,(c) megadja egy
n + r elemd halmaz rendezett osztalyokba valé olyan osztalyozasainak és a
rendezett osztalyok c darab szinnel valé szinezéseinek a szamat, ahol r kitiin-
tetett elem kiilonbo6z6§ rendezett osztalyba kertil, és a kitiintetett elemeket
tartalmazé rendezett osztalyok nem kapnak szint.

Ha r = 0 vagy 1, akkor a rendezett osztélyokba val6é osztalyozasokra nincs
megszoritas, ezért alapvetSen a kozonséges Osszegzett Lah-szamokat és a
Lah-polinomokat kapjuk.

3.3. Tétel. Legyen n > 0. Ekkor

1. Lmo(ili) = Ln(l’) és Ln,O = Ln,

2. xLy1(x) = Lpt1(x) és Lyt = Lp41.

Bizonyitds. Csak a tétel masodik allitdsat bizonyitjuk, az els6 ugyanis még
egyszeriibben ellenérizhets.

Legyen ¢ > 1. Ekkor L, i(c) azt adja meg, hogy hanyféleképpen lehet egy
n + 1 elemti halmazt rendezett osztalyokba osztélyozni, és a rendezett osz-
talyokat ¢ szinnel szinezni tgy, hogy az egyetlen kitiintetett elem rendezett
osztalyat nem szinezziik. Ha ezt is szineznénk a c¢ darab szin valamelyikével,
akkor a lehetéségek szama cLy, 1(c) = Lyy1(c) lenne. O

Az alabbi formula az r-Lah-polinomok egy olyan rekurziéja, melyben a po-
linom derivaltja is szerepel.

3.4. Tétel. ([57, Theorem 3.8 bizonyitésal)
Legyen n,r > 0. Ekkor

Lyt1,(z) = (v +n+27r)Lp,(7) + ‘rL;L,T(x)'

Bizonyitds. A 2.3. és a 2.2. tételeket alkalmazva azt kapjuk, hogy

n+1 n
_Z n+1| , |n+l Z n+1 . n+1| .4
Ln+17r(x) B \‘ k er B \‘ 0 Jr+ \‘ k er - \‘n—'— 1J rx

k=0 k=1
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= (2r)”“+éQkﬁlJr+(n+k+2r)mr) z® 4 "t

n—1 n n
_ Nl k41 n+1 nl ok n+1 nl k
B RSt

k=0 k=1 T
_ — |n k — |n k - nl k-1
= xZL{:J T +(n+2r)2{kJ x +x2k{kJ x
k=0 T k=0 r k=1 T
= xLy,(x)+ (n+2r) Ly, (x) + 2Ly, . (2).

O]

Most egy masodrendd linearis rekurzios formulat igazolunk az r-Lah-polino-
mokra és ezzel egyiitt az Osszegzett r-Lah-szamokra is.

3.5. Tétel. (|57, Theorem 3.5])
Han>1ésr >0, akkor

Lyii1,0(x) =(x+2n+2r)Ly,(x) —n(n+2r —1)L,—1,(2),
Lypvi,=02n+2r+1)Ly, —n(n+2r —1)Ly_q,.

Bizonyitds. Legyen ¢ > 1. Ekkor Ly41,(c) egy n+ 7+ 1 elemd halmaz ren-
dezett osztalyokba valé olyan osztélyozasainak és a rendezett osztalyok c
szinnel valé szinezéseinek a szama, ahol r kitiintetett elem kiilénb6z6 rende-
zett osztalyba keriil, és ezen elemek rendezett osztalyai nem kapnak szint.

Mésképpen, ha az utolsé nemkitiintetett elem egyelemti rendezett osztalyt
alkot, akkor ezt a rendezett osztéilyt c-féleképpen szinezhetjiik, a t&bbi ele-
met pedig Ly, r(c)-féleképpen osztalyozhatjuk rendezett osztalyokba, és szi-
nezhetjiik a rendezett osztalyokat ¢ szinnel Ggy, hogy az r kitlintetett elem
kiilonbo6z6 rendezett osztalyba keriiljon, és ezek a rendezett osztalyok ne
legyenek szinezve. Igy ezen esetek széma cLy, (c).

Ha az utols6 nemkitiintetett elem nem egyelemi rendezett osztalyba ke-
riil, akkor a tobbi elemet L, ,(c)-féleképpen osztalyozhatjuk rendezett osz-
talyokba, és szinezhetjik a kitiintetett elemeket nem tartalmazé rendezett
osztalyokat c szinnel tgy, hogy a kitiintetett elemek kiilénb6z6 rendezett osz-
talyokba keriiljenek. Ezutan az utols6 nemkitiintetett elem 2n+ 2r helyre te-
hetd, barmely elem elé vagy mogé. Igy az ilyen esetek szama (2n+2r) Ly, - (c).
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De ekkor kétszer szdmoltuk azokat az eseteket, amikor az utédlag beillesztett
elem valamelyik rendezett osztaly két eleme kozé keriil, igy ezek szamét még
ki kell vonni. Ilyen eset kétféleképpen fordulhat el§. Ha az utols6 nemkitiin-
tetett elem el6tt kozvetleniil a j-edik nemkitiintetett elem &ll (j = 1,...,n),
akkor ezen két elem nélkiil a tobbi elemet L,,_; »(c) modon osztélyozhatjuk
rendezett osztilyokba, és szinezhetjiik a rendezett osztilyokat ¢ szinnel tgy,
hogy a kitiintetett elemek kiilénb6z6 rendezett osztalyokba keriiljenek, és
ezek rendezett osztalyai ne legyenek szinezve. Ezutdn a két elem n +r — 1
helyre tehetd vissza (barmely mas elem elé). Tehat az ilyen levonandé esetek
szama n(n +r — 1)L,_1,(c).

Ha azonban az utolsé nemkitiintetett elem el6tt kozvetleniil kitiintetett elem
all, akkor tegyiik fel, hogy a j-edik nemkitiintetett elem &ll az elemiink mé-
gott (7 = 1,...,n). Az utébbi két elem nélkiil a t6bbi elemet L,_1,(c)-
féleképpen osztalyozhatjuk rendezett osztalyokba, és szinezhetjiik a rende-
zett osztalyokat c szinnel gy, hogy a kitiintetett elemek kiilénb6z6 rendezett
osztalyokba keriiljenek, és ezek rendezett osztélyai ne legyenek szinezve. A
két elem pedig r helyre keriilhet vissza (barmely kitiintetett elem moge). Az
ilyen levonandé esetek szama tehat nrL,_1,(c). O

Az r-Lah-polinomok, valamint az 6sszegzett r-Lah-szdmok kifejezhetk az
(r — s)-Lah-polinomok, illetve az 6sszegzett (r — s)-Lah-szamok segitségével.

3.6. Tétel. (|57, Theorem 3.1])
Legyen n,r,s > 0 és s < r. Ekkor

Jj=0 J

n n -
Ly, = < ->Lj,7—8<23)n_]

=0 M

Megjegyzés. (|57, Remark 3.2])
Specialisan az s = 1 esetben
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n

.>Lj,r—1(n —Jj+ 1Y

Ln,r = Z

valamint s = r esetén

o
| 3
o
VY
<

i=o \J

n n o

Lnﬂ = ( >LJ(27“)” J
=0

adodik.

Bizonyitds. Ha n,r mindkett6 0, akkor konnyen ellenérizhets az Allités.
Egyébként legyen ¢ > 1. Ekkor L, ,(c) azt adja meg, hogy héanyfélekép-
pen lehet egy n + r elemt halmazt rendezett osztalyokba osztalyozni, és a
rendezett osztalyokat ¢ darab szinnel szinezni tgy, hogy r kitiintetett elem
kiilonb6z8 rendezett osztalyba keriiljon, valamint ezek rendezett osztalyai
ne legyenek szinezve.

Ugyanezt méshogyan is 6sszeszdmolhatjuk. El6szor helyezziik el az els§ s
kitiintetett elemet kiilonbh6z6 rendezett osztilyokba. Jeldlje j azon nemki-
tlintetett elemeknek a szamat, amelyeket nem ennek az s kitiintetett elemnek
a rendezett osztalyaiba tesziink (7 = 0,...,n). Ezt a j elemet (?)—féleképpen
valaszthatjuk ki, majd a tébbi r — s kitiintetett elemmel egyiitt L; ,—s(c) mo-
don osztalyozhatjuk rendezett osztilyokba tdgy, hogy a kitiintetett elemek
kiilonbo6z6 rendezett osztalyokba keriiljenek, és szinezhetjik a kitiintetett
elemeket nem tartalmazé rendezett osztalyokat ¢ szinnel. A kimarado n — j
nemkKkitiintetett elemet az els6 s kitiintetett elem rendezett osztalyaiba rak-
juk, ez (2s)"~i-feleképpen torténhet. Igy a lehetGségek szdma rogzitett j
esetén (?)Lj,r,s(c)(2s)rj. O

A kovetkezd tételben Spivey-tipusi formulat igazolunk az r-Lah-polinomokra
és az Osszegzett r-Lah-szamokra. Az elnevezés onnan ered, hogy a Bell-
szamokra M. Z. Spivey 75| bizonyitotta a megfelel§ formulat.
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3.7. Tétel. ([57, Theorem 3.3])
Legyen m,n,r,s > 0 és s < r. Ekkor

Lonin(z) = zm: znj m r (j) Ljrs(x)(m +i+25)" 2,
Luntny = i Zn: WJ r (;‘) Ljres(m+i+2s)" .

Megjegyzés. (|57, Remark 3.4])
Speciélisan az s = 0 esetben

Lninrle) = 33 7| () a2

m n m n - —
Lsne =3 [7] (§)taratn 14277

adodik.

Bizonyitds. A 2.6. tételt felhasznalva kapjuk, hogy

m+n
k=0 r
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Masrészt, ujra alkalmazva a 2.6. tételt, valamint az emelkedd faktoridlisokra
vonatkoz6 binomialis tételt adodik, hogy

(x+2r)"" = (x4 2r)™(z + 2r + m)"

m
= Z{mJ Yo —i+2r—2s+m+i+2s)"

i( > (z —i+2r —25) (m 41+ 25)" 7

'—
3
|_
H

" m| (n —|
- n—j k
ZZLJ (j)(m+z+23) k—iJ_w
=0 k=i r r—s
m-l,-nmll'l{m,k‘} n m n
EE £ el -
J k—i],_
k=0 =0  j=max{0,k—i} r r—s

A ket kifejezésben x® egyiitthatoit 6sszehasonlitva az

WS RN (I RN

= j=max{0,k—i}

egyenldséghez jutunk. Mindkét oldalt a*-nal szorozva és Gsszegezve k-ra
(k=0,...,m+n) azt kapjuk, hogy

m—+n m+n N
Lyiny(x) = Z f x

k=0
m~+n min{m,k} m n . j
— ; n—j k
>3 3 H (j)<m+z+2s> LC_J K
i=0  j=max{0,k—i} r r—s

- EEE[] (Jemeienll

i=0 j=0 k=i
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N e e
>[7] ()nsemn ]
|

k

| (it

A tételre az s = r esetben kombinatorikus bizonyités is adhato.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy m,n,r nem mind 0, és legyen ¢ > 1. Ekkor
Lyyinr(c) azt adja meg, hogy hanyféleképpen lehet egy m + n + r elemd
halmazt rendezett osztalyokba osztalyozni, és a rendezett osztalyokat c darab
szinnel szinezni Ggy, hogy r kitiintetett elem kiilénb6z6 rendezett osztalyba
keriiljon, valamint a kitiintetett elemeket tartalmazoé rendezett osztalyok ne
legyenek szinezve.

Ugyanezt méshogyan is 6sszeszdmolhatjuk. El6szor az r kitiintetett és az
els6 m nemkitiintetett elemet ¢ + r darab rendezett osztalyba osztalyozzuk
gy, hogy a kitiintetett elemek kiilénb6z6 rendezett osztalyokban legyenek
(1t = 0,...,m). Ezt LTJT—féleképpen tehetjiik meg, tovabba a kitiintetett
elemet nem tartalmazé ¢ darab rendezett osztalyt c'-féleképpen szinezhetjiik.
Jelolje 7 azon elemek szadmét az utols6 n nemkitiintetett elembdl, melyek
nem ebbe az i + r darab rendezett osztélyba keriilnek (j = 0,...,n). Ezeket
(?) -féleképpen valaszthatjuk ki, L;(c)-féleképpen osztalyozhatjuk rendezett
osztalyokba, és szinezhetjiik a rendezett osztalyokat ¢ szinnel. A kimaradé
n — j darab nemkitiintetett elemet az eredeti ¢ +r darab rendezett osztalyba
tessziik, ami (m + i + 27‘)@ moédon torténhet. Igy rogzitett i és j esetén

(M Li(e)(m 4+ 2r)" It a lehetdségek szama. O
rdr\)] J

Megjegyzés. A tétel érdekessége, hogy m = 0 esetén a 3.6. tételt, n = 0 esetén

adja vissza.
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Az r-Lah-polinomokra és az Osszegzett r-Lah-szamokra érvényes az alabbi
Dobinski-tipusta formula. Azért hivjuk igy, mert a Bell-szamokra vonatkozd
megfelel§ Osszefiiggést G. Dobiriski [17] adta meg.

3.8. Tétel. (|57, Theorem 3.6])
Legyen n,r > 0. Ekkor

—|— 27“
exp(x ]:0
1 o= (j+2r)
Ln,’r‘ = g 0
= 7

Bizonyitds. 1. El6szor a polinomokra vonatkozo allitast latjuk be. A bizo-
nyitas soran legyen V;JT =0, hai > n. A 2.6. tételt felhasznélva azt kapjuk,
hogy

G2 =y mj:i m]:i mr(jfiﬂ'

i=0 i=0
Mindkét oldalt jl-sal osztva adddik, hogy

W:imru—lm’

j+2r)™\ <
azaz a <M> sorozat az (L”J ) és az (i,
J: =0 r/j=0
cidja, ezért a generatorfliiggvénye

[e9]
) ~sorozatok konvoli-
j

II. Most az 6sszegzett r-Lah-szamokra vonatkozo formulét igazoljuk. Legyen
A > 0 és & egy A\ paraméterd Poisson-eloszlasi valészintiségi valtozo. Ekkor
a 2.6. tétel alkalmazaséaval

E(+2r)" §g+2r j— Z ZH
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- oS [] Shv-os ] S

j=t
_ —)\ AZ )\J _ g n )\i — I )\
SO HEDIE TS o S E
j=0 =0 T
Specialisan A = 1 esetén azt kapjuk, hogy
oo
Ln,r:Ln,r()—E§+27‘ Z]+2T fﬁl.
7=0

O

Most megadjuk az r-Lah-polinomok és az sszegzett r-Lah-szdmok soroza-
ténak exponencialis generatorfiiggvényét.

3.9. Tétel. (|57, Theorem 3.7])
Legyen r > 0. Ekkor az (Ly,(x));", sorozat exponencidlis generdgtorfiggué-

nye
oo

Ly (x Ty 1
3 Feath e ()
w 1=y/) (1-y)

n=0

az (Lny ), sorozat exponencidlis generdtorfiggvénye pedig

nl Y P 1-y/) (1

2
n=0 B y) "

Bizonyitds. A 2.13. tételt felhasznalva adodik, hogy

I ) [ RV ) ol

=j
ij1<y>j 1 1 i1<xy>j
e Tl — — —
= \l-y) (1-y* -y izt \1-y

< Ty > 1
= exp
-y (1_y)2T
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Az bsszegzett r-Lah-szémokra vonatkozé allitast mas médon is bizonyithat-
juk.

Bizonyitds. El6szor az 6sszegzett Lah-szamok sorozatanak exponencidlis ge-
neratorfiiggvényét hatarozzuk meg. Legyen I(y) az (Ly),-, sorozat exponen-
cidlis generatorfiiggvénye, azaz

I(y) = Z " Zlny

n=0

A 3.6. tétel alapjan
" /n
Lo =Lna =3 (0) =+ 1.
§=0

azaz az (Ly41),- o sorozat az (Ly ), és az ((n+ 1)!),7 , sorozatok binomi-
alis konvolucidja, igy az exponencidlis generdtorfiiggvényeikbdl adédik az

Lo 1
Fy) = l(y)i(1 e

differencidlegyenlet. Ennek keressiik a megoldasat a forméalis hatvinysorok
korében az ly = % = 1 feltétel mellett. A differencidlegyenlet két oldalan y"

egyliitthatoja
(n+ 1)lpyr = Zl (n—j+1),
amibdl kovetkezik, hogy lg = 1-b6l knndulva, lo, ..., 1, ismeretében [, 1 egy-

értelmiien meghatarozhaté, tehat a differencidlegyenletnek az [y = 1 feltétel
mellett egyértelmiien létezik megoldasa a formalis hatvanysorok korében.
Ellenérizhets, hogy ez a megoldas exp

Ezt felhasznélva adjuk meg az Osszegzett r-Lah-szamok (Ly,),- , sorozata-
nak [,.(y) exponenciélis generatorfiiggvényét. Ismét a 3.6. tételbsl adodik,

hogy az (Ln,)oc ) sorozat az (Ly)5’ és a ((2r)") ", sorozatok binomislis

0
konvolucidja, amibdl kovetkezik, hogy exponencialis generatorfliiggvénye

lr(y) = exp <1 g y> (1 —11/)%
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Végiil megmutatjuk, hogy az s-Bell-polinomok, illetve s-Bell-szamok soro-
zatanak els6faja r-Stirling-transzformaltja az %—Lah—pohnomok, illetve az

Gsszegzett %“—Lah—szamok sorozata, ha r és s azonos paritasu.

3.10. Tétel. (|57, Theorem 3.11|)
Han,r,s >0 ésr+ s pdros, akkor

3

Ln77§é (x) = . j Bj75($)7
j=0 =" -7
n ]
L’VL r+s — . Bj75
L) — _]_7"

j_
Megjegyzés. (|57, Remark 3.12])
Ha r = s, akkor

n

k=0 = k=0 j=Fk
n 7 . n
B n j ko [n}
= " = B;s(x
(1], 2 =[] B
Jj= =0 Jj=0

O]

Az r = s specidlis esetben kombinatorikus bizonyitast is tudunk adni a
tételre.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy n,r nem mindkett§ 0. Legyen ¢ > 1. Egy n+r
elemii halmaz rendezett osztalyokba vald osztilyozasa és a rendezett oszté-
lyok ¢ szinnel val6 szinezése, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z8 rendezett
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osztalyba keriil, és ezen elemek rendezett osztalyait nem szinezziik, a kdvet-
kez6képpen is megkaphaté. ElGszor az elemeket j+1r darab paronként idegen
ciklusba soroljuk olyan médon, hogy a kitiintetett elemeket kiilénb6z8 ciklu-
sokba tessziik (7 = 0,...,n). Ezutan osztalyozzuk a ciklusokat ugy, hogy a
kitiintetett elemeket tartalmazo ciklusok kiillonbozé osztalyokban legyenek,
és szinezziik azokat az osztdlyokat a ¢ szin valamelyikével, amelyekben nincs
kitiintetett elemet tartalmazé ciklus. Végiil, ha minden osztalyban 0sszeszo-
rozzuk a ciklusokat, akkor az n+r elemd halmaz rendezett osztalyokba valé
olyan osztilyozasat kapjuk, ahol a kitiintetett elemek kiilénb6z8 rendezett
osztalyokba keriilnek, és a kitiintetett elemeket nem tartalmaz6 rendezett
osztalyok a ¢ szin valamelyikével vannak szinezve. Igy rogzitett j esetén

[?LBN(C) a lehetségek szama. O

3.3. Az r-Lah-polinomok gydkei

Ebben az alfejezetben az r-Lah-polinomok gytkeinek vizsgélataval foglalko-
zunk. Megmutatjuk, hogy az r-Lah-polinomok minden gytke valés, egyszeres
és nempozitiv, majd korlatot adunk a gyokok értékére, valamint numerikus
szamitasokat is végziink a gyokdk valodi nagysagrendjének meghatarozaséra.

El6sz6r azt mutatjuk meg, hogy az r-Lah-polinomok minden gydke valds.

3.11. Tétel. (|57, Theorem 3.8|)

Legyen n > 1. Ekkor Ly o(x) gyokei egyszeresek, valdsak, az egyik gyok 0,
a tobbi negativ. Tovdbbd, ha Lyo(x) gyokei oy < ag < ... < ap, = 0 és
Lyi10(x) gydkei B1 < B2 < ... < Bpy1 =0, akkor f1 < a1 < o < ag <
coo < Bp < ap = Bpr1 =0.

Legyen n,r > 1. Ekkor Ly, »(z) gyokei egyszeresek, valdsak és negativak. Ha
Ly () gydkei a1 < ag < ... < ap €s Lyy1,(x) gyoker 1 < fo < ... <
6n+1; akkor B1 < ay < ﬂg <o <... < ,Bn < o < /Bn+1.

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéért a tételt csak az r > 1 esetre bizonyit-
juk, r = 0 esetén ugyanezzel a gondolatmenettel igazolhatoé az allitds. A
bizonyitas n szerinti teljes indukciéval torténik.

Ha n =1, akkor L ,(xz) = = + 2r, aminek egyetlen gydke —2r, erre tehat
teljesiil az 4llitas.
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Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n-re. Ekkor (n+ 1)-re, a 3.4. tételbeli egyen-

n+2r—1

16ség mindkét oldalat e*x -nel szorozva azt kapjuk, hogy

€x.7}n+2r_1Ln+1’7« (:U) — (emwn—i-Qan’T (.%')), .

Az indukcios feltétel szerint Ly, ,(z)-nek n darab valos gytke van, mind egy-
szeres és negativ. Ekkor e*z™ 2" L, ,.(x)-nek pontosan n+1 darab kiilénbzs
valés zérushelye van, az egyik 0, a tobbi negativ, tovabbé az is teljesiil, hogy

lim ezt L, .(x) = 0. Ebbdl a Rolle-féle kdzépértéktétel miatt kivetke-

T—r—00

zik, hogy (exx”“’"Ln,r(:L‘))l = e 2" L, 1 . (x)-nek legalabb n + 1 darab
negativ zérushelye van, igy Ly,y1,(x)-nek n + 1 darab kiilénb6z8 negativ
gyoke van, és azok teljesitik a gydkokre megfogalinazott egyenlétlenségeket
is. 0

Megjegyzés. Ez az eredmény Newton tételével (lasd példaul [77]) egyiitt
tjabb bizonyitasat adja a 2.11. tételnek.

Most két egymast kovets dsszegzett r-Lah-szam hanyadosara adunk kozeli-
tést.

3.12. Kovetkezmény. (|57, Corollary 3.10|)
Han>1ésr >0, akkor

L
Z;M—(n—i-r%-l)—[ n+7"2—|—1H<1.
n,r

Bizonyitds. A 3.4. tételbsl adodik, hogy
L;L,T‘(l) = Ln-i—l,r - (TL + 2r 4 1)Ln,r~

Ekkor az allitas a 3.11. tételbdl, Darroch tételébdl (lasd peldaul [9]), valamint
a 2.12. tételbdl kovetkezik. O

Erdekes kérdés, hogy mekkora az r-Lah-polinomok legkisebb gy6kének nagy-
sdgrendje. Az alfejezet tovabbi részében ezzel a problémaval foglalkozunk.
Vizsgalatainkat azonban nemcsak az r-Lah-polinomokra végezziik el, hanem
mas, altalanos Bell-tipusta polinomok, nevezetesen a

Do (@) = 3 Wi (n, ) ¥
k=0
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r-Dowling-polinomok [14, 26| és a

n

DLyms(z) =Y WLy, (n, k)
k=0
r-Dowling-Lah-polinomok [24] esetére is, ahol Wy, , (n,k) és Wiy, , (n, k)
rendre a méasodfaju r-Whitney-szamokat és az r-Whitney—Lah-szamokat je-
16li. Megjegyezziik, hogy az r-Dowling-polinomok, illetve az r-Dowling—Lah-

polinomok rendre 4ltalanositjik az r-Bell-polinomokat és az r-Lah-polinomo-
kat, ugyanis Dy, 1 ,(x) = By r(x) és DLy 1 +(2) = Ly ().

Ezekre is igazoltak a 3.11. tételhez hasonlé allitast. Az r-Dowling-polinomok-
ra G.-S. Cheon, J.-H. Jung [14] és R. B. Corcino, C. B. Corcino, R. Aldema
[16] (az r = 1 esetben M. Benoumhani [6]), az r-Dowling-Lah-polinomokra
pedig Gyimesi E. [24] mutatta meg, hogy minden gyokiik valos, egyszeres és
nempozitiv.

A fent emlitett polinomok legkisebb gyokeinek becsléséhez az alabbi lemmat
fogjuk hasznélni, amelyet E. Laguerre [36] és P. A. Samuelson [67] bizonyi-
tott (lasd még [60]). Megjegyezziik, hogy Samuelson egy statisztikai kérdés
kapcsan jutott ehhez az eredményhez.

3.13. Lemma. Legyenn > 2 és p(z) = 2™ +ap_12" '+ ...+ a1z +ag egy
valds egyiitthatds fopolinom. Ha p(x)-nek csak valds gyokei vannak, akkor a
gyokok a

Ap—1 n—l\/ 9 2n an_1+n—1\/ 9 2n
— — a? , — Gy, — a? | — Gy
n n e ) n n-1 N2

intervallumban vannak.

Tovdbbd, ha még azt is feltessziik, hogy p(x) egyiitthatdi nemnegativak, akkor
a legkisebb gyok abszolit értékét p (p(x))-szel jeldlve adddik, hogy

ap—1 n—1 2n
po) < 2t "

Megjegyezziik, hogy més eszkozok is vannak p (p(x)) becslésére, de szami-
tdsaink alapjan a mi esetlinkben a Laguerre-Samuelson-egyenl6tlenség adja
a legjobb korlatot.
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A lemma segitsegével Mezs 1. és R. B. Corcino [48] fels6 becslést adott
p (Br(x))-re és p(By r(x))-re. Azt kaptak, hogy n > 2 és r > 0 esetén

n—1 n-—1 1 /5 3
B, < Vin — 7~ =1/ =n2,
i (Bp(x)) < 5 + e 5n — 7 2\/;712

p (Bnr(z)) < Tl7+r+7;W 5n—7+12r~2\/§n§_

Megjegyezziik, hogy ezek a fels6 korlatok itt egyszertsitett forméaban szere-

pelnek, valamint észrevehets, hogy aszimptotikusan fliggetlenek az r para-
métertsl.

Most hasonlé korlatokat adunk meg az r-Dowling-, az r-Lah- és az r-Dowling—
Lah-polinomok gydkeire vonatkozoéan.

3.14. Tétel. ([62, Theorem|)
Legyenn > 2, r >0 ésm > 1. Ekkor

1. p(Dpmr(z)) < m(”Q_l) +r+ ;‘—\_/%\/Sm%l —7m? + 12mr;

2. p(Lpy(z) <n—142r+(n—1)vn—1+2r;

8. w(DLymy(2)) <m(n—1)42r+ (n — 1) vVm?n — m?2 + 2mr-.

egyszeriien megkaphato, hogy

Wiy (n,n—1) = m<g> + nr,

Wonr (0,0 — 2) = 12 <Z> +m (m+3r) <§> + 3m? <Z> .

Ekkor a tétel elsg allitasa a 3.13. lemméabol kovetkezik.

Hasonléan, mivel

LlnlJr =n(n—1)+ 2nr,

L:QJT = (4% + 2r) <Z> +6(2r +1) (g) +12<Z>,
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valamint
WLy, (n,n—1)=mn(n—1)+ 2nr,

W Ly (n,n — 2) = 2r (m + 2r) (Z) + 6m (m + 2r) (;‘) +12m2 (Z) :

a tétel masik két allitasa szintén a 3.13. lemmabol kovetkezik. O]

Koénnyen lathato6, hogy az r-Dowling-polinomok, az r-Lah-polinomok és az

r-Dowling-Lah-polinomok esetén a korlat aszimptotikusan rendre %\/én%,
n%, illetve mn3.

Megemlitjiik, hogy az tn. asszocialt Bell-polinomok esetében Béna M. és
Mez6 1. [10] végeztek hasonld vizsgalatokat, tovabba hogy az r-Dowling-
polinomok legkisebb gytkeinek becslésével C. B. Corcino, R. B. Corcino,
Mez6 1. és J. L. Ramirez [15] is foglalkoztak.

Numerikus szamitasokat is végeztiink, hogy meghatarozzuk az r-Dowling-
és az r-Dowling—Lah-polinomok legkisebb gytkeinek pontos értékét. A szé-
mitasokat a Debreceni Egyetem HP SL250s és a Szegedi Tudoményegyetem
HP CP4000BL szuperszamitogépével végeztiik, a Maple 2015 szoftver hasz-
néalataval.

El6szor az r-Whitney-, illetve az r-Whitney—Lah-szdmok rekurziojat felhasz-
nélva a program kiszamitotta a polinom egyiitthatéit. Ezutan a 3.14. tétel-
ben megadott felsé korlat ellentettjétsl kezdve névekvs sorrendben minden
egész szamot behelyettesitett a polinomba, és figyelte az el6jelvaltasokat. A
szamitas eredménye az els6 el§jelvaltas helye. Megjegyezziik, hogy biztosak
lehetiink benne, hogy ezzel a médszerrel nem ugorjuk at a legkisebb gyokét,
ugyanis a két legkisebb gydk kiilonbsége nagyobb 1-nél, mér kicsi n értékek
esetén is.

Az 5. tablazat p (Dym (7)), a 6. tablazat pedig p (D Ly, m r(2)) fels6 egész
részét tartalmazza az n = 25000,50000,75000, az r = 0,1,2,3 és az
m = 1,2, 3,4 esetekben. Ezek specidlisan m = 1 valasztéssal megadjék az
r-Bell-, valamint az r-Lah-polinomokra vonatkozé értékeket is.
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(m,r) | n=25000 | n=>50000 | n=75000
(1,0) 67811 135729 203659
(1,1) 67813 135732 203662
(1,2) 67816 135735 203665
(1,3) 67819 135737 203668
(2,0) 135621 271458 407318
2,1) 135623 271461 407321
(2,2) 135626 271463 407324
(2,3) 135629 271466 407326
(3,0) 203431 407187 610977
(3,1 203433 407189 610980
(3,2) 203436 407192 610983
(3,3) 203439 407195 610985
(4,0) 271241 542916 814636
1) 271243 542918 814639
4,2) 271246 542921 314642
(4,3) 271249 542924 314644

5. tablazat:
Az r-Dowling-polinomok legkisebb gyokeinek abszolit értékei

(m,r) | n=25000 | n=>50000 | n= 75000
(1,0) 99828 199783 299752
(1,1) 99832 199787 299756
(1,2) 99836 199791 299760
(1,3) 99840 199795 299764
(2,0) 199656 399566 599504
(2,1) 199660 399570 599508
(2,2) 199664 399574 599512
(2,3) 199668 399578 599516
(3,0) 299484 599349 899255
3,1) 299488 599353 899259
(3,2) 299492 599357 899263
(3,3) 299496 599361 899267
(4,0) 399312 799132 1199007
(4,1) 399316 799136 1199011
(4,2) 399320 799140 1199015
(4,3) 399324 799144 1199019

6. tablazat:
Az r-Dowling—Lah-polinomok legkisebb gyokeinek abszolut értékei
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A kozonséges Bell-polinomok esetén Mez 1. és R. B. Corcino [48] végeztek
szamitasokat, hogy meghatéarozzak u (B, (x)) pontos értékét, és azt a sejtést
mondtak ki, hogy u (B, (x)) ~ ¢p - n, ahol ¢g ~ 2,7. Az r-Bell-polinomokra
hasonlé sejtést fogalmaztak meg, ahol az aszimptotikus konstans szorzo6 va-
l6szintleg flige az r paramétertsl.

A szémitasaink azonban azt mutatjak, hogy az r-Bell-polinomokra vonat-
koz6 konstans ugyanaz a cp konstans, mint a Bell-polinomok esetén. Tehat
a sejtéslink az, hogy p (Bnr(x)) ~ cp - n, azaz a konstans aszimptotikusan
fiiggetlen r-t6l, és azt figyeltitk meg, hogy cg =~ e. Az r-Bell-polinomok &l-
talanositdsaira, az r-Dowling-polinomokra vonatkozéan viszont azt sejtjiik,
hogy it (Drmr(z)) ~ mep-n. Ez azt jelentené, hogy p (D, m r(x)) aszimpto-
tikusan linedris a polinom fokszamaban, és n szorzdja r-t6l fliggetlen, viszont
m-szerese cp-nek. Hasonléan, az r-Lah-polinomok és &ltaldnositasaik, az
r-Dowling-Lah-polinomok esetén azt vettiik észre, hogy p (Lyr(z)) ~ cr - n
és ft(DLypmr(x)) ~ mer, - n, ahol ¢, = 4. Ez ismét csak azt jelenti, hogy n
aszimptotikus konstans szorzéja nem fiigg r-t6l, de m-t6l igen. Erre az ész-
revételre adunk most néhany heurisztikus magyarazatot, a numerikus szé-
mitasaink eredményén tal.

Egyrészt a 3.14. tételben szerepld felss korlat p (D Ly, r(x))-re aszimptoti-
kusan egyenl6 a p (Ly, »())-re vonatkozo korlat m-szeresével.

Masfelsl, a Viete-formuldk alapjan az Ly ,(z), illetve a DLy . (z) poli-

nom gyokeinek Osszege rendre —Lnfljr = —nn—1) - 2nr ~ —n? és

~W Ly, (n,n—1)=—mn(n—1) — 2nr ~ —mn?.

Tovabba, ha az els6faju r-Stirling-szamok, illetve az elséfaju r-Whitney-
szamok segitségével elgallithaté hasonlé polinomokat tekintjiik, akkor azt
vehetjiik észre, hogy

([ #) () =i

" (Zwm <n,k>xk> = p(@+rm)") =r+mn—1) ~m-n,
k=0

ahol (z 4 r|m)" = (x +7)(x +r+m)...(x+7r+m(n—1)).
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Ezen magyarazatok mellett megjegyezziik, hogy [24, Theorem 3.7] alapjan
DLy mr(mz) =m"DLy 1 (x) =m" Ly, (x).

Ha elfogadjuk, hogy az r-Lah-polinomokra és az r-Dowling—Lah-polinomokra
vonatkozo konstansok fliggetlenek r-t6l, akkor ez az dsszefiiggés azt mutatja,
hogy az r-Dowling-Lah-polinomokra vonatkoz6 konstans éppen m-szerese az
r-Lah-polinomokhoz tartozé konstansnak, ugyanis « akkor és csakis akkor
gyoke Ly ,(x)-nek, ha ma gydke DLy, p mr(x)-nek.

Az r-Dowling-polinomok esetén hasonlé gondolatokkal tudjuk alatdmasztani
a rajuk vonatkozo sejtésiinket.

Végiil, a szamitésaink alapjan megfogalmazhatunk még egy észrevételt. Azt
sejtjiik, hogy ha r > 0 és m > 1, akkor

lim (1 (Dnmrt1(2)) = (Dpmr (7)) = cB

n—oo
és
lim (u (DLn,m,r-i-l(x)) - (DLn,m,r(x))) = CL.

n—oo
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4. Kombinatorikus szamsorozatok grafelméleti
interpretacioja

Ebben a fejezetben grafelmeéleti interpreticiot adunk meg az r-Lah-szamokra
és a méasodfaju r-Stirling-szamokra, paros grafok pérositisainak szamaval
kapcsolatosan. Emellett egy alfejezet erejéig a Lucas-sorozatokra is kitériink,
hogy kiterjessziink egy kozelmiltbeli eredményt.

4.1. Parositasok Osszeszamolasa

A grafelméletben j6l ismert és fontos a pérositasok fogalma. Egy grafban
élek egy halmaza fiiggetlen, ha semelyik két halmazbeli élnek nincs kozos
végpontja. A fiiggetlen élhalmazokat nevezziik parositasoknak is. Nyilvan,
ha egy graf tartalmaz hurokélt, akkor az nem szerepelhet a parositasban,
hiszen a hurokélnek 6nmagaval van kozos végpontja. Tovabba, ha a grafban
vannak parhuzamos élek, akkor egy pérositis ezen élek koziil legfeljebb az
egyiket tartalmazhatja. Ezeket mégsem zarjuk ki a vizsgalatainkbél, ugyanis
a kovetkezd alfejezetben olyan grafokkal is foglalkozunk, melyek nem egy-

szertek.

Erdekes kérdés, hogy egy grafban osszesen hany péarositas talalhato. Megle-
p6 modon a probléméanak a kémiai grafelméletben van komoly jelentGsége.
Egy graf Gsszes parositasainak a szamat (ahol a 0 elemt, iires parositast
is szamoljuk) a graf Hosoya-indexének szokés hivni. Azért viseli H. Hosoya
[29, 30] nevét, ugyanis 6 vezette be ezt a fogalmat az 1970-es évek elején,
telitett szénhidrogének szerkezeti képletének vizsgalataval osszefiiggésben.

Ha elkészitjitk azt a polinomot, amelyben z* egyiitthatoja egy graf k elemti
pérositasainak a szama, akkor az adott graf parositasi generatorpolinom-
jat kapjuk. Ha ebbe a polinomba 1-et helyettesitiink, akkor a graf Hosoya-
indexéhez jutunk. Tovabbi részletek errél a témarol Lovasz L. és M. D. Plum-
mer [40] kényvében olvashatok.
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4.2. Parositasok és a Lucas-sorozatok

Grafok parositasainak Osszeszdmlalasakor érdekes Osszefiiggésekre bukkan-
hatunk. Példaul az n csucsu atgraf Hosoya-indexe az (n+ 1)-edik Fibonacci-
szammal egyezik meg, az n csucsi korgraf Gsszes parositdsainak a szamat
pedig az n-edik Lucas-szdm adja meg. Ebben az alfejezetben altalanositjuk
ezeket, az allitasokat.

A tovébbiakban legyenek a,b > 1 egész szamok. Ekkor az (un(a, —b))2,
elséfaju és a (vp(a, —b))o>, masodfaju Lucas-sorozatokat (részletekért lasd
példaul [65]) az alabbi kezdeti értékekkel és rekurziokkal definialjuk:

uo(a, —b) =0, ui(a, —b) =1,

Upt2(a, —b) = aupt1(a, =b) + buy(a, —b) (n > 0);
és
vo(a, —b) =2, vi(a,—b) = a,
Unt2(a, —b) = avpy1(a, —b) + bvy(a, —b) (n > 0).

Ezek a sorozatok a = b = 1 esetén a Fibonacci-szamok, illetve a Lucas-
szamok sorozatat adjik vissza.

J. Alexander és P. Hearding [1] olyan grafokat konstruéltak, melyekben a
fiiggetlen csicshalmazok (olyan cstcsok halmaza, melyek kozott nincsenek
szomszédosak) szama olyan Lucas-sorozatok segitsegével irhato le, amelyek-
re a > b teljesiil. Felmeriil a kérdés, hogy ezt a korlatozo feltételt ki lehet-e
kiisz6bolni. Ez a kérdés adta az Otletet a Lucas-sorozatok egy tjabb grafel-
méleti interpretaci6janak megadasihoz, a Hosoya-index segitségével.

Ehhez most két grafcsaladot vezetiink be. Legyenek n,a,b > 1 egészek. A
P, o1 graf az alabbi modon 4ll els: Tekintsiik n darab a csicsi csillaggraf
diszjunkt uni6jat, jeloljiikk ezen csillaggrafok kézéppontjait wy, ..., wy-nel.
Majd w;-t és w;41-et kossiik 6ssze b darab parhuzamos éllel (i = 1,...,n—1).

Jeloljiik C), 4 p-vel azt a grafot, amit ugy kapunk meg az el6bb értelmezett
P, o1 gratbol, hogy még wy és w, kozé felvesziink b darab tovabbi parhu-
zamos élt. Specidlisan, a C 45 graf esetén ez azt jelenti, hogy ez a b darab
tovabbi él wi-re illeszkedd hurokeél, mig Cy 4, esetén wy és wp kdzott dsszesen
2b darab parhuzamos éliink van.
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Megjegyezziik, hogy ezek a grafok az ut-, illetve a korgrafok altalanositasai,
ugyanis P, 1,1 az n csucsu utgraf, mig Cy, 1,1 az n csucsu korgraf. A kovetkezd
abrdk a Ps 42 és a Cp 42 grafokat illusztraljak.

A P674’2 gréf

A 06,4,2 graf

4.1. Tétel. (|56, Theorem 1|)
Legyen n,a,b > 1. Ekkor a P, 4 grdf Hosoya-indeze un41(a, —b).

Bizonyitds. A tételt n szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Kénnyen elle-
nérizhets, hogy Py qp, illetve Psop Hosoya-indexe rendre a = wug(a, —b),
valamint a? + b = uz(a, —b).

Legyen n > 3 és tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 2)-re és (n — 1)-re.
Egy P, qp-beli parositas kétféle lehet attol fiiggSen, hogy tartalmaz-e w,_1
és w, kozotti élt. Ha nem, akkor a pérositds tulajdonképpen P,_1 4 p-beli,
amely még esetleg tartalmazhat a w, kézépponti csillaggraf a — 1 éle koziil
legfeljebb egyet. Ha pedig egy P, qp-beli parositasban van egy él a b da-
rab wy—1 és wy kozti €lbdl, akkor a tovabbi pérositésbeli élek P,_s 45 egy
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parositasat adjak. Ez alapjan az indukcios feltétel szerint a P, o graf dsszes

parositasainak a szama

aup(a, —b) + bup—1(a, —b) = up+1(a, —b).

4.2. Tétel. (|56, Theorem 2|)
Legyen n,a,b > 1. Ekkor a Cy, o grdf Hosoya-indexe vy (a,—b).

Bizonyitds. Egyszertien igazolhato, hogy C 44, valamint Cy , ; Hosoya-inde-
xe rendre a = v1(a, —b), illetve a? + 2b = vy(a, —b).

Legyen n > 3. Ha C), 45 egy parositisa nem tartalmaz egyet sem a wi és
wy, kozotti élek koziil, akkor a parositas valojaban P, 4 p-beli. Masrészt, ha a
parositas tartalmaz egyet ebbdl a b darab élbél, akkor a tovabbi élek P,_2 45
egy pérositasat alkotjak. Igy a 4.1. tételbsl és a Lucas-sorozatok jol ismert
tulajdonsagabol kovetkezik, hogy a C), 5 graf Osszes parositasainak a szdma

Un+1(a, —b) + buy—1(a, —b) = vy (a, —b).

O]

Most az eredeti probléménkat oldjuk meg, azaz olyan grafokat adunk meg,
melyekben a fiiggetlen csicshalmazok szamét Lucas-sorozatok elemei irjak
le, de nincs szlikség az a > b korlatozo feltételre.

Mivel a G graf egy parositasa a graf L(G) élgrafjaban fiiggetlen csucshal-
maznak felel meg, igy a tételeinkbdl kovetkezik az alabbi allités.

4.3. Kovetkezmény. ([56, Corollary]|)
Legyen n,a,b > 1. Ekkor az L(Py, qp) és az L(Cy, q) grafok dsszes fiiggetlen
csticshalmazainak a szdma rendre un11(a, —b) és vy(a, —b).

Megjegyzés. A kovetkezményben szerepls grafokat kozvetleniil is elgallithat-
juk.

Az L(P, ) grafhoz tekintsiik a Gq,...,G, a — 1 cstcsu teljes grafok és a
Hy,...,Hyp—1 b csicsu teljes grafok diszjunkt uniéjat. Ezutan kossiik Ossze
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H; minden cstcsat H;yq minden cstcsaval (i =1,...,n —2), és H; minden
csticsat G és Gj41 minden cstcsaval (j =1,...,n —1).

Hasonlbéan, az L(C), qp) grafhoz tekintsiik a Gi,...,Gp a — 1 cstcst teljes
grafok és a Hi, ..., Hy, b csucsu teljes grafok diszjunkt unidjat. Ezt kovetGen
kossiik dssze H; minden csiucsat H;pq minden csucsaval (1 = 1,...,n — 1),
H,, minden cstcsat H; minden cstcséval, tovabba H; minden csiicsat G és
Gj+1 minden csucsaval (j = 1,...,n — 1), végiil H,, minden csicsat G, és

(G1 minden csiicsaval.

4.3. Az r-Lah- és a masodfaja r-Stirling-szamok kapcsolata a
parositasokkal

Ebben az alfejezetben grafelméleti interpretaciot adunk meg az r-Lah-szé-
mokra és a masodfaju r-Stirling-szamokra, paros grafok parositasainak dssze-
szamolasan keresztiil.

Ehhez el@szor vezessiik be a kovetkezé jeloléseket. Minden alkalommal, ami-
kor azt mondjuk, hogy a K, ,, teljes paros graf cstcsosztalyai A és B, akkor
feltessziik, hogy |A| = m és |B| = n, ebben a sorrendben.

Teljes péaros grafok péarositasainak dsszeszamoldsa ugyan nem tul bonyolult
feladat (lasd példaul [20]), de a mi célunk az, hogy az r-Lah-szamokhoz
kapcsoljuk ezt a kérdést.

Ha n,r > 1¢é 0 < k < n, akkor jeloljik ¢,(n,k)-val a K, ,4r—1 teljes
péros graf n — k elemi parositasainak a szamat. Az n = 0 elfajuld esetben a
grafunk iires graf, igy ¢,(0,0) = 1.

A definiciébol kénnyen adédnak az alabbi specialis értékek.

4.4. Tétel. Legyen n >0 és r > 1. Ekkor

1. 4y(n,0) =1r",
2. by(n,1)=(r+1)"=r" (n>1),
3. by(n,n—1)=n(n+r—1) (n>1),

4. Lp(n,m) = 1.
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Bizonyitds. Csak a tétel masodik allitasat igazoljuk, a t6bbi Osszefiiggés is
egyszeriien megmutathato.

A K, pnir—1 teljes paros graf n — 1 elemi parositasait szadmoljuk dssze. Le-
gyenek a graf csicsosztalyai A és B. Ha a B csiicsosztalyhoz egy 1j cstcsot
adunk, és ebben a kiegészitett grafban vesziink egy olyan n elemd, azaz
A-t lefogd pérositast, ahol a B-beli 11j csticsnak van péarja, akkor ez a pé-
rositas az 1j csicsra illeszkedd él nélkiil éppen egy n — 1 elemd péarositisa
az eredeti grafnak. A kiegészitett grafban az A-t lefogd péarositasok szama

(n+7r)% = (r+1)", de ezek kozdtt szerepelnek azok a parositésok is, ahol a
B-beli 4j csticsnak nincs parja. Utébbiak szama 7™, amit le kell vonnunk. [

Legyen n > 0 és r > 1 esetén

ami tehat a K, 5, r—1 teljes paros graf Hosoya-indexét adja meg.

Az l.(n,k) szamokat egyiitthatokként hasznalva, n > 0 és r > 1 esetén
értelmezhets az

Loyp(@)=> Le(n, k)
k=0

polinom is, ami pedig a K, ,,+r—1 teljes paros graf parositasi generdtorpoli-
nomjanak reciprok polinomja.

Az alabbi tétel adja meg a kapcsolatot a fent definialt szamok és polino-
mok, valamint az r-Lah-szdmok, az Osszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-
polinomok kozott.

4.5. Tétel. ([58, Theorem 2.1])
Legyen 0 < k <n ésr > 1. Ekkor

n
£2r(n7 k) = \‘k}J s £n,2'r' = Ln,m En,Qr(x) = Ln,r(x)-

Megjegyzés. A tétel azt mutatja, hogy ezzel a grafelméleti interpretacioval az
r-Lah-szamok, az 6sszegzett r-Lah-szdmok és az r-Lah-polinomok félegész r
paraméterek esetén is értelmezhetdk.
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Erre a tételre 6t bizonyitast adunk, melyek mindegyikét csak az elsg allitasra
végezziik el, hiszen abbdl mar kévetkezik a masik két Osszefiiggés is. Az elsd
négy bizonyités az ¢, (n, k) szamok tulajdonsagain (két kiilonb6z6 rekurzion,
az eltolt emelked§ és siillyedd faktoridlisok kozotti polinomos azonossagon
és egy explicit formulan) mulik. Az 6t6dik bizonyitas ugyan a leghosszabb,
de egy érdekes bijektiv megfeleltetésen alapul.

1. Bizonyitds. A Kp41 n4r teljes paros grafban az n—k+1 elemid parositdsok
szama egyrészt £.(n + 1, k).

Masképpen, legyen A és B a graf két csicsosztéilya, v € A ésw € B a graf két
csiicsa. Ha v és w is parositatlan, akkor az n—k+1 elemt parositas valojaban
Ky nr—1-beli, igy szamuk £, (n, k—1). Ha v-nek van pérja, akkor az (n+r)-
fele lehet, ezutédn a v és parja torlésével adodo K, p4r—1 grafban kell n — &
elemt pérositast keresni, ami ¢,.(n, k) modon tehets meg. Végil, ha v-nek
nincs parja, de w-nek van, akkor eldszor a v és w torlésével kaphato Ky, yqr—1
grafban vesziink n — k elemt parositast, majd w parjanak kivalasztasa a még
pérositatlan A-beli csticsok koziil k-féleképpen torténhet, igy az ilyen esetek
szama kl,(n, k).

A kétféleképpen kapott eredmény alapjan 1 < k <n és r > 1 esetén
L(n+1L,k) =4 (n,k—1)4+ (n+k+7r)l(n, k).

Ezt a 2.3. tétellel Gsszehasonlitva kapjuk az &llitast, figyelembe véve az
lor(n,0) = (2r)" = |], és az Ly(n,n) = 1 =[] specialis értékeket
is. 0

2. Bizonyitds. Ismét a Ky 1y, teljes paros graf n —k-+1 elemt parositasait
szamoljuk ssze. Legyen A és B a graf két csucsosztalya, valamint v € A és
w € B két cstcs. Mint ahogyan azt mér az el6z6 bizonyitadsban is lattuk,
lr(n,k—1) olyan parositas van, ahol egyik kivilasztott csucsnak sincs parja,
és (n + r)ly(n, k) a szama azoknak a parositasoknak, ahol v-nek van parja.
Ha w péarositott, akkor a parja (n + 1)-féleképpen valaszthato, majd w és
parja torlése utan K, ,4r—1-ben kell n — k elemi pérositist keresni, ami
L. (n, k)-féle modon tehets meg. Ekkor azonban kétszer szamoltuk azokat az
eseteket, ahol v-nek és w-nek is van parja, igy ezek szamat le kell vonnunk.

Nyilvanvaloan ¢,(n, k) azoknak az n — k + 1 elemd parositasoknak a széama,
melyekben v parja w. Ha mindkét cstcs parositott, de nem egymas parjai,
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akkor v parja (n+r — 1)-féle, w parja n-féle lehet. Ehhez kell mégn —k — 1
elemt parositast valasztani a v, w és parjaik torlésével kaphato K1 pqr—2
grafban. Igy az ilyen kivonandé esetek szdma n(n +r — 1)0.(n — 1, k).

A fentiekbdl kovetkezik, hogy n > 2, 1 <k <n—1ésr > 1 esetén
bL(n+1L,k)=L(nk—1)+ 2n+ 1)l (n, k) —n(n+7r—1)l(n —1,k).

Ebbdl és a 2.4. tételbol, az lo(n, 0) = 2" = [3],. lar(nn — 1) =
nin+2r—1) = Ln’_LlJT és lyp(n,n) =1 = |1 J specialis értékeket fel-
hasznalva, kovetkezik a tétel allitasa. Il

3. Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy n > 1. Tekintstiik a K, ,4r—1 teljes pa-
ros grafot A és B csucsosztalyokkal. Bévitsiik ki B-t m darab 0j cstccsal
(m > n). Ebben a kiegészitett K, y4nir—1 teljes paros grafban az A-t lefogo
parositasok szama (m +n+r — 1)2 = (m +r)".

Ezeket mésképpen is Osszeszamoljuk. Jeldlje k azon A-beli csuicsok szamat,
amelyeknek valamelyik 1j cstacs a parja (kK = 0,...,n). Ekkor elgszor az
eredeti grafban vesziink egy n — k elemi parositast, majd a kimaradd k
darab A-beli csics parjait valasztjuk ki az m darab aj csics koziil. Ezek
szerint rogzitett k esetén £,(n, k)mE a lehetdségek szama.

lgy (m+7)" = E Cr(n, k)mE teljesiil minden m > n esetén, amibél kdvet-
kezik, hogy ha n > 0 és r > 1, akkor

n

(x4+7)" = Z 0 (n, k)t

k=0
A tétel allitasa a fentiek és a 2.6. tétel Osszevetésébol kovetkezik. O

4. Bizonyitds. Feltehets, hogy n > 1. Legyenek a K, ,4,—1 teljes péros
graf csucsosztalyai A és B. Ahhoz, hogy meghatarozzuk az n — k elemi
pérositasok szamét ebben a grafban, elgszor kivalasztjuk az n — k darab
B-beli pérositott csiacsot, majd azok parjait A-bol, igy a lehetdségek szama
0<k<nésr>1esetén

o (n+r—=1\ ,p nlin+r—1
&'(n,k)—< n—k )n_k!<k+r—1>'

Ebbdl és a 2.10. tételbsl adodik az allitas. O
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Végiil, de nem utolsésorban megadunk egy bizonyitést, amely kozvetlen,
bijektiv megfeleltetésen alapul.

5. Bizonyitds. Legyen X = {x1,...,Tn,Y1,...,Yr} gy n + r elemt halmaz,
melyben yq,...,y, kitlintetett elemek. Tovabba, tekintsiik a K, 5, 12,—1 tel-
jes paros grafot A = {x1,...,x,} és B = {J0, 91, s Urs1,...,n — 1}
csiicsosztalyokkal. Megadunk egy bijektiv megfeleltetést az X halmaz k + r
darab rendezett osztalyba vald olyan osztalyozésai, ahol az r kitiintetett
elem kiilénboz6 rendezett osztalyba keriil, valamint a K, ,42,—1 teljes paros
graf n — k elemii parositasai kozott.

Valasszuk ki X egy rendezett osztdlyokba valé osztalyozasat, ahol a rende-
zett osztalyok szdma k + r, és az r kitiintetett elem kiilénb6z6 rendezett
osztalyban van. ElGszor a kitlintetett elemek rendezett osztalyait irjuk le
Y1, .., Y, sorrendben, majd a t6bbi rendezett osztalyt az elsé elemiik sor-
szama szerinti névekvd sorrendben.

Ha valamely x; egy kitiintetett elemet nem tartalmazo rendezett osztaly elsé
eleme, akkor az z; € A cstcs legyen péarositatlan. Ha x; az y; kitiintetett
elem rendezett osztalyanak elsé eleme, akkor x; € A parja E, mig ha z;
kézvetleniil y; utan kévetkezik annak rendezett osztalydban, akkor z; € A
parja y_; Ha y; rendezett osztalydban nem 4ll y; el6tt/mogott mas elem,
akkor ?J / y_; parositatlan. Minden mas x; elem esetén az x; € A csucs parja
az a B-beli csics lesz, ahdny nemkitiintetett elem 4all z; el6tt a sajat vagy
korabbi rendezett osztalyokban.

Igy nyilvan parositast kapunk a K, ,i9,—1 grafban. Mivel k darab A-beli
parositatlan csics van, ami a kitiintetett elemet nem tartalmazé rendezett
osztalyok szama, igy a kapott parositds n — k elemd.

Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a fenti hozzarendelés valoban bijektiv, meg-
adjuk, hogyan konstrualhatjuk meg egy péarositasboél a rendezett osztalyokba
val6 osztélyozast. Véalasszunk ki egy n—k elemi parositast a K, ,,12,—1 graf-
ban. Elészor tegyiik yi,...,y-et ebben a sorrendben kiilonb6z§ rendezett
osztalyokba. Ha ¥; /7; parositott (ami azt jelenti, hogy van legaldbb egy
nemkitiintetett elem y; el6tt/mogott a rendezett osztalyaban), akkor a par-
jat y; elé/moge helyezziik ebben a rendezett osztalyban, és ez az elem lesz
a rendezett osztaly els6 eleme/az y;-t kozvetleniil kovets elem. Egy péarosi-
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tatlan A-beli cstics esetén 1j rendezett osztalyt nyitunk, melybe betessziik
ezt az elemet az elsé helyre. Ezek a rendezett osztalyok a fenti rendezett
osztalyok mogott allnak, a péarositatlan cstucsok sorszdma szerinti novekvd
sorrendbe rendezve. Tekintsiik végiil az 1,...,n — 1 € B cstcsokat ebben
a sorrendben. Ha valamely j parositott, akkor a pérjat kozvetleniil a mar
elhelyezett j-edik nemkitiintetett elem mdogé helyezziik.

Ez az eljaras az X halmaz egy rendezett osztalyokba valé osztalyozasat adja,
ahol y1, ..., ¥y, nyilvan kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil. Mivel A-ban k
darab pérositatlan csucs van, ezért a kitiintetett elemet nem tartalmazé
rendezett osztalyok szdma k, igy az Osszes rendezett osztalyoké k + r. O

Megjegyzés. Az utolséd bizonyitasban konstrualt megfeleltetést az alabbi pél-
déaval szemléltetjiik. Legyen n = 11, k = 2 és r = 3. Ekkor az y1,y2,ys
kitiintetett elemekkel rendelkez6 14 elemd {x1,...,z11,¥y1,Yy2,y3} halmaz 5
darab rendezett osztalyba vald

{(zs8,z5,y1), (T6, Y2, T2, T11, Z9), (Y3, Z4), (x7), (10, 21, 23) }

osztélyozasa megfelel az

{{x& EL {xﬁv %}’ {x% y_2>}7 {$4, %L {x57 1}7
{xlla 4}7 {l‘g, 5}3 {xl’ 9}, {1'37 10}}

9 elemt pérositasnak a K116 teljes paros grafban, melynek cstcsosztalyai
A={ar,...,en} és B={J1. 91,52, 95 U5, 3. 1,..., 10}

A kovetkezskben az £, (n, k) szamok néhany tovabbi tulajdonsagat ismertet-
jiik.
A gréafelméleti értelmezés segitségével egy tujabb bizonyitast tudunk adni

a 2.8. tételre.

4.6. Tétel. (|58, Proposition 4.1])
Ha0<k<nés0<s<r, akkor

0o, k) = ga_sm,j) (é) sI=k,
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Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy n > 1. Az n — k elemd péarositasokat szamol-
juk Ossze a K, n4r—1 teljes paros gratban, melynek cstacsosztalyai A és B,
tovabba legyen C egy s elemt részhalmaza B-nek.

Jeldlje j — k azoknak az A-beli parositott csiicsoknak a szamat, melyek parja
C-beli (j = k,...,n). Egy ilyen parositashoz elgszor keresniink kell egy n—j
elemd pérositast az A és B \ C cstcsosztalyokkal rendelkezé K, pyr—s—1
grafban, majd ki kell valasztanunk a j — k darab tovabbi péarositott cstcsot
a még parositatlan j darab A-beli csics koziil, végiil pedig ezek parjait C-
i
szama. ]

bol. Mindezek szerint rogzitett j esetén Er,s(n,j)( )sﬂ a lehetdségek

Most négy olyan rekurziét adunk meg, melyeknek az r-Lah-szdmokra vonat-
kozban értelemszertien nincsenek megfelelsik.

4.7. Tétel. (|58, Proposition 4.2])

1. Ho1 <k<n ésr>1, akkor

be(n+1,k) =Llrp1(n,k—1) + (n+ 1)l (n, k),
Loiiyr=Lprs1+n+1)Ly,,
Loy10(x) = 2Lprr1(z) + (n+7) Ly (2).
2. Hol1<k<nésr>1, akkor
be(n+1,k)=Lly1(nk—1)+ (E+7)lrs1(n, k),
Laiip(2) = (@ +7)Lnr41(2) + 5L 1 (2).

8. HoO0<k<nésr>2, akkor

b(n+1,k)=46_1(n+1,k) + (n+ 1)l-(n, k),
Loiir=Lpt1r-1+n+1)Lh,,

£n+1,r($) = EnJrl,rfl(l') + (n + 1)£n,r($)'



96 4. Kombinatorikus szamsorozatok grafelméleti interpretacidja

4. Ho 0 <k <n ésr >2, akkor
b(n+1,k)=biin+ 1L E)+ (k+1)l_1(n+ 1, k+1),

Lni1(x) = Log1r—1(z) + ﬁ%+1,r—1($)-

Bizonyitds. Csak az utolso allitas els6 egyenlGségének bizonyitasat vazoljuk,
a tobbi formula hasonl6é gondolatmenettel igazolhato.

A Ky t1n4r teljes paros grafban szamoljuk 6ssze az n — k + 1 elem( pérosi-
tasokat. Legyenek a graf csicsosztalyai A és B, w € B pedig egy cstucs. Ha
w parositatlan, akkor valéjdban a torlésével adéodoé K11 pn4r—1 grafban kell
egy n — k + 1 elemi pérositast keresniink. Ha pedig w-nek van pérja, akkor
el6szor egy n — k elemi péarositdst valasztunk a K41 pn4r—1 grafban, majd
a k + 1 darab parositatlan A-beli cstucs koziil kivalasztjuk w parjat. O

Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy a 4.5. tétel 1. bizonyitasaban szerepld Ossze-
fliggést megkaphatjuk a 4.7. tétel elsé és utolsd allitasat alkalmazva is.

A 3.11. tétel legfontosabb éllitasara a 4.5. tétel segitségével Uj bizonyitast
tudunk adni.

4.8. Tétel. (|58, Proposition 4.4])
Ha n,r > 1, akkor L, ,(x) minden gydke negativ valds szdm.

Bizonyitds. Egy graf parositasi generatorpolinomjanak gyokei negativ va-
l6s szamok (lasd példaul [40]), amibol kovetkezik, hogy ez igaz a reciprok
polinomra, igy specialisan L,, ,(z)-re is. O

Megjegyezziik, hogy M. Sebaoui, D. Laissaoui, G. Guettai és M. Rahmani
[69] a 2.10. tételben talalhaté explicit formula megfelels modositasaval ve-
zették be a félegész r paraméterhez tartozé r-Lah-szamokat, valamint a 3.11.
tétel bizonyitdsaban latott gondolatmenettel igazoltik, hogy a hozzajuk tar-
tozd r-Lah-polinomok gydkei valésak.

Ismert, hogy bizonyos azonos elemszami cstucsosztalyokkal rendelkezs paros
grafokban a masodfaju Stirling-szamok adjak meg a pérositésok szamat (ez
szerepel példaul Lovasz L. feladatgytjtemeényében [39, Problem 4.31], ahol
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a megoldas tranzitiv turnamentekben 1évé Hamilton-utak vizsgalatan ala-
pul). Megjegyezziik, hogy ez az Osszefiiggés Lovasz L. és M. D. Plummer
kényvében [40] is felbukkan, de hibasan.

A 2. fejezetben mar emlitettiik, hogy a masodfaji r-Stirling-szamoknak
tobb értelmezése is ismert. Most egy grafelméleti interpretaciot adunk meg,
amely altalanositja az imént emlitett eredményt, valamint hasonlé az r-Lah-
szamokra igazolt 4.5. tételhez, bar a bijektiv megfeleltetés konstrukcidja itt

egyszeriibb.

Legyen a G, y4r—1 paros graf az a feszits részgréfja K, ,4,—1-nek, melynek
csucsosztalyai A = {vy41,...,Untr} €8 B = {wi,..., Wyyr—1}, valamint
v; és w; pontosan akkor szomszédosak, ha i > j (i = r+1,...,n+r és

j=1...,n+r—1).

4.9. Tétel. (|58, Proposition 5.1])
HaO<k<nésr>1, akkor a Gy nir—1 graf n — k elemid pdrositdisainak
szdma {Z}T, Osszes pdrositdsainak szdma pedig By, ;.

Bizonyitds. A tétel bizonyitdsahoz bijektiv megfeleltetést adunk meg az n+r
elemi X = {x1,..., 2,4, } halmaz k+r darab osztélyba valo olyan osztélyo-
zésai, ahol az 1, ..., z, kitlntetett elemek kiilonb6z6 osztélyokba keriilnek,
valamint a G, n4r—1 graf n — k elemt pérositésai kozott.

Valasszuk ki X egy olyan osztalyozasét, ahol az osztalyok szdma k41, és az
r kitlintetett elem kiilénb6z6 osztalyban van. Minden osztalyban az eleme-
ket sorszamuk szerinti névekvé sorrendben soroljuk fel. Ha egy osztalyban
x; kozvetlenill x; mogott all (i > j), akkor a {v;, w;} élt hozzavessziik a
parositashoz. Itt r +1 < i < n + r, hiszen két kitiintetett elem nem lehet
ugyanabban az osztalyban.

Az A-beli parositatlan csicsok szama k, ugyanis ennyi osztily van, amely
nem tartalmaz kitiintetett elemet. Tovabba v;-nek pontosan akkor nincs par-
ja, ha az z; nemkitiintetett elem els6 helyen &ll az osztalyaban. Ez azt jelenti,
hogy a kivalasztott élek egy n — k elemt péarositast alkotnak.

Most megadjuk, hogy egy n—k elemii parositasbél milyen médon kaphatjuk
meg a megfelel6 osztalyozast. A B csicsosztaly elemeit sorszémuk szerinti
novekvs sorrendben tekintjiik. Ha a w; cstucs parja v;, és z;-t még nem irtuk
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le, akkor 4j osztdlyt nyitunk, melynek els6 két eleme x; és x;. Ha w; pérja
v;, és x; mar szerepel valamelyik osztalyban, akkor x;-t x; mogé irjuk. Ha
w; parositatlan, és x;-t mér leirtuk, akkor lezérjuk ezt az osztalyt. Ha w;
péarositatlan, és x;-t még nem tiintettiik fel, akkor z; egyelemt osztélyt alkot.
Végiil, ha valamikor x,,-et leirjuk, akkor az osztalyat lezarjuk, egyébként
egyelemi osztilyt alkot.

A Gy pqr—1 graf definicioja szerint igy az X halmaz olyan osztalyozdsdhoz
jutunk, ahol az z1,...,z, kitiintetett elemek kiillonb6z6 osztalyokba kertl-
nek. Az osztalyok szama k + r, ami éppen eggyel t6bb a B-beli parositatlan
cstcsok szamanal (x4, miatt). O

Megjegyzés. Ismét egy példaval illusztraljuk a bizonyitdsban megadott le-
képezést. Legyen n = 10, k = 2 és r = 3. Ekkor az x1, x9, x3 kitiintetett
elemekkel rendelkezé 13 elemd {z1,...,x13} halmaz 5 darab osztélyba valo

{{z1, zs, 211}, {x2, x5, 29, 12}, {23, 27}, {24, 26, 213}, {210} }

osztalyozasanak a

{Hws, w1}, {vi1, ws}, {vs, wa}, {vo, ws},

{vi2, wo}, {v7, w3}, {ve, wa}, {vi3, ws}}

8 elemti pérosités felel meg a G1g 12 paros grafban, melynek cstcsosztalyai
A= {?}4,...,1}13} és B = {wl,...,wlg}.
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5. Az r-Fubini—Lah-szamok és -polinomok

Ebben a fejezetben a Fubini-szamok egy olyan valtozataval foglalkozunk,
ahol nemcsak az osztalyozés, hanem az osztélyok is rendezettek, és r kitiin-
tetett elem kiilonb6zd rendezett osztalyba keriil. Az ezekkel a modositasokkal
kapott szdmokat r-Fubini-Lah-szamoknak nevezziik. Bevezetjiik tovabba a
kapcsol6édé r-Fubini-Lah-polinomokat is.

5.1. A Fubini-szamok

Egy n elemd halmaz rendezett osztilyozasainak a szamat az F, n-edik

Fubini-szam adja meg. A méasodfaju Stirling-szamok definiciojabol kovet-
n

kezik, hogy F,, = > k!{}} (n > 0). Ezek a szamok el6szor A. Cayley
k=0

[13] cikkében jelentek meg, aki bizonyos fak Gsszeszédmlalasa kapcsan jutott
el hozzajuk. R. D. James [31]| cikkében szamelméleti interpretacioval talal-
kozhatunk, négyzetmentes egészek rendezett faktorizaciéihoz kapcsoléddan.
O. A. Gross [23], I. J. Good [22] és S. M. Tanny [78] kiilonb6z6, de ekvi-
valens kombinatorikus definicidkat adtak meg a Fubini-szamokra. Ha egy
n elem@ halmaz rendezett osztalyozésait vagy egy verseny n induléjanak
olyan rangsoroldsait szdmoljuk, ahol holtverseny is meg van engedve, az
n-edik Fubini-szdmhoz jutunk. Az emlitett szerzsk tobbek kozott rekurziot,
Dobiriski-tipust formulat igazoltak a Fubini-szamokra, és megadtak a soro-
zatuk exponencidlis generatorfiiggvényét. Gross ezenfeliill megemlitett még
egy tovabbi geometriai interpretaciét. Mindezeken til, Tanny értelmezte az

n
Fo(z) = kzo k'{7}z* (n > 0) Fubini-polinomokat is. Megjegyezziik, hogy

n

Mez6 1. és Nyul G. [49] bevezették és vizsgaltak az Fy,, = > (k+r)!{}}
k=0

n
(n,r > 0) r-Fubini-szamokat és az Fy, ,(z) = > (k + r)!{Z}T,:Uk (n,r > 0)

r-Fubini-polinomokat, amiknek az osztalyok elemszémara elsirt feltételek
melletti valtozataval Bényi B., M. Méndez és J. L. Ramirez |7] foglalkoztak.
Ezen kiviil Kereskényi-Balogh Zs. és Nyul G. [34] grafelméleti altalanositast
adtak meg a Fubini-szamokra és -polinomokra.
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5.2. Az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben definialjuk és vizsgaljuk az r-Fubini-Lah-szamokat és
-polinomokat. A bizonyitasok egy részét csak az r-Fubini—Lah-polinomokra
adjuk meg, ugyanis x = 1 helyettesitésével altalaban azonnal adédik a szé-
mokra vonatkozé Osszefiiggés is. Megadunk két rekurziot, Dobinski-tipusi
formulat, meghatarozzuk az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok sorozaté-
nak exponencialis generatorfiiggvényét, végiil kapcsolatot {runk le az r-Fubi-
ni-Lah-szamok és -polinomok, valamint az r-Fubini-szamok és -polinomok
kozott.

5.1. Definici6. Legyenek n,r > 0 egész szdmok, nem mindkettd 0. Jeldlje
FL, ., eqgy n+r elemi halmaz rendezett osztdalyokba valo olyan rendezett osz-
talyozdsainak a szdmdt, ahol v kitiintetett elem kiilonbézd rendezett osztdlyba
keriil. Legyen tovabbd FLoo = 1. Ekkor F Ly, ,-et az n-edik r-Fubini—Lah-
szamnak nevezzik.

Megjegyzés. A definiciobol rogtén lathato, hogy ha n,r > 0, akkor
- n
FLn,r = Z(] +T)' \\ J ;

j=0 Jdr
amibdl a 2.16. tétel alapjan adodik, hogy

- | n

(n+r)t=> (-1 { J FLj,
j=0 A

is teljesiil.

Ezekhez a szamokhoz kapcsolédban bevezetjiik az r-Fubini—Lah-polinomokat
is.

5.2. Definici6. Legyen n,r > 0. Ekkor az
n n )
FLpy(z) =) _(j+7) M )
j=0 r

polinomot az n-edik r-Fubini—Lah-polinomnak nevezziik.
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Megjegyzés. Specidlisan FL,, (1) = FL,,. Tovabba FL,, ,(z) n-edfoka po-
linom, melynek f6egyiitthatoja (n +r)!['] = (n+r)!.

Megjegyzés. Az r-Fubini—Lah-polinomokra kombinatorikus értelmezés is ad-
hat6 az alabbi médon. Ha n,r > 0 nem mindketts 0 és ¢ > 1, akkor F'Ly, »(c)
egy n + r elemd halmaz rendezett osztalyokba val6é rendezett osztalyozésa-
inak és a rendezett osztalyok c szinnel val6 szinezéseinek a szama, ahol r
kitiintetett elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba keriil, és a kitiintetett ele-
meket tartalmazo rendezett osztalyok nem kapnak szint.

Ha r = 0 vagy 1, akkor a kdvetkezs Osszefiiggések addodnak.

5.3. Tétel.

1. Han > 1, akkor FL,o(x) = nlz(z +1)""1 és FL,o =nl2""1.

2. Han > O, akkor wFanl(ac) = FLn_,_LO(x) és FLnJ = FLn+170.

Bizonyilds. Mindkét allitas bizonyitasa soran legyen ¢ > 1.

Az els6 egyenldség igazolasdhoz elGszor sorba rendezziik az n elemet. Az elsé
elem rendezett osztalyat kiszinezziik a c¢ darab szin valamelyikével. Minden
tovabbi elem esetén c + 1 lehet&ség van: nyithat Gj rendezett osztalyt, ami
c-féle szint kaphat, valamint keriilhet az 6t megel6z8 elem rendezett oszté-
lyaba. Igy az n elemt halmaz Gsszes rendezett osztalyokba valo rendezett
osztalyozasainak és a rendezett osztalyok c szinnel val6 szinezéseinek a szé-
ma FLy,(c) =nle(c+1)" L

A misodik allitds bizonyitasahoz egy n + 1 elemi halmaz rendezett oszté-
lyokba val6 rendezett osztélyozasait és a rendezett osztalyok c¢ darab szin-
nel valé szinezéseinek a szamét kell tekinteni, ahol az egyetlen kitiinte-
tett elem rendezett osztalya nem kap szint. Ha a Kkitlintetett elem rende-
zett osztalyat is kiszineznénk a c szin valamelyikével, akkor egy n + 1 ele-
mi halmaz Osszes rendezett osztalyokba valé rendezett osztalyozasainak és
a rendezett osztilyok c szinnel valo szinezéseinek a szamit kapnank, igy
CFLnJ(C) = FLn+170(C). ]

Az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok teljesitik az alabbi formulékat, ame-
lyek egyszerre rekurzidk n-ben és r-ben.
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5.4. Tétel. ([63, Theorem 1])
Legyen n >0 ésr > 1. Ekkor

(x)_r]z:(?)n J+ DIFL; +xz<>n NFL; (),

FLy, =1y (?) (n—j+FL;j, +Z <3> n— j)FLj,.

7=0 7=0

Bizonyilds. Legyen ¢ > 1. Egy n + r elem® halmaz rendezett osztalyokba
valé rendezett osztalyozésainak és a rendezett osztalyok c darab szinnel valé
szinezéseinek a szamét szamoljuk, ahol r kitiintetett elem kiilénb&z6 rende-
zett osztalyba keriil, és ezen elemek rendezett osztalyait nem szinezziik.

Tekintsiik az els6 rendezett osztalyt. Ha ez tartalmaz kitiintetett elemet,
akkor az r-féle lehet. Legyen j azoknak a nemkitiintetett elemeknek a sza-
ma, melyek nem az els§ rendezett osztalyban vannak (j =0,...,n). Ezeket
az elemeket (?)—féleképpen valaszthatjuk ki, és a tobbi kitlintetett elem-
mel egyiitt F'L;,_1(c)-féleképpen osztalyozhatjuk rendezett moédon rende-
zett osztalyokba gy, hogy az r — 1 darab kitiintetett elem kiilonb6z6 rende-
zett osztalyba keriiljon, és szinezhetjiik a kitintetett elemeket nem tartalma-
76 rendezett osztalyokat ¢ szinnel. A kimaraddé n — j darab nemkitiintetett
elemet az els§ rendezett osztalyba tessziik, ahol az elemek (n — j + 1)!-
feleképpen rendezheték sorba. Igy a lehetGségek szama rogzitett j esetén
r(?) (n—j+FLj,—1(c).

Hasonléan, ha az els§ rendezett osztaly nem tartalmaz kitiintetett elemet,
akkor legyen j azoknak a nemkitiintetett elemeknek a szadma, amelyek nem
ebben a rendezett osztalyban vannak (j = 0,...,n—1). Ezeknek az elemek-
nek a kivalasztasara (7;) lehetéségiink van, majd 6ket az r darab kitiintetett
elemmel egyiitt F'L;,(c)-féleképpen osztalyozhatjuk rendezett moédon ren-
dezett osztalyokba, és szinezhetjiik a kitiintetett elemeket nem tartalmazé
rendezett osztalyokat ¢ szinnel ugy, hogy a kitiintetett elemek kiilonbozd
rendezett osztalyokban legyenek. A kimaradd n — j darab nemkitiintetett
elem az els6 rendezett osztalyba kertil, sorrendjiik (n — j)!-féle lehet, viszont
ezt a rendezett osztalyt szinezziik is a ¢ szin valamelyikével. Tehat rogzitett
J esetén a lehetGségek szama c(?) (n—j)FLj,(c). O
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Az r-Fubini-Lah-polinomokra egy mésik rekurziot is megadunk, ahol mar
csak n a futé index, viszont ebben a formulaban a polinom derivaltja is
megjelenik.

5.5. Tétel. (|63, Theorem 2|)
Legyen n,r > 0. Ekkor

FlLyy10(x) = ((r+Da+n+2r) FLy,(z) + (2* + z)FL, . (x).

Bizonyitds. A 2.3. és a 2.2. tételeket felhasznalva adodik, hogy

n+1

FLyps1,(z) = Z(k +7)! {” ;: 1J Txk

n

_ {”+1Jr+;k+ Q IJT+(n+k+2r){ZJT>x’“

Hntr+1) '{n J gt

n -+
ntl « k1 - ok
= rl(2r) (k+r+1)! K +(n+2r)) (k+r)! K
k=0 r k=1 r

—G—Zk(k:—l—r)! {ZJ ¥ + (n+r+ 1)zt

n

_ (n+2T)Z(k+r)!{Zerk+§(k+r+1)!{;&&“1

k=0

+x ; k(k+r)! {ZJ Txk_l

= (n r (T T x 'r'!n z*
(n+2r)FLy,(z)+ (r+1) kzo(k+ )MT

+2 Z k(k+r)! {ZJ b4 cFL, ()
k=1 r

= (n+2r)FLp,(x)+ (r+1)zFLy () + x2FL;L’T(x) + $FL;L7T(.T).
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Az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok teljesitik a kdvetkezd Dobinski-tipusa
formulakat.

5.6. Tétel. (|63, Theorem 3|)
Legyen n,r > 0. Ekkor

1 > — x J
FLnr S — . gt )
o10) = G U+ (-5

o0

(j+r)"g"
FLngy =)
=0

Bizonyitds. 1. El6szor a polinomokra vonatkozé allitast igazoljuk. A 2.6.
tételt és a binomidlis sort alkalmazva kapjuk, hogy

]:0 7=0

B n k+r n n ]

- ZH ZWM > ()
k=0 k=0 T j=k+r

— - n JHEETN ket

- Swen; > ()
k=0 - -7 45=0
= n e [~k —r—1

= Z(k+ ) . k+ Z( . >(_x)3
k=0 LA j=0 J

= S (k+7) Z 2T (1 — g)7Erl

) (1—3;)'

Innen 75 helyettesitésével adodik, hogy

X
Da"FL E .
(x"i_ ) nv j:O]"i‘T' <HZ—|-1>
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IT. A tétel allitdsat most az r-Fubini-Lah-szamokra bizonyitjuk. Legyen &
valészintiségi valtozo, melynek eloszlasa

PE=J)=5m U20).

Ekkor az
7 . a1
E((€+n)7er) = Z(] +r)" EW
j=0
varhato érték a 2.6. tétel és E€Z = n! alapjan (lasd peldaul [34]) azt is
teljesiti, hogy

T A

k=0
_ =~ |n ktr

_ {4 Eghtr —

k=0 r

O

Most megadjuk az r-Fubini-Lah-szamok és -polinomok sorozatdnak expo-
nencialis generatorfiiggvényét.

5.7. Tétel. (|63, Theorem 4]|)
Legyen v > 0. Ekkor az (FLy ()", sorozat exponencidlis generdtorfigg-

vénye

T R (T ek

mig az (FLn,r)fLOZO sorozat exponencidlis gemerdtorfigguénye

iFLW« n r!
e (e (e

i FLp,(x) , r!

n=0

1. Bizonyitds. 1. Elgszor a polinomokra vonatkozé allitast igazoljuk. A 2.13.
tételt és a binomiélis sort alkalmazva adddik, hogy

ZFL’““ ZZkJrr Hx’“;,y"

n=0 n=0 k=0
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o0

=S et S oSt () ()
= r)ix & n'y ka' I—y 11—y
n=Fk r 0

k=0 ' k
B ()

_ (1 zy > S ()l
(1—y)?r 1—-y (1-y)?r(Q—y—azy)+t

Ed

I1. Az r-Fubini-Lah-szdmok sorozatéanak exponencialis generatorfiiggvényét
r szerinti indukcidval vezetjiik le.

Ha r = 0, akkor F L, o= n!2""! (n > 1) miatt

ZFLnO n:1+22n1n: Y :1_y
—~ 1-2y 1-2y

Tegyiik fel, hogy r > 1, és hogy az éllitas igaz (r — 1)-re. Ekkor r-re n > 0
esetén az 5.4. tételbdl kovetkezik, hogy

n n
n i n .
2F Ly, =7 ) (j) (n—j+)FLjs 1+ > (j) (n — )\ FLj,.
=0

=0
Legyen f,(y) az (F'Ly, )22, sorozat exponenciélis generatorfiiggvénye. Ekkor
a fenti dsszefliggéshdl adodik, hogy
1 1
T—y2 + fr(y) 1—v

Alkalmazva f,_1(y)-ra az indukcids feltevést, némi szamolas utédn kapjuk,
hogy

2fr(y) =7fr1 (y)

r!
(1—y)—t1 -2yt

fr(y) =
O

2. Bizonyitds. Az r-Fubini—Lah-szdmok esetén egy madsik bizonyitést is
adunk, ahol az un. r-kompoziciés formulat |28, Theorem 2.1| hasznaljuk.
A

0, han=0
g1(n) =(n+1), go(n)= { , h(n)=Mm+r)!

n!, han>1
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sorozatok exponencidlis generatorfiiggvényei rendre

r!

Gi(y) = B Galy) = —2—. H(y) = A=yt

1 -y
Ekkor F'Ly, =1, és n > 1 esetén teljesiil, hogy

FLyy =Y gt(Vi]) - g1 (1Y) 92 (1Z1]) - - 92 (| Zk]) h(R),

ahol az 6sszegzést az n+r elemd {a1,...,a,,b1,...,b,} halmaz 6sszes olyan
MMu{a},.... Yo U{ar},Z1,...,Z;} osztalyozésara vegezziikk el, ahol
ai,...,a, kitiintetett elemek.

Ekkor [28, Theorem 2.1 alapjan az (FLy, ), , sorozat exponencialis gene-

ratorfiiggvénye

., 1 7! rI(1 —y)r+t
(G1(y)" H (Ga(y)) = (1—y)2r ’ (1 - L)TH = (1— y()2r(1y) 2q)r+1
Y

1—
U

Végiil megmutatjuk, hogy az r-Fubini-Lah-polinomok sorozata az r-Fubini-
polinomok sorozatanak elséfaja r-Stirling-transzformaltja, és ugyanez a szé-
mokra is teljesiil. Megjegyezziik, hogy ez a formula egy nagyon specialis
esetben, a 0-Fubini-Lah-szamok esetében megjelent R. Sprugnoli [76] cikké-
ben.

5.8. Tétel. (|63, Theorem 5])
Legyen n,r > 0. Ekkor

- n
FLn,r = |: :| Fj,r-
j=o Ldr

Bizonyitds. Legyen ¢ > 1. Egy n+r elemii halmaz rendezett osztalyokba vald
rendezett osztalyozasait és a kitiintetett elemet nem tartalmazé rendezett
osztalyok c szinnel val6 szinezéseit szamoljuk, ahol r darab kitiintetett elem
kiilénb6z6 rendezett osztalyba kertl.
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Az elemeket elGszér j + r darab paronként idegen ciklusba soroljuk
(j = 0,...,n) ugy, hogy az r darab kitiintetett elem kiilénb6z6 ciklusban

’;] T—féleképpen tehet6 meg. Ezutén a ciklusokat rendezett médon

osztalyozzuk gy, hogy a kitiintetett elemet tartalmazé ciklusok kiilonb6zé

legyen. Ez [

osztalyokba keriljenek, majd azokat az osztalyokat, amelyekben nem sze-
repel kitiintetett elemet tartalmazoé ciklus, kiszinezziik a ¢ darab szin vala-
melyikével. Az ilyen rendezett osztalyozasok és szinezések szama Fj . (c). Ha
minden osztalyban 6sszeszorozzuk a ciklusokat, akkor az eredeti n+ 1 elemii
halmaz egy rendezett osztalyokba valé rendezett osztalyozasat és a kitiin-
tetett elemet nem tartalmazé rendezett osztalyok c szinnel vald szinezését
kapjuk. Igy a lehetdségek szama rogzitett j esetén [?]TFj,T(c). O

Megjegyezziik, hogy az r-Fubini-Lah-szamok egyfajta megszoritott valtoza-
ta megjelenik Bényi B., M. Méndez és J. L. Ramirez 7] egy jabb és t6liink
fiiggetlen cikkében.
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Osszefoglalé

A leszamlalo kombinatorikaban alapvetd fontossaguak a Stirling-szémok. Az
m els6faja Stirling-szam azon Sy,-beli permuticidk szamat adja meg, melyek
k darab paronként idegen ciklus szorzataként &llnak elg. Az {Z} masodfaji
Stirling-szam pedig egy n elemt halmaz k darab osztalyba val6 osztalyoza-
sainak a szaméaval egyezik meg.

Ha a masodfaju Stirling-szamok probléméajat méodositjuk olyan médon, hogy
az osztalyokon beliil szamitson az elemek sorrendje, azaz az osztalyok rende-
zettek legyenek, akkor az idénként harmadfaji Stirling-szamoknak is neve-
zett LZJ Lah-szamokhoz jutunk. Ezek a szamok egy szlovén matematikusrol,
L. Lahrol |37, 38| kaptak a neviiket, ugyanis § vezette be azokat az 1950-es
évek kozepén.

A Stirling-szamoknak sokféle dltalanositasa és valtozata ismert, ezek koziil
szamunkra a legjelent@sebb az tn. r-altalanositas, melyet L. Carlitz [12],
A. Z. Broder [11] és R. Merris [42] vezetett be. Az r-Stirling-szamok ese-
tén van r darab kitlintetett elem, melyeknek kiilénboz6 ciklusokba, illet-
ve osztalyokba kell keriilnitik. A 2.1. alfejezetben az els6faju és masodfaju
r-Stirling-szdmok fogalmanak ismertetése utan harom tablazatban foglaljuk
Ossze a tulajdonsagaikat. Fzek kézott vannak 0 Osszefliggések is.

A Lah-szamok hasonléd altalanositasat korabban nem igazén vizsgaltak. A
2.2. alfejezetben az r-Stirling-szdmok mintajara definialjuk az r-Lah-szamo-
kat. Az LZJ , r-Lah-szam egy n+r elemt halmaz k+r darab rendezett osztaly-
ba valé olyan osztalyozéasainak a szama, ahol r kitlintetett elem kiilonb6z6
rendezett osztélyba keriil. Ezekre a szdmokra megadunk tobbféle rekurziot,
koztiik egy fliggsleges rekurziot, egy polinomos azonossagot az eltolt emelke-
dd6 és siillyeds faktorialisok kozott, egy binomialis konvolicios és egy explicit
formulat, valamint az r-Lah-szamokat kétféleképpen is kifejezziik (r—s)-Lah-
szamok segitségével. Megmutatjuk, hogy rogzitett felsd paraméter esetén az
r-Lah-szamok sorozata szigortian log-konkév, és igy unimodalis, tovibba meg
is hatarozzuk a sorozat maximumhelyeit. Rogzitett alsé paraméter esetén
megadjuk az r-Lah-szamok sorozatdnak exponencialis generatorfiiggvényét.
Emellett kapcsolatokat frunk le az r-Stirling-szdmok és az r-Lah-szamok ko-
z6tt, valamint bizonyitjuk az r-Lah-szdmok altalanositott énortogonalitisat.
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Végiil igazolunk egy megforditasi tételt, ami komplex szamsorozatok r-Lah-
transzforméltjara, valamint inverz r-Lah-transzformaltjara vonatkozik.

Ha egy véges halmaz 0sszes osztalyozéasait szamoljuk 0ssze, akkor a leszam-
1416 kombinatorikdban szintén nagy jelent6séggel bird Bell-szamokhoz ju-
tunk. Ezek a szamok a maésodfaju Stirling-szamok Osszegzésével adddnak
n
rogritett felsG paraméter esetén, azaz az n-edik Bell-szam B, = > {Z}

k=0
Ezekhez kapcsolédéan értelmezhetéek a Bell-polinomok is, amelyeknek az

egyiitthatoi masodfaju Stirling-szamok. A Bell-szamok r-altalanositdsanak
bevezetése L. Carlitz [12] és Mez6 1. [43, 45| nevéhez fiiz6dik, az r-Bell-
polinomokat pedig Mez6 1. [43, 45] definidlta. A 3.1. alfejezetben ismertetjiik
Osszefoglaljuk a legfontosabb tulajdonsagaikat. Ez a tablazat is tartalmaz ]
eredményeket.

Az r-Bell-szamokkal és -polinomokkal mar sokan foglalkoztak, éppen ezért
meglepd, hogy az r-Lah-szamokb6l hasonlé médon elGallithatd Gsszegzett
r-Lah-szamokat még az r = 0 esetben is csak nagyon érintélegesen, az
r-Lah-polinomokat pedig egyéaltalan nem vizsgaltak. Fzt tessziik meg az érte-

n
kezés 3.2. alfejezetében. Az Ly, = > LZJT n-edik Gsszegzett r-Lah-szam egy

n—+r elemd halmaz 6sszes rendezett_osztélyokba valé olyan osztalyozésainak
a szamat adja meg, ahol r kitiintetett elem kiilonb6z6 rendezett osztalyba

keriil, a hozzajuk kapcsol6dé r-Lah-polinom pedig Ly, ,(x) = zn: LZJ Txk. A
tulajdonsagokat a szamok és a polinomok esetére is megfogalm%zzuk, a bi-
zonyitast azonban tobbnyire elegendd csak a polinomokra elvégezni, ugyanis
Ly (1) = Ly, Bizonyitunk rekurziokat, osszefiiggést az r-Lah-polinomok és
az (r—s)-Lah-polinomok, valamint az 6sszegzett r-Lah-szamok és az 6sszeg-
zett (r — s)-Lah-szamok kozott, tovabba Spivey- és Dobinski-tipusa formu-
lakat, illetve megadjuk az Osszegzett r-Lah-szamok és az r-Lah-polinomok
sorozatanak exponencialis generatorfiiggvényét is. Végiil megmutatjuk, hogy
az 7‘TJFS—Lauh—polinomok sorozata az s-Bell-polinomok sorozatanak elséfaja

r-Stirling-transzformaltja, ha r és s azonos paritasu.

A 3.3. alfejezetben az r-Lah-polinomok gyokeivel foglalkozunk. ElGszor meg-
mutatjuk, hogy minden gyokiik egyszeres, valés és nempozitiv. Ezt kdvets-
en a Laguerre-Samuelson-egyenlétlenség felhasznalasaval korlatot adunk a
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legkisebb gytk abszolit értékére, valamint numerikus szamitasokat is vég-
ziink a legkisebb gyok valodi nagysagrendjének meghatarozasara. Fzeket a
vizsgalatokat nemcsak az r-Lah-polinomokra, hanem altaldnositdsaikra, az
r-Dowling—Lah-polinomokra, emellett az r-Dowling-polinomokra (melyek az
r-Bell-polinomok altalanositésai) is elvégezziik. Mindezek alapjan megfogal-
mazunk veliik kapcsolatos sejtéseket is.

A grafelmélet egyik érdekes kérdése, hogy egy grafban hany parositas talal-
hat6. Az Gsszes parositasok szamét a graf Hosoya-indexének szokés hivni. A
dolgozat 4. fejezetében kiilonb6z6 grafok parositasainak Osszeszamlalasaval
foglalkozunk.

J. Alexander és P. Hearding [1]| olyan grafokat konstrualtak, melyekben a
fiiggetlen csticshalmazok szama olyan Lucas-sorozatok segitségével irhato le,
amelyek rekurzidjaban az els§ egyiitthaté nagyobb vagy egyenls, mint a
méasodik. A kérdés, hogy ezt a korlatozo feltételt ki lehet-e kiiszobolni, adta
az Otletet olyan grafcsaladok konstrudlasahoz, melyek Hosoya-indexe Lucas-
sorozatok segitségével kaphaté meg. Ezen eredményeinket a 4.2. alfejezetben
ismertetjiik.

Ezt kovetGen a 4.3. alfejezetben elGszér az r-Lah-szdmokra, az Osszegzett
r-Lah-szamokra és az r-Lah-polinomokra adunk meg grafelméleti interpre-
taciot, teljes paros grafbeli parositasok dsszeszamlalasaval kapcsolatban. Er-
re a tételiinkre o0t bizonyitast is adunk, melyek koziil négy az r-Lah-szamok
tulajdonsagain (két kiillonb6zd rekurzion, az eltolt emelkedd és siillyeds fak-
toridlisok kozotti polinomos Osszefliggésen és az explicit formulan) alapul,
az 6todik pedig egy bijektiv bizonyitas. Eredményiink lehetévé teszi, hogy
ezeket a szadmokat és polinomokat félegész r paraméterek esetén is értel-
mezziik. A grafelméleti megkozelités segitségével igazolunk néhany tovabbi
tulajdonsagot, valamint t6bb korabbi allitasra is 1j bizonyitast tudunk adni.
A fejezet végén a méasodfaju r-Stirling-szamokra és az r-Bell-szdmokra mu-
tatunk hasonlé interpretaciot bizonyos paros grafok parositasainak szamaval
Osszefliggésben.

Ha egy adott elemszamn véges halmaz rendezett osztalyozéasait szdmoljuk
ossze, akkor a Fubini-szaimokhoz jutunk. Ezek el6szor A. Cayley [13] mun-
kajaban jelentek meg, kés6bb t6bb kiilonb6z6, de ekvivalens kombinatorikus
definiciot adtak meg rajuk. Hozzajuk kapcsolodoan értelmezhetSk a Fubini-
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polinomok is, melyeket S. M. Tanny [78] vezetett be. Az 5. fejezetben a
Fubini-szamok és -polinomok egy olyan valtozatival foglalkozunk, ahol nem-
csak az osztalyozés, hanem az osztalyok is rendezettek, és r kitiintetett elem
kiilonbo6z6 rendezett osztalyba keriil.

Az 5.2. alfejezetben értelmezziik az imént emlitett modositdsokkal adodod
n

FLyy = % (k+r)![}], r-Fubini-Lah-szdmokat és a kapcsolodd F Ly, . (z) =

k=0
n

S (k+r)E r:nk r-Fubini-Lah-polinomokat, valamint vizsgaljuk tulajdon-
k=0
sagaikat. Megadunk rekurziokat és Dobiriski-tipusi formulakat, meghataroz-

zuk sorozataik exponencidlis generatorfiiggvényét, tovabba igazoljuk azt is,
hogy az r-Fubini-Lah-polinomok sorozata az r-Fubini-polinomok sorozaté-
nak els6faji r-Stirling-transzformaltja.
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Summary

Stirling numbers are of basic importance in enumerative combinatorics. The
Stirling number of the first kind [Z] is the number of those permutations
in Sy, which are the product of k pairwise disjoint cycles, while the Stir-
ling number of the second kind {Z} counts the number of partitions of an
n-element set into & blocks.

If we modify the problem of the Stirling numbers of the second kind such
that the order of the elements in the blocks matters, i.e., we have ordered
blocks, then we arrive at the Lah numbers LZJ, which are sometimes called
Stirling numbers of the third kind. These numbers are named after a Slove-
nian mathematician, 1. Lah |37, 38|, since he introduced them in the middle

1950s.

Stirling numbers have several generalizations and variants. Among them,
the so-called r-generalizations are the most important to us, which were in-
troduced by L. Carlitz [12|, A. Z. Broder |11] and R. Merris [42]. In case
of r-Stirling numbers, we have r distinguished elements, which have to be-
long to distinct cycles or blocks. In Subsection 2.1, after the definitions of
r-Stirling numbers of the first and second kind, we summarize their proper-
ties in three tables. They include new identities as well.

Similar generalization of Lah numbers was not deeply studied before. In
Subsection 2.2, we define the r-generalization of Lah numbers. The r-Lah
number |7 | . counts the number of those partitions of an (n + 1)-element set
into k+ 1 ordered subsets, where r distinguished elements belong to distinct
ordered blocks. We give several recurrences for these numbers, including a
vertical recurrence, a polynomial identity between shifted rising and falling
factorials, a binomial convolutional and an explicit formula, furthermore, we
express the r-Lah numbers by (r — s)-Lah numbers in two different ways.
We show that the sequence of r-Lah numbers with a fixed upper parameter
is strictly log-concave and therefore unimodal, in addition we determine the
maximum points of the sequence. For a fixed lower parameter, we derive the
exponential generating function of the sequence of r-Lah numbers. Beside
these, we describe connections between r-Stirling and r-Lah numbers, and we
prove the generalized self-orthogonality of r-Lah numbers. Finally, we prove
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an inversion theorem for the r-Lah transform and inverse r-Lah transform

of complex number sequences.

If we count the total number of partitions of a finite set, then we arrive
at the Bell numbers, which are also fundamental objects in enumerative
combinatorics. They are sums of Stirling numbers of the second kind with a

n
fixed upper parameter, more precisely, the nth Bell number is B,, = {Z}
k=0

In connection with them, one can also define the Bell polynomials, whose
coefficients are Stirling numbers of the second kind. The r-generalization of
Bell numbers was introduced by L. Carlitz [12] and I. Mez6 [43, 45], and the
r-Bell polynomials were defined by I. Mez6 [43, 45]. In Subsection 3.1, we
recall the definitions of r-Bell numbers and r-Bell polynomials, thereafter we
summarize their most important properties in a table. This table contains
again some new results.

Although rBell numbers and polynomials are widely investigated, it is sur-
prising that the summed r-Lah numbers, which can be defined similarly
using r-Lah numbers, were studied only slightly even in the case r = 0,
while the r-Lah polynomials were not treated before. We do this in Subsec-

n
tion 3.2. The nth summed r-Lah number L, , = > LZJT counts the number

of those partitions of an (n-+r)-element set into ordered subsets, where r dis-
tinguished elements belong to distinct ordered blocks, and the related r-Lah

n

n
polynomial is Ly, »(z) = Y [}] r$k. We formulate the properties for both the

numbers and polynomials_, but in most cases it is enough to carry out the
proofs only for the polynomials, since Ly, (1) = Ly, ,. We prove recurrences,
a connection between r-Lah polynomials and (r — s)-Lah polynomials, as
well as between summed r-Lah numbers and summed (r — s)-Lah numbers,
moreover, Spivey and Dobinski type formulas, and we give the exponential
generating functions of the sequences of summed r-Lah numbers and r-Lah
polynomials. Finally, we prove that the sequence of TT“—Lah polynomials is
the r-Stirling transform of the first kind of the sequence of s-Bell polynomials
if r and s have the same parity.

In Subsection 3.3, we study the roots of r-Lah polynomials. First, we prove
that all their roots are real, simple and non-positive. After that, applying
the Laguerre-Samuelson inequality, we give a bound for the absolute value
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of the smallest root, and we perform numerical computations to determine
the real magnitude of the smallest root. We do these investigations not only
for the r-Lah polynomials, but also for their generalizations, the r-Dowling—
Lah polynomials, and the r-Dowling polynomials (which are generalizations
of r-Bell polynomials). Additionally, we formulate some conjectures based
on our results.

The enumeration of matchings in a graph is an interesting question of graph
theory. The total number of matchings is called the Hosoya index of a graph.
In Section 4, we count the number of matchings in various graphs.

J. Alexander and P. Hearding [1| constructed graphs in which the number
of independent vertex sets can be described by Lucas sequences with first
coefficient greater than or equal to the second coefficient in their recurrences.
The question, whether this restriction is possible to eliminate, gave us the
idea to construct families of graphs whose Hosoya index can be given by
Lucas sequences. We present these results in Subsection 4.2.

Thereafter, in Subsection 4.3, we give graph theoretical interpretation for
r-Lah numbers, summed r-Lah numbers and r-Lah polynomials in connec-
tion with the enumeration of matchings in complete bipartite graphs. We
present five proofs for this theorem, four of which are based on the prop-
erties of r-Lah numbers (two different recurrences, the polynomial identity
between shifted rising and falling factorials and the explicit formula), while
the fifth one is a bijective proof. Our result allows us to extend the notions
of these numbers and polynomials for half-integer parameters r. Using this
graph theoretical interpretation, we show some additional properties, and
give new proofs for certain previously studied formulas. At the end of this
section, we give a similar interpretation for r-Stirling numbers of the second
kind and r-Bell numbers in connection with the number of matchings in
certain bipartite graphs.

If we count the number of ordered partitions of a finite set with a given
cardinality, then we arrive at the Fubini numbers. They appeared first in
a paper of A. Cayley [13], later several other, but equivalent combinatorial
definitions were given. In connection with them, Fubini polynomials can be
defined, which was done by S. M. Tanny [78]. In Section 5, we study that
variant of Fubini numbers and polynomials, where both the blocks and the
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partition itself are ordered, and r distinguished elements belong to distinct
ordered blocks.

In Subsection 5.2, by the above mentioned modifications, we define the
n

r-Fubini-Lah numbers F Ly, = Y (k+r)!|}] and the related r-Fubini-Lah
k=0

n
polynomials FLy,(z) = Y (k+7)![}] Txk, and we study their properties.

We give recurrences and Dobiriski type formulas, we determine the exponen-
tial generating function of their sequences, and we show that the sequence
of r-Fubini—Lah polynomials is the r-Stirling transform of the first kind of
the sequence of r-Fubini polynomials.
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