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BEVEZETES

Dolgozatomban négy kulonb&odrszagban videodra vett — geometriai témaju - doesmot
elemzek és hasonlitok dssze. A felvételek a METRtflmatics Education Traditions of
Europe) projekt keretében késziltek és elemzésenmhefelhasznalok a METE altal

kidolgozott eszkdzoket.

1. A SOKSZOGEK TANITASANAK ELMELETI HATTERE, ELEMZE Sl
SZEMPONTOK

Elemzésem soran a kdvetkeszempontokat veszem figyelembe:
A geometriatanitas altalanos céljai

A geometriatanitas néhany lehetséges céljat a kéxéteppen foglalja 6ssze egy ICMI

tanulmany (Villani et al. 1996):

» - akornyed vilag leirdsa, megértése és értelmezése

- példa mutatasa axiomatikus elméletre

- gazdag és valtozatos feladatkészlet biztositasaddk szamara

- megtanitani a diakokat sejtések megfogalmazasaayitasok készitésére,
példak és ellenpéldak kitalalasara

- eszkozt teremteni mas matematikai tertileteknek

- gazdagitani a tanulok matematikardl alkotott képét”

Megvizsgalom, hogy ezek a célok mennyire valdsuitia.

A sokszogek tanitasanak fogalmi vonatkozasai

- Van Hiele szintek (Fuy et al. 1984)

- Definicidk és tulajdonsagok (definiciok, osztags, szimmetriak) (Battista-Clemens, 1992,
Fuy et al. 1984)

- Bizonyitdsok ” (Battista-Clemens, 1992)

- Az 4brak fogalmi vonatkozasai ” (Battista-Clemel®92, Alsina et al. 1987)



Modszertani eszkdzok

- Fogalmak és készségek elsajatitasa
- A matematikai tartalom strukturalasa
- Kovetkeztetési moédok

- Eszkoz6k hasznélata az 6rakon

A METE (Mathematics Education Traditions of Europe) projekt eszkozei

A METE az Eurdpai Unié tamogatasaval létrejott ké(2003-2004) projekt, melynek célja
Ot europai orszag matematikatanitasi hagyomanydisskehasonlitasa, matematikatanitasi
maodszereinek vizsgalata volt. A kutatasban rés#teeszagok: Anglia, Belgium, Finnorszag,
Magyarorszag és Spanyolorszag. (Andrews et al,;280drews, 2005, Térok 2006)
Dolgozatomban a METE projekt keretében vide6ra vedk egy részét (a Finnorszagban
felvett orak kivételével a 7-8. osztalyokban rogtigpeometriadrakat) elemzem, felhasznalva

a projekt soran kdzésen kidolgozott eszkdzoket.

Kodlap (CS)

A kvantitativ elemzést szolgalé adatokiggséhez egy kddlapot (CS: coding scheeme)
hasznaltunk, amely harond kategoridba sorolva tartalmazta megfigyelési szamjpinkat:
matematikai fokusz, matematikai kontextus (kapaditl@ valodi vilaghoz vagy nem, illetve
eredeti adatokkal dolgoznak-e a tanulok vagy nemjdszertani eszk6zok. A matematikai
fokusz alkategoriai: fogalmi, levezetés, struktisrabljaras, hatékonysag, problémamegoldas,
érvelés. A mbdszertani eszk6zok alkategoriai: Koré&meretek aktivaldsa, korabbi ismeretek
gyakorlasa, tanari magyarazat, gondolatok kozZététéelfedeztetés, tanari segitség,
ertékelés, motivalas, kérdve kifejtés, differerasal

Az Orakat epizédokra bontottuk, ahol egy epizédekintettiik az 6rdnak azt a részét, melyen
belll a tanar mdédszertani szandékai nem valtozitikden felvett érahoz kit6ltéttiink egy
kodlapot, melyen epizddrdl epizédra bejeldltik, wagempontjaink kdzil melyek voltak

megfigyelhebk az illet epizddban.



Szintézis-lap (LS)

Szintén minden érahoz elkészitettik az ugynevéetisser-sheet egy modositott valtozatat,
a szintézis-lapot (LS: Lesson synthesis sheet))yaagy oldalra toméritve ad képet az 6ran
torténtekél. A lap tetején egy — az oOréra jellefnz fotd6 mellett az éra néhany fontos adata
szerepel (iskola neve, tanar neve, osztaly, ddaaamgra cime). Ezt két dupla sorogvdnal
koveti, melyeken az 6éra menetének megéelelpercél percre szinkddokkal jeldltik egyiken
az oran folyd pedagogiai tevékenységfajtakat, nadisikaz éppen megfigyelltet
munkaformakat (osztalymunka, egyéni munka, paraskaaucsoportmunka).

A kovetked pedagogiai tevékenységeket kilbénboztettik nedmgélet vagy fogalomépités,
feladatmegoldas, megoldasok megbeszélése, problagyafeladat kiizése, hazi feladattal

kapcsolatos tevékenység, feladattal kapcsolatoseszes, egyéb szervezés.

2. ESETTANULMANY - ANGLIA

A tanar elmondasa szerint az osztalyba szamos gyemgmoriaval, viselkedési zavarral
olvasasi vagy szamolasi nehézséggel kiszkggerek jar, ezért az alapdefogalmak
megtanitdsat és memorizaltatasat tartétfelbidatanak. A felvett 6rak anyaga: Parhuzamosok
es meblegesek, parhuzamosok, egyenldalak és derékszogek a négyszogekben; Specialis

négyszogtipusok és tulajdonsagaik; Sokszégek.

Kvantitativ elemzés

A pedagdgiai tevékenységek kozil a legtohit fdladatmegoldassal (az 6s<$zig6%-a) és a
megoldasok megbeszélésével (30%) toltotték. Fodddatdapcsolatos munka azsid 8%-at
tette ki.

Az id6 78%-aban egyutt dolgozott az egész osztaly. Egyamkara az idl 19%-a jutott,
paros munka az &d3%-aban tortént.

Matematikai fokusz tekintetében a tanaréahfingsulyt az alapuwetfogalmak tisztazasara
fektette, az epizédok 85%-aban fordulé @ fogalmi fokusz. Ezt kbveti gyakorisagban az

eljarasi fokusz (45%). Minden Oran 6&rdultak epizodok, melyekben a tanuléknak



indokolniuk kellett valaszaikat (érvelés). Levezetagy strukturdlis fokusz nem volt a
megfigyelt érak soran.

A matematikai kontextust az epizodok 85%-aban ,nestddi vilag — kitalalt adatok”
jellemezték.

A modszertani eszk6zok kozil a tanari segitség Waini(85%), jelerits volt még a
kozzétételt (60%) és a tanari magyarazatot (50¢altaazo epizddok aranya. Felfedeztetés

és differencialas nem fordultéeh megfigyelt 6érakon.

Kvalitativ elemzés

A geometriatanitas altalanos céljai

Valodi vildggal kapcsolatos feladatok nem fordulelk a megfigyelt 6rdkon, de torténtek
utalasok a hétkdznapi életre és az idegen dredekszavak nyelvi jelentésére.

A feldolgozott feladatok ha tartalmukban nem is, kiizési és feldolgozasi modjukban
valtozatos képet mutattak.

Logikai kapcsolatokra vonatkoz6 deduktiv érvelésttaimazo epizéd nem fordult el
ellenpélda keresésére egy izben buzditotta a sadidkokat.

A tanar tobbféleképpen igyekezett motivalni a gkeket.

Fogalmi vonatkozasok

A megfigyelt 6rakon a tanuldk tobbnyire a 0. Vareldiszinten dolgoztak, éként érintve
az el$ szintet. Minden feladat valamilyen abrahoz kapadolt, a 8 hangsuly elnevezések és
jelolések tanitdsara esett. Tulajdonsagcsoportogzedisgggésedl vagy a négyszogek
osztalyozasardl nem esett sz, levezetés, bizenyétdy tobb Iépéses logikai lancon alapul6
érvelés nem fordult &l

Modszertani eszkdzok

A tanar néhanydf modszertani eszkdze — sajat bevalldsa szerititrelem volt.



Az elnevezések, jeldlésmbdok és definiciok memtasat gyakori visszakérdezésekkel és
ismétlésekkel probalta segiteni, utalt az idegedeti szavak eredeti jelentésére. Folyamatos
kérdésekkel igyekezett a tanuldkat bevonni, vatmzdeladatokkal, jatékkal tartotta ébren
figyelmiket. A feladatok kitzéséhez feladatlapokat, megbeszélésiikh6z a felpdaiblara
vetitett valtozatat hasznélta.

3. ESETTANULMANY — BELGIUM

Az érakat Leuvenben egy jo iskola atlagos képdsbétedik osztalyaban vettik fel. Az 6rak
témaja: Négyszogek tulajdonsadgai; A négyszogek dbyamdsa; Szogek, szakaszfélez
memlegesek és szogfekdlz, Négyszogek tulajdonsagai és atloi; Negyszogekilkte és

terllete, kockak és téglatestek.

Kvantitativ elemzés

A pedagdgiai tevékenységek kozil a legtobht iz 6t 6ra 6sszidejének 60%-at) elméleti
anyag toltétte ki. Az il tdbb mint 6todrészében (22%) dolgoztak a tanudddkdatokon.
Az anyagot az iél 93%-aban frontalisan dolgozték fel, csoportmundaan iordult eb.

A matematikai fokuszfajtak kozul a leghangsulyosabipgalmi (88%). Eljarasok tanitasa
vagy gyakorlasa az epizodok 42%-aban szerepéiordult néhany strukturalis elem (23%),
€s néhany tanul6i érvelést tartalmazo epizod (1ML epizdd tartalmazott levezetést,
problémamegoldas nem fordulel megfigyelt érak soran.

A hétkdznapi élettl (valddi vilag) vett példak vagy feladatok nemdualtak eb. Az epizédok
73%-aban dolgoztak a tanulék a tanar altal megadatalalt) adatokkal, 19%-aban
valaszthattdk meg sajat (eredeti) adataikat.

Felfedeztetés, motivalas és differencidlas nemutorels a megfigyelt 6rdkon. A tanar a
mabdszertani eszkdzok kodzill leggyakrabban a kérifegdst (81%) és az ehhez kapcsolodd
kozzétételt (77%) hasznalta, jelésimennyiség tanari magyarazat kiséretében (65%). Sulyt

fektetett a korabbi ismeretek aktivizalasara i/442



Kvalitativ elemzés

A geometriatanitas altalanos céljai

A kornyed vilaghoz kapcsolodo feladatok egyaltalan nem fliatkuels a megfigyelt érakon,
bar néha tortént utalas hétkéznapi példara.

Az 0t Ora dsszidejének alig tdbb mint 6todrészéiodyt feladatmegoldas. A feladatok nagy
része jeldlésekre vagy elnevezésekre, mas részwassk kovetésére vonatkozott.
Problémamegoldas nem forduléel

Felfedeztetés a megfigyelt 6rdkon nem fordult &nuloi érvelés is kevés, levezetés csak a
tanar részéi.

Méas matematikai terllettel (algebraval) vald kapetséelmerilt a terllet- térfogat- illetve
felszinszamitas kapcsan.

A tanar nem prébdalta motivalni a tanulokat.

Fogalmi vonatkozasok

A megfigyelt 6rakon a tanar élsorban az 1. szinten mozog, gyakran visszatérvesairitre.
Ugy tiinik, a 2. szinten maga is bizonytalan.

Az egyes négyszogfajtak definialdsa soran kevetednexkluziv és intenziv kategoriak.

A tulajdonsagok leiro jelleggel hangzanak el, andeiibk €s az egyéb tulajdonsagok kozotti
logikai kapcsolatra nem torténik utalas.

A négyszogek osztalyozasa soran a tanar sulyttfekta, hogy a tanuldk lassak az egyes
négyszogfajtdk egymassal valé kapcsolatat, de senrmdiagrammos szemléltetés, sem a
szimmetriadkra val6 utalas nem tortént.

A tanar elésorban preciz tablai rajzokkal (mindig standard i@dban) igyekezett
szemléltetni mondanivaléjat, a téglatest felszikégs térfogatanak kiszamitasakor egy
téglatest modellt haszndlt. Az 4brak igen fontosregzet jatszottak az érakon, a legtdbb

feladat kiindulopontja egy abra volt.



Modszertani eszkdzok

A f6 hangsuly az ordkon elnevezések, jelolések ésastiairmegtanitasara és gyakorlasara
esett. A tanard eszk6ze a magyarazat és a kérdve kifejtés (dendoit volt. A feladatok

megoldasahoz részletes instrukciokat adott.

4. ESETTANULMANY - MAGYARORSZAG

Az orakat egy budapesti 6 osztalyos gimnazium tlgamnak megfeldl osztalyaban vettik
fel. Az osztély elzéleg a Pitagorasz-tétélrés annak alkalmazéasardl tanult. A felvett 6rak
célja a sokszdgedl tanult mindenféle ismeretek felelevenitése é$ asgtalyos) gimnaziumi

felvételi vizsgara valo felkészités volt.

Kvantitativ elemzés

A pedagogiai tevekenységek kozil a legtolii fdladatmegoldéassal (26%) és a megoldasok
megbeszélésével (30%) toltottek. A feladatokizésére is jelefis idét forditott a tanar (21
%).

Az id6 85%-aban frontalis munka folyt, 12%-4ban egyénideigoztak a gyerekek, paros

munka nem fordult éla megfigyelt 6rakon.

Az 0Osszes fokuszfajta @brdult az epizodok valamelyikében. A legnagyobmdsily a
fogalomépitésre és az érvelésre esett (mindlleattepizddok 70%-ara volt jellediz Minden
oran szerepelt problémamegoldas (45%) és strulduwepizod (40%). Viszonylag magas volt
a hatékonysagi elemet (40%) és az eljarasokat (3@%)mazo epizdédok aranya is.

Valodi vilaggal kapcsolatos feladatra csak egy @tan kertlt sor. A tanar altal megadott
(kitalalt) adatokkal az epizédok 95%-aban dolgoztakg eredeti adatokkal 6sszesen harom
epizdédban (15%).

Differencidlas és felfedeztetés nem fordulb @ megfigyelt 6rdkon, minden mas eszkéoz
alkalmazasra kerllt legalabb két epizodban. Leghalggsabb modszertani eszkdze a

tananyag tanari kérdésekre adott tanul6i valaszdavasztil tortéh feldolgozasa, kérdve



kifejtés is és kozzététel is az epizodok 90%-Aladult eb. Minden 6ran szerepelt tanari

magyarazat is (70%), és motivalas is (50%).

Kvalitativ elemzés

A geometriatanitas altalanos céljai

Valodi vilaghoz kapcsolodo feladat csak egyszeditirels, de a tanar nagy sulyt fektetett a
feladatok értelmezésére, a megoldasok szemléltetésdatematikan bellli kapcsolatok
bemutatéasara.

A kittizott feladatok témdajukban, nehézségi fokukbariizki és feldolgozasi modjukban is
valtozatosak voltak.

A tanar 6sztbnozte a tanuldkat a pontos fogalmazasrvalaszok indoklasara, az 6sszes
megoldas megtalalasara. Tobb epizédban &omlult levezetés, szamos feladatra volt
jellemz a matematika kilonbézerileteinek 6sszekapcsolasa.

Fogalmi vonatkozasok

A megfigyelt 6rakon a tanar mindvégig megkdvetepantos fogalmazast, indoklast és az
0sszes lehetséges eset szambavételét, azaz a 3Higlenszintre igyekszik eljuttatni a

tanuldkat.

Uj fogalmak bevezetésére nem keriilt sor, a régelihrultak elmélyitését szolgaltak a
vegyes feladatok, melyek megoldasa soran a tanalkdkellett rajonnie, hogy milyen korabbi

(tébbszor nem csak geometriai) ismeret vezet célra.

A tablai rajzoknél a tanar nem torekedett a postgss tobbszor hangsulyozta, hogy az

adatok alapjan kell eldonteni, milyen esetek |lefgsek.

Modszertani eszkdzok

A f6 hangsuly az eddig tanult geometriai fogalmak @&lehitésére és elmélyitésére esett.

Gyakorlasra illetve problémamegoldasra szant fetkdaépp 0gy difordultak, mint a
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gyakorlati készségek fejlesztését szolgald szanfafmlatok vagy a matematika kiloniéoz
terUleteit 6sszekapcsold, a fogalomépitést segindolkodasfejlesétfeladatok.

Lathattunk példat otletet kivand vagy felfedeiztgllegi (induktiv kovetkeztetést igéri)l
feladatra is és szigoru levezetésre (deduktiv k@zdetés) is. A tanar gyakran sajat
magyarazataival egészitette ki vagy foglalta dsszegoldasokat (demonstracio).

A tanuldk motivalasat szolgalta a tanar értékakgjegyzesei mellett az éléra vegi jaték, a

szemlélteteszk6zok hasznalata és az egyik feladétmisgolddjanak felajanlott 6tos.

5. ESETTANULMANY- SPANYOLORSZAG

Az 6rakat egy kozeépiskola vegyes képefiségosztalyaban vettik fel, ahol a tanar altal irt
elektronikus tankonyv alapjan dolgoztak fel az aota Az 6rak anyaga: Sokszégek:
altalanos tulajdonsagok, haromszogek szerkesziéserkedés a Cabri programmal; A
derékszog haromszog, Pitagorasz-tétel és alkalmazésai; Anmszdg nevezetes pontjai €s

vonalai.

Kvantitativ elemzés

A pedagOdgiai eszk6zok kdzul az elmélet anyag isstese (az iél 31%-a), feladatok kizése

(25%) és megoldasa (26%) dominalt.

Az id6 74%-aban frontalis munka folyt, mig 26%-aban auldi parokban dolgoztak a
szamitogeépekkel.

A matematikai fokuszfajtak kozil a (t6bbnyire azlkdtonikus tankonyv ill. a Cabri
hasznalataval kapcsolatos) eljarasok (87%) ésrual67%) tanitasa dominalt.

A matematikai kontextust mindvégig a ,nem valodiagi kitalalt adatok” kategoria
jellemezte.

A tanar B modszertani eszkéze a magyarazat (100%) és spujitgeas (80%) volt, a

szamitdégépek alkalmazasaval motivalva a gyerekeket.
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Kvalitativ elemzés

A medfigyelt 6rak menete meglefisén hasonlé volt. Minden o6ra tanari6adiassal
kezdbdott, melynek sordn a tanar PowerPoint segitségiteiintette az éra témajat, majd
kitizte a feladatokat, bemutatta azok megoldasi modggzletes utasitasokat adott a
szamitégép és az oktatoprogramok hasznélatavalsakpoan. Ezt kovéen a gyerekek
parosaval dolgoztak a szamitégépekkel a feladatokoiy a tanar korbejarva segitett
azoknak, akik elakadtak,ddként az egész osztalynak sz6l6 magyarazatokkkiteaaneg a

munkat.

A geometriatanitas altalanos céljai

Valodi vilaggal kapcsolatos feladatok nem forduliells, de torténtek utalasok hétkdznapi
példakra.

Téméjat tekintve a feldolgozasra szant anyag vaitszvolt.

A feladatok egy része felfedezigellegi volt, a tanér tobb izben buzditotta a tanulokat
kisérletezésre, kérdések kitalalasara, sejtéseklrugsara. Gyakran azonbadrel

elmondta, hogy mit kell felfedezni, és altalabamne@vette bizonyitas a felfedezést.

A megtanult ismeretek és technikak a d#s szamitasos geometriai feladatoknal illetve
elemi geometriai sejtések megalkotasaban is hassmdzt jelenthetnek. A tanarbatiasok

soran megfigyelhétvolt néhany strukturalis elem.
Fogalmi vonatkozasok

A tankonyv (és a tanarplieg a 2. Van Hiele szintet célozza meg, de nehégéreth meg, a
gyerekek szintje.

A megfigyelt érak soran szamos definiciot kozolaaar, mikozben attekinti a targyalandé
anyagot. A definicidkat és 0sszefuiggéseket az relekus tankdonyvbl kivetitett abrakkal
szemlélteti. Egyedil a Pitagorasz-tétel esetébgntké két konkrét példan vald szemléltetést
bizonyitas.

A kapcsolodo feladatok megoldasa soran sok a sddtveaznalatbol adodo technikai
probléma, melyek elterelik a figyelmet a matematiketalomrol.

Bizonyitas, érvelés, indoklas a tanulok réskéegyaltalan nem tortént, bizonyitéknak

szamitott, amit a képerég lathattak.
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Modszertani eszkdzok

A tanér a fogalmak kialakitasanak deduktiv modgiasztotta: minden epizod tartalmazott
tanari magyarazatot, részben a matematikai tartalnrészben a szamitogép hasznalataval
kapcsolatban.

A feldolgozand6 anyag a rendelkezésre aliini képest igen nagy volt, talan ez indokolta a
tanar demonstrativ 6ravezetéseét. Aukittt feladatok kozott tobb felfedeztetésre alkalmas
probléma szerepelt, de igen kis mértékben haskniéiltéz ezekben rdjllehetiségeket. Alig
lathattunk tanul6i megszolalast: a feladatok meggddl nem beszélték meg, a tanar esetenként
bemutatta a megoldasts Fnotivacios eszkdznek a tanar a szamitogépes ¢gldasi modot

szanta.

6. OSSZEHASONLITAS
Pedagogiai tevekenységek

Belgiumban az érak nagy része az elméleti anyalpligbzasaval telt és Spanyolorszagban is
ennek ardnya a legmagasabb. Anglidban és Magyagusz feladatok megoldasa és
megbeszélése domindlt. A megoldasok kdzds meglésszélig forditottak it Belgiumban

es egyaltalan nem Spanyolorszagban.

Munkaformak

Mind a négy orszagban frontalis munka toltotte Xidd tobb mint 74%-at, kilénésen magas
volt ennek a munkaformanak az aranya Belgiumbago}98s Magyarorszagon (85%). A
fennmaradd it Spanyolorszagban teljes mértékben paros munié@tteki, a masik harom
orszagban legnagyobb részt egyéni munkaval ttkto@soportmunka nem fordultéebem
Belgiumban sem Spanyolorszagban, mig paros mumi€ralattunk példat sem Angliaban

sem Magyarorszagon.

Matematikai fokusz

Mind a négy orszédgban jelést a fogalmakkal kapcsolatos munkat tartalmazé epizd
aranya. Belgiumban és Angliaban a fogalmak tanitddéett el$sorban eljarasok (pl. jel6lési
konvenciok) tanitasa jatszotta a legfontosabb pe¢ree ekdzben Belgiumban 6sszefliggések
(struktura) tanitasara is sor kerilt, mig Angliabsagyobb volt a problémamegoldast és

érvelést tartalmazo epizddok aranya. Matematikaida tekintetében a magyar orak voltak a
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leggazdagabbak: Magyarorszagon a megfigyelt orénsmind a hét fokuszfajtasédrdult
(mig a tébbi orszagban 5-5), méghozza a fogalrailésezetési fokusz kivételével mindegyik
a legmagasabb aranyban. Spanyolorszagban az ekdtébbnyire szamitdégépes) tanitasara

esett ad hangsuly.

Matematikai kontextus

A kizérdlag ,tisztan matematikai” (nem valédi vilakjtalalt adat) ismereteket és feladatokat
tartalmazo6 epizédok aranya mind a négy orszagbayhatedta a 70%-ot, Spanyolorszagban
csak ez a kontextusfajta fordult 6el Valodi vilaggal kapcsolatos epizdédot csak

Magyarorszagon lathattunk, de ott is csak egyetf@nodban.

Modszertani eszkdzok

A megfigyelt 6rdk soran egyik orszagban sem fordidlfelfedeztetés vagy differencialas.
Belgiumban a kérdve kifejtés és az ehhez kapcsdiadloi valaszok (k6zzététel) fordultak
el6 leggyakrabban, jelefs mennyiség tanari magyarazattal kisérve, mig motivalas nem
fordult eb.

Angliaban tanari segitség forduléeb legtobb epizédban. Ezt kdveti gyakorisagban —
Belgiumhoz hasonldéan, bar kisebb mértékben - a &éml és a tanari magyardzatok
alkalmazasa.

Magyarorszagon is a kérdve kifejtés és az ehhezskddo kdzzététel domindl, jelést
mennyiséf tanari magyarazattal. Egyedil Magyarorszagon foréls a 10 altalunk
megfigyelt médszertani eszk6z koziil legalabb 8.

Spanyolorszagbhan minden epizodban sor kerllt taméagyarazatra €s motivalasra (bar
vitathatd, hogy 6nmagédban a szamitogép hasznaetas tmotivaciot jelent-e). A kérdve

kifejtés és kdzzététel aranya — a tobbi orszaglépest — igen alacsony.

A geometriatanitas altalanos céljai

Kdzvetlenil a valédi vilaghoz kapcsolod6 feladatszesen minddssze egy (magyar)
epizédban fordult é| de mindenhol torténtek utalasok a hétkdznapietlet

Témajaban és nehézségi szintjében a feldolgoztdtldmnyag Magyarorszagon volt a
legvaltozatosabb, Anglidban és Belgiumbai adngsuly elnevezések és jeldlések tanitasara
és gyakoroltatasara esett. Spanyolorszagban aldeldmd6 anyag és az ehhez kapcsolédo

feladatok valtozatosak voltak, de nagy résziikanartoldotta meg.
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A matematika mas terlleteivel kapcsolatot tetepgizédok aranya Magyarorszagon volt a
legmagasabb.

Az angol tanar a rutinfeladatok valtozatosiikési modjaval és jatékkal, a magyar tanar
érdekes feladatokkal, jatékkal és szemléleszkdzokkel, a spanyol tanar pedig az anyag
elézetes ismertetésével és szamitdgépek hasznalptabalta motivalni a tanuldkat.

A sokszdgek tanitasanak fogalmi vonatkozasai

Mind a négy orszagban az epizédoknak legalabb kétdéra jellemedz volt a fogalmi
fokusz, vagyis mindenhol nagy hangsuly esett alfogh tanitasara. Kilénbség volt azonban
az egyes orszagok kozoétt abban, hogy milyen fogakiniten dolgoztak, és milyen moédon
kozelitették meg az &orduld fogalmakat.

Angliaban szinte kizarélag a 0. Van Hiele szintefgdztak a gyerekek, éshként érintve az 1.
szintet. Belgiumban az 1. szint dominalt, gyakresszatértek a 0. szintre, défelrdultak a 2.
szintet érind kérdések is. Magyarorszagdildg a 2. szinten folyt a munka, mikézben a tanar
a 3. szintet igyekezett elértigé tenni. Spanyolorszagban aikibtt feladatok hol az 1. hol a

2. szintet célozzak, dedukcidra csak a tanér réistattunk példat.

Magyarorszagon nem kerilt sor 0j fogalmak vagyrdeibk tanitadsara, a régebben tanultakat
ismételték at, illetve alkalmaztak kulonlofeladatok megoldasa soran. Spanyolorszagban
szamos definicié hangzott el, mindig tanari kozéégk Angliaban és Belgiumbansé@rdult,
hogy a gyerekeknek kellett megalkotniuk vagy mé@daosik egy definiciot. Egyik orszagban
sem lattunk példat arra, hogy kulonbséget tettdhavegy-egy sokszogfajta definicidja és
egyéb jellemé& tulajdonsagai kozott, vagy hogy megmutattak volmagy bizonyos
tulajdonsagokbdl hogyan kévetkeznek mas tulajdonisag

Wenn-diagrammos abrazolas vagy a szimmetriatulaggokra vald utalds egyik orszagban
sem fordult &.

A kilonboz abrak és/vagy szemléldeiszkozok - a témabdl adodoéan - mindenhol fontos
szerepet jatszottak az oOrakon, alkalmazasuk azomieam mindig segitette a megféiel
fogalmak kialakitasat vagy a fogalmi szintek ddgsét, igen kevés utalas tortént arra, hogy
mire kdvetkeztethetlink egy abrabdl, és mire nem.
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Modszertani eszkdzok

Mind az anyag strukturaldsaban, mind a modszeearnkdzok megvalasztdsaban szamos

kilonbséget figyelhetlink meg a négy tanar kozott.

Anglidban a tanar a sokszogekkel kapcsolatos Ipgetibb tudnivalokat igyekezett
megtanitani egy gyenge képességsztalyban, efssorban elnevezésekre és jellésekre
helyezve a d hangsulyt. Ezt a viszonylag 8z terlletet viszont igen valtozatos formaban

dolgozta fel, és tobbféle médon motivalta a gyekeke

Belgiumban szintén nagy hangsuly esett az elneekmes jeldlésekre, de egy nagyobb,
erésen strukturalt anyagot dolgoztak fel. A tanar émstése ésen demonstrativ volt, nem

probalta motivalni a gyerekeket.

Magyarorszagon — egy jO képessé@®. osztdlypban — a kordbban tanult fogalmak
elmélyitésére, feladat- és problémamegoldasban aldlimazasara esett & hangsuly. A
kitiizott feladatok nagy része kapcsolt dssze kiléhhdatematikai terileteket. Erdekes

feladatokkal, szemléltéeszkozokkel és jatékkal igyekezett motivalni a gkeket.

Spanyolorszagban a haromszégekkel kapcsolatosaseket dolgoztak fel a tanar altal irt -
jOl felépitett; elméleti anyagot, gyakorlo- és éeléztet feladatokat is magaba foglald -
elektronikus tankdnyv alapjan. A megfigyelt orakéfdtése megleh&en hasonlo volt
egymashoz: az oOra elején a tanéadhst tartott (PowerPoint) a feldolgozasra szaypagmol
(a kés$bbi 6rak soran tobbszori visszatéréssel a korabbjakitizte a (szamitogéppel
megoldandd) feladatokat és bemutatta azok megola@sijat, a tanulok motivalasara a

szamitdgép hasznélatat szanta.
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INTRODUCTION

In my thesis | analyze and compare four serieseoihetry lessons which were recorded in
four different European countries. The video resowkre taken as a part of the METE
(Mathematics Education Traditions of Europe) progetd as a part of my analysis | use tools

developed by the project.

1. THEORETICAL BACKGROUND, TOOLS FOR ANALYSIS

In my analysis | consider the following perspecsivm teaching and learning polygons:

General objectives of teaching geometry

A set of possible aims of teaching geometry arevigeml in a discussion document for an
ICMI study (Villani et al. 1996):

“- To describe, understand and interpret theweald and its phenomena.

- To supply an example of axiomatic theory.

- To provide a rich and varied collection of problernsd exercises for individual
student activity.

- To train learners to make guesses, state conjectyprevide proofs and find out
examples and counterexamples.

- To serve as a tool for other areas of mathematics.

- To enrich the public perception of mathematics.”

Conceptual aspects of teaching polygons

- Van Hiele levels (Fuy et al. 1984)

- Definitions and properties (definitions, classdfiion, symmetries) (Fuy et al. 1984, Battista-
Clemens, 1992)

- Proofs (Battista-Clemens, 1992)

- Conceptual aspects of drawings (visual imageajti®a-Clemens, 1992, Alsina et al. 1987)
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Didactic tools

- Methods of acquiring concepts and skills
- Structure
- Methods of reasoning (demonstration, inducta@guction)

- Materials used in the classroom

The tools of the METE (Mathematics Education Traditons of Europe)

project

METE was a two year (2003-2004) project foundedhe®yEuropean Union with participants
from five European countries: England, Belgium |&ml, Spain and Hungary. The aim of the
project was a comparative study of the differengsvia which mathematics is conceptualized
and the different methods teachers use to presatitematics to learners of the age group 10-
14. We collected data from live observations amanfiseries of videotaped lessons on four
standard topics and developed instruments for loptlitative and quantitative analysis.
(Andrews at al 2004, Andrews 2005, T6rok 2006)

| analyze the secondary school lessons (class 8.) @n polygons (except the Finnish ones)

and use the following tools:

Coding scheme (CS)

For quantitative analysis of the lessons we dewzap coding schem€S) with three basic
categories: mathematical focus, mathematical corfteixich considers on one hand whether
the task is related explicitly to the real worlddaon the other hand the genuineness of the
data on which the task is based), and didacticsayveed on the following subcategories:

The subcategories ohathematical focuare conceptual, derivational, structural, procatjur
efficiency, problem solving and reasoning. The siibgories oimathematical contexreal
world fabricated data, not real world fabricatedagdaeal world genuine data, not real world

genuine data. The subcategoriesdafactics activating prior knowledge, exercising prior
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knowledge, explaining, sharing, exploring, coachiragsessing/evaluating, motivating,
guestioning, differentiation.

We divided the lessons into episodes and codedsdmtategory episode by episode with 1 if
it was present in the episode and with O if it was present in the episode. We considered an

episode as a period of the lesson while the teactiglactic intentions are constant.

The lesson synthesis sheet (LS)

For qualitative analysis we used a lessgnthesis sheet (LS) based on the so called Reusser
sheet. This sheet summarizes a lesson in one Bag&le a photo from the lesson and some
details (country, school, class, teacher, datdctapd focus of the lesson) it contains two
timelines to be colourcoded minute by minute acegrdo the flow of the lesson. One
timeline is for the pedagogic activities of thesden (theory or conceptual development,
working on problems or tasks, reporting solutiamprtoblems or tasks, introducing a problem
or activity, homework-related activities, task-teth management, non task-related
management), the other timeline indicates the kactavities (whole class activity, individual
activity, paired activity, group activity).

The lesson synthesis sheet also contains a bisefigdon of the lesson.

2. CASE STUDY — ENGLAND

The records were taken in a low ability class wheamy of the pupils are classified as having
Special Educational Needs. Therefore the teachmdm emphasis was on the most basic
concepts. The content of the lessons: Parallelspangendiculars, parallels, equal sides and

right angles in quadrilaterals; Types and propemiespecial quadrilaterals; Polygons.

Quantitative analysis

The main pedagogic activities were working on peafid (in 36% of the total time) and
reporting the solutions (30%). Theory or conceptealelopment took 18% of the time.
Most of the time was spent on whole class work (¥8#tudents worked individually in 18%

of the time and in pairs in 3% of the time.
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The dominant mathematical focus was conceptual (85%he episodes) followed by
procedural (45%). All of the lessons containedeatst one episode with reasoning, but no
episode was observed with derivation or structure.

The mathematical context was mostly (85%) “not meaild — fabricated data”.

The main didactic tool of the teacher was coacl{Bigfo) and there were high scores for

sharing (60%) and explaining (50%). No episodesainad exploration or differentiation.

Qualitative analysis

General objectives of teaching geometry

No real world problems were observed but there vgerae references to everyday objects
and to the etymology of the names of different golys.

The tasks showed a great variety in the ways thene wresented and solved even if not in
their content or difficulty level.

Deductive reasoning did not occur; there was ommasion when the teacher encouraged the
students to look for a counterexample.

She tried to motivate the children in different way

Conceptual aspects of teaching polygons

The children worked mostly on Van Hiele level Opstimes touching level 1. All the tasks
were connected to some kind of drawing; the maiphemsis was on naming and signing. No
connections were mentioned between properties, raofg or more then one step logical
reasoning occurred.

Didactic tools

The main didactic tool of the teacher — as she-saids patience.

She tried to help the students to memorize nanmedsyitions and proper way of signing with

frequent repetitions and revising. She tried toolwe the students with continuous
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guestioning, varied tasks and a game. She usedngomkaterials like worksheets, individual

whiteboards and projector.

3. CASE STUDY - BELGIUM

The records were taken in Leuven in a mixed abtigss 7. The content of the lessons:
Characteristics of quadrilaterals; Classificatidrgoadrilaterals perpendicular bisectors and
bisectors of angles; Characteristics of quadrigdseand their diagonals; Perimeter and area

of quadrilaterals, cubes and cuboids.

Quantitative analysis

The main pedagogic activity was theory or concdptiezelopment (60% of the total time)
followed by working on problems (22%).

Almost all the time the whole class worked togei{®396), no group activity occurred.

The dominant mathematical focus was conceptual [88%aching or practicing procedures
occurred in 42% of the episodes. We could obsesoade episodes with structure (23%) and
reasoning (19%). Two episodes contained derivatiorgroblem solving was observed.

No real world problems occurred. They worked wabricated data in 73% of the episodes
and students can choose their own (genuine) ddi@%nof the episodes.

No exploration or differentiation was observed. Thain didactic tools of the teacher were
guestioning (81%) and sharing (77%) with frequexpl&nations (65%). She also put an
emphasis on activating prior knowledge (42%).

Qualitative analysis

The general objectives of teaching geometry

There were no real world problems but sometimesaaeher mentioned everyday examples.
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They worked on tasks in hardly more then the fdgththe total time, mostly in connection
with naming, signing or following procedures. Thevas no problem solving or exploring,
few occasions of reasoning. We could see exampleeftsoning only from the part of the
teacher.

Connection with other areas of mathematics (algeimas taken into consideration when
calculating area, surface area and volume of csboid

The teacher did not try to motivate children..

Conceptual aspects of teaching polygons

They worked mostly on Van Hiele level 1, with freqd returning to level 0. Sometimes they
touch level 2, but on this level even the teackenss to be uncertain.

While defining the different types of quadrilaterahere is a mixture of exclusive and

inclusive categories. No logic connections are meetd between definitions and other

properties.

No Wenn diagrams or symmetries were used for dleaton, but there was some emphasis
on the connection between the different types afdglaterals.

Drawings and visual images played an important doleng the lessons; the teacher made
very precise drawings on the blackboard (alwaystamdard position) and used a model when

explaining the surface area and volume of cuboids.
Didactic tools
The main emphasis was on teaching and practicimgingg signing and procedures. The

teacher used mostly the tools of explaining andtjoeing, in a demonstrative way. She gave
detailed instructions for the ways of solving txereises.

4. CASE STUDY — HUNGARY

The records were taken in Budapest, in a goodtylilass 8. They learnt previously about
the Pythagoras theorem and its applications. Thes aif the lessons were revising all the

knowledge about polygons and prepare childrenhierentrance exam of four year gymnasia.
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Quantitative analysis

The main pedagogic activities were working on peaid (26% of the total time) and
reporting solutions (30%). Introducing problemski@dso considerable time (21%).

They worked mostly in whole class (85%), individyah 12% of the time, no pair work was
observed.

We could observe examples for all categories oherattical focus. The main emphasis was
on conceptual development and reasoning (bothehtbccurred in 70% of the episodes).
We could see episodes containing problem solviri§adand structural elements (40%) in
every lesson. It was relatively high the numberepisodes with efficiency (40%) and
procedures (30%).

Only one episode contained a problem connectedaioworld. They worked with fabricated
data (given by the teacher) in 95% of the episadaite with genuine data in three episodes
(15%).

There was no differentiation or exploration, butteaf the other categories of didactic tools
could be observed in at least two episodes. Tha toals of the teacher were questioning and
sharing (both of them occurred in 90% of the epesddEvery lesson contained explanation
(70%) and motivation (50%).

Qualitative analysis

The general objectives of teaching geometry

Only one problem was connected to real world.

The teacher put a great emphasis on making semsejisoalization and on creating
connections between different areas of mathematics.

There was a great variety of tasks concerning aiiffy level as well as the ways of
introducing or solving them.

The teacher encouraged the children for preciseliwgy for reasoning, for finding all the
possible solutions. We could observe some exanfipteterivation.
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Conceptual aspects of teaching polygons

The teacher pushed the students toward using pesgaments and considering all possible
cases, so he tried to move them on to Van Hielel [&v

No new concepts were introduced; the main aim wdsegper understanding of the old ones
through problems where the students had to findouar(not only geometrical) tools for
solution.

The teacher did not try to produce precise draworgshe blackboard and mentioned several
times that base of reasoning should be the dataendhat they see.

Didactic tools

The main emphasis was on revising and deepenirigereBnowledge on geometry. The
problems and exercises served the developmentimfinly and the development of both
practical and problem solving skills.

We could observe examples for both inductive andudive reasoning. The teacher often
helped to reach the solution with his remarks arqulamations, or summarized the solution in
a demonstrative way.

He motivated the children with a competitive gaméh teaching materials, and in one case

with offering a good mark for the first solver.

5. CASE STUDY — SPAIN

The lessons were recorded in the 1st class ofandacy school (year 7), where they worked
with an electronic textbook written by the teachdre content of the lessons: Polygons:
general characteristics, construction of triangled familiarization with the software Cabri;
The right triangle, Pythagoras Theorem and itsiegpbns; Important points and straight

lines of a triangle.
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Quantitative analysis

The dominant pedagogic activities were working beoty (31% of the time), introducing

tasks (25%) and working on tasks (26%).

Whole class work (teacher’s explanations) took #f%he total time, in the remaining 26%
of the time students worked in pairs with the cotepsl

The main focus of the lessons was on (mainly softwalated) procedures (in 87% of the
episodes) and on concepts (67%).

The context was all along characterized as “ndtweald, fabricated data”.

The main didactic tools of the teacher were explang100%) and coaching (80%).

The teacher motivated the children with the usdgmmputers.

Qualitative analysis

The lessons were quite similar to each other. Alltleem started with a PowerPoint
presentation of the teacher about the topic, aed the teacher introduced the tasks and
demonstrated the ways of solving those, giving itketainstructions about handling the
software. After that the students worked in pamstioe tasks with the computers while the
teacher walked around and helped them. Time by hienexplained some things to the whole

class.

General objectives of teaching geometry

There were no real world problems but some refagnwere mentioned to everyday

examples.

They worked on miscellaneous topics and variedstask

Part of the tasks were investigative, the teacheowraged the students a couple of times for
experimenting, inventing questions, making conjextubut most of these times he told them

in advance what should they discover and the destes were not followed by proofs.
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The pieces of knowledge and the usage of softwasg kearnt can be very useful tools in
their later studies. We could observe some strattelements in the presentations of the

teacher.

Conceptual aspects of teaching polygons

The textbook (and the teacher) aims Van Hiele I@valit hard to decide the students’ level.
While presenting the topic the teacher mentioneerse definitions. He showed examples for
the definitions and relationships by projectingstirations from the electronic textbook. Only
in the case of Pythagoras theorem followed proefctbncrete examples.

The students had many technical problems with tifavare which made an obstacle in
respect of dealing with the mathematical conterg. &uld see no proving or reasoning from
the part of the students.

Didactic tools

The teacher chose a deductive way for teaching eqac All the episodes contained
explanations either about the mathematical corteabout the software.

He tried to cover a quite large curriculum aredrduthe lessons in a relatively short time and
that could be the reason of his demonstrative s8tene tasks would have been quite good
for investigation or exploration but they did noagp the opportunities. We could hardly see
any active contribution from the part of the studethey did not share the solutions It was
the teacher who sometimes presented the solutitesonsidered enough tool for motivation

the computers.

6. MAIN FINDINGS OF COMPARISON
Pedagogic activities
In Belgium and Spain most of the time was spenth@ory or conceptual development. In

England and Hungary working on problems and repgrsolutions were the dominant
activities. For discussing solutions hardly anyeiwere spent in Belgium and none in Spain.
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Social activities

Whole class activities dominate in all of the coig® (more than 74% of the time in each of
them) especially in Flanders (90%) and Hungary (B3% group activity was observed in
Flanders and Spain and no paired activity in Ergjlamd Hungary. There was no individual

activity during the Spanish lessons.

Mathematical focus

The ratio of episodes with conceptual focus isegbigh in all the four countries. Beside that
in England and Belgium the main focus is on proceslfe.g. naming and signing), but while
in Belgium there some episodes with structure, mgl&nd there were more episodes with
problem solving and reasoning. In Hungary all thees type of mathematical focus occurred
(while in the three other countries only 5-5) andhwthe exception of conceptual and
procedural in the highest rate. The main emphaspiain was on (mostly software related)

procedures.

Mathematical context

The ratio of episodes containing only “pure mathiéra#l tasks (not real world, fabricated
data) was above 74% in all the four countries, pai it was 100%. Problem connected to

real world occurred only in Hungary but only in cg@sode.

Didactic tools

We could see no examples in either of the countoesexploration or differentiation.

In Belgium, questioning, sharing and explaining tiiee main didactical tools, while there was
no motivation.

In England coaching is dominant, followed by shgiamd explaining.

In Hungary questioning and sharing were the maatstaith high proportion of explaining.
Only in Hungary were observed the occurrence at lRaf the 10 observed didactic tools.

In Spain explaining and motivating characterizetl @fl the episodes (however it is
questionable if the usage of computers providesvatodn during all the lessons). The rate of
guestioning and sharing — compared with the otbantries — is very low.
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General objectives of teaching geometry

Problem connected to the real world was observédinrone (Hungarian) episode; however

we could find some traces of referring to realityall the four countries.

We could observe the widest variety of problemsiimgary concerning the difficulty level
and topic. In Belgium and England the main emphasis on naming and signing. In Spain
some of the tasks were interesting but most of thvene solved by the teacher.

The rate of episodes creating connections withradheas of mathematics was the highest in

Hungary.

The English teacher motivated the children withous ways of posing (routine) tasks and a
game; the Hungarian teacher with interesting problecompetitive task and with materials;
the Spanish teacher with explaining the contenthef following lessons and with using

computers.

Conceptual aspects of teaching polygons

In all the four countries there was a great emghasiteaching concepts. However there were
differences in the conceptual levels and in thesaafydelivering the concepts.

English students worked mostly on Van Hiele leyeddmetimes reaching level 1. In Belgium
level 1 was dominant, sometimes returning leveh@ saome questions touched level 2. In
Hungary students worked mostly on level 2, while thacher tried to push them towards
level 3. In Spain the tasks were aimed to levet 2,dout deduction occurred only from the
part of the teacher.

In the Hungarian lessons there were no new condepsquire, they revisited and applied
earlier knowledge while solving various problemsuring the Spanish lessons many
definitions could have been heard, always from tbacher. In Belgium and England
sometimes the students created or modified a defmiWe could observed no example of
emphasizing the difference between the definitibra a@ertain type of a polygon and the
properties of it, or showing that how follows fr@ome properties others properties.

Neither could we see examples of using Wenn diagramsymmetries for classification.
Drawings or visual images played quite naturallyimportant role in all of the lessons, but
they did not always serve properly the conceptealetbpment of the students. Hardly any
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references could have been seen to question: ahatve conclude from a drawing and what

not.

Didactic tools

Both in structuring the mathematical content andalecting the appropriate didactic tools we

could observe many differences between the fouwhts.

In England the main emphasis (in a low ability s)agzas on the most basic facts about
polygons, i.e. naming and signing. However thisitreély narrow content area was covered

in many different ways while trying to motivate kchien in various ways.

In Belgium a great emphasis was also on namingsayrdng, but the content was larger and
strongly structured. The teacher applied a dematnstr way and did not try to motivate
children.

In Hungary - in a high ability class 8 — the mamphasis was on revisiting and deepening
earlier knowledge, e.g. by solving problems whiomnects different areas of mathematics.

The teacher tried to motivate children with intéireg problems, models and competitive task.

In Spain the main topic was triangles, based on-tegongly structured, containing tasks for
practicing and exploring - electronic textbook, trem by the teacher. The structure of the
lessons was almost the same: at the beginningeofefson the teacher held a PowerPoint
lecture on the topic, introduced the tasks andemesl the way of solutions. His way of

motivation was the usage of computer.
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