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Eloszo

Az oktatdsi segédanyag elkésziilését a Pallas Athéné Domus Sapientiae Alapit-
vany tdmogatta.

A tananyag folytatdsa a Pallas Athéné Domus Animae Alapitvany altal t4-
mogatott ,,Differencidl- és integralszdmitds gazdasdgi alkalmazasokkal” cim{
tananyagnak.

A tananyag célja kettés. Az egyik cél az, hogy segitse a gazdasdgi képzés-
ben részt vevd hallgatok Gazdasdgi matematika II. vizsgdjéara valé felkészitését.
Tematikdjaban, felépitésében jol illeszkedik a Gazdasdgi matematika II. nevi
tantdrgyhoz, igy ahhoz akdr tankdnyvként is hasznélhatd.

A jegyzet két f6 fejezetet tartalmaz. Az egyik fejezet a matrixok és linedris
egyenletrendszerek témakort dolgozza fel, mig a masik fejezet a tobbvaltozos
fuggvények gazdasagi alkalmazdsaival ismerteti meg az olvasot.

Minden fejezet rovid elméleti 6sszefoglaléval kezd6dik, melyet részletesen ki-
dolgozott feladatok kovetnek. A feladatok kozott megtaldlhatéak az egysz-
eriibb tipusfeladatok, melyek megolddsédval kell§ ismeretet szerezhetnek a hall-
gatdk az adott témakor elsajatitdsdhoz, valamint megtaldlhatéak a feladatok
kozott a bonyolultabbak, dsszetettebbek is, azok szdmdra, akik mélyebben el
szeretnének meriilni az adott témakorben.

A tananyag masik célja, hogy megalapozza azokat a matematikai ismereteket,
amelyekre a hallgatoknak a késébbi félévek sordn hallgatott targyak sordn sziik-
sége lesz. Emiatt a jegyzet sok olyan feladatot is tartalmaz, amely ilyen irdnyd
alkalmazasokra helyezi a hangsilyt.

A tananyag Osszesen 134 részletesen kidolgozott feladatot tartalmaz.

A segédanyag djszerlisége abban rejlik, hogy a precizen megfogalmazott mate-
matikai ismeretek mellett a megfeleld gazdasagi alkalmazasokat is tartalmazza.

s 22

A jegyzet lektordlasaért koszonettel tartozom Dr. Kocsis Imre tanszékvezetd



féiskolai tandrnak, aki hasznos észrevételekkel segitette munkdmat.

Koszonettel tartozom Edesanydmnak és Paromnak, akik mindig mellettem 411-
nak és segitenek.
Dr. Kézi Csaba Gibor

féiskolai docens
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Matrixok a kozgazdasagtanban



8 1. MATRIXOK A KOZGAZDASAGTANBAN

1.1. A matrixokkal kapcsolatos alapfogalmak

Elméleti 6sszefoglalo

1.1.1. Definicié. Legyenek m és n pozitiv egész szdmok és a;; € R minden

i€{1;2;...;m}é mindenj € {1;2;...; n}esetén. Az
ail ai2 T aln
azy a22 te a2n
Aml1 Am2 ' Omp

tdblazatot m X m-es vagy m X n tipusi mdtrixnak nevezziik. A maétrixokat
altaldban latin nagybettikkel, mig a méatrix elemeit két indexi latin kisbettikkel
szokds jelolni. Az els6 index az ugynevezett sorindex, a méasodik index az
oszlopindex. Az m X n-es matrixok halmazat M, »,-€l jeloljik.

Azt, hogy az m x n tipusi A mdtrix az a;; elemekbdl all, dgy is jeloljiik,
hogy A = (aij)mxn. Ha egyértelmii (vagy nem lényeges) a mtrix sorainak és
oszlopainak a szdma, akkor az A = (a;;) jelolést is alkalmazzuk.

1.1.2. Példa. Az
1 2 =3
2 2 1
3 1 4
4 -1 0

tabldzat egy 4 x 3 tipusd matrix, mert 4 sora és 3 oszlopa van. Példaul az A
matrix agy eleme: ag; = 3.

1.1.3. Definicié. Legyenek m és n pozitiv egész szamok, amelyekre m < n
teljesiil. Az

a11 a2 T Q1n

a21 ag2 T a2n
A=

aml Am2 - Amp

matrix fédtlojdnak vagy mas széval fédiagondlisdnak nevezzik az

(a11; a22; - .- Gmm)
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rendezett szam m-est. Az

aii; a22; ... QGmm

s 2

elemeket fédtlobeli elemeknek mondjuk.
Az

(aml; A(m—1);25 =+ alm)
rendezett szim m-est mellékdtionak hivjuk. Az

aml; Q(m—1);25 -+ -5 lm

elemeket mellékdtlobeli elemeknek nevezziik.

1.1.4. Példa. Az

A=

co Ut N

3
6
9
7; 5; 3).

PN

matrix f6atléja (1; 5; 9), mellékatloja

1.1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy madtrix négyzetes vagy mas széval
kvadratikus, ha a sorainak és oszlopainak a szima megegyezik. Egy négyzetes
matrix sorainak (oszlopainak) a szdmat a matrix rendjének is szokds nevezni.

1.1.6. Példa. Az
12
4=(43)

matrix egy 2 X 2 tipust vagy mas széval masodrendii négyzetes matrix.

1.1.7. Definicié. Egy 1 x n tipusd matrixot sorvektornak vagy sormdtrixnak,
mig egy n x 1 tipusd matrixot oszlopvektornak vagy oszlopmdtrixnak is neve-
ziink.

1.1.8. Példa. Az
A=(1 2 3 4)

matrix egy sorvektor, a

=W N

matrix egy oszlopvektor.

1.1.9. Definicidé. Zérusmdtrixoknak hivjuk az olyan matrixokat, amelyeknek
minden eleme nulla .
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-(30)

1.1.11. Definicié. Az olyan n x n tipusi matrixot, melynek f6atlobeli elemei
egyesek és az 0sszes tobbi eleme nulla n-edrendii egységmdtrixnak nevezzik.
Jele: E,,.

Megjegyezziik, hogy ha az egységmatrix rendje egyértelmd, akkor az E), jelolés
helyett egyszertien az E jellést hasznaljuk.

1.1.10. Példa. Az

matrix a 2 X 2-es zérusmatrix.

1.1.12. Példa. A harmadrendd egységmatrix:
1 00
Es=10 10
0 01
1.1.13. Definicié. Az olyan négyzetes matrixot, amelynek féatléjan kiviil min-
den eleme zérus diagondlis mdtrixnak vagy diagondlmdtrixnak nevezziik .

1.1.14. Példa. Az

A=

S O =
oSN O
w O O

matrix egy 3 x 3-as diagonalis matrix.
1.1.15. Megjegyzés. Az egységmatrix olyan diagondlis matrix, melynek min-
den f6atlébeli eleme 1-es.

1.1.16. Definicié. Két matrix egyenid, ha a megfelels helyen 1év6 elemeik meg-
egyeznek.

1.1.17. Definicio. Egy matrix transzpondltjan a sorainak és oszlopainak felcse-
rélésével kapott matrixot értjiik, azaz ha A = (a;;), akkor a transzpondltja az
AT = (aj;) matrix.

1.1.18. Megjegyzés. Egy m X n tipusi matrix transzpondltja n x m tipusd
MAtrix.

1.1.19. Példa. Az A = < g 2 ;l > matrix transzponéltja az
2 5
AT =13 6
4 7
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mAtrix.

1.1.20. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy n X n-es matrix szimmetrikus, ha
teljesiil, hogy A = AT,

1.1.21. Példa. Az

N
I
W N =
O
o w

matrix szimmetrikus, mert

—_
[N]
w

AT =

[N}
o
S

igy A = AT,

1.1.22. Definicié. Ha egy négyzetes matrix f6atlé alatti elemei nulldk, akkor
azt mondjuk, hogy a métrix felsd hdromszog alakii vagy felsd trianguldris.

2 2

Egy métrix alsé hdromszog alakii vagy also trianguldris, ha a f64tl6 feletti
elemei nullak.

1.1.23. Példa. Az

1 5 2
A=1 0 7 6
0 0 2
matrix fels6 haromszog alakd, a
1 00
B=15 20
8§ 5 1

matrix alsé hdromszog alakd.

1.1.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy matrix trapéz alakii vagy lépcsds
alakii, ha a f6atlo alatti elemei nullak.

17 4 13
1.1.25. Példa. Az A = ésa B = 0 5 | madtrix trapéz
0 4 2 0 0

alaku.
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Kidolgozott feladatok
1 2 4 3
. 3 70 2 )
.. _ L '
1. Feladat. Tekintsiik az A 9 2 3 § matrixot!
1 0 0O

a) Adjuk meg az A matrix ais és ao; elemeit!
b) Adjuk meg az A matrix tipusat!

¢) Hatarozzuk meg az A matrix féatlgjat!

d) Hatdrozzuk meg az A matrix mellékatl6jat!
e) Négyzetes-e az A matrix?

f) Fels6 haromszog alakd-e az A matrix?

g) Alsé hiaromszog alaki-e az A matrix?

Megoldas:

a) Az A matrix a9 eleme az elsd sor médsodik eleme, azaz a1o = 2. Az as
elem a masodik sor elsé eleme, azaz as; = 3.

b) A matrixnak 4 sora és 4 oszlopa van, igy 4 x 4 tipust.

¢) Az A mitrix f8atlGja: (1;7;3;0).

d) Az A matrix mellékatlgja: (1;2;0;3).

e) A matrix négyzetes, mert a sorainak szama és oszlopainak szdma megegye-
zik.

f) A maétrix nem fels6 hdromszog alakd, mert nem teljesiil az, hogy a f64tld
,alatt” minden elem 0.

g) A maétrix nem alsé hdromszog alakd, mert nem teljesiil az, hogy a f64tlé
,,folott” minden elem 0.
1 4 1
2. Feladat. Tekintsikaz A= | 0 3 2 | matrixot!
0 0 2
a) Adjuk meg az A matrix aq1 €s a2 elemeit!
b) Adjuk meg az A matrix tipusat!

d) Hatdrozzuk meg az A matrix mellékatl6jat!
e) Négyzetes-e az A matrix?
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f) Fels6 haromszog alaki-e az A matrix?

g) Alsé hiaromszog alaki-e az A matrix?

Megoldas:

a) Az A matrix aq1 eleme az elsG sor elsé eleme, azaz a11 = 1. Az a2 elem
az elsG sor masodik eleme, tehat a1o = 4.

b) A madtrixnak 3 sora €s 3 oszlopa van, igy 3 x 3 tipusu.

¢) Az A mitrix f6atlja: (1;3;2).

d) Az A matrix mellékatlja: (0;3;1).

e) A madtrix négyzetes, mert a sorainak szdma és oszlopainak szdma megegye-
zik.

f) A mitrix felsé hdromszog alakd, mert a f64tl6 ,,alatt” minden elem O.

g) A matrix nem alsé hdromszog alaki, mert nem teljesiil az, hogy a f64tld
,,folott” minden elem 0.

3. Feladat. Adjuk meg azt a 3 x 3 tipusu diagondlis matrixot, amelyre a;; = i°

minden ¢ € {1;2; 3} esetén. Szimmetrikus-e a matrix?
Megoldas:

A diagonalis métrix definici6ja szerint a f64tlon kiviili elemek mindegyike zé-
rus. A keresett mdtrix tehdt:

1 0 0 1 0 0
A= 0 22 0 |=([0 8 0
0o o0 33 0 0 27

Mivel AT = A, ezért a matrix szimmetrikus.

4. Feladat. Adjuk meg azta 3 x 3 tipusti A métrixot, amelyre a;; = 7 - j teljesiil
minden i € {1;2;3} és j € {1;2; 3} esetén.
Megoldas:
A keresett matrix:
1-1 1-2 1-3
A= 2-1 2:2 2-3 | =
3-1 3-2 3-3

W N =
S =N
Nele) RV}

5. Feladat. Adjuk meg azta 3 x 3-as mdtrixot, amelyre a;; = i? + 52 teljesiil
minden ¢ € {1;2;3} és j € {1;2;3} esetén.
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Megoldas:
A keresett matrix:
2,12 1292 124 92
1414 1442 143 9 5 10
A= 22+1% 22422 22432 | = 5 8 13

32412 32422 32432 1013 18
6. Feladat. Adjuk meg a 3 x 3-as zérusmatrixot!
Megoldas:

A 3 x 3-as zérusmatrix:

0
O3xz3=1| 0
0

o OO

0
0
0

7. Feladat. Adjuk meg az z és y valds szdmokat tigy, hogy az

=(3 )

matrixok egyenl6ek legyenek!
Megoldas:

Két matrix pontosan akkor egyenld, ha a megfelel helyen 1évo elemeik egyen-
16ek, igy x = 7ésy = —1.

8. Feladat. Adjuk meg az x és y valds szamokat tgy, hogy az
[ty 2
A= ( 54z xz-y >
6 2
p=(5 %)

matrixok egyenléek legyenek!

Megoldas:
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Két métrix pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld helyen 1évo elemeik egyen-
16ek, igy teljesiilnie kell az

r+y=6
d+2z=5H
-y =28

egyenletrendszernek. A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 0. Az els6
egyenletbdl kifejezziik az y ismeretlent:

z=606-—y.
Ezt behelyettesitjiik a harmadik egyenletbe:
(6—y)-y=8.
A zar6jel felbontasa utdn azt kapjuk, hogy
6y —y? =8 = y*> — 6y +8=0.
A masodfoki egyenlet megoldéképletével

6+36—32 6+2
2 2

adodik, igy y; = 4, illetve yo = 2. Ezeket behelyettesitve az z = 6 — y
egyenletbe azt kapjuk, hogy 1 = 2, illetve xo = 4.

Y12 =

1 2 3
. 4 5 6 ‘o 1
9. Feladat. Adjuk megaz A = 2 1 0 matrix transzpondltjat!
1 11
Megoldas:
Egy matrix transzponéltja a sorok és oszlopok felcserélésével kapott matrix:
1 4 21
AT=125 11
36 01
1 -2 5 1
. . -2 -1 0 2 Lo
10. Feladat. Szimmetrikus-e az A = 5 05 0 matrix?
1 209

Megoldas:
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Mivel az A matrix transzponaltja:

1 -2 51
r | =2 -1 0 2

=1 5 o050
1 209

ezért AT = A, igy az A matrix szimmetrikus.

11. Feladat. Tekintsiink egy olyan aruhazi lancot, amelynek 4 iizlete van. Az
iizleteket jelolje Uy, Us, Us és Uy. Minden iizletben 6 kiilonbozé fajtija ter-
méket drulnak. Ezeket a termékeket jelolje 11, 1o, T3, Ty, T és Tg. Jelolje az
A mitrix a;; eleme az Uj; iizletben a T); termék eladdsabol szarmazé bevételt
egy adott hdnapban. Az A matrix az aldbbi:

1 255 3 4
2 8 35 21
A=1,3921 416
75 3 4 35

A matrixban szerepld értékeket milli6 forintban értjiik.

a) Adjuk meg a métrix a9 elemét! Mit reprezentdl ez az érték?

b) Hatarozzuk meg az A matrix transzpondltjat! Mit mutatnak meg a transzpo-
nélt matrix sorai?

Megoldas:

a) Az A matrix els6 sordnak masodik eleme a12 = 2, ami azt jelenti, hogy az
U, iizletben a 75 termékbdl szdrmazd bevétel 2 millid forint volt a vizsgalt
hénapban.

b) Az A maétrix transzpondltja

=W Ot ot N =
— N Ot W oo N
DR =N W
LW =~ W ot g

A transzponalt matrix sorai megmutatjak, hogy az egyes termékekbdl a vizs-
galt hénapban mennyi volt a bevétel.
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12. Feladat. Adjuk meg az x, y és z valds szdmokat ugy, hogy az

1 2 -3
A=z 4 =z
y 5 1
matrix szimmetrikus legyen!
Megoldas:
Az A mitrix transzpondltja
1 =y
Al = 2 45
-3 2z 1

Az A matrix szimmetrikus, ha A = AT, azaz

1 2 -3 1 =z y
z 4 z | = 2 4 5
Yy b 1 -3 z 1

Két matrix pontosan akkor egyenld, ha a megfelel6 helyen 1év6 elemik egyen-
16ek, igy azt kapjuk, hogy x = 2,y = —3 és z = 5.
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1.2. Alapmiiveletek matrixokkal

Elméleti 6sszefoglalo

1.2.1. Definici6. Két azonos tipusi matrix dsszegén azt a matrixot értjiik, mely-
nek elemei a matrixok megfelel6 helyen 1€v6 elemeinek Osszege.
Tehit az A = (ai;) € Mupxn és a B = (ai;j) € My, xy, matrix Osszege az

A+ B = (aij + bij) € Mumxn
matrix.

1.2.2. Példa. Az

01 1 2
A= 2 3 és B=| 3 4
4 5 5 6
matrixok 0sszege
0 1 1 2 1 3
A+B=|2 3 |+ 3 4 |=|5 7
4 5 5 6 9 11

1.2.3. Definici6. Egy matrix szdmszorosan (skaldrszorosan) azt a matrixot ért-
juk, melyet dgy kapunk meg, hogy a métrix minden elemét megszorozzuk az
adott szammal, azaz ha A = (a;j) € My, xp, mitrix, A € R, akkor az A matrix
A-szorosan a

ANA=ay)  (i=1,...m;éj=1,...n)
matrixot értjiik.

1.2.4. Példa. Az A = < > matrix 2-szerese a

1 2
3 4

2 4
2'A2<6 8>

matrix.
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1.2.5. Definicié. Az A = (a;j) € My« ésa B = (b;j) € My matrixok
szorzatdn azt a C' = (c¢;5) € Mypx, matrixot értjiik, amelynek (; j) indexd
elemére teljesiil, hogy

M=

Cij = Qs - bsj = a;1 - byj + a2 - baj + ...+ agp - by

s=1

1.2.6. Megjegyzés. Két matrix szorzdsakor a szorzatmatrix (7; j) indexd ele-
mét gy kapjuk meg, hogy az elsd matrix ¢-edik sordt a masodik métrix j-edik
oszlopéval szorozzuk Ossze gy, hogy a ,,megfelel” elemeket dsszeszorozzuk
és a szorzatokat 6sszeadjuk.

bw 1 b| 2 bw 3

bzw bzz bn

bsw 32 33

bxﬂ bAz b43

bsw bsz bsa

=

il 2, 13 A, 15 Sy Gy, Cs
ay a» A A% A Cy Gy Cos

c11 = a11 - bi1 + a2 - ba1 + a3 - b31 + aq - by + ais - by
c12 = a11 - b1z + a2 - baa +a13 - b3z + a4 - baz + a5 - bz
c13 = a1 - b1z + a1z - bag + a13 - b3z + a14 - a3 + a1 - bs3
C21 = a21 - b11 + ag2 - bay + ag3 - b31 + ag4 - by + ags - by
Co2 = a21 - b1a + aga - bag + as3 - bza + azq - baz + ags - b2
c23 = az1 - b13 + agz - bag + azs - b3z + a24 - baz + aszs - bs3

Az itt 1athat6 {frasmoddot Falk-sémanak is nevezik.

1.2.7. Megjegyzés. Két matrix pontosan akkor szorozhaté Ossze, ha az elsd
matrix oszlopainak a szdma megegyezik a mdsodik métrix sorainak a szdmadval.
Azaz Osszeszorozni m X k-as matrixot csak k x n-es matrixal lehet, és ekkor
az eredménymatrix m X n-es lesz.
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1.2.8. Példa. Az elgbbi irdasmédot alkalmazva az

1 0
A:<é$_§> és B= 2 0
-1 1
matrixok szorzata
0
A-B 2 0
-1 1

tehat

3 =2
wn (32,

1.2.9. Megjegyzés. A matrixszorzas nem-kommutativ miivelet, azaz dltaldban
A-B # B- A. Elegend§ arra gondolnunk, hogy példdul ha az A matrix 2 x 3-as
és a B métrix 3 x 4-es, akkor az A - B matrix létezik, mig a B - A mdtrix mar
nem.



1. ALAPMUVELETEK MATRIXOKKAL 21

Kidolgozott feladatok

13. Feladat. Tekintsiik az A = < i ) matrixot! Hatdrozzuk meg a 2A

1 2
0 5
és a —3 A métrixokat!

Megoldas:

Egy métrix szdmszorosat gy kapjuk meg, hogy a matrix minden elemét szoroz-
zuk az adott szimmal. Tehat

42 4
2A:<2 0 10>

-6 -3 -6
3A_(—3 0 —15)'
14. Feladat. Egy iizletlancnak 3 iizlete van. Minden iizletben 4 kiilonb6z6

tipusd terméket drulnak. Az egyes iizletekben az egyes termékek egységarait
mutatja az aldbbi matrix:

500 800 300 200
A= 450 700 280 190
550 850 330 220

Minden iizletben minden terméken 10%-os ledrazast hajtanak végre. Mennyi-
be keriilnek az egyes iizletekben az egyes termékek? A megolddst egyetlen
matrixként adjuk meg!

Megoldas:
A ledrazés utdn minden termék éra az eredeti ar 90%-a, igy a keresett matrix

450 720 270 180
0,94 =1 405 630 252 171
495 765 297 198

15. Feladat. Egy iizletlancnak 3 iizlete van. Minden iizletben 4 kiilonb6z6
tipusd terméket drulnak. Az A matrix mutatja az els6 félévben az adott ter-
mékekbdl szarmazo6 bevételeket ezer forintban:

100 200 300 200
A= 320 740 180 430
650 450 430 320
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A B mitrix mutatja az egyes termékekbdl szdrmazd bevételeket a masodik

félévben:
150 250 320 210

B =1 300 650 120 530
320 550 220 150

Adjuk meg az egyes iizletekben az egyes termékekbdl szdrmazé éves bevétele-
ket egyetlen matrixként!
Megoldas:

A keresett matrix

250 450 620 410
A+ B=| 620 1390 300 960
970 1000 650 470

e (1 2 3, (1 3 5 .
16. Feladat. TekmtsukazA-(4 5 6>esaB—<7 9 11)mat—

rixokat! Hatdrozzuk meg az
a) A+ B b) 3A - 2B

matrixokat!
Megoldas:

a) Két matrixot gy adunk 0ssze, hogy a métrixok megfelel$ helyen 1évo ele-
meit sszeadjuk, igy

(141 243 345\ _( 2 5 8
A+B—<4+7 549 6+11>_<11 14 17)'

b) El6szor a skaldrral vald szorzdsokat végezziik el (azaz az elsé matrix minden
elemét 3-mal, a masodik matrix minden elemét 2-vel szorozzuk), majd a
kapott matrixokat kivonjuk (az elsé métrix megfelel$ elemeibdl kivonjuk a
masodik matrix megfelel elemeit):

3 .6 9 2 6 10
3‘4_23:(12 15 18>_<14 18 22>:
(1 0 -1
-2 -3 -4 )

S (1 3 . (2 0 —4 p
17. Feladat. Tekintsiik az A = < 9 _1 ) ésa B = ( 3 _9 6 ) mat-

rixokat! Hatdrozzuk meg az
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a) A-B b) B-A

szorzatokat!
Megoldas:

a) Az els6 matrix 2 x 2 tipusu, a masodik 2 x 3 tipusu, igy a szorzas elvégezhetd,
és az eredménymatrix 2 x 3 tipusu lesz. A szorzatmatrix (7; j) indexd ele-
mét tgy kapjuk meg, hogy az elsé matrix i-edik sordnak minden elemét
megszorozzuk a masodik matrix j-edik oszlopanak megfeleld elemeivel, és
a kapott eredményeket 6sszeadjuk. Tehat

1 3 2 0 —4
A'B—<2 —1>'<3 -2 6>_
([ 2+9 0-6 —4+18)\ (11 -6 14
“\4-3 0+2 —-8-6 /) 1 2 —14 /-
b) A B - A szorzat nem létezik, mert az elsé matrix oszlopainak szdma nem
egyezik meg a masodik matrix sorainak a szamaval.
18. Feladat. Hatdrozzuk meg az
2 1
=(51)

matrix négyzetét!

Megoldas:
Mivel A2 = A - A, ezért A Falk-séma frasmdédot hasznélva
A A 2 |
1

2 112-24+1-3|2-141-1

3 113-2+1-3|3-1+1-1

(D) (DG )

valds szam értékét tigy, hogy az A? matrix zérusmétrix legyen!

Tehat

19. Feladat. Tekintsiik az A = < _? ) matrixot! Hatdrozzuk meg a k
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Megoldas:
Az A? métrix:

2ot o 2) (1 2\_(1+2%k 0
k-1 k-1 )~ 0 2k+1 )"

A zérusmdtrix minden eleme nulla, igy azt kapjuk, hogy

1

20. Feladat. Tekintsiik az

2 —-1 0 120
A:<0 13)’ B:(—1 12)’ “=1-

matrixokat! Hatdrozzuk meg az (A + 2B) - C' matrixot!
Megoldas:
Mivel

O = =
e )

2 40
2B:<—2 2 4)’

)=

(A+2B)-C—< Ll )

ezért
2 -1 0 2 4
wean (200 ( 2

Ezt felhasznalva

= O

1)

-5 6
21. Feladat. Legyen A egy 2 x 2-es matrix, amelynek a;; elemeire teljesiil,
hogy a;; = (—1)""/ minden i € {1;2} és j € {1;2} esetén. Legyen tovabba
B egy 2 x 2-es matrix, amelynek b;; elemeire teljesiil, hogy b;; = 2"/ minden
i€ {1;2}ésj € {1;2} esetén.
a) Adjuk meg az A matrixot!
b) Adjuk meg a B matrixot!
¢) Szimmetrikus-¢ az A matrix?
d) Szimmetrikus-e a B matrix?
e) Hatarozzuk meg az A + B matrixot!
f) Hatdrozzuk meg a 2A matrixot!
g) Hatarozzuk meg az A - B matrixot!
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Megoldas:

a) Az A maétrix

b) A B matrix
4 8
B_<8 16)'

¢) Az A mitrix szimmetrikus, mert A7 = A.

d) A B mitrix szimmetrikus, mert BT = B.

5 7
A+B_<7 17).
2 -2
mo( 22).
g) Az A - B métrix

1 -1 4 8 —4 -8
A'B_<—1 1>'<8 16>_< 4 8>'
22. Feladat. Hatarozzuk meg az x, y, z, t valés szamokat ugy, hogy a
3. (T Y 20 +1 4 " 4 x4y
z t ) —6 —2t z+t 3
egyenldség teljesiiljon!

Megoldas:

Els6 1épésben az egyenldség bal oldalan elvégezziik a skalarral vald szorzast,
jobb oldaldn az 6sszeadast, igy az

3z 3y \ 2c+5 x+y+4
32z 3t ) \z+t—-6 3-—2t

e) Az A + B maétrix

f) A 2A matrix
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egyenlGséghez jutunk. Két matrix pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld he-
lyen 1év6 elemeik egyenlSek. Tehdt az egyenl6ség fenndlldsanak sziikséges és
elégséges feltétele az alabbi egyenletek teljesiilése

3r=2x+5
Jy=z+y+4
32=z2z+t—-6
3t=3— 2t

Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy =z = 5. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe y = 4,5 adddik. Az utolsé egyenletbdl ¢ = 0,6 kovetkezik, amit
behelyettesitve a harmadik egyenletbe z = —2, 7 adddik.
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1.3. Matrixmiiveletek alkalmazasa a kozgazdasagtanban

Elméleti 6sszefoglalo

1.3.1. Megjegyzés. A gazdasagi problémak megolddsandl dltalaban nagy men-
nyiségl adattal dolgozunk. Ezeket feldolgozas céljabdl érdemes valamilyen
moédon csoportositani. Ilyenkor az adatokat tdblazatokba foglaljuk, azaz mat-
rixokkal reprezentdljuk, az adatokkal végzett miiveleteket matrixmiiveletekként
irjuk fel.

1.3.2. Definici6. Az tgynevezett szdllitdsi mdtrixot olyan esetekben készitik
el, ha tobb raktarban tarolnak termékeket és ezeket tobb rendeltetési helyre kell
kiszéllitani. A matrixban a fajlagos koltségeket tlintetik fel, vagyis azt, hogy az
aru egy egységének elszdllitdsa mennyibe keriil.

1.3.3. Példa. Tekintsiik azt az esetet, amikor harom raktarbdl (R1, R2, R3) ha-
rom helyre (51, S2, S3) kell széllitani. A raktirok olyanok, hogy mindegyik-
ben csak egyféle termék van, de mindegyikben mas-més termék. A fajlagos
koltségeket ezer forintban az aldbbi tabldzat tartalmazza:

S1|S2|S3
R1| 10|20 30
R2 30|20 20
R3 20|15 10

Foglaljuk az adatokat métrixba:

10 20 30
A= 30 20 20
20 15 10

Példaul az els6 sor masodik eleme azt jelenti, hogy az elsé raktarbdl a masodik
szallitasi helyre valé szallitas koltsége 20 000 Ft. Legyen tovdbba az egyes ter-
mékek termelési koltsége rendre 40 000, 50 000 és 60 000 Ft. Ebbdl képezziik
a
40 40 40
B=1 50 50 50
60 60 60
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matrixot. A fajlagos termelési és szallitasi koltségek 0sszegébdl 4ll6 fajlagos
Osszkoltségmatrixot az A és B matrixot Osszege adja, azaz az 6sszkoltségek
ezer forintban:

50 60 70
A+B=| 80 70 70
80 75 70

1.3.4. Definicié. Tekintsiink egy iizemet, amely kiilonb6z6 termékeket allit
eld, és a termékek alballitdsdhoz kiilonféle nyersanyagok sziikségesek. Ha
ezeket az adatokat tdblazatba foglaljuk, akkor az igy kapott matrixot technolo-

giai mdtrixnak nevezzik.

1.3.5. Definicio. Tegyiik fel, hogy az els6 évben az A1, Ao, ..., A, cég része-
sedései egy termék piacan py, p2, ..., Pn, ahol p; minden ¢ € 1;2;...;n esetén
nemnegativ és p1 +ps + ...+ pn, = 1. Az 1-edik cég részesedése szazalékosan
kifejezve p; - 100%.

Ekkor kezdeti részesedésvektornak nevezzik a py;po;. . . ; p, valdés szdmokbdl
képzett oszlopvektort.

Ha ismert, hogy a masodik évben az A; terméket fogyasztok t;; - 100%-a lett
az A; terméket fogyasztok, akkor a 1" = (t;;) négyzetes madtrixot dtmenet
madtrixnak nevezziik.

1.3.6. Megjegyzés. Ha s egy kezdeti részesedésvektor és T' egy dtmenetmatrix,
akkor a T-s szorzat eredménye az elsd év utani (4j) piaci részesedésvektor, T2-s
a mdsodik év utdni (ij) piaci részesedésvektor. Altalanosan T% - s a k-adik év
utani (4j) piaci részesedésvektor.

1.3.7. Példa. Tegyiik fel, hogy harom villalat A, B és C' piaci részesedései egy
adott termék esetén rendre 0, 2, 0,3 és 0, 5. Legyen a T' dtmenetmatrix

0,80 0,15 0,10
T=1{ 0,10 0,55 0,10
0,10 0,30 0,80

Az el6bbiek szerint az s kezdeti piaci részesedésvektor

0,20
s=1{ 0,30
0,50
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Ekkor
0,80 0,15 0,10 0,20 0,255
T -s= 0,10 0,55 0,10 |- 0,30 = 0,235
0,10 0,30 0,80 0,50 0,510

Az el6bbi szamoldas helyességét az alabbi gondolatmenet is aldtdmasztja.

Az A vallalatnak az a piaci részesedése, amit az els6 év utan is megtart 0, 8-0, 2.
Az A vallalatnak az a részesedése, amit elnyer B-tSl 0,15 - 0, 3, amit pedig
elnyer C-t61 0,1 - 0, 5. Tehat az A vallalat piaci részesedése az elsd év utan

0,8-0,2+4+0,15-0,3+0,1-0,5= 0,255,

ami éppen a kapott vektor elsd koordinatdja. Hasonl6an kapjuk a B véllalat és
a C' vallalat piaci részesedését egy év utan. Ez azt jelenti, hogy az elsd év utan
a piaci részesedésvektor éppen a T - s szorzat eredménye, azaz

0,255
0,235
0,510
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Kidolgozott feladatok

23. Feladat. Egy étteremben haromféle levesbdl eladott adagok szamét az a-
14bbi tdblazat mutatja:

] | gulyasleves | zildségleves | gyiimélcsleves |

hétfo 10 5 5
kedd 20 10 5
szerda 10 10 10
csiitortok 5 20 10
péntek 30 10 20
egységar (Ft/db) 400 200 300

Vilaszoljunk matrixmiiveletekkel az alabbi kérdésekre!
a) Hany adag leves fogyott el az egyes levesekbdl az 6t nap alatt 6sszesen?
b) Mennyi az egyes levesfélékbdl szarmazo bevétel az 6t nap alatt 5sszesen?
¢) Mennyi a levesekbdl szdrmazé dsszbevétel az 6t nap alatt?
d) Hany adag leves fogyott 6sszesen az egyes napokon?
Megoldas:
a) A gulyéslevesbdl
10+20+10+ 5+ 30 =75,
a zoldséglevesbdl
5+ 10+ 10+ 20+ 10 = 55,
a gylimolcslevesbol
5+54+10+10+ 20 =50
adag fogyott dsszesen az 6t nap alatt.

Ha egy matrixot balrél szorzunk egy olyan sormétrixszal, amelynek minden
eleme 1, akkor a szorzéds eredménye egy olyan sormétrix, amelynek elemei

z. 2

az eredeti métrix egy oszlopdban 1évS elemeinek az 6sszegei. Tehét:

10 5 5
20 10 5
(1111 1)-] 10 10 10 [=(75 55 50).
5 20 10
30 10 20
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A hétf6i napon a bevétel:
10 - 400 4 5 - 200 4 5 - 300 = 6 500.

A keddi napon a bevétel:

20 - 400 + 10 - 200 + 5 - 300 = 11 500.
A szerdai napon a bevétel:

10 - 400 + 10 - 200 + 10 - 300 = 9 000.
A csiitortoki napon a bevétel:

5 - 400 + 20 - 200 + 10 - 300 = 9 000.
A pénteki napon a bevétel:

30 - 400 + 10 - 200 + 20 - 300 = 20 000.

A szamolast matrixmiveletekkel felirva azt kapjuk, hogy az eredményt egy
matrix és egy vektor szorzata adja:

10 5 5 6500
20 10 5 400 11500
10 10 10 |- 200 | = 9000

5 20 10 300 9000
30 10 20 20000

Tehét a levesekbdl szarmazé bevétel hétfén 6 500 forint, kedden 11 500
forint, szerdan és csiitortokon 9 000 forint és pénteken 20 000 forint volt.

A levesekbdl szdrmazé bevétel az 6t nap alatt
6500 + 11500 + 9 000 + 9000 + 20 000 = 56 000 F't.

Az eredményt matrixmivelettel is felirhatjuk. Ha a napi bevételbdl képzett
oszlopmétrixot balrél szorozzuk egy olyan métrixszal, amelynek minden e-
leme 1, akkor eredményiil az oszlopmétrix elemeinek az dsszegét kapjuk:

6500

11500
R=(11111)-] 9000 |=

9000

20 000

= 6500 + 11500 + 9000 + 9000 + 20 000 = 56 000,

ezért a levesekbdl szarmazé 6sszbevétel az 5 nap alatt 56 000 forint.



32 1. MATRIXOK A KOZGAZDASAGTANBAN

d) Héttén 10 + 5 + 5 = 20 adag leves fogyott.
Kedden 20 + 10 4 5 = 35 adag leves fogyott.
Szerdan 10 4+ 10 + 10 = 30 adag leves fogyott.
Csiitortokon 5 + 20 4 10 = 35 adag leves fogyott.
Pénteken 30 4 10 + 20 = 60 adag leves fogyott.
Az eredményt tomorebb formdban egy madtrixszorzasként is felirhatjuk. A
matrix egy sordban 1év$ szamait szeretnénk Osszeadni, amit megvaldsitha-
tunk dgy, hogy a maétrixot jobbrdl szorozzuk egy olyan oszlopmadtrixszal,
amelynek minden eleme 1-es. Tehét:

10 5 5 20
20 10 5 1 35
10 10 10 1 | =1 30

5 20 10 1 35
30 10 20 60

Osszefoglalva tehdt elmondhatjuk, hogy a matrixmiiveletek segitségével tomo-
rebb, atldthatobb formdban frhatjuk fel az eredményeket, a szdmoldsok 1ényege-
sen leegyszeriisodnek, kiilondsen nagy adathalmaz esetén.

24. Feladat. Egy cég hiarom kiilonbozé alapanyagbdl négyféle terméket Allit
el6. Az alabbi tabldzat megmutatja azt, hogy az egyes termékek eléallitdsahoz
mennyi alapanyag sziikséges, tovdbba az egyes alapanyagok koltségeit, a nyers-
anyagokbdl rendelkezésre all6 mennyiségeket (kapacitds), valamint a kész ter-
mékek eladdsi 4rait:

T1 | T2 | T3 | T4 | koltség (Ft/db) | kapacitas

Al 1 2 1 1 30 60
A2 3 0 3 2 20 80
A3 2 2 1 4 10 100

egységar (Ft/db) | 200 | 100 | 300 | 150

Az egyes termékekbdl rendre 10, 10, 5, 10 darabot gyartunk. Vilaszoljunk
matrixmiiveletekkel az aldbbi kérdésekre!

a) Elegendd-e a rendelkezésre 4116 kapacitds?

b) Mennyi a megmaradt alapanyag?

¢) Mennyi a termékek elballitasi koltsége 1-1 darab elballitasa esetén?

d) Mekkora az 6sszkoltség?

e) Mennyi a bevétel?

f) Mennyi a haszon (profit)?
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Megoldas:

a) Az egyes alapanyagokbdl felhaszndlt mennyiségeket egy métrix és egy vek-
tor szorzata adja:

10

1 2 11 45
3 0 3 2 150 =1 65
2 21 4 10 85

Azt kaptuk tehat, hogy az elsd alapanyagbdl 45 darabot, a mésodik alapa-
nyagbdl 65 darabot, a harmadik alapanyagbdl 85 darabot kell felhaszndlni.
Mivel

45 < 60

65 < 80

85 < 100,

ezért elegendd a rendelkezésre all6 alapanyag mennyiség.
b) A megmaradt alapanyag:

60 45 15
80 -1 65 | =1 15
100 85 15

Azt kaptuk tehét, hogy minden alapanyagbdl 15 darab maradt meg.
c) Az elddllitasi koltség 1 — 1 darab termék gyartasa esetén:
1
(30 20 10)-( 3 0 3 2 |=(110 8 100 110 ).
2 21 4
Az egyes termékek eldallitasi koltsége tehdt rendre 110 forint, 80 forint, 100
forint, 110 forint.
d) Az 6sszkoltség:

10

o=(110 80 100 110)-| Y |=

10
=110-10480-10+4 100 -5+ 110 - 10 = 3 500.

Az 0sszkoltség tehat 3 500 forint.
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e) A bevétel:

10

R=(200 100 300 150)-| | =

10
=200-10+100-10+ 300 -5+ 150 - 10 = 6 000.

f) A profit a bevétel és a koltség kiillonbsége:
II=R—-C =6000— 3500 = 2500.

25. Feladat. Egy étteremben négyféle ételbdl eladott adagok szamat az alabbi
tablazat mutatja:

| 1. étel | 2. étel | 3. étel | 4. étel | 5. étel |

hétfo 10 2 3 4 4
kedd 5 10 7 6 6
szerda 2 5 4 5 2
csiitortok 10 6 1 6 3
péntek 5 10 6 8 4
egységar (Ft/db) | 800 600 900 700 1000

Vailaszoljunk matrixmiiveletekkel az alabbi kérdésekre!

a) Héany adag fogyott az egyes ételekbdl naponta?

b) Mennyi volt a bevétel naponta?

c) Adjuk meg az egyes ételekbdl szarmazo6 6sszbevételt az 5 nap alatt!
d) Mennyivel fogyott tobb naponta a masodik ételbdl, mint az els6bd1?

Megoldas:
a) Mivel
10 2 3 4 4
510 7 6 6
(r1111)-] 2 545 2 |=(3233 21 29 19),
10 61 6 3
5 10 6 8 4

ezért az els6 ételbdl 32 adag, a masodik ételbdl 33 adag, a harmadik ételbdl
21 adag és a negyedik ételbdl 29 adag, az 6todik ételbdl 19 adag fogyott
Osszesen az 6t nap alatt.
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b) A megfelel6 eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

10 2 3 4 4 800 18700

5 10 7 6 6 600 26 500

2 5 4 5 2 900 = 13700 |,
10 6 1 6 3 700 19700

5 10 6 8 4 1000 25000

tehat a bevétel hétfén 18 700 forint, kedden 26 500 forint, szerdan 13 700
forint, csiitdrtokon 19 700 forint és pénteken 25 000 forint volt.
c) Mivel
18700
26 500
R=(1111 1)-| 13700 | =

19700
25000

= 18700 + 26 500 + 13700 + 19 700 + 25 000 = 103 600,

ezért az ételekbdl szarmazo osszbevétel az 5 nap alatt 103 600 forint.
d) Az egyes napokon a masodik ételbdl

10 2 3 4 4 -1 -8
5 10 7 6 6 1 )
2 5 4 5 2 0 ]= 3

10 6 1 6 3 0 —4
5 10 6 8 4 0 )

adaggal fogyott tobb, mint az els6bdl. Pontosabban kedden, szerdan és pén-
teken a masodik ételbdl fogyott tobb rendre 5, 3 és 5 adaggal, mig hétfén és
csiitortokon az elsd ételbdl fogyott tobb, rendre 8, illetve 4 adaggal.

26. Feladat. Egy utazdsi iroddban egy adott héten az eladott jegyek szdmat
négy helyszinre vonatkozdan az aldbbi tablazat mutatja:

] | London | Bécs | Parizs | Velence |

hétfo 20 10 5 8

kedd 6 12 4 9

szerda 10 11 3 9
csiitortok 6 8 8 10
péntek 9 10 12 6
egységar (ezer Ft/db) 20 10 15 25

Vélaszoljunk matrixmiveletekkel az aldbbi kérdésekre!
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a) Hany darab jegyet adtak el az adott héten Osszesen az egyes helyszinekre?

b) Hany darab jegyet adtak el 6sszesen az egyes napokon?

¢) Mennyi az utazasi iroda napi bevétele?
d) Mennyivel volt tobb a hétf6i bevétel, mint a keddi?
e) Mennyivel volt tobb a pénteki bevétel, mint a csiitortoki?

Megoldas:

a) Az egyes varosokba eladott jegyek szdma:

(1111 1)

2

1

0
6
0
6
9

10
12
11

8
10

)
4

8 1
12

8
9

39 [=(51 51 32 42).
0
6

b) Az eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

20 10
6 12
10 11
6 8
9 10

¢) A napi bevétel:

20 10
6 12
10 11
6 8
9 10

1

W =~ Ot

oo

12

5
4
3
8
2

8
9
9
10
6

Sy O O © 0o

—_ = = =

20
10
15
25

43
31
33
32
37

775
525
580
570
610

Tehat a hétf6i bevétel 775 000 forint, a keddi bevétel 525 000 forint, a sz-
erdai bevétel 580000 forint, a csiitortoki bevétel 570 000 forint, a pénteki
bevétel 610 000 forint volt.

d) Mivel

775
525

(1 =100 0)-| 58

570
610

= 150,

ezért a hétfoi bevétel 150 000 forinttal volt tobb, mint a keddi.
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e) Mivel
775
525
(00 0 —1 1)-| 580 [ =40,
570
610

ezért a pénteki bevétel 40 000 forinttal volt tobb, mint a csiitortoki.

27. Feladat. Egy cég ot raktarban (R, Ro, R3, R4, Rs) négy kiilonboz4 tipusi
terméket (11, 15, T3, Ty) tarol. Az alabbi tabldzat mutatja a tarolt mennyisége-
ket, az egyes termékek egységdrait, a raktarozasi koltségeket, valamint az egyes
raktarak befogadd képességeit:

y | T | T2 [ T3 | T4 | koltség (Ft/db) | kapacitas |

R, 35 4| 2 10 20
R 516 7| 4 30 30
Rs 36| 8| 4 25 30
Ry A1 6 5|2 40 20
Rs 2 [ 335 20 15
egységar (Ft/db) | 100 | 200 | 300 | 200

Vélaszoljunk matrixmiiveletekkel az aldbbi kérdésekre!

a) Osszesitsiik raktdranként az arukészletet!

b) Mekkora az egyes raktirak szabad kapacitdsa?

c) Az egyes termékekbdl Gsszesen hdny darabot tirolnak az 6t raktdrban e-
gylitt?

d) Mennyi az egyes termékek raktarozasi koltsége?

e) Mekkora értéket tarolnak az egyes raktarak?
Megoldas:

a) Az eredményt egy matrix és egy vektor szorzata adja:

3 5 4 2 1 14
5 6 7 4 1 22
3 6 8 4 1| = 21
4 6 5 2 1 17
2 3 35 13
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b) Az egyes raktarak szabad kapacitdsa:

20 14 6
30 22 8
30 | -1 21 | =1]9
20 17 3
15 13 2

c) Az egyes termékekbdl tarolt mennyiség az 6t raktarban:

5 4 2

(1111 1) = (17 26 27 17).

DN =~ W Ot W
o

w 0o ~1

S I RGN

d) Az egyes termékek raktarozasi koltsége:

3 5 4

(@)

6
6
3

(10 30 25 40 20 )- = (455 680 710 420 ).

DN~ W Ot
W Ut 00 I
QU = =N

e) Az egyes raktdrakban tarolt értékek:

3 5 4 2 2900
5 6 7 4 ;88 4600
3 6 8 4 300 | = 4700
4 6 5 2 200 3500
2 3 3 5 2700

1.3.8. Példa. Tegyiik fel, hogy harom vallalat (A, B és C) piaci részesedései
egy adott termék esetén a megfigyelés kezdetekor rendre 0, 3, 0,4 és 0, 3. Egy
év mulva az A véllalat vasarléinak 90%-a tovébbra is az A vallalatnal vasarol,
az A véllalat vdsarldinak 5%-a a B-hez, 5%-a a C-hez kerill. A B véllalat
vésdarloinak 75%-a tovéabbra is a B vallalatnal vdsdrol, a B vallalat vasarloi-
nak 15%-a az A-hoz, 10%-a a C-hez keriil. A C véllalat visirléinak 60%-a
tovabbra is a C vallalatnal vdsarol, a C vallalat vasarloinak 25%-a az A-hoz,
15%-a a C-hez keriil.

a) Adjuk meg a kezdeti piaci részesedésvektort!

b) Adjuk meg az dtmenetmatrixot!
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¢) Hatdrozzuk meg egy év elteltével a piaci részesedésvektort!
Megoldas:

a) Az s kezdeti piaci részesedésvektor:

b) AT atmenetmatrix:

0,90 0,05 0,05
T'=1 0,15 0,75 0,10
0,25 0,15 0,60

¢) Egy év milva a piaci részesedésvektor:

0,90 0,05 0,05 0,30 0,305
T-s=[ 015 0,75 0,10 |-| 0,40 | =[ 0,375
0,25 0,15 0,60 0,30 0,315

Tehit az els6 év utdn az A vallalat termékét vasérolja a vasarlok 30, 5%-a, a
B vallalat termékét vésarolja a véasarlok 37, 5%-a és a C' terméket vasarolja
a vasarlok 31, 5%-a.
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1.4. Matrixok determinansa és inverze

Elméleti osszefoglalo

1.4.1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben bevezetjilkk a determinans fogalmat,
amelyben minden négyzetes matrixhoz alkalmas médon hozzarendeliink egy
valds szdmot. Ezt a szdmot a matrix determindnsdnak fogjuk nevezni.

A definici6t rekurzidval adjuk meg. Ez azt jelenti, hogy el6szor 1 x 1-es, majd
2 x 2-es métrix determindnsét értelmezziik. Ezutdn megmondjuk azt, hogyan
értelmezziik az n x n-es matrix determindnsét, ha az (n—1) x (n—1)-es matrix
determindnsit mdr ismerjiik.

1.4.2. Definicié. Az A = (a;;) € M p,x, matrix a;; eleméhez tartozé minor-
mdtrixdn azt az (m — 1) x (n — 1)-es A;;-vel jelolt matrixot értjiikk, melyet az
a;; elem sordnak és oszlopdnak elhagyésaval kapunk.

1.4.3. Példa. Az
1 0 -1
A= 2 1 1
3 0 4

matrix esetén példaul az Ao minormatrix az a matrix, amelyet igy kapunk
meg, hogy elhagyjuk az A matrix elsd sorat és masodik oszlopat:

2 1
A12:<34>.

1.4.4. Megjegyzés. A minormatrix fogalma nem csak négyzetes matrixokra
érvényes.

1.4.5. Definicié. Definici6 szerint legyen egy 1 x 1-es mdtrix determinédnsa a

matrix egyetlen eleme.
a a
A= 11 a12
a1 a2

Az
2 X 2-es matrix determindnsa definicid szerint

ail @12
det A = det =aji1 - a2 — a12 - a21.
a1 a2
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Tegyiik fel hogy tetszbleges (n — 1) x (n — 1)-es matrix determindnsat mar
értelmeztiik. Ekkor az n x n-es A matrix determindnsét az ,,els6 sor szerinti
kifejtéssel” ugy defindljuk, hogy

ai;p a2 - Aln
a1 azz2 - Q2p

det A = det . . . . = (—1)1+1 ~aq1 -det Aj1+
Anl QAp2 -+ Qpp

+ (—1)1+2 cayg-det Ao +...+ (—1)1+n - ayp - det Aqy,.

Egy n X n-es matrix determinadnsat n-edrendii determindnsnak is nevezziik.
A det Ay (k = 1,...,n) determindnsokat az ayj elemekhez tartozé alde-
termindnsokként is emlitjik. A (—1)'** el6jellel is ellatott (—1)'+* det Ay,
determinansokat eldjeles aldetermindnsoknak is nevezziik.

A determinansokat kétféle mdédon szokds jelolni. Az egyik jelolés, amikor a
matrix elé irjuk a det sz6t. A madsik jelolés, amikor a métrixban (.) zdrdjelek
helyett |.| zardjelet irunk.

1.4.6. Megjegyzés. Maitrixok determindnsat csak négyzetes matrixok esetén
definialtuk.

1.4.7. Példa. Az

W =
~~

O N

matrix determinansa:

2 1

detA:det( 0 3

>:2-3—1'O:6—O:6.

1.4.8. Megjegyzés. Harmadrend(i matrix determindnsat kiszamolhatjuk az dgy-
nevezett Sarrus-szabdly alkalmazasaval is. Ilyenkor a matrix els6 két oszlopat
a matrix jobb oldaldhoz hozzéirjuk, majd a mellékatléban és a vele parhuza-
mosan, t6le jobbra 1évé két masik atléban 1évé elemeket 6sszeszorozzuk, ezen
szorzatokat 6sszeadjuk, majd a mellékatlé és a vele parhuzamos, t6le jobbra
1év6 két masik atlé elemeit 0sszeszorozzuk, végiil ezen szorzatokat kivonjuk az

7 7

el6z6 0sszegbol.
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011\012
ay, Ay
ds ds,

Tehat
det A = ai1 - az - azz + aiz - a3 - az1 + a1z - a1 - aza—
— (as1 - age - a13 + a2 - ags - ar1 + as3 - a1 - a12).

Fontos megjegyezni azt, hogy a Sarrus-szabdly csak 3 x 3-as matrix determinan-
sanak kiszadmit4sara alkalmazhaté. Hasonl6 szdmolasi szabédly magasabb rend(
determindnsokra nem létezik.

1.4.9. Példa. Meghatarozzuk az

matrix determindnsat Sarrus-szabaly segitségével. El6szor lefrjuk a matrix mel-
1€ a matrix elsd két oszlopat:

2 -1 0 2 -1
3 0 2 3 0.
1 40 1 4

Ezutan az 1.4.8 megjegyzésben ismertetett eljarast alkalmazzuk, igy azt kapjuk,
hogy

det A= (—-2-0-04+(-1)-2-140-3-4)—
—(1-0:0+4-2-2+0-3-(-1)) =-18.
1.4.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy matrix reguldris, ha a determindnsa

nem zérus. Egy matrix szinguldris, ha nem reguldris, azaz ha a determindnsa
nulla.

1.4.11. Példa. Az

W =~
N—

N —
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matrix reguldris, mert

detA=1-3—4-2=—5+0.

- (31)

matrix szinguléris, mert

detA=1-4—2-2=0.

1.4.12. Tétel. (A determindns tulajdonsdgai)

1.

Ha egy matrix két sorat felcseréljiik, akkor a determindnsdnak értéke a —1-
szeresére valtozik.

. Ha egy matrix egyik sordnak minden elemét megszorozzuk a A valds szam-

mal, akkor a determindansa értéke \-szorosara valtozik.

. Ha egy matrix egy soranak minden eleme nulla, akkor a determindns értéke

0.

. Ha egy matrix egy sordnak valahdnyszorosat hozzdadjuk egy masik sordhoz,

akkor a determinansanak értéke nem valtozik.

Ha egy matrix két sora megegyezik, akkor a determindnsa 0.

6. Felsé haromszog alakd matrix determindnsa a f6atléban all6 elemek szor-

zata.
Alsé haromszog alaki matrix determindnsa a féatléban 4ll6 elemek szorzata.
Egy métrixnak és a transzpondltjdnak a determindnsa megegyezik.

Két négyzetes matrix szorzatdnak determindnsa megegyezik a tényez6 mat-
rixok determindnsainak szorzatdval.

1.4.13. Megjegyzés. Egy n x n (n > 4) tipusi matrix determinansét a gyako-
rlatban gy érdemes kiszdmolni, hogy el6szor a métrix elsd oszlopdban az
elsé elem kivételével valamennyi elemet kinulldzunk dgy, hogy az elsd sor
valahdnyszorosédt hozzdadjuk a matrix tobbi sordhoz. Ezutdn a kapott métrix
determinansat az els6 oszlop szerinti kifejtéssel szamoljuk ki, igy egy darab
(n—1) x (n—1) tipusd matrix determindnsat kell kiszdmolni. A kapott métrixra
ismételten alkalmazzuk az el6z6 eljarast.

1.4.14. Definicié. Az A € M,,x,, négyzetes matrixot invertdlhatonak nevez-
ziik, ha létezik olyan B € M,,,, négyzetes matrix, melyre A-B = B-A = E,
teljesiil, ahol F,, az n-edrendi egységmatrix. Ilyenkor a B matrixot az A matrix
inverzének nevezziik. Jelolése: A1,
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1.4.15.Példa. Az A = ( L )métrix inverze A~ = < _Z

4 5

4 (10
A-A _<01>

1.4.16. Tétel. Ha egy matrixnak 1étezik inverze, akkor az egyértelmiien meg-
hatarozott.

1 ) ,ugya-
nis

1.4.17. Tétel. Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem
nulla.

1.4.18. Tétel. Ha az A matrix invertdlhatd, akkor

1
-1 _
det A = A

1.4.19. Tétel. (matrix inverzének meghatarozasa determindnsokkal)

Egy invertdlhat6 métrix inverzét meghatirozhatjuk gy, hogy a matrix deter-
mindnsdnak reciprokdval megszorozzuk azt a matrixot, amelyet gy kapunk
meg, hogy képezziik az eredeti métrix elemeihez tartozé eldjeles aldetermindn-
sok matrixdnak transzpondltjat. Ha az A mdtrix invertdlhatd, az inverzének b;;
eleme dgy szdmolhat6 ki, hogy

(—1)"*7 - Ajq

detA
ahol Aj; egy minormitrix, vagyis az a matrix, amelyet az A matrixbdl dgy
kapunk meg, hogy annak j-edik sordt és i-edik oszlopat toroljiik.

1.4.20. Példa. Az

bij =

1 2 0
A=1 0 1 2
0 0 -2
matrix determindnsa det A = —2. A matrix inverzének by, eleme
2 0
—det
(—1)3 -det A9y ¢ < 0 -2 >
b2 = = —_—

det A -2
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Kidolgozott feladatok

1

28. Feladat. Hatdrozzuk meg az A = ( 5 _1

) matrix determinansat!

Megoldas:
Egy 2 x 2 tipusd maétrix determindnsa a f6atlobeli és mellékétlébeli elemek
szorzatdnak kiilonbsége, igy
detA=1-(-1)-2-3=-1-6=-T.
29. Feladat. Szamoljuk ki az
2
A= 3 0 2
1 40
matrix determindnsat kifejtési tétel segitségével!
Megoldas:
Egy n x n-es matrix determindnsanak kiszamitasahoz egy tetszoleges sor (vagy
oszlop) minden elemét meg kell szoroznunk a hozza tartozé elbjeles aldeter-
mindnssal, és 0sszegezniink kell a kapott szdmokat. Ha lehetséges, akkor ér-
demes olyan sort, vagy oszlopot valasztani, mely a lehetd legtobb zérust tar-

talmazza. Jelen esetben vélasszuk ki a matrix harmadik oszlopat. Ekkor azt
kapjuk, hogy

1 4

—|—2-(—1)2+3-det< 2 _1>+0-(—1)3+3-det< 2 -1 )

2 -1 0 3 0
detA=det| 3 0 2 _o-(—1)1+3-det< >+
1 40

1 4 3 0
Kiszamolva a 2 x 2-es determinansokat
detA=0-(12—-0)—2-(8+1)+0-(0+3)=-18

adddik.

30. Feladat. Szamoljuk ki az A = matrix determindn-

=W N =
N =N
N = O W
O = DN Ot

sat!
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Megoldas:

Els6 1épésben az els6 sor —2-szeresét adjuk hozza a méasodik sorhoz, az elsé
sor —3-szorosat adjuk hozzd a harmadik sorhoz és az els6 sor —4-szeresét ad-
juk hozz4 a negyedik sorhoz. Ekkor a determindns értéke nem fog véltozni.
Ekkor azt kapjuk, hogy

1 2 35 1 2 3 5
2 1 2 0 -5 —6 -8
det| o o 1 q [=det| § 4 g 14
4 1 -2 0 0 -7 —14 -20

Az els6 oszlop szerinti kifejtést alkalmazzuk, majd a keletkez6 haromszor har-
mas determindnst példdul Sarrus szaballyal szamolhatjuk ki:

-5 —6 -8
det A=1- (1)1 .det| —4 -8 —14
-7 —14 =20
Tehit
-5 -6 -8
detA=det| -4 -8 —-14
-7 —14 —20

Azért, hogy a tovabbi szdmolds egyszerlisodjon az elsd sor —1-szeresét adjuk
hozza a mésodik sorhoz és az elsé sor —2-szeresét adjuk hozza a harmadik
sorhoz. Ekkor a determinans értéke nem véltozik, de a matrix elemei kisebb
abszolutértékd szamok lesznek. Tehat

-5 —6 -8
det A = det 1 -2 -6
3 -2 —4
Mivel
-5 —6 -8 -5 —6
det 1 -2 —6 1 —2 =—-40+108+16—(48—60+24) = 72,
3 -2 -4 3 -2

ezért det A = 72.

31. Feladat. Hatdrozzuk meg az x valds szamot tigy, hogy az

=(15)

matrix invertalhat6 legyen!
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Megoldas:

Egy matrix pontosan akkor invertalhat6, ha a determindnsa nem nulla. Tehat
els6 1épésben kiszamoljuk a matrix determindnsat:

3 x
det( 1 3>—3'3—x—9—az.

Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem nulla. Jelen
esetben az A matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha = #£ 9.

32. Feladat. Hatdrozzuk meg az x valds szdm értékét igy, hogy az

xz 4
4=(52)
matrix invertalhat6 legyen!

Megoldas:

Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determindnsa nem nulla. Az A
matrix determindnsa

detAzdet(Z i>:x2—16,

ami pontosan akkor nem nulla, ha z £ +4.

33. Feladat. Hatdrozzuk meg az x valés szdmot tigy, hogy a

matrix invertalhat6 legyen!
Megoldas:

Egy matrix pontosan akkor invertdlhatd, ha a determinansa nem nulla. Ezért
els6 1épésben kiszamoljuk a matrix determindnsat:

3 4

det A = det 6 2 | =6z —6,
0 1

o8

ami pontosan akkor nem nulla, ha = # 1.
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34. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan a
2% 27
det ( 5 oo > =—4
egyenletet!

Megoldas:

A determinans:

xX xX
det( 25 §x>:22z—5.2x.

A megoldandé egyenlet tehat:
2% —5.2" 44 =0
Vezessiik be a 2* = q jelolést. Ekkor az
a’>—5a+4=0

egyenletet kapjuk. A misodfokud egyenlet megolddképletét alkalmazva:

5+3
alg = ——.
1,2 9

Azt kaptuk tehdt, hogy a; = 4, illetve as = 1. Mivel 2° = a, ezért 2% = 22,
igy 1 = 2, illetve 2% = 20 ezért x9 = 0.

35. Feladat. Oldjuk meg a valés szdmok halmazéan a
det< sinx —CQSx)+det<x 1>:0
cos T sin T 1 =z
egyenletet!

Megoldas:
Mivel egyrészt

CcoS T sinzx

det(m 1>:w2—1,
1 =z

igy az 1 + 22 — 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amelyre azt kapjuk, hogy
z=0.

det( siInx —COSXx > _ 17

masrészt
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36. Feladat. Hatdrozzuk meg a p valds szdm értékét gy, hogy az

2p 3
A= 7
—4p p
matrix determindnsa det A = —10 legyen!

Megoldas:

Az A maétrix determinéansa

2p 3 9
det A = det = 2p° + 12p.

—4p p
Mivel det A = —10, ezért a
2% +12p = —10
egyenletet kell megoldanunk, amely ekvivalens a
p’+6p+5=0
egyenlettel. A misodfoku egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

—6++36—-20 —6+4
2 2
igy a keresett p értékek: p; = —1, illetve py = —5.

P12 =

37. Feladat. Az inverzmatrix definiciéjdnak felhaszndldsdval hatdrozzuk meg
az

matrix inverzét!
Megoldas:

Keressiik azt az A~ matrixot, melyre A - A~! = E,. Legyen az A~ matrix

az alabbi alaku:
(e f
A _<g h).

e f\_(a-e+b-g a-f+b-h
‘\g ) \ce+dg c-f+d-h )"

QS
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A kapott métrixnak a masodrenddi egységmatrixal kell egyenl6nek lennie, azaz
a-e+b-g a-f+b-h\ (1 0
c-e+d-g c-f+d-h ) \ 0 1)

A két matrix pontosan akkor lesz egyenld, ha teljesiilnek az alabbi egyenletek:

a-e+b-g=1
a-f+b-h=0
c-etd-g=0
d-f+d-h=1.

Ezt az egyenletrendszert megoldjuk az e, f, g, h ismeretlenekre. A harmadik
egyenletbdl kifejezziik az e ismeretlent, amit visszahelyettesitiink az els6 e-
gyenletbe:

. d -
(x)e=——= = —a'—g+b-g:1.
c
A kapott egyenletet c-vel szorozzuk, majd g-t kiemeljiik, végiil annak egyiit-
that6javal osztunk, igy kifejezziik g-t:
g-(b-c—a-d)=c

_c .
a-d—b-ec 7
Ezt visszahelyettesitve a (x) egyenletbe
e:_d'g:_d'a-dfb~c: d
c c a-d—b-c

adddik. Hasonléan kapjuk meg az f és a h értékeket is:
—b a

f:a-d—b-c’ h:a-d—b~c'

Tehat az inverzmatrix
d —b

A1 = a-d=b-c a-d=b-c | _ 1 ( d —b)
—c a a-d—>b-c —c a )’

a-d—b-¢c a-d—b-c

haa-d—0b-c # 0. Azt kaptuk tehdt, hogy egy 2 x 2-es matrix inverzét
ugy hatdrozhatjuk meg, hogy a féatlobeli elemek szorzatdbdl kivonjuk a mel-
1ékatlobeli elemek szorzatét, az igy kapott értéknek vessziik a reciprokat, majd
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ezt megszorozzuk azzal a métrixal, amit az eredeti métrixbdl igy kapunk meg,
hogy annak f6talobeli elemeit felcseréljiik és a mellékétlébeli elemeinek vesz-
sziik a —1-szeresét.

Tehat kaptunk egy képletet, amibe behelyettesitve a matrix elemeit ki tudjuk
szdmolni egy 2 x 2-es matrix determindnsat.

38. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

()
matrix invertdlhaté, majd az el6z6 feladat eredményét felhasznédlva szdmoljuk
ki a métrix inverzét!
Megoldas:
Az A maétrix determindnsa:

detA=1-4—-2.3=-2,

ami nem nulla, igy a matrixnak létezik inverze.

Felhaszndlva az 37 feladat eredményét azt kapjuk, hogy az inverzmétrix

1 4 -2
A= <—3 1>'

39. Feladat. Szdmoljuk ki az

1 2 -1
A= 01 2
1 0 -2

matrix inverzét! Az inverzmatrix definicidja alapjan ellendrizziik a megoldast!
Megoldas:
A matrix determindnsat kiszamolhatjuk példaul Sarrus-szabdllyal
det A=(1-1-(-2)+2-2-1+(-1)-0-0)—

— (1-1-(—1)+0-2‘1+(—2)~O-2) =3,
ami nem nulla, igy a matrixnak létezik inverze.
Az A mitrix inverzének b;; elemét tigy kapjuk, hogy
(—1)"7 - det Aj;

det A ’

bij =
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ahol det A;; az A matrix j-edik sordnak és i-edik oszlopdnak torlésével kapott
matrix determindnsa.
A by1-es elem:

A by9-es elem:

2 -1
(*1)1+2'detA21 -1 det( 0 -9 >

bio = = —
12 det A 3

A bi3-es elem:

2 -1
(=1)13 . det A3y det(l 2) 5

b = — =2
13 det A 3 3

A byi-es elem:

0o 2
—1-
_ (—1)2+1-detA12 _ det< 1 —9 ) _g
2 det A 3 3

A bos-es elem:

1 -1
(—1)2+2 ~det Agg B det( 1 -2 > 1

boy = _ _ L
22 det A 3 3

A bys-es elem:

1 -1
(—1)2+3 . det Az —1-det ( 0 9 )

bz = — -
23 det A

w
Wl N

A b31-es elem:

det < 01 >
b1 = (—1)3+1 -det Ay3 _ 10 1
det A 3
A bso-es elem:
(*1)3—'—2 - det A23 . —1-det
det A N

b3y =

w|
—_ =
S N
N———
[\
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A bs3-es elem:

det 12
b — (—1)33 . det A3z _ 0 1 1
33 det A 3

Az inverzmatrix tehat:

_2 4 5
3 3 3 -2 4 5
1 1
-1 _ 2 1 2 | _—
121 -2 1
3 3 3
Ellenérzésképpen kiszamoljuk az A~! - A szorzatot:
1 -2 4 5 1 2 -1
A‘l-Azg- 2 -1 2|01 2|=
-1 2 1 1 0 -2
1 300 1 00
= 3 0 3 0 = 010
0 0 3 0 01

Eredményiil a 3 x 3-as egységmatrixot kaptuk, amivel ellendriztiik az inverz-
matrix helyességét.

Megjegyezziik, hogy az inverzmatrix helyességének ellenérzéséhez az A - A~!
szorzatot is ki kellene szdmolni. Azonban bizonyithaté, hogyha A='- A = E,,,
akkor abbél mdr az is kovetkezik, hogy A - A~! = E,,, ahol E,, az n x n-es
egységmatrixot jeloli.

40. Feladat. Tekintsiik az

r 1 2
A= 01 3
0 0 -2

matrixot!
a) Hatdrozzuk meg az A matrix determinansat!
b) Milyen x valds szdm esetén nem invertdlhaté A?

¢) Szémoljuk ki az A matrix inverzét z = 1 esetén!

Megoldas:
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a) Az A maitrix determindnsa:

z 1 21z 1
detA=1|0 1 310 1 =
00 =210 0
=-2r4+0+0—(0+0+0) =—2z.

b) Egy matrix pontosan akkor invertdlhat6, ha a determindnsa nem nulla, igy
—2x # 0 kell, hogy teljesiiljon, amib6l x # 0 adédik.

c¢) Haz =1,akkordet A = —-2-1 = -2, igy az

1 1 2

A= 0 1 3

0 0 -2

matrix inverze
1 -1 -1
-1 _ 3
A7 = 0 1 5
0 0 —3
41. Feladat. Tekintsiik az

1 2 3 4
01 1 2
A= 2 1 0 1
01 2 -1

matrixot!

a) Hatdrozzuk meg az A matrix transzpondltjat!
b) Szimmetrikus-e az A matrix?

¢) Szamoljuk ki a métrix determinénséat!

d) Invertdlhat6-e az A matrix?

e) Adjuk meg az A matrix inverzének by elemét!

Megoldas:

a) A matrix transzponaltja

AT =

=W N
N = = O
_= O =N
— N = O
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b) A matrix nem szimmetrikus, mert A # A7
¢) Az A matrix elsd sordanak —2-szeresét adjuk hozza a harmadik sorhoz. Ek-

kor azt kapjuk, hogy

1 2 3 4
0 1 1 2
det A = det 0 -3 -6 _7
0 1 2 —1

A masodik sor 3-szorosat adjuk hozz4 a harmadik sorhoz és a masodik sor
—1-szeresét adjuk hozza a negyedik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

12 3 4
01 1 2
det A = det 00 -3 —1
00 1 -3
Az els6 oszlop szerinti kifejtéssel
1 1 2
det A=det| 0 -3 -1
0o 1 -3

adddik. A kapott matrixot szintén az els6 oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk,
hogy

detA:det< _i’ :; ) =(=3)-(-3) —(~1)-1 = 10.

d) Mivel det A # 0, ezért az A matrix invertalhatd.

e) A matrix inverzének b5 eleme:

(—1)1+2 -det Ag

bz = det A ’
ahol
2 1 1
det A21 = det 3 0 2
4 1 -1

A determindnst szdmolhatjuk péld4ul Sarrus-szabdllyal:
det Ag; =8+3—(0+4—3)=10.
Az A matrix inverzének bqs eleme:
(-1)%-10
10

b12 = —1.
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42. Feladat. Tekintsiik az

1 2 -1
1=(o173)
ésa
1 1
B = 0 1
1 2
matrixokat!

a) Adjuk meg az A - B matrixot!

b) Hatdrozzuk meg az A - B matrix determindnsat!

¢) Invertalhat6-e az A - B matrix?

d) Ha invertdlhatd, hatdrozzuk meg az A - B matrix inverzét!
e) Adjuk meg a B - A matrixot!

f) Hatdrozzuk meg a B - A matrix determinénsat!

g) Invertdlhaté-e a B - A matrix?

Megoldas:
a) Az A - B matrix:
01
A“B_<3 7>

b) Az A - B maétrix determinénsa:

0 1

det(A - B) :det( 3 7

):07—34:-3

¢) Mivel det(A - B) # 0, ezért A - B invertalhato.

d) Az A - B maitrix inverze:

w4 (1)

e) A B - A matrix:
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f) A B - A matrix determinénsa:

1
det| O
1

B W
Tt w N
I
o

g) Mivel a B - A matrix determindnsa nulla, ezért a B - A matrix nem invertal-
hato.
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1.5. Alapfogalmak vektorterekben, matrix rangja

Elméleti 6sszefoglalo

1.5.1. Definici6. Egy X # () halmazt vekrortérnek vagy més széval linedris
térnek neveziink, ha adva van rajta két miivelet, nevezetesen egy Gsszeadds és
egy skaldrral val6 szorzds, melyek teljesitik az aldbbi tulajdonsdgokat:

e az Osszeadds kommutativ, azaz minden x,y € X esetén
THY=y+x;
e az Osszeadds asszociativ, azaz minden x, y, z € X esetén
(x+y)+z=x+ (y+2);

o létezik zéruselem, azaz létezik 0 € X gy, hogy z + 0 = = minden
z € X esetén;

e minden elemnek létezik additiv inverze, azaz minden x € X esetén
létezik —x € X tgy, hogy  + (—x) = 0;

e mindenx € X esetén 1-x = x;

e minden A\, ;4 € R, minden x € X esetén

(A-p)-z=A(p-2);
e minden A, x € R, minden z € X esetén
A+p)-z=X-x4+p-
e minden A € R, minden z,y € X esetén
A(z+y)=A-z+Ay.

Egy linedris tér elemeit vektoroknak nevezziik.

1.5.2. Példa. Az
R2 — x1
T2

T+
T+ y = T n Y1 _ 1 Y1
T2 Y2 T2 + Yo

1 ER,szR}

halmaz az
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modon definialt 6sszeadassal és a
x AT
Ax=X-( )= !
9 A To

eldirassal definialt skalarral vald szorzassal vektorteret alkot.

1.5.3. Példa. Az

T
R3 = x; 1 €R, 23 €R, 23 €R
T3
halmaz az
T Y1 T+ Y1
xty=| 22 |+ Y2 | =] 2+
z3 Y3 r3 + Y3

modon definialt dsszeaddassal €s a

T A2
A=A T = A xI9
T3 T3

elGirassal definialt skalarral val6 szorzassal vektorteret alkot.

59

1.5.4. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az R? és R? vektortér elemeit 4l-
taldnosan sorvektorokként és oszlopvektorokként egyarant szokds irni. Az osz-
lopvektoros irdsmdd sok esetben attekinthetbb, azonban bizonyos esetekben
a konnyebb attekinthetGség és a kevesebb helyigény miatt a sorvektorost hasz-

naljuk.

Az R? és az R3 vektortér elemeit geometriai vektoroknak is nevezziik.

Az R? vektortér elemeit a sik geometriai vektorainak, az R3 vektortér elemeit

a tér geometriai vektorainak is hivjuk.

1.5.5. Példa. Az m x n tipusi matrixok halmaza a matrixok halmazan definialt

osszeadassal és skalarral valo szorzassal vektorteret alkot.
1.5.6. Definicié. Az X vektortér elemeinek egy
{ay;a92;...;a,}

halmazat vektorrendszernek nevezziik.
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1.5.7. Példa. Tekintsiik az R? vektorteret és legyenek adottak az

(1) (2) = (1)

vektorok. Ekkor az {a1; as; az} halmaz egy vektorrendszert alkot R%-ben.

1.5.8. Definicio. Az X vektortér aq;as;...;a, vektorainak x1;x9;...;x, va-
16s szamokkal képzett linedris kombindcidjan az

r1-a1+T2-a2+ ...+ Ty an
vektort értjiik.
1.5.9. Példa. Az ai;as;as;aq vektorok egy linearis kombinécidja példaul
5-a1+2-as — das + a4.

1.5.10. Definicio. Legyen X egy vektortér. Azt mondjuk, hogy a b € X vektor
linedrisan kifejezhetd az ay; as; . . . ; an € X vektorok segitségével, ha 1éteznek
olyan x1;x2; . .. ; x, valds szdmok, melyekre

b=x1-a1+x2- a0+ ...+ Zp-ap.

Ilyenkor azt is mondjuk, hogy b elddllithato az ay; as; . . . ; a, vektorok linedris
kombinécidjaként.

1.5.11. Példa. frjuk fel a b = < 3

()
(1)

vektorok linedris kombindcidjaként!
Konnyen lathatd, hogy a keresett linedris kombindcié b = a1 + as.

> vektort az

és az

1.5.12. Megjegyzés. Az a1, ao,...,a, vektoroknak azokat az x1,x2,..., Ty

egylitthatéit, amelyek linedris kombinacidjaként a b vektor el6all, egy els6foku
egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg.

1.5.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az
{ay;a9;.. . 5a,} C X
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vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a tagjai a zérusvektort csak trividlis
linedris kombindcidval éllitjak eld, azaz ha az
T1-a1+x9-as+...+xy-a,=0
egyenldségbdl kovetkezik, hogy
$1=$2=...=J}n=0.
Ha egy vektorrendszer nem linedrisan fiiggetlen, akkor azt mondjuk, hogy line-
drisan fiiggo.
, 2\ . 2 S .
1.5.14. Példa. Az a; = 3 |esazaz={ vektorok linedrisan fiigget-
len vektorrendszert alkotnak, ugyanis az
Tr1-a1+x9-a9 =0
egyenletrendszert részletesen felirva

2x1 4+ 322 =0
2x1 +4x9 =0

adédik. Az elsé egyenlet kétszeresébdl kivonva a masodik egyenletet azt kap-

juk, hogy zo2 = 0, amit példaul az els6 egyenletbe visszahelyettesitve 1 = 0

adddik, tehat az aq és ag vektorok a zérusvektort csak trivialis linearis kom-
bindcidval allitjak eld.

1.5.15. Példa. Az a; = < i ) ésaz a; = ( ;L > vektorok linedrisan fiiggd
vektorrendszert alkotnak, ugyanis az
T1-a1+x9-a9=0

egyenletrendszert részletesebben felirva
201 +4x9 =0
4z + 8x9 = 0}

adodik. Lathat6, hogy a masodik egyenlet kétszerese az elsének, igy az egyik
egyenlet elhagyhato.

Az egyenletrendszernek tehdt minden olyan (z1; 22) szdmpar megolddsa, ame-
lyre
201 +429 =0
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teljesiil. Példaul 1 = —2, x2 = 1 is megoldas, tehdt az a; és as vektorok nem
csak trividlis linedris kombindcidval éllitjdk el a zérusvektort, igy a vektorok
linedrisan fiiggok.

1.5.16. Megjegyzés. A sikon két geometriai vektor pontosan akkor linearisan
fiiggd, ha egyik a masiknak szdmszorosa.
A sikon két geometriai vektor pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha nem es-

nek egy egyenesre, azaz ha egyik sem skaldrszorosa a masiknak.

1.5.17. Definicié. Egy vektortér maximadlis elemszdmu linedrisan fiiggetlen
vektorrendszerét bdzisnak nevezziik. A maximalis tagszdm alatt azt értjik,
hogy ha hozzavesziink egy vektort a vektorrendszer tagjaihoz, akkor az mar
linedrisan fiiggévé valik.

1.5.18. Megjegyzés. Egy vektortérben minden bazid azonos elemszamd.

sz 2z

1.5.19. Definicié. Egy vektortér egy bazisaban 1évs vektorainak szamat a vek-
tortér dimenziéjanak mondjuk.

1.5.20. Tétel. Egy n dimenzids vektortérben minden, legalabb n+1 elemszamu
vektorrendszer linedrisan fiiggs.

1.5.21. Példa. Az R? vektortér 2 dimenzids, mert a vektortérnek egy bazisa
{(1;0), (0;1)}, ugyanis egyrészt a vektorok linedrisan fiiggetlenek, mert az

() (9)-(2)

egyenletrendszerbdl kovetkezik, hogy x1 = 0 és 9 = 0.

Masrészt ha (21; 12) € R? tetszbleges, akkor

(%)= (o) e (1),

vagyis a vektortér minden eleme elGall (1;0) és (0;1) linedris kombinacio-
jaként.
1.5.22. Definicié. Az R™ vektortér n-dimenzids, ugyanis egy bazisa az

er = (1;0;0;...;0);

ez = (0;1;0;...;0);

en = (0;0;0;...51)
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vektorokbdl all6 vektorrendszer.

Ezt a bazist természetes bdzisnak vagy kanonikus bdzisnak nevezziik.

1.5.23. Tétel. Ha egy vektorrendszer bazisa a V' vektortérnek, akkor a vek-
tortér minden vektora egyértelmiien el6dll a bazisbeli vektorok linedris kom-

sz 2

bindcidjaként. Az itt fellépd egyiitthatékat a vektor adott bazisra vonatkozd
koordindtdinak mondjuk. Tehat ha

{a1;az;.. .50, }

az X vektortér egy bazisa, akkor tetszdleges b € X vektor esetén egyértelmiien
léteznek olyan x1, x2, . . . , x,, valds szdmok, hogy

b=x1-a1+x2-a0+ ...+ Ty ap.
Az x1,x9,...,x, szamok a b vektor
{al; az;...; an}
bazisra vonatkozé koordinatai.

1.5.24. Definicié. Egy vektorrendszer rangja a maximalis elemszamu linedri-
san fiiggetlen részrendszerének elemszama.

1.5.25. Definicié. Egy matrix rangja a matrix oszlopvektoraibdl képzett vek-
torrendszer rangja.

1.5.26. Tétel. Az aldbbi allitdsok matrixok rangja, determindnsa és linedris
fuggetlensége kozotti osszefiiggéseket adjak meg:

1) Egy matrixnak és a transzpondltjdnak a rangja megegyezik.

2) Egy matrix rangja megegyezik a mdtrix sorvektoraibdl képzett vektorrend-
szer rangjival.

3) Egy n-edrenii kvadratikus maétrix rangja pontosan akkor n, ha a métrix de-
termindnsa nem nulla.

4) Egy n-dimenzids vektortérben egy n elemi vektorrendszer pontosan akkor
linedrisan fiiggd, ha a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl képzett matrix de-
termindnsa nulla.

5) Egy n-dimenzids vektortérben egy n elemii vektorrendszer pontosan akkor
linedrisan fiiggetlen, ha a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl képzett métrix
determindnsa nem nulla.

6) Egy n-dimenzids vektortérben egy n elemi vektorrendszer pontosan akkor
bazis, ha a vektorokbdl, mint oszlopvektorokbdl képzett matrix determinansa
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nem nulla.

7) Egy n-dimenzids térben egy n-elemi vektorrendszer pontosan akkor bazis,
ha a vektorokbdl, mint sorvektorokbdl képzett matrix determindnsa nem nulla.

1.5.27. Példa. Bazist alkotnak-e az R3 vektortérben az
a1 = (1;2;3), a2 = (2;3;4), a3 = (3;4;5)

vektorok?
Mivel az
1 2 3
A= 2 3 4
3 4 5
matrix determinansa:
1 2 3|1 2
detA=|2 3 4|2 3 =15+24+24—(27+16+20) =0,
3 4 5|3 4

ezért a vektorrendszer linedrisan fiiggd, tehat nem bazis.

1.5.28. Tétel. Egy matrix rangja nem valtozik, ha
e barmely két sorit felcseréljiik;
e barmelyik sorat nullatél kiillonb6z6 szammal szorozzuk;
e barmelyik sordhoz hozzaadjuk egy masik soranak valahanyszorosat.

1 2 3
1.5.29. Példa. Hatarozzuk megaz A = | 3 2 4 | matrix rangjat!
4 47

Els6 1épésben az els sor —3-szorosdt hozzddjuk a masodik sorhoz és az els6
sor —4-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Mdsodik 1épésben a masodik
sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz:

1 2 3 13 3 1 3 3
A=13 2 4 | =0 -4 -5 | =10 —4 —4
4 4 7 0 —4 -5 0 0 0

Az alkalmazott eljards utdn kapott matrixban két nemzérus vektor van és ezek
linedrisan fiiggetlenek, ezért a rangja 2.



1. ALAPFOGALMAK VEKTORTEREKBEN, MATRIX RANGJA 65

Kidolgozott feladatok

43. Feladat. Adjuk meg az a; = < i > és az ap = < g ) vektoroknak a
3ay + 2as lineéris kombinacidjat!
Megoldas:

A keresett linearis kombinacié

(1) ()= (),

44, Feladat. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:

o= (1) (1)

Megoldas:
Tekintsiik az
Tr1-a1+x2-a2 =0

linearis kombinaciét. Behelyettesitve az a1, as vektorokat

e (2)em (3)-(2)

adddik. Elvégezve a skaldrral val6 szorzédst, majd az Osszeadast azt kapjuk,

hogy
2x1 + 2x9 - 0
5r1 + 3x2 - 0/
Két vektor pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld helyen 1év6 koordindtdik
egyenldek, igy azt kapjuk, hogy
21+ 229 =0
ox1 + 310 = 0.}
Az els6 egyenletbdl x; = —x9 adddik. Ezt behelyettesitve a mdsodik egyen-

letbe azt kapjuk, hogy —bx2 + 3z = 0, tehit xo = 0. Mivel 1 = —x9, ezért
x1 = 0. Tehdt a vektorok linedrisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak.

A linedris fiiggetlenséget eldonthetjiik az egyes vektorokbdl képzett matrix de-
terminansanak kiszamitasaval is. Ha a determinans értéke nullatdl kiilonbozd,
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akkor a vektorok linedrisan fiiggetlenek, egyébként linedrisan fiiggék. Jelen

esetben
2 2
det<5 3)-610—4,

igy a vektorok linedrisan fiiggetlenek.

45. Feladat. Linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:

1 1 1
al = 1], ay= 0}, ag=1 2 |7
2 -1 3
Megoldas:
Mivel az
1 11
A= 1 0 2
2 -1 3
matrix determinansa
1 11
det[ 1T 0 2 | =2#£0,
2 -1 3

ezért a vektorok lindrisan fiiggetlenek.

46. Feladat. Hatdrozzuk meg az

A:

=W N =
L= W N
S UL W
N O Ot

matrix rangjat!
Megoldas:

Els6 1épésben az els6 sor —2-szeresét hozzadjuk a masodik sorhoz, az elsé sor
—3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az els6 sor —4-szeresét hozzaad-
juk a negyedik sorhoz:

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0 -2 -4 —6
0 -3 -6 -9
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A maésodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és a mésodik sor
—3-szorosat hozzdadjuk a negyedik sorhoz:

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0o 0 0 O
0o 0 0 O

Az alkalmazott eljards utdn kapott matrixban két nemzérus vektor van és ezek
linedrisan fiiggetlenek, ezért a rangja 2.

47. Feladat. Hatarozzuk meg az x valds szdmot tigy, hogy az

1 T 2
al = 2 , g = -1 , a3 = 1
1 1 1

vektorok lindrisan fiiggdk legyenek!
Megoldas:

A harom vektor pontosan akkor linedrisan fiigg6, ha a vektorok altal meghaté-
rozott

1 r 2
A= 2 -1 1
1 11
matrix determindnsa zérus. Az A matrix determinansa
1 T 2
detA=det| 2 -1 1 |=-1+24+4—(-24+1+22)=—-c+4.
1 1 1

Tehét a determindns értéke pontosan akkor zérus, ha —z + 4 = 0, vagyis ha
=4
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1.6. Linearis egyenletrendszerek megoldasi médszerei

Elméleti 6sszefoglalo

1.6.1. Definici6. Legyenek a;; (i = 1,...,m;j = 1,...,n) és by,... by
adott valds szamok. Ekkor az
ain - x1+ a2 -T2+ ...+ ay T, =b1

o1 X1+ as - To+ ...+ asy T = by

Aml X1+ ama - To+ ...+ QGmn - T, = b

egyenletrendszert linedris egyenletrendszernek hivjuk. Az a;; val6s szimokat
az egyenletrendszer egyiitthatoinak, az x1,xo,...,x, szamokat az egyenlet-
rendszer ismeretleneinek mondjuk.

Ha az egyenletrendszer jobb oldaldn szerepld minden valds szdm zérus (vagyis

by = by = ... = by, = 0), akkor azt mondjuk, hogy az egyenletrendszer ho-
mogén, ellenkezd esetben inhomogén.

Ha az egyenletrendszernek 1étezik megoldésa, akkor azt mondjuk, hogy meg-
oldhato, ellenkezd esetben azt, hogy ellentmonddsos.

Ha egy megoldhat6 linedris egyenletrendszer megolddsa egyértelmd, akkor az
egyenletrendszert hatdrozottnak vagy mdas szoval reguldrisnak nevezziik, el-
lenkezd esetben hatdrozatlannak vagy mas széval irreguldrisnak hivjuk.

Az

ail ai2 A1n
a1 a2 a2n
Gml1 Gm2 " OGmn

matrixot az egyenletrendszer alapmdtrixaként emlitjiik, mig az

air a2 - aip by
a1 azx -+ Az, bo
Aml Gm2 - (mn bm

matrixot az egyenletrendszer kibdvitett mdtrixdnak hivjuk.
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Azt mondjuk, hogy két linedris egyenletrendszer ekvivalens, ha ugyanaz a meg-
oldasuk.

1.6.2. Példa. Az

r1 + a2 + w3 = 3
201 4+ 229 — x3 = 3
3r1 + 4x9 =7

linedris egyenletrendszerben az ismeretlenek x1, z2, z3.

Az egyenletrendszer alapmatrixa:

A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 1 1 (3
Alb)y={ 2 2 -1 |3
34 017

1.6.3. Definicié. Ha az 1.6.1 definiciéban szerepld linedris egyenletrendszer
esetén bevezetjiik az

ail a2 a1n
az1 a2 a2n
ap = . ; g = . y oeeap = . )
am1 Am?2 Amn
valamint a

b1
bo
b= .
by,

jeloléseket, akkor az
r1-a1+x2-a9+...+x,-a,=0>

Osszefiiggést a linedris egyenletrendszer vekfori alakjanak nevezziik.
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1.6.4. Példa. Az 1.6.2 példaban szerepl$ egyenletrendszer esetén bevezetve az

1 1 1
ag=1 2 |;a=|2 |;a3=1] -1 |,
3 4 0
valamint a
3
b=1 3
7

jeloléseket, akkor az egyenletrendszer vektori alakja
x1-a1+ w2 a2 +x3-a3 =b.

1.6.5. Definicio. Ha az 1.6.1 definiciéban szerepld linedris egyenletrendszer
esetén az ismeretleneket az

I
€Tr =
Tn
oszlopvektor, a jobb oldalt a
by
b= :
bn

oszlopvektor jeloli, akkor az egyenletrendszer az

A-xz=0D

alakban frhat6 fel, amelyet a linedris egyenletrendszer mdtrixos alakjanak ne-
veziink, ahol A az egyenletrendszer alapmatrixa.

1.6.6. Tétel. (Kronecker-Capelli)
Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor megoldhat6, ha az alapmatrixa-
nak és kibdvitett métrixdnak a rangja megegyezik.

1.6.7. Megjegyzés. Amennyiben egy linedris egyenletrendszer nem megold-
hat6, vagyis az alapmatrixdnak és kibGvitett matrixdnak a rangja nem egyezik
meg, az azt jelenti, hogy az egyenletrendszer trapéz alaku kib&vitett matrixanak
van olyan sora, amelynek csak az utols6 eleme nem nulla.
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1.6.8. Példa. Az

r 4+ x93 + x3 = 3
201 + 3z 4+ x3 =
3x1 + 4x9 + 23 = 6

(=}

egyenletrendszer kib&vitett matrixa

1 1 113
A= 23 16
3 4 2|6

Ha az els6 sor —2-szeresét hozzdadjuk a masodik sorhoz és az els6 sor —3-
szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz, akkor azt kapjuk, hogy

1 1113 1 -1 1 3
23 16 | =120 1 -1 0
3 4 216 0 1 -1 | -3

Ha a masodik sor —1-szeresét hozzaadjuk a harmadik sorhoz, akkor azt kapjuk,
hogy
1 -1 1 3 1
0 1 -1 O |]—-{0 1 -1 0
0o 1 -1 | =3 0 0 0|3

Az egyenletrendszer ellentmonddsos (nem megoldhat6), mert a kib&vitett méat-
rixdnak van olyan sora (a harmadik), amelyiknek csak az utolsé eleme nem
nulla.

1.6.9. Tétel. Egy (megoldhatd) linedris egyenletrendszer megoldasa akkor és

csak akkor egyértelm, ha az alapmatrix (és igy a kibdvitett matrix) rangja meg-
egyezik az ismeretlenek szdmaval.

1.6.10. Tétel. Ha egy linedris egyenletrendszer irregularis, akkor a szabad pa-
raméterek szdma az ismeretlenek szdmanak és az alapmatrix rangjanak a kii-
lonbsége.
1.6.11. Tétel. Egy linedris egyenletrendszer megoldasa nem véltozik, ha

o két egyenletet felcseréliink;

e cgy egyenletet zérustdl kiillonb6zd szdmmal szorzunk;

e cgy egyenlethez hozzdadjuk egy masik egyenlet valahdnyszorosat.
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1.6.12. Tétel. Az el6bbi tulajdonsagok felhaszndlasdval tetszdleges linedris e-
gyenletrendszer kibdvitett métrixa trapéz alakra hozhaté gy, hogy az eredeti
kib&vitett matrixhoz tartozé egyenletrendszer €s a trapéz alaki matrixhoz tar-
toz6 egyenletrendszer ekvivalens legyen.

1.6.13. Definici6. A trapéz alakra hozds algoritmuséat Gauss elimindcionak ne-
vezzik.

1.6.14. Eljaras. (Gauss-eliminacio)
Legyenek a;; (i = 1,...,m; j =1,...,n)és by,..., by, adott valés szamok.
Tekintsiik az

a1+ a2 -T2+ ...+ ay T, =b1

o1 X1+ as - To+ ...+ asy Tn, = by

Aml X1+ ama - To+ ...+ QGmn - T = b

linedris egyenletrendszert. Tegyiik fel, hogy a1; # 0. (Ha a;; = 0 lenne a
kiinduldsi egyenletrendszer kibdvitett matrixdban, akkor el6szor cseréljiink fel
két sort tigy, hogy a sorcsere utan mar a1 # 0 teljesiiljon.)

A kibdvitett matrix elsd sordnak skalarszorosat adjuk hozza a tobbi sorhoz gy,
hogy a kib&vitett matrixban az aj; oszlopdban az a;; elem alatt valamennyi
elem nullava valjon.

Ezutan tekintsiik az aoo elemet az dtalakitott matrixban. Ha aso # 0, akkor
a masodik sor skaldrszorosét a tobbi (alatta 1év6) sorhoz hozzdadva elérjiik,
hogy a métrixban az ago elem oszlopdban az ag9 alatt valamennyi elem nullava
véljon.

Ha az els6 1épés utdn az dtalakitott matrixban age = 0, akkor a mdsodik egyen-
letet cseréljilk meg valamelyik alatta 1év6 egyenlettel Ugy, hogy a csere utdn
a2 # 0 teljesiiljon. (Ha nincs mdd ilyen cserére, azaz a masodik oszlopban az
a2 elem alatt is csupa nulla 4ll, akkor a masodik sorban egyet jobbra Iépve, az

sz 2 z. 2

ott 1év6 elemmel nullazzuk ki az alatta 1évoket.)

2 2

Folytassuk tovabb az el6bbi eljardst addig, amig a f6atlé alatti elemek minde-
gyike nullava nem valik.

1.6.15. Példa. Tekintsiik az
xr, — To + x3 = 3

221 + a2 + x3 = 11
3r1 + 5xo = 21
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egyenletrendszert! Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer? Irjuk fel az
egyenletrendszer alapmaétrixdt és a kibdvitett matrixat! Adjuk meg az egyenlet-
rendszer matrixos alakjat! Hatdrozzuk meg az alapmétrix rangjat! Hatdrozzuk
meg a kib&vitett matrix rangjat! Megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris
egyenletrendszer? Amennyiben megoldhatd, reguldris vagy irreguldris? Adjuk
meg az egyenletrendszer dltaldnos megoldését!

Megoldas:

Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldaldn nem
csak nulla szamok vannak.

A linedris egyenletrendszer alapmatrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibdl képzett matrix, azaz

A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 2 -1 3
(Alp)y=| 2 -1 1|11

3 4 0|21

Az egyenletrendszer matrixos alakja:
1 -1 1 o 3
2 11 =l n
3 50 s 21
T4

Bevezetve az x €s b jeloléseket a matrixos alak

A-xz=0D

formdban {rhat6 fel, ahol A az egyenletrendszer alapmatrixa, x az ismeretlene-
ket tartalmaz6 oszlopvektor, azaz

z1

T3
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€s b az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektor, azaz

3
b=1 11
21

Az alapmatrix és a kib&vitett matrix rangjat egyszerre hatarozzuk meg. A kere-
sett rangok meghatarozasahoz Gauss-elimindciét alkalmazunk. Els6 1épésben a
kib&vitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzaadjuk a méasodik sorhoz, illetve
az els6 sor —3-szorosét hozzdadjuk a harmadik sorhoz.

1 -1 1 3 1 -1 1 3
2 1 1|11 -0 3 -1 )
3 5 0|21 0 8 -3 |12

Maisodik 1épésben a mdsodik sor —8-szorosdahoz hozzdadjuk a harmadik sor
3-szorosat, igy azt kapjuk, hogy

1 -1 1 3 1 -1 1 3
0 3 -1 5 -1 0 3 -1 )
0 8 =3 |12 0 0 -1 | -4

A Gauss-elimindcid utdn kapott métrix rangja a nem csupa nulla elemeket tar-
talmazo sorok szdma. Igy az alapmatrix rangja 3.

s

A kibgvitett matrix rangja 3.

pays

Mivel az egyenletrendszer alapmaétrixdnak és a kibdvitett matrixdnak a rangja
megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhaté.

Az alapmatrix rangja €s az ismeretlenek szdma egyenld, igy az egyenletrend-
szer reguléris (hatdrozott), azaz egyértelmii a megoldésa.

s

A Gauss-eliminéci6 elvégzése utan kapott kibdvitett matrixbdl felirva az egyen-
letrendszert azt kapjuk, hogy

xr1 — ro + x3 = 3
3.%2 — I3 = 5
— I3 = —4

Az utolso6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x3 = 4. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe

333‘2—4:5

adadik, igy xo = 3. Az elsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z1 = 2.
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1.6.16. Tétel. (Cramer-szabdly)
Ha egy linedris egyenletrendszer alapmatrixa négyzetes és determindnsa nem
nulla, akkor az egyenletrendszer k-adik ismeretlene:

det Ay, Dy,
T = =

detA D’
ahol A az egyenletrendszer alapmatrixa, Ay pedig az a matrix, amelyet az alap-

matrixbdl igy kapunk meg, hogy annak k-adik oszlopat az egyenletrendszer
jobb oldalan szerepl6 szamokbodl képzett oszlopvektorra cseréljiik ki.

1.6.17. Példa. Oldjuk meg Cramer-szabdllyal az
3x1 4+ dxo = 13}

4z + 622 = 16
egyenletrendszert!
Az egyenletrendszer alapmétrixdnak determinédnsa
3 5
D= i 6 ‘—18—20——2.

Az els6 ismeretlent gy kapjuk meg, hogy az alapmétrix els oszlopat kicserél-
jiik az egyenletrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektorra. Ezutdn a kapott
matrix determindnsidnak és az alapmatrix determindnsdnak hdnyadosaként all
eld az x; ismeretlen. Mivel

13 5

Dl_‘ 16 6 ‘—78—80——2,
ezért
_Dl_—2_1
T = D —_2— .

A masodik ismeretlent tigy kapjuk meg, hogy az alapmaétrix méasodik oszlopat
kicseréljiik az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett oszlopvektorra. Ezutan
a kapott matrix determindnsanak és az alapmatrix determindnsanak hanyadosa-
ként kapjuk az xo ismeretlent. Mivel

3 13
Dy=|, 16‘_48—52_—4,
ezért
Do —4 0
To — — —= — —= .
T D 22

Tehat azt kaptuk, hogy az egyenletrendszer megoldédsa: 1 = 1 és xo = 2.
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1.6.18. Tétel. (inverzmatrix-mddszer)
Ha az A matrix olyan kvadratikus matrix, melynek a determindnsa nem nulla,
akkor az A - x = b linedris egyenletrendszer megoldésa:

z=A""1.b.
1.6.19. Példa. Oldjuk meg inverzmatrix-médszerrel az
3r1 + d5ze =13
41 + 620 = 16}
egyenletrendszert!
Az egyenletrendszer alapmétrixdnak determindnsa:

3 5

Azdet(4 6

):18—20:—2750,

igy alkalmazhat6 a médszer. Az A matrix inverze:

_ 1 6 —5
A 1:_2'<—4 3>>
igy az egyenletrendszer megoldasa
(n) = (5 5) () =2 () =)
T2 2 -4 3 16 2 —4 2 )
Tehat azt kaptuk, hogy x1 = 1 és x9 = 2.

1.6.20. Megjegyzés. Az inverzmatrix-moddszer egyik fontos elénye, hogy ha
ismerjiik az alapmatrix inverzét, akkor az
A-x=b

linedris egyenletrendszer megoldasa barmely b esetén megadhaté egy matrix-
szorzds elvégzésével.
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Kidolgozott feladatok

48. Feladat. Tekintsiik az

r1 4+ 229 — 23 = 2
2r1 — To + X3 = 3
3r1 + 4xo = 11

egyenletrendszert!

a) Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer?

b) Irjuk fel az egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Irjuk fel az egyenletrendszer kibdvitett métrixat!

d) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!

e) Hatdrozzuk meg az alapmatrix rangjat!

f) Hatdrozzuk meg a kibSvitett matrix rangjat!

g) Megoldhaté vagy ellentmonddasos a linedris egyenletrendszer?
h) Amennyiben megoldhatd, reguléris vagy irreguldris?

1) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megolddsat! Irreguldris esetben
adjunk meg egy partikuléris megoldast is!

Megoldas:

a) Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldaldn nem
csak nulla szdmok vannak.

b) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix, azaz

1 2 -1
A= 2 -1 1
3 4 0

c) A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:
1 2 -1 2
(Alp)=| 2 -1 1 3
3 4 0|11
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d) Az egyenletrendszer matrixos alakja:

1 2 -1 2

29 -1 1 T2 3

3 4 0 T3 11
T4

Bevezetve az x és b jeloléseket a matrixos alak
A-x=b

formaban irhaté fel, ahol A az egyenletrendszer alapmadtrixa, = az ismeret-
leneket tartalmazé oszlopvektor, azaz

I
Tr = i)
3

és b az egyenletrendszer jobb oldalabol képzett oszlopvektor, azaz

2
b= 3
11

e) Az alapmatrix €s a kibdvitett matrix rangjat egyszerre hatarozzuk meg. A
keresett rangok meghatarozasdhoz Gauss-elimindciét alkalmazunk. Elsé
Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a masodik
sorhoz, illetve az elsd sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz.

1 2 -1 2 1 2 -1 2
2 -1 1 3 1—=+10 -5 3 |-1
3 4 0|11 0 -2 3 )

Maisodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sor
5-sz0roséhez, igy azt kapjuk, hogy

1 2 -1 2 1 2 -1 2

0o -5 3|-1|—-10 -5 3|-1

0 -2 3 5 0o 0 9| 27

A Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla elemeket
tartalmazé sorok szama. Igy az alapmatrix rangja 3.

f) A kibdvitett matrix rangja 3.



1. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASI MODSZEREI 79

g) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixdnak és a kibdvitett métrixdnak a rang-
ja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhat6.

h) Az alapmatrix rangja és az ismeretlenek szdma egyenld, igy az egyenlet-
rendszer reguldris (hatarozott), azaz egyértelmd a megolddsa.

payy

i) A Gauss-eliminicié elvégzése utdn kapott kibdvitett méatrixbdl felirva az
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

T1 + 2190 — xr3 = 2
— dryg + 3x3 = -1
91’3 = 27

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z3 = 3. Ezt behelyettesitve a mé-
sodik egyenletbe
—bz9+9=-1

adédik, igy xo = 2. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy =1 = 1.
49. Feladat. Tekintsiik az

1 + 29 — w3 + wmy = 3

201 — x99 + x3 + 2x4 = 4

3r1 + w9 + 3z4 = 7
egyenletrendszert!

a) Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer?

b) Irjuk fel az egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Irjuk fel az egyenletrendszer kibGvitett métrixat!

d) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

e) Hatdrozzuk meg az alapmatrix rangjat!

f) Hatirozzuk meg a kibdvitett matrix rangjat!

g) Megoldhaté vagy ellentmonddasos a linedris egyenletrendszer?

h) Amennyiben megoldhatd, reguléris vagy irregularis?

i) Adjuk meg az egyenletrendszer ltaldnos megolddsat! Irreguldris esetben
adjunk meg egy partikuldris megoldast is!

Megoldas:

a) Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldalan nem
csak nulla szdmok vannak.
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b) A linedris egyenletrendszer alapmadtrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix, azaz
1 2 -11
A=12 -1 1 2
3 1 03

c) A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 2 -1 1]3
(Alp)=12 -1 1 2|4
3 1 037

d) Az egyenletrendszer matrixos alakja:

1 2 -1 1 1 3

2 -1 1 2 i2:4

3 1 0 3 3 7
T4

Bevezetve az x és b jeloléseket a matrixos alak
A-x=b

formaban irhaté fel, ahol A az egyenletrendszer alapmadtrixa, = az ismeret-
leneket tartalmazé oszlopvektor, azaz

L1
L2
L3
L4

és b az egyenletrendszer jobb oldaldbol képzett oszlopvektor, azaz

3
b=| 4
7

e) Az alapmatrix és a kibOvitett matrix rangjat egyszerre hatirozzuk meg. A
keresett rangok meghatirozdsdhoz Gauss-eliminaciét alkalmazunk. Els6
1épésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a masodik
sorhoz, illetve az elsd sor —3-szorosdt hozzdadjuk a harmadik sorhoz.

1 2 -1 1|3 1 2 -1 1 3
2 -1 124 ]—=-|10 -5 3 0] -2
3 1 0 3|7 0 -5 3 0| -2
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Misodik 1épésben a masodik sor —1-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz,
igy azt kapjuk, hogy

1 2 -1 1 3 1 2 -1 1 3
0o -5 30|-2|—=[0-5 3 0]-2
0 -5 3 0| -2 0 0 00 0

A Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla elemeket
tartalmazé sorok szama. Igy az alapmatrix rangja 2.

f) A kibdvitett matrix rangja 2.

g) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixanak és a kibdvitett matrixanak a rang-
ja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhat6.

h) Az alapmaétrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek szdma, igy az egyenlet-
rendszer irreguléris (hatdrozatlan), azaz végtelen sok megolddsa van.

i) A Gauss-eliminacié elvégzése utdn kapott kibdvitett matrixbol felirva az
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

1 + 229 — 23 + x4 = 3
— d5x2 + 3z3 = =2 (-

Az egyenletek szdma 2, az ismeretlenek szdma 4, ezért 4 — 2 = 2 darab
szabad paramétert kell bevezetniink. Legyen példaul x4 = k és zo = [, ahol
k,l € R. Ekkor az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

5l —2
r3 = ——01.

3
Az elsd egyenletbdl
5/—2 7T—t—3k
3 3

1 =3-2l—-k+

adodik.

Példaul ha k = 1 és | = 1, akkor az egyenletrendszer egy partikuldris
megolddsaz; =1, 20 =1, 23 =1és 24 = 1.

50. Feladat. Tekintsiik az

r1 + 2x9 + 3x3 + 4dxy = 1
201 + 3x9 + 4dx3 + dry = 4
3r1 + 4x9 + bxrg + 6bxy = 7
4r1 + bxo + 6b6x3 4+ Txy = 7

egyenletrendszert!
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a) Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer?

b) Irjuk fel az egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Irjuk fel az egyenletrendszer kibGvitett métrixat!

d) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!

e) Hatarozzuk meg az alapmatrix rangjat!

f) Hatdrozzuk meg a kibSvitett métrix rangjat!

g) Megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrendszer?

h) Amennyiben megoldhatd, reguldris vagy irreguldris?

i) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megoldasat! Irreguldris esetben
adjunk meg egy partikuldris megoldast is!

Megoldas:

a) Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldaldn nem
csak nulla szdmok vannak.

b) Alinedris egyenletrendszer alapmaétrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix, azaz

A:

=W N =
U W N
S UL W
- O Ol

c) A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 2 3 4|1
2 3 4 5|2
(A]b) = 3 45 6|3
4 5 6 7|4

d) Az egyenletrendszer matrixos alakja:

123 4 ) 1
2 3 45 z || 2
3456 zz |~ | 3
456 7 24 4

Bevezetve az x és b jeloléseket a matrixos alak

A-z=0D
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formdban irhaté fel, ahol A az egyenletrendszer alapmaétrixa, z az ismeret-
leneket tartalmazé oszlopvektor, azaz

x1
Z2
3
T4
és b az egyenletrendszer jobb oldaldbol képzett oszlopvektor, azaz
1

b=

=W N

Az alapmatrix €s a kibdvitett matrix rangjat egyszerre hatarozzuk meg. A
keresett rangok meghatarozdsdhoz Gauss-elimindciét alkalmazunk. Elsé
Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a méasodik
sorhoz, az elsé sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az elsé sor

—4-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz.

1

2
3
4

2
3
4
)

3 4
4 5
5 6
6 7

1
2
3
4

1 2
0 -1
0 -2
0 -3

3 4
-2 -3
-4 —6
-6 -9

o

Maisodik 1épésben a masodik sor —2-szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz
és a mdsodik sor —3-szorosdt hozzdadjuk a negyedik sorhoz, igy azt kapjuk,

hogy
1 2
0 -1
0 -2
0 -3

3

-2
—4
—6

-3
—6
-9

1
0
0
0

OO O

A Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla elemeket
tartalmazé sorok szdma. Igy az alapmaétrix rangja 2.

f) A kibdvitett matrix rangja 2.

g) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixdnak és a kibdvitett matrixdnak a rang-
ja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhato.

h) Az alapmaétrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek szdma, igy az egyenlet-
rendszer irreguléris (hatdrozatlan), azaz végtelen sok megoldasa van.
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i) A Gauss-elimindcié elvégzése utdn kapott kibdvitett matrixbdl felirva az
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

Ty + x2 + x3 + xy = 1
— 29 — 2x3 — 3x4 = 0 [~

Az egyenletek szdma 2, az ismeretlenek szdma 4, ezért 4 — 2 = 2 darab
szabad paramétert kell bevezetniink. Legyen példaul x4 = k és x5 = [, ahol
k,l € R. Ekkor az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy

xo = —2l — 3k.
Az els6 egyenletbdl
r1—20-3k+1+ k=1 = r1 =141+ 2k
adodik.

Példaul ha k£ = 0 és [ = 0, akkor az egyenletrendszer egy partikuldris
megolddsaz; = 1,290 =0,23 =0&s x4 = 0.

51. Feladat. Tekintsiik az

Ty + 229 — x3 = 1
201 — x99 + x3 = 3
3r1 + 4x9 — x3 = 8
dry — x9 4+ x3 = 5

egyenletrendszert!

a) Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer?

b) Irjuk fel az egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Irjuk fel az egyenletrendszer kibvitett métrixat!

d) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!

e) Hatdrozzuk meg az alapmatrix rangjat!

f) Hatdrozzuk meg a kibovitett matrix rangjat!

g) Megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrendszer?

h) Amennyiben megoldhatd, reguldris vagy irreguldris?

1) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megolddsat! Irreguldris esetben
adjunk meg egy partikuléris megoldast is!

Megoldas:

a) Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldaldn nem
csak nulla szdmok vannak.
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b) A linedris egyenletrendszer alapmadtrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix, azaz

1 2 -1
2 1 1
A=13 4
4 —-1 1

)

c) A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 2 -1 |2
2 -1 113
(A[b) = 3 4 -1 |8
4 -1 115

d) Az egyenletrendszer matrixos alakja:

1 2 -1 ) 2
2 -1 1 ze | | 3
3 4 —1 || s | | 8
4 -1 1 T4 5

Bevezetve az x és b jeloléseket a matrixos alak
A-x=b

formaban irhaté fel, ahol A az egyenletrendszer alapmadtrixa, = az ismeret-
leneket tartalmazé oszlopvektor, azaz

e) Az alapmatrix €s a kibdvitett matrix rangjat egyszerre hatirozzuk meg. A
keresett rangok meghatarozisdhoz Gauss-elimindciét alkalmazunk. Elsé

s

Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a méasodik
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sorhoz, az els6 sor —3-szorosdt hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az els6 sor
—4-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz.

1 2 -1 ]2 1 2 —1] 2
29 -1 13 0 -5 3| -1
3 4 1|8 |70 -2 2 2
4 -1 1|5 0 -9 5| -3

Misodik 1épésben megceseréljiik a madsodik és a harmadik sort

1 2 -1 2 1 2 -1 2
0 -5 3| -1 . 0o -2 2 2
0 -2 2 2 0 -5 3| -1
0 -9 5| -3 0 -9 5| -3
Most a masodik sort osztjuk 2-vel. Ekkor azt kapjuk, hogy
1 2 -1 2 1 2 -1 2
0o -2 2 2 N 0 -1 1 1
0 -5 3| -1 0 -5 3| -1
0 -9 5 |-3 0 -9 5 |-3

Ezutan a mésodik sor —5-szorosét hozzdadjuk a harmadik sorhoz és a ma-
sodik sor —9-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz, igy azt kapjuk, hogy

1 2 -1 2 1 2 -1 2
0 -1 1 1 _ 0 -1 1 1
0 -5 3| -1 0 0 -2 —6
0 -9 o5 |-3 0 0 —4 | -12
Végiil a harmadik sor —2-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz. Ekkor

1 2 -1 2 1 2 -1 2

0 -1 1 1 _ 0 -1 1 1

0 0 -2 —6 0 0 -2 | -6

0 0 —4 | -12 0 0 O 0

adédik. Az utolsé sor elhagyhatd, mert minden eleme nulla:
1 2 -1 2

0 —1 1 1 1 2 -1 2

-1 0 -1 1 1
0 0 -2 | —6 0 o0 -2 |6
0 0 0 0

A Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla elemeket
tartalmazé sorok szdma. Igy az alapmatrix rangja 3.
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f) A kibdvitett matrix rangja 3.

g) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixdnak és a kibdvitett matrixanak a rang-
ja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhato.

h) Az alapmaétrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdmadval, igy az egyen-
letrendszer reguldris (hatdrozott), azaz egyértelmi a megolddsa.

)

i) A Gauss-elimindcié elvégzése utdn kapott kibdvitett matrixbol felirva az
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

r1T + X2 — xr3 = 2
— x99 —+ T3 = 1
— 2%3 = —6

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy x3 = 3. Ezt behelyettesitve a ma-
sodik egyenletbe

T2 =3—-1=2
adédik. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
r1+2-1=2
igyz; = 1.
52. Feladat. Tekintsiik az
r —y + z + u + v =3
2t +y — 2z — u =1
3z + v = 4
@ 4+ y + + u = 6
egyenletrendszert!

a) Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer?

b) Irjuk fel az egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Irjuk fel az egyenletrendszer kibdvitett métrixat!

d) Adjuk meg az egyenletrendszer matrixos alakjat!

e) Hatdrozzuk meg az alapmatrix rangjat!

f) Hatdrozzuk meg a kibSvitett métrix rangjat!

g) Megoldhat6 vagy ellentmonddsos a linedris egyenletrendszer?

h) Amennyiben megoldhatd, regularis vagy irregularis?

i) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megoldasat! Irreguldris esetben
adjunk meg egy partikuldris megoldast is!
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Megoldas:

a) Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldaldn nem
csak nulla szdmok vannak.

b) A linedris egyenletrendszer alapmatrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix, azaz

1 -1 1 11

2 1 -1 -1 0

A= 3 0 0 01

4 1 0 1 0

¢) A linedris egyenletrendszer kibvitett matrixa:

1 -1 1 1 1|3
2 1 -1 -1 0 |1
(A]b) = 3 0 0 014
4 1 0 1 016

d) Az egyenletrendszer matrixos alakja:

1 -1 1 11 x 3
2 1 -1 -1 0 y | [ 1
3 0 0 01 | 7| 4
4 1 0 10 u 6

Bevezetve az x és b jeloléseket a matrixos alak
A-v=0b

formaban irhat6 fel, ahol A az egyenletrendszer alapmatrixa, v az ismeret-
leneket tartalmazé oszlopvektor, azaz

[SENS

u

és b az egyenletrendszer jobb oldalabol képzett oszlopvektor, azaz
3

1
b= 4
6
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e) Az alapmétrix és a kib@vitett matrix rangjat egyszerre hatirozzuk meg. A
keresett rangok meghatdrozdsdhoz Gauss-elimindciét alkalmazunk. FEls6
Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a masodik
sorhoz, az els6 sor —3-szorosit hozzdadjuk a harmadik sorhoz és az elsd sor
—4-szeresét hozzdadjuk a negyedik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 -1 1 1 1]3 1 -1 1 1 1| 3
29 1 -1 -1 0|1 0 3 —3 -3 —2 |5
3 0 0 o01/4] 7o 3 -3 -3 —2/|=5
4 1 0 10/6 0 5 —4 -3 —4 | —6

Misodik 1épésben az el6bbi matrix masodik sordnak —1-szeresét hozziad-
juk a harmadik sorhoz és a mésodik sor —5-szorosét hozzdadjuk a negyedik
sor 3-szorosahoz, igy azt kapjuk, hogy

1 -1 1 1 1 3
0o 3 -3 -3 -2 | -5
0O 0 0 0 0 0
0o 0 3 6 =2 7

A misodik sor minden eleme zérus, igy az a sor elhagyhatd. Ekkor az aldbbi
matrixot kapjuk:

1 -1 1 1 1 3
0o 3 -3 -3 -2 | -5
0o 0 3 6 =2 7

A Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla elemeket
tartalmazé sorok szama. Igy az alapmatrix rangja 3.

f) A kibdvitett matrix rangja 3.

g) Mivel az egyenletrendszer alapmatrixanak és a kibovitett matrixanak a rang-
ja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhaté.

h) Az alapmaétrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek szdma, igy az egyenlet-
rendszer irreguldris (hatdrozatlan), azaz végtelen sok megolddsa van.

i) A Gauss-eliminicié elvégzése utan kapott kibdvitett matrixbol felirva az
egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

r — Yy + 2z + u + v = 1
3y — 3z — 3u — 2v = -5
3z + 6u + 2v = 7
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Az egyenletek szdma 3, az ismeretlenek szdma 5, ezért 5 — 3 = 2 darab
szabad paramétert kell bevezetniink. Legyen példaul u = k és z = [, ahol
k,l € R. Ekkor az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

3l +6k—T

-

[

A maésodik egyenletbdl
3y =6l+9k —12 = y=2l+3k—-4
adodik.
Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
3l+6k—7 5—-1—2k
2 2

Példaul ha k = 1 és ! = 1, akkor az egyenletrendszer egy partikuldris
megolddsaxrz =1, y=1,z2=1,u=1ésv =1.

r=34+204+3k—-4—-1—-Fk—

53. Feladat. Tekintsiik az

r1 + To + r3 = 6
201 — x9 4+ 2x3 = 6
3x1 + 4dxg = 11

egyenletrendszert!

a) Homogén vagy inhomogén az egyenletrendszer?

b) Irjuk fel az egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Irjuk fel az egyenletrendszer kibdvitett métrixat!

d) Adjuk meg az egyenletrendszer métrixos alakjat!

e) Hatdrozzuk meg az alapmétrix rangjat!

f) Hatdrozzuk meg a kib6vitett matrix rangjat!

g) Megoldhat6 vagy ellentmondésos a linedris egyenletrendszer?
h) Amennyiben megoldhatd, reguldris vagy irreguldris?

i) Adjuk meg az egyenletrendszer altaldnos megoldasat! Irreguldris esetben
adjunk meg egy partikuldris megoldast is!

Megoldas:

a) Az egyenletrendszer inhomogén, mert az egyenletrendszer jobb oldaldn nem
csak nulla szdmok vannak.
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b) A linedris egyenletrendszer alapmadtrixa az egyenletrendszer ismeretleneinek
egylitthat6ibol képzett matrix, azaz

1 11
A=\ 2 -1 2
3 40

c) A linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 111 6
(Alb)= 2 -1 2| 6
3 4011

d) Az egyenletrendszer matrixos alakja:

1 11 1 6

2 -1 2 2 6

3 40 3 11
T4

Bevezetve az x és b jeloléseket a matrixos alak
A-x=5b

formaban frhaté fel, ahol A az egyenletrendszer alapmadtrixa, = az ismeret-
leneket tartalmazé oszlopvektor, azaz

és b az egyenletrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektor, azaz

6
b= 6
11

e) Az alapmatrix és a kibdvitett matrix rangjat egyszerre hatdrozzuk meg. A
keresett rangok meghatdrozasdhoz Gauss-eliminacidt alkalmazunk. FEls6
Iépésben a kibdvitett matrix elsd sordnak —2-szeresét hozzdadjuk a masodik
sorhoz és az els6 sor —3-szorosat hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Ekkor azt

kapjuk, hogy

1 11 6 1 1 1 6
2 -1 2 6 -1 0 -3 0] -6
3 4 0|11 0 1 -3 | -7
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Misodik 1épésben megcseréljiik a masodik és a harmadik sort

1 1 1 6 1 1 1 6
0 -3 0] -6 -1 0 1 =3 | -7
0o 1 =3 |-7 0 -3 0] -6

Most a mésodik sor 3-szorosit hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Ekkor azt
kapjuk, hogy

11 1 6

01 -3 -7

00 =9 | =27

A Gauss-eliminécié utdn kapott matrix rangja a nem csupa nulla elemeket
tartalmazé sorok szdma. Igy az alapmatrix rangja 3.

f) A kibdvitett matrix rangja 3.

g) Mivel az egyenletrendszer alapmdtrixdnak és a kibdvitett métrixdnak a rang-

ja megegyezik, ezért az egyenletrendszer megoldhat6.

h) Az alapmatrix rangja megegyezik az ismeretlenek szdmaval, igy az egyen-

letrendszer regularis (hatarozott), azaz egyértelmi a megoldasa.

i) A Gauss-eliminicié elvégzése utan kapott kibovitett matrixbol felirva az

egyenletrendszert azt kapjuk, hogy

1 + X2 + xr3 = 6
To — 3x3 = —7
— 923 = =27

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy x3 = 3. Ezt behelyettesitve a ma-
sodik egyenletbe

To=—-74+9=2
adodik. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
r1+2+3 =6,

igyx1 =1.

54. Feladat. Tekintsiik az

W N =
S =N
o
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matrixot, valamint az
Tl

T3

vektorokat!

a) Irjuk fel az A - = = b egyenletrendszert alkoté egyenleteket!

b) Adjuk meg az egyenletrendszer alapmatrixanak determindnsat!

c) Alkalmazhat6é-e a Cramer-szabdly az egyenletrendszer megolddséra?

93

d) Amennyiben lehetséges, oldjuk meg az egyenletrendszert a Cramer-szabdly

felhasznalasaval!

a) Az A - x = b linedris egyenletrendszer egyenletei:

r1 + 219 — T3 = 2
2¢1 +  xo = 4

Az egyenletrendszer alapmaétrixdnak determindnsa:

1 2 -1

D=detA=det| 2 1 0 |=2-(-3+8)=-3.

3 0 2

b) Mivel az egyenletrendszer alapmdtrixdnak a determindnsa nem nulla, ezért

alkalmazhat6 a Cramer-szabdly.

c) Az elsd ismeretlent tigy kapjuk meg, hogy az alapmatrix els6 oszlopat to-

roljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett osz-
lopvektort irjuk. Ezutan a kapott matrix determindnsanak és az alapmatrix
determindnsanak hanyadosaként 4ll el6 az z1. Mivel

2 -2 -1
D -3
Di=det| 4 1 0 | =-3, ezért:plzﬁl:—gzl.
9 0 2 a

A masodik ismeretlent igy kapjuk meg, hogy az alapmatrix masodik oszlo-
pat toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldalabdl képzett
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oszlopvektort irjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsdnak és az alap-
matrix determindnsdnak hdnyadosaként kapjuk xo-t. Mivel

1 2 -1
D —6
Dy =det| 2 4 0 = —0, ezértm2:52:—2:2.
39 2 B

A harmadik ismeretlent igy kapjuk meg, hogy az alapmadtrix harmadik osz-
lopét toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl kép-
zett oszlopvektort frjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsédnak és az alap-
matrix determindnsdnak hdnyadosaként kapjuk az x3 ismeretlent. Mivel

1 2 2
D -9
D3 =det | 2 4 | =-9, ezértx3:—3:—23.
3 9 D -3

1
0

55. Feladat. Tekintsiik az

r + ay + 2z = 4
2 — y + 3z =7
3r + oy = 4

egyenletrendszert!

a) Milyen a valds szdm esetén alkalmazhaté a Cramer-szabaly?

b) Ha z = 1, akkor hatdrozzuk meg az a értékét!

Megoldas:

a) A Cramer-szabdly pontosan akkor alkalmazhaté, ha az alapmatrix deter-

minansa nem zérus. Az alapmatrix determinansa

1 a 1
D=detA=det| 2 -1 3 | =
3 10

—9a+2—(—3+3)=9a+2,

ami pontosan akkor nem zérus, ha

2
9a+2#0 = a#—g.
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b) Mivel
4 a 1
Di=det| 7 -1 3 | =
4 10
=12a+7—(-4+12) =12a — 1,
ezért
Dy 12a-1
TD T 9ar2-
Tehat azt kaptuk, hogy
1 12a — 1
 9a+2°

A kapott egyenlet mindkét oldaldt szorozva a kdzos nevezdvel azt kapjuk,

hogy
9a +2 =12a — 1,

amibdl a = 1 adodik.

56. Feladat. Milyen c valds szdm esetén van megolddsa az

T + Yy - 2z = 9

r + 2y + z = 12
- + -y + 4z = -12
—2x + y + 2z = c

egyenletrendszernek? Ezen c érték esetén adjuk is meg az egyenletrendszer
megold4sat!

Megoldas:
Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

1 1 -1 9
1 2 1 12
-1 -1 4] —12
-2 1 1 c
Az els6 sor —1-szeresét adjuk hozza a masodik sorhoz, az els6 sort adjuk hozza

a harmadik sorhoz és az els6 sor 2-szeresét adjuk hozzd a negyedik sorhoz.
Ekkor azt kapjuk, hogy

1 1 -1 9 1 1 -1 9

1 2 1 12 0 1 2 3
-1 -1 4 | =12 0 0 3 -3
-2 1 1 c 0 3 -1 | 18+¢c
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A maésodik sor —3-szorosat adjuk hozza a negyedik sorhoz. Ekkor azt kapjuk,
hogy

11 -1 9 11 -1] 9
01 2| 3 01 2| 3
00 3| -3 |7loo 3| -3
0 3 —1 | 18+c 00 —7|9+¢

A harmadik sort elosztjuk 3-mal, majd az 1j harmadik sor 7-szeresét hozzdad-
juk a negyedik sorhoz. Ekkor

11 1] 9 11 <1] 9
01 2| 3 01 2| 3
00 3| -3 |7 loo 1] -1
00 -7 |9+¢ 00 0]2+c

addédik. Az egyenletrendszer pontosan akkor megoldhat6, ha 2 4+ ¢ = 0, azaz
ha ¢ = —2. Ekkor azt kapjuk, hogy z = —1,y = 5ésx = 3.
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1.7. Linearis egyenletrendszerek alkalmazasa a kozgazdasagtanban

57. Feladat. Egy vallalkozé hadromféle terméket (11, T5, T3) allit el6 harom
kiilonboz6 alapanyagbol (Ap, Ao, Asz). A Ti termék egy darabjanak eldal-
litdsdhoz az egyes alapanyagokbdl rendre 1;2; 3 egységre van sziikség. A Ty
termék egy darabjinak el6allitisdhoz az egyes alapanyagokbdl rendre 2;1;2
egységre van sziikség. A T3 termék egy darabjanak el6allitdsdhoz az egyes
alapanyagokbdl rendre 3; 1; 4 egységre van sziikség. Az egyes alapanyagokbol
rendelkezésre 4116 mennyiségek rendre 90; 50; 130. Hany darabot kell el6alli-
tanunk az egyes termékekbdl ahhoz, hogy a rendelkezésre 4116 alapanyagmen-
nyiséget teljesen felhaszndljuk?

a) Adjuk meg a feladatot modellez6 egyenleteket!

b) Adjuk meg a kapott egyenletrendszer alapmatrixat!

¢) Adjuk meg az egyenletrendszer kibdvitett matrixat!

d) Oldjuk meg az egyenletrendszert Gauss-eliminacidval!

e) Oldjuk meg az egyenletrendszert Cramer-szabdly segitségével!

f) Oldjuk meg az egyenletrendszert inverz métrix médszerrel!
Megoldas:

a) Ha az els6 termékbdl x1, a masodik termékbdl xo és a harmadik termékbol
x3 darabot 4llitunk eld, akkor a feltételek szerint az aldbbi egyenletrendszer-
nek kell teljesiilni

z1 + 222 4+ 3z3 = 90
207 + x2 4+ x3 = 50
3r1 + 220 + 4x3 = 130

b) Az egyenletrendszer alapmatrixa:
1 2 3
A=12 1 1
3 2 4

c) Az egyenletrendszer kib&vitett matrixa:

12 3] 9
(Alp)=1 2 1 1| 50
3 2 4130
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Az elsd sor —2-szeresét hozzdadjuk a masodik sorhoz és az elsd sor —3-
szorosét hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 2 3 90
(AlD)=| 0 =3 —5 | —130
0 —4 —5 | —140

A masodik sor —4-szeresét hozzdadjuk a harmadik sor 3-szorosdhoz. Ekkor
azt kapjuk, hogy

1 2 3 90
(Alb)= 0 -3 —5 | —130
0 0 5| 100

A Gauss-eliminéacié utan kapott matrixbdl felirva az egyenleteket az

r1 + 229 + 3x3 = 90
— 3x9 — bxg = -—130
dr3y = 100

egyenletrendszerhez jutunk.

Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy x3 = 20. A mdsodik egyenletbdl
x2 = 10 adddik. Az elsé egyenletbdl

x1 + 20+ 60 =90 = z1 = 10.

Tehat az els6 termékbdl 10, a masodik termékbdl 10 és a harmadik termék-
bd1 20 darabot kell eléallitanunk.

Az egyenletrendszer alapmaétrixdnak determindnsa:
1 2 3
D=detA=|2 1 1 |=22-27=—5.
3 2 4

Mivel az egyenletrendszer alapmatrixdnak a determindnsa nem nulla, ezért
alkalmazhat6 a Cramer-szabaly.

Az els6 ismeretlent Ggy kapjuk meg, hogy az alapmatrix els6 oszlopét to-
roljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett osz-
lopvektort irjuk. Ezutdn a kapott métrix determindnsdnak és az alapmaétrix
determindnsanak hianyadosaként all el az z;. Mivel

90 2 3
Di=| 50 1 1 |=-50, ezértx; =
130 2 4

Dy
D -5

—50 _ 10.
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A maésodik ismeretlent tgy kapjuk meg, hogy az alapmaétrix mdsodik oszlo-
pat toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl képzett
oszlopvektort irjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsdnak és az alap-
matrix determindnsdnak hdnyadosaként kapjuk xo-t. Mivel

1 90 3
D=2 50 1 |=-50,ezértay=
3 130 4

Dy
D -5

—50
= 10.

A harmadik ismeretlent igy kapjuk meg, hogy az alapmadtrix harmadik osz-
lopét toroljiik, majd annak helyére az egyenletrendszer jobb oldaldbdl kép-
zett oszlopvektort frjuk. Ezutdn a kapott matrix determindnsédnak és az alap-
matrix determindnsdnak hanyadossként kapjuk az xs ismeretlent. Mivel

12 90
Dy —100
Dy=|2 1 50 |=-100, ezértag = — = ——— = 20.

3 2 130 D -5

Az A - x = b linedris egyenletrendszer megolddsa z = A~ - b.

Az inverzmatrix by eleme:

11
by — (—1)1+1 'detAn . ‘ 2 4 ‘ _ _2
e det A - 5 5
A bio elem:
1. 2 3
bio — (—1)1+2 - det A21 . 2 4 . g
2 det A B -5 T 5
A b3 elem:
2 3
b (—1)1+3 - det A31 . 11 _ 1
1 det A -5 5
A byp elem:
2 1
—12+1. detA12 (_1) ’ ‘ 3 4 '
b21 = = =1.

det A - -5
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A byy elem:
1 3
b (—1)2+2 - det AQQ 3 4 1
22 det A -5
A bo3 elem:
1 1 3
) (—=1)*™3 . det Asy 2 1| ;)
23 det A -5 N
A b3 elem:
2 1
bay — (—1)3+1 - det A13 _ 3 2 _ 71
s det A - 5 &
A b3s elem:
1. 1 2
by — (—1)3+2 -det Ags B 3 2 B _%
2 det A - -5 T 5
A b33 elem:
1 2
(—1)3+3 - det Ass o 2 1 3

bz = — .
33 det A _5 5

Az inverzmatrix tehat:

. 2 -2 -1
Al=—-2.1 =5 -5 5
Z 1 4 -3
Mivel
) 2 -2 -1 90 10
At b=—| =5 =5 5 5 | =1( 10 |,
5 1 4 -3 130 20

fgy Ir] = 10, Tro = 10 és r3 = 20.

58. Feladat. Egy vallalat koltségfiiggvényét masodfoku polinomfiiggvénnyel
modellezziik. Tudjuk, hogy a fixkoltség 5 milli6 forint. Tudjuk tovabb4, hogy

ezer darab termék elSallitasi koltsége 12 millié forint és kétezer darab termék
eloallitasi koltsége 23 milli6 forint. Adjuk meg a koltségfiiggvényt!
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Megoldas:

Mivel a koltségtiiggvény masodfokud polinomfiiggvény, ezért azokat az a, b, ¢
egylitthatokat kell meghataroznunk, amelyekre

ClQ)=a-¢*+b-q+c
teljesiil. Mivel a fixkoltség 5 millié forint, ezért
C0)=c=5.
Mivel C(1) = 12, ezért
a+b+c=12.

Mivel C(2) = 23, ezért
da +2b+ c = 23.

Tehét az
a + b 4+ ¢ = 12
da + 20 + ¢ = 23
c = 5
egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszer kib6vitett matrixa
1 1 112
(Alp)=1 4 2 1 |23
0 0 1 5

Az els6 sor —4-szeresét adjuk hozza a médsodik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 1 1 12
0 -2 =3 | =25
0 0 1 )

A Gauss-elimindci6 utdn kapott egyenletrendszer:

a + b + ¢ = 12
— 26 — 3¢ = =25
c = 5

Mivel ¢ = 5, ezért a masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
—2b—15=-25 = b=>5.

Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy
a+5+5=12 = a=2.
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Tehat a koltségfiiggvény
C(q) = 2¢* + 5q + 5.

59. Feladat. Egy villalat koltségfiiggvényét masodfoki polinomfiiggvénnyel
modellezziik. Tudjuk, hogy a fixkoéltség 50 milli6 forint. Tudjuk tovdbba, hogy
ezer darab termék el6allitasi koltsége 75 millid forint és kétezer darab termék
eldallitasi koltsége 110 milli6 forint.

a) Adjuk meg a koltségfiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg a valtozokoltség fiiggvény!
¢) Adjuk meg a hatarkoltség fliggvényt!

d) Hatdrozzuk meg az atlagkoltség fiiggvényt!

Megoldas:

a) Mivel a koltségfiiggvény masodfoku polinomfiiggvény, ezért meg kell hata-
roznunk azokat az a, b, c egyiitthatékat, amelyekre

Cl@)=a-¢*+b-q+c
teljesiil. Mivel a fixkoltség 50 milli6 forint, ezért
C(0) = ¢ = 50.
Mivel C(1) = 75, ezért
a+b+c="75.
Mivel C(2) = 110, ezért
4a 4 2b+ c = 110.

Tehat az
a + b 4+ ¢ = 50
4a 4+ 2b + ¢ = 75
c = 110

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszer kibdvitett métrixa

1 11 50
Alb)=| 4 2 1] 75
0 0 1 | 110
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Az elsd sor —4-szeresét adjuk hozz4 a mésodik sorhoz. Ekkor azt kapjuk,
hogy

1 1 1 12
0 -2 -3 | —190
0 0 1 50
A Gauss-elimindci6 utdn kapott egyenletrendszer:
a + b 4+ ¢ = 12
— 20 — 3¢ = -—-190
c = 50

Mivel ¢ = 50, ezért a mésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
—2b—150 = —190 = b = 20.

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
a+20+50="75 = a=>.

Tehat a koltségfiiggvény
C(q) = 5¢* + 20q + 50.
b) A viéltozokoltség fiiggvény
VC(q) = 5¢* + 20q.
c) A hatarkoltség fiiggvény
MC(q) = 10q + 20.
d) Az atlagkoltség fiiggvény
AC(g) = 5q + 20+ zo

60. Feladat. Egy vallalat koltségfiiggvényét harmadfokud polinomfiiggvénnyel
modellezziik. Tudjuk, hogy a fixkoltség 5 milli6 forint. Tudjuk tovdbba, hogy
ezer darab termék el6allitasi koltsége 20 milli6é forint, kétezer darab termék
eldéllitasi koltsége 29 milliod forint és haromezer darab termék eldallitasi kolt-
sége 38 milli6 forint.

a) Adjuk meg a koltségfiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg a valtozokoltség fiiggvény!
c) Adjuk meg a hatarkoltség fiiggvényt!

d) Hatdrozzuk meg az atlagkoltség fiiggvényt!
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Megoldas:

a) Mivel a koltségfiiggvény harmadfokud polinomfiiggvény, ezért meg kell ha-
taroznunk azokat az a, b, ¢, d egyiitthatokat, amelyekre

Clg)=a-¢®+b-¢*+c-q+d
teljesiil. Mivel a fixkoltség 5 milli6 forint, ezért
C0)=d=5.
Mivel C(1) = 20, ezért
a+b+c+d=20.

Mivel C(2) = 29, ezért

8a +4b+ 2c + d = 29.
Mivel C(3) = 38, ezért

27a +9b + 3c+d = 38.

Tehat az
a + b + ¢ 4+ d = 20
8 + 4b 4+ 2¢ + d = 29
27 4+ 9 4+ 3¢ + d = 38
d = 5

s

egyenletrendszert kell megoldanunk. Az egyenletrendszer kib&vitett matrixa

11 1 120
8 4 2 11|29
219 3 1 | 38
00 01 5

(A]b) =

Az elsd sor —8-szeresét hozzdadjuk a masodik sorhoz és az elsd sor —27-
szeresét hozzdadjuk a harmadik sorhoz. Ekkor azt kapjuk, hogy

1 1 1 1 20
0O -4 -6 -7 |-131
0 —18 —24 -26 | —502
0 0 0 1 5
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A masodik sor —9-szeresét hozzaadjuk a harmadik sor 2-szereséhez. Ekkor
azt kapjuk, hogy

1 1 1 1 20
0 -4 -6 -7 | —131
0 0 6 11 175

0o 0 0 1 5
A Gauss-eliminécié utdn kapott egyenletrendszer:
a + b + ¢ + d = 12
— 4 — 6c — Td = -190
6c + 11d = 175
d = 5

Mivel d = 5, ezért a harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
6c + 55 = 175 = c = 20.
A maésodik egyenletbdl
—4b — 120 — 35 = —131 = b=—6
adddik. Az els6 egyenletbdl
a—6+4+204+5=20 = a=1
adodik.
Tehat a koltségfiiggvény
C(q) = ¢ — 6¢* +20q + 5.
b) A véltozokoltség fliiggvény
VC(q) = ¢ — 6¢* + 20q.
c) A hatarkoltség fliggvény
MC(q) = 3¢> — 12q + 20.
d) Az atlagkoltség fiiggvény

5
AC(q) = ¢* — 6q 4 20 + .
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2.1. Alapfogalmak

Elméleti 6sszefoglalo

2.1.1. Definicié. Tekintsik a D C R”™ halmazt. Az f: D — R fiiggvényt
n-vdltozos fiiggvénynek nevezziik.

2.1.2. Megjegyzés. Ha specidlisan az f tobbvaltozds fliggvényiink kétvaltozos,
akkor geometriai interpretdcidjat a hdromdimenzids Descartes-féle koordinéta-
rendszerben tgy kapjuk, hogy az xy sikban az (x; y) koordindtdjui ponthoz az f
dltal hozzarendelt z értéket mérjiik fel merSlegesen. Az (w;y; f(x;y)) pontok
altal meghatarozott alakzat geometriai reprezenticidja a fliggvény grafikonja,
amit 4ltaldban feliiletnek is szokds nevezni.

2.1.3. Megjegyzés. Egy termék irdnti kereslet az dron kiviil egyéb tényezk-
t6l is fiigghet. Példaul a vésarl6 jovedelmétdl, az adott termékre forditott rek-
lamtol. A keresleti fiiggvényt ilyenkor egy tobbvaltozos fiiggvény adja meg.

2.1.4. Példa. Richard Stone angliai kdzgazdasz az angliai sorkeresletre az a-
1abbi 4-valtozds fiiggvényt adta meg:

Fzys z;u) = 1,058 - 0136 . =0.727 0,914 | 0,816
ahol z a fogyaszt6 jovedelme, y a sor ara, z egy altalanos arindex, amely a fo-
gyaszté altal a vasarolt egyéb termékekre vonatkozik, u a sor alkoholtartalma.
Erdemes a fiiggvény leképezési szabalydban szerepls egyes tényezSket is meg-
vizsgdlni.
Eszrevehetjiik, hogy ha a sor dra novekszik, akkor az irdnta vald kereslet csok-

ken, hiszen, ha az x, z, u értékek rogzitettek, akkor az y fiiggvényében a fiigg-
vény monoton csokkend.
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Mivel az x kitevdje ,kicsi”, ezért, ha a jovedelem nagy, akkor a jovedelem meg-
véaltozésa alig befolydsolja a keresletet.

Rogzitve az x, y, z értékeket, akkor az u valtozo fiiggvényében az f fiiggvény
monoton novekvd, tehat az angolok a magasabb alkoholtartalmu soroket prefe-
raljak.

2.1.5. Definicié. Legyen A pozitiv valds szdm és aq, ao, ..., a, tetszGleges
valés szdmok. Az

Qn

flryag; .. smy) = A a2y

n-valtozés fliggvényt Cobb-Douglas fiiggvénynek nevezziik. Ezek a fliggvé-
nyek fontos szerepet toltenek be a kdzgazdasigtani vizsgalatok elméletében.

2.1.6. Megjegyzés. A (2.1.4) példaban szerepld fiiggvény Cobb-Douglas fiigg-
vény.

2.1.7. Példa. Ragnar Frisch és Trygve Haavelmo kozgazdaszok tanulméanyuk-
ban a tej keresletére vonatkoz6 aldbbi fliggvényt adtdk meg

flayy)=A-2*% .y (2>0,y>0),

ahol = egy csaldd jovedelme és y a tej relativ dra. Vegyiik észre, hogy ez a
figgvény rogzitett = esetén y-ban monoton csokkend és rogzitett y esetén x-
ben monoton novekvs. Ez azt jelenti, hogy ha valtozatlan jovedelem esetén a
tej ara nd, akkor a tej irdnti kereslet csokken és ha valtozatlan a tej egységara,
akkor novekvd jovedelem esetén tobb tejet fogunk vasarolni.

2.1.8. Definicio. A kozgazdasdgtanban fontos szerepet toltenek be az igyneve-
zett termelési fiiggvények. A termelési fiiggvények a termelési tényez6k kom-
bindcidi és az dltaluk termelhetd maximadlis termékmennyiség kdzotti 6sszeflig-
gést adjdk meg.

A termelési tényezSknek altalaban két csoportjat kiilonboztetjilk meg. Ezek a
munkaerd mennyisége (L) és az ugynevezett tGkejavak (K). Példaul L lehet
egy vallalatnal dolgozé munkasok szdma és K az alkalmazott munkaeszkozok
mennyisége.

2.1.9. Definicio. Egy fogyaszténak el kell dontenie, hogy valamely idészakban
n kiillonbozé joszagbdl milyen mennyiségeket vasaroljon. A hasznossidgelmélet
szerint a fogyaszté preferencidi egy U (z1; z2; . . . ; &y hasznossdgi fiiggvénnyel
reprezentdlhat6ak, amely a fogyaszté elégedettségét méri akkor, ha az elsd ter-
mékbdl x1 mennyiséget, a masodik termékbdl x5 mennyiséget, stb. az n-edik
termékbdl x,, mennyiséget vasarol.
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2.1.10. Definicié. Az f: D C R? — R kétviltozés fiiggvény c valds szamhoz
tartoz6 szintvonala az f(x;y) = c egyenlet megolddsainak halmaza. Tehdt a ¢
értékhez tartozé szintvonal az

{(z;y) € R?| f(x;9) = ¢}
halmaz.

2.1.11. Példa. Az f(z,y) = 2%+ fiiggvény ¢ > 0 értékhez tartozé szintvon-
ala azon pontok halmaza a sikon, amelyekre az 22 4+ y? = c egyenlet teljesiil.
Tehat a szintvonalak a +/c sugart korok.

2.1.12. Definicié. Jelolje f(K; L) egy cég kibocsatasat (termelési fiiggvény),
K a felhaszndlt t6ke mennyisége és L a felhaszndlt munkaer§ mennyisége.
Ezen fiiggvény szintvonalainak halmazat izokvant gorbéknek nevezziik.

2.1.13. Megjegyzés. Az izokvant gorbék a mikrookonémiai termeléselmélet-
ben fontos szerepet toltenek be.

A termeléselmélet modelljében a véllalatok termelési tényezdket alakitanak at
kibocsétdssd. Az izokvant gorbéket a kétdimenzids Descartes-féle koordinéta-
rendszerben dbrdzolhatjuk dgy, hogy az egyik tengelye az egyik tényezd (pél-
d4ul a munkaerd), mésik tengelye pedig a mésik tényezd (példdul a téke) men-
nyiségét reprezentdlja.

Egy izokvant gorbe azon tényez6kombinacidk halmaza, amelyekhez ugyanaz a
kibocsatasi szint tartozik.

Példdul ha a termelési fiiggvény f(K;L) = K - L, ahol K a t6ke és L a
munkaerd, akkor példdul f(2;3) = f(3;2), ami azt jelenti, hogy 2 egységnyi
téke és 3 egységnyi (példdul 3 6ranyi) munkaidd ugyanazt a kibocsatast adja,
mint 3 egységnyi téke és 2 egységnyi (példdul 2 6ranyi) munkaidé. Ez azt
jelenti, hogy a (2;3) pont és a (3;2) pont ugyanazon az izokvant gorbén van
rajta.

2.1.14. Definicié. Egy kétvéltozds hasznossagi fiiggvény szintvonalait a hasz-
nossagi fliggvény kozombosségi gorbéinek nevezziik.

2.1.15. Megjegyzés. A kozombosségi gorbe a mikrookonémiai fogyasztasel-
mélet egyik fontos fogalma. Ebben a modellben a fogyaszté csak két termékbdl
véasdrolhat kiilonbdz6 mennyiségeket. A kozombosségi gorbék a kétdimenzids
Descartes-féle koordindtarendszerben dbrdzolhatok. A keletkezett gorbe pon-
tjainak elsé koordinatdja az egyik, masodik koordinitija a masik termékbdl
vasarolt mennyiséget reprezentdlja.

Egy k6zombosségi gorbe azon termékkombinaciék halmaza, amelyek koziil a
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vasarld szdmdra mindegy, hogy melyiket vélasztja, tehit ezek a ,termékkom-
bindcidk” egyforma hasznossdgiak, egyenértékiiek, kozombosek szamdra.

Példaul egy fogyaszté két terméket vasarolhat: almat és kortét. Hasznossagi
fiiggvénye U(z;y) = = + 2y, ahol x az almdbdl vésdrolt mennyiséget és y a
kortébdl vasdrolt mennyiséget jelenti. Mivel U(3;1) = U(1;2), ezért 3 alma
és 1 korte a fogyaszté szdmdara ugyanannyit ér, mint 1 alma és 2 korte. Ez azt
is jelenti, hogy ugyanazon a k6zombosségi gorbén van rajta a (3; 1) pont és az
(1;2) pont.
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Kidolgozott feladatok

61. Feladat. Tekintsiik az
f(K;L)=2-K3-L?

termelési fiiggvényt, ahol L a munkdsok szdma és K az alkalmazott munkaesz-
kozok szdma! Milyen termelési szintet reprezentdl a termelési fiiggvény, ha a
munkdasok szdma 25 6 és a munkaeszk6zok szdma 100 darab?

Megoldas:
A feladat az, hogy szamoljuk ki az f fliggvény helyettesitési ért€két a K = 100,
L = 25 helyen! A helyettesitési érték, azaz a termelési szint

£(100;25) = 21002 - 252 = 2- 1000 - 5 = 10000.

62. Feladat. Egy fogyaszt6 két terméket fogyaszt. Az A termékbdl x darabot
és a B termékbdl y darabot. Hasznosségi fliggvénye

U(z;y) = 10zy.

Milyen hasznossagi szint tartozik ahhoz az esethez, ahol az A termékbdl 5 és
B termékbdl 3 darab terméket fogyaszt a fogyasztd?

Megoldas:
Ki kell szamolnunk az U fiiggvény helyettesitési értékét az (5; 3) helyen:
U(5;3) =10-5-3 = 150.

63. Feladat. Egy gyar kétféle terméket allit el§, A és B termékeket. Az A
termékbdl ¢q; darabot, a B termékbdl ¢, darabot gyartanak. A gyér egyiittes
koltségfiiggvénye

C(q1;q2) = 40q1 + 30g2 + q1 - g2 + 10000.
A koltséget forintban értjiik.

a) Adjuk meg a koltségfiiggvényt, ha az A termékbdl 100 darabot gyartanak!

b) Adjuk meg a koltséget, ha az A termékbdl 10 darabot és a B termékbdl 20
darabot gydrtanak.

¢) Hatdrozzuk meg a koltségfiiggvényt, ha csak az A terméket gyartjuk.
d) Hatarozzuk meg a koltségfiiggvényt, ha csak a B terméket gyartjuk.
e) Olcsobb-e a két terméket egyiitt termelni, mint kiillon-kiilon?
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Megoldas:

a) Ha az A termékbdl 100 darabot gyartanak, akkor a koltségfiiggvény
C'(100; g2) = 40 - 100 4 30g2 + 100g2 4+ 10000 = 14 000 + 130gs.

b) A koltség
C(10;20) = 40 - 10 + 30 - 20 + 10 - 20 + 10000 = 11 200.

¢) Ha csak az A terméket gyartjuk, akkor a koltségfiiggvény
C(q1;0) = 40¢; + 10000.

d) Ha csak a B terméket gyartjuk, akkor a koltségfiiggvény
C(0; g2) = 30¢2 + 10000.
e) A két terméket olcsébb egyiitt termelni, ha
Cla1) + Clg2) — C(q1;92) > 0.
Mivel

C(q1;0) + C(0; g2) — C(q1; g2) = 40g; + 30g2 + 20 000—
—40q; — 30g2 — q1 - g2 — 10000 =
= 10000 —q1 - g2,

ezért a két terméket akkor éri meg jobban egyiitt termelni, mint kiilon-kiilon,
ha

10000 — g1 - g2 > 0,
azaz ha q; - g2 < 10000.

64. Feladat. Hatirozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az

flz;y) =Inzx+1Iny
fliggvény értelmezve van és dbrdzoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy x > 0 és y > 0. Tehat az értelmezési tartomany

Dy ={(z;y) eR*|z > 0ésy > 0}.

Az értelmezési tartomany dbrazolasa:
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65. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legbSvebb részhalmazat, ame-
lyen az

f@y) =vV9—a*—y?
fliggvény értelmezve van és dbrazoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy
9—:B2—y220 = x2—|—y2 <9.
Tehét az értelmezési tartomany egy origé kozéppontd, 3 egység sugard zdrt
korlemez:
Dy ={(z;y) € R*|2? +y* <9},

Az értelmezési tartomdny dbrdzoldsa:
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66. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az

f(z;y) = In(z +y)
fiiggvény értelmezve van és dbrazoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomanya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy
z+y>0 = y>-—zx.

Tehat az értelmezési tartomany:
Dy = {(z;y) € R? |y > —x}.

Az értelmezési tartomdny dbrizolésa:

N
c 9oy -

G / 00
W
-14-13-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1,|0h/1 2’/4 5% 7 yg 1041 12 13714
< / // S,
20 OISO
3 9 // ; /,/ /// //
“ Yy / / /S A
-4 /S /' /
‘\// “/ g
-5 S
6 \’ /
-7

67. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legbSvebb részhalmazat, ame-
lyen az

f(z;y) = arcsin (2% 4 3 — 5)
fliggvény értelmezve van és dbrdzoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy

—1<2?+y2-5<1 = 4<2’+4><6.
Tehat az értelmezési tartomany:

Dy = {(z;y) € R*|4 < 2? + y* < 6}.



116 2. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

Az értelmezési tartomdny tehdt egy origd kozéppontd 2 sugard és egy origd
kozépponti 1/6 sugart kor altal hatdrolt korgyfird.

Az értelmezési tartomdny dbrizoldsa:

68. Feladat. Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az

f(z;y) = In(z - y)
fliggvény értelmezve van és dbrdzoljuk a kapott halmazt!
Megoldas:

Az f fiiggvény értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza a sikon, amelyekre
teljesiil, hogy x - y > 0. Ez dgy lehet,haz > 0ésy > 0Ovagyz < 0ésy < 0.
Az értelmezési tartomdny dbrazoldsa:

7

(0]

I

N
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69. Feladat. Tekintsiik az f: R? — R, f(z;y) = 2 + y? fiiggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az R? siknak azt a legbSvebb részhalmazit, amelyen az f
fliggvény értelmezve van!

b) Szamoljuk ki az f(1;2) fiiggvényértéket!

¢) Szamoljuk ki az f(—2; 3) fiiggvényértéket!

d) Oldjuk meg az f(z;2) = 8 egyenletet!

e) Adjuk meg az f fiiggvény értékkészletét!

f) Hatarozzuk meg az f fiiggvény z = 4 értékhez tartozd szintvonalat €s abra-
zoljuk a szintvonalat!

g) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény z = ¢ (¢ € R)értékhez tartozé szintvonalat!
h) Adjuk meg az x = 2 értékhez tartozé paramétervonalat!
1) Adjuk meg az y = 1 értékhez tartoz6 paramétervonalat!

j) Abrézoljuk az f fiiggvény grafikonjat!
Megoldas:

a) Az f fiiggvény értelmezési tartomdny a teljes R? sik.

b) Behelyettesitve az f fiiggvénybe az x = 1 és y = 2 értékeket azt kapjuk,

hogy
f(1;2) =12 422 = 5.

c) Behelyettesitve az f fliggvénybe az x = —2 és y = 3 értékeket azt kapjuk,

hogy
f(=2:3) = (-2)* + 3% = 13.

d) Mivel f(x;2) = 2 + 4, ezért az 2> + 4 = 8 egyenletet kell megoldanunk,
amibdl azt kapjuk, hogy x = +2.

e) Az f fiiggvény leképzési szabdlya f(x;y) = z2 + y?. Mivel 22 > 0 és
y? > 0, ezért az f fiiggvény értékkészlete

f(a;y) € [0500[.
f) A z = 4 értékhez tartoz6 szintvonal azon (z;y) € R? pontok halmaza,

amelyekre 22 + y? = 4 teljesiil, amely egy origd kozépponti, 2 sugari
korvonal:
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g) A szintvonalak az
2* +y* =c,
egyenlet megolddsai, azaz origé kozéppontd, /c sugart korvonalak.
h) Az z = 2 értékhez tartoz6 paramétervonal
f(2y) =4+,
azaz egy parabola.
i) Az y = 1 értékhez tartozé paramétervonal
fla;1) =22 +1,
azaz szintén egy parabolat kaptunk.

j) A kordbbiakban azt kaptuk, hogy a fiiggvény szintvonalai origé kézéppontd,
koncentrikus korvonalak:

Q

ane
&
v

 Kezdd énték: Zaro érték.
x 77156 177156

w y| ar7ise | s

z 160612 286943
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A paramétervonalak paraboldk:

G

[+ @

~ Kezdd érték: | Zaro érték
X A77156 | 177156
y| 177156 | 177156
z 160612 = 286.043

Tehat a fiiggvény grafikonja:

v
¥ X
e \ . Kezdd értek:  Zaro érték:
¥ X 77156 | 177156
477186 | 17.7156
z 160612 286.043

70. Feladat. Hatdrozzuk meg az U (z;y) = z+y (x,y > 0) hasznosségi fiigg-
vény kdozombosségi gorbéit! Abrézoljuk ac=1,2,3,4,5,6 értékekhez tartozé
kozombosségi gorbéket!

Megoldas:

Mivel ¢ > 0 esetén a kozombosségi gorbéket az x 4+ y = c egyenlet hatdrozza
meg, ami azt jelenti, hogy y = ¢ — z, ezért a kozombosségi gorbék —1 mere-
dekségli, egymadssal parhuzamos egyenesek.

Ac=1,2,3,4,5,6 értékekhez tartoz6 kozombosségi gorbék dbrazolasa:
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0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 12 1

l—2z 2-2 3-24—-ax5-2 6-—=x

10 1"

71. Feladat. Hatdrozzuk meg az U(x;y) = = -y (x,y > 0) hasznosségi fiigg-
vény kozombosségi gorbéit! Abrazoljuk a ¢ = 1,2, 3,4 értékekhez tartozé
kozombosségi gorbéket!

Megoldas:

Mivel minden ¢

esetén a kozombosségi gorbéket az x -y = c egyenlet hatdrozza

meg, ezért azt kapjuk, hogy y = £, ezért a kozombosségi gorbék hiperboldk.
A c=1,2 3,4 értékekhez tartoz6 kozombosségi gorbék dbrazoldsa:

0.5

-0.5
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2.2. Parcialis derivalas

Elméleti osszefoglalo

2.2.1. Definicié. Legyen D C R” nyilt halmaz. Az f: D — R fiiggvény par-
cidlisan differencidlhaté az x; (i = 1,2,...,n) véltozé szerint az értelmezési
tartomdnyéanak egy P = (p1,p2, - - -, pn) pontjdban, ha az

i = [(P13P25 - - -3 Pim15 %45 Dit1; - - - Pn)
fuggvény differencialhat6 az p; helyen. Ekkor az el6bbi fiiggvény p;-beli de-
rivaltjat az f fuggvény x; szerinti parcidlis derivdltjanak nevezziik a P pontban.

Az f fiiggvény x; valtozé szerinti parcialis derivaltjanak jelolései:

f:;i(l‘l;l‘%...;l‘n); O, f(x152; .. 5 )
of(x1:29;...52
T

df (z1522; - - ;Tn)
dl’i '
Amennyiben a fiiggvény véltoz6i egyértelmiek, igy azokat a parcidlis derival-
takban elhagyhatjuk.

Magit az
Ti > f;i(atl;xg; ce3Tp)
leképezést parcidlis derivdlt fiiggvénynek nevezzik.
Tobbvéltozos fiiggvények esetén az ,,x; valtozd szerinti parcidlis derivalt” el-

nevezés helyett az ,,x; valtozé szerinti derivalt” rovidebb elnevezést is fogjuk
haszndlni.

2.2.2. Megjegyzés. Az el6bbi definicié specidlisan kétvaltozos fliggvényekre
az aldbbi mdédon fogalmazhaté meg.

Az (z;y) — f(z;y) figgvény parciélisan differencidlhat6 az x valtozé szerint
az értelmezési tartomdnyénak egy (a; b) pontjéban, ha rogzitett masodik véltozo
esetén az elsé valtozdban differencidlhaté az a helyen, azaz ha l1étezik a

;0) — ;b

T—a T —a

véges hatarérték.
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Az (z;y) — f(x;y) fiiggvény parcidlisan differencidlhat6 az y valtoz6 szerint
az értelmezési tartomdnyédnak egy (a;b) pontjdban, ha rogzitett els§ valtozo
esetén a masodik valtozéban differencidlhat6 a b helyen, azaz ha létezik a
. _ b
f:,;(a, b) — hm f(a’7 y) f(a7 )

y—b y—b

véges hatarérték.

2.2.3. Definicié. Tobbvaltozos fliiggvény mdsodrendii parcidlis derivdlt fiigg-
vényei az els6rend parcidlis derivalt fiiggvények parcidlis derivalt fiiggvényei.
Tobbvéltozés fiiggvény m-edrendil parcidlis derivdlt fiiggvényei az m — 1-
edrendii parcidlis derivalt fiiggvények parcidlis derivalt fiiggvényei.

A mdsodrendd parcidlis derivalt fiiggvény jelolése: fr , .
Az m-edrend( parcidlis derivélt fliggvény jelolése: fx(:?)mm

Az fé?f)% parcidlis derivalt fiiggvényeket tiszta m-edrendii parcidlis derivdlt
fiiggvényeknek mondjuk, ha i; = ... = i,,. Ellenkez§ esetben vegyes mdsod-
rendif parcidlis derivdlt fiiggvényekrdl beszéliink.

2.2.4. Megjegyzés. Az (z;y) — f(z;y) kétvéltozos figgvény tiszta masod-
rendd derivélt figgvényei f;,, és f, , vegyes parcidlis derivalt fiiggvényei f;,
és fIr .

yx

2.2.5. Tétel. (Young-tétel.)
Ha egy tobbvaltozos fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényei folytonos fiiggvé-
nyek, akkor a vegyes masodrend( parcidlis derivalt fliggvényei egyenléek.

2.2.6. Kovetkezmény. Az (z;y) — f(z;y) figgvény esetén, ha fy, és f,
folytonos fiiggvények, akkor

fay(@3y) = fou(5y).

2.2.7. Definicié. Legyen D C R" nyilt halmaz. Az f: D — R fiiggvény
(totdlisan) differencidlhaté a P = (p1;...;pn) € D pontban, ha léteznek olyan
Aq ..., A, valés szamok, amelyekre az

fl@;..zn) — (A (w1 —p) + .o+ Ap - (T — ) + f(D15--5P0))
\/(xl —p1)?+ ...+ (zy — pp)?
fiiggvény hatarértéke 0, ha (x1;...;2,) = (P1;- .- ;Pn)-

2.2.8. Tétel. Legyen D C R" nyilt halmaz. Ha az f: D — R fiiggvény
(totélisan) differencidlhaté a P € D pontban, akkor minden valtozdja szerint
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léteznek a parcidlis derivalt fliggvényei a P pontban. Tehat a totdlis differen-
cidlhat6sag elégséges feltétele a parcidlis derivalt fiiggvények l1étezésének.

2.2.9. Tétel. Legyen D C R” nyilt halmaz. Ha az f: D — R fiiggvénynek a
P € D pont egy kornyezetében léteznek a parcialis derivalt fiiggvényei és azok
folytonos fiiggvények, akkor f (totalisan) differencidlhaté a P pontban.
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Kidolgozott feladatok

72. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flayy) = a® +3zy +y°

fliggvény els6- és masodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit! Adjuk meg a
derivalt fiiggvények helyettesitési értékét az (1;0) helyen!

Megoldas:

Az elsérendi parcidlis derivélt fiiggvények
fa(ziy) = 22 + 3y
fo(z;y) = 3z + 3y2.

A masodrendii parcidlis derivalt fliggvények

foz(@3y) =2 foy(T3y) =3
foe(@3y) =3 fos(@3y) = 6y.

Az els6rendd parcidlis derivalt fliggvények helyettesitési értékei az (1;0) he-
lyen

f2(1;0)=2-14+3-0=2
£ (1;0)=3-1+3-0>=3.

s 2t 2

" . — "orq. o
v (1;0) =2 7,(1;0) =3
f1,(1;0) =3 f2(150) =60 = 0.

73. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = In(2? + y3) fiiggvény elss- és ma-
sodrendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény Osszetett fiiggvény. A kiilsd fiiggvény k(x) = Inz, a belss

fliggvény b(z;y) = 22 + y3.
1
A kiilsé fiiggvény derivaltja k' () = —.
x

A belsd fiiggvény x véltoz6 szerinti derivalt fiiggvénye: bl (z;y) = 2.

A bels6 fiiggvény y viltoz szerinti derivalt fiiggvénye: b; (x;y) = 3y°.
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Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiils6 fliggvény derivéltjdba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsé fliggvény derivaltjdval. Tehdt az elsdrendd parcidlis derivélt fiigg-
vények

1 2z
!/
fx(xay) a?2+y3 x $2+y37
1 392
Ney) = ——=  3y° = —F—.
W@y = 55 3 = m

A masodrendd parciélis derivélt fiiggvények kiszdmoldsahoz a tortfiiggvény de-
rivélési szabdlyat kell alkalmaznunk:

2-(a? +y) -2z 20 2y% — 227

Z . _ _
xw(l‘,y) - ($2+y3)2 - (x2+y3)27
—3y% - 2z —6xy?
foy(@y) = 555 = 75 3
(2 +9%)* (22 +9?)
woN —2z - 3y? _ —62y? )
ye(T3Y) = (22 + 132 (22432
6w - 2 3 -3 2.32 62 _34
f,,(x;y):y(:chy) y~ -3y~ _ 6a7y —3y
vy

(22 4+ y?)? (@2 +yh)?

74. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = \/ﬁy2 fiiggvény elsérendi par-
cidlis derivalt fiiggvényeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény Osszetett fiiggvény. A kiils6 fiiggvény

1

k(z) = vz = a2,
a bels6 fiiggvény b(x;y) = = + y>.
A kiils6 fiiggvény derivéltja
1
2-\/x’

A belsé fiiggvény x valtozo szerinti derivalt fiiggvénye: b/ (z;y) = 1.

1
k’(x):i-af% =

A belsd fiiggvény y vdltozo szerinti derivélt figgvénye: b (v;y) = 2y.

Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint a kiils6 fiiggvény derivéltjdba
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a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsé fliggvény derivdltjdval. Tehdt az elsdrendd parcidlis derivalt fiigg-
vények

1 1
fol@iy) = —F—= 1= —F—;
+(@:9) 2 \/x+y? 2 \/x+y?

1 2y Y
fylwy) = ——= 2y = = :

75. Feladat. Hatérozzuk meg az f(x;y) = e*¥ fiiggvény elsd- és masodrendd
parcidlis derivalt fiiggvényeit!

Megoldas:

Az f fuggvény osszetett fiiggvény. A kiilsS fiiggvény k(z) = e®, a belsé fiigg-
vény b(z;y) = zy.

A kiils§ fiiggvény derivéltja k' (z) = e”.

A belsd fiiggvény x véltozo szerinti derivalt fiiggvénye: b/ (z;y) = y.

A belsd fiiggvény y véltoz6 szerinti derivlt fiiggvénye: b (x;y) = .

Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiils6 fliggvény derivéltjaba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-

zuk a belsé fliggvény derivaltjdval. Tehdt az els6rendd parcidlis derivalt fiigg-
vények

fa@;y) =e™ - y;
fy(wy) = e™ -z

A masodrend(i parcidlis derivalt fiiggvények kiszadmoldsahoz a szorzatfiigg-
vényre €s a konstansszorzora vonatkozé derivalasi szabalyt alkalmazzuk:

T(zy) = ey

Fhy(@sy) = e ay e -1 =" - (ay + 1);

fy(@iy) =™ ay+e™ -1 =e" (zy+ 1);

2

8

yy(T3y) =™ -
76. Feladat. Hatarozzuk meg az
flzyy) = Va2 + bzy + y°

fliggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!
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Megoldas:
Az f fiiggvény Osszetett fiiggvény. A kiilso fiiggvény

1

k(@) = vz = 2,

a belsé fiiggvény b(z;y) = 22 + 6y + v
A kiils6 fiiggvény derivéltja

1
2.z

A belsS fiiggvény x véltozo szerinti derivalt fiiggvénye: bl (z;y) = 2z + 6y.

1
K (x) = 5 277 =

A belsd fliggvény y valtozoé szerinti derivalt fliggvénye: b/y(ac; y) = 6z + 3y

Az dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint a kiilsé fiiggvény derivéltjdba
a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsé fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsé fiiggvény derivéltjaval.

Tehat az z valtoz6 szerinti parcidlis derivalt fiiggvény

2z 4 6y

2.\/22 + 6zy + 17

1 1
filwsy) = 5 - (2% + 6zy + %) 72 - (20 + 6y) =

T+ 3y
Va2 4 6zy + 3

Az y valtozo szerinti parcidlis derivalt fiiggvény

6y + 3y°
2 /22 + 6zy +y3

77. Feladat. Adjuk meg az f(z;y) = tg(x?+y?) fiiggvény elsérendi parcidlis
derivéltjait és az f! (x;y) mésodrendd parciélis derivéltat!

Megoldas:

(2 + 6zy + )72 - (6y + 3y%) =

1
fy@iy) =5

Az f fuggvény Osszetett figgvény. A kiilsé fiiggvény k(x) = tgz, a belsd
fliggvény b(z;y) = 22 + y>.
1

cos2z’

A kiils fiiggvény derivéltja k' (z) =
A belsé fiiggvény x valtozo szerinti derivlt fiiggvénye: b/ (z;y) = 2.
A belsd fiiggvény y vdltozo szerinti derivélt figgvénye: b (v;y) = 2y.

Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint a kiils6 fiiggvény derivéltjdba
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a valtozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szoroz-
zuk a belsé fliggvény derivdltjdval. Tehdt az elsdrendd parcidlis derivalt fiigg-
vények

1 2x
/
fo(T5y) cos?(z2 + 42) t cos?(x? + y?)’
1 2y
"y) = ——— 2y = ——————.
fy(xa Y) cos?(z2 + 42) Y cos?(z? + y?)

Az fV parcidlis derivalt fiiggvényt a hdnyados fiiggvény és az Osszetett fiigg-
vény derivaldsi szabdlydval kapjuk:

2. cos?(z? +9?) — 22 - 2 - cos(x? + 9?) - ( — sin(z? + yz)) - 2%

Moo —
fx:p(mﬂ y) COS4($2 + yQ)
Tehat

" cos(z? + y?) - (2cos(a? + y?) + 822 - sin(a? + y?))

2o (T3) = =

cos* (22 + y?)
_ 2cos(2? + y?) + 8z% - sin(z? 4 y?)
N cos3(z2 + y2) ’

78. Feladat. Hatdrozzuk meg az

flwyy) = 2® - sin(a® + )
figgvény elsérendd parcialis derivalt fiiggvényeit!
Megoldas:

Az x szerinti parcidlis derivaltndl a szorzat fiiggvény derivélési szabdly4at hasz-
ndljuk fel. Tehét

fo(zyy) = 2z -sin(2® + y*) + 2% - (cos(z® + y*)) - 32 =
= 2z -sin(z® + y*) + 32 - cos(2® + ).

Az y szerinti parcidlis derivalt meghatdrozdsakor az x> konstansszorzé. Ennek
megfelelden az y valtozé szerinti parcidlis derivalt fliggvény
filwsy) = 42% - - cos(a® + o).
79. Feladat. Hatarozzuk meg az
5

z° + 2y

TY) = ——=
f(@;y) @)

fliggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!



2. PARCIALIS DERIVALAS

Megoldas:

129

Az els6rendl parcidlis derivéaltak kiszdmoldsdhoz a hanyados fiiggvény de-

rivalasi szabdlyat alkalmazzuk tigy, hogy a nevezd Osszetett fliggvény:

(Ga'+y) - (x+y)® = (@° +xy)-3- (x+y)?

f;(x,y) = (.CU—i—y)G
gy a (@ 4y)? = (@ +ay) 3 (x+y)?
fy(xvy) - (l’+y)6 .

80. Feladat. Hatdrozzuk meg az
fiy) =2 2

fliggvény elsérendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!

Megoldas:

Az x szerinti parcidlis derivaltnél a szorzat derivalasi szabalyat hasznaljuk fel,
az y szerinti parcidlis derivalt meghatdrozasakor az 2° konstansszorz6. Mind-
két derivaltnal ™Y Ssszetett fiiggvény, ahol a kiilsé fiiggvény e, a belsé fiigg-
vény 2xy. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya szerint el6szor derivaljuk
a kiilsé fiiggvényt, ami jelen esetben e”, amibe ,,beirjuk” az eredeti belsd fligg-
vényt, igy e*¥ adédik, majd ezt szorozzuk a bels fiiggvény derivéltjaval, ami
az x szerinti derivaldsndl 2y, az y szerintinél 2x. Ennek megfeleléen az els6-

rend parcidlis derivalt fliggvények

[ () = 5ot 6+ 5 e gy

folzy) = 20 - e . 2 = 220 . 2,
81. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flzsy) =¥ +y°

fiiggvény elsérendd parcialis derivalt fiiggvényeit!

Megoldas:

Felhasznaljuk, hogy 6sszeget tagonként differencidlunk, tovdbba az = szerinti
parcidlis derivaltndl az z¥ fiiggvénynél a kitevd konstans, igy a derivaltja y -

x¥~1, az y® fiiggvény esetében az alap a konstans, igy a derivaltja y* - Iny.

Az y szerinti derivaltat ,,forditott szereposztassal” hasonléan kapjuk. Tehat az
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elsérend(i parcidlis derivélt fliggvények

fimy) =y -2 +y" Iny

r—1

f;(a:;y):xydnx—i—m-y

82. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y; z) = 22 4+ y° - sin z + 3zyz fiiggvény
els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!
Megoldas:

Az els6rendd parciélis derivalt fiiggvények
fi(z;y; 2) = 20 + 3wz;
f{/(x, y; z) = byt - sinz + 3x2
fi(x;y; 2) = 4 - cos z + 3xy.
83. Feladat. Hatdrozzuk meg az
eV
flz;y) = 21

1

2y (7;y) mdsod-

fiiggvény elsérendd parcidlis derivalt fliggvényeit, tovabbd az
rendd parcidlis derivalt fiiggvényt!

Megoldas:

Az x szerinti derivalt kiszdmoldsdhoz a hdnyados derivéldsi szabdlyét alkal-
mazzuk, figyelembe véve, hogy a szdmldlé Osszetett fiiggvény, ahol a kiilsé
fliggvény e, a belsS fiiggvény x2y*. A kiilsé fiiggvény derivaltja e®, amibe
behelyettesitve az eredeti belsd fiiggvényt e®™y" adédik. A belss fliggvény x
véltozé szerinti parcidlis derivalt fiiggvénye 2xy?, igy azt kapjuk, hogy

e? v 2yt (22 4 2z) — ey" . (22 +4)
(22 +2x)? )

fa(zyy) =

Az y valtoz6 szerinti parcidlis derivalt fliggvény

eac2y4 . (43323/3)

/! . —

A keresett masodrendd derivalt meghatarozasahoz a hanyados derivalasi szaba-
lyat alkalmazzuk tgy, hogy a szdmlél6 egy szorzat, aminek az els6 tényezdje
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Osszett fliggvény:

” (z:5) = (er2y4 . 2:1:y4 . 4x2y3 + ex2y4 . Sxyg) . (1‘2 + 2) B
Ty (22 + 2x)?
e L (42%3) - (22 + 2)
(22 + 2x)? '
84. Feladat. Tekintsiik az

flxyy;2) = ln(:L'2 +yz+1)

fliggvényt!
a) Adjuk meg az f fiiggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényeit!

b) Hatdrozzuk meg az(oka)t a ponto(ka)t, amely(ek)ben az f fiiggvény vala-
mennyi elsérendd parcidlis derivalt fliggvénye zérus!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény tiszta masodrend( parciélis derivalt fiiggvényeit!
d) Hatdrozzuk meg az f;), parcidlis derivdlt fiiggvényt!
e) Szdmoljuk ki az f;/, (1;0; 1) értéket!

Megoldas:
a) Az f figgvény x valtozé szerinti derivalt fliggvénye
2z
fao(@iy;2) = Pyl
Az f fiiggvény y valtozé szerinti derivalt fiiggvénye
z
fo(@sy;2) = m
Az f fiiggvény z véltozoé szerinti derivalt fiiggvénye
N Y
b) Meg kell oldanunk a
2z )

B A
24+ yz+1

z
S S——
2 4+yz+1

7y =
2+ yz+1
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c)

d)

e)
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egyenletrendszert. Az els6 egyenlet megolddsa x = 0, a mdsodik egyenlet
megolddsa y = 0, a harmadik egyenlet megolddsa z = 0, igy (0;0;0) az
egyetlen olyan pont, amelyben az f elsdrend( parcialis derivalt fiiggvényei
nullak.

Az f fuiggvény x valtozd szerinti derivalt fiiggvényének x valtoz szerinti
derivalt fiiggvénye

2 (22 +y2) — 2222 2yz — 22

1! . — g .
foa (343 2) (22 +yz+1)2 (22 +yz + 1)

Az f fiiggvény y valtozd szerinti derivalt fiiggvényének y valtozd szerinti
derivalt fiiggvénye

2
" —Z

T (@3932) = Ca e
Az f fiiggvény z valtozd szerinti derivalt fiiggvényének z valtozd szerinti
derivalt fiiggvénye

2

Moo o) — —Y
fzz(xay7z) (1_2_'_y2+1)2'
A keresett derivalt fiiggvény
—2xz
W (e ) — )
f:):y(wvyvz) (1:2 +yz+1)2
Az f,(1;0;1) érték
2 1

foy(130:1) = 5 = —5.
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2.3. Parcialis derivaltak a kozgazdasagtanban

Elméleti 6sszefoglalo

Ebben a fejezetben haszndlni fogjuk a tobbvaltozés konkadv fiiggvény fo-
galmit, ezért elsd 1épésben definidljuk a a konkdav fliggvényeket.

2.3.1. Definicié. Legyen D C R"™ konvex halmaz. Az f: D — R fiiggvény
konkdv, ha az

FAz+@=XN)y) > A fl@)+ (1 - f(y)

egyenlGtlenség teljesiil minden z,y € D és minden A € [0;1] valds szdm
esetén.

2.3.2. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy egy halmaz konvex, ha barmely két
pontjat 0sszekot6 szakasz teljes egészében a halmazban van.

A
Az+(1=XN)-y (A e [0;1))
az x és y pontokat 6sszekotd szakasz.

Az alabbi abra egy kétvaltozos konkav fiiggvény grafikonjat szemlélteti:

2.3.3. Definicié. Legyen D C R"™ konvex halmaz. Az f: D — R fiiggvény
konvex, ha az

Fiz+@=X)y) <A fl@)+ (1= f(y)

egyenlGtlenség teljesiil minden z,y € D és minden A € [0;1] valds szdm
esetén.
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2.3.4. Definicio. Egy n-valtozés U hasznossagi fiiggvény i-edik termékhez
(1 < 1 < n) tartozd hatdrhaszndn a hasznosségi fiiggvény i-edik véltozdja
szerinti parcidlis derivaltjat értjiik. A hatarhaszon szokdsos jele MU, amely az
angol marginal utility kifejezésbdl szarmazik.

2.3.5. Megjegyzés. A hatarhaszon megmutatja, hogyan valtozik egy fogyaszté
Osszhaszna egy adott termékbdl, ha egy egységgel tobbet vasdrol (fogyaszt)
beldle. Rendszerint az els6 egység elfogyasztdsa jar a legnagyobb haszonnal,
az ezutdn kovetkez6 egységek mar kevésbé hasznosak, igy kisebb mértékben
novelik az dsszhasznot.

Egy termék fogyasztdsit novelve, mikdzben a tobbi termék fogyasztdsa vél-
tozatlan a hasznossagérzet fokozatosan nd, de ez a javulas egyre kisebb mértékt
és egy bizonyos pont utan a hasznossagérzet mar csokken. Ha feltessziik, hogy
U egy n-valtozés konkav hasznosségi fiiggvény, akkor n — 1 valtozét rogzitve,
a hatarhaszon a fogyasztott mennyiségnek csokkend fiiggvénye lesz. A kozgaz-
dasagtanban ez a megallapitas az tigynevezett csokkend hatarhaszon elveként
vagy mas néven Gossen I. torvényeként ismert.

Ezt a torvényt jol illusztrdlja az a példa, hogy ha édességet szeretnénk enni, és
tortét esziink, akkor az els6 szelet torta elfogyasztdsa fog a legjobban esni (an-
nak lesz a legnagyobb haszna), majd az egymds utdn elfogyasztott tortaszeletek
esetén, példdul még a harmadik vagy negyedik tortaszeletig né ugyan a hasz-
nossdg, de egyre kisebb mértékd a novekedés, mig a negyedik vagy 6todik
szelet torta utdn mar csokken a hasznossdg, hiszen ha azt el kellene fogyasz-
tanunk, akkor az mdr akdr gyomorrontdst is okozna szdmunkra.

5| telies haszon

4.5
4
35
3
25
2
15
1

0.5
o torta mennyisége
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Ha a hasznossagi fliggvény kétvaltozds, akkor definidlhatjuk az dgynevezett
helyettesitési hatarratat.

2.3.6. Definicid. A helyettesitési hatdrrdta a két termék kozotti ,,atvalthato-
sag mutatészama”. Jele: MRS. Az MRS megmutatja, hogy az egyik termék
mennyiségének egységnyi novelését a masik termék mennyiségének mekkora
csokkentése ellensilyozza, ha azt akarjuk, hogy a haszon értéke ne valtozzon.
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2.3.7. Tétel. Ha (z;y) — U(x;y) kétvaltozds hasznossagi fuiggvény, akkor a
helyettesitése hatarrata
MU,
MRS = ——,
MU,
ahol MU, az U fiiggvény x véltozé szerinti parcidlis derivaltja és MU, az U
fiiggvény y valtoz6 szerinti parcidlis derivaltja.

2.3.8. Megjegyzés. Az MRS a kozombosségi gorbe érintéegyenese meredek-
ségének —1-szerese.

2.3.9. Definicié. Kétvaltozos hasznossagi fiiggvény esetén tokéletes helyettesi-
tésrol beszEliink, ha valamennyi els6 termék elfogyasztdsa pontosan ugyanan-
nyit ér a fogyaszté szamdra, mint valamennyi masodik termék elfogyasztasa.
Ilyenkor azt is mondjuk, hogy a két termék tokéletesen helyettesiti egymast,
vagyis tokéletes helyettesitok.

2.3.10. Megjegyzés. Legyenek a és b pozitiv val6s szamok. Altaldnos esetben
a tokéletesen helyettesit6 hasznosségi fiiggvények

Ulx;y)=a-x+b-y

alakudak. Ilyenkor a kozombosségi gorbék
a

b X

c
c=a-x+b-y = y:_g_

alakdak, vagyis a k6zombosségi gorbék egymdssal parhuzamos egyenesek.

Ebben az esetben a hatdrhaszon fiiggvények MU, = a és MU, = b, igy a
helyettesitési hatarrata

a
= —
MRS b

konstans.

2.3.11. Példa. Tegyiik fel, hogy két terméket fogyasztunk, kavét és teat, kavé-
bdl z és tedbdl y csészével. A hasznossdgi fiiggvény legyen

Ulz;y) =2z +y.
Ekkor a két termék tokéletes helyettesitd, mert 1 csésze kdvé elfogyasztdsa

ugyananakkora hasznossdgu, mint két csésze tea elfogyasztisa.

Az elsé termékhez tartoz6 hatdrhaszon fiiggvény MU, = 2, a masodik ter-
mékhez tartozo hatarhaszon fiiggvény MU, = 1.
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A helyettesitési hatarrata
MU, 2

MRS =

MU, 1 7
igy a termékek valéban tokéletesen helyettesitok.

2.3.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy két termék egymasnak tokéletes kiegészi-
tdje, ha meghatdrozott ardnyban és mindig egyiitt keriilnek fogyasztasra. Pél-
daul ha egy dobozos uiditditalt szeretnénk megvasarolni, akkor meg kell venni
az italt és az azt tartalmaz6 dobozt is. Vehetiink éppenséggel tobb italt, mint
amennyi dobozunk van, vagy forditva, tobb dobozt, mint amennyi italunk van,
de annak nem lenne értelme.

2.3.13. Megjegyzés. Legyenek a és b pozitiv valos szamok. Altaldnos esetben
a tokéletesen kiegészitd hasznossagi fliggvények

U(z;y) = min{az; by}
alakudak. Ilyenkor a kozombosségi gorbék
¢ = min{ax; by}
alakuak, vagyis a kozombosségi gorbék L-alakudak.

Ebben az esetben a helyettesitési hatdrrita zérus, a ,,sarokpontok™ kivételével,
a sarokpontokban ugyanis nem értelmezhetd.

2.3.14. Példa. Tekintsiik az
U(z;y) = min{z; y}

hasznossagi fiiggvényt! Ekkor a ¢ = 2;4;6 szintekhez tartozé kozombosségi
gorbék:
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2.3.15. Definici6. Legyenek a és b pozitiv valés szamok. Azt mondjuk, hogy
az U hasznossagi fiiggvény Cobb-Douglas tipusu, ha

Uayy) =2y

2.3.16. Megjegyzés. Legyenek a és b pozitiv valés szamok. Cobb-Douglas
tipust hasznossagi fiiggvény esetén a kozombosségi gorbék

A hatdrhaszon fliggvények
MU, =a-z% 1y

MU, =b-y> 1. 29,

igy a helyettesitési hatdrrita

2.3.17. Definicié. Ha (K; L) — f(K; L) egy termelési fiiggvény (ahol a ko-
rabbi jeloléseket megtartva K a t6ke, L a munka mennyisége), akkor az f fliigg-
vény K véltozo szerinti parcidlis derivéltja a tdke hatdrtermék fiiggvénye vagy
a toke hatdrtermelékenysége. Jele: M Pp.

Az f fiiggvény L valtoz6 szerinti parcialis derivaltja a munka hatdrtermék fiigg-
vénye vagy mds széval a munka hatdrtermelékenysége. Jele: M Pr,.

2.3.18. Megjegyzés. A tOke hatdrtermelékenysége azt fejezi ki, hogy men-
nyivel valtozik a kibocsatas, ha egy egységgel valtoztatjuk a tékeallomanyt.

A munka hatartermelékenysége azt fejezi ki, hogy mennyivel valtozik a kibo-
csétés, ha egy egységgel valtoztatjuk a munkaer6mennyiséget.

2.3.19. Definicio. A munka és a tSke hatartermék fiiggvényeinek hanyadosat
technikai helyettesitési hatdrrdtdnak nevezzik. Jele: M RT'S.

2.3.20. Megjegyzés. A technikai helyettesités hatdrratdja azt fejezi ki, hogy
az egyik tényezd (munka) egy egysége hany egységnyi masik tényezot (t6két)
képes helyettesiteni, valtozatlan termelést biztositva.

2.3.21. Definici6. Rogzitett K érték esetén az L — f(K; L) egyvaltozos fiigg-
vényt parcidlis termelési fiiggvénynek nevezziik.
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2.3.22. Megjegyzés. Legyen (K; L) — f(K; L) egy termelési fiiggvény. Ha a
téke egységira px és a munka egységdra py, akkor a teljes koltség

pK~K+pL'L.
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Kidolgozott feladatok

85. Feladat. Egy fogyaszté két terméket vasarol. Preferencidit az
Ulwy) ==y

hasznossagi fliggvény irja le. Hatdrozzuk meg a helyettesitési hatarratat!

Megoldas:

Az els6 termékre vonatkoz6 hatdrhaszon fiiggvény
Up(zy) = MU, = y.

A mdsodik termékre vonatkozé hatdrhaszon fiiggvény
Ul(z;y) = MU, = .

A helyettesitési hatdrrata

MU, vy

MU,
86. Feladat. Egy fogyaszté két terméket vasarol. Preferencidit az
3

MRS =

Ulz;y) =2y
hasznossagi fiiggvény irja le. Hatdrozzuk meg a helyettesitési hatarratat!
Megoldas:

Az els6 termékre vonatkoz6 hatarhaszon fiiggvény
Ul(z;y) = MU, = 2xy°.
A mésodik termékre vonatkoz6 hatdrhaszon fiiggvény
Ul(z;y) = MU, = 3x%y*.
A helyettesitési hatdrrata
MU, _ 2y _ 2y
MU, 3z%y*> 3z
87. Feladat. Egy fogyaszt6 két terméket fogyaszt. Preferencidit az
U(z;y) = zy + 2y

MRS =

hasznossagi fiiggvény irja le.

a) Irjuk fel a (3;8) ponton 4thaladé k6zombosségi gorbe egyenletét!

139
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b) Abrizoljuk a hasznossagi fiiggvény azon kozombosségi gorbéjét, amely at-
halad a (3; 8) ponton!

¢) Adjuk meg a helyettesitési hatarratat!

d) Széamoljuk ki a helyettesitési hatarratat a (3; 8) pontban!

e) Hatdrozzunk meg egy tovabbi fogyasztasi szintet, amely ugyanazon a ko-
z6mbosségi gorbén van, mint a (3; 8) pont!

Megoldas:

a) A kozombosségi gorbék egyenlete
Ty +2y=-c = y-(z+2)=c
igy
c
r+2

y =
Mivel azt a gorbét keressiik, amelyik dthalad a (3; 8) ponton, ezért

Tehat a (3; 8) ponton dthaladé kozombosség gorbe

40
x+2

y:

b) A hasznosségi fiiggvény azon k6zombosségi gorbéje, amely dthalad a (3; 8)
ponton:
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c) Az elsd termékre vonatkoz6 hatdrhaszon fliggvény
MU, =y.
A maésodik termékre vonatkozé hatdrhaszon fiiggvény
MU, =z + 2.
A helyettesitési hatdrrata

MU, Yy

MRS = = .
MU, T+ 2

d) A helyettesitési hatdrrata a (3; 8) pontban
8

e) Ugyanazon a k6zombosségi gorbén van a (3; 8) pont és a (2; 10) pont is. Ez
azt jelenti, hogy ha az els6 termékbdl 3 egységet és a masodik termékbdl
8 egységet fogyaszt a vasarld, az szdmdra ugyanazzal a hasznossaggal jér,
mint az, ha az elsé termékbdl 2 egységet €s a masodik termékbdl 10 egységet
fogyaszt.

88. Feladat. Egy fogyaszt6 két terméket fogyaszt. Preferencidit az

Uw;y) = V- y?

hasznossagi fliggvény irja le.

a) Hatdrozzuk meg az U = 100 hasznossigi szinthez tartoz6 k6zombosségi
gorbe egyenletét!

b) Abrézoljuk az U = 100 hasznossagi szinthez tartozé kozombosségi gorbét!

¢) Adjuk meg mindkét termék hatdrhaszon fiiggvényét!

d) Hatdrozzuk meg a helyettesitési hatarratat!

e) Az U = 200 hasznossagi szinthez tartoz6 k6zombosségi gorbe melyik pont-
jaban lesz a helyettesitési hatarrata %?

Megoldas:

a) A kozombosségi gorbék egyenlete
10 = /x - 93 = 100::U~y3,

igy
/100

y=4—-
T
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b) A hasznossagi fiiggvény azon kozombosségi gorbéje, amely dthalad a (3; 8)
ponton:

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

c) Az U fliggvény atalakitva
3
2.,

Ulz;y) = 27 -y

Az els6 termékre vonatkoz6 hatdrhaszon fliggvény

1 131 Y3
MU, == 272 -y2 =—- .
S R N
A masodik termékre vonatkozé hatdrhaszon fiiggvény

1 Y
MRS = = —. =g l.y=2L
MU, 3 ., 3 YT
e) Az U = 200 hasznosségi szinthez tartozé k6zombosségi gorbe teljesiti az
z - y® = 40000
egyenletet. Mdasrészt
MRS =2,
3z
igy jelen esetben
Y 4
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Tehat az
z -y = 40000
y = 4x
egyenletrendszert kell megoldanunk. Felhaszndlva, hogy y = 4x, az elsd
egyenletbdl azt kapjuk, hogy

x - (42)% = 40000.

Tehat
642t = 40000 = zt = 625,

igy x > 0 miatt x = 5 adddik, amibdl azt kapjuk, hogy y = 4 -5 = 20.
Tehdt a keresett pont (5; 20).

89. Feladat. Egy fogyaszt6 preferencidit az
U(x;y) = 1622 + 8xy + 1>
hasznossagi fiiggvény irja le, ha az A termékbdl x és a B termékbdl y mennyi-
séget fogyaszt.
a) Hatdrozzuk meg az A termékre vonatkoz6 hatarhaszon fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a B termékre vonatkoz6 hatdrhaszon fiiggvényt!
¢) Adjuk meg a helyettesitési hatarratat!
d) Milyen preferencidkkal rendelkezik a fogyaszt6?
Megoldas:
a) Az A termékre vonatkoz6 hatirhaszon fiiggvény az U fiiggvény x valtozé
szerinti parcidls derivéltja, vagyis
MU, = 32x + 8y.

b) A B termékre vonatkozé hatdrhaszon filiggvény, vagyis az U filiggvény y
véltoz6 szerinti parcidls derivéltja

MU, = 8z + 2y.

c) A helyettesitési hatdrrita
MU, 32x+8y 8-(4v+2y)

MRS = = = =4.
MU, 8z +2y 2 (4z +vy)

d) Mivel M RS konstans pozitiv valés szdm, ezért a két termék tokéletesen
helyettesits. A B termékbdl 4 egység helyettesit az A termékbdl 1 egységet.
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90. Feladat. Bettina bananra és kivire vonatkoz hasznossagi fiiggvénye
Ulz;y) =z VY,

ahol x a bandn és y a kivi mennyisége kg-ban.

a) Adjuk meg a bandnra vonatkozé hatdrhaszon fiiggvényt!

b) Adjuk meg a kivire vonatkozé hatdrhaszon fiiggvényt!

¢) Hatdrozzuk meg a helyettesitési hatarritit!

d) Milyen tipusi a hasznossagi fiiggvény?

e) Tegyiik fel, hogy az U = 8 hasznossdgi szinthez tartozé kozombosségi

gorbe esetén Bettina mar 4 [kg] bandnt megvésarolt. Mennyi kivit kell ven-
nie? Mennyi ebben a pontban a helyettesitési hatarrata?

Megoldas:
a) A bandnra vonatkoz6 hatdrhaszon fiiggvény

MU, = \/y.

b) A kivire vonatkoz6 hatarhaszon fliggvény
x

2-\/§'

NI

1
MUy:l‘.i.y

c) A helyettesitési hatdrrita

-2 2

d) A hasznossagi fiiggvény Cobb-Douglas tipusu.
e) Mivel U = 8 és x = 4, ezért
8=4- V5,
igy y = 4. Tehat 4 [kg] kivit kell vdsarolni. Ekkor a helyettesitési hatdrrita
2.4

MRS = — =2.
4
91. Feladat. Egy vallalat termelési fiiggvénye
f(K;L)=K - L.

a) Mekkora a termelés, ha K = 5és L = 10?
b) Adjuk meg a () = 100 szinthez tartozoé izokvant gorbe egyenletét!
¢) Abrazoljuk a Q = 100 szinthez tarozé izokvant gorbét!
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d) Hatdrozzuk meg K = 5 esetén a parcidlis termelési fliggvényt!
e) Adjuk meg a t6ke hatartermék fiiggvényét!
f) Adjuk meg a munka hatartermék fiiggvényét!
g) Hatdrozzuk meg a technikai helyettesitési hatarrit4t!
Megoldas:
a) Atermelés K = 5és L = 10 esetén

f(5;10) =5-10 = 50.

b) A @ = 100 szinthez tartozé izokvant gorbe egyenlete
1
100=K-L = K= %

¢) A @ = 100 szinthez tarozé izokvant gorbe:

d) Ha K = 5, akkor a parcidlis termelési fliggvény
f(5;L) =5L.

e) A toke hatartermék fiiggvénye: M Px = L.

f) A munka hatartermék fiiggvénye: M Py, = K.

g) A technikai helyettesitési hatdrrata
MP, K
MRTS = = —.
MPr L
92. Feladat. Egy vallalat termelési fiiggvénye

f(K,L)= VK2 L.

a) Mekkora a termelés, ha K = 8 és L = 277

b) Adjuk meg a ) = 500 szinthez tartozé izokvant gorbe egyenletét!

145



146 2. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

¢) Abrazoljuk a Q = 500 szinthez tarozé izokvant gorbét!

d) Hatarozzuk meg K = 8 esetén a parcidlis termelési fiiggvényt!
e) Adjuk meg a t6ke hatartermék fiiggvényét!

f) Adjuk meg a munka hatdrtermék fiiggvényét!

g) Hatdrozzuk meg a technikai helyettesitési hatarratat!

Megoldas:
a) Atermelés K = 8 és L = 27 esetén

f(8;27) = V64 - 27 = 12.

b) A @ = 500 szinthez tartoz6 izokvant gorbe egyenlete

3
500 = VK2 - L - K = %.

¢) A @ = 500 szinthez taroz6 izokvant gorbe:

1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 246

d) Ha K = 8, akkor a parcidlis termelési fiiggvény
f(8L)=4L.

e) A t6ke hatartermék fiiggvénye

2
MPKzg-L*

[V
h
[
|
Wl Do

f) A munka hatdrtermék fiiggvénye

Wl
Wl
Il
Wl
w
ﬁ
DN

1
MP, =~ - L~
L=3
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g) A technikai helyettesitési hatdrrata

Mp, 1 K
MPx 2 L
93. Feladat. Egy vallalat termelési fiiggvénye

FIK;L)=5-VK - L.

MRTS =

147

A felhasznalt t6ke mennyisége 16 egység. A felhaszndlt munka egységara 10€,

a t6ke dra H50€.
a) Hatdrozzuk meg a koltségfiiggvényt!
b) Adjuk meg a fixkoltséget!
¢) Adjuk meg a valtoz6 koltség fiiggvényt!
d) Hatdrozzuk meg az atlag koltség fliggvényt!
e) Hatdrozzuk meg az dtlagos fix koltség fliggvényt!
f) Adjuk meg az atlagos valtozé koltség fiiggvényt!
Megoldas:
a) Mivel K = 16, ezért
¢g=5-v16-L =  Q=20-VL,

amibdl azt kapjuk, hogy
2

L=2
400
Masrészt pc = 50 és pr, = 10, igy a teljes koltség fiiggvény
q° q°
C(q) = - K - L =800+10- —— =800+ —.
(0) =px K +pL +10- 45 + 5

b) A fixkoltség F'C' = 40.
c) A valtoz6 koltség fiiggvény

d) Az étlag koltség fiiggvény
C(g) _ 800 ¢

AC(q) = . . +40.
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e) Az atlagos fix koltség fliggvény
FC 800
AFC(q) = — = —.
q q
f) Az éatlagos véltozo koltség fliiggvény

AVO(q) = VCq(q) _ g

40°
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2.4. Kétvaltozos fiiggvények szélsoértékszamitasa

Elméleti 6sszefoglalo

P

2.4.1. Tétel. (lokalis sz&lsGérték 1étezésének sziikséges feltétele)

Haaz f: D C R?> — R (totdlisan) differencialhat6 fiiggvénynek lokélis szél-
sGértéke van az (xg;yo) € D pontban, akkor az (z¢;yo) pontban az elsérendd
parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk, azaz f; (xo;yo) = 0 és f; (w0; yo) = 0.

2.4.2. Definicié. Az f: D C R? — R kétszer differencidlhaté fiiggvény
Hesse-mdtrixa az (xo;yo) € D pontban

x y
x (f;’x(a?o; o) fuy(T0390) )

M (z0;90) =
y \ fyz(®0;90)  fyy(T0;90)

2.4.3. Tétel. (lokalis sz€lsGérték 1étezésének elégséges feltétele)

Legyen f: D C R? — R kétszer differencidlhat6 fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
az f fuggvénynek az (z¢;yo) € D pontban az elsGrend( parcidlis derivalt fiigg-
vényei nulldk. Ilyenkor az (zo;yo) pontot staciondrius pontnak is nevezziik.
Tekinstiik az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivaltjaibdl képzett

x y
x <f;’x(xo;yo) fa/:,y(xO;QO)>

M (x0;y0) =
y \ fiz(xosv0)  fr(zo;y0)

i

Hesse-matrixot. Legyen Dy = f1/, (z0; yo) és Dy = det (M (xo; yo))-

Ha Dy > 0és Dy > 0, akkor az f fiiggvénynek az (x;yo) pontban lokdlis
minimuma van.

Ha Dy < 0és Dy > 0, akkor az f fiiggvénynek az (zo;yo) pontban lokdlis
maximuma van.

Py

Ha Dy < 0, akkor az f fiiggvénynek az (x¢; yo) pontban nincs szélsGértéke.

Ha Dy = 0¢&s Dy = 0 vagy D1 = 0és Dy > 0vagy D1 > 0és Dy = 0 vagy
D1 < 0és Dy = 0, akkor a Hesse-matrix vizsgélatdval nem donthet6 el, hogy
az f fiiggvénynek az (xo; yop) pontban van-e szélsGértéke.

2.4.4. Megjegyzés. Kétviltozos fiiggvény lokalis sz€lsGértékének meghatéaro-
zasa a gyakorlatban:
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1. Kiszamoljuk az f fiiggvény elsérendii parcidlis derivalt fliggvényeit, vagyis
az f, és f, deriviltakat.
2. Megoldjuk az
folwsy) = 0}
folzsy) =0
egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megoldésai a lehetséges sz€ls6érté-
kek, més szdval staciondrius pontok.
3. Kiszamoljuk az f fiiggvény masodrendi parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd

azokbdl elballitjuk az

Y

T
x ( fr(zy)  fr(zy)
M(:E, y) = ( 1! 1

y \ foe(z3y)  foy(@39)

Hesse-matrixot.

4. Kiértékeljiik a Hesse-matrixot a staciondrius pontokban és alkalmazzuk a
2.4.3 tételt annak eldontésére, hogy a staciondrius pontban van-e széls6érték
és ha igen, milyen tipusu.

2.4.5. Példa. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = o3 + 8y® — 12y fiiggvény lokdlis

sz€lsdértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrend parcidlis derivalt fiiggvényei
folwiy) = 3a% — 12y
fol@;y) = 249% — 12

A lokalis sz€ls6érték l1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 — 12y = 0
24y% — 122 =0

egyenletrendszert. Az elsd egyenlet oszthaté 3-mal, a masodik oszthaté 12-vel

igy az
2 —4y=0
22—z =0
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egyenletrendszert kapjuk. A masodik egyenletbsl z = 22 adédik, amit behe-
lyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy

4yt —4y =0 = yt—y=0.
Az egyenletbdl y-t kiemelve
y- (> -1)=0

adaddik, igy y1 = 0 és yo = 1. A megfelel6 x értékek r1 = 2 és o = 1. Tehat
az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P, = (2;1).

A lokdlis szEls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

v fi(zy)  fr,(z3y)
M(x;y) =
() y<;’x<x;y> ;’y@:;y))

Hesse-féle matrixot. Mivel

we(xy) = 6z (T3 y) = —12
() = —12 (T3 y) = 48y,

ezért az el6bbi matrix
z Y
M) z [ 6x —12
T3Y) =
y \ —12 48y
lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

e =( 75

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 0, illetve

0 —12
Dz—det<_12 0)-0—144——144.

7z

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

v =( 5 i)
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A kapott métrix bal fels6 sarokdeterminédnsai D = 12, illetve
_ 12 —-12 '\ 9
Dg—det<_12 48>—12-48—12 = 432.

Mivel D, és D» pozitiv, ezért a P> pontban lokélis minimuma van az f fliigg-
vénynek, amelynek értéke

f(2;1) =23 +8-13-12-2-1= -8,
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Kidolgozott feladatok

94. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 2® + ¢y — 3zy fiiggvény lokilis
szélséértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény els6rend parcialis derivalt fiiggvényei
folwy) = 32% = 3y
fol@;y) = 3y — 3a.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -3y =0
3y -3z =0

egyenletrendszert. Mindkét egyenlet oszthat6 3-mal, igy az

2 —y=0
v —x=0
egyenletrendszert kapjuk. Az elsé egyenletbsl y = 22 adédik, amit behe-

lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

(*)?—2=0 = at —x=0.

Az egyenletbdl x-et kiemelve

z-(z>—1)=0
adodik, igy 1 = 0 és xo = 1. A megfelel y értékek y; = 0 és yo = 1. Tehat
az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P, = (1;1).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

Mizsy) = fﬂ( (5 Y) a,-y(fv;y)>

y \ foe(@y) [y (T39)
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Hesse-féle matrixot. Mivel

fra(z;y) = 62 foy(z3y) = =3
foe(x39) = =3 foy(@3y) = 6y,

ezért az el6bbi matrix

T )

M( ) x [ 6x -3
T;y) =
Y y\—3 6y

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiikk a P; staciondrius pontban, akkor

M(Py) = ( _g _g>.

A kapott matrix bal fels sarokdetermindnsai D; = 0, illetve

0 -3
Dg—det< a O>_0—9_—9.

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

M(Py) = ( o >

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 6, illetve
6 —3
Dg—det<_3 6>—36—9—27.

Mivel Dy és D, pozitiv, ezért a P, pontban lokalis minimuma van az f fligg-
vénynek, amelynek értéke

f(;1)=13+13-3-1-1=—1.

95. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 2° + 32 — 6zy fiiggvény lokdlis

szElsdértékeit!

Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
fu(a;y) = 32% — 6y
fy(zsy) = 2y — 6.
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A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -6y =0
2y —6x =0

egyenletrendszert. A masodik egyenletbdl y = 3z adddik, amit behelyettesitve
az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

322 — 18z = 0 = 3v-(z—6)=0,
igy 1 = 0 és o = 6. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 18. Tehat az f
fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (0;0) és P» = (6; 18).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
Mziy) = w( (23 y) yz(w;y)>

y \ foy(z5y)  foy(x39)

Hesse-féle matrixot. Mivel

f;:lx(x;y) = 6z falc/y(x;y) =—6
e (T3y) = —6 oy (T3y) = 2,

ezért az el6bbi matrix

T Y

M) z [ 6z —6
TYy) =

Y y\—6 2

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Py) = ( 78 g)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 0, illetve

0 —6

D2:d€t<_6 9

>:0—36:—36.

P

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
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Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor
36 —6
= (% 8)
A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 36, illetve

36 —6

Dg—det<_6 9

)—72—36—26.

Mivel D, és Do pozitiv, ezért a P, pontban lokalis minimuma van az f fligg-
vénynek, amelynek értéke

f(1;1) =63+ 182 —6-6-18 = 216 + 324 — 648 = —108.

96. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 2® — 322 + 6y + y? fliggvény
lokélis szElsGértékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendi parcidlis derivalt fiiggvényei
fi(z;y) = 32° — 6z + 6y
fo(@;y) = 6z 4 2y.

A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivdlt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 — 6z + 6y =0
6x+2y =0

egyenletrendszert. Az elsé egyenlet oszthaté 3-mal, a médsodik egyenlet os-
zthat6 2-vel, igy az

22— 20 +2y=0
3r+y=0

egyenletrendszerhez jutunk. A madsodik egyenletbdl y = —3x adddik, amit
behelyettesitve az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy

22 -2 —-32x=0 = 2?2 =52 =0 = z-(x—5)=0,

igy x1 = 0 és o = 5. A megfelels y értékek y; = 0 és yo = —15. Tehdt az f
fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P» = (5; —15).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

Mizsy) = :n( e (T3 ) {,’x(fc;y)>
Ty w(@y) (e y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

w(wyy) = 62 — 6 vy (T3y) =6
ve(T3y) = 6 oy (T3y) = 2,
ezért az el6bbi matrix
x Yy
z [6zx—6 6
M(z;y) = y ( 6 2)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor
—6 6
(00,
A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —6, illetve
—6 6
Dg—det< 6 2 ) =—-12 - 36 = —48.

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor
24 6
= (8.
A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 24, illetve

24 6

D2:det< 6 2

>:48—36:12.

Mivel D, és D» pozitiv, ezért a P, pontban lokélis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke

f(5;=15) = 5> =3-5246-5-(—15) 4 (—15)% = 125—75—4504-225 = —108.
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97. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 2°+y? — 75z — 2y fiiggvény lokalis
szélséértékeit!
Megoldas:
Az f figgvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
folasy) = 3a% =75
folzy) =2y — 2.

A lokalis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

32 —75=0
2y—2=0
egyenletrendszert. Az elsS egyenletbdl azt kapjuk, hogy 322 = 75, amibdl
x? = 25 kovetkezik, tehdt x = £5. A masodik egyenletbdl y = 1 adédik.
Tehat az f fuggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P = (5;2) és
Py = (=5;2).
A lokalis szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-

hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

Y

M(l‘,y) _ .I‘< xx(w;y) ym(fv;y)>

y \ fay(@y)  fyy(T39)

Hesse-féle matrixot. Mivel

f;e/z($;y) = bz f;ly(m;y) =
e (T3y) =0 oy (T3y) = 2,

ezért az el6bbi matrix

Ty

z (6x O
Aﬂ%w)=g}<0 2)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Pl):<38 g)
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A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 30, illetve

30 0

D22d6t< 0 2

>:60—0:60.

Mivel D, és Do pozitiv, ezért a P, pontban lokalis minimuma van az f fligg-
vénynek. Ertéke

f(5;2)=5%+22-75.-5-2.2=-250

Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P, pontban, akkor

M(Py) = ( _38 g )

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —30, illetve
=30 0
Dg—det< 0 2)——60—0——60.

7z

Mivel D5 negativ, ezért a P> pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

98. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = 2° + 3° — 9zy fiiggvény lokalis

szElsdértékeit!

Megoldas:

Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
folwiy) = 3% — 9y
fo(@;y) = 3y° — 9a.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -9y =0
3y =92 =0

egyenletrendszert. Mindkét egyenlet oszthat6 3-mal, igy az

z? — 3y=20

y? =3z =0
egyenletrendszert kapjuk. Az els6 egyenletbdl y = % adodik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

2\ 2 4
<‘g) —3x=0 = ‘%—&c:o.
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Tehit 2* — 27z = 0. Az egyenletb&l z-et kiemelve

z-(x3—27)=0
adodik, igy z1 = 0 és xo = 3. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 3. Tehat
az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0) és P, = (1;1).

A lokalis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbol képzett

z y
v [ fo(zy)  fo,(z3y)
M(CL‘; y) = " . " .
y \ fou(xsy)  fo,(@5y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

fow (@5 y) = 62 fay(zsy) = =9
Soe(sy) = =9 oy (5y) = 6y,

ezért az el6bbi matrix

€ Y

M( ) x [ 6x —9
Try) =
Y y\—9 6y

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Py) = < _8 _g>.

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

0 -9

D22d6t<_9 0

>:O—81:—81.

P

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

=432

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 18, illetve

18 -9

Dy = det < 9 18

> =324 — 81 = 243.
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Mivel D, és D» pozitiv, ezért a P> pontban lokélis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke

f(3;3)=3>+3>-3.3.3=21.
99. Feladat. Hatirozzuk meg az f(x;y) = (x — 2)% + (y + 3)? + 2 fiiggvény
lokalis szEls6értékeit!
Megoldas:
Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
fo(ziy) =2 (2 - 2)
fy@y) =2 (y +3).

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

2-(x—2)=0
2-(y+3) = 0}

egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megolddsa: x = 2, y = —3.

Tehdt az f fiiggvénynek egy staciondrius pontja van: P = (2; —3).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x y
Mizsy) = fﬂ( (5 Y) a,-y(fc;y)>

2

v (T3y)  foy(5y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

oY) =2 wy(3y) =0
fie(259) =0 foy(@3y) = 2,

ezért az el6bbi matrix
Ty

M) =7 (5 9)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(é g)



162 2. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = 2, illetve

20
Dg—det(o 2>—4—0—4.

Mivel D, és D pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fiigg-
vénynek, amelynek értéke

f(2-3)=(2-22+(-3+3)2*+2=2.

100. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = ™ fiiggvény lokalis szélsGérté-
keit!
Megoldas:

Az f fiiggvény els6rend parcialis derivalt fiiggvényei

folzsy) =€y
fy(aiy) =e™ - a.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

eW.y=0
e .= 0}
egyenletrendszert. Mivel e™¥ £ 0, ezért az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy

y = 0, mig a masodik egyenletbdl azt, hogy x = 0, igy az egyetlen staciondrius
pont P = (0;0).

A lokalis szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y

Mizsy) = w( e (T3) yx(x;y)>

y \ Jay(@5y) [y (z39)

Hesse-féle matrixot. Mivel

fro(@y) =e™ -y foy(@;y) = ™ -y + ™
foe(sy) = ™ - ay + ™ (wsy) = e a?,
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ezért az el6bbi matrix
x Yy
x e . g2 e . xy + e
M(J:; y) - x x T 2
y \ e - axy+ e e . x

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(? é)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

0 1
Dg—det(1 0)—0—1——1.

Mivel D5 negativ, ezért a P pontban nincs sz€lsGértéke az f fiiggvénynek.

101. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 2370 + %0 +azy (z > 0,y > 0)

fuggvény lokalis szEélsdértékeit!

Megoldas:
Az f fiiggvény elsérendd parcidlis derivalt fliggvényei
20
falwiy) = ——5 +y

50
folzy) = g

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

egyenletrendszert. Az els egyenletbdl azt kapjuk, hogy
20 20

_ﬁ +y= 0 = Yy = 2
Ezt behelyettesitve a mdsodik egyenletbe
50 zt
T@pteTt T g e
x
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adddik. Tehat
4
—%—l—:n:() = —zt 48 =0 = z- (=23 +8)=0.
Egy szorzat csak ugy lehet nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, igy azt kapjuk,
hogy = = 0 vagy ¢ = 2. Mivel x > 0, ezért az egyetlen megoldds x = 2.
Ekkor y = 5. Tehdt az egyetlen staciondrius pont P = (2;5).

A lokalis széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y
r ( fo(zy)  fr(Ty)
M=y @)
Hesse-féle matrixot. Mivel
40
f;:lx(x;y) - 23 f:::ly(x;y> =2
100
fo(@1y) =2 foy(@3y) = i
ezért az el6bbi matrix
x )
T i—g 1
M(x;y) = L 100
) 43

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

! 51
M(P) = T Rl A
53 5

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 5, illetve

5 1

Dy = det =4-1=3.
1 4
5

Mivel D és D pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fiigg-

vénynek. Ertéke
20 50
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102. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = In(z? + y? + 1) fiiggvény lokalis
szélséértékeit!

Megoldas:
Az f fiiggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
2x
(e _
fx(may) a:2+y2—|—1
2y
L. _

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivdlt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

2z —0
$2 + yQ + 1 -
2
o
.%'2 + yQ +1
egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 0, mig a masodik-
bél azt, hogy y = 0. Tehét az egyetlen stacionarius pont P = (0;0).

A lokdlis sz€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbol képzett

T Y
M(l‘,y) _ :I;( ac:c(x;y) ym(:C;y))

y \ foy(@5y)  fyy(z39)
Hesse-féle matrixot.
A tiszta masodrend( parcidlis derivalt fliggvények

2 (2242 +1)—422 222+ 22+ 2
£ (wry) = (z*+y*+1) L T+ 2y° +

(22 +y% +1)2 (22 +y2+1)2
és
P () 2 (2?2 + 2+ 1) —4y® 222 -2y +2
x. —_— = .
v Y (a2 + 12 +1)2 (@2 + 12 +1)2
A vegyes masodrendd parcidlis derivélt fliggvények
—dxy
7 . Y/ . o
yx(xvy) = ;py(ﬂf,y) = m
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Tehat a mdsodrendd parcidlis derivalt fiiggvényekbdl képzett matrix
z Y
—222 4+ 29% + 2 —4ay
(2432 +1)2 (22 +y2 +1)2

M(z;y) =
y

—dzy 222 — 29% + 2
(2432 +1)2 (22 +y2 +1)2

Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(é (1)>

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 1, illetve

10
Dg—det<0 1)—1—0—0

Mivel Dy és Dy pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fligg-
vénynek. Ertéke
£(0;0) = In(0? + 0% 4+ 1) = 0.

103. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = e - (z + y?) fiiggvény lokilis
sz€lsdértékeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsérend( parcidlis derivalt fiiggvényei

folwy) =€ (@ +y) +e" =" (1+z+y7)

fylzy) = e - 2y.

A lokalis szé€ls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

- (1+x+9%) =0
e’ -2y =20

egyenletrendszert. A mésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 0. Ezt behe-
lyettesitve az elsd egyenletbe x = —1 adddik. Tehat az egyetlen staciondrius
pont P = (—1;0).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
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azokbdl képzett

z Yy
1" 1"
r [ fo(zy)  fre(3y)
M(z;y) = <

y \ fay(@sy) [y (z3)
Hesse-féle matrixot.
A tiszta mésodrendd parcidlis derivalt fiiggvények

fro(miy) =" (I+z+y’) +e" =€ 2+ x+y?)

fyy(@sy) =e” - 2.
A vegyes masodrendii parcidlis derivalt fiiggvények
foe(xiy) = fry(z5y) = e - 2y.
Tehat a masodrendd parcidlis derivalt fiiggvényekbdl képzett matrix

€T Y

zfe® (I+z+y?)+e®=e"-2+a+19%) -2
M(z;y) = :

Y e’ -2y e’ 2

Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(é g)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai Dy = 1, illetve

10
Dg—det<0 2>—2—0—2.

Mivel Dy és Do pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fligg-
vénynek. Ertéke
£(0;0)=¢’- (=1 4+0) = —1.

104. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = x - y figgvény lokdlis szélsGérté-
keit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendii parcialis derivalt fiiggvényei
falziy) =y
folzy) = .
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A lokdlis szEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fliggvényei nullk legyenek, igy meg kell oldanunk a

y=20
z=0
egyenletrendszert. Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van,

ami P = (0;0).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

Mizsg) = w( 2 (5 9) xy(fc;y)>

y \ fop(zsy)  foy(z;y)

Hesse-féle matrixot. Mivel

me(@y) =0 wy(Tsy) =1
foe(zsy) =1 foy(@3y) =0,

ezért az el6bbi matrix
r Yy

me) =7 (9 ¢)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(? é)

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

0 1
Dgzdet<1 0>:0—1:—1.

Mivel Dy < 0, ezért nincs széls6értéke az f fliggvénynek.

105. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 22 + 5y? + 2%y + 23 fiiggvény
lokalis szélséértékeit!

Megoldas:
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Az f fiiggvény elsdrend parcialis derivalt fiiggvényei
felzsy) = 2 + 22y
fo(@y) = 10y + 2% + 6y°.

A lokalis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

20+ 22y =0
10y + 2% + 65> =0

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl 2z-et kiemelve azt kapjuk, hogy
2z (1+y) =0,
igyx =0vagyy = —1.
Ha x = 0, akkor a masodik egyenletbdl
6y? + 10y =0 = 2y-(3y +5)=0
adodik, igy y = 0 vagy y = —%.
Ha y = —1, akkor a mésodik egyenletbdl
~10+2>+6=0 =  2*=4
adodik, igy x = 2 vagy x = —2.
Tehdt az f fiiggvénynek négy staciondrius pontja van. Ezek
Py = (0;0) Py =(2;-1)

P — (0; _g> Py = (—2:—1).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbol képzett

T Y
z [ fi(zy)  fo, (T y)
M(z;y) = v v
y \ foe(@y)  foy(@39)
Hesse-féle matrixot. Mivel
frw(zy) =2+ 2y fay(T3y) = 22
foe(@3y) = 22 foy(@3y) = 10 4 12y,
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ezért az el6bbi matrix
z Y

T (242 2z
M(x,y)—y< 2z 10+12y)

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

M(Pl):<(2) 18)‘

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 2, illetve

2 0
nget<0 10)20.

Mivel D; > 0 és Dy > 0, ezért lokélis minimuma van f figgvénynek a Py
pontban. Az értéke

£(0;0) = 0.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» staciondrius pontban, akkor

_% 0
MUDQ):( 0 —10)'

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = —%, illetve

4
—z 0 4
Dy = det 3 = j
0 -10 3

Mivel D1 < 0 és Dy > 0, ezért lokdlis maximuma van az f fiiggvénynek a P

pontban. Az értéke
5 125
0;—< | = —.
1(0-3)-%

Ha az M matrixot kiértékeljiik a Ps staciondrius pontban, akkor

M(Pg):<2 ‘2")

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = 0, illetve

0 4
Dy = det = —16.
4 2

Mivel Dy < 0, ezért nincs sz€lsGértéke az f fiiggvénynek a Ps pontban.
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Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P, staciondrius pontban, akkor

M(Py) = ( o )

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = 0, illetve

0 —4
DQ = det = —16.
-4 2

Mivel Dy < 0, ezért nincs széls6értéke az f fiiggvénynek a P, pontban.

106. Feladat. Az f(x;y) = 2? + 3y? + 22y + ax + by + c fiiggvénynek a
(3;1) pontban lokélis minimuma van, amelynek értéke 15. Szdmoljuk ki az a
és a b konstansok értékét!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendd parcidlis derivalt fiiggvényei
fa(:y) =224+ 2y +a
fl’/(m, y) = 6y + 2z + b.

7z

Mivel (3;1) lokdlis széls6értéke az f fuggvénynek, ezért
f2(3;1) =0
31 =0f"

azaz

6+2+a= 0}
6+6+0b=0]"
igya=—8ésb=—12.
Mivel a sz&Is6érték értéke 15, ezért
f(3;1) =15 = 943+6—24—124 c =15,
tehat ¢ = 33.

107. Feladat. Egy téglatest egy csticsabdl indul6 éleinek az Osszege 12 cm.
Hatérozzuk meg az éleit tigy, hogy a térfogata maximalis legyen! Adjuk meg a
maximalis térfogatot is!

Megoldas:
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A téglatest egy csucsbdl indulf éleit jelolje: a, b és c. Ekkor

a+b+c=12 (a>0,b>0, c>0),

amibdl példaul a c ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy ¢ = 12 —a — b. A
téglatest térfogata

V=ab-c=ab-(12—a—0b)=12ab— a’b— ab®.
A feladat tehat a
V(a;b) = 12ab — a*b — ab?
kétvaltozos fiiggvény szélsdértékének meghatirozasa.
AV fiiggvény elsérendd parcialis derivalt fiiggvényei
V!(a;b) = 12b — 2ab — b*
Vi (a;b) = 12a — a* — 2ab.

A lokalis széEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

12b — 2ab — b* = 0
126 — a® — 2ab =0

egyenletrendszert. Mivel b # 0 és a # 0, ezért az els6 egyenletet oszthatjuk
b-vel és a masodik egyenletet oszthatjuk a-val. Ekkor az

12—-2a-0=0

12—a—-2b=0
egyenletrendszerhez jutunk. Ha az els6 egyenlet kétszeresébol kivonjuk a ma-
sodik egyenletet, akkor azt kapjuk, hogy 12 —3a = 0, igy @ = 4. Ezt az értéket

visszahelyettesitve példaul a 12—2a—b = 0 egyenletbe azt kapjuk, hogy b = 3.
Tehdt a V fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (4;4).

A lokdlis sz€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk a V fiiggvény mdsodrend(i parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbol képzett
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Hesse-féle matrixot. Mivel

V! (a;b) = —2b Vi (a;b) = 12 — 2a — 2b
" (a;b) =12 — 2a — 2b Vip(a;b) = —2a,
ezért az el6bbi matrix
a b
a —2b 12 — 2a — 2b
M(a;b) =
b\12—2a—2b —2a

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a staciondrius pontban, akkor

M{(a;b) = < s >

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = —8, illetve
-8 —4
Dg—det<_4 _8>—64—16_48.

Mivel D; negativ és Dy pozitiv elgjeld, ezért a P pontban lokdlis maximum
van.

Mivel a = b = 4, ezért ¢ = 12 — 4 — 4 = 4cm, ezért a téglatest térfogata
a = b = ¢ = 4 cm oldalak esetén lesz maximalis. Ekkor a térfogat

V = 4% = 64cm®.

108. Feladat. Egy feliil nyitott téglatest alaki doboz térfogata 32 dm?®. Hat4-
rozzuk meg az éleit igy, hogy a felszine a lehetd legkisebb legyen. Adjuk meg
a minimadlis felszint is!

Megoldas:

A téglatest egy cstcsbdl indulé éleit jelolje: a, b és ¢, ugy, hogy az alapélek
legyenek a és b. Ekkor a térfogat

a-b-c=32 (a>0,b>0, c>0),
amibdl példaul a c ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy ¢ = %. A doboz
felszine

2 2 4 4
A:ab+2ac+2bc:ab+2a-3——1—2[)-3—:ab+6—+6—.
ab ab b a

A feladat tehat az

4 4
A(a;b):ab+%+6—:ab+64~b_1—l—64-a_1
a
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kétvaltozos fiiggvény szEéls6értékének meghatirozdsa.

Az A figgvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei

- 64
Al (a;b) =b—64-a 2:b—¥
_ 64
Ap(a;b) =a—64-b 2:a—b—2.

A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivdlt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

64
b=z =0
64
a—b—Q—O

egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl kifejezve a b ismeretlent azt kapjuk,
hogy b = 2—‘21. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe

64
Coe4\2 T
(@)
adodik. Az egyenletet dtalakitva azt kapjuk, hogy
64 4
a — 2096 =0 = a — % = O,

a?

z

12y
64a —a' =0 = a-(64—a® =0.

Mivel a # 0, ezért 64 = a3, tehit a = 4. Ezt az értéket behelyettesitve példdul
ab— 5 = 0 egyenletbe azt kapjuk, hogy

a
64
—— =0 = b=4.

16
Tehat az A fuggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (4;4).
A lokdlis szE€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az A fliggvény masodrend( parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

a b

Mt — Aga(a;b)  Ag,(a;b)
@O =\ v ) Al
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Hesse-féle matrixot. Mivel

A" (a;b) = 128473 m(a;b) =1
ba(a;0) =1 v (a;b) = 128b3,
ezért az el6bbi matrix
a b
a % 1
M(a;b) =
b 1 128

3

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a staciondrius pontban, akkor

M(a;b) = ( I )

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = —8, illetve
-8 —4
Dg—det<_4 _8>—64—16—48.

Mivel D; negativ és Dy pozitiv elgjeld, ezért a P pontban lokdlis maximum
van.

Mivel a = b = 4, ezért ¢ = 12 — 4 — 4 = 4cm, ezért a téglatest térfogata
a = b = ¢ = 4 cm oldalak esetén lesz maximalis. Ekkor a térfogat

V =43 = 64cm®.

109. Feladat. Hidrom szam Osszege 120. Hatdrozzuk meg a szdmokat ugy,
hogy a négyzetdsszegiik minimalis legyen!

Megoldas:
Legyenek a keresett szdmok z, y és z. Ekkor
z+y+z=120.
A z ismeretlent kifejezve azt kapjuk, hogy
z=120—x —y.
Keressiik az
flaiy) =2+ + (120 —z — y)?

figgvény minimumat.
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Az f fiiggvény elsérend parcialis derivalt fiiggvényei

fi(zyy) =20 +2- (120 — 2 —y) - (—1) = 4z + 2y — 240

folw;y) =2y +2- (120 —z — y) - (=1) = 2z + 4y — 240.

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

dr +2y —240=0
20 +4y —240=0

egyenletrendszert. Ha az els6 egyenletbdl kivonjuk a mésodik egyenlet kétsz-
eresét, akkor azt kapjuk, hogy y = 40. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
x = 40 ad6dik. Tehét az egyetlen staciondrius pont P = (40; 40).

A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

)

Mizsy) = :g( e (T3 y) {,’x(l‘;y)>
=y w(@y) [ (xy)

Hesse-féle matrixot.

Mivel
f:gr(x;y)zzl fal,‘/y(x;y> =2
fie(@yy) =2 foy(@3y) = 4,

ezért az el6bbi matrix
r Yy

(4 2
M(w;y):y<2 4>-

Ha a métrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):<3 i)

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 4, illetve

4 2
Dg—det<2 4)-16—4—12.
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Mivel D és Dy pozitiv, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az f fligg-
vénynek. A z értéke

z =120 — 40 — 40 = 40.
A minimadlis négyzetdsszeg

402 + 40% + 402 = 4 800.
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2.5. Kétvaltozos fiiggvények szélséértékszamitasa
gazdasagi feladatokban

110. Feladat. Tekintsiik az

f(K;L)=18,9K% — 0,9K3 + 5,4L* — 0,2L3
termelési fliggvényt, ahol K a munkaeszk6zok darabszama, L a munkdsok
szama. Hogyan valasszuk meg a K és L értékeket ahhoz, hogy a termelt meny-

nyiség a lehetd legnagyobb legyen? Mennyi ekkor a termelt mennyiség? A
termelt mennyiséget (egy hétre vonatkozéan) darabban értjiik.

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendi parcidlis derivalt fiiggvényei
fie(K; L) = 37,8K — 2, TK?>
f1.(K; L) =10,8L —0,6L>.

A lokalis sz€ls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

37,8K —2,7K* =0
10,8L —0,6L* = 0}
egyenletrendszert. Az elsé egyenletben K-t kiemelve azt kapjuk, hogy
K-37,8—2,7K) =0,
igy K1 =0, illetve Ko = 14.
A masodik egyenletben L-et kiemelve azt kapjuk, hogy
L- (10,8 —0,6L) =0,
igy L1 = 0, illetve Ly = 18.
Tehat a staciondrius pontok: P, = (0;0), P» = (0;18); P3 = (14;0) és
Py = (14;18).
A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

K L

M(K_L)_ 1 (K L) frp (K L)
T 1 (K L) ff (K L)
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Hesse-féle matrixot. Mivel

"1e(K L) = 3,78 — 0,54k 1K L) =0
Lk (K;L) =0 7p(K;L) =1,08 — 0,121,
ezért az el6bbi matrix
K L
K (3,78 —0,54K 0
M(K;L)=
L 0 1,08 —0,12L

lesz.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P, staciondrius pontban, akkor

3,78 0
M(Pl):< 0 108)'

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D1 = 3, 78, illetve
3,7 0 _ _
D2—d6t< 0 1708)-3,7&1,080—4,0824.

Mivel Dy > 0 és Do > 0, ezért a P, pontban lokdlis minimuma van az f
fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

3,78 0
M(P2):< 0 —108)'

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai Dy = 3, 78, illetve
3,78 0 _
Dy = det ( 0 —1.08 ) = —4,0824.
Mivel D5 negativ, ezért a P, pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a Ps staciondrius pontban, akkor

~3,78 0
M(P?’):( 0 1,08>'

A kapott matrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —3, 78, illetve

3,78 0 \ _ B
Dg—det( ; 1’08>_—3,78-1,08—0——4,0824.

P

Mivel Dy < 0, ezért a Ps pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
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Ha az M matrixot kiértékeljiik a Py pontban, akkor

—-3,78 0
M(P‘*)_( 0 —1,08)'
A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = —3, 78, illetve
—3,78 0 _
Dy = det ( 0 1,08 ) = 4,0824.

Mivel D1 < 0 és Dy > 0, ezért a Py pontban lokélis maximuma van az f
fliggvénynek. Ennek az értéke

f(14;18) =18,9-142 - 0,9- 14> +5,4-18% — 0,2 - 18> = 1818.
111. Feladat. Egy irodaban kétféle szamitégép miikodik, C' és D. A C szami-
togép c 6rat miikodik, a D szamitégép d oérat tizemel naponta. A napi teljesit-

ményt az
f(e;d) = 18¢ + 20d — 2¢% — 4d* — cd

fliggvény irja le, ami a naponta tesztelt programok szamat jelenti. Tudjuk azt
is, hogy egyik szamit6gép sem iizemelhet egy nap 5 6randl tovabb. Hatdrozzuk
meg, hogy hany érat miikddjenek az egyes gépek optimélis esetben, azaz, ha a
lehetd legnagyobb teljesitményt szeretnénk elérni.

Megoldas:
Az f fuggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei
filc;d) =18 —4e —d
file;d) =20 —8d — c.
A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rend( parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a
18 —4c—d=0
20-8d—c= 0}
egyenletrendszert. A mésodik egyenletbdl kifejezve a c ismeretlent azt kapjuk,

hogy
c= 20— 8d.

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
18—-80+4+32d —d=0
adodik, igy d = 2. Ebbdl azt kapjuk, hogy
c=20—-8-2=4.
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Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (4; 2).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivélt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

c d

Mied) = © celc;d)  fea(c; d)
O d\ f(ed) fy(ed)

Hesse-féle matrixot. Mivel

(e d) = —4 flaled) = —1
fi(c;d) =—1 fig(e;d) = =8,

ezért az el6bbi matrix
c d

c -4 -1
M(C;d)_d<—1 —8)

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

= (73 )

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D = —4, illetve

—4 -1
Dgzdet< . _8>:32—1=31.

lesz.

Mivel D1 < 0 és Dy > 0, ezért a P pontban lokalis maximuma van az f
fliggvénynek.

Tehat 4 6rat kell az elsd szamitdégépnek és 2 6rat a masodik szamitégépnek
tizemelni. Mivel

f(4;2) =72+40 — 32 — 16 — 8 = 46,
ezért napi 46 program tesztelése a maximadlis teljesitmény.

112. Feladat. Egy vallalat kétféle terméket forgalmaz. Az A termékbdl ¢
darabot, a B termékbdl ¢, darabot ad el. Az A és B termékekhez tartoz6 inverz
keresleti fiiggvények rendre

fi(gr) =100 — ¢
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f2(g2) = 84 — go.
A termékek egységdrait dollarban értjiik.
A két termékhez tartozé egyiittes koltségfiiggvény

C(q1;q2) = 600 + 4q1 + 4q2.

Hatarozzuk meg, hogy hany terméket forgalmazzon az egyes termékekbdl a
vallalat ahhoz, hogy a nyeresége a lehetd legnagyobb legyen! Mennyi ekkor a
nyereség? Maximadlis nyereség esetén mennyi az egyes termékek egységara?

A nyereségfiiggvény
II(q15q2) = g1 - (100 — q1) + g2 - (84 — g2) — 600 — 4qy — 4go =
= 100g1 — g7 + 84qs — g3 — 600 — 4g; — 4go =
= —q} — g3 + 9641 + 80> — 600,

A 1I fiiggvény elsérendd parcidlis derivalt fiiggvényei

I, (q1; q2) = —2q1 + 96
1Ty, (15 g2) = —2g2 + 80.

A lokdlis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivélt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

201 +96 =0
—2q2 +80 =0

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢; = 48, a mdsodikbol

pedig azt, hogy g2 = 40.

Tehat a IT fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (48; 40).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk a II fliggvény masodrend(i parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

q1 q2
a1 (17, (q1502) 105, (q15 42)
H/I

M(q1; q2) =
2 HZQQl (13 q2) 422 (q1;q2)
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Hesse-féle matrixot. Mivel

"

115, 0 (q15 q2) = —2 I} 0, (q152) = 0
10,4, (q15¢2) = 0 11,0, (015 2) = =2,
ezért az el6bbi matrix

q1 q2

g (-2 0
M(q1;q2) =

@i0) QQ(O _2)

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

M(P):(_O2 _02>.

lesz.

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = —2, illetve
-2 0
Dg—det< 0 _2)—4—0—4.

183

Mivel D; < 0és Dy > 0, ezért a P pontban lokdlis maximuma van a II fiigg-

vénynek.

Tehat az elsd termékbdl 48 darabot, a masodik termékbdl 40 darabot kell érté-

kesiteni. Ekkor
11(48;40) = 3 304.

Az els6 termék egységdra ekkor f1(48) = 52, a masodik termék egységara

£2(40) = 44 dolldr.

113. Feladat. Egy villalat kétféle terméket forgalmaz. Az A termékbdl ¢;
darabot, a B termékbdl ¢, darabot ad el. Az A és B termékekhez tartoz6 inverz

keresleti fiiggvények rendre

filg1) =92 —2¢1

fg((]g) =176 — 5q2.
A termékek egységdrait dollarban értjiik.

A két termékhez tartozé egyiittes koltségfiiggvény
Clq;q2) = 347 + 265 + q1 - g2 + 424
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Hatérozzuk meg, hogy hédny terméket forgalmazzon a véllalat az egyes ter-
mékekbdl ahhoz, hogy a nyeresége a lehet6 legnagyobb legyen! Mennyi ekkor
a nyereség? Maximadlis nyereség esetén mennyi az egyes termékek egységéira?

Megoldas:
A nyereségfiiggvény
(15 q2) = q1 - (92 — 2q1) + g2 - (176 — 5ga) — 3¢ — 25 — qu - @2 — 424 =
= 92q1 — 3¢7 + 176q2 — 5¢5 — 3¢7 — 2¢5 — q1 - g2 — 424 =
= —5¢7 — Tq3 +92q1 + 176g2 — q1 - g2 — 424.
A TII fiiggvény elsérendii parcidlis derivélt fliggvényei
1T, (q15q2) = —10q1 + 92 — g2
1T, (15 q2) = —14g2 + 176 — q1.

A lokalis szélséérték 1€tezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

—10g1 + 92 —-q2 =0
*14(]2 + 176 — q1 = 0}
egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy g2 = 92 — 10q;. Ezt

behelyettesitve a médsodik egyenletbe

—1288 +140¢; + 176 — g1 =0
adddik, amibdl azt kapjuk, hogy ¢; = 8. Ezt felhasznélva
g =92—10-8 = 12.
Tehat a 11 fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (8;12).

A lokalis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk a II fliggvény méasodrend(i parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

Q1 q2

o (I (q1;92) T . (q1592)
M(q1,q2): ( q192 Hq1q2

72 ngth (q1; q2) ZQqQ (QI§ q2)

Hesse-féle matrixot. Mivel
I, . (q15q2) = =10 I, 4o (q15q2) = —1
I, (q15¢2) = —1 10,0, (015 q2) = —14,
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ezért az el6bbi matrix

q1 q2
g [-10 -1
M(q1;q2) =
(e = ( -1 —14>

lesz.

Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

v = (7 )

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D; = —10, illetve
-10 -1
Dg—det( 1 _14>—14O—1—139.

Mivel D; < 0és Dy > 0, ezért a P pontban lokélis maximuma van a II fiigg-
vénynek.

Tehat az els6 termékbdl 8 darabot, a masodik termékbdl 12 darabot kell értéke-
siteni. Ekkor

I1(8; 12) = 1 000.

Az els6 termék egységdra ekkor f1(8) = 76. A mdsodik termék egységara
f2(12) = 116 doll4r.

114. Feladat. Egy paradicsomtermesztéssel foglalkozé véllalat egy négyzet-
méter termdteriiletbsl szarmazo bevételét (dollarban) az

R(T;z)=5T-(1—e™7),

fliggvény irja le, ahol T' a féliasdtorban 1évd homérséklet és x a négyzetmé-

terenként felhaszndlt miitrigya mennyisége. Tudjuk, hogy a miitragya négy-

zetméterenkénti koltsége 20x dollar és a megfeleld homérséklet fenntartasanak

koltsége 0, 17?2 dollar négyzetméterenként.

a) Irjuk fel a koltségfiiggvényt!

b) Adjuk meg a nyereségfiiggvényt!

¢) Milyen hémérséklet és miitragyafelhasznélds esetén érjiik el a lehet6 legna-
gyobb hasznot?

Megoldas:
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a) A koltségfiiggvény
C(T;x) =20z + 0,172

b) A nyereségfiiggvény
I(T;2) =5T - (1 — e %) — 20z — 0,177

c) A I fiiggvény elsérendd parcidlis derivalt fiiggvényei
I (T;2) =5 (1—e®)—0,2T
I (T;2z) = 5T -e * — 20.
A lokalis széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsé-

rendd parcidlis derivalt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk
a

5-(1—e®)—0,2T =0
5T e~ —20 =0

egyenletrendszert.

A maésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
A
e—$

Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
0,

(02¢)

5—be ¥ ——— =0

@
&

addédik, amit atalakitva az
—5e ™ +5e*—-0,8=0

egyenlethez jutunk. Bevezetve az e™™

—54% + 5y — 0,8 =0

= y jelolést a

masodfoku egyenletet kapjuk. A masodfoki egyenlet megoldoképletét al-

kalmazva
—5++25—-16 - —5+3
2 - —10

Y12 =

adédik, igy y; = 1, illetve yo = 2.
Mivel y = e 7, ezért egyrészt
1 1
e v == = —x=1In- = r1 =1nb,
5 5 !
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masrészt
4 5
e_x:5 = —r=In- = r9 =In -
Mivel x1 = In 5, ezért
4
T1 - T - 20
5
Mivel 25 = In %, ezért
4
T2 - Z = 5
5

Tehat a IT fiiggvénynek két staciondrius pontja van, ezek P, = (20;1n5) és
Py = (5In2).
A lokalis szélsdérték 1étezése elegendd feltételének alkalmazdsdhoz megha-

tdrozzuk a II fiiggvény mdsodrendd parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

Hesse-féle matrixot. Mivel
7r(T;x) = —0,2 T2(T;2) = 5e™°
"r(T;z) = 5e™” n’ (T;z)=—5T-e "

ezért az elébbi matrix

M(T: ) T (-0,2 5e™*
) =
z \ be™® BT .e™ %

lesz.

Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

=47 4y )

A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D; = —0, 2, illetve

-0,2 1 _
D2—d€t< 1 _2())—3.
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Mivel Dy < 0és Dy > 0, ezért a Py pontban lokélis maximuma van a II
fliggvénynek.

Tehat 20°C hémérsékletet kell biztositani a féliasitorban és In5 ~ 1,61
egység mitragyat kell négyzetméterenként felhasznalni. Ekkor egy négy-
zetméter termdteriiletbdl a nyereség

4
I1(5;In5) = 100 - 57 20In5 —40 =40 — 201n5 ~ 7,81 dollar.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

v = (757 5y )

A kapott matrix bal felsd sarokdeterminansai D; = —0, 2, illetve
-0,2 4 _
DQ = det ( 4 —920 ) = —6.

7 2z

Mivel D; < 0, ezért a P» pontban nincs szélséértéke a I fiiggvénynek.
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2.6. Harom- és tobbvaltozos fiiggvények szélsoértékszamitasa

Elméleti 6sszefoglalo

2.6.1. Megjegyzés. Megallapodunk abban, hogy ebben a fejezetben a masod-
rendd parcidlis derivalt fligggvények esetén a fliggvény argumentumaban a val-
tozdkat nem frjuk ki.

2.6.2. Tétel. (lokalis sz€élsGérték l1étezésének sziikséges feltétele)

Haaz f: D C R" — R differencidlhat6 fiiggvénynek a P € D pontban lokdlis
sz€lsdértéke van, akkor az P pontban az elsérendi parcialis derivalt fliggvényei
nullak.

2.6.3. Definicié. Az f: D C R"™ — R kétszer differencidlhatd fiiggvény
Hesse-mdtrixa az P € D pontban

I ) NN In
33]_ glcll:rl (P) :/E/1.’E2 (P) ttt :;/11'7,, (P)
Z2 9/6/2x1 (P) 9/6/2962 P) ... 3/3/2In (P)
M(P) =
Tn ;/nxl (P) ;/an (P) e é’nxn (P)

P

2.6.4. Tétel. (lokalis sz&lsGérték 1étezésének elégséges feltétele)

Legyen f: D C R"™ — R kétszer differencidlhaté fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
az f fuiggvénynek az P € D pontban az elsérendi parcialis derivaltjai nullak.
Ilyenkor a P pontot staciondrius ponimak is nevezziik. Tekintsiik az f fiiggvény
masodrend{ parcidlis derivéltjaibdl képzett

1 T2 R Tn
1’1 5;3/1531 (P) ﬂlvllzvz(P) ttt :;llxn(P)
x2 a/clzm (P) alclzxz r) ... ;:szn (P)
M(P) =
In a,c/nz1 (P) a/c/nxg (P) e a/c/nxn (P)

Hesse-matrixot.
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Legyenek D; (i = 1,2,...,n) az M (P) métrix bal fels§ sarokdetermindnsai,
azaz legyen

Dl = f::ﬁ,1x1(P)’

legyen
gy D — det < 5:2/1561 (P) ::2/1562 (P) >
’ o (P) [y (P) )
altaldnosan
e (P) [ (P) o fi0 (P)
3,3/2:E1 (P) 3,3/2$2 (P) D ;/Qxi (P)
D; = det
:;/Z':rl (P) ;/le(P) ctt :;llxl(P)

Ha D; > Omindeni = 1,2, ..., n esetén, akkor az f fiiggvénynek a P pontban
lokalis minimuma van.

Ha (—1)* - D; > 0, akkor az f fiiggvénynek a P pontban lokélis maximuma
van.

Ha D; < O minden ¢ = 1,2,...,n esetén és létezik olyan i szdm, melyre
D; = 0 vagy (—1)" - D; > 0 és létezik olyan i szdm, melyre D; = 0, akkor a
sarokdeterminansok vizsgalatdval nem donthet6 el, hogy 1étezik-e szEéls6értéke
az f fiiggvénynek a P pontban.

Ha a sarokdetermindnsok elGjelére az el6bb felsorolt esetek egyike sem teljesiil,

Py

akkor az f fuggvénynek nincs széls6értéke a P pontban.

2.6.5. Megjegyzés. Tobbvaltozos fiiggvény lokalis szEéls6értékének meghata-
rozasa a gyakorlatban:

1. Kiszamoljuk az f fiiggvény elsérendd parcidlis derivalt fiiggvényeit.

2. Megoldjuk az

f;l(xl;xg; ceiZy) =0
f;Q(xl;arg; ceyTp) =0
f;n(xl;xg; cemp) =0

egyenletrendszert.

Az egyenletrendszer megolddsai a lehetséges szélsdértékek, mas szdval sta-
ciondrius pontok.
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3. Kiszamoljuk az f fiiggvény masodrend( parcidlis derivaltjait, majd azokbol
eldallitjuk az

T1 i) ce Tn
" " 1"
I T121 TiT9 T1ZTn
" " 1"
T2 Taxy Towy ToLn
M(z1;29;. .. 5mp) =
z " " "
n ITnTl TnT2 te InTn

Hesse-matrixot.

4. Kiértékeljiik a Hesse-métrixot a staciondrius pontokban és alkalmazzuk a
2.6.4 tételt annak eldontésére, hogy a staciondrius pontban van-e sz€ls6érték
és ha igen, milyen tipusu.

2.6.6. Példa. Hatdrozzuk meg az
flosysz) =a® —ay+y* +2° - 22
fliggvény lokalis szélstértékeit!

Megoldas:

Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
folwiy;2) =22 —y
fo(wy;2) = —x + 2y
filwyy;2) =22 — 2.

A lokalis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rend( parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

20 —y =0
—x+2y=0
22 -2=0

egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 2x. Ezt behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe x = 0 adddik, igy y = 0. A harmadik egyen-
letbdl z = 1 kovetkezik.

Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (0;0;2).

A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
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azokbdl képzett
T Y z
v fh f S
1! 1 1
M(z;y; 2) = fwy vy yz
1 1/ /A
z 2T 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
alv/m:2 :JISIy:_l JISIZZO
"o "o "o __
yr — -1 yy — 2 yz 0
=0 7y =0 =2,
ezért az el6bbi matrix
Yy oz
x 2 -1 0
M(z;y;2) =y -1 2 0
z 0 0 2
lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor
2 -1 0
M(P) = -1 2 0
0 0 2

A kapott métrix elsd bal fels sarokdeterminansa D; = 2. A mdasodik bal felsé

sarokdeterminans
2 -1
Dg—det<_1 2)—3.

A harmadik bal fels6 sarokdetermindns

2 -1 0
Dy=det| -1 2 0 | =6.
0 0 2

Mivel minden bal fels§ sarokdetermindns pozitiv, ezért a P pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek, amelynek értéke

£(0;0;2) =0*-0-0+0%+2—-2.2=0.
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Kidolgozott feladatok

115. Feladat. Hatarozzuk meg az
flzy;2) =a3 +4° =3y + 22— 22 +1

figgvény lokalis széls6értékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendd parcidlis derivalt fiiggvényei
fola;y; 2) = 32% — 3y
fo(w;y;2) = 3y° — 3
fulasyy2) = 22 - 2.

A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 - 3y=0
3y —3x=0
22 —2=0

egyenletrendszert. Az utols6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 1. Az elsd és
mésodik egyenlet oszthaté 3-mal, igy az

2 —y=0
y2—x:O

egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbsl y = x? adédik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

(*)?—2=0 = at — 2 =0.

Az egyenletbdl z-et kiemelve
r-(x3—-1)=0

adédik, igy 1 = 0 és o = 1. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 1.
Tehdt az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (0;0;0) és
P, =(1;1;1).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y z
1 1" "

Z Tx yT Tz

1 1 1!
M(z;y; z) = Yy zy vy yz

1 1" 1"
z

2T 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
jZ;::: 6z j;% =-3 j;; =0
"o "o "o
yr = —3 yy = 6y ye =0
=0 7y =0 ! =2,
ezért az el6bbi matrix
x Yy oz
x /6x —3 O
M(z;y;2) = y| =3 6y 0
z 0 0 2

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

0 -3 0
M@P)=| -3 00
0 0 2

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve

0 -3
Dg—det< s 0>_0—9_—9.

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor
6 -3 0
MPy)=[ -3 6 0
0 0 2



2. HAROM- ES TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK SZELSOERTEKSZAMITASA 195

A kapott métrix els6 felsd sarokdetermindnsa D1 = 6. A mdsodik bal felsé
sarokdetermindns

6 —3
Dz—det<_3 6>—36—9—27.
A harmadik bal fels6 sarokdeterminans
6 -3 0
D3 = det -3 o 0 =92. (_1)6 . (36 _ 9) = 54.
0 0 2

Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P» pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek, amelynek értéke

fLL1)=134+13-3-1-14+12-2-1+1=—1.
116. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flrsy;2) =20 4oy + 4% + 22+ 22 + 2

fiiggvény lokalis szEélsdértékeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény els6rend parcialis derivalt fiiggvényei

folwsysz) =4z +y+2

fo(zy;2) = x4 8y

fulzsy;2) = o+ 22.

A lokalis sz€ls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

dr+y+2=0
z+8y=0
r+22=0

egyenletrendszert. A mdsodik egyenletbdl kivonva a harmadikat azt kapjuk,
hogy z = 4y. A masodik egyenletbdl x = —8y adddik. Ezeket behelyettesitve
az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy

—32y +y+4y =0,
igy y = 0. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy z = 0 és z = 0.

Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (0;0;0).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z
v (fh Fhe i
M(z;yiz)= Y| foy Ty Jie
VA
Hesse-féle matrixot. Mivel
Ay 1 v
£l =1 r, =8 1l =0
fn=1 fzoy =0 fr=2,
ezért az el6bbi matrix
x Yy z
x /4 1 1
M(z;y;2) = y|[ 1 8 0
z\1 0 2

lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

41 1
MMP)=|(1 8 0
10 2

A kapott métrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 4, illetve

4 1
Dgzdet(1 8)232—1:31.

A harmadik bal felsd sarokdeterminans
4 1 1

Dy3=det|{ 1 8 0 | =64—-8—-2=054.
1 0 2

Mivel minden bal fels§ sarokdetermindns pozitiv, ezért a P pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek, amelynek értéke

£(0;0;0) = 2.
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117. Feladat. Hatdrozzuk meg az
fz;y;2) = —22 + 62 — 2% — Sy — 42 — dyz

fliggvény lokalis szélsdértékeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsdrend( parcialis derivalt fiiggvényei

fe(@y;2) = —22+6

fo(@y;2) = —4o — 8 — 4z

filayy;2) = =82 — dy.
A lokdlis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény elsd-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

—2x+6=0
—4y—8—-4z=0
—82z—4y =0

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 3. A harmadik
egyenletbdl y = —2z addédik. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe azt
kapjuk, hogy

82—8—42=0 = z=2.

Ezt felhaszndlva y = —4 adddik. Tehat az f fliggvénynek egyetlen staciondrius
pontja van, ami P = (3; —4; 2).

A lokdlis sz€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z

2 1 1

Z Tx YT Tz

1! " 1
M(ﬂﬂ;y;Z):y ffﬂy vy yz

" " "

z zx 2y zz
Hesse-féle matrixot. Mivel
"o no__ "o
Tr — -2 Ty — 0 Tz T 0
no__ "o "o
fya:_o fyy__4 fyz__4

fie =0 fly=—4 fL= -8,
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ezért az el6bbi matrix

M(z;y;2) = y| 0 —4 —4
z\0 -4 -8

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

-2 0 0
M(P) = 0 —4 —4
0 —4 -8
A kapott métrix bal felsd sarokdetermindnsai D = —2, illetve
-2 0
Dz—d6t< 0 _4>—80—8,
tovabba a harmadik bal felsé sarokdetermindns
-2 0 0
D3 = det 0 -4 —4 | =-64432=-32.
0 -4 -8

Mivel D; < 0, Dy > 0és D3 < 0, ezért a P pontban lokélis maximuma van
az f fiiggvénynek, amelynek értéke

f(3;—4;2) = -9+ 18 — 32 + 32 — 16 + 32 = 25.

118. Feladat. Legyen x > 0, y > 0 és z € R. Hatdrozzuk meg az

20 50
fayiz)= T+ Sty +e —22+1

Py

fliggvény lokalis szélsdértékeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsdrend parcidlis derivalt fiiggvényei

20
fo(ziy; 2) = 2ty

50
fo(zy;2) = gt

[y 2) = 22— 2.



2. HAROM- ES TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK SZELSOERTEKSZAMITASA 199

A lokdlis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

20 )
= -0
x2+y
50

) +x = 0
Y
22—2=0

egyenletrendszert.

Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = %. Ezt behelyettesitve a masodik
egyenletbe

50
IZ
addédik, ami ekvivalens az
50 4
g tE=0 =~ 4a=0
4 8

egyenlettel. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a k6zos nevezével azt kap-
juk, hogy

—xt 4+ 8r =0 = z-(—2® +8)=0.

Mivel © # 0, ezért x = 2. Ezt felhaszndlva y = 5 addédik. A harmadik
egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 1. Tehat az f fiiggvény staciondrius pontja:
P =(2;5;1).

A lokélis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

" " "
Tz yx Tz

1 1 1
M(z;y; z) = Yy zy vy yz

" " "
zx 2y 2z
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Hesse-féle matrixot. Mivel
! 40 1

zxzﬁ xyzl ;’Z:(]
100
"o "o "o
fy;t_l fyy_? fyz_o
fi=0 fiy =0 f=2,

ezért az el6bbi matrix

x3
M(zyz)=y| 1 42 0
z\0 0 2

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

5 10
MP)=(1 %0
0 0 2

A kapott matrix elsé bal felsé sarokdeterminansa Dy = 5. A mésodik bal felsé

sarokdeterminéans
5 1
Dy = det =4-—-1=3.
1 4
5

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans

510
Dy=det| 1 2 0 | =8-2=6.
0 0 2

Mivel D1 > 0, Dy > 0és D3 > 0, ezért a P pontban lokdlis minimuma van az
f fiiggvénynek, amelynek értéke

f(5;2;1) =10+10+10+1 -2+ 1 = 30.
119. Feladat. Hatdrozzuk meg az
fayy;2) = a® + 4y + 6ay + Ty + 22 — 62

P

figgvény lokalis szEélsdértékeit!
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Megoldas:

Az f fiiggvény elsGrendd parcidlis derivalt fiiggvényei
folw;y; 2) = 3a% + 6y
fl’/(a;;y; z2)=6x+2y+7
fulasy;2) = 22 - 6.

A lokalis szEls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 4+ 6y =0
6z +2y+7=0
22—6=0

egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 3. A masodik
egyenletbdl kifejezve az y ismeretlent

y=—3x—3,5
adddik. Ezt behelyettesitve az elsé egyenletbe azt kapjuk, hogy
302 -182-21=0 =  2*—62-T7=0.

A maésodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

6++36+28 6+8
2 27

T12 =

igy z1 = —1, illetve x5 = 7. Ezt felhaszndlva y; = —0, 5, illetve yo = —24, 5.

Tehat az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (—1; -0, 5; 3)
és Po = (7;—-24,5;3).

A lokélis sz€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcidlis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z
i 1" 1

Z Tz yx Tz

1! " 1
M(@% Z) =Y Ty yy yz
1/ 1/ 1/

z 2x 2y 2z
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Hesse-féle matrixot. Mivel

frn =6 foy =6 fi-=0
fyz =6 Fow = fye =
fie=0 fzy =0 fr==2,
ezért az el6bbi matrix

T Yy =z
z /6x 6 O
M(z;y;2)=y| 6 2 0
z\0 0 2

lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiikk a P; staciondrius pontban, akkor

-6 6 0
M(P) = 6 2 0
00 2
A kapott matrix els6 bal felsé sarokdeterminansa D, = —6.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans

—6 6
D2—d6t< 6 2)-—12—36——48.

Mivel D negativ, ezért a P; pontban nincs szélsGértéke az f fiiggvénynek.
Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor
42 6 0
M(P) = 6 2 0
0 0 2
A kapott métrix els6 fels6 sarokdeterminansa Dy = 42.

A masodik bal felsé sarokdeterminans

42 6
Dg—det< 6 2)—84—36—48.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans

42 6 0
D3 = det 6 0 | =168 — 32 = 136.
0 2

2
0
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Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P» pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek, amelynek értéke
f(7;—24,5;3) = —266, 25.
120. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flriy2) =23 + 93 —9zy 4+ 22 — 4241

fiiggvény lokalis szEélsdértékeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény els6rend parcidlis derivalt fiiggvényei

felxiy: 2) = 32% — 9y

fo(@;y;2) = 3y° — 9z

Siaiysz) = 22— 4.

A lokdlis szélstérték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivélt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -9y =0
3y =92 =0
22—4=0

egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = 2. Az els6 és
masodik egyenlet oszthaté 3-mal, igy az

z? — 3y=20
y2 —3z=0
egyenletrendszert kapjuk. Az elsd egyenletbdl y = % - 22 adédik, amit behe-
lyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy
L4

§-x —3x=0 = 2t — 272 = 0.

Az egyenletbdl x-et kiemelve
z- (23 —27) =0
adddik, igy z1 = 0 és z2 = 3. A megfeleld y értékek y; = 0 és yo = 3.

Tehdt az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P, = (0;0;0) és
P, = (3;3;2).
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

T Y z
1 1" "

Z Tx yT Tz

1 1 1!
M(z;y; z) = Yy zy vy yz

1 1" 1"
z

2T 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
jZ;::: 6z j;% =-9 j;; =0
"o "o "o
yz = —9 yy = 6y ye =0
=0 7y =0 ! =2,
ezért az el6bbi matrix
x Yy oz
x /6x —9 O
M(z;y;2) = y | =9 6y 0
z 0 0 2

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

0 -9 0
M@P)=| -9 0 0
0 0 2

A kapott matrix bal fels6 sarokdetermindnsai D1 = 0, illetve
0 -9
D2—det<_9 0>—0—81——81.
Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor
18 =9 0

MP)=| -9 18 0
0 0 2
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A kapott matrix elsd felsd sarokdetermindnsa D; = 18. A madsodik bal felsé
sarokdetermindns

18 -9
Dg—det< _9 18)—324—81—243.
A harmadik bal fels6 sarokdeterminans
18 -9 0
Ds=det| -9 18 0 =2. (—1)6 - (324 — 81) = 486.
0 0 2

Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P» pontban lokélis
minimuma van az f fliggvénynek, amelynek értéke

f(3:3:2)=324+33-9.3.-3+22-4-241=-30.
121. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flriy;zu) =a? +y? =3z —ay + 22 — 22 +u? —du
fiiggvény lokalis szEélsdértékeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsGrend parcialis derivalt fiiggvényei
fe(@iysziu) =22 -3 —y
fo@y;zu) =2y —x
falzyszu) = 22 — 2
ful@ ys ziu) = 2u — 4.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rend( parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

2 —3—-y=0
20—x =0
22—2=0
2u—4=0

egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy v = 2, mig a har-
madikbdl azt, hogy z = 1. A mésodik egyenletbdl z = 2y adddik, amit behe-
lyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy y = 1. Ezt felhaszndlva © = 2
adodik.

Tehat az f fiiggvénynek egyetlen staciondrius pontja van, ami P = (2;1;1;2).

) Y Y
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A lokdlis szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fliggvényeit, majd az

azokbdl képzett

T

1
T

"

Y Ty
M(z;y;25u) = | o
A1

i

uxr
Hesse-féle matrixot. Mivel
:;/z =2 a,?/y =-1
"o no_
fy.z’ =-1 fyy =2
[l = fi,=0
fuw =0 fuy =0
ezért az el6bbi matrix
T
x 2
y| —1
M (x;y;2) =
z 0
U 0

Yy
"
yr
7
vy
1"
2y
7
uy

1"

Tz T

7
fyz =

z

1
Tz
1"
Yz
1
zZz

"
uz

1"
fZZ =

7
fuz =

N N O O W

N O O O 2

u

1
U
"
yu
"
Zu

"
uu

zu =0
fpu =
fou=0
fiu=2

lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiik a P staciondrius pontban, akkor

A kapott métrix elsd bal felsd sarokdetermindnsa D; = 2.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans

2 -1

D2:d6t<_1 9
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A harmadik bal fels6 sarokdeterminans

2 -1 0
Dy3=det| -1 2 0 | =6
0 0 2
A negyedik bal fels6 sarokdeterminans
2 -1 0 0
_ -1 200 | _ N8 a
Dy = det 0 0 2 0 =2-(-1)°-6 =12.
0 00 2

Mivel minden bal fels§ sarokdetermindns pozitiv, ezért a P pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek, amelynek értéke

f(2,1;1;2)=441-6—-2+1—-2+4—-8=-8.
122. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flziy;2) = 222 + 293 + 2% + 24xy + 22

figgvény lokalis szEéls6érték helyeit!
Megoldas:
Az f fiiggvény elsGrendd parcidlis derivalt fliggvényei

fe(@y; 2) = 4o + 24y

f;(x, y; 2) = 6y° + 24x

filx;y;2) = 22 + 2.

A lokdlis széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény els6-
rendd parcidlis derivalt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

4+ 24y =0
6y> + 242 =0
224+2=0
egyenletrendszert. Az utolsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy z = —1. At els6

egyenletbdl kifejezve az x ismeretlent
r = —6y
adodik. Ezt behelyettesitve az elsd egyenletbe azt kapjuk, hogy
6y> — 144y = 0 = 6y - (y —24) =0,
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igy y1 = 0, illetve yo = 24. Ezt felhaszndlva x; = 0, illetve zo = —144
adaodik.

Tehat az f fiiggvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0; —1) és
Py = (—144;24;-1).

A lokdlis szE€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-

hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z
i 1" "

Z Tz yx Tz

1! " "
M(z;y;2)= Y| Jay Jyy Jyz

i 1" 1

z zx 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
= r, =2 L =0
i, =24 =129 =0
fiw=0 fiy=0 frm=2
ezért az el6bbi matrix
x Yy oz
z /4 24 0
M(z;y;2)= y| 24 12y O
z\0 0 2

lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

4 24 0
MP)=|24 0 0
0 0 2

A kapott matrix elsd bal felsd sarokdeterminansa Dy = 4.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans

4 24
Dg—det< 924 0)——576.

P

Mivel D5 negativ, ezért a P; pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
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Ha az M miétrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

4 24 0
M@P)=| 0 288 0
0 02

A kapott métrix elsd fels6 sarokdetermindnsa D = 4.
A madsodik bal fels6 sarokdeterminans

4 24
Dy = det < 0 288 > = 11152.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans

4 24 0
D3=det| 0 288 0 | =2304.
0 0 2

Mivel minden bal felsé sarokdetermindns pozitiv, ezért a P» pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek.

123. Feladat. Hatarozzuk meg az
flzyy; z3u) = 22 + 9% — 6zy + 2% — 42 +u? — 6u

Py

fliggvény lokalis sz€lsdérték helyeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény elsdrend parcialis derivalt fiiggvényei
fola;y; zu) = 32% — 6y
fo(@;y; 25u) = 2y — 62
fulwys zu) = 22— 4
ful@y; z3u) = 2u — 6.

A lokalis szélsdérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény els6-
rendd parcialis derivalt fiiggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 -6y =0
2y —6x =0
22z —4=0

2u—6=0
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egyenletrendszert. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy v = 3, mig a har-
madikbdl azt, hogy z = 2. A mdsodik egyenletb6l y = 3z adddik, amit behe-
lyettesitve az els$ egyenletbe azt kapjuk, hogy

322 — 18z =0 = 3z - (z —6) =0.

Ezt felhaszndlva y; = 0, illetve y» = 18 adddik.

Tehat az f figgvénynek két staciondrius pontja van. Ezek P; = (0;0;2;3),
illetve P, = (6;18;2;3).

A lokdlis szE€lséérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrend( parcialis derivalt fliggvényeit, majd az
azokbol képzett

x Y z U

1 1 1 1
T yx Tz Tu

" i i 1"
Yy Yy vy yz yu

M(CUQ Y; z; U) = " " " 1"
z zZxr zY zZz zZUu

u " " " 1"
uxr uy uz uu

Hesse-féle matrixot. Mivel

glv/:r:6x f:gy:_6 ale/z:O f:)lslu:()
"o __ "o "o "o _
ye = —6 yy = 2 yz =0 yu =0
2 =0 7y =0 e =2 2 =0
fuz =0 fuy =0 fuz=0 fuw =2

ezért az el6bbi matrix

y
M (x;y; 2) =
z

|

o

)
NN O O R
v O o o g
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lesz. Ha az M maétrixot kiértékeljiik a P; staciondrius pontban, akkor

0 -6 0 0
6 2 0 0
M(P) = 0 0 2 0
0 00 2

A kapott matrix els6 bal felsé sarokdeterminansa D; = 0.
A masodik bal felsé sarokdeterminans

0 —6
D2_det<_6 2>_—36.

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» staciondrius pontban, akkor

36 -6 0 0
6 2 0 0
M(P,) = 0 0 2 0
0 0 0 2

A kapott métrix els6 bal fels6 sarokdeterminansa Dy = 36.

A masodik bal felsé sarokdeterminéans

36 —6
Dg—det<_6 2)—36.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans

36 —6 0
Dy=det| -6 2 0 |=2-36="12.
0 0 2

A negyedik bal felsd sarokdetermindns

36 =6 0 0
-6 2 0 0

Dy = det 0 0 2 0 =272 =144.
0 0 0 2

Mivel minden bal fels§ sarokdetermindns pozitiv, ezért a P, pontban lokalis
minimuma van az f fiiggvénynek.
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124. Feladat. Hatdrozzuk meg az
flrsy;2) =2° =3z 4+ =3y + 22— 22+ 1

figgvény lokalis szEélsdérték helyeit!
Megoldas:
Az f fuggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei

folasy;2) = 32" =3

fo(@y;2) = 3y* — 6y

fulasy;2) = 22 — 2.
A lokdlis széls6érték létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény elsd-
rendd parcidlis derivdlt fliggvényei nulldk legyenek, igy meg kell oldanunk a

322 —-3=0
3y —6y =0
22 —2=0

egyenletrendszert. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 41, a misodik
egyenletbdl azt, hogy y = 0, illetve y = 2, mig az utolsé egyenletbdl azt, hogy
z = 1. Tehat az f fiiggvénynek négy staciondrius pontja van. Ezek

P=(1;0;1)P5 = (=1;0;1)
Py = (L,2;1)Py = (=1;2;1).

A lokalis szélsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatarozzuk az f fiiggvény masodrendd parcialis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

x Y z
i 1" "

Z Tx yx Tz

1! " "
M(z;y;2)= Y| Jay Jyy Jyz

i 1 1"
z

2T 2y 2z
Hesse-féle matrixot. Mivel
1! 1 1!
xxr — 6z xy — xz — 0
1! 1 1!
fymzo fyyzﬁy_G fyzzo

[l =0 fiy =0 fr=2,
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ezért az el6bbi matrix

T Y z
T [ 6x 0 0
M(z;y;2) = y| 0 6y—6 0
z\0 0 2
lesz. Ha az M matrixot kiértékeljiikk a P; staciondrius pontban, akkor
6 00
MP)=10 —6 0
0 0 2

A kapott matrix elsd bal felsé sarokdeterminansa D = 4.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans

6 O
Dz—det< 0 —6 > = —36.

Mivel D5 negativ, ezért a Py pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a P» pontban, akkor

6 0 0
M®P)=|0 6 0
00 2

A kapott matrix elsé felsd sarokdetermindnsa D; = 6.

A masodik bal felsé sarokdeterminans

6 0
Dg—det<0 6)—36.

A harmadik bal fels6 sarokdeterminans

6 0 0
D3=det| 0 6 0 | =T72.
0 0 2

Mivel minden bal felsé sarokdeterminans pozitiv, ezért a P» pontban lokélis
minimuma van az f fiiggvénynek.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a Ps staciondrius pontban, akkor

—6 00
M@P)=| 0 —6 0
0 0 2
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A kapott métrix elsd bal felsd sarokdetermindnsa D; = 4.

A masodik bal felsé sarokdeterminans

6 0
Dg—det< 0 _6>—36.

A harmadik bal felsé sarokdetermindns
-6 0 0
D3 = det 0 -6 0 | =72
0 0 2
Tehét a Ps pontban nincs szEélsdérték.

Ha az M matrixot kiértékeljiik a Py staciondrius pontban, akkor

-6 0 0
M(Py) = 0 6 0
0 0 2
A kapott matrix els bal fels6 sarokdetermindnsa D = —6.

A masodik bal fels6 sarokdeterminans

—6 0
Dg—det< 0 6>——36.

P

Mivel D5 negativ, ezért a P, pontban nincs szélséértéke az f fiiggvénynek.
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2.7. Feltételes szélsoértékszamitas

Elméleti 6sszefoglalo

Feltételes széls6érték meghatarozasakor bizonyos értelmezési tartomanyra vo-
natkoz6 feltételeket is figyelembe vesziink a szélséérték meghatarozasahoz.

2.7.1. Definicié. Tekintsiik az f: D C R™ — R differencidlhato fiiggvényt és
ag;: D C R* — R differencidlhat6 fiiggvényeket, ahol ¢ = 1,...,m < n.
Ekkor az

LA, A2,y A, @1, T2« oy @) = A1 - g1(21, 22, ..o, Zp )+
+ A2 go(x1, 29, ..y Tpn) + .. F
+ A gm(T1, T2, -y Tn)F
+ f(z1,22,...,2p)

fliggvényt Lagrange-fiiggvénynek nevezzik.

P

2.7.2. Tétel. (lokalis sz€lsGérték 1étezésének sziikséges feltétele)
Tekintsiik az f: D C R™ — R differencialhaté fiiggvényt, tovabba legyenek
g;: D C R" — R differencidlhat6 fiiggvények, ahol i = 1,...,m < n.

Ha az f fiiggvénynek a P € D pontban a

feltételek mellett lokalis szélsGértéke van és a g; ,feltételek” (i = 1,...,m)
egymadstol fiiggetlenek, azaz a

(91)e, (P) o (g1), (P)

(gm)e,(P) - (gm), (P)

matrix rangja m, akkor létezik olyan () € R™ pont, hogy a Lagrange-fiiggvény
els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei a (Q; P) € R™ x D pontban nulldk.

P

2.7.3. Tétel. (lokalis sz&lsGérték 1étezésének elégséges feltétele)
Tekintsiik az f: D C R™ — R kétszer differencidlhaté fiiggvényt és legyenek
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minden ¢ = 1,...,m < nesetén g;: D C R™ — R kétszer differencidl-
hat6 fiiggvények. Tegyiik fel, hogy a (Q; P) € R™ x D pontban a Lagrange-
fliggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei nulldk valamint a

(91),(P) oo (91, (P)

(Gn),(P) - (gm)h(P)

matrix rangja m. Tekintsiik az L fiiggvény masdorend(i parcidlis derivalt fiig-
gvényeibdl képzett

M(Q;P) =
LY 5, (@ P) oo LY\ (Q;P) LY . (@;P) ... LYy, (Q;P)
I (QP) . LU (@P) L (Q:P) ... Ll (Q:P)
L7, (@;P) .. Li, (Q;P) Ly, (QP) ... Ly, (Q;P)
' (QP) ... L', (QP) L', (QP) ... L', (Q:P)

matrixot. Jelolje D; az M (Q; P) matrix bal fels6 sarokdetermindnsait.

Ha (—1)" - D; > O minden j = 2m + 1,...,n + m esetén, akkor az f
fiiggvénynek a P pontban lokdlis minimuma van a megadott feltételek mellett.

Ha (—1)™% . D; > O minden j = 2m + 1,...,n + m esetén, akkor az f
fliggvénynek a P pontban lokélis maximuma van a megadott feltételek mellett.

2.7.4. Megjegyzés. Feltételes szEé1sGérték meghatarozasa a gyakorlatban:

1. Meghatdrozzuk a 2.7.1 médon definiélt Lagrange-fiiggvényt.

2. Kiszamoljuk a Lagrange-fiiggvény elsérendi parcialis derivalt fiiggvényeit.

3. Az elsdrendd parcidlis derivalt fiiggvényeket egyenldvé tessziik nulldval és
megoldjuk a kapott m + n darab ismeretlent tartalmazé egyenletrendszert.
Az egyenletrendszer megoldasvektordnak utolsé n koordindtdibdl képzett
pontok az f fiiggvény lehetséges sz€lsdértékei, mas szdval staciondrius pon-
tjai.

4. Megkonstrudljuk a Lagrange-fliggvény mdasodrendd parcidlis derivélt fiig-
gvényeibdl all6 2.7.3 tételben szerepld matrixot, amit kiértékeliink azon sta-
ciondrius pontokban, amelyekben a 2.7.2 tételben szerepl matrix rangja m
és alkalmazzuk a 2.7.3 tételt annak eldontésére, hogy a staciondrius pontban

7z

van-e sz€ls6érték és ha igen, milyen tipusu.
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2.7.5. Megjegyzés. Tekintsiik azt a specidlis esetet, amikor az (z;y) — f(z;y)
fiiggvény kétvaltozos és egyetlen g(z; y) = 0 feltételiink van. Ekkor a (feltéte-
les) széls6érték meghatarozasa az alabbi mddon torténik.

1. Meghatdrozzuk az
L(Xzsy) = A g(zy) + f(a59)

Lagrange-fiiggvényt.
2. Kiszdmoljuk a Lagrange-fiiggvény elsérend parcidlis derivalt fiiggvényeit.

3. Az els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényeket egyenldvé tessziik nulldval,
azaz megoldjuk a

LA(\z;9) =0
Li(Azy) =0
Li,(\ay) =0

egyenletrendszert. Legyen az egyenletrendszer megolddsa, azaz a staciona-
rius pont (Ao; Zo; Yo)-

4. Megkonstrudljuk a Lagrange-fliggvény mdasodrenddi parcidlis derivalt fiig-
gvényeibdl allé
L (Nasy) LY, (M) LY, (Aasy)
M(Nzy) = | LLhNzy) Li,(hasy) LY, zy)
Liy(sasy) Ly (Nasy) Ly (A2 y)
matrixot. Kiértékeljiilk a métrixot a staciondrius pontokban. A 2.7.3 tételben
n=28&m=1,ezért 2m + 1 = 3 ésn + m = 3, tehat csak a
LY\(hoszo; o) LY, (Ao; o3 mo) LY, (Mo zo; o)
D3 =det | Ly (Xoszoiyo) Lgz(Moizosvo)  Liy(Aoi o3 yo)
Ly (o5 o3 yo)  Liyy(Aoszos yo) Ly, (Aos 203 9o)

determindnst kell tekinteniink.

Ha (—1)! - D3 > 0, azaz D3 < 0, akkor az f fiiggvénynek az (zo;yo)
pontban lokdlis minimuma van.

Ha (—1)!™3 . D3 > 0, azaz D3 > 0, akkor az f fiiggvénynek az (z¢; o)
pontban lokdlis maximuma van.
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2.7.6. Példa. Hatdrozzuk meg az f(z;y) = x+y fliggvénynek az 2% +y? = 50
feltétel mellett a lokdlis szélsdértékét!

Megoldas:
Legyen g(x;y) = 22 + y? — 50. A Lagrange-fiiggvény
LAzy) = A-g(asy) + f(zy) = A~ (@® +y° = 50) + o +y =
A 224Ny 50Ntz +y.

Az L fiiggvény elsérendi parcidlis derivilt fliggvényei
ANz y) = 22 + 4% — 50
L(\szyy) =2 z + 1
L;()\; x;y) =2y + 1.

Tehat az
22+ 22 =50
22X +1=0
22y+1=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A misodik egyenletbdl z = —3, a harmadik egyenletbdl y = —; adddik.

Ezeket behelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy

! + L 50
4XN2 402 T
Tehat
)\2
5 =50 = A% =100,
igy A = %0 és \g = —%. Tehdat x; = —5é&sys = —5,illetve xro =5ésy =5
adddik.

Tehdt a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontjai (Q1; Py) = (14;—5; —5) és
(Q2; P2) = (—15:5;5).

A feltételes széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény masodrend( parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
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azokbdl képzett
A x Y
AL\ (Nasy) LY, (Nasy) LY, (Nizyy)
M(\zy) = o | Lii(Nhasy)  Ly,(hasy) LY, (A 23y)
y \Lyn(Nasy) Ly (Nasy) Ly, (Aasy)

matrixot. Mivel

DNay) =0 Ne(Nimy) = 2 Ny(Xs ) = 2y
mNzy) =2 Ly, (Aay) = 2A Ny(Xszsy) =0
mzy) =2y Ly (Aasy) =0 Ly, (A my) = 2,
ezért az el6bbi matrix

ATy

A/0 22 2y

M\zy)= x| 22 2X\ 0

y \2¢ 0 2

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q1; P1) staciondrius pontban, akkor

0 —10 —10
M(Qy;P)=| —10 i 0
-10 0 %

Mivel az M (Q1; Py) métrix determindnsa

0 —10 —10
Dy =det | —10 : 0 | =-40<0,
-10 0 %

ezért a 2.7.5 megjegyzés szerint az f fiiggvénynek minimuma van a P, =
(—5; —5) pontban. A minimum érték

f(=5;—=5) = —10.
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Ha az M matrixot kiértékeljiikk a (Q2; P») staciondrius pontban, akkor

0 10 10
. _ 1
M(Q2; )= | 10 —¢ 0
1
10 0 -}
Mivel az M (Q2; P») métrix determindnsa
0 —-10 -10
Dy=det| =10 §f 0 | =40>0,
1
10 0 }

ezérta 2.7.5 megjegyzés szerint az f fiiggvénynek minimuma van a P, = (5;5)
pontban. A minimum érték
f(5;5) = 10.
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Kidolgozott feladatok

125. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 2% + y fiiggvénynek az x —y = 0
feltétel mellett a lokalis szélséértékét!

Megoldas:
Legyen g(x;y) = x — y. A Lagrange-fiiggvény
Lzy) = A-glasy) + flay) = A- (@ —y) +2” +y =
=Az—Xy+a®+y.

Az L fiiggvény els6rendi parcidlis derivalt fliggvényei
Ly(\ziy) =2 —y
L(\zy) =N+ 2z
L,(\z;y) = =A+ 1.

Tehat az
z—y=20
A+2z =0
-A+1=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A harmadik egyenletbdl A = 1 adddik. Ezt behelyettesitve a masodik egyen-

letbe azt kapjuk, hogy z = —%. Az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = —%.

Tehat a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja (Q; P) = (1; —%; —%)

7z

A feltételes szElsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény mdsodrend parcidlis derivélt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Yy
A L\Ksmy) LY (Nasy) LY (A2 y)
M(N\zy) = = | Li(Nasy)  Ly,(hay) LY, (A 23y)
y \ Ljpn(Nasy)  Lyg(ANzyy) Ly, (Aaiy)
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maétrixot. Mivel
aiasy) =0 Ne(Nay) =1 wwy) = —1
Nasy) =1 Ly, (Aa;y) =2 Ny(Xiasy) =0
wNzy)=-1 L (Noy) =0 Ly, (\zy) =0,

ezért az el6bbi matrix

ATy

A/0 1 -1
MNzy)=2x| 1 2 0
y\-1 0 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

01 -1
M@QP)=| 12 o0
~10 0

Mivel az M (Q; P) métrix determindnsa

01 -1
Dy=det| 1 2 0 |=-2<0,
-1 0 0

. .. P .. o 1. 1 ..
ezért az f fliggvénynek minimuma vana P = (—5; — 5) pontban. A minimum

érték
/ 1 1y 1 1 1
27 2) 4 2 4

126. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = x -y fiiggvénynek az z +y = 100
feltétel mellett a lokélis szEélsGértékét!

Megoldas:
A feladat feltétele szerint

r4+y=100 =  x+y—100=0,

igy legyen g(z;y) = = + y — 100.
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A Lagrange-fiiggvény

LN ay) = X-g(zsy) + flasy) =X (e +y—100) + 2 -y =
=Ax+Ay—10A+2x-y.

Az L fiiggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei
L\(\;23y) = 2 +y — 100
LN asy) =X +y
L,(\z;y) = A+ .

Tehat az
r+y—100=0
A+y=0
Atx=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.
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A masodik egyenletbdl kivonva a harmadik egyenletet azt kapjuk, hogy y = .
Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe 2x = 100 adédik, igy = 50, ami azt
jelenti, hogy y = 50 és A = —50. Tehat a Lagrange-fiiggvény stacionarius

pontja (Q; P) = (—50;50; 50)

A feltételes széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsahoz meg-
hatdrozzuk az L fliggvény mdsodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit, majd az

azokbdl képzett
A x Y
AL (N asy) LY, (Nsasy) LY, (A2 y)
MX\zy) = | Liy(hsoyy) L, (Nasy) LY, (Asay)
y \Ljnasy) Ly (Aszyy) Ly, (Aaiy)
matrixot. Mivel
s zy) =0 Ne(Xsasy) =1 hiay) =1
mXzy) =1 Ly, (Na3y) =0 whmy) =1

mdszy) =1 Ly, (Nzy) =1 Ly, (X z;y) =0,
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ezért az el6bbi matrix

A x oy
A/0 1 1
MNzy)=z|1 0 1
y\1 1 0
lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor
0 1 1
M@P)=|10 0
1 10
Mivel az M (Q; P) métrix determindnsa
0 11
D3=det| 1 0 0 | =2>0,
1 10

ezért az f figgvénynek maximuma van a P = (50; 50) pontban. A maximum
érték £(50;50) = 2 500.

127. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x;y) = 2% +y? fiiggvénynek az z +y = 8
feltétel mellett a lokalis szélséértékét!

Megoldas:
Legyen g(x;y) = x + y — 8. A Lagrange-fiiggvény
Lzy) = A-glasy) + f(ay) = A- (@ +y - 8) +a® +3° =
=X-z+ X -y—8\+22+42

Az L fiiggvény els6rendi parcidlis derivalt fliggvényei
LA\(\zy)=x+y—8
L.(\zy) = A+ 22
L, (A zy) = X+ 2y.

Tehat az
r+y—8=0

A+2z=0
A4+2y=0
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egyenletrendszert kell megoldanunk.

Kivonva a masodik egyenletbdl a harmadikat, akkor azt kapjuk, hogy = = y.
Ezt az els6 egyenletbe behelyettesitve x = 4 adddik, igy azt kapjuk, hogy
y = 4. A mésodik egyenletb6l A = —8 kovetkezik.

Tehat a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja (Q; P) = (—8;4;4)

A feltételes szElsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk az L fliggvény masodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Y
A (LN my) LY (o) LY, (A 73 y)
M\zy) = | Lix(Nasy) L, (Nayy) LY, (Aszyy)
y \ LpnNwsy) Ly (ANszyy) Ly, (A2 y)

matrixot. Mivel

DAiTy) =0 Ne(Nmy) =1 Ny(Xsmiy) =1
Li\(\my) =1 Ly, (X a5y) =2 L5, (\zy) =0
mAzy) =1 Ly (Nziy) =0 Ly, (X zy) = 2,
ezért az el6bbi matrix

Az oy

A/0 101

MNzy)=2x| 1 2 0

y\1 0 2

lesz. Ha a matrixot kiértékeljik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor



226 2. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALSZAMITASA
ezért az f fiiggvénynek minimuma van a P = (4;4) pontban. A minimum
érték
f4;4)=4%+4*=32.
128. Feladat. Egy téglatest térfogata 64 cm®. Hatdrozzuk meg az éleit gy,
hogy a felszine a lehetd legkisebb legyen!
Megoldas:
Legyenek a téglatest élei a, b és c. Ekkor a térfogata
V=a-bc=64.
Legyen g(a;b;c) = a-b-c — 64. A téglatest felszine
A(a;bje) =a-b+a-c+b-c.
A Lagrange-fiiggvény
L(X\;a;b;¢) = X-g(a;b;¢) + A(a; b;c) =
=X(a-b-c—64)+a-b+a-c+b-c=
=Xa-b-c—64\+a-b+a-c+b-c
Az L fiiggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei
L\(\;a;b;¢) =a-b-c— 64
Li(N\a;b;e)=N-b-c+b+c
Ly(\;a;b;¢) =N-a-ct+a+c
L.(\ja;b;¢) =X-a-b+a+b.

Tehat az
a-b-c—64=0

Ab-c+b+c=0

Aa-ct+a+c=0

Ara-b+a+b=0
egyenletrendszert kell megoldanunk.

Kivonva a méasodik egyenletbdl a harmadikat, akkor azt kapjuk, hogy
Ac-(b—a)+b—a=0,

(b—a)-(A-c+1)=0.
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Ez csak gy lehet, hab = a vagy A- ¢+ 1 = 0, azonban ha A - ¢+ 1 = 0, akkor
a harmadik egyenletbdl ¢ = 0 adédik, ami nem lehetséges.

Kivonva a méasodik egyenletbdl a negyediket, akkor azt kapjuk, hogy

Ab-(c—a)+c—a=0,

igy
(c—a)-(A-b+1)=0.

Ez csak tgy lehet, ha c = a vagy A-b+ 1 = 0, azonban ha A - b+ 1 = 0, akkor
a negyedik egyenletbdl b = 0 adédik, ami nem lehetséges.

Tehat azt kaptuk, hogy a = b = c. Ezt behelyettesitve az elsd egyenletbe

a*=64 =a=4

adaddik, igy a = b = ¢ = 4. A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = —%.
Tehat a Lagrange-fiiggvény staciondrius pontja (Q; P) = (—%; 4;4; 4)

A feltételes széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsahoz meg-

hatarozzuk az L fliggvény masodrend( parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A

a b c
X (LY (Nasbie) LY, (Nasbie) LY (Nsa;be) LY (A a;b;c)
a| LI\(Nasbie) Ly, (ANasbe) LY, (Aasbie) Ly (A a;b;e)
M()\’a7 b, C) = " i " i
Ly\(Maybse) Ly (Naybse)  Ly(Maybie) Ly (Aa;bsc)
c \L,(Nja;b;e) LY, (Naybse) LY (Naybie) LI(Aa;b;e)
matrixot. Mivel
(Asazbye) =0 Na(Nsasbie)=b-c
" aybie)=b-c L (Xa;b;¢) =0
hW(\azbie)=a-c mXasbie)=X-c+1
r(\sazbie)=a-b LY (Nsa;b;c) =A-b+1
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és
(A a;bsc) = N.(N\asbsc) =
L (N a;b;¢) = LY (Na;b;e) =X-b+1
wAazb;e) =0 v(Aasbie)=X-a+1
LN asbse) =X-a+1 L (X;a;b;¢) =
ezért az el6bbi matrix
A a b c
A/ O b-c a-c a-b

b-c 0 Arc+1 A-b+1
a-c Ac+1 0 Ara+1
c\a-b A-b+1 MN-a+1 0

S|

M(X\;a;b;¢) =

lesz. Ha a mtrixot kiértékeljiik a (Q; P) = (—31;4;4;4) staciondrius pontban,
akkor
0 16 16 16

6 0 -1 O
16 -1 0 -1
6 -1 -1 0

M(Q; P) =

A 2.7.3 tételben m = 1 és n = 3, ugyanis egy feltétel van és 3 viltozds a
fliggvény, igy a D3 és D, sarokdetermindnsokat kell kiszdmolnunk. A Dj
sarokdeterminéns értéke

0 16 16
Dy=det| 16 0 -1 | =-512.
16 -1 0
A
0 16 16 16

16 0 -1 0
16 -1 0 -1
16 -1 -1 0

Dy = det

determinéns értékének kiszdmoldsdhoz el6szor a harmadik sorbdl vonjuk ki a
masodik sort és a negyedik sorbdl vonjuk ki a masodik sort. Ekkor azt kapjuk,
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hogy
0 16 16 16 0 16 16 16
6 0 -1 0 6 0 -1 0
det = det
6 -1 0 -1 0o -1 1 -1
6 -1 -1 0 6 -1 0 0
A kapott determindnst a negyedik sora szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
0 16 16 16
6 0 -1 0 0 16 16
Dy = det =—1(-1)%det | 16 =1 0 | =-512
0 -1 1 -1 0 1 9

6 -1 0 O
Mivel (—1) - D3 = 512 és (—1)' - Dy = 512, igy D3 > 0 és Dy > 0, ezért az
A fiiggvénynek minimuma van a P = (4; 4;4) pontban. A minimum érték
A(4;4;4) = 32 + 32+ 32 = 96 cm?.
129. Feladat. Hatarozzuk meg az
f(z;y; 2;u) = 2% 4 2y + 2° 4 6u
fuggvénynek a 2x + y — z = 20 és —y + u = 40 feltételek mellett a lokalis

P

szE€lséértékét!
Megoldas:
Legyen gi(z;y;z;u) = 20 +y — 2z — 20 és ga(w5y525u) = —y +u. A
Lagrange-fiiggvény
LA Ay sy z3u) = A1 g1 (@3 ys 25 u)+
+ A1 g2(@sys zu) + flasy; zu) =
=A-2e4+y—2-20)+ X (—y+u—40)+
+ 2% + 2y + 2% + 6u.
A zér6jeleket felbontva
LA Asx5y52;u) =20 -2+ A1 -y — A1 -2 — 20\ —
—Xo -y + Ao u—40Xg + 2% + 2y + 22 + 6u
addédik. Mivel az

<(gl); (1) (91)% (91 ) _ ( 2 1 -1 0>

(92)7 (92)y (92). (92)y,
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matrix rangja 2, ezért alkalmazhat6 a 2.7.2 tétel.

Az L figgvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei

Ly (A A5 a5 25u) =20 +y — 2 — 20
Ly, (M Ags w395 25u) = —y 4+ u — 40
Ly (M A; a5 y5 25u) = 201 + 22

Ly, (A Ay sy z3u) = Ay — Ag + 2
Lo (s Aos sy 25u) = — A + 22

Ll (A1 Aos 2395 23u) = Ao + 6.

A sz81s6érték 1étezésének sziikséges feltétele szerint az L fiiggvény elsdrendi
parcidlis derivélt fliggvényeinek nulldnak kell lenni, igy az

20 4+y—2—-20=0
—-y+u—40=0
2\ +2x =0
Al—A+2=0
A +22=0
A+6=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

Az utols6 egyenletbdl Ao = —6 adddik. Ezt behelyettesitve a negyedik egyen-
letbe azt kapjuk, hogy Ay = —8. Ezt behelyettesitve az 6todik egyenletbe
z = —4 adédik.

A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy x = 8, az els6bdl pedig azt, hogy
y = 0, végiil a masodik egyenletbdl azt, hogy u = 0.

Tehat Q = (—8; —6) és P(8;0; —4;0), igy a Lagrange-fiiggvény staciondrius
pontja (Q; P) = (—8; —6;8;0; —4;0).

A feltételes széls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény masodrend( parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
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azokbdl képzett

M(Ai; Aoy 3y 23 u) =

A1
A2

A1

"
L)\1)\1

"
L)\Q)q

"
L:v)q

"
Ly/\1
"
Lz)q

"
Lu)\l

i
L)\l)\z

i
L A2 A2

L//

TA2

"
Ly>\2

l
Lz)\g

L//

U

A2

Az

Aoz

L
r,
L%,
Lig

"
L>\1y

Loy
r,
Ly
I,

i
Ly,

Y

"
L)\lZ

LI/

Aoz

Ly
L,
L7,
L

matrixot. A megfeleld derivaltakat kiszdmolva az el6bbi matrix

A1
A2

M(Ai; Ao; @395 23u3v) =

lesz. Ha a matrixot kiértékeljik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

M(Q; P)

= = O O

O O O N O N

o O O O

S N O O O

o O o O

o O o O = O

S N O O O

o O O o = O -

u
L//

Ay

L//

A2

L//

ru

"
Ly,

L//

zZu

L/l

uU
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Mivel a 2.7.3 tételben most n = 4 és m = 2, ezért a D5 és Dg determinansokat

kell kiszamolnunk.
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A
0 2 1 -1
0 0 -1 0
Dy = det 1 2 0 0
1 -10 0 O

-1 00 0 2
determindns értének kiszamoldsdt a mdsodik sor szerinti kifejtéssel végezziik:
0 0 2 -1
1 02 0
-1 0 0
-1 0 0 2

A kapott determindnst a masodik oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
0 2 -1
D5 = (—1)° - det 12 0
-1 0 2
A kapott matrix determindnsét Sarrus-szaballyal szdmolva
Ds=-1-(0-6)=6.

A
0 2 1 -1 0
0 0 -1 0 1
1 2 0 0 0
Dg = det
1 -1 0 0 00
-1 0 0 0 2 0
0 1 0 0 0 0

determindnst az utolsé sor szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
02 1 -10

00 -1 01
Dg = (—1)% - det 12 00
10 0 0
-1 0 2 0
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A kapott determindnst a mdsodik sora szerint kifejtve

0 2 1 -1
Do= (-1 det| 20 Y
1 0 0 0
-1 0 O 2

adddik. A kapott determindnst a harmadik oszlopa szerint kifejtve azt kapjuk,
hogy

1 20
Dg = (—1)- (=1)*- det 1 00 |=4
-1 0 2

Mivel (—=1)? - D5 > 0és (—=1)% - Dg > 0, ezért az f fiiggvénynek minimuma
van a P = (8;0; —4; 0) pontban. A minimum érték

f(8:0;—4;0) = 8 4 (—4)% = 80.

130. Feladat. Hatérozzuk meg az f(z;y) = 22 + xy + y? fiiggvénynek az
x? + 3% = 8 feltétel mellett a lokalis szélsGértékét!

Megoldas:
Legyen g(x;%y) = 2 + 32 — 8. A Lagrange-fiiggvény
LNzy) = A-glzy) + flay) = A (2" + > —8) + 2 + oy +y° =
=X 22+ NP =8N+ 2 +ay + 92

Az L fiiggvény els6rendd parcidlis derivalt fiiggvényei
Lh\(\imyy) =2 +y° -8
L (\;zyy) =2 \r + 22 +y
L;()\; x;y) =2 \y + = + 2y.

Tehat az
2 +y?—8=0

2xx+2x+y=0
2 y+z+2y=0

egyenletrendszert kell megoldanunk.
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A miésodik egyenletbdl
y=—2x—2\z

adédik. Ezt behelyettesitve a harmadik egyenletbe azt kapjuk, hogy
4 r —ANr 4+ —dx — A =0,

igy az

—8Az — 3z — 4N’z =0
egyenlethez jutunk, amibdl z-et kiemelve az

z-(—8\ =3 —4)X%) =0
egyenlet adodik. Egy szorzat csak gy lehet zérus, ha valamelyik tényezdje
zérus, igy azt kapjuk, hogy = = 0 vagy 4\ + 8\ + 3 = 0.

Ha x = 0, akkor a masodik egyenletbdl y = 0 kovetkezik, ami ellentmondast
ad az elsé egyenlettel.

Ha 4)\2 +8)\+3 = 0, akkor a misodfoki egyenlet megoldéképletét alkalmazva

84++64—48 844
2 8

A2 =

adédik, gy A1 = —3, illetve Ay = —3.

Ha \; = — %, akkor a masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
—x+2x+y=0 = Y= -z,

igy az els6 egyenletbdl z2 = 4, azaz x = 42 adédik. Ha x = 2, akkor y = —2,
illetve ha x = —2, akkor y = 2.

Ha Ay = — % akkor a méasodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
—3z+2x+y=0 = Y=z,

igy az elsd egyenletbdl 22 = 4, azaz x = +2 adédik. Ha = 2, akkor y = 2,
illetve ha x = —2, akkor y = —2.

Tehat négy staciondrius pont van, nevezetesen
1 1
(Qu; 1) = <—2;2; —2) (Q2; ) = (-2;—2;2>
1 1
(Q3; P3) = (2;2;2> (Qa; Py) = <2;—2; —2> :
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A feltételes szElsdérték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz meg-
hatdrozzuk az L fliggvény masodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A T Y
AL\ (Nasy) LY, (Aszyy) LY, (A2 y)

M(\zy) = = | Li(Nasy) Ly, (hay) LY, (N z;y)
y \Lyn(Nasy) Ly (Nasy) Ly, (Aasy)
matrixot. Mivel
wiasy) =0 Ly (Majy) =2z L5, (A asy) =2y
mNmy) =20 Ly, (May) =224+2  LY,(Nzy) =1
mNmy) =2y Ly (Azy) =1 Ly, (Niasy) = 23 + 2,
ezért az elGbbi matrix

A T Y
A/ 0 2z 2y

MXNzy)= x| 2z 2242 1
y \ 2y 1 20+ 2

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q1; P;) staciondrius pontban, akkor

0 4 4
M(Qq; Py) = 41 1
-4 1 1
Mivel az M (Q1; P1) métrix determindnsa
0 4 —4
D3 = det 4 1 1 |=-64<0,
-4 1 1

ezért az f fiiggvénynek minimuma van a P; = (2; —2) pontban. A minimum
érték
f(2;-2) =4.
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Ha az M matrixot kiértékeljiikk a (Q2; P») staciondrius pontban, akkor

0 —4 4
M(Q2;P2) = —4 11
4 11

Mivel az M (Q2; P>) métrix determindnsa

0 —4 4
Dy=det| -4 1 1 |=-64<0,
4

ezért az f fiiggvénynek minimuma van a P, = (2; —2) pontban. A minimum
érték

F(-2;2) = 4.
Ha az M matrixot kiértékeljiikk a (Q3; P3) staciondrius pontban, akkor
0 4 4
M(@Q3P5) =1 4 -1 1
4 1 -1

Mivel az M (Q3; P3) métrix determindnsa

0 4 4
Dy=det| 4 -1 1 |=64>0,
4 1 -1

ezért az f fiiggvénynek maximuma van a P3 = (2;2) pontban. A maximum
érték

£(2;2) = 12.
Ha az M matrixot kiértékeljiikk a (Q4; Py) staciondrius pontban, akkor
0 -4 —4
M(Qs;Py)=| —4 -1 1
—4 1 -1

Mivel az M (Q4; Py) métrix determindnsa
0 -4 —4
Dy=det| -4 -1 1 |=64>0,
-4 1 -1
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ezért az f fiiggvénynek maximuma van a Py = (—2; —2) pontban. A maximum
érték

f(=2;-2) =12.
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2.8. Feltételes szélsoérték gazdasagi feladatokban

131. Feladat. Egy fogyaszté két terméket fogyaszt, ezek X és Y; az X ter-
mékbdl x, az Y termékbdl y darabot. Hasznossagi fiiggvénye

U(z;y) =Inz +y.

Az X termék egységara 20 forint, az Y termék egységdra 100 forint. A fo-
gyaszté pontosan 3000 forintot szeretne kolteni a két termékre. Hatarozzuk
meg, hogy melyik termékbdl hany darabot vdsaroljon, ha azt szeretné, hogy a
haszna a lehetd legnagyobb legyen!

Megoldas:
A feladat feltétele szerint
20x + 100y = 3000.

Az Ul(x;y) fiiggvény sz€lsGértékét keressikk a 20x + 100y = 3000 feltétel
mellett.

Legyen g(z;y) = 20z + 100y — 3 000.
A Lagrange-fiiggvény
L\;xy) =A-g(x;y) + U(x;y) = A - (202 4+ 100y — 3000) + Inz +y =
= 20Ax + 100A\y — 3000\ + Inz + y.
Az L fiiggvény els6rendi parcidlis derivalt fiiggvényei
L\ (\;z;y) = 202 + 100y — 3000

1
L (\;z;y) = 20\ + o

Ly, (A;z;y) = 100X 4 1.

Tehat a
20z + 100y — 3000 = 0
20\ + 1 =0
T
100A+1=0

egyenletrendszert kell megoldanunk. A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
A=— ﬁ. Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy

11,
x 5
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igy x = 5. Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe
100 + 100y = 3000 = y =29
adodik. Tehdt a staciondrius pont (Q; P) = (—ﬁ; 5; 29)

A feltételes sz€lsoérték 1étezésének elegendo feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fiiggvény masodrendi parcidlis derivalt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Yy
A L\Ksmy) LY (Nasy) LY (A2 y)
M(\zy) = = | Lii(Nhasy) Ly, (hay) LY, (N 23y)
y \LjpnNasy)  Lyg(Nzyy) Ly, (Aaiy)

matrixot. Mivel

Aszy) =0 YA 5 y) = 20 Yy (X5 ;) = 100
1
(x5 y) =20 Lyy(Nwiy) = —— Yy(Niwiy) =0
Lyy(\z;y) =100 Ly, (Ax59) =0 Ly, (Xa;y) =0

ezért az el6bbi matrix

A T Y
A/ O 20 100

MX\zy)= x| 20 -5 0
y\100 0 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

0 20 100
M(Q; P) = 20 —5 0
100 0 0

Mivel az M (Q; P) matrix determindnsa
0 20 100
1 —
20— 0 | =400 >0,
100 0 0
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ezért az U fliggvénynek maximuma van a P pontban. Tehét az X termékbdl 5
darabot, az Y termébdl 29 terméket kell fogyasztanunk ahhoz, hogy a haszon a
lehet6 legnagyobb legyen.

132. Feladat. Egy fogyaszt6 két terméket fogyaszt, ezek X és Y; az X ter-
mékbdl z, az Y termékbdl y darabot. Hasznossagi fiiggvénye

Ulz;y) = zy.

Az X termék egységara 20 forint, az Y termék egységara 20 forint. A fogyaszté
pontosan 1 000 forintot szeretne kolteni a két termékre. Hatarozzuk meg, hogy
melyik termékbdl hany darabot vasaroljon, ha azt szeretné, hogy a haszna a
lehet6 legnagyobb legyen!

Megoldas:
A feladat feltétele szerint
20x 4 20y = 1 000.

Az U(x;y) fiiggvény szélsGértékét keressiik a 20x + 20y = 1000 feltétel mel-
lett.

Legyen g(x;y) = 20x + 20y — 1 000.
A Lagrange-fiiggvény
L\ z;y) =X -g(x;y) + Uz y) = A - (202 + 20y — 1000) + 2y =
= 202z + 20Ay — 1 000\ + zy.
Az L fiiggvény elsérendi parcidlis derivalt fliggvényei
L5\(X\; 259) = 202 + 20y — 1000
L (\;z;y) =200 +y

Ly,(Az;y) = 207 + .

Tehat a
20z + 20y — 1000 =0
200 +y=0
20+ = 0.

egyenletrendszert kell megoldanunk. A mdsodik és harmadik egyenletet ki-
vonva egymdsbdl azt kapjuk, hogy y = z. Ezt behelyettesitve az elsd egyen-
letbe azt kapjuk, hogy

20z + 20z — 1000 = 0,
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igy x = 25. Mivel y = z, ezért y = 25 adddik, igy A = —%. Tehét a staciona-
rius pont (Q; P) = (—2;25;25)

A feltételes szE€lsoérték 1étezésének elegendo feltételének alkalmazasahoz meg-
hatarozzuk az L fliggvény masodrendd parcidlis derivélt fiiggvényeit, majd az
azokbdl képzett

A x Y
A (LN zy) LY (o) LY, (A7)
M\ zy) = = | LihNzy) Ly,(Nay) L5, (o)
y \ LjpnNiwsy) Ly (Nszyy) Ly, (A2 y)

matrixot. Mivel

wsasy) =0 oA a3 y) =20 YA zy) =20
"\ zy) =20 Lgy()\;x;y) =0 '/(y()\;x;y) =1
may) =20 Ly (Nzy) =1 Ly,(Xa;y) =0

ezért az el6bbi matrix

M\ zy)= x| 20 0 1
y\100 1 0

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

0 20 20
M@P)=]|2 0 1
20 1 0
Mivel az M (Q; P) métrix determindnsa
0 20 20
20 0 1 |=800>0,
20 1 0

ezért az U fiiggvénynek maximuma van a P pontban. Tehat az X termékbdl
25 darabot és az Y termébdl is 25 terméket kell fogyasztanunk ahhoz, hogy a
haszon a lehet6 legnagyobb legyen.
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2.9. Osszetett gazdasagi feladatok

133. Feladat. Egy fogyaszté hetente 6 000 forintot kolt teara és kdvéra. Egy
csésze tea dra 200 forint, egy csésze kavé ara 300 forint. A tedbdl = darabot, a
kavébol y darabot vasarol a fogyasztd. A fogyasztd preferencidit az

U(z;y) = 6xy

fliggvény irja le.

a) Hatdrozzuk meg a hasznossagot, ha 1 csésze tedt és 2 csésze kavét vasarol a
fogyaszto.

b) Adjuk meg a k6zombosségi gorbék egyenletét!

¢) Hatdrozzuk meg azon k6zombosségi gorbe egyenletét, amely az U = 12
hasznossagi szinthez tartozik és rajzoljuk fel a gorbét!

d) Adjunk meg egy olyan termékkombindcidt, amely az U = 12 hasznossagi
szinthez tartozik.

e) Hatdrozzuk meg a tea hatarhaszon fiiggvényét!
f) Hatdrozzuk meg a kavé hatdrhaszon fiiggvényét!
g) Adjuk meg a helyettesitési hatarritét!

h) Mennyi lesz a racionélis fogyaszté heti tea- és kavéfogyasztdsa, azaz hany
csésze tedt és hany csésze kavét vasarol az a fogyasztd, aki hasznossiga
maximalizdl4sara torekszik?

1) Milyen hasznossédgi szint tartozik a racionélis fogyasztdshoz?

j) Abrizoljuk kizos koordinatarendszerben azt a kozombosségi gorbét, amely
a maximalis hasznossdgi szinthez tartozik és a koltségvetési egyenest!

k) Adjuk meg a jovedelem-fogyasztds gorbe egyenletét!
Megoldas:
a) Ha 1 csésze tedt és 2 csésze kavét vasarol a fogyasztd, akkor a hasznossag

U(1;2)=6-1-2=12.

b) A kozombosségi gorbék egyenlete

b6xy = c = y:6—.
T
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c) A kozombdsségi gorbe egyenlete

12
y=— = Y= —.
6x x
A k6z6mbosségi gorbe abrazoldsa:
7]
6]
5]
4
3]
2]
;
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 1€

d) Az eldbbi kozombosségi gorbére illeszkedik példdul az (1;2) vagy a (2;1)
pont. Ez azt jelenti, hogy egy csésze tea és két csésze kdvé, vagy egy
csésze kavé és két csésze tea ugyanazt a hasznossdgi szintet eredményezi
a fogyaszt6 szdmadra.

e) A tea hatdrhaszon fliggvénye

MU, = 6y.

f) A kévé hatdrhaszon fiiggvénye
MU, = 6.

2) A helyettesitési hatarrata
MU, 6y vy

MUy_Gac—:v'

MRS =

h) A feladat feltétele szerint
2002 + 300y = 6 000.

Az U figgvény sz€ls6értékét keressiik a 200z 4+ 300y = 6 000 feltétel mel-
lett.

Legyen g(x;y) = 2002 + 300y — 6 000.
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A Lagrange fiiggvény
LNziy) = A g(z;y) + Ulxsy) =
= X\ (2002 + 300y — 6 000) + 6zy =
= 200z + 300y — 6 000\ + 6zy.
Az L fiiggvény elsérendi parcialis derivalt fiiggvényei
L5\(\; 259) = 2002 + 300y — 6000
L. (\;z;y) = 200\ + 6y

Ly,(A\; 25 y) = 300\ + 6.

Tehat a
200z 4 300y — 6000 =0
200\ + 6y =0
300\ + 62z =0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A masodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy

6
A= —500Y"
A harmadik egyenletbdl azt kapjuk, hogy
6
A= ~300%
Tehét az el6bbi két egyenletbdl
6 6
~200Y T 300

2
adédik, igy y = §w Ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy
200z + 200z = 6000 = x = 15.

Ezt felhasznalva
y= -z =10.

Tehat 5 5
A 100 0 10

Tehdt a staciondrius pont (Q; P) = (—1%; 15; 10)



2. OSSZETETT GAZDASAGI FELADATOK 245

A feltételes szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz
meghatdrozzuk az L fliggvény mdsodrendd parcidlis derivalt fiiggvényeit,
majd az azokbdl képzett

A x Y
AL Nmy) LY, (Nasy) LY, (N2 y)

MX\ay) = o | L(hay) Li,(hay) L, (Aa;y)
y \ LjpnNiwsy)  Lyp(Aszyy) Ly, (Aasy)

matrixot. Mivel

Aasy) =0 Ye (A 23 y) = 200 Sy (X5 ;) = 300
Liy(szy) =200 Ly, (Aa5y) =0 L, (\zyy) =6
mXasy) =300 Ly, (Nasy) =6 Ly, (X a;y) =0

ezért az el6bbi matrix

A x Y
A/ 0 200 300

M\;z;y)= | 200 0 6
y \300 6 6

lesz. Ha a matrixot kiértékeljiik a (Q; P) staciondrius pontban, akkor

0 20 100
M(@Q;P)=| 20 —5 0
100 0 0

Mivel az M (Q; P) matrix determindnsa

0 20 100
det [ 20 —5 0 | =480000 > 0,
100 0 0

ezért az U fiiggvénynek maximuma van a P = (15; 10) pontban. Tehdt 15
csésze tedt és 10 csésze kavét kell hetente fogyasztania ahhoz, hogy a lehetd
legnagyobb hasznossagot érje el a raciondlis fogyaszto.
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i) A hasznosségi szint z = 10 és y = 15 esetén

U(10;15) = 6 - 10 - 15 = 900

J) A haszonmaximumhoz tartoz6 kozombosségi gorbe egyenlete

150
6xy = 900 = Y= —.
x

A koltségvetési egyenes egyenlete
Pe-z+py-y=1,

ahol p, annak a terméknek az 4ra, amelyb6l z mennyiséget fogyaszt a fo-
gyaszto, p, pedig annak a terméknek az dra, amelybdl y mennyiséget fo-
gyaszt a fogyaszt6 és I az a jovedelem, amelyet a fogyasztd a két termékre
teljes egészében elkolt. Jelen esetben a koltségvetési egyenes egyenlete

200z + 300y = 6 000.

A k6zombosségi gorbe és a koltségvetési egyenes:

90
80
70
60
50
40
30

o)

15, 10;
10 { )

Q
0 10 20 30\40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

k) Gossen méasodik torvényébdl kovetkezik, hogy
MU, _ Dz
MU, py’

ahol p, annak a terméknek az ara, amelybdl x mennyiséget fogyaszt a fo-
gyasztd, p, pedig annak a terméknek az dra, amelybdl y mennyiséget fo-
gyaszt a fogyaszté. Tehdt jelen esetben

y 200

r 300
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igy a jovedelem-fogyasztds gorbe egyenlete
2
Y=z

3

Megjegyezziik, hogy a racionalis dontést hoz6 fogyaszt6 optimdlis maxima-
lis hasznossagi szintet eredményezd termékvalasztasat Ggy is meghataroz-
hatjuk, hogy megoldjuk a
200z + 300y = 6000
2

y:§x

egyenletrendszert, melynek megolddsara szintén a kordbban kapott x = 15
és y = 10 eredményeket kapjuk. Ez a médszer egyszer(ibb az altalanosan
alkalmazhato feltételes sz€lsGérték szamitasnal, azonban csak kétvaltozds
hasznossagi fiiggvény esetén alkalmazhato.

134. Feladat. Egy fogyaszté havonta 3 000 forintot kolt sés ropira és csokira.
Egy csomag ropi dra 100 forint, egy tabla csoki 4ra 250 forint. A ropibdl x
csomagot, a csokibdl y darabot visarol a fogyaszts. A fogyaszté preferencidit
az

Ulz;y) = day?
fliggvény firja le.
a) Hatdrozzuk meg a hasznossdgot, ha 2 csomag ropit és 3 tabla csokit vasarol
a fogyaszto.
b) Adjuk meg a k6zombosségi gorbék egyenletét!

¢) Hatdrozzuk meg azon k6zombosségi gorbe egyenletét, amely az U = 200
hasznossagi szinthez tartozik és rajzoljuk fel a gorbét!

d) Adjunk meg egy olyan termékkombindciét, amely az U = 200 hasznossagi
szinthez tartozik.

e) Hatdrozzuk meg a ropi hatarhaszon fiiggvényét!

f) Hatdrozzuk meg a csoki hatdrhaszon fiiggvényét!

g) Adjuk meg a helyettesitési hatarratat!

h) Mennyi lesz a raciondlis fogyaszté havi ropi- és csokifogyasztdsa?
i) Milyen hasznossagi szint tartozik a raciondlis fogyasztashoz?

J) Adjuk meg a jovedelem-fogyasztds gorbe egyenletét!

Megoldas:
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a) Ha 2 csomag ropit és 3 tdbla csokit vdsdrol a fogyasztd, akkor a hasznossdg

U(2;3)=4-2-9="72.
b) A kozombosségi gorbék egyenlete

4oy = ¢

= =4/
Y 4z
c) A kozombdsségi gorbe egyenlete
200 50
Y=\"1z Y=\
x x

A k6zo6mbosségi gorbe abrazolasa:

0 2 4 b 18 20 2

d) Az elobbi k6zombosségi gorbére illeszkedik példaul
jelenti, hogy példaul 2 csomag ropi és 5 tabla csoki az
szintet eredményezi.

e) A ropi hatdrhaszon fiiggvénye

MU, = 4y

f) A csoki hatdrhaszon fiiggvénye
MU, = 8xy.

g) A helyettesitési hatdrréta
MU, _ 4 _ y

MRS = = ==
s MU, 8xy 2z

. | . >
24 26 28 30 3

a (2;5) pont. Ez azt
U = 200 hasznossagi
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h) A feladat feltétele szerint
100z + 250y = 3000.

Az U fiiggvény szElsdértékét keressiik a 100z + 250y = 3 000 feltétel mel-
lett.

Legyen g(z;y) = 100z + 250y — 3 000.
A Lagrange fiiggvény
L(xasy) = X g(zy) + Uz y) =
= X\ - (1002 4 250y — 3000) + 4zy* =
= 100z + 250\y — 3000\ + 4zy>.
Az L fiiggvény elsérend( parcidlis derivalt fiiggvényei
L\ (\;z;y) = 100z + 250y — 3000

L (\;z;y) = 100X\ + 492
Ly, (A 25 ) = 250X + 8zy.

Tehat a
100z + 250y — 3000 = 0
100X\ + 4% =0
250\ + 8zy =0

egyenletrendszert kell megoldanunk.

A maésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy

y2

— 05
Ezt a harmadik egyenletbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy

A:

tehat
—10y? + 8zy = 0,
igy
y - (=10y + 8x) = 0,
ami azt jelenti, hogy y1 = 0 vagy y = %x.
Az els6 egyenletbdl y; = 0 esetén 1 = 30 addédik, igy A = 0.
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Szintén az elsd egyenletbdl y = %m esetén
100z + 200z = 3000 = x =10

64
daédik, 1. =8ésA=——.
adodik, igy y és 5%

Tehat két staciondrius pontja van a Lagrange fiiggvénynek. Ezek
64
(Q1; P1) = (0;30;0); (@23 P2) = | —5-310:8 ).

A feltételes szE€ls6érték 1étezésének elegendd feltételének alkalmazdsdhoz
meghatdrozzuk az L fliggvény mdasodrenddi parcidlis derivalt fliggvényeit,
majd az azokbdl képzett

A x Y
AL (Nasy) LY, (Nsasy) LY (A2 y)
M\zy) = o[ Li(hoyy) Lp(Nayy) Lo, (A ay)
y \ Lpn(Nzsy) Lp(Nasy) Ly, (A2 y)
matrixot. Mivel
Wxzy) =0 XA ;) = 100 Ny (X 25 y) = 250
mAsaiy) =100 Ly (Asasy) =0 L, (A zy) =8y
mNiziy) =250 Ly (Asaiy) =8y Ly, (X a;y) =8
ezért az el6bbi matrix

A x Y
A/ 0 100 250

M\;z;y)= x| 100 0 8y
y \250 8y 8z

lesz. Ha a métrixot kiértékeljiik a (Q1; Py) staciondrius pontban, akkor

0 100 250
M(@Qu:P)=| 100 0 0
250 0 240
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Mivel az M (Q1; P;) métrix determindnsa

0 100 250
det | 100 0 0 | =-2400000 < 0,
250 0 240

ezért az U fiiggvénynek minimuma van a P, = (30;0) pontban.

Ha az M miatrixot kiértékeljiik a (Q2; P>) staciondrius pontban, akkor

0 100 250
M(Qo;P;) =1 100 0 64
250 64 80
Mivel az M (Q1; P1) métrix determindnsa
0 100 250
det | 100 0 64 | =2400000 > 0,
250 64 80

ezért az U fiiggvénynek maximuma van a P» = (10; 8) pontban. Tehat 10
csomag ropit és 8 tabla csokit kell havonta vasarolnia a fogyasztonak.
Gossen masodik torvényébdl kovetkezik, hogy

MU,  p:

MU,  p,’

ahol p, annak a terméknek az ara, amelybdl x mennyiséget fogyaszt a fo-
gyasztd, p, pedig annak a terméknek az dra, amelybdl y mennyiséget fo-
gyaszt a fogyasztd. Tehdt jelen esetben

y 100
2z 250’
igy a jovedelem-fogyasztds gdrbe egyenlete
4
Y=z

5
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