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1. Bevezetés

A szamitégépes geometriai tervezés hosszi miltra tekint vissza, és
a klasszikus mddszerek leginkabb a kontrollpontalapii modellezés
elveit kovetik (Farin, 2002; Farin, J, & Kim, 2002; Hoschek & Lasser,
1993; Piegl & Tiller, 1995). Az utébbi években nyert teret egy djfajta
modellezési lehetOség, amely soran a modellezé mas tipusa objektu-
mok segitségével adhatja meg a kivant modellt, példaul koérok vagy
gbmbok felhasznalasaval. A kor- és gémbsorozatok burkoldsara szol-
galé médszerek napjainkban egyre nagyobb figyelmet kapnak, hiszen
hasznalatuk a modellezési folyamatot gyorsitja és konnyiti meg. Sok
esetben a konvencionalis, pontalapt modellezési lehetségekhez ké-
pest rugalmasabb, kénnyebben hasznalhaté alternativat jelenthetnek
olyan alkalmazasi teriileteken, mint példaul a molekuléris biologia
(Edelsbrunner, 1999; Kruithof & Vegter, 2006), érrendszerek modelle-
zése (Rossignac, Whited, Slabaugh, Fang, & Unal, 2007), m{ivészetek
(Leymarie & Aparajeya, 2017), valamint animécids filmek és jatékok
(Spore™ (Electrionic Arts), ZSpheres® (Pixologic Inc.)).
Burkolasnak nevezziik azon modellezési folyamatot, amikor egy, a
felhasznalé dltal megadott diszkrét korsorozathoz (gémbsorozathoz)
allitunk elé burkolégorbepart (burkoléfeliiletet). Az ilyen mddszerek
altal eredményezett gorbéket (feliiletet) burkolénak hivjuk. Az utébbi
években t6bb olyan publikéci6 jelent meg (Bana, Kruppa, Kunkli, &
Hoffmann, 2014; Bastl, Kosinka, & L&avicka, 2015; Kruppa, Kunkli,
& Hoffmann, 2019; Kunkli & Hoffmann, 2010), amelyeknek téma-
kore diszkrét kor- és gombsorozatok burkolasa. Ezen moédszereknek
kozponti kérdése az érintési pontok és érintési korok meghatarozasa,
amelyek mentén a burkold érinteni fogja az objektumokat. Kunkli
Roland és Hoffmann Miklés egy olyan burkolémddszert (Kunkli &
Hoffmann, 2010) mutatott be, amely valds idejli megolddst nyujt
klasszikus geometriai eszkdzokre alapozva. Bastl és mtsai. modszere
(Bastl et al., 2015) pedig egy djszer{i megkozelitést jelentett, melynél
a burkolégorbék egy-egy kort nemcsak egy pontban, hanem akar egy
koriv mentén is érintenek. Kutatasunk céljaul ezen burkolémédszerek
kiterjesztését, valamint hibaiknak kikiiszobolését tliztik ki.



Kunkli és Hoffmann diszkrét korsorozatot burkolé modszeriiket
kiterjesztették a haromdimenzios térbe is, amivel egy adott gémb-
sorozatot burkolé feliilet allithat6 el. A médszer azonban nem tud
elagazésokat kezelni, emiatt pedig Osszetett, példaul karakterterve-
zési feladatokndl csak igen korlatozottan alkalmazhaté. Igy célunk
az volt, hogy olyan mdédszert hozzunk létre, amellyel lehetéség nyilik
komplexebb, elagazasokkal rendelkezd gombok sorozatianak a burkola-
séra. Az eziranyud tovabbfejlesztésiinkkel sokkal dsszetettebb modellek
létrehozésat tessziik lehet&vé.

Bastl és mtsai. burkolétechnikaja egy valds idejil, kis szdmolasigé-
nyl algoritmus, ami sokszor megfelelé kimenetet biztosit, azonban
tobb jelentds hatrannyal rendelkezik. Bizonyos esetekben az érintési
pontok helyzete, valamint az érintévektorok hossza (s igy maga a
burkolégorbe) nem folytonosan valtozik. Ezenfeliil az érintési pontok
a szomszédos korok belsejébe keriilhetnek, igy a burkolék metszik a
koroket. Célunk az volt, hogy egy olyan 1j burkolémoédszert adjunk
meg, amely elényt kovacsol a koriv hasznalatara tamaszkodd meg-
kozelitésbol, de ugyanakkor megoldast nyijt a Bastl és mtsai. 4ltal
bemutatott mdédszer problémaira.

Fontos kiemelni, hogy az el6z6ekben emlitett mddszereknél nem
a klasszikus, folytonos értelemben vett burkoldsrél van itt szd, hiszen
nem egy egy- vagy kétparaméteres kor- vagy gdémbsereg burkoldjat
allitjuk elé. A burkolassal szintén rokon fogalom a képfeldolgozas
teriiletén jol ismert kozéptengely-transzformacio, és egy alakzat kon-
tirjanak rekonstrukciéja (Choi, Choi, & Moon, 1997; Choi, Han,
Moon, Roh, & Wee, 1999). Ehhez a témakorhéz kapesolédik az R?!
Minkowski-térben értelmezett gérbék vizsgalata, ugyanis ezek al-
kalmasak kézéptengely-transzforméciok leirasira. A Minkowski-féle
pitagoraszi hodografiu (MPH) gérbék (Moon, 1999), valamint Ra-
tional Envelope gorbék (Bizzarri, Lavicka, & Kosinka, 2016) olyan
specialis gérbék az R?! térben, melyekhez tartozé burkolék raciona-
lisak.

Habar a diszkrét burkolés és a kézéptengely-transzformécio a prob-
lémafelvetésben is kiillonbozik egymastdl, mégis észrevehetjik a k6zos
jellemzdket. Ezek altal motivalva kezdtiik meg kutatasunkat abban



a témakorben, hogy miképp lehet kozéptengely-transzformaciokat
(pontosabban RE gorbéket) diszkrét korsorozatok burkoldsara hasz-
nélni.

Az értekezésben bemutatott eredményeinket ezen emlitett teriile-
teken értiik el (Bana et al., 2014; Kruppa, 2020; Kruppa et al., 2019;
Kruppa, Kunkli, & Hoffmann, 2020). A dolgozat 3., 4. és 5. fejezete
tartalmazza az 6nalléo eredményeket.



2. Az értekezés f6 eredményei

2.1. Elagazasokkal rendelkez6 gombstruktira bur-
kolasa

1. eredmény

Megadtuk a Kunkli és Hoffmann altal bemutatott, gombsoro-
zatokat burkol6 moédszernek egy olyan kiterjesztését, amely
lehet6vé teszi elagazasok kezelését. A moddszeriinkkel olyan
felilleteket allitunk el6 a csatlakoztatas megvaldsitasara, ame-
lyek az eredeti burkoléfeliilethez G'-folytonosan csatlakoznak.

Kapcsol6dé6 publikacio:

Bana, K., Kruppa, K., Kunkli, R., Hoffmann, M., KSpheres — an
efficient algorithm for joining skinning surfaces. Computer Aided
Geometric Design 31 (78), pp. 499-509, 2014. (Q1)

Az elagaztatis megvaldsitasara egy irdnyitott, kormentes grafot
adtunk meg, amellyel leirhat6 egy elagazasokkal rendelkez6 gémb-
struktira. Ennek lefrasara bevezettiik a fédg és mellékdg fogalmakat.
Tegyiik fel, hogy az s1, s2, ..., s, gdombokbdl 4ll6 féag i-edik elemé-
hez szeretnénk csatlakoztatni az {s;,, Si,, ..., S, } mellékdgat, ahol
s; = $i,! A problematikus feladat az s; és az s;, gdbmboket burkold
felulet elkészitése. Mivel a f64g burkoldsaval el6allt burkoléfeliilet-
darabok G*-folytonosan csatlakoznak egymashoz, igy hasonlé médon
azt varjuk el, hogy két 4g csatlakoztatésa is legyen G'-folytonos.

Az elagaztatast megvalésité médszeriink f6 1épései

1. Meghatarozzuk a f64g burkoléfeliiletén az m; pontot, amely a
csatlakoztatas alapjaul szolgal. A pontot gy allitjuk eld, hogy
figyelembe vessziik a szomszédos gdbmbdk helyzetét és sugarat is.



2. Eloallitunk egy zart, két ivbol allo gorbét a féag burkoldfeliiletén.
A két ivet két félkorbdl szarmaztatjuk, amiknek kézéppontja az
m; pont lesz.

Az s; és s;+1 gombok burkoléfeliilete alapjan a csatlakoztatasi
gorbe elso ive az

Li, (0) = H{ (to) zi(ci +6) + HY (tg) zig1(ci + 0)+
wW; — zi(ai + 9)
[wi — zi(a; +0)||
Wit1 — Zip1(oy + 6)

H3 (tg) p(si) 2d(M;, zi(a; + 0)) +

H3 (to) p(siy1) 2d(M;,zi41 (0 +0))

[Wit1 — Ziv1(c; +0)

alakban frhaté fel, ahol to = 24,/(Z)2—02, § € [-Z, 2], és
q €10,1[. A gorbe mésik felét hasonldan,

L;,(0) = H3 (1 —tg) zi—1(a; +0) + HY (1 —tg) zi(c; +0)+
wi1 —zi—1(a; +0)
Wit —zi—1(ci + 0]
w; — z;(a; + 0)
[wi — zi(a; + 0|

HS (1 — tg) p(Si_l) Qd(Mi_l,Zi_l(Ozi + 9))

H3 (1 —tg) p(s;) 2d(M;_1,2i(c;; +6))

alakban adjuk meg, melyet az s;_1 és s; gombok kozotti burkolo-
feliileten allitunk eld.

Az ily médon definidlt L;, (6) és L;, (0) gorbeivek a csatlakozashoz
esztétikailag is megfelel6 eredményt nytjtanak, a konstrukciobol
ad6ddéan nem csucsosodnak. Az el6dllé gorbe az 1. dbran lathaté.

3. A csatlakoztatasi gérbének, valamint a csatlakoztatandé gémb
érintési korének pontjait megfeleltetjiik egymésnak.

4. Eléallitjuk a csatlakoztatdsi gorbe pontjaiban a f6ag burkol6felii-
letének érintésikjat, majd megadjuk az egymasnak megfeleltetett
pontokban az érintovektorokat. Ezen 1épéssel garantaljuk a két
feliiletdarab G'-folytonos csatlakozasét.



1. dbra. A moédszeriinkkel 1étrehozott L;, (0) és L, (0) gorbék a bur-
koléfeliilet mentén, g = 0.5 esetben.

5. A csatlakoztatési feliiletet két feliiletdarabbdl dllitjuk el, amelye-
ket Hermite-ivek uniéjaként adunk meg.

Az L;, (0) gorbére illeszkedd csatlakoztatési feliilet

80,(0,0) = LB (0)7:00) + H} (1)Z051(0) +
3 T 7 VZ(Q)

Sig _ ~
1 (1) 2L 4T 200 (0)) (wiss — 2 (0))
[Witr1 — Zit1 |

alakban adhaté meg, ahol 6 € [0, 7], t € [0, 1]. A fentiekkel anal6g
mo6don készithetjik el az L;, gorbébdl kiinduld §;, (0, t) burkoléfe-
lilletet. A 2. 4bran lathaté a csatlakoztatasi megoldasunk.

Eredményeinket a Spore™ (Electronic Arts) szoftver kimenetével
is Osszevetettiik, ahogy a 3. dbran lathato.



2. 4bra. A médszeriinkkel el6éllitott, a f64g burkoléfeliiletéhez G-
folytonosan csatlakozé elagazassal rendelkezé modell.

3. dbra. A Spore™ szoftver kimenetének (bal) és sajat moédszeriink
eredményének (jobb) Gsszehasonlitdsa. A kinagyitott részleteknél
jobban megfigyelhetd a csatlakoztatds helye.



2.2. Koriveket is felhasznalé burkolémoddszer to-
vabbfejlesztése

2. eredmény

Egy olyan, koriveket is felhaszndlé burkoléalgoritmust adtunk
meg, amely kikiiszoboli a Bastl és mtsai. modszerénél fellépo
probléméakat. A mddszeriink garantalja, hogy egy adott kor
érintési pontjai nem esnek a szomszédos korok belsejébe, va-
lamint az érintévektorok hosszat folytonos médon szamitja.
Burkolémodszerunket kiterjesztettiik harom dimenziéba is,
ezenfeliil pedig egy 1j algoritmust adtunk eldgaztatasok megva-
l6sitdsara. A Bézier-gorbéket alkalmazé burkolémdédszerekhez
egy olyan algoritmust is megadtunk, amelynek segitségével
megszilintetheté a burkolék Gsszemetszése.

Kapcsol6dé publikacié:

Kruppa, K., Kunkli, R., Hoffmann, M., An improved skinning algo-
rithm for circles and spheres providing smooth transitions. Graphical
Models 101, pp. 27-37, 2019. (Q2)

2.1. Definicié (Megengedett korsorozat (Kruppa et al., 2019)). Te-

kintsik a C = {c1,¢a,...,cn},n € N rendezett korsorozatot, valamint
a korok dltal hatarolt D = {dy,da, ...,dn} kérlapokat! A c;—1 és ¢,
valamint a ¢; és ciy1 korok (i =2,...,n— 1) centrdlisainak a c;-vel

vald metszéspontjait rendre s;, -gyel és s;,-vel jeléljik. A C kérsoro-
zatot megengedett korsorozatnak nevezzik, ha teljesiilnek az aldbbi
feltételek:



. hadi_lﬂdi+17é®:>di_lﬂdi_HCdi, 1=2,3,...,n—1,
L si1¢ci+1,si2¢ci_1, i:2,3,...,n—1.

2.2. Definicié (Burkolégorbék (Kruppa et al., 2019)). A C =
{c1,¢2,...,¢n}, n € N, megengedett korsorozat esetén az s(t) és s(t)
gorbét rendre ,,bal” és ,jobb” oldali burkologorbének nevezziik, amennyi-
ben legaldbb G*-folytonosak és minden ¢; (i = 1,2,...,n) kor esetén
teljestil, hogy

o Azs(t) gorbe a ¢; kort vagy az u; ésv; pontokban és az dltaluk
hatdrolt w;v; kériv mentén érinti, vagy pedig a W) pontban.
Hasonld feltételek vonatkoznak az S(t) gorbe esetén az u;,v;, W,
pontokra.

o A ¢; kér, valamint s(t) gorbe érintdegyenesei rendre megegyez-
nek az érintési pontokban.

o Az s(t) gorbe esetén a c; kir érintési pontjaiban vett érin-
tovektorok irdnya megegyezik az adott érintési pontbol a kor
kézéppontjdba mutatd vektor pozitiv normdlisdval. S(t) esetén a
vektor negativ normdlisdval egyezik meg.

n
o w, vy, wi ¢ |J d;,i=1,2,...,n. Analdg feltételt szabunk
Jj=1,5#i
a °,;,v;, és W, pontokra az s(t) esetén.

Abban az esetben, ha a c; kérhoz az u; és v; pontok és az dltaluk
hatdrolt a;v; koriv tartozik, akkor ezen kérivet is a bal oldali burko-
logorbe részeként tekintjik. Hasonldan, az S(t) gorbe esetén az wv;
korivet a jobb oldali burkologéorbe részeként tekintjik.

A burkolégorbék eléallitasa

A C={ecy,c,...,c,} megengedett korsorozat esetén a burkolégorbe
vagy az u; és v; pontok altal hatdrolt koriv mentén, vagy a koriv w
felezépontjaban érinti a ¢; kort (14sd a 4. dbrat).

10



4. dbra. A ¢; kor érintési pontjainak meghatdrozasa kiilsé érintéegye-
nesek segitségével.

Ha a korok pozicidi és sugarai alapjan nem korivet kell hasznélni,
akkor a felezépontot w; = v, ~u} médon adjuk meg, ahol

pi, has; & p;q; ésp; ¢ di_1,

vi=1<mn;, ha(s; ¢ p;q; ésp; €di—1)V (si, €Pidi és ci_1Ne #0),
si,, has; €p;q;és ci—1Nc;=0;

qi;, has;, ¢ piqi és q; ¢ diq1,

w; = n;,, ha(s;, ¢ piqi ¢s q; € diy1) V (si, € Pii 68 ¢; Neipr #0),

Siy s ha Si, € Pili és c; N Cit1 = 0.

A kovetkezd 1épés az érintési pontokhoz tartozé érintévektorok
hosszdnak meghatarozasara. Ehhez a Kunkli-Hoffmann-, valamint a
Bastl-féle médszert kombindljuk tgy, hogy az érintési pontok altal
kijelolt koriv hosszat, valamint a korok kozéppontjainak tavolsdgat
is figyelembe vessziik. A ¢; és ¢;41 korokhoz tartozé érintévektorok

11



hosszat rendre d;, és d;, jeloli, melyet

di = \;.

J

5 dy o
)\. = : J . i3Ci41 ) 1
Ch { 27k daug }

formaban adunk meg, ahol k € R, A;; € [0,1],i=1,2,...,n—1¢és
j=1,2. A k alakparaméterrel tudjuk befolyasolni a burkol6gérbék
végso alakjat. Tapasztalataink alapjan a k = 0.5 valasztasa a legtobb
esetben megfelel6 eredményt ad.

Az értekezés 4. fejezetében részletesen bemutattuk, hogy modsze-
rink kikiiszoboli a Bastl és mtsai. modszerénél megjelend probléma-
kat. Az 5. és 6. dbrakon lathaté két példa az eredmények Gsszehason-
litasara.

(a) (b)

()

5. dbra. (a) Kunkli és Hoffmann médszerének, (b) Bastl és mtsai.
modszerének, valamint (c) sajat eredményiinknek az Gsszehasonlitédsa.

j ) dbz‘j

+ (L= A;) - dy,

12



6. abra. A c3 koron 1évo érintési pont helyzetének valtozasa, ha a
o kort mozgatjuk. (a) Bastl és mtsai. médszerével az titvonal nem
folytonos, ez pedig egy hirtelen ,ugrast” eredményez a modellezés
sordn. (b) A mi médszeriinkkel az érintési pont helyzete folytonosan
valtozik.

Kiterjesztési lehetdségek

Az értekezésben megadtunk egy algoritmust, amelynek segitségé-
vel megsziintethetd, hogy két burkolégérbe metssze egymaést, ha
a kontrollpoligonjuk C-alakii. Megmutattuk tovabba, hogy a bur-

13



koléomoddszeriink kiterjesztheté a haromdimenziés térbe, valamint
megoldast adtunk eldgazasokkal rendelkez6 struktiarak burkolasara
is (l4sd a 7. dbrat).

7. dbra. Elagazasokkal rendelkez6 alakzatok modellezése.

14



2.3. RE gorbék alkalmazasa burkolasi feladatokra

3. eredmény

Egy 0j alkalmazasi teriiletét vezettiik be a Rational Envelope
(RE) gorbéknek, mely soran diszkrét korsorozatok burkoldséra
hasznaljuk oket. Megmutattuk, hogy miképp kell megvalasz-
tani az RE interpolaciés algoritmus bemeneti adatait, illetve
egzaktul megadtuk az algoritmus eredetileg szabadon hagyott
paramétereit. Ezenfeliil kimondtunk egy tételt a burkolék
metszéspontjainak detektalasara, valamint ismertettiink két
modszert az Osszemetszések feloldasara.

Kapcsol6dé publikacidk:

Kruppa, K., Applying Rational Envelope curves for skinning purposes.
Frontiers of Information Technology Electronic Engineering, 2020,
megjelenés alatt, online elérhet8. (Q2)

Elbkésziletben: Kruppa, K., Kunkli, R., Hoffmann, M., Possibilities
and advantages of Rational Envelope curves for circle skinning.

Legyen adott a C = {c1,¢a,...,¢n}, n € N megengedett korsoro-
zat! Elészor is meg kell adnunk a P = {p1, p2, - . ., Pn} pontsorozatot,
valamint az ezekhez rendre tartozé T = {t1, ta,...,t,} vektorokat,
melyekhez paronként tudunk majd egy-egy RE gorbét létrehozni
a Bizzarri és mtsai. dltal ismertetett algoritmussal (Bizzarri et al.,
2016). A p,; pontokat

2,1
pi = (0i,,0i,,7i) , pi € R®

alakban adjuk meg, ahol (oiz, oiy) a ¢; kor kozéppontja, r; pedig a
sugara. Azonban a t; vektorok meghatarozasa problematikus lehet,
ahogy azt a 8. dbra szemlélteti. Megoldasképp két modszert ad-
tunk meg, melyek megoldjak a felmeriilo, az értekezés 5. fejezetében
részletesen bemutatott problémékat.

15



RN

8. dbra. Ha nem megfelel6 modon vélasztjuk meg az érintévektorokat,
akkor az RE gérbe nem mindig alkalmas burkolasi feladatok megol-
désara. A burkolégorbe érintési pontjai egy-egy koron a szomszédos
korok belsejébe is eshetnek.

Ha két érintési pontot rogzitiink a ¢; koron (ldsd a 9. dbrét), akkor

R + . ri - .+ o
bi= (’Yi (wiy wiu) ’ i (wh wu) ) 1) )
+ —_

_ - + - +, -
Vi = Pi, (wiy - wiy) +pi, (wi, —wy, ) +wf wi —wfw;

Ty

alakban irhat6 fel. Ha egy érintési pontot rogzitiink a ¢; koron (1dsd
a 10. abrat), akkor

Di, — w; wi —pi,
t; = cos (u;) |pi, — w; |+ sin (u;) | pi, — wit , u; €10,7.

Pi.

A médszeriinkkel igy megoldjuk azon problémédkat (ldsd a 11.
abrat), amik akkor léphetnek fel, ha a t; vektorokat nem megfelelé
moédon hatarozzuk meg.

Megvizsgaltuk tovabba a Minkowski-térben értelmezett gérbék
altal meghatarozott burkolék metszési problémajat is.

16



10. abra. A t; vektor meghatarozasa, ha csak egy érintési pontot
rogzitiink a koron.

2.1. Tétel (Minkowski-térben értelmezett gorbék burkoldinak Gssze-
metszése (Kruppa et al., 2020)). Ha azy: [a,b] = R?1, y(t) =
(y(t),r(t)) gorbét egy sikbeli tartomdny kézéptengely-transzformd-
cidjaként tekintjiik, akkor a tartomdnyhoz tartozé xT(t) és x(t)
burkoldgorbék akkor és csak akkor metszik egymdst a t; € [a,b] para-
méterértéknél (azaz x*(t;) = x"(t;)), ha

17



11. abra. RE gorbe alkalmazasa diszkrét korsorozat burkolasira. A
modszeriinkkel elkeriiljiik a 8. Abran mutatott problémat.

o 7(t;) =0, vagy

o [¥'(tj)l,; =0, azaz §-nak a t; paraméterértékhez tartozé érin-
tévektora fényszeri.

2.1. Kovetkezmény (RE gorbék burkoldinak dsszemetszése (Krup-
pa et al., 2020)). Azy: [0,1] = R>! y(t) = (y(t),r (t)) =

(20) + 2 (1), ,(8) — 2L (OF(©), 1(2)/22(0)+ 2(0)) RE gir-
be esetén az x+,x7: [0,1] — R? burkolégorbék akkor és csak ak-
kor metszik egymdst a t; € [0,1] paraméterértéknél (azaz x*(t;) =

X" (t;)), ha
o x(t) nem reguldris, és a t; paraméterértékhez tartozd x(t;) pont
elséfaji csicspont, vagy
o x(t) reguldris, de a t; paraméterértékre teljesiil, hogy f(t;) =0,
vagy

o at; paraméterértékre teljesiil, hogy ||y (t;)||,; =0, azaz az RE
gorbe t; paraméterértékhez tartozé érintévektora fényszerd.
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A fentiek alapjén az RE gorbe &ltal meghatdrozott burkolék
Osszemetszését feloldhatja, ha az ¥ létrehozdsahoz szitkséges f(t)
fiiggvényre teljesiil, hogy f(t) > 0, Vt € [0,1]. Az értekezés 5.5.
szakaszdban két megoldédst ismertettiink. Egyik megkozelitésiink
eredményét mutatja be a 12. abra.

A moédszeriinkkel eléallithaté komplexebb modelleket is bemu-
tatjuk a disszertacié 5. fejezetében. Az Osszemetszések hatékony
detektdalasa és felolddasa mellett a megkozelités egy masik elonyét
is megmutattuk. Mivel burkolok ekvidisztans gérbéinek trimmelése
nagymértékben leegyszeriisodik, igy a modelleket akar CNC szer-
szamgépekkel torténd mardssal is el6 lehet allitani.

12. dbra. Az (a) Abrdn megjelend Gsszemetszés elkertilésére megoldast
nyujt, ha az RE gorbe el6allitasdhoz szitkséges f fiiggvény fokszaméat
megnoveljiik. A (b) dbrén lathat6, hogy az érintési pontok helyzete
nem valtozik, mégis feloldottuk az Gsszemetszést.
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3 Introduction

Computer-aided geometric design has been present for a long time,
and the classical, well-known methods are based on control points
(Farin, 2002; Farin, J, & Kim, 2002; Hoschek & Lasser, 1993; Piegl
& Tiller, 1995). In recent years, a novel approach has appeared in
the creative industry and in the scientific field as well: curve and
surface modeling based on circles and spheres. Such an approach
can be beneficial as it makes certain types of modeling tasks much
easier and more convenient than traditional, point-based methods.
Modeling based on circles and spheres is a flexible and efficient
alternative with several application areas, such as molecular biology
(Edelsbrunner, 1999; Kruithof & Vegter, 2006), reconstruction of
cardiovascular systems (Rossignac, Whited, Slabaugh, Fang, & Unal,
2007), arts (Leymarie & Aparajeya, 2017), and video games and
animation (Spore™ (Electrionic Arts), ZSpheres® (Pixologic Inc.)).
Skinning is the construction of the envelope of a discrete set of
circles or spheres. The generated skinning curves and surfaces are
often referred as skins. Nowadays several skinning methods exist,
such as Bana, Kruppa, Kunkli, & Hoffmann (2014); Bastl, Kosinka,
& Lavicka (2015); Kruppa, Kunkli, & Hoffmann (2019); Kunkli &
Hoffmann (2010). One of the most essential questions of these meth-
ods is how to find the touching points and touching circles. Kunkli
and Hoffmann presented a skinning method (Kunkli & Hoffmann,
2010) that gives a real-time solution to the problem, based on a
classical geometric approach. The method by Bastl et al. (Bastl et
al., 2015) is a novel proposal where it is allowed that the skinning
curves touch a circle not only at a single point, but along a circular
arc. In our research we aimed to extend the possibilities of these
skinning methods, and to give solutions to their arising problems.
Kunkli and Hoffmann extended their method to the three dimen-
sional space, but it cannot handle branched systems of spheres. Thus
more complex models cannot be created, which is a disadvantage,
for example, in character animation. Our aim was to give a solution
with which we are able to create the skinning surface of a branched
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system of spheres.

The method by Bastl et al. is a simple yet effective algorithm,
which generally provides adequate output. However, it has some major
disadvantages. In some cases, the locations of the touching points and
the lengths of the tangent vectors are not changed continuously. This
results in sudden jumps and changes during modeling. Furthermore,
we can observe that the touching points may lie inside the neighboring
circles. Our goal was to create a new skinning method, which takes
advantage of the novel, arc-based approach, but at the same time it
gives solutions to the arisen problems of the method by Bast et al.

It is important to note, that the above mentioned methods do
not deal with finding the envelope in a continuous aspect, since we
have a discrete set of circles or spheres, not a one- or two-parametric
family of circles or spheres. Also, the topic of medial axis transform
and boundary reconstruction (Choi, Choi, & Moon, 1997; Choi, Han,
Moon, Roh, & Wee, 1999) is very different, but still somehow similar
to skinning. Additionally, curves in the R>' Minkowski-space are
very suitable to describe medial axis transforms. The Minkowski
Pythagorean hodograph (MPH) curves and Rational Envelope (RE)
curves are such special curves in R%! that their envelope curves are
rational. Based on the similarities of skinning and medial axis trans-
form, we started to examine how medial axis transforms—specifically
RE curves—can be used for skinning a discrete set of circles.

The results discussed in the dissertation were achieved in these
mentioned topics (Bana et al., 2014; Kruppa, 2020; Kruppa et al.,
2019; Kruppa, Kunkli, & Hoffmann, 2020). Sections 3, 4, and 5 detail
our new methods.
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4 The main results of the thesis

4.1 Skinning branched systems of spheres

We extended the spatial skinning method of Kunkli and Hoff-
man in a way that enables us to skin a branched systems
of spheres. With our solution we create a joining skinning
surface which is connected to the main skinning surface with
G continuity.

Publication:

Bana, K., Kruppa, K., Kunkli, R., Hoffmann, M., KSpheres — an
efficient algorithm for joining skinning surfaces. Computer Aided
Geometric Design 31 (78), pp. 499-509, 2014. (Q1)

To describe the structure of the spheres to be skinned, we used
a directed graph permitting loops and introduced to phrases main
branch and branch. Let us suppose that we have the main branch
containing the spheres si, so, ..., s,, and we would like to connect
the {s,,8i,,-..,5i, } branch (where s; = s;,) to its i*" element.
The challenging part of our task is creating the skinning surface for
s; and s;,, which is the actual connection of the structure. Since
the connection of the skinning surfaces of the main branch is G*
continuous, we expect the same from the connection of the branches.

The main steps of our method

1. We construct the point m; on the main skinning surface, which
will be used as the basis of the connection. The construction of the
point is sensitive to the positions and radii of the neighbouring
spheres.
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2. We define a boundary curve consisting of two arcs on the skinning
surface of the main branch. The arcs are determined with the help
of two half circles whose center is the point m,;.
Based on the skinning surface of s; and s;11, the arc Ly, () of the
boundary curve is defined as

L;, (0) = Hg (to) zi(ci +6) + H7 (tg) zit1(ci +60)+
wW; — zi(ai + 9)

3 (10) p(si) 2(My, (e +6)) =t S

Wit1 — Zit1 (o + 0
HE (t6) Dlsiar) 2d(Ma, 21 (o + 0)) ot — 210 )

[Wit1 — Ziv1(c; +0)

where tg = %,/(%)2 — 62,0 € [-%,Z], and ¢ €]0,1[. Similarly,
the second arc of the curve is

Li2(9) = Hg (1 — tg) Zi—l(ai + 9) + H13 (1 — tg) zi(ai + 9)+

wi_1 —2zi—1(o; +0) n
[Wi-1 —zi—1(ci +0)|
w; — z;(o; +0)
[wi — zi(a; +0)||

H3 (1 —tg) p(si-1) 2d(M;_1,2;—1 (v + 0))

HS (1 —tg) p(si) 2d(M;_1,2i(c; 4 0))

which is defined on the skinning surface of s;_; and s;.

The boundary curve defined as L;, (6) and L;,(#) will be the
basis of the connection of the skinning surfaces. Coming from
the construction, the curve is smooth and does not have any
singularities. Fig. 1 shows the resulting boundary curve.

3. We consider the points of the boundary curve, and we assign
them the corresponding points of the touching circle of the joining
sphere.

4. We obtain the touching plane of the skinning surface of the main
branch at the points of the boundary curve. Then we define the
appropriate tangent vectors. This way we assure the G continuity.
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Figure 1: The boundary curve constructed as L;, (6) and Ly, (6), when
q=0.5.

. The joining skinning surface is constructed from two parts that
are given as the union of Hermite arcs.

The §;, (0,t) surface is fitting on the arc L;, (#). We define the
surface as:

8,(0.0) = LHL (07:0) + H} (02:1(0) +
3 T 7 VZ(O)
e (02 A0 2O T gy

S; _ ~
(1) 2L 40T 21 (0)) (wiss — 201 (60))
||Wi+1 - Zi+1H

where 6 € [0, 7], t € [0,1]. Similarly, we obtain the skinning surface
8;,(0,t) using L,,. Fig. 2. shows the result of our method.

We compared our results to the Spore™ video game by Electronic

Arts, as it can be seen in Fig. 3.
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Figure 2: Skinning a branched system of spheres. With our method
we assure G continuity at joining of the skinning surfaces.

Figure 3: Comparison of our results (right) with the output of
Spore™ (left). We can examine the joining parts in the zoomed
pictures.
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4.2 An improved skinning method using circular
arcs

Result 2

We introduced a skinning algorithm, which was motivated by
the method of Bastl et al.: the skinning curves for a sequence
of circles may not only touch each circle at a single point, but
also along a circular arc. Our aim was to provide solutions to
the problems of Bastl’s method. We managed to create such
a skinning method that can be efficiently used in real-time
modeling, assuring that the touching points do not get inside
any neighboring circle and the changes of the tangent vectors
are continuous. We extended our solution to three dimensions,
and we gave an algorithm for skinning branched systems of
spheres. We also proposed an algorithm with which we can
eliminate the intersections of the skinning curves, if they exist.

Publication:

Kruppa, K., Kunkli, R., Hoffmann, M., An improved skinning algo-
rithm for circles and spheres providing smooth transitions. Graphical
Models 101, pp. 27-37, 2019. (Q2)

Definition 4.1 (Admissible configuration (Kruppa et al., 2019)).
Let us have an ordered sequence of circles C = {c1,¢2,...,¢n}t,n €N
with the corresponding disks D = {d1,da,...,d,}. Let s;; and s;,
denote the intersection points of c¢; with the line through the centers
of ¢i—1 and ¢;, and ¢; and c;y1, respectively (i = 2,...,n—1). C
is called an admissible configuration, if the following conditions are
satisfied:

. dl¢ U dj, i:l,?,...,n,
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e dind; =0, i,7=1,2,...,n, j&{i—2i—1,ii+1,i+2},

. ifdi_l ﬂdi+17é® - di_lﬂdH_lCdi, 1=2,3,...,n—1

J
L si1¢ci+1,si2¢ci_1, 1=2,3,...,n—1.

Definition 4.2 (Skinning curves (Kruppa et al., 2019)). Given an
admissible configuration of circles C = {c1,ca,...,cn}, n €N, let
s(t) and s(t) be two, at least G continuous curves, called “left” and
“right” skins (skinning curves), satisfying the following criteria for
every circle ¢; (i=1,2,...,n):

o The curve s(t) touches ¢; either at points u; and v; and along
the w;v; circular arc, or at the point w. Same applies in the
case of 8(t) for points u;,v;, and W;.

o The tangent lines of ¢; and s(t) are identical at the touching
points.

o In the case of s(t), the tangent vectors of ¢; at the touching
points have the same direction as the positive normal of the
vector pointing from the touching point to the center of c¢;. For
S(t), we consider the negative normal.

n
o w, vy, w, ¢ U dj, i € {1,2,...,n}. In the case of 5(t),
j=Li#i
same applies for W;,v;, és W,.
If ¢; has the touching points u;, v;, and the circular arc a;v;,
then W;v; is considered as a part of s(t). Similarly, in the case of
S(t), u;v; is considered as a part of the right skin.

The construction of the skinning curves

If an admissible sequence of circles C = {cy, ca, ..., ¢, } is given, then
the skin touches ¢; either along the circular arc defined by u; és v;,
or at the midpoint w/. See Fig. 4 as an example.
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Figure 4: Defining the touching points of ¢; by using the common
outer tangents.

If the positions and radii of the circles require using a midpoint,
then it is obtained as w, = v,~u} where

pi, ifs; ¢ p;q; and p; ¢ d;_1,

VvV, = § Ny, if(Sil ¢ p/zaz and P: € difl) V (Si1 S p/lal and ci_1Mg¢ # @),
Si;, ifs;, € piq; and ¢—1 Ne; = 0

qi, ifsi, ¢ piq; and q; ¢ diy1,

ug =4 n;, if (Si2 ¢ p/zaz and q; € di+1) V (51‘2 S p/lal and c N Cit1 7£ @) ,

Siy s if Si, € Pils és ¢; N Cit+1 = 0.

The next step is to define the lengths of the tangent vectors at
the touching points. For this, we combine the tangent lengths used
in the method of Kunkli and Hoffmann, and the ones used in the
method of Bastl et al. For this, the arc length defined by w;v; and
the distance of the centers of the circles are taken into consideration.
Now let d;, and d;, denote the lengths of the tangent vectors at the
touching points of ¢; and ¢; 1, respectively.
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Then, the tangent vectors are computed as:
diy = Nij - dp;, + (1—Xi;) “dp

. Si; dC',C'
i :mm{y_zm 1p,

7 2’!’j’ﬂ' k- da'ug’

where k € R*, \;; € [0,1],7=1,2,...,n— 1 and j = 1,2. With the
parameter k£ we can modify the final shape of the skinning curves.
Based on our experiences, choosing k& = 0.5 generally gives adequate
results.

In Section 4 of the dissertation, we presented that our method
gives solution to the problems of the method by Bast et al. Figs. 5.
and 6. show two examples for comparing the skinning methods.

(a) (b)

()

Figure 5: Comparison of the (a) method by Kunkli and Hoffmann,
(b) the method of Bastl et al., and (c¢) our solution.
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Figure 6: We marked the location of the touching point on c¢3 when co
is moved downwards. (a) Using the method by Bastl et al., the path
is not continuous, which results in a sudden “jump” of the touching
point during modeling. (b) With our method, the location of the
point changes continuously.

Possible extensions

In the dissertation, we gave an algorithm with which we can resolve
the intersections of the skinning curves if the control polygon of
the curve is C-shaped. We also introduced several extensions to our
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method. We showed that our skinning method can be extended to
three dimensions, and we gave solutions to skin branched systems of
circles and spheres (see Fig. 7).

Figure 7: Branched models created with our method.
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4.3 Applying RE curves for skinning circles

We presented a possible new application for Rational Enve-
lope (RE) curves that is skinning a discrete set of circles. We
explained how to choose the input data for the RE interpo-
lation method, and we gave exact calculations for the free
parameters. In the thesis we further examined the possibilities
of applying RE curves for skinning and discussed in detail
how to detect and resolve the intersections of the envelope
curves.

Publications:

Kruppa, K., Applying Rational Envelope curves for skinning purposes.
Frontiers of Information Technology Electronic Engineering, 2020,
accepted, in press. (Q2)

In preparation: Kruppa, K., Kunkli, R., Hoffmann, M., Possibilities
and advantages of Rational Envelope curves for circle skinning.

To attain an envelope for an admissible sequence of circles C =
{c1,¢2,...,¢en}, n € N, we need to construct the input data for
the RE interpolation algorithm given by Bizzarri et al. (Bizzarri,
Lavicka, & Kosinka, 2016). Thus, we need to obtain the sequence of
points P = {p1,P2,...,Pn} and the corresponding tangent vectors
T ={t1,ta,...,t,}.

The point p; can be given as

2,1
pi = (0i,,0i,,71), Pi €R*

where (oiz,oiy) is the center of ¢;, and r; is its radius. However,
choosing the vector t; can be problematic, as it can be seen in Fig. 8.
In Section 5 of the dissertation, we show two possible solutions to
the arising problems.
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RN

Figure 8: If tangent vectors are not chosen carefully, then RE curves
are not usable for skinning a discrete set of circles. For example, the
touching points can get inside the neighboring circles.

If we fix the positions of the two touching points on ¢; (see Fig. 9),
then
(T -\ T, +
t;, = (71_ (wly — wiy) , % (wlz — wlx) , —1) ,
where
Yi = Di, (w[y fwjy) +pi, (0 —w; ) +wfw;, —wiw

If we fix one of the touching points (as in Fig. 10), then

Pi, — wzt wlt - P,
t; = cos (u;) | pi, — w;z +sin (u;) |ps, —wi |, w €]0,7.
Di. 0

With our solution we solve those problematic scenarios which
may happen when the tangent vectors are not chosen in an adequate
way. Fig. 11 shows our result when we fix two touching points.
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Figure 9: The tangent vector t; is obtained from the fixed touching
points w; and w; . The construction is based on the cyclographic
interpretation of envelopes.

Figure 10: Defining vector t; if we fix the position of the touching
point w

.
We further examined how to detect and resolve the intersections

of the envelope curves defined by curves in the Minkowski space.

Theorem 4.1 (Intersections of the envelope curves (Kruppa et al.,
2020)). If the curve y: [a,b] — R®1, ¥(t) = (y(t),r(t)) is considered
as a medial awis transform, then the envelope curves x*(t) and
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Figure 11: RE curves used for skinning a discrete set of circles. With
our method, we can overcome the problem shown in Fig. 8.

x~(t) intersect each other at the parameter value t; € [a,b] (so
xt(t;) = x"(t;)), if and only if

o 7r(t;) =0, or
o ¥t =0, i.e., the tangent vector of § at t; is light-like.

Corollary 4.1 (Intersections of RE curves’ envelopes (Kruppa et
al., 2020)). In the case of the y¥: [0,1] — R>! y(t) = (y(t),r (t)) =
(at) + 2 (1), 2y (1) = 2L (1), F(0)/2(0) + 22(0)) RE curue,
the envelope curves xT,x~: [0,1] — R? intersect each other at the
parameter value t; € [0,1] (so xT(t;) =x"(¢;)), if and only if

o x(t) is irregular and the point x(t;) is a singular point; or

o x(t) is regular, but f(t;) =0 holds for the parameter value t;;
or

o |[¥'(¢j)l,; = O holds for the parameter value t;, thus the tangent
vector of the RE curve at t; is light-like.
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Based on the above, the intersections of the envelopes of RE
curves may be resolved if the function f—which is used to create
¥—is such that f(t) > 0, ¥t € [0, 1]. We offered two solutions to this.
The result of one of our methods can be seen in Fig. 12.

In Section 5 of thesis, we showed more complex models that can
be created with our method. Also, besides the efficient handling of
intersections, we outlined another advantage of the method. Since
the trimming of offset curves is significantly easier in the case of the
envelope than in the case of general curves, the models created with
our approach can be produced using CNC machining.

Figure 12: (a) The envelope curves intersect. (b) We can resolve these
intersections if we increase the degree of function f. It can be seen
that neither the touching points, nor the tangent vectors change, yet
the intersections are resolved.
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