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BEVEZETES

Disszertacionk f6 témaja az altalanositott Berwald-sokasagok vizsgélata.
Ezeknél a Finsler-struktira — azaz az energiafiiggvény — igen természetes kap-
csolatban all egy, az alapsokasidgon adott linedris konnexiéval, nevezetesen: az
adott linearis konnexi6 szerinti parhuzamos eltolds megtartja az érintévektorok
Finsler-norméjat. A definicié kézvetlen kovetkezményeként adédik, hogy min-
den Osszefiiggd altalanositott Berwald-sokasdg Finsler-Minkowski vektortéren
modellezett Finsler-sokasag abban az értelemben, hogy barmely két pontjanak
érintétere kozott 1étezik normatartd linedris izomorfizmus. Az altalanositott
Berwald-sokasdgokat az 1970-es években féleg japan kutatok, mindenekelott
M. HAsHIGUCHI, Y. ICHIJYO és M. MATSUMOTO vizsgaltdk intenziven. A
legeredetibb gondolatok megitélésiink szerint ICHITYO munkaiban talalhatok,
amelyek jelen disszertaciéra is rendkiviil 6sztonzéen hatottak. Ez az értekezés
azonban mind kiindulépontjaban, mind megkdzelitési médjaban, mind pedig az
alkalmazott technikai appardtus tekintetében jelentésen kiilonbozik a targykor
kordbbi dolgozataitél, s vélhetGen e nézépontvaltasnak koszonhetden sikertilt
egy sor olyan alapveté tényt feltarni, amely eddig kiviil maradt a latotéren.
Az egész munka fogalmi kereteit a Finsler-sokasdgoknak és -konnexiéknak az
az elmélete képezi, amelynek alapjait J. GRIFONE fektette le a 70-es évek
elején, technikai apparatusként a vektorértékii differencidlformak és a hozzdjuk
csatolt derivaciok Frolicher-Nijenhuis-féle kalkulusat hasznalva. Ilyen moédon
rendkiviil tomor, ugyanakkor attekinthet6 megfogalmazasok valnak lehet6vé,
a bizonyitasok azonban sokszor lényegesen tobb Gtletet igényelnek anndl, mint
ami a hagyomanyos tenzorkalkulus alkalmazasa esetén megszokott. Munkank
e rovid torténeti bedgyazdsanak lezarasaként meg kell emliteniink, hogy a
2000-es évekkel kezd6dben (részben munkatérsaival egyiittmiikodve) szémos j
gondolattal gazdagitotta a targykort TAMASSY LAJOS professzor. o) egészen
mas megkozelitést alkalmazott, amelynek lényege az indikatrixok un. af-
fin deformécidéinak vizsgalata. Ily mdédon szdmos esetben bonyolult kalku-
lativ appardtus haszndlata nélkiil, egyszerii geometriai megfontolasokkal sikeriilt
eredményeket nyernie, ill. kordbbi eredményeket reprodukalnia.

Ratérink a dolgozat tartalmi ismertetésére.
Az elsé fejezet az alapveté megédllapoddsokat valamint a tovdbbiakban fel-
hasznélasra keriil6 fontos fogalmakat és tényeket tartalmazza.

A Finsler-sokasdgok elméletében alapveto szerepet jatszanak a linedris kon-
nexiék alkalmas, nemlinearis altalanositasai, az un. Ehresmann-konnexidk.
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A masodik fejezet targyalja az ezzel kapcsolatos alapveté fogalmakat és
konstrukciokat. Disszertaciénkban Ehresmann-konnexién az érintésokasagon
haté olyan (1,1)-tenzort értiink, amely projektor és amelynek nulltere
a vertikalis résznyalab.  Megmutatjuk, hogy egy homogén Ehresmann-
konnexiénak és a hozza csatolt semispraybol szarmazé Ehresmann-konnexiénak
a kiilonbségtenzora %—szerese az Ehresmann-konnexié gyenge torzidja po-
tencidljanak (2.9 Lemma). Ebb6l kozvetlentl kapjuk, hogy egy homogén
Ehressman-konnexiét egyértelmiien meghatdroz a gyenge torzidja és a hozza
csatolt semispray.

A harmadik fejezetben bevezetjiilk a Finsler-konnexié fogalmét. A
Finsler-sokasagok nyujtotta nagyobb altalanossdg a differencidlgeometriai
kalkuldciékhoz nélkiilozhetetlen konnexidk értelmezésénél szamos nehézség
forrasa. Ellentétben a Riemann-geometridval, nem &ll rendelkezésre egyetien
kitiintetett konnexié. Manapsag az az &allaspont kezd kikristalyosodni, hogy
minden konkrét Finsler-geometriai probléma targyalasihoz meg lehet — és meg is
kell — talalni egy ahhoz leginkdbb adekvat Finsler-konnexiot. Ezt az elvet el6szor
M. MATSUMOTO fogalmazta meg explicite, s mint latni fogjuk, disszertacionk
djabb meger6sitését adja. A Finsler-geometridban igazan hatékonynak bi-
zonyul6é konnexiofogalom Osszetett képzédmény. A kovetkezOkben Finsler-
konnexién olyan part fogunk érteni, amelyet egy az érintGsokasdgon adott
kovaridns derivalas és egy Ehresmann konnexié alkot. A harmadik fe-
jezetben szisztematikusan tanulményozzuk az Gn. horizontalisan liftelt Finsler-
konnexidkat. Ekkor létezik olyan V kovaridns derivélt (in. bazikus derivélt) az
M alapsokasdgon, amelyre teljesiil, hogy tetsz6leges X, Y € X(M) vektormezdk
esetén

Dyn YV = (VxY)'.

Felmertil a kérdés, hogy mi a kapcsolat egy horizontélisan liftelt Finsler-konnexio
Ehresmann-konnexidja és a bazikus derivalt altal szarmaztatott Ehresmann-
konnexié kozott. Erre a 3.11 lemma ad valaszt, ahol megmutatjuk, hogy
az emlitett Ehresmann-konnexiék pontosan akkor egyeznek meg, ha a (D, h)
Finsler-konnexi6 h-deflexiéja eltiinik.

A negyedik fejezetet a Finsler-sokasdgok definicidéjaval inditjuk, majd
leszarmaztatjuk a kanonikus sprayt, amely a kanonikus Ehresmann kon-
nexiot, az un. Berwald-konnexiét szarmaztatja. Az altaldnositott Berwald-
sokasagok elméletének kidolgozasakor mar az induldsnél szembetalalkozunk az
egyértelmiiség kérdésével, nevezetesen: mennyiben hatdrozza meg az adott
Finsler-struktira és a megadott linearis konnexioéra a korabban méar emlitett
normatartdsi kovetelmény a kérdéses linedris konnexiét. Az ezzel kapcsolatos



eredménynek a leszadrmaztatdsdhoz sziikség van a Finsler-sokasdgokon adott
Ehresmann-konnexidk alaposabb vizsgalatara. Ezeket az el6késziileteket szintén
a negyedik fejezet tartalmazza. Megmutatjuk, hogy egy Finsler-sokasdgon adott
konzervativ Ehressman-konnexiot egyértelmiilen meghatarozza az erds torzidja
(4.9 Tétel). Levezetjik a kapcsolatot egy a Finsler-sokasdgon adott homogén,
konzervativ Ehresmann-konnexié és a kanonikus konnexié kézott (4.11 Alh’tés).

Az o6todik fejezetben definidljuk az tn. Ichijyo-konnexiét. Mint fen-
tebb mar jeleztiik, kitiintetett Finsler-konnexié egy Finsler-sokasagon altalaban
nem létezik: a vizsgdlandd probléma jellegétol fiiggben més és mas ko-
varians derivélasi eljaras bizonyulhat hatékonynak. Ugy talaltuk, hogy minden
altalanositott Berwald-sokasdgon megadhatd, egy a vizsgédlatuk szempontjabdl
”legjobb” Finsler-konnexié. A Finsler-konnexiok ezen osztalyat neveztiik az
Ichijyo-konnexidk osztdlydnak. Maga ICHIIYO ezeket a konnexidkat direkt,
koordindtas eljardssal értelmezte. Nekiink sikeriilt megtaldlnunk a konnexio-
osztalyt egyértelmiien — és koordinatamentesen — leiré axiomékat, amelyekbdl
a megfelel6 kovaridans derivalds szabdlyai egyszeriien levezetheték. E Koszul-
tipust formuldk segitségével az Ichijyo-konnexidk (parcidlis) gorbiiletei és torzidi
kozvetleniil leszarmaztathatokka valtak.

A hatodik fejezetben rogzitjiik az altaldnositott Berwald-sokasdgok defi-
niciéjat. Lényegében ICHIIYO elgondoldsait kovetve (és egyszeriisitve), az
alapdefinici6 a kovetkez: egy (M, E, V) hdrmas dltalanositott Berwald-sokaség,
ha (M, E) Finsler-sokasdg, V kovaridns derivélt M-en és dj,o F = 0 (hy a V
altal szarmaztatott Ehresmann-konnexié, dp, a megfeleld d.-tipust gradalt de-
rivdcié). Konnyen ldthatd, hogy ez a definicié ekvivalens a bevezet6 elején
jelzettel. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy amennyiben (M, E,V) és
(M, E, V) éltaldnositott Berwald-sokasdgok, igy V és V pontosan akkor egyezik
meg, ha a torzidjuk egyenls. Ha (M, FE,V) &ltaldnositott Berwald-sokasdg,
akkor M-en két spray is rendelkezésiinkre all, természetes mdédon: a V ko-
varians derivaltbdl szarmazé Sy spray és a Finsler-struktirabol szarmazoé Sy
kanonikus spray. V meghataroz egy hy Ehresmann-konnexiot, Sy pedig a
Finsler-sokasdg hg kanonikus-konnexiét indukalja; kérdés, hogy mi a kapcso-
lat Sy és Sy, ill. hy és hg kozott. Erre a kérdésre a dolgozat 4.8. és
4.11. allitdsa alapjan a 6.3. kovetkezmény ad vélaszt. A nyert elegans
relaciok mind a jelen dolgozatbeli, mind pedig tovabbi, itt nem targyalt alkal-
mazasok szempontjabdl igen hasznosak. Az altaldnositott Berwald-sokasdgok
specidlis osztalyat képezik a Berwald-sokasagok és a Wagner-sokasagok. Meg-
mutatjuk, hogy egy (M, E,V) &ltaldnositott Berwald-sokasdg akkor és csak
akkor Berwald-sokasdg, ha (dse E)# kvadratikus vektormezd (6.10 Allitas). Ttt
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ty hv gyenge torzidjanak a potencidlja, (dtovE)# a (diy E) 1-formdnak az
(M, E) fundamentélis forméja szerint megfelel6 vektormez6 (1d. 4.3). A fejezet
végén az Ichijyo-konnexié segitségével sziikséges és elegendd feltételt adunk arra
vonatkozoan, hogy egy Finsler-sokasdg lokdlisan Minkowski-sokasaggéd valjon
(6.13 Tétel).

A hetedik fejezetben, a korabbi eredmények felhaszndlasival, a Wagner-so-
kasagok néhany érdekes karakterizalé tulajdonsagat vezetjiik le. Az itt kapott
eredmények a Finsler-strukturak konform megvaltoztatdsanak elméletében nyer-
nek fontos alkalmazast.

A nyolcadik fejezetben az uin. 1-forma metrikdjd, paralelizalhaté Finsler-
sokasagokat vizsgaljuk, elegdns 1j bizonyitast adva arra, hogy minden 1-forma
metrikdju paralelizalhaté Finsler-sokasag altalanositott Berwald-sokasag. Ugy
véljik, hogy mind ez a fejezet, mind pedig a megel6z6 meggybzéen demon-
stralja az altalanositott Berwald-sokasdgokra itt kidolgozott 1j megkozelités
hatékonysagat.

A zaré, kilencedik fejezetben definidljuk az in. konform ekvivalens Ichijyo-
strukturdkat. Részletesen leirjuk a konform ekvivalens Ichijyo-struktirak
alapvet6 geometriai adatainak kapcsolatat (9.5 Alh’tés). Bebizonyitjuk, hogy
konform ekvivalens Ichijyo-struktirak Ichijyo-konnexiéinak parcidlis gorbiiletei
megegyeznek. A fejezet végén mindezeket az eredményeket alkalmazzuk
az altalanositott Berwald-sokasdgokra. Megmutatjuk, hogy ha egy Ichijyo-
struktura konform ekvivalens egy altalanositott Berwald-sokasdggal, akkor az
sziikségképpen altaldnositott Berwald-sokasag (9.8 Allités). Innen egyszertien
kovetkezik, hogy Wagner-sokasdg konform megvaltoztatasa szintén Wagner-
sokasag. Megmutatjuk ezutdn, hogy minden Wagner-sokasag esetén egy vele
konform ekvivalens Berwald-sokasdg konstrualhatd, és megforditva, ha egy
Finsler-sokasdg konform ekvivalens egy Berwald-sokasiggal, akkor az Wagner-
sokasag, 0j bizonyitdst nyerve ezzel M. HASHIGUCHI és Y. ICHIJYO egy fontos
tételére.



IRODALMI ELOZMENYEK

Targyalasunkban alapvetd szerepet jatszik a Finsler-sokasagoknak és -
konnexidknak a J. GRIFONE altal a hetvenes években kidolgozott elmélete [7],
[8]. Disszertaciénkra fogalmi vonatkozdsban erés hatdssal voltak M. CRAMPIN
[3], [4] dolgozatai is.

Munkénk soran technikai eszkozként elsdsorban a vektorértéki differencial-
formdk és a hozzdjuk csatolt derivicick A. FROLICHER és A. NIJENHUIS altal
kidolgozott kalkulusét akalmazzuk [6].

Az altalanositott Berwald-sokasdgok fogalmat a kétdimenzids esetben és
eltéré médon V. V. WAGNER vezette be 1943-ban [36]. Kiulonféle tenzoridlis
karakterizacidjukkal azota tobben és ismételten foglalkoztak; mindenekel6tt
M. HasuigucHI [11], Y. IcHYO [15] és M. MATSUMOTO [22]. A japén
iskola megkozelitésében az altalanositott Berwald-sokasagok elmélete a Finsler-
konnexidok (meglehetésen komplikalt) Matsumoto-elméletére lett alapozva, s a
kozvetlen geometriai tartalom eléggé hattérbe szorult. Udits kivételt képeznek
Y. IcHIIYO dolgozatai, amelyek munkénkat jelentésen inspiraltak.

A kezdeteket és a folytatdst illetéen még TAMASSY LAJOS professzor és
SzILASI JOZSEF munkdit emelném ki [30].






1 JELOLESEK ES NEHANY ALAPVETO TENY

1.1 Disszertacionkban sokasdgon véges dimenzidju sima sokasdgot értiink,
amelynek topolégidja Hausdorfl, megszamlalhaté bazisui és 6sszefiiggd. Bizonyos
trivialitasok elkeriilése végett azt is fOltessziik, hogy a sokasdg dimenzidja le-
galabb 2. Egy M sokasigon értelmezett valds értékii sima fiiggvények valds
algebrajéra a C°°(M) jelolést hasznéljuk.

1.2 Legyen M egy n-dimenziés sokasag. Ha

T™ := U T,M
peEM

M O0sszes érintétereinek diszjunkt unidja és
T(v) :==p, hav € T,M,

akkor 7: TM — M n-rangi vektornyalab, amelyet az M sokasag érintényaldb-
janak neveziink. Erre a 7, 77, vagy a legkevésbé pontos, de olykor kényelmes
T M jelolést is haszndljuk. Az M sokasag hasitott érintényaldbja

#:TM — M
ahol TM := U (T,M\A{0,}) és 7 :=7 I TM.
peEM

Egy f € C*(M) figgvény vertikalis litje az f¥ := for € C™(T M) fiiggvény,
teljes liftje az
fO:TM - R, v f(v) :=v(f)

sima fliggvény.

A 7: TM — M érintényalab sima szeléseit vektormezdknek nevezziik, ezek
C>™(M)-modulusat X(M) jeloli. Az egyszeriiség kedvéért az M sokasig és a
TM érintésokasag vektormezdit (vagyis X(M) és X(T'M) elemeit) egyardant az
X,Y, Z, ... szimbdélumokkal jeldljiik.

1.3 Ha ¢: M — N sokasiagok kozotti sima leképezés, akkor ennek derivdltja
az a
et TM — TN
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nyaldbleképezés, amelynek tetszoleges T, M érintotérre vald lesziikitése a
(0.)p@)(h) = v(hog); veT,M, heC®(N)
el6iras szerint hat. Specidlisan a 7: TM — M leképezés derivaltja egy
To: TTM — TM
nyaldbleképezést ad. Ha

T'TM := U Ker(7i)y
veT M
és Ty a Trp: TTM — TM természetes projekcid leszlikitése a TVI M-re,
akkor
Toa: TVTM — TM
n = dim M rangd résznyaldbja a 7pj; érintOnyaldbnak, amelyet 7pp, ver-

tikdlis résznyaldbjanak hivunk. 7y,, sima szeléseit T M-en adott vertikalis vek-
tormezéknek nevezziik, ezek C*°(TM)-modulusat XV (T M)-mel jeloljik.

14 TetszOleges p € M esetén jelentse j, a T,M érintétérnek a TM
érintGsokasagba valé természetes inkluziéjat:

Jp: TyM —TM, z+— jy(2) = z.
Tetszbleges z € T, M esetén a
((jp)*)z: TszM — TZTM

érintOleképezés injektiv linedris leképezés, amelynek képtere a Ty TM  z-beli
vertikalis altér:
Im((jp)s). = T2 TM.

Ilymédon ((jp)«)- lineédris izomorfizmus T, M  z-beli érintStere és a TYTM ver-
tikélis altér kozott. Tetszdlegesen rogzitett z,v € T, M vektorok esetén tekint-
siik a

Cow: R—T,M, tr—c,,(t):=z+tv

parametrizalt gorbét. Ekkor ¢ ,(0) € T (0)TpM = T.T,M és a

Czv

T oM — T, T, M, v+— Tz(v) = éz,v(o)



leképezés természetes izomorfizmus a T, M és a T,T, M vektortér kozott.
Folhasznélva az eddigi konstrukcidkat, képezziik az

Wy = ((]p)*)z OT,: TpM — TZVTM

leképezést. Ez a leképezés izomorfizmus T, M és T, T'M kozott, hiszen linearis
izomorfizmusok kompoziciéja.

Ha a, := w;! és a: TVTM — TM Agy, hogy a | TYTM = a,
akkor o nyaldbleképezés a 71, vertikdlis nyaldb és a 7ps érintényalab kozdtt,
amely a bézissokasagok kozott a 7 projekcidt indukalja. Az {gy konstrualt a
nyaldbleképezést a TVT M és T M kozotti kanonikus szirjekcionak hivjuk.

1.5 Tetszbleges X € X(M) vektormezéhoz egyértelmiien létezik olyan
XV € XV(TM) és X¢ € X(TM) vektormezd, melyekre barmely f € C*(M)
esetén

XVfe=(X1)", (1.1)

ill.
XOfe=(X[) & Xf" = (Xf)" (1.2)

teljesil. Az XV vektormezdt az X wvertikalis liftjének, Xt pedig a teljes
liftjének nevezziik nevezziik. Ugyancsak létezik T'M-en egy kanonikus vertikalis
vektormezd, a C-vel jelolt Liouville-vektormezd, amely az

Cf'=0, Cf=f° (feC®(M)) (1.3)

feltételekkel karakterizalhaté. XV, X€¢ és C' most adott definicidéindl a vek-
tormezOk derivaciéként vald interpretacidéjara tamaszkodtunk. Egyszertien
leirhaté ezeknek a vektormezoknek a pontonkénti hatésa is, erre azonban a
kovetkez6kben explicite nem lesz sziikségiink. KésObbi szdmolasainkban viszont
gyakran fogjuk alkalmazni a kovetkezo relacidkat:

Tetszbleges X, Y € X(M) vektormez6k esetén

(XY, Y] =0; (1.4)
(X YI=[X, Y], [XYI]=[X Y], (1.5)
(O, X"] = -X", [C,X°]=0. (1.6)

Az utébbi két relacié azt fejezi ki, hogy a vertikélis liftek 0-adfoku pozitiv ho-
mogén, a teljes liftek els6fokd pozitiv homogén vektormezok.
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Ha (X;), lokalis bézisa az X(M) C°°(M)-modulusnak, akkor (XY, X)* ,
lokélis bézisa az X(TM) C(TM)-modulusnak. Létezik egy és csak egy olyan

J: X(TM) - X(TM)
(1,1)-tenzor, TM vertikdlis endomorfizmusa, hogy

JXV =0, JX¢=X", bdrmely X € X(M)-re. (1.7)
Kozvetleniil adédik, hogy ekkor

ImJ = J(X(TM)) =X (TM) = Ker J; (1.8)
J*=0. (1.9)

Ertelmezziik tetszéleges Z € X(T'M) vektormezd esetén a [J, Z] € End(X(TM))
(1,1)-tenzort a

[J,2]Y :=[JY,Z] - J[Y,Z], Y € X(TM)

el6irdssal. (Az gy definidlt zérdjel a rovidesen bevezetésre keriil§ Frolicher-
Nijenhuis zardjel egy specidlis esete.) Ekkor

[,X']=0, [J,X]=0 (XeX(M): (1.10)
[J,C] = J. (1.11)

1.6 Az M sokasdgon adott semisprayn olyan
S:TM —TTM, v S) e T, TM

leképezést értiink, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:
S Cl-osztalyd TM-en, sima TM folott; (1.12)
JS=0C. (1.13)

Amennyiben - raadasul -

[C, 8] =8, (1.14)
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agy sprayrél beszéliink. Egy sprayt affinnak vagy kvadratikusnak neveziink, ha
C?-osztélyt - és ennélfogva sima - T M-en.
Tetszbleges f € C°(M) és S semispray esetén

fe=Sfr. (1.15)

Egyszertien belathatd, hogy ez a relacié fiiggetlen az S semispray megvalasztasatol.
Ha S semispray M-en, akkor

barmely X € XV(TM) esetén J[X,S] =X, (1.16)

(Grifone-azonossdg, 1d.[7]).

1.7 Ha M egy sokasag, QF(M)-mel (k € N) jelsljiik az M-en adott k-adfoki
differencialformak C°°(M)-modulusét, megéllapodva abban, hogy Q°(M) :=
C®(M). QM) = &_,QF(M) gradilt algebra a differencialformék korében
értelmezett A-szorzés altal szarmaztatott szorzassal.

Amennyiben Dy és D, r-ed- illetve s-edfoki gradélt derivécidja Q(M)-nek,
gy a

[l)l7 DQ] = D1 o} DQ — (—1)TSD2 e} Dl;

el6irds egy (r+s)-edfoku gradalt derivaciéjat értelmezi Q(M)-nek, amelyet a D
és a Dy derivacié gradélt kommutatoranak vagy egyszertien kommutatoranak
neveziink.

1.8 Uk (M)-mel (k € N\{0}) jeloljik az M-en adott vektorértéki k-
formak C°°(M)-modulusét; ez interpretdlhaté az [X(M)]F — X(M) ferde-
szimmetrikus, C°° (M )-multilinedris leképezések modulusaként. Ekkor W!(M)
elemei éppen az (1, 1)-tipusi tenzormez8k M-en. Megallapodunk abban, hogy
V(M) = X(M).

1.9 Minden K € W*(M) vektorérték(i formahoz hozzarendeljiik az Q(M)
graddlt algebra egy ix-val és egy di-val jelolt gradalt derivacidjat. Mindkét
derivaciét egyértelmiien meghatarozza a C°°(M) és az QY(M) folotti hatésa.
Nevezetesen:

(1) ix (k — 1)-edfoki gradalt derivacid, amelyre

i [C®(M)=0; ixw:=wokK, haweQ"(M); (1.17)
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(ii) dx k-adfoki gradalt derivécid, amelyet a
di = lig,d) =ig od— (=1)Fldoig (1.18)
formula értelmez (d a kiils6 derivalt operdtora).
Megjegyzendd, hogy ha specidlisan X € (M) = X(M), akkor ix a szokésos
helyettesitési operatort, dx pedig az X vektormez6 szerinti Lie-derivélast je-
lenti; ezt Lx-el is jeloljiik.
Kozvetleniil adédik, hogy
ha feC®(M) ¢ KeWUh(M), akkor dxf=irdf =dfoK. (1.19)

A di k gradalt derivéaciét jellemzi, hogy a kiilsé differencidlas d operatoraval
képzett gradalt kommutatora eltiinik:

[d,dx] = 0. (1.20)

1.10 Azt mondjuk, hogy egy K € W*(TM) (k € N\ {0}) vektori k-forma
szemibdzikus ha Jo K = 0 és, tetsz6leges X € X(TM) vektrmezd esetén i yjx K =
0. Egy K € U*(T M) szemibézikus vektori forma potenciélja a

K° .= isK

(k — 1)-forma, ahol S tetsz6leges semispray.

1.11 Amennyiben K € W*(M), L € W*(M), tigy a dx és dy, derivécié gradalt
kommutatorat az 1.7-ban mondottak szerint a

[dK,dL] = dK O dL — (—l)kedL o dK

formula adja meg.  Alapvetd eredmény, hogy egyértelmiien létezik egy
[K, L] € UkH4(M) vektorértékii (k + ¢) forma, amelyet a

dig,r) = [dx, dr]
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Osszefliggés definidl; ezt a [K, L] format K és L Frolicher-Nijenhuis zdrdjelének
nevezzik. Erre teljesiil, hogy gradaltan kommutativ és kielégiti a gradalt Jacobi-
azonossagot, azaz tetszéleges K' € Wki(M) (i € {1,2,3}) vektorértékii formdk
esetén
(K1, K] = —(=1)"" Ky, Ki]; (1.21)
(=1)MR [Ky, (Ko, K] + (—1)"M [Ko, [Ks, K] (1.22)
+(_1)k3k2 [K37 [Kla KQ]] = 0.
Vektori O-formdk esetén a Frolicher-Nijenhuis zardjel a vektormezok szokdsos
Lie-zarojelére redukalédik.
Ha specidlisan K és L vektori 1-formdk, akkor érvényesek a kovetkezd fontos
relacidk:
[K,)Y]X =[KX,Y] - K[X,Y]; (1.23)
[K,L)(X,Y) = [KX,LY] + [LX,KY]+ Ko L[X,Y] + Lo K[X,Y] (1.24)
— LIKX,Y] - L|X,KY] - K[LX,Y] - K[X, LY];

[fX,K] = fIX, K] + df NixK — dief © X; (1.25)
K, fL] = fIK, L]+ di f AL —df A (K o L); (1.26)
K,w®X] =dxw® X —dw® KX + (—1)"w A [K, X]; (1.27)
ix 0ix =ik 0ix +ixx; (1.28)
1 0% =11 Ol + iLoK — KoL} (1.29)
ixodg = —dg oix + Lrx + ik x]; (1.30)
ik ody =dx oix +ijx.x]; (1.31)
i ody =dyoix +dpox —ijx.1) (1.32)

(X, Y e X(M), feC>®(M), weQ(M)).

1.12 Szamolasaink sordn fontos szerepet fognak jatszani az Q(TM) algebra
iy és dj gradalt derivéciéi. Ezekre (1d. pl. [5]) érvényesek a kovetkez6 relacidk:
icOiJ:iJOic; (133)
lic,ds] =i (1.34)
[is,Lc] =1, (1.35)
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2 EHRESMANN-KONNEXIOK

A Finsler-sokasagok elméletében alapvetd szerepet jatszanak a linearis kon-
nexiék alkalmas, nemlinedris altalanositasai, az un. Ehresmann-konnexiok.

2.1 Egy M sokasigon adott Ehresmann-konnexion olyan h € W'(TM) vek-
torértékil 1-format értiink, amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

EC1  hsima TM folott;
EC2 h projektor, azaz h? = h;
EC3 Kerh =XV(TM)
v = lgrar) — h a h hoz tartozé vertikdlis projektor, az
X e X(M) — X" := hX°¢ e xM(TM)

leképezés a h-hoz tartozé horizontdlis liftelés. Amennyiben X"(TM) := Imh,
gy X"(TM) részmodulusa X(TM)-nek, ezt a - h-ra nézve - horizontdlis vek-
tormezdk részmodulusénak hivjuk.A T'M-en adott vektormezdk modulusa fel-
bomlik az

X(TM) = X¥(TM) @ X"(TM).

direkt Osszegre.

Kordbban (1d. 1.5) mar jeleztiik, hogy az X (M) C'*°(M)-modulus egy lokélis
béazisabol a vertikalis és teljes liftek képzésével lokalis béazisa adhaté meg az
X(TM) C>*(TM)-modulusnak. Ehresmann-konnexié birtokdban teljes liftek
helyett horizontélis lifteket is alkalmazhatunk:

Ha (X;), lokdlis béazisa az X(M) C°°(M) modulusnak és h
Ehresmann-konnexié M-en, akkor (X}, X!, lokélis béazisa az
X(TM) C°°(TM) modulusnak.

Egyszertien ellenorizheto, hogy
hold=0, Joh=J; (2.1)
teljestiil tovabbd, hogy tetszbleges X, Y € X(M) esetén

JXhM=xv,  JX"YM=[X,Y], AX"MY"=[XY]" (2.2)
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2.2 Egy h Ehresmann-konnexiéhoz a kdvetkezd (geometriai tartalommal bird)
vektorértékl formakat csatoljuk:

H :=[h,C] € ¥} (TM) — h tenzidja; (2.3)
t:=[J,h] € $¥(TM) — h gyenge torzidja, vagy egyszeriien torzidja;

(2.4)

T :=ist+H €V (TM) — h erés torzidja (2.5)

(S tetszbleges semispray);
1
Q= —§[h, h] € W3(TM) — h gorbiileti tenzora. (2.6)

Azt mondjuk, hogy h eleget tesz a homogenitasi feltételnek, roviden homogén,
ha a tenzidja eltlinik.

2.3 Az Ehresmann-konnexidk és a semisprayk kozotti alapvetd relacidt -
egymaéstol fiiggetleniil - M. CRAMPIN és J. GRIFONE fedezte fel. Eredménytiket
az alabbiakban foglaljuk 6ssze:

(i) Amennyiben h Ehresmann-konnexié és S tetszbleges semispray az M
sokasag folott, ugy S := hS szintén semispray, amely fliggetlen S
megvalasztasitol és eleget tesz a h[C, S] = S Osszefiiggésnek. Ezt a semi-
sprayt a h-hoz tartozo vagy h-hoz csatolt semispraynek mondjuk.

(ii) Ha egy S: TM — TTM semispray van adva, akkor

h:= % (Lecrary + [, 8]) (2.7)

Ehresmann-konnexid, amelyet az S dltal szdrmaztatott Ehresmann-
konneriénak hivunk. Az igy konstrudlt Ehresmann-konnexié (gyenge)
torzidja eltiinik, a hozz4 tartozé semispray pedig 1 (S + [C, S]). Amennyi-
ben S spray, gy h eleget tesz a homogenitasi feltételnek és a hozzatartozo
semispray éppen az S spray.

(iii) Egy Ehresmann-konnexié akkor és csak akkor szarmazik semispraybol
((2.7) szerinti értelemben) ha gyenge torzidja eltiinik.

2.4 Legyen adva egy M sokasdg, s tegyiik fel, hogy h € W!(T M) Ehresmann-
konnexié. Létezik pontosan egy olyan F € W(TM) vektorértéki 1-forma,
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amely eleget tesz az
FoJ=h é Foh=-J

Osszefiiggéseknek. F' majdnem-komplex struktira a T'M érinté sokasagon, ame-
lyet a h-hoz csatolt majdnem-komplex struktirdnak neveziink. F' explicite az

F=h[S,h—J

formulaval adhaté meg, ahol S a h-hoz tartozd semispray. F' és a v vertikalis
projektor kapcsolatat a

JoF =uw, Fov=hoF

formulak adjdk.

2.5 Kovarians derivalt altal szarmaztatott Ehresmann-konnexio.
Tegyiik fel hogy V: X(M)xX(M) — X(M) kovaridns derivalds az M sokasigon.
Ekkor V egy mindeniitt sima homogén hy € W!(TM) Ehresmann-konnexiét,
azaz linedris konnexidt szarmaztat M-en, melyet jellemez, hogy tetszdéleges
X,Y € X(M) vektormez§ esetén

(VxY)" = [X"v,vV]. (2.8)

Megforditva, minden minden sima homogén Ehresmann-konnexié meghatéroz
egy kovarians derivalast M-en. Nevezetesen, legyen h linearis konnexié M-en,
v a hozzatartozo vertikalis projektor, és tekintsiik a

K =aov:TI'M —TM

leképezést, ahol o TYT M T M-re val6é kanonikus sziirjekcidja. A K leképezést
az Ehresmann-konnexiéhoz tartoz6 konnexicleképezésnek vagy Dombrowski-
leképezésnek hivjuk. Ekkor

V:X(M) x X(M) = X(M), (X,Y)—>VxY :=KoTYoX

kovarians derivéalas M-en.

2.6 Megallapodas. Amennyiben h egy tovabbi Ehresmann-konnexié, ugy a
hozzé tartozo alapveté geometriai adatokat - csatolt semispray, tenzid, gyenge
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és erds torzid, majdnem komplex struktira, horizontalis lift - értelemszertien
feliilvonassal jeloljiik:

S, H, L, T, F, X" (X ex(M)),

Ha V kovaridns derivalas M-en, akkor az altala szdrmaztatott Ehresmann-
konnexié adatainak jelolése:

SV7 HV) tV7 TV7 FVv th
(ahol, természetesen, Hy = 0).
2.7 Ismert a kovetkezd tétel: Ha a h és a h Ehresmann-konnexid erds torzidja
megegyezik és ugyanaz a semispray tartozik hozzdjuk, akkor h = h.
A bizonyitdst illetéen 1d. [5].

2.8 Lemma.  Legyenek h és h homogén Ehresmann-konnexiok M-en. Ha
minden X, Y € X(M) esetén

(X", Y] = [XE,YV} (2.9)
akkor h = h.
Bizonyitds. Felhasznéljuk a kovetkez6 ismert (és egyszeriien beldthato)
észrevételt:
egy Z € X(M) vektormezd akkor és csak akkor (2.10)
vertikdlis lift, ha JZ=0 és [J, Z] = 0.
Mivel

J(Xh—Xz) —JX" —Jxh = XV XV =0,

az X" — X" vektormez6 vertikdlis. A feltétel szerint | X" fXE,Y"] =0

tetszoleges X, Y € X(M) vektormezdk esetén. Igy, (2.10) felhasznélaséval azt
kapjuk, hogy X" — X" vertikalis lift. Ekkor (ismét (2.10) alkalmazasaval)

[J, Xh — Xﬂ —0.
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Kiértékelve mindkét oldalt egy tetszdleges S semisprayn
O:[LXh—XﬂS:{JiXh—Xﬂ—nﬂﬁxh—Xﬂ
— [o.x" = x| = g |5, X" - X7
adddik. A jobb oldal els6 tagja h és h homogenitdsa miatt eltiinik , mésrészt

J [S, Xh — Xﬁ} = Xh_ x*h (1.16). Tehdt barmely M-en adott X vektormezd

esetén X" = XP. Bz azt jelenti, hogy a két Ehresmann-konnexio, h és h mege-
gyezik. O

2.9 Lemma. Legyen h homogén Ehresmann-konnewid az M sokasdgon és
jeldlje S a h-hoz csatolt semisprayt 2.3(1). Amennyiben h az S dltal a 2.3(ii)—
ben leirtak szerint szdrmaztatott Ehresmann-konnexio, ugy h és h kapcsolatdt

a
~ 1
h=h-t° (2.11)

osszefiliggés adja, aholt a h gyenge torzidja, t° pedig t potencidlja.

Bizonyitds.  Mivel h eleget tesz a homogenitasi feltételnek, a hozza tartozé S
semispray spray. h gyenge torziéja eltinik, és mivel .S spray h szintén homogén,
a hozza tartozo semispray éppen az S spray. Tehat

hS =S, hS=S5.

Fennill tovabba, hogy
K :=h-—h.

szemibézikus vektori 1-forma, ugyanis
JoK=KoJ=0.

Mivel
0=1:=[J,h] =[J,h+ K| = [J,h] + [J,K] =t + [J, K],

azt kapjuk, hogy t = —[J, K], és igy

12 = —[J, K]°.
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Mivel J és K egyardnt szemibdzikus, a [J, K|° vektori 1-forma szintén
szemibézikus forma, igy ismeretéhez elegendd a teljes lifteken valé hatasat tud-
nunk. Figyelembe véve az el6bbi észrevételeket, tetszéleges X € X(M) esetén

[J, K]°(X¢) = [J, K](S, X¢) = [JS, KX°] + [KS, JX]
+J o K[S, X+ K o0 J[S, X — J[S, KX — JIKS, X*]
— K[S,JX¢] - K[JS, X¢] = [C, KX¢] — J[S, KX°] — K[S, X"].

Az egyenlGség jobboldalan 1évé els6 tag h és h homogenitasa miatt eltiinik:
(€, KX = [C,hX] — [C,hX°] = [C, X"] — [C, X"] = 0.
A masodik tagra kapjuk, hogy
J[S, KX = —KX° = (h—h)X°.
A harmadik tagot a kovetkezOképpen alakithatjuk &t:

K[S,X"] = h[S, X¥] — h[S,X¥] = F 0 J[S,X"] — Fo J[S,X"]
— —FX'+FX'=-FoJX°+FoJX®=(h—h)X".

Osszefoglalva az eddigieket: barmely X € X(M) esetén
[J,K]°(X¢) =2(h — h)X®, azaz, [J,K]|°=2(h—h).

Tehat t° = 2(h — ﬁ), amib6l kozvetleniil adddik a kivant Ssszefliggés. O
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3 FINSLER-KONNEXIOK

3.1 Egy M sokasdgon adott Finsler-konnezion olyan (D, h) pért értiink, ahol D
kovarians derivalds a TM vagy a T'M sokasagon, h pedig Ehresmann-konnexio
M-en, és teljestilnek a kovetkezo feltételek:

Dh =0 — 7D redukilhaté”, (3.1)
DF =0 — 7D majdnem komplex” (3.2)

(F a h-hoz tartozé majdnem komplex struktira (2.4)). A DC € VY(TM)
kovaridns differencialt, ahol C' a Liouville vektormez6, deflexio-leképezésnek
nevezziik. Ha (D, h) Finsler-konnexid, akkor azt mondjuk, hogy a

r*(DC): X € X(TM) — DC(hX) = DpxC
leképezés a Finsler-konnexié h-defleridja,;
v*(DC): X € X(TM) — DC(vX) = D,xC

a v-deflexid. A (3.1) feltételbdl kovetkezik, hogy egy horizontélis vektormezd
barmely D szerinti kovaridns derivaltja horizontalis, vertikdlis vektormezo
barmely D szerinti kovaridns derivaltja vertikalis:

ha Y € XY(T M), akkor barmely X € X(TM): DxY € X¥(TM),
ha Y € X"(TM), akkor barmely X € X(TM) : DxY € X"(TM).

A vertikalis vektormezOk kovaridns derivaltjainak ismeretében a horizontalis
vektormez&k kovarians derivéltjai egyértelmiien meghatdrozottak - és forditva.
Nevezetesen, ha X, Y tetszbleges vektormeték T'M-en, akkor

DyxhY = FD,xJY, DypxhY = FDpxJY.

Minden (D, h) Finsler konnexié természetes médon meghatdroz két kovaridns
differencial operdtort. Egy T'M-en adott (r, s) # (0, 0) tipusi A tenzor D, A-val
illetve D, A-val jelolt h- és v-kovaridns differencialja az

ixDpA:=DpxA és ixD,A:=D,xA (X S }:(TM))
(r, s+ 1) tipust tenzor. Specidlisan, ha Y tetszbleges vektormezd T M-en, akkor

(DRLY)(X) = DpxY, (D,Y)(X) = D,xY.
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3.2 Finsler-konnexiék parcidlis gorbiiletei és torzidi.  Legyen (D,h)
Finsler-konnexi6é az M sokasagon, és jeloljik K-val illetve T-vel D klasszikus
gorbiileti-, illetve torziétenzorat. A K gorbiileti tenzort meghatdrozza hirom
parcidlis gorbiileti tenzor, a T torzidétenzort pedig 6t parcidlis torzidtenzor.
Ezeket és elnevezéseiket a kovetkezd két tablazattal adjuk meg:

Parcialis gorbiiletek
horizontalis (h) |R(X,Y)Z :=K(hX,hY)JZ
vegyes (hv) P(X,Y)Z :=K(hX,JY)JZ
vertikdlis (v) |Q(X,Y)Z :=K(JX,JY)JZ

Parcialis torzidk
h — horizontdlis ((h)h) | A(X,Y) := hT(hX,hY)
h — vegyes ((h)hv) B(X,Y) :=hT(hX,JY)
v — horizontalis ((v)h) |RY(X,Y) := vT(hX,hY)
v — vegyes ((v)hv) PYX,Y) :=vT(hX,JY)
v — vertikalis ((v)v) SYX,Y) :=vT(JX,JY)

3.3 Példa: Kovaridns derivalt horizontdlis liftje. Tegyiik fel, hogy
V kovaridns derivalt az M sokasdgon, s legyen hy a V altal szarmaztatott

h
Ehresmann-konnexié. Létezik egy és csak egy olyan V kovaridns derivalt a TM
érint6 sokasagon, amely eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

%XVYV =0, (3.3)
%th YV =(VxY)" = [X"7, VY], (3.4)
%XVY’W =0, (3.5)
%th YV = (VY)Y (3.6)

(X,Y € X(M)).
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h
Ezt a V kovarians derivaltat a V kovaridns derivdlt horizontdlis liftjének

h
nevezzilk. Konnyen ellen6rizhetd, hogy a (V, hv> par eleget tesz a (3.1) és

h
(3.2) feltételnek, igy (V, hv) Finsler-konnexi6 az M sokasdgon.

3.4 Példa: Berwald-tipusa Finsler konnexid. Adott h Ehresmann-
konnexié mellett definidljuk a

[e]

D: X(TM) x X(TM) — X(TM), (X,Y) DxY

leképezést a kovetkez6 formulakkal:

DyxJY = J[JX,Y], (3.7)
DixJY = [hX,JY], (3.8)
DyxhY = h[JX,Y], (3.9)
DixhY = hF [hX, JY]. (3.10)

Legyen
ny = DUXvY + DthY + Dvxhy + thhy

XY € Z{(TM ). Ekkor D kovaridns derivalt TM -en, és egyszerll szamoldssal
ellen6rizhetd, hogy <D7 h) eleget tesz a (3.1) és (3.2) feltételnek.

3.5 A D’ operdtor. Tekintsiik a

DY X(TM) — VY TM), JY ~ DYJY =[], JY].
leképezést. Felhaszndlva, hogy a vertikélis endomorfizmus Nijenhuis-torzidja
eltiinik, azaz %[J, J] = 0, egyszeriien adédik, hogy tetszdleges X € X(TM).

vektormezo6 esetén

DYy JY = (D}JY) (X) = J[JX,Y]. (3.11)
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Legyen h Ehresmann-konnexié az M sokasagon. Mivel v = J o F', tekinthetjiik
a
DiyJY = DipyJY = JuX,Y]

vektormez&t. A h Ehresmann-konnexié segitségével definidlhatjuk a DS
operator prolongéciéjat az X" (T M) horizontalis résznyaldbra oly médon, hogy
tetszbleges Y € X(T M) vektormezd esetén
DYhY = DYFJY := FDYJY.
Ekkor
txhY = (DyhY) (X) = FDxJY = Fo JJX,Y] =h[JX,Y]. (3.12)

A tovébbiakban egy Ehresmann-konnexié jelenlétében D% a prolongélt
operatort fogja jelenteni.

3.6 Definicié és lemma. Legyen (D,h) Finsler-konnexid az M sokasdgon,
és tekintsiik a DY prolongdlt operdtort. Ha

D:(X,Y) e X(TM)x X(TM) —~ DxY := DixY + D! Y € X(TM),

akkor (D,h) szintén Finsler-konnexié, amelyet a (D,h) Finsler-konnexiéhoz
csatoltnak nevezink. (D,h) vegyes gorbileti tenzordra érvényes a kévetkezd
osszefliggés:

P(X°,Y)Z¢ = —[J,Dxn 2°|Y%  X,Y,Z € X(M). (3.13)

Bizonyitds. Egyszerlien ellendrizheté, hogy (5, h) valéban Finsler-konnexié.

HaK a gorbiileti tenzora, akkor tetszdleges X, Y, Z € X(M) esetén
P(X°,Y)Z¢ = K(X",Y¥)Z" = DxnDy~Z" — Dy~DxnZ" — Dixn y Z".
Itt
Dy~ 2" = Dby JZ¢ = JYY, 2 = JY, Z]" = 0;
DixnynZ¥ = Dyxn v 2% = Dy y JZ°

!

= J[[X" VY], 2] = [J[X", YY), 29 = [, Z°] [ X", Y] = 0,
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mivel [ X" Y] vertikalis és [J, Z¢] = 0. A fennmaradé mésodik tagot tovabb
alakitva kapjuk, hogy

— DyvDxnZ¥ = —Dyv(Dxn Z¥) = =D (Dxn Z%) = —D'yye (JFDx1 Z)
= — [DY(JFDxnZ%)| Y¢ = —[J, JFDxn 2|V = —[J, Dxn Z*]Y".

Ezzel belattuk a kivant Osszefiiggést. O

3.7 Egy (D, h) Finsler konnexiét horizontdlisan lifteltnek nevezlink, ha létezik
olyan V kovarians derivalt az M sokasagon, amelyre teljesiil, hogy tetszbleges
X,Y € X(M) vektormez&k esetén

DxnYV = (VxY)".

Ekkor V-t a (D, h) Finsler-konnexidhoz tartozé bdzikus derivdltnak mondjuk.

3.8 Megjegyzések.

(i) Egy horizontalisan liftelt Finsler-konnexié bézikus derivaltja egyértelmiien
meghatdrozott.

(ii) Egy M sokasdgon adott kovaridns derivélt horizontdlis liftje (1d. 3.3) ho-
rizontalisan liftelt Finsler-konnexio.

3.9 Lemma. FEgy (D,h) Finsler-konnexid akkor és csak akkor horizontdlisan
liftelt, ha a (D, h) csatolt Finsler-konnexid vegyes gorbiileti tenzora eltinik.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a csatolt Finsler-konnexié P vegyes
gorbiileti tenzora elt{inik. Figyelembe véve (3.13)-at, kapjuk, hogy bérmely
XY, Z € X(M) esetén

0=[J,DxnZ]Y¢ = [YV,Dxn 2] — J[Y, Dxn 2] = [Y¥, Dxn Z"] .
Mivel DxrnYV vertikdlis vektormez6, és barmely Z € X(M) esetén
[ZV,DxrYV] = 0, kovetkezik, hogy Dx»Y" vertikdlis lift tetszéleges X,Y vek-

tormezok esetén. Tekintsiik a

V: (X,Y) € X(M) x X(M) — VxY € X(M); (VxY)" :=DynY"
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leképezést. Ekkor V jél definidlt kovaridns derivalt M-en, tehdt (D,h) hori-
zontalisan liftelt Finsler-konnexié.

Forditva, ha (D,h) horizontdlisan liftelt Finsler-konnexid, amelyhez a V
béazikus derivalt tartozik, akkor tetszdleges X,Y, Z € X(M) esetén

P(X,Y)Z2° =K(X",Y") 2" = Dxn Dy Z¥ — Diys Dxn Z¥ — Diyn y 2"
= -Diy.Dx1Z" = —Di. (VxZ)" =0,

tehat a csatolt Finsler-konnexié vegyes gorbiileti tenzora eltlinik. O

3.10 Ko6vetkezmény. FEgy Berwald-tipusiu Finsler-konnexio megegyezik a
csatolt Finsler-konnexidjdval, igy eqy Berwald-tipusu Finsler konnexio pontosan
akkor horizontdlisan liftelt, ha a vegyes gorbiileti tenzora eltinik.

3.11 Lemma. Tegyik fel, hogy (D, h) horizontdlisan liftelt Finsler-konnexid
V bdzikus derivdlttal, és legyen hy a V dltal szdrmaztatott linedris konnexio.
Ekkor

DxnC = X" X" (X € X(M)), (3.14)
kovetkezésképpen hy akkor és csak akkor egyezik meg a h Ehresmann-

konnexidval, ha a (D, h) Finsler-konnexio h-deflexidja eltdnik.

Bizonyitds. Legyen (U, (u!)™;) térkép M-en. 7 1(U) felett a Liouville
vektormez6 el6dllithaté a kovetkezo alakban:
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e (&) e ()] - ()

a.)er[XhV,C]

— h _ hv i\c
(X X" (u') (61&
(i) Xh o th7

ahol az (1) és (2) lépésben felhaszndltuk, hogy hyv egy M-en adott kovaridns
derivaltbdl szarmazik, és igy alkalmazhaté (2.8). O

3.12 Megjegyzés. Tegyiik, fel, hogy (D, h) olyan Finser-konnexid, amelynek
eltinik a h-deflexicja. A lemma alapjan ekkor annak sziikséges feltétele, hogy
(D, h) horizontélisan liftelt legyen az, hogy a h Ehresmann-konnexié linedris
konnexid legyen.

3.13 Kovetkezmény. Ha (D, h) horizontélisan liftelt Finsler-konnexié elt{ing
h-deflexioval, akkor a hozza tartozd h-kovarians derivaltak a

DixJY =v[hX,JY], (3.15)
DypxhY = hF[hX,JY)]. (3.16)

formulédk szerint hatnak, ahol X,Y € %(TM ) tetszbleges.

3.14 Allitas. Legyen (D, h) horizontdlisan liftelt Finsler-konnexid és tegyiik
fel, hogy h linedris konnexid. Ebben az esetben (D, h) h-deflexidja akkor és csak
akkor tinik el, ha D (v)hv torzidja eltiinik.

Bizonyitds. Tetsz6leges X,Y € X(M) esetén azt kapjuk, hogy
PH X" V") = oT(X", YY) = v (DxnY¥ — Dyv X" — [ X" VV])
=DxnYV — [XM YY)
Ha a (D, h)-hoz tartozé bézikus derivélas V, akkor a feltétel szerint
DyxnYV = (VxY)¥ = [X"7,Y"].
fgy azt kapjuk, hogy
PHX" Y =0 & [X", VY] =[X" Y]
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A 2.8 lemma figyelembevételével ez akkor és csak akkor teljesiil, ha h = hy, ami

ekvivalens azzal, hogy (D, h) h-deflexigja eltiinik (3.11). O
3.15 Allitas. Legyen (D, h) horizontdlisan liftelt Finsler-konnexid és V

a hozzad tartozo bdzikus derivdlt. Tegytik fel, hogy h az egész érintdtéren sima
Ehresmann-konnexid. Ebben az esetben (D, h) h-deflexidja akkor és csak akkor
esik egybe h tenzidjdval, ha D (v)hv torzidja eltiinik.

Bizonyitds.  El6szor megmutatjuk, hogy ha P! = 0 akkor h*DC = H. Miként
azt az el6z6 bizonyités soran is ldttuk, ha P! = 0, akkor minden X,Y € X(M)

esetén
DxnYY¥ = [X" YY)

Innen konnyen adédik, hogy altalanosan
DpxJY =vlhX, JY]; X,Y € X(TM). (3.17)

Legyen S tetsz6leges semispray M-en. Ekkor tetsz6leges X € X(M) vektormezd
esetén

DxnC = Dynd8 P27 o[ x", 78] = o[ X", 0] = H(XC).

Ez azt jelenti, hogy h*DC = H.

Forditva, megmutatjuk, hogy ha h*(DC) = H, akkor P! = 0. Legyen
X € X(M) tetszbleges. Ekkor egyrészt DxnC = [X" C]. Mdsrészt, mint
3.11-ben lattuk, Dy»C = X" — Xhv, fgy, figyelembe véve, hogy hy homogén,
kovetkezik, hogy

[, x" — x"v] =[C, X" = — (X" - X"V).

Ez azt jelenti, hogy az X" — X"V vertikalis vektormezd nulladfokd homogén.
Mivel h az egész érintStéren sima, megallapithatjuk ennek alapjan, hogy
X" — Xhv vertikélis lift. Igy tetszéleges Y € X(M) esetén

0=[X"— X" vV] = [X" V] - [ X", VY];
kovetkezésképpen
PHX" Y = (VxY)' = [X" VY] = [ X", VY] - [X", VY] =0,

és ezt akartuk belatni. O
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4 EHRESMANN-KONNEXIOK FINSLER-SOKASAGOKON

4.1 Finsler-sokasagok. Legyen adva egy E: TM — R fliggvény, amelyet a
tovéabbiakban energiafiigguénynek mondunk. Az (M, E) péart (vagy egyszerlien
M-et) Finsler-sokasdgnak nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezok:

(F1) bérmely a € TM esetén E(a) > 0; E(0) = 0;

(F2) E C" osztalyt TM-en, sima T M-en;

(F3) CFE = 2F, azaz E mésodfoki pozitiv homogén;

(F4) az w := ddjFE 2-forma, az in. fundamentdlis forma nemelfajuld.

Ha (M, E) Finsler-sokasdg, 1étezik pontosan egy olyan So: TM — TTM spray,
amelyet T'M-en egyértelmiien meghataroz az

isyw = —dE (4.1)

formula, s amely kiterjesztheté C' osztalyd So: TM — TTM leképezéssé tigy,
hogy So(0) = 0 teljesiiljon. Ezt a sprayt a Finsler-sokasag kanonikus spray-jének
nevezzilk. A

T:XV(TM) x X¥(TM)— C®(TM)

(JX,JY) = GJX,JY) = w(JX,Y) (4.2)
leképezés jOl definidlt, nemelfajuld, szimmetrikus C°°(T'M)-bilineéris forma,
amelyet (M, E) wertikdlis vagy Riemann-Finsler metrikdjinak nevezzik.
Amennyiben ¢ pozitiv definit, ugy pozitiv definit Finsler-sokasdgrol szélunk.

Tegyiik fel, hogy h egy Ehresmann-konnexié M-en. Ekkor g-t kiterjeszthetjik
X(TM)-re a kovetkezd el6irdssal:

g(X7Y) = E(JX, JY) +§(UX7 UY), U= 1.’{(TM) - h7 (43)

ahol X,Y € X(TM) tetszbleges. Igy egy g pszeudo-Riemann metrikahoz jutunk
T M-en, amelyet g h-menti prolongdcidjinak hivunk.

4.2 A Cartan-tenzorok. Legyen (M, E) Finsler-sokasag. Létezik pontosan
egy olyan

C:X(TM)x X(TM) = X(TM), (X,Y)—C(X,Y)
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tenzor, amely eleget tesz a
JoC =0,
GCX.Y),IZ) = 3 (LoxT'D) (V. 2)  (ZeX(TM).  (44)
feltételeknek. A C tenzor C, leszéallitott tenzorat a
C(X,Y,2) :=g(C(X,Y),JZ);  X,Y,ZeX(TM). (4.5)

formulaval értelmezziik. Az igy megkonstrudlt C tenzort és a leszéllitottjat a
Finsler-sokasag 1. Cartan tenzoranak nevezziik. Jol ismert tény, hogy

(M, E) akkor és csak akkor Riemannian sokasdg, ha C = 0.

Tegyiik fel, hogy h egy Ehresmann-konnexié M-en, és g a g vertikalis metrika
prolongdcidja h mentén. Az (M, E) Finsler-sokasdg (h-ra vonatkozd) 2. Cartan
tenzoran a

JolC =0
és
9(C'(X,Y), ] Z) = % (Lnxg) (JY, JZ). (4.6)
eléirasokkal értelmezett C’ tenzort, valamint a vele metrikusan ekvivalens
Cl(X,Y,Z)=g(C'(X,Y),JZ);  X,Y,ZecX(TM) (4.7)

leszallitott tenzort értjiik.

4.3 Indexfelhizé operdtor és gradiens.  Tekintsiik az (M, E) Finsler-
sokasagot és ennek w := ddjE fundamentalis forméjat. Ha 8 1-forma T M-en,
jeloljitkk B#-tel azt a vektormezét amelyre

ig#w = B (48)

teljesiil. Specidlisan, egy f € C°°(TM) fiiggvény gradiense a

grad(f) := (df)*
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vektormez6. Vertikalis lift, azaz egy ¥ = aom, a € C°(M) alaku fiiggvény
gradiense rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

grad(a¥) € X¥(T'M); (4.9)
[C, grad(a")] = —grad(a"), azaz grad(a") nulladfokd homogén; (4.10)
(grad(a’))E = af (4.11)

(lasd [28], Prop. 1).

4.4 Egy (M,E) Finsler-sokasdgon adott h Ehresmann-konnexiét konzer-
vativnak mondunk, ha d, E = 0.

4.5 Lemma.  Legyen h konzervativ Ehresmann-konnexid az (M, E) Finsler-
sokasdagon. FEkkor
dgFE =0,

ahol H a h tenzidja.

Bizonyitds. Tekintsiik egy tetszileges X € X(M) vektormez&t. Egyszerti
szadmolassal adédik, hogy H(X¢) = [X", O], igy

dyE(X¢) = dE(HX) =dE([X",C]) = [X",C|E
= X"(CE) - C(X"E) = X"(2F) =0,

az utolsé lépésben h konzervativsagat alkalmazva. O

4.6 Lemma. Ha w az (M, E) Finsler sokasdg fundamentdlis formdja és h
konzervativ Ehresmann-konnexio M-en, akkor

Thw=w+ i1 dF,
ahol t az Fhresmann-konnexio gyenge torzidja.

Bizonyitds. Az

(2.1), (2.4)

. 1.32 . . . .
ZhOdJ(Z)dJOlh-f—dJoh—l[h,J] djoip+dy— it
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Osszefiiggés felhaszndlasaval kapjuk, hogy

inw = indd, B 20 iy d,dE = —dindE
— d,dE + i,dE = dd, E + i,dE = w + i,dE.

(Figyelembe vettiik, hogy i, dE = 0, ugyanis a feltétel szerint h konzervativ.) O

4.7 Kovetkezmény. Ha w az (M, E) Finsler sokasdg fundamentdlis formdja
és h konzervativ Ehresmann-konnexié M-en, amelynek gyenge torzidja eltiinik,
akkor ipw = w.

4.8 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokasdg, h konzervativ Ehresmann-
konnexio, S pedig a hozzd csatolt semispray. Ekkor S elddllithato az

S =Sy + (do E)

formula alapjdn, ahol Sy a Finsler-sokasdg kanonikus sprayje és t° a h
Ehresmann-konnexid gyenge torzidjanak a potencidlja.

Bizonyitds. Szédmolasaink soran felhasznéljuk a kovetkezd relaciokat:

15, © %t = 14 O Ug, + Gto,

ih 9 iSO = ng o ’ih — ith = iso 9] ih — is.
Mivel A konzervativ
0= dhE = ith = —ihisow = ’isw — isoihw.
fgy — figyelembe véve, hogy is,dE = SoE = 0, mert Sy horizontdlis —, azt

kapjuk, hogy

isw = igyinw = ig,(w+ idE) = ig,w + ig,itdE
= isow + itiSOdE + itOdE = iSOOJ + dtOE.
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A nyert eredmény felirhaté az
is_sow = dtoE

alakban. Innen (4.8) alapjan kapjuk, hogy S — Sy = (dso E)¥. O

4.9 Tétel. Legyenek h és h konzervativ Ehresmann-konnezidk az (M, E)
Finsler-sokasdgon. Amennyiben h és h erds torzidja megegyezik, ugy h = h.

Bizonyitds. Jeloléseinkben alkalmazni fogjuk a 2.6-ban rogzitett
megallapoddsokat. A feltétel szerint

dhEZdEEZO, T=T.

Tekintsiik az (M, E) Finsler-sokasidg Sy a kanonikus sprayjét. Az el6z6 bi-
zonyitas soran lattuk, hogy

5w — ig,w = deo igw —ig,w = dp E.
Innen kivondssal kapjuk, hogy
ig_gw=dplE —dpFE.
h er6s torzidja T =t° + H, igy
dpE=dp_gE =drE —dygFE =drkE.

Hasonloképpen,
dp B = dzE.

Az utolsé harom egyenl@séget Gsszevetve

ig_gw=drFE —dzFE =drE —drE =0

adédik. Mivel w nemelfajulé, kovetkezik, hogy S = S. Tehdt a h és a h
Ehresmann-konnexiéhoz ugyanaz a semispray tartozik, ami 2.7 alapjdn azt je-
lenti, hogy h és h megegyezik. O
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4.10 A kanonikus konnexié (Berwald konnexié). Ha (M, FE) Finsler
sokasag, akkor létezik egy és csak egy olyan hg Ehresmann-konnexié, amely
rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

ho konzervativ, azaz, dp, E = 0; (4.12)
ho homogén; (4.13)
ho gyenge torzidja elttinik. (4.14)

Ezt az alapvetd eredményt ebben a formdban J. GRIFONE [7] fogalmazta meg.
A szébanforgé Ehresmann-konnexiét a Finsler-sokasag kanonikus konnexidjanak
vagy Berwald-konnezidjdnak nevezziik. Explicite:

1
ho = 3 (Lx(ran + [, S0]) , (4.15)
ahol Sy a kanonikus spray. Megjegyezziik, hogy a (4.13)—(4.14) feltételek
helyettesithet6k hg erds torzidjanak az eltiinésével.

4.11 Allitas. Tegyik fel, hogy h homogén, konzervativ Ehresmann-konnexio
eqy (M, E) Finsler-sokasdgon. Ekkor a hy kanonikus konnexid segitségével h
eléallithato a

h = h() + %to + % [J, (dtoE)#}

alakban.

Bizonyitds.  Legyen S a h-hoz csatolt semispray, és jeloljiik h-mal az S &ltal
szérmaztatott Ehresmann-konnexiét (2.7). Ekkor

. 1 sl
ho (2 3 (Lx(ran) + [, So)) = 3 (Lxerany + [, S] = [, (dee E)*])
= S e B P2 b L L (e Y],

ami ekvivalens a kivant formuldval. O
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5 Az ICHIJYO-KONNEXIO

5.1 Hashiguchi-konnexid. Mint ismeretes egy Finsler-sokasagon szamos
nevezetes kovarians derivalas értelmezheto; részletes targyalasukat illetéen a

H
[27] és [29] munkdkra utalunk. Kovetkezd meggondoldsainkhoz a ( D, h), un.

Hashiguchi-konnexiora lesz sziikségilink. Ezt az alabbi axiémak karakterizaljdk:

H

D v-vegyes torzidja eltinik; (5.1)
H H

D v-metrikus, azaz, D,g = 0; (5.2)
H

D v-vertikdlis torzidja eltdnik (5.3)

(g a vertikdlis metrika prolongaciéja h mentén).

H
A D szerinti kovarians derivaltak a kovetkezd képletek alapjan szamolhatok:
H H
D;xJY =JJX,Y]+C(X,Y); DpxJY =v[hX, JY]; (5.4)
H H
D ;xhY =h[JX,Y]|+ FC(X,Y); DpxhY = hF[hX,JY) (5.5)

(X,Y € X(TM), F a h-hoz csatolt majdnem-komplex struktiira).
Ha réadasul

h konzervativ; (5.6)
g h-horizontdlis torzicja eltinik; (5.7)
g h-deflexidja eltiinik, (5.8)
akkor h a Finsler-sokasdg kanonikus konnexiéja.  Ebben az esetben a

H
(DJL) Finsler-konnexiét az (M, E) Finsler-sokasdg klasszikus Hashiguchi-

konnexidjanak nevezziik.

5.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy (M, E) Finsler-sokasdg, V pedig kovaridns de-
rivalds az M sokasdgon. Legyen hy a V-bol szdirmazo FEhresmann-konnexio,
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.

és g jelentse a wvertikdlis metrika prolongdciojat hy mentén. Létezik eqy és

v
csak egy olyan <D,hv) Finsler-konnexio M-en, amely eleget tesz a kévetkezd
feltételeknek:

v v

D v-metrikus, azaz, D,g = 0; (5.9)
v

D v-vertikdlis torzidja eltiinik; (5.10)
a (ﬁ, hv) csatolt Finsler-konnexio (5.11)

vegyes gorbileti tenzora eltinik;

v
(D, hv) h-deflexidja eltinik. (5.12)

v
A D szerinti kovaridans derivdltak a kovetkezd képletek szerint szamithatok ki:

DyxJY = JIJX,Y] +C(X,Y): (5.13)
DhoxJY = volh X, JY]; (5.14)
DyxhoY = ho[JX, Y] + FoC(X,Y); (5.15)
DnoxheY = hy Fo[hy X, JY] (5.16)

(X,Y € X(TM)).

Bizonyitds. Eloszor az unicitds igazolasaval foglalkozunk részletesen, megmu-
tatva, hogy (5.9)—(5.12) kikényszeriti a (5.13) és (5.14) derivaldsi szabdalyokat;
ezekbdl (5.15) és (5.16) mar automatikusan kévetkezik.

v
FElsé 1épés. Felhasznédlva D v-metrikussdgédt és a (v)v-torzié eltiinését, le-

v
vezetjitk (5.13)-t. Mivel D v-metrikus, tetszbleges X,Y,Z € X(M) esetén
érvényesek a kovetkezd relaciok:
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v \%
XVg(YY,Z%) =g (DXVY"7Z") tg (Y",DXVZ") ,
v v
YVg(Z¥,XY) =g (DvaV,X"> +g <ZV,Dva") ,
v \Y%
—ZVg(XV,YV) = —g (DZVXV,Y"> —g (X", DZVYV> .

Osszeadva a megfeleld oldalakat, s felhaszndlva, hogy a (v)v-torzi eltlinése mi-
att

v v
DxY¥ = Dy XV = [XV, VY] =0,

azt kapjuk, hogy

v
g(2DxY¥,2%) = X¥g(Y™, 2¥) + YVg(2", X¥) = Z*g(X",Y™)
=2C, (XY Z°% =2¢9(C(X°,Y°),ZY).

Tehat
v
Dx Y'Y =C(X,Y%) =C(X"v,yhv),
ami éppen (5.13) az X = X"V, Y = Y"V esetben. Ebbdl azonban az altalanos
formula is konnyen adddik.
Mdsodik lépés. Most (5.11) és (5.12) segitségével levezetjiik (5.14)-et. Mint
v
azt a 3.9 lemmaban lattuk, az utobbi feltételek garantdljak, hogy (D, hv) ho-

rizontalisan liftelt Finsler-konnexio. fgy tehat egyértelmiien létezik olyan V ko-
varidns derivélt M-en amelyre igaz, hogy tetsz6leges X, Y € X(M) vektormezdk
esetén
~ v \%
(Vx¥) =Dyrey™,

Figyelembevéve az (5.12) feltételt és a 3.11 lemmét, rogton kapjuk, hogy V
megegyezik a tételben szereplé V kovarians derivalttal. Igy

v
Dyng Y™ = (VxY)¥ = [X"7, Y],

ami az (5.14) formula helyességét igazolja.
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Egzisztencia. Ertelmezziik a

Vv o o o v
D: X(TM) x X(TM) — X(TM) (X,Y) DxY
leképezést a
v v v v v
DxY := Dyox(vvY) 4+ Dy x (hvY) + Do x(vvY) + Dpo x (hvY)
v
elSirassal, ahol D az (5.13)—(5.16) formuldk szerint hat. Egyszer(i, de hosszadal-

v
mas szamolassal ellenérizhetd, hogy (D, hv> Finsler-konnexi6 az M sokasagon,
és eleget tesz az (5.9)—(5.12) axiéméknak. O

5.3 Megjegyzések.

(i) Az 5.2 Tételben megkonstrudlt Finsler-konnexiét a V kovaridns derivélt
altal indukalt Ichijyo-konnexionak nevezziikk. Maga ICHIJYO ezt a de-
rivaldsi szabdlyt kézvetlen, koordindtds megaddssal értelmezte [16], [17].

(ii) A vertikdlisan és horizontdlisan liftelt vektormezék kovaridns derivéltjai a
kovetkez6 formuldk alapjan szamithatok:

v h h v

Dx YV =C(X"v, Yv), Dyng YV = (VxY)Y, (5.17)

% %

Dx Y = FgC (X", Y"), Dyno YV = (VxY)"v  (5.18)
(X,Y € X(M)).

5.4 Allitas.  Legyen (M, E) Finsler-sokasdg, V kovaridns derivdlt M-en, és
v
tekintsik a V dltal indukdlt (D,hv) Ichijyo-konnexiot. Ekkor

(Dixe)(v.2) = (Do) (x.2) (5.19)

ahol X, Y, Z tetszoleges vektormezdok TM-en.
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Bizonyitds. Ha (5.19)-ben valamelyik vektormez$ vertikélis, akkor az
egyenléség mindkét oldala zérus. fgy a fenti egyenlség teljesiilését elegendd
z (X", YV, Z"v) alaki harmasokra ellenérizni, ahol X, Y és Z tetszSleges
vektormez8k M-en. Vegyiink egy tovabbi U € X(M) vektormezét és haszndljuk

fel, hogy D v-metrikus. Ekkor
0= (Dyeg) (€Y', 2/).U0%) = X"g(C(¥"™, 2%).U)
- g(lv)Xv [c(yh, zmv)], U") - g(C(YhV, ZhV),zv)XVUV)
X¥g(C(Y", Z"v),UY) ((vac) (Yhv, zhv), V)
(C(BX yhe ZhV) v*) - g(c (th Dxv2"),U%)
(C(YhV,ZhV) Dx U ) e, (Yhe, zhv Ut
e (zv)X i,z uhe) —cb(th,zv)XthV,UhV)
—¢ (v, Zhv,lv)XthV) = g((lV)XvC) (", 2"%),0")
— (zvvxvcb) (Yhe, zhv Uhe) — g((zvvxvc) (", 2"),U%).
Innen, 5.3 (ii) alkalmazaséval kapjuk, hogy
g((BXvC> (", 2M),0") = (vacb) (Yhv, zh Uhv)
= XVC,(Y"v, Z"v , U"Y) — ¢ (FeC(X"v,Y"v), 2" U"v)
— G (Y, FoC(X"Y, 2M),U") — G, (Y, 2", FeC(X"Y,U"7)).

v
Hasonl6 egyenléség adddik a g((DyvC) (Xhv, zhv), UV) kifejezésre is. Ezutdn
mar egyszerl szamolédssal kapjuk, hogy
v v
g(<DXVc) (Yhv, zhv) - (Dyvc) (X", ZM), UV) = XVC,(Y"v, zhv Uh)
1 1
—yve,(xv, zh yhvy & 2XV{YV [ZV(UVE)]} - 5YV{XV [ZV(UVE)]}

_ %[X",Y"] (Z(U¥E)) = 0.
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Itt a () lépésben felhasznéltuk az 1. Cartan tenzor eldéllitdsdra vonatkozd
Osszefliggést [29]. Mivel U € X(M) tetszbleges volt és g nemelfajuld, innen a
kivant

(Dx-€)(rhs,2%) = (Dyc) (x5, 21)

egyenl6ség kovetkezik. |

5.5 Lemma. Legyen ¥V kovaridns derivdlt M-en, és tekintsik a hozzd

v v v
tartozo (D,hv) Ichigyo-konnexidt. A D kovaridns derivalt T torzid tenzordra

érvényesek a

\v4
T(X"¥,Y") = (Ty(X,Y))" + Qg (X7, V"), (5.20)
v
T(X"V, YY) = —FgC(X"v, Y"v), (5.21)
\v4
T(XV,Y") =0, (5.22)

felbontdsi formuldk, ahol X, Y € X(M), Ty jeloli V torzd tenzordt; Qv és Fy
pedig a hy FEhresmann-konnexio gorbileti tenzora és a hozzd csatolt majdnem
komplex struktira.

v
5.6 Megjegyzés. A (D, hv) Ichijyo-konnexi6 parcialis gorbiileteire és
torzidira vonatkozd alapvetd kiszamitdsi formuldkat a kévetkezd tablazatokban
foglaljuk Gssze:

Gorbiilet | (XY, Z € X(TM))

horizontAlis HVQ(X, Y)Z =[J,Qv(X,Y)|hvZ 4+ C(FQv(X,Y), Z)
vegyes P(X,Y)Z = (Bhvxc)(th, heZ)

vertikélis gp(x, Y)Z =C(FC(X,Z),Y) - C(X,FC(Y, Z))
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Torzid (X,Y e X(M))
XM, Yhv) = (Ty (X, Y))"
X" YY) = —FgC(Xv Yhv)

v
h — horizontalis | A
v
B

—~ o~

h — vegyes
v
v — horizontalis | R} (X"v,Y"v) = Qg (X"v,Y"v)

v

v — vegyes Pt =0
v

v — vertikalis St=0

(F tetszbleges majdnem komplex struktira T'M-en).

A felirt formulak levezetése egyszerti, de hosszadalmas szamoldst igényel, amely-
t0l itt eltekintiink.

5.7 Kovetkezmény. Egy Ichijyo-konnexié horizontalis gorbiilete akkor és
csak akkor tlinik el, ha a V bazikus derivalt gorbiilete, vagy — ami ezzel ekvi-
valens — a hy Ehresmann-konnexié gorbiileti tenzora eltlinik.

v
Bizonyitds. Elegend6 annak megmutatasa, hogy R elt{inése ekvivalens
v
Qv eltlinésével. Ha Qy = 0, akkor 5.6 alapjan R = 0 is teljesiil. Forditva,

v
tegyiik fel, hogy R = 0, és legyen Sv a hy-hoz tartozé semispray. Tetszoleges
X,Y € X(M) esetén

v
0=R(X"v,Y"v)Sg =8 [J, Qv(th,th)} Sy + C(FQV(XhV LY, SV)

- [J,QV(X’LV,Y”V)}SV - [C,QV(X’W,WV)} - J[SV,QV(XhV,YhV)}.

Felhasznalva a gradélt Jacobi-azonossagot és figyelembe véve hy homogenitasat,
azonnal kapjuk, hogy a jobb oldalon az elsé tag eltiinik, mig a mésodik tag éppen
—Qv (X"v,Yhv)-val egyenls. Tehat Qv eltiinik, és ezzel az 4llitést belattuk. [

v
5.8 Kovetkezmény. Egy (D,hv) Ichijyo-konnexié vegyes gorbiilete akkor

v
és csak akkor tiinik el, ha az els§ Cartan tenzor D szerinti h-kovaridns derivaltja
eltiinik.
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v
5.9 Kovetkezmény. Egy (D, hv) Ichijyo-konnexié h-horizontélis
torzidjdnak elt{inése ekvivalens V torzidtenzordnak (vagy hv gyenge torzidjdnak)
eltiinésével.
Bizonyitds. A kovetkezd Osszefliggésbol kiolvashaté az allitas:
Y vh h h h h
AX™W Y'Y = (Te(X,Y))" = (Fy oty)(X"V,Y"7) (X,Y e X(M)).

Az itt szereplé mésodik egyenldség igazoldsa megtaldlhaté [27]-ben. O
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6 ALTALANOSITOTT BERWALD-SOKASAGOK

6.1 Legyen (M, FE) Finsler-sokasdg és V kovaridns derivélt M-en. Azt
mondjuk, hogy az (M, E,V) hirmas dltaldnositott Berwald-sokasdg, ha a hy
Ehresmann-konnexié konzervativ, azaz dp, E = 0. Egy (M, E, V) altaldnositott
Berwald-sokasagot Berwald-sokasdgnak neveziink, ha V szimmetrikus ko-
varindns derivélt. Amennyiben rdadédsul, V gorbiileti tenzora is zérus, f]gy
lokdlisan Minkowski- sokasdgrol beszéliink.

6.2 Megjegyzés. Egyszerlien beldthatd, hogy ha (M, E, V) Berwald-sokasdg,
akkor a V-bdl szarmazé hy Ehresmann-konnexié éppen a sokasidg Berwald-
konnexiéja, ennélfogva a V kovaridns derivalt egyértelmii. Ekkor ezt a Berwald-
sokasag kovaridns derivaltjdnak nevezziik, és (M, E, V) helyett egyszertien csak
(M, E)-t frunk.

6.3 Kovetkezmény. Ha (M, E,V) altaldnositott Berwald-sokasig, akkor

Sy = So+ (dio B) 7, (6.1)
1. 1
hy = ho+ 513 + 5 | (dig B)*] - (6.2)

(A jeldlések a 2.6 megdllapodds szerint értenddk.)

Bizonyitds. A felirt formuldk kozvetlentil adédnak a 4.8 és 4.11 allitasokbdl. [
6.4 Tétel. Legyenek (M, E,V) és (M, E,V) dltaldnositott Berwald-
sokasdgok. AV és NV kovaridns derivdltak akkor és csak akkor egyeznek meg,

ha a torzigjuk egyenld.

Bizonyitds.  Jeloljiik V illetve V klasszikus torzié tenzorat Ty-vel és T< -val.
J6l ismert tény (1d. [4]), hogy tetszbleges M-en adott X, Y vektormezék esetén

to (X9, Y°) = [To (X, V)] (6.3)
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Tehat, ha Ty = Tg, akkor a hy és hg Ehresmann-konnexidk gyenge torzidja
megegyezik. Masrészt hy és h homogének, igy erds torzidjuk is egyenld. Mivel
hv és hg konzervativ Ehresmann-konnexidk, ebbdl 4.9 alapjan kapjuk, hogy
hy = hg, amibdl pedig V = V adédik.

A megforditas nyilvanvalé. O

6.5 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokasdg és tegyik fel, hogy V kovaridns
derivdlt M-en. A kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(a) (M, E,V) dltaldnositott Berwald-sokasdg;

(b) a hy-hoz tartozé Cg mdsodik Cartan tenzor eltdnik;

v %
(c) a <D, hv) Ichijyo-konnexio hy-metrikus, azaz Dpgog = 0.

Bizonyitds.
(a) = (b). Felhasznalva Cy definicidjat és (3.4b)-t (1d.[29]) kapjuk, hogy
tetszbleges X,Y, Z € X(M) esetén

2(Ce )y (X4, Y, 2°) 1= 29(Co (X, V)T Z%) = (Lngxeg) (JY*, T Z°)
= X" g(Y",2%) = g([X", Y], 2") — g(Y",[X", 2"))
= XPO[YY(ZYE)| — [XP° Y27 E) - Y (X"%, 2°]E)
Y2 (X E)] =0,
hiszen hy konzervativ. Tehdt Cg = 0.
(b) < (c). Tetszbleges X,Y,Z € X(M) esetén kapjuk, hogy
(1V)th 9)(Y",2) = X7 g(v*, 2) - g(zv)xhv v, 2) = g(v, Dyne zv)
= X"Vg(Y¥, 2%) = g([X"7, Y], 2%) — (V¥ [X"Y, 27])
= 29(Ccu (X7, Y9, 2Y),
ami nyilvdnvaléan azt mutatja, hogy (b) és (¢) ekvivalensek.

v
(¢) = (a) Mivel az 5.12 axiéma alapjdn (D,hv) h-deflexidja eltiinik,
tetszbleges X € X(M) esetén kapjuk, hogy
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c \Y4
0¥ (DX,Lv 9)(C.C) = X" g(C.C) = 29(Dxns C.C)
=2X"VE = 2d,  E(X°).

Ez igazolja, hogy dj, E = 0. O

, v
6.6 Allitds. Ha (M, E,V) dltaldnositott Berwald-sokasdg, akkor a (D,hv)

Ichijyo-konnexio vegyes gorbileti tenzora eltiinik.

v
Bizonyitds. Tekintettel arra, hogy a Dy C = 0 feltétel ekvivalens a vegyes

v
gorbiileti tenzor eltiinésével, elegendd azt megmutatnunk, hogy DjoC eltlinik.
Ezt két 1épésben igazoljuk.

v
Elsé lépés. Eloszor belatjuk, hogy Dy C, = 0. Ebbdl a célbdl elegendd azt

v
ellenérizni, hogy Dj,C, eltiinik az (X"v,Yhv Zhv [hv) alakd négyeseken,
ahol X, Y, Z, U tetszOleges vektormezok M-en.

v
(Do @) (X1, Y1, 20%) = v e, (X", Yo, 24
v v
— Cy(Dyne X5, YV ZhV) — ¢, (th ,Dyne Y, Zhv)
— ¢ (X" v, Do Z'%) = Ut e, (XM, Y, 71
=G (VuX)'v,Yhv, z"v) — ¢, (X", (VyY)'v, Z")
1
—C (X", Y (Vy2)'v) = 5 {U™[XY(YY(ZVE))]
— [U", X¥][Y¥Y(2YE)] - X¥([U",Y|(Z"E))
1
~XY(YY[U",ZV|E)} = 5XV {Y¥[z¥(U" E)]} =0,

v
hiszen hy konzervativ. Tehat Dy C, = 0.

v
Madsodik lépés. Most tekintsiik a Dy C tenzort. Mivel a 6.5 4llitds szerint
v
D hy-metrikus, tetszéleges M-en adott X, Y, Z, U vektormezk esetén
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0= (zv)th g) (C(YhY, Zh9),UY) = X'V g(c(YhY, Zhv), UY)
- g(BXhC(YhV, Zhv)y, UV> - g(C(YhV, 7" Dyno UV)
= X"g(C(YhY, Zhv), U — g((f%xhv c) (Yhv, zhv), UV)
- g(C Do YhV,ZhV>,UV) - g(c (Y’W,L%th ZhV),UV)
— g(C(YhV,ZhV), D e U") — Xhve,(yhv, zhv Ut
—c (BX;W yhe zhv UhV) —c (th Do 28, UhV)
—q (Y’W 2" Dine Uhv) - g((f%xhv c) (Yhv, zhv), UV)
- (zv)th cb> (Yhv, zhv phv) - g((JVJXth) (Yhe, Zhv), UV)
L lépés g(<1v)xhvc) (Yhv, zhv), UV).

v
Figyelembe véve, hogy g nem elfajuld, innen kovetkezik, hogy Dy C =0. O

6.7 Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy (M, E, V) altalanositott Berwald sokasdg,
és legyen o nem konstans sima fliggvény M-en. Ekkor

hy :=hy —do" ®C (cV:=0com)
mindeniitt sima, homogén Ehresmann-konnexié, igy hy egy V Xkovaridns
derivaldst szarmaztat M-en. Kozvetlen szdmolds mutatja, hogy a V-hoz
csatolt Ichijyo-konnexié vegyes gorbiilete eltfinik. Azonban (M, E,V) nem
altaldnositott Berwald-sokasdg, ugyanis h nem konzervativ. Tehat a 6.6 allitas
megforditasa altalaban nem teljesiil.

6.8 Lemma. Legyen (M, E) Finsler-sokasdg és jelolje ho a kanonikus kon-
nexidt. (M, E) akkor és csak akkor Berwald-sokasdg, ha létezik M-en olyan V
kovaridns derivdlt, hogy bdrmely X,Y € X(M) esetén

(VxY)¥ = [Xho yV]. (6.4)
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Ekkor V éppen a Berwald-sokasdg kovarians deriviltja.

Bizonyitds. Figyelembe véve 6.2-t, a feltétel sziikségessége nyilvanvald.
Forditva, ha egy V kovaridns derivalt teljesiti a (6.4) feltételt, akkor tetsz6leges
X, Y € X(M) esetén

(X" VY] = [X"Y, YY)

A 2.8 lemma alapjan, ez azt jelenti, hogy hg és hy megegyezik, amibdl
kovetkezik, hogy (M, E') Berwald-sokasdg. O

6.9 Tétel. Egy Finsler-sokasdg akkor és csak akkor Berwald-sokasdg, ha a
klasszikus Hashiguchi-konnexio Ichijyo-konnexio.

Bizonyitds.

Tekintsiik az (M, E) Finsler-sokasagot. Jeldlje hy a kanonikus konnexidt, és
H

legyen (D, ho) a Hashiguchi-konnexié (5.1).

Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy (M, E) Berwald-sokasdg amelynek a kovarians
derivéltja V. Ekkor a V-bdl szarmazé Ehresmann-konnexié a kanonikus kon-

H
nexié, azaz hy = hg. Megmutatjuk, hogy a (D, ho) Hashiguchi-konnexié éppen
v v
a (D,hv) = (D,ho) Ichijyo-konnexié. Ehhez elegendé azt ellendrizni, hogy

H
(D, ho) teljesiti az 5.2-ben eléirt axiémakat. (5.9) és (5.10) éppen a Hashiguchi-

H
konnexié (5.2) és (5.3) axiémai. A (D,ho) csatolt Finsler-konnexié vegyes
gorbiileti tenzoranak eltlinése egyszertien kovetkezik 3.6 és 6.8 felhasznéalasaval:

H H
P(XC,Y)Z¢ = —[J, Dxny 2]V = —[J, [ X", Y'Y = —[J,(VxY)']Y® =0

(X,Y,Z € X(M)). Tehdt (5.11) teljesiil. Végiil a kovetkezd egyszeri szdmolds

H
mutatja, hogy (D, h0> h-deflexidja szintén eltiinik: ha S tetsz6leges semispray
M-en és X € X(T'M), akkor

. H H H H (5.4)
h (DC) (X) = DC(hoX) = DpyxC = DpyxJS "= wo[ho X, C] = 0,

mivel hy homogén.
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Elegenddség. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan V kovaridns derivalt M-en, hogy a
v H

(D7 hv) Ichijyo-konnexié megegyezik a (D, ho) Hashiguchi-konnexiéval. Ekkor

ho = hv, kovetkezésképpen (6.4) teljesiil és igy (M, F) Berwald-sokasag. O

6.10 Allitas. Egy (M, E,V) dltaldnositott Berwald-sokasdg akkor és csak
akkor Berwald-sokasdg, ha (dg, E)# kvadratikus vektormezd.

Bizonyitds. Emlékeztetiink ra (ldsd [29]), hogy egy Finsler-sokasdg pontosan
akkor Berwald-sokasag, ha a kanonikus spray Sy egész érintétéren sima; ekkor

So sziikségképpen kvadratikus. Mivel (dt% E)# ¢ Sy — Sp, és Sy szintén

kvadratikus spray, kovetkezik az allitas. ([l

6.11 Azt mondjuk, hogy az M sokasigon adott Sy és Sy spray projektiven ekvi-
valens, ha létezik olyan A : TM — R fiiggvény amelyre teljesiilnek a kovetkezok:

(i) A sima TM-en és C" osztalyt T M-en;
(ii) S1 =5+ XC.

Ekkor A automatikusan 1-homogén, azaz CA = A.

6.12 Allitas. Legyen (M, E V) dltaldnositott Berwald-sokasdg. Ha a V-
hoz tartozé Sy spray projektiven ekvivalens az Sy kanonikus spray-vel, akkor
Sv = So, kéovetkezésképpen (M, E) Berwald-sokasdg.

Bizonyitds. Figyelembe véve a (6.1) relaciét, Sy és Sy pontosan akkor
projektiven ekvivalensek, ha

(di E)* = AC,

ahol X\ : TM — R eleget tesz a 6.11-beli feltételeknek. fgy egyrészt

. (6.1) .
7 —_g,wW = 1
Sv =5 (dyo

E)#w = i,\cw = /\icw = /\dJE,
v

masrészt
’L'SV,SOUJ = dt"vE



48 6 ALTALANOSITOTT BERWALD-SOKASAGOK

(lasd 4.8 bizonyitdsat). Osszehasonlitva a két egyenlSséget, kapjuk, hogy
die E = \d,E.
Viélasztva egy tetszbleges S semisprayt, innen
diz E(S) = M jE(S).

Itt a bal oldal

die B(S) "2V dE(t5(8)) = dE(tv (S, 5)) = dE(0) = 0,

a jobb oldal
AdyE(S) = ME(JS) = ME(C) = ACE = 2)\E,

kovetkezésképpen A\E = 0, és igy A eltiinik. [l

6.13 Tétel. Az (M,E) Finsler-sokasdg akkor és csak akkor lokdlisan Min-
kowski-sokasdg, ha létezik olyan torziomentes, eltind gorbileti V kovaridns de-

v v
rivdlt M-en, hogy a (D, hv> Ichijyo-konnexio “hy-metrikus”, azaz Dy, g = 0.

Bizonyitds.

Sziikségesség. Ha (M, E) lokdlisan Minkowski-sokasag, akkor — természetesen
— egyszersmind Berwald-sokasdg is. A feltétel szerint a Berwald sokasdg V
kovaridns derivéltja torziémentes és lapos. Azonban (M, E,V) altaldnositott

v
Berwald-sokaség, s igy a (D, hv) Ichijyo-konnexié h-metrikus (1d. 6.5).
Elegendéség.  Ha V torzidmentes, lapos kovaridns derivdlt M-en és a
v
(D7 hv) Ichijyo-konnexié hv-metrikus, akkor a 6.5 allitds alapjan kapjuk, hogy

(M, E,V) &ltaldnositott Berwald-sokasdg, és {gy hy konzervativ. Mivel hy
szimmetrikus kovaridns derivaltbdl szarmazik, a gyenge torzidja és a tenzidja
egyarant eltlinik. Ebbél a Finsler-geometria alaplemméjanak unicitas-része
alapjan kovetkezik, hogy hy a kanonikus konnexié, kovetkezésképpen (M, E)
lokalisan Minkowski-sokasag. t



49

7 WAGNER-ICHIJYO-KONNEXIO ES WAGNER—SOKA-
SAGOK

v
7.1 Legyen V kovaridns derivalt az M sokasdgon. A (D,hy,a) harmast
v
(a V altal indukalt) Wagner-Ichijyo-konnexidnak nevezziik, ha (D, hy) Ichijyo-

v v
konnexié (1d. 5.2), « sima fliggvény M-en és a D kovaridns derivalds A h-
horizontalis torzidja eleget tesz az

v
A=da" ANhy :=da’ @ hy — hy ® da” (7.1)

Osszefiiggésnek.

. v
7.2 Allitas. Legyen (D, hy,a) Wagner-Ichijyo-konnexid az M sokasdgon.
Ekkor

Ty(X,Y) =da(X)Y —da(Y)X (X, Y e X(M)); (7.2)

ty =da" ANJ:=da'" ®@J—J®da; (7.3)

v =a°J —da' ®C. (7.4)

Bizonyitds. Legyenek X és Y tetszOleges vektormezok M-en. Mint azt

korabban mér lattuk,

v h
AXe,Y9) = (Ty(X,Y))"Y.

Azonban

v
AXY) "™ da¥ (X0 he (YO) — da¥ (Y)hy (X€) = (X°a¥)Yhe

(1.2)

— (vea")X"v "2 (Xa)' VPV — (Ya) X" = [(Xa)Y — (Ya) X]"7,

ami igazolja a (7.2) egyenl8séget.
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Most megmutatjuk, hogy (7.3) szintén teljesiil:

to(x,7°) ) (To(x, 7))

[da(X)Y — da(Y)X]"
— (Xa)'Y" — (Ya)' X" =2 (Xea")YY — (Yea') XY
= [(da")X°)J(Y°) — [(da)Y ] J(X°)
= (da" A J)(X,Y°),
és ebbol kovetkezik a kivant reldcié. Végiil, ha S tetszOleges semispray M-en,
akkor
£2.(X9) = to (S, X°) "= da¥(8)JX° — da¥(X°)(JS)
= (Sa")JX¢ —da¥(X)C = a’JX° — da¥(X°)C
= (aJ —da" ® C)X¢,

és ezzel (7.4) is igazoldst nyert. O

7.3 Az (M,E,V,«a) négyest Wagner-sokasdgnak nevezzik, ha (M, E,V)
altalanositott Berwald-sokasag, « sima fliggvény M-en, és teljestl a

Ty(X,Y) = d(X)Y —da(Y)X  (X,Y € X(M)) (7.5)

relacié.
7.4 Megjegyzés. Az eddigiek alapjian kozvetleniil adédik, hogy ha

(M, E,V,a) Wagner-sokasdg, akkor a V é&ltal indukalt Ichijyo-konnexié
Wagner-Ichijyo-konnexié.

7.5 Tétel. Legyen (M, E) Finsler-sokasdg. Tegyik fel, hogy V kovaridns
deriwdlt o pedig eqy sima fligguény M-en. A kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) (M, E,V,«a) Wagner-sokasdyg.

v

(ii) A V dltal indukdlt (D, hy, ) Wagner-Ichijyo-konnexid hy-metrikus, azaz
v
Dhyg=0.



(iii) A hy FEhresmann-konnexid a
hy = ho+ aJ — E[J,grad '] — d;E ® grad o

alakban dllithato eld.

Bizonyitds.

(i) < (ii) Ez kozvetlen kévetkezménye a 7.4 megjegyzésnek és a 6.5-beli

(a) <= (c) ekvivalencidnak.

(i) = (iii) Legyen X vektormez6 M-en. Kiszamitjuk a dso £ 1-forma

hatédsat az X¢ vektormezon:

die B(X°) = dE(t3(X°)) = 15 (X)E = [a°X" = da¥(X°)C] B

*

— °(XVE) — 2Bda” (X°) ¥ afic w(X¢) — 2Eda” (X°)

= aciC UJ(XC) - 2E‘igrad a"w(XC) = i(ozCCf2Egrad oc")w(Xc);

a (x) 1épésnél felhasznalva, hogy
XYE =dE(JX®) =d;E(X°) =icw(X°).
Innen régton kapjuk, hogy
(dtov E)# =a°C —2FE grada”.
Osszevetve ezt az eredményt (6.2)-vel, a kovetkez6 adédik:

1
hy =ho+ =

2
. 1
T b + 5@ —da¥ @ C

[J,2F grad o]

1, 1.
—|—§a [J,C’]—idoz Nigd

1
tov + §[J7 OéCC] —

NN

1
+ §dJOéC ® C — E[J,grad o] + dE A igradavJ

1 1
—dyE ®grada’ = hg + éoﬁ]f 5do¢"®C

1 1
+ iacJ + édav ® C — ElJ,grada’] — d;F ® grad "

=ho+a°J — E[J,grada’] — d;E ® grad ",

s ez azt jelenti, hogy (i) = (iii) teljesiil.
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(iii) = (i) Elészor megmutatjuk, hogy a (7.6) alakban el8éllithaté
Ehresmann-konnexié konzervativ. Tetszoleges M-en adott X vektormezé esetén

XM = o xe T xho | 0 XY _ B[], grad 0’| X¢ — dyE © grad ¥ (X°)

= X" +a°XY - E[XY, grada"] + EJ[X‘, grada"] — (XVE) grad a"
= XM L afXY — E[XY, grada"] — (XVE)grad o".

fey
dpo E(X¢) = dE(X"V) = X"V E = o(XVE) — EX"[grad a¥(E)]

+ Egrada”(XVE) — (X"E) grad o” (E) “2” o*(XVE) — E(X"a®)

+ Egrada’(XVE) — (XYE)a® = E(grad ¥ (XVE) — XVa*).
Mivel egyrészt

w(grada’, X¢) = d(ds;E)(grad a¥, X¢) = grad a"d ;E(X°)
— X°d;E(grada”) — d;E([grada”, X¢]) = grad a"(XVE)
— X°dE(Jgrada) — dE(J[grad ¥, X°]) = grad " (X" E),

masrészt

w(grada’, X¢) = da’(X°) = X" = XVa",

ezért grad ¥ (XVE) = XVac, kovetkezésképpen djo E(X€) = 0 — és ez volt az
allitas. Tehdt (M, E, V) altaldnositott Berwald-sokasag.

Végezetil megmutatjuk, hogy V torzidtenzora (7.5) alaki. Ehhez elészor is
jegyezziik meg, hogy

[J,[J,grad a']] =0, (%)
ugyanis a Jacobi-azonossdg felhaszndlasaval

0=
2

J,[J, grad”]] — [J, [grad o, J]] + [grad a”, [J, J]]
[/, [/, grad a]].
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Erre is tekintettel,

ty = [J, hy] (8) [J, ho] + [J,a°J] — [J, E[J,grad "]] — [J,d,;E ® grad "]

=a‘lJ, J]+dsa°NJ —da®AJoJ— E|[J]J grada"]]
—dsjEN[Jgrada’] +dE A Jo[J,grada’] — d;jd;E ® grad o

+ddyE® Jgrada’ +dyE A [J,grada’] 2 dsat A J
=da" N =da"®J—-JQda".

Innen mér kovetkezik (7.5), miként azt (7.3) bizonyitdsdban lattuk. O

7.6 Kovetkezmény. Ha (M, E,V, «) Wagner-sokasdg, akkor a hy-hoz csatolt
Sv spray és az Sy kanonikus spray kapcsolatat a

Sy = So + a°C — 2E grad " (7.7)
relacié adja.
Bizonyitds. Az el6bbi bizonyitds sordn (i) = (iii) igazoldsakor lattuk, hogy

de E)#* = a°C — 2E grad o. Figyelembe véve (6.1)-et, rogton kapjuk a (7.7
S g
relaciét. g
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8 PELDA: 1-FORMA FINSLER SOKASAGOK.

8.1 Finsler-Minkowski norma. Egy f: R* — R fiiggvényt Finsler-
Minkowski normdnak neveziink, ha eleget tesz a kovetkez6 feltételeknek:

(N1) f(v) >0 (veR™), f(v)=0<v=0— pozitivitds;

(N2) f(rv) =7f(v) (r €[0,00[, v € R™) — pozitiv homogenitds;

(N3) f e C3(R™\ {0}) — differencidlhatdsdg;
)

N4) az F' = 2 fiiggvény masodik Fréchet-derivéltja R™ \ {0} tetszdleges
2 2g J g
pontJaban pozitiv definit szimmetrikus bilinedris fiiggvény, azaz tetszéleges
p € R"\ {0} esetén F”(p): R™ x R™ — R skaldis szorzat R™-en — erds kon-
vexitds.

Megadva R™-en egy f Finsler-Minkowski normét, az (R"™, f) part Finsler-
Minkowski vektortérnek nevezziik.
Ha tetsz6leges p € R \ {0}, v,w € T,R" = R" esetén

(v,w), := F"(p)(v,w) (8.1)
akkor az igy értelmezett
peR"\ {0} = (, ), € TP (T,R")

leképezés Riemann metrika az R™ \ {0} sokasdgon.

8.2 Legyen B 1-forma az M sokasdgon. A tovabbiakban jeloljiik g—al a
TM - R, v~ E(v) = 577(1,)(1))

fliggvényt. Fel fogjuk hasznélni a kovetkezo észrevételt. Ha V kovaridns derivalt
M-en, akkor tetszdleges X € X(M) vektormezd és B € Q(M) 1-forma esetén

X" =Vxp, (8:2)
(Lésd [38], Lemma 2).
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8.3 A kovetkezOkben tegyiik fel, hogy M paralelizdlhato sokasag, és legyen
(X)), (X; € X(M), i € {1,...,n}) paralelizicidja M-nek ([2], p. 117). Te-
kintsiik az (X;)"_; paraleliziciéhoz dudlis 1-formédk (A\?)™_, sorozatét. A 8.2-beli
észrevétel alkalmazasaval vezessiik be a

Xi= (AL A" i TM = R, v A() = (A(0),... A"(v))
leképezést.
Tegyiik fel, hogy f : R™ — R Finsler-Minkowski norma, és legyen
~ 1
L:= fol, E = §£2.

Ekkor £ Finsler-alapfiiggvény, (M, F) pedig Finsler-sokasdg. Az igy definidlt
L alapfiiggvényt I-forma Finsler-figguénynek, az (M, FE) Finsler-sokasdgot
1-forma Finsler-sokasdgnak nevezzilk [22]. A kovetkezékben (mellézve az
egyszeril szdmoldsokat) megadjuk az (M, E') Finsler-sokasédg alapveté geometriai
adatait.

(a) (M, E) fundamentdlis 2-forméja
W= df Nigh df — (f o NdsA df
(ahol * jeloli az 1-forma visszahuzdsét (”pull-back”).
(b) Az (M, E) sokasig g vertikélis metrikdja a (, ) Riemann metrika X altali

visszahuzottja, azaz

~ K

g=Xx ()
tehdt A megorzi a Finsler normat.

(c) Az (M, E) Finsler-sokasdg (leszallitott) elsé Cartan-tenzora a

¢ =5 (nods(fo) + (7o NDym)

formula alapjdn &llithaté eld, ahol (D, h) Berwald-tipust Finsler-konnexid,
1 pedig az

(X,Y) € X(TM) x X(TM) — n(X,Y) :=dd;(f o \)(JX,Y) € C°(TM)

el6iras altal meghatérozott (0,2)-tipust tenzor (® a szimmetrikus szorza-
tot jeloli).
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8.4 Allitas. Legyen (M, E) 1-forma metrikdji paralelizalhato Finsler-so-
kasdg. Tekintsik az (X;)'_, paralelizicid dltal meghatdrozott V kovaridns de-
rivdltat ([2], 9.1.2), legyen tovdbbd hy a V-bdl szdrmazd Ehresmann-konnexid.
FEkkor (M, E,V) dltaldnositott Berwald-sokasdg. Ha rdaddsul V torzidtenzora
eltinik, akkor (M, E) lokdlisan Minkowski-sokasdyg.

Bizonyitds. Elészor azt mutatjuk meg, hogy (M, E, V) altalanositott Berwald-
sokasdg, azaz dno F = 0. Mivel a (A")?_; dudlis 1-formdk parhuzamosak a V
linedris konnexidra vonatkozdéan, barmely X, Y € X(M) esetén

v 1.2.8 [37]
] =

0= [(VA)(Y, X)] = [(Vx ) (Y) YYWWxA  (1<i<n);

kovetkezésképpen tetszbleges M-en adott X vektormezore teljesiil, hogy

VxAi=0 (1<i<n).
Masrészt (8.2) alapjén

—_~—

XN =VxA (1<i<n).
Innen kovetkezik, hogy barmely X € X(M) esetén
XN =dp N(X) =0  (1<i<n),
igy ~
dp N =0, 1<i<mn,

amib0l az Osszetett fiiggvények differencidlasi szabalya alapjan kapjuk a kivant
dpo B = 0 relaciot.
v
Az 4llitds mdsodik részének az igazoldsdhoz tekintsiik a (D, hy) Ichijyo-
v
konnexiot. Mivel (M, E,V) éltalanositott Berwald-sokasdg, 6.5 szerint D h-
metrikus. Tovabbd a V kovarians derivalt nyilvanvaléan lapos és — a feltétel

szerint — szimmetrikus, 6.13 alapjdn ezért kovetkezik, hogy (M, E) valéban
lokélisan Minkowski-sokasag. O

8.5 Gorbiiletek és torziék.  Tegyiik fel, hogy (M, F) 1-forma metrikaju
Finsler-sokasag. Legyen V az M sokasdg paraleliziacidja altal meghatérozott
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v
kovaridns derivalt, és tekintsiik a (D,hy) Ichijyo-konnexiét. Az el6bbi

v
megallapitdsokbdl és 5.6-bdl egyszertien kapjuk (D, hy) parcidlis gorbiileteit
és torzidit, amelyeket a kovetkezd tdblazatokban foglalunk Gssze:

Gorbiilet | (X,Y, Z € X(TM))
v
horizontalis |R =0
v
vegyes P=0
v
vertikdlis QX,Y)Z=C(F(C(X,2),Y)—-C(X,FC(Y, Z))
Torzid (X,)Y e X(M))

h-horizontdlis (X" Yhv) = (Ty(X,Y))"v

h-vegyes (X", YY) = —FgC(X"v Yhv)

v-vegyes

v
A
v
B
v
v-horizontdlis |R; =0
v
]P)l == 0
v
S1=0

v-vertikalis 1

(F tetsz6leges majdnem komplex struktira TM-en, C a 8.3(c)-ben latott els
Cartan-tenzor.)
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9 KONFORM EKVIVALENS ICHIJYO-STRUKTURAK

9.1 Az (M,E) és (M,E) Finsler sokasdgokat konform ekvivalenseknek
nevezzilk, ha létezik olyan ¢: TM — R pozitiv, sima fiiggvény, hogy az en-
ergiafiiggvényeikre fenndll az E = pE Osszefiiggés. J6l ismert tény, hogy ¢
vertikélis lift (1d. példdul [28]), {gy mindig felirhat6 expoo”, o € C>°(M) alak-
ban.

9.2 Lemma. Az elsé Cartan-tenzor invaridns az energia fiiggvény konform
valtoztatdsdval szemben, azaz C = C.

Bizonyitds. A Kklasszikus tenzorkalkulus nyelvén megfogalmazott bizonyitas
megtaldlhaté pl. [10]-ben, mig a [28] dolgozat egy koordindtamentes bizonyitast
tartalmaz. (]

9.3 Az (M, E,V) harmast Ichijyo-struktirdnak hivjuk, ha (M, E) Finsler-
sokasdg, amely el van latva a (D, hy) Ichijyo-konnexiéval.

9.4 Konform ekvivalens Ichijyo-strukturak. Azt mondjuk, hogy az
(M, E,V) és (M, E,V) Ichijyo-struktirak konform ekvivalensek, ha

(i) (M, E) és (M, E) konform ekvivalens Finsler-sokasigok, azaz

E = (expooY)E, 0 € C®(M),
és

(ii) V=V + %da@ id.

9.5 Allit4s. Megtartva 9.4 feltételeit és jeloléseit, érvényesek a kovetkezd
osszefliggések:
1
h = hv — §d0V®C; (9.1
DyxJY = DyxJY, (9.2)

— 1
DhﬁxJY = thxJY — ide(X)[C, JY] (X,Y S %(TM)), (93)

1
tﬁzthri(dacoJ)/\J; (9.4)
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o o 1

tﬁztv+§(acjf(dacoJ)®C’); (9.5)

He = Hy = 0; (9.6)

Og = Qv; (9.7)
1

Sg = Sv — 5000, és igy S €s Sv projektiven ekvivalens. (9.8)

1
Bizonyitds.  (a) Egyszerii szdmoldssal addédik, hogy hy — ida" ® C valéban

az egész T M érintétéren sima Ehresmann-konnexio. Tovdabba
1 1 1
[hy — idav ®C,C| = |hvy,C] — i[dov ®C,C|= E[C’ do¥ ® C]
1
= 5(./:cdav ®C+[C,Cl®de")=0,

1
és igy hy — ida" ® C eleget tesz a homogenitasi feltételnek. Most megmutatjuk,

hogy ez az Ehresmann-konnexié megegyezik a V-bdl szarmazé h Ehresmann-
konnexigval. Tetsz6leges X, Y € X(M) vektormezok esetén egyrészt

— 1 1
(XM7Y = (VxY)" = (Vx¥)" 4 5 (do(X)Y)" = [X"7, Y] + 5 (Xo)' Y ;
masrészt
h 1 v c v h v 1 v v
[X"v —§do (X9)C, Y] = [X"V,YY] - 5[(X0’) C,Y"Y]
1 1 1
= [X"v,vY] - 5(XU)V[C, YV + 5YV(XO—)VC = [ X", VY] + 5(XU)VYV ,
1
kovetkezésképpen [Xhv YV] = [ XV — ida"(Xc)C’7 YV]. A 2.8 Lemma alkal-
mazéasdval innen a kivant (9.1) egyenléség adddik.
(b) Legyenek X és Y tetszéleges vektormez6k M-en. Figyelembe véve az

(5.13)—(5.16) szdmoldsi szabédlyokat kapjuk, hogy

Evav _ @(XC, YC> 9.2 Lémma C(XC7 Yc) _ D)(\]}/V7
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ahonnan kovetkezik (9.2). Mivel

_ 1 1 ,
Dyig¥" = (VxY)' = (VxY)"+ S (do(X)Y)" = Dyng Y + 3do” (XY™,

tetszbleges f € C°(T'M) esetén

Dyng fYY = Dyng fYV = (X" = X" )YV + f(DyngY¥ = Dxng YY)
= (X5~ X") Y+ Lo (XY (o (X)) Y

+ 0" (XY = 2o (X)(CHY — ¥™) = —do* (X)C, Y] |

amibél kapjuk a (9.3) reldciét.

()

. 1 1
to =), he] ) ) hy — 540" ® C) =ty = 5[/,dso° © C]
1
(22) 39, _ 5(dsds0° © C = ddso° © JC = dyo° A[J,C))
1
= tv + §(dJO'C N J) s

tehat (9.4) teljesiil.
(d) (9.5) ellendrzése is egyszerii szdmolési feladat. Ha S : TM — TTM
tetszOleges semispray és X egy vektormez6 M-en, akkor

t(X©) = t(S, X9) T bo (X0) + %dJJC(S)JXC - %dJaC(XC)JS

= (iv + 3 (0°] —dyo° © C))(X°).

(e) A bizonyitas (a) részében mar megmutattuk, hogy he szintén homogén,
igy Hg = Hy = 0.
Felhasznélva (9.1)-et, levezetjik (9.7)-et.
1

1
Og = 5w hsl=—3

1
<[hv, hy] — [do¥ ® C, hy] + Z[dgv ® C,do’ ® C])

A relacié jobb oldalan 1évé mésodik tag

[hy,do’ @ C|l =dypgdo’ @ C —ddo¥ @ hyC —do” A [hy,C] =0,
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mig a harmadik tag
[doV ® C,do” @ C] =2 (do¥ ANdedo” @ C — ddo¥ Nigdo' @ C) = 0;

kovetkezésképpen
Oz = Qv.

(f) Legyen S tetszOleges semispray M-en. Ekkor

So = hol§ ™ hod - %daV(S)C ~ o %(SJV)C — So - %acc 7

és ezzel a bizonyitast befejeztiik. ([

9.6 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy (M, E,V) és (M, E,V) konform ek-
vivalens Ichijyo-struktirdk; legyen £ = (expocV)E, 0 € C*°(M). Ekkor a
kovetkez6 allitasok ekvivalensek:

(i) o konstans fiiggvény, és igy a konform véltoztatds hasonldség.

(i) hy = he (iii) Sv =S¢ (iv) ty = to

Bizonyitds.  Ha (i) teljesiil, azaz ¢ € C°°(M) konstans, akkor do¥ = 0. Igy
(9.1) alkalmazdsdval kapjuk, hogy (ii) teljestl.

Az (ii)= (iii) implikdci6 nyilvdnvald.

Most tegyiik fel, hogy Sy = S ekkor (9.8) alapjan 0°C' = 0. Mivel C a
0-an kiviil sehol sem 0, innen ¢¢ = 0 adédik, amibdl kovetkezik, hogy o konstans
fiiggvény. Igy a (iii)= (i) implikdcié szintén igaz.

Meg kell még mutatnunk, hogy (i) és (iv) ekvivalensek. Ha o € C*(M)
konstans, akkor ¢¢ = 0, és igy (9.4) alapjan rogton kapjuk, hogy to = tv.
Forditva, ha to = ty akkor tg = ty is teljesiil, és (9.5) felhasznaldsaval kapjuk
a

oc¢J=djo¢®C

reldciét. Mindkét oldal szemibdzikus nyomét véve ([39],p.134) azt kapjuk, hogy

no® =igdjo° , azaz , no® = o°
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(5’ tetszOleges semispray). Mivel n > 2, ebbél kovetkezik, hogy ¢ = 0,
kovetkezésképpen o konstans. O

9.7 Tétel. Konform ekvivalens Ichijyo-struktirdk Ichijyo-konnexidinak par-
cialis gorbiiletei megegyeznek.

Bizonyitds. Megtartva a kordbbi jeloléseket, tekintsiikk az (M, E,V) és
(M, E, V) Ichijyo-struktirdkat.

(a) A horizontdlis gorbiiletre vonatkozé éllitds egyszertien kovetkezik (9.1)-
bél és (9.7)-bdl, mig a 9.2 Lemma alkalmazdsaval kapjuk, hogy a vertikalis
gorbiiletiik is megegyezik.

(b) Tetszleges X,Y, Z € X(M) esetén

™ c c c N mn v Y ) v e v (9-1)7(9-2)7(93)
P(X%,Y)Z¢ = Dyng Dy Z' = DysDyng 2° = Diyng yu Z =

=D weDyvZ" — Dyv (thv zZ¥ + ;doV(XC)ZV) — 5[th yiZ"
1 — (9.2) — — 1 —
- idaV(XC)Dva" =" DyngDyvZ" — DyvDxng Z¥ — idUV(XC)DvaV
— Dixny yv 2" — %da"(Xc)DvaV = Dxng DyvZ" — DyvDxng ZY
— Dixny yv 2" — %dJV(XC)[C7 DyvZV] —do¥(X)C(Y*°, Z°)
=P(X°Y)Z - do¥(X°) (;[C’,C(YC, Z)]+C(Ye, ZC)) =P(X°Y)Z°,

figyelembe véve, hogy C(X¢,Y°) —1 -ed fokd homogén vektormezé. O

Alkalmazasok altalanositott Berwald-sokasagokra

9.8 Allitss. Tegyiik fel, hogy (M,E,V) és (M,E,V) konform ekvi-
valens Ichijyo-struktirdk. Ha (M, E,V) dltaldnositott Berwald-sokasdg, akkor
(M, E,V) szintén dltaldnositott Berwald-sokasdg.

Bizonyitds. Legyen E = oE, ¢ = expoo’, o € C°(M). Ekkor

dho E = dng (pE) = ¢dn E + Edpop
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igy minden M-en adott X vektormezd esetén
(dng B)(X9) = pldng B)(X) + B(dng ) (X°) = o(hgX)E + B(hgX°)p
QD (xhe - %(XU)VC’E) +E(X"v e - %(XU)VC’@)
= —o(Xo)VE + EX"V (expoc’) = —p(X0)'E + Ep(X"Va")
= —p(Xo)"E+ p(Xo)"E=0.

Ez azt jelenti, hogy ho szintén konzervativ, és ezt akartuk beldtni. O

9.9 Kovetkezmény. Legyenek (M, E,V) és (M, E,V) konform ekvivalens
Ichijyo-struktirdk, ahol £ = (expoc“)E, (¢ € C*(M)). Ha (M,E,V,«)
Wagner-sokasdg, akkor (M, F,V, @), a = a + %O’ szintén Wagner-sokasag.

Bizonyitds. Az eléz6 llitds alapjan (M, E, V) altaldnositott Berwald-sokaség
és

( ).4) (7.3)

1
tv + = (da ANJ) ="da" NJT + §(d0 AJ)—d(a+20) AT .

Innen mér kozvetleniil adédik, hogy (M, E,V, @), ahol @ := o + %O’, Wagner-
soksag. O

9.10 Kovetkezmény (M. HASHIGUCHI — Y. ICHIIYO). Annak sziikséges
és elegendod feltétele, hogy egy Finsler-sokasag konform ekvivalens legyen egy
Berwald-sokasaggal az, hogy a Finsler-sokasag Wagner-sokasag legyen.

Bizonyitds. Legyen adva az (M, E) Finsler-sokaség.

Sziikségesség. Tegyiik fel, hogy (M, E,V) Berwald-sokasig, amely konform ek-
vivalens (M, E)-vel, nevezetesen E = (expoo")E, o € C*(M). Ha

V::vf%d(f@id,

akkor 9.9 alapjan (M, E,V, —l o) Wagner-sokaség.
Elegenddség. Most tegyiik fel hogy (M E,V,a) Wagner-sokasdg. Legyen
E :=(expoc)E, 0= —2a, V=V + 2do ®id.

Ekkor az (M, FE,V) Ichijyo—struktura konform ekvivalens (M, E,V)-vel,
sét (M, E,V,a + %U) Wagner-sokasdg. Azonban o + %0 = a—a = 0,
kovetkezésképpen V torzidja eltiinik és igy (M, E', V) Berwald-sokaség. O
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Az alabbiakban fejezetrél-fejezetre haladva tekintjiik &t a disszertacié tar-
talmat.

1. JELOLESEK ES NEHANY ALAPVETO TENY

Ebben a fejezetben rogzitjik jeloléseinket, megallapodasainkat és emlékeztetiink
néhany olyan alapvet6 fogalomra és tényre, amelyekre a tovabbiakban végig
tdmaszkodni fogunk.

2. EHRESMANN-KONNEXIOK

Ehresmann-konnexion olyan T M f&lott sima h vektorértékii 1-formét értiink,
amely projektor (h? = h) és amelynek nulltere a vertikdlis résznyaldb.
v := lx(rar) — h a h hoz tartozé vertikdlis projektor.

Egy h Ehresmann-konnexiéhoz a kovetkezd vektorértékli formakat csatoljuk:

H:=1[h,C] — h tenzidja,
t:=[J,h] — h gyenge torzidja;
T:=ist+ H — h erds torzidja (S tetszbleges semispray);
1
0= _i[h’ h] — h gorbiileti tenzora.

(A zérdjel mindeniitt Frolicher-Nijenhuis zaréjelet jelent.) Azt mondjuk, hogy
h homogén, ha a tenzidja eltiinik.

TENY (Crampin-Grifone tétel).

(i) Amennyiben h Ehresmann-konnexié és S tetsz6leges semispray az M
sokasag folott, ugy S := hS szintén semispray, amely fliggetlen S
megvalasztasitol és eleget tesz a h[C, S] = S sszefiiggésnek. Ezt a semi-
sprayt a h-hoz tartozo vagy h-hoz csatolt semispraynek mondjuk.

(ii) Ha egy S: TM — TTM semispray van adva, akkor
1
h:= 3 (Ix(rar) + [, 9]) (1)

Ehresmann-konnexid, amelyet az S dltal szdrmaztatott Ehresmann-
konnexidnak hivunk. Az {gy konstrudlt Ehresmann-konnexié (gyenge)
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torzidja eltiinik a hozz4 tartozé semispray pedig 1 (S + [C, S]). Amennyi-
ben S spray, gy h eleget tesz a homogenitasi feltételnek és a hozzatartozo
semispray éppen az S spray.

(iii) Egy Ehresmann-konnexié akkor és csak akkor szdrmazik semisprayb6l ((1)
szerinti értelemben) ha gyenge torzidja eltiinik.

Egy h Ehresmann-konnexié birtokdban az F' := h[S, h]— J formuldval majdnem
komplex strukturat adunk meg, ahol S a h-hoz tartozé semispray.

Tény. Tegyiik fel hogy V: X(M)x X(M) — X(M) kovaridns derivalds az M
sokasdgon. Ekkor V egy mindeniitt sima homogén hy Ehresmann-konnexiét,
azaz linearis konnexiot szarmaztat M-en. Megforditva, minden minden sima
homogén Ehresmann-konnexié meghatiroz egy kovaridns derivéalast M-en.

2.9 Lemma. Legyen h homogén Ehresmann-konnexié az M sokasigon és
jelolje S a h-hoz csatolt semisprayt. Amennyiben h az S dltal a (1)— szerint
szarmaztatott Ehresmann-konnexid, ugy h és h kapcsolatat a

heho L
2

Osszefiiggés adja, ahol ¢t a h gyenge torzidja, t° pedig t potencidlja.
3. FINSLER-KONNEXIOK

Egy M sokasdgon adott Finsler-konnexion olyan (D, h) pért értiink, ahol D
kovarians derivalds a TM vagy a T'M sokasagon, h pedig Ehresmann-konnexio
M-en, és teljestilnek a kovetkezo feltételek:

Dh =0 — 7D redukalhat6”
DF =0 — 7D majdnem komplex”

(F a h-hoz tartozé majdnem komplex struktira). Ha (D, h) Finsler-konnexio,
akkor azt mondjuk, hogy a

h*(DC) : X € X(TM) — DC(hX) = DpxC

leképezés a Finsler-konnexié h-deflezidja.
Legyen (D, h) Finsler-konnexi6 az M sokasdgon, és tekintsiik a D% prolongélt
operatort. Ha

D:(X,Y) € X(TM)x X(TM) — DxY := DpxY + DY,
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akkor (ﬁ,h) szintén Finsler-konnexié, amelyet a (D, h) Finsler-konnexiéhoz
csatoltnak neveziink. A 3.6 lemmé&ban megmutatjuk, hogy (D,h) vegyes
gorbiileti tenzorara érvényes a kovetkezo Osszefiiggés:

P(X°,Y)Z° = —[J,Dxn 2|V X,Y,Z € X(M).

Egy (D, h) Finsler konnexi6t horizontdlisan lifteltnek neveziink, ha létezik
olyan V kovaridns derivalt az M sokasdgon, amelyre teljesiil, hogy tetszoleges
X,Y € X(M) vektormez8k esetén

DynYY = (VxY)".

Ekkor V-t a (D, h) Finsler-konnexidhoz tartozé bdzikus derivdltnak mondjuk.

3.9 Lemma. Egy (D, h) Finsler-konnexié akkor és csak akkor horizontalisan
liftelt, ha a (D, h) csatolt Finsler-konnexié vegyes gorbiileti tenzora eltiinik.

3.11 Lemma. Tegyiik fel, hogy (D, h) horizontélisan liftelt Finsler-konnexié
V bazikus derivalttal, és legyen hy a V altal szdrmaztatott linedris konnexio.
Ekkor

DnC=X"— X" (X ex(M)),

kovetkezésképpen hy akkor és csak akkor egyezik meg a h Ehresmann-
konnexiéval, ha a (D, h) Finsler-konnexi6 h-deflexidja eltiinik.

3.14 Allitas. Legyen (D, h) horizontslisan liftelt Finsler-konnexi6 és tegyiik
fel, hogy h linedris konnexié. Ebben az esetben (D, h) h-deflexidja akkor és csak
akkor tiinik el, ha D (v)hv torzidja eltiinik.

3.15 Allitas. Legyen (D,h) horizontalisan liftelt Finsler-konnexié és V a
hozzé tartozé bazikus derivélt. Tegyiik fel, hogy h az egész érint6téren sima
Ehresmann-konnexié. Ebben az esetben (D, h) h-deflexidja akkor és csak akkor
esik egybe h tenzidjaval, ha D (v)hv torzidja eltiinik.

4. EHRESMANN-KONNEXIOK FINSLER-SOKASAGOKON

Legyen adva egy E: TM — R fliggvény, amelyet a tovabbiakban ener-
giafiigguénynek mondunk. Az (M, FE) part (vagy egyszerlien M-et) Finsler-
sokasdagnak nevezziik, ha teljesiilnek a kévetkezok:

(F1) barmely a € TM esetén E(a) >0; E(0)=0;

(F2) E C! osztalyd T M-en, sima TM—en;
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(F3) CE = 2F, azaz E masodfokd pozitiv homogén;
(F4) az w:=dd ;E fundamentdlis forma nemelfajulé.

Tény. Minden Finsler-sokasdgon létezik pontosan egy olyan
So: TM — TTM spray, amelyet T'M-en egyértelmiien meghataroz az

isow = —dF

formula, s amely kiterjesztheté C' osztalyd So: TM — TTM leképezéssé gy,
hogy Sp(0) = 0 teljesiiljon. Ezt a sprayt a Finsler-sokasag kanonikus spray-jének
nevezzik.

Egy (M, E) Finsler-sokasdgon adott h Ehresmann-konnexiét konzervativnak
mondunk, ha d, E = 0.

4.8 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokasdg, h konzervativ Ehresmann-
konnexié, S pedig a hozza csatolt semispray. Ekkor S eléallithaté az

S - S() + (dtoE)#

formula alapjan, ahol Sy a Finsler-sokasig kanonikus sprayje és t° a h
Ehresmann-konnexié gyenge torzidjanak a potencidlja.

4.9 Tétel. Legyenek h és I konzervativ Ehresmann-konnexiok az (M E)
Finsler-sokasagon. Amennyiben h és h erés torzidja megegyezik, ugy h = h.

Tény (a Finsler-geometria alaplemmdja). Ha (M, E) Finsler sokasdg, akkor
létezik egy és csak egy olyan hg Ehresmann-konnexié, amely konzervativ és
amelynek erds torzidja eltiinik. A szébanforgé Ehresmann-konnexiot a Finsler-
sokasag kanonikus konnexidjanak vagy Berwald-konnexiojanak nevezzik. Ex-
plicite:

ho (Lxerary + [J5 o))

l\')\»—l

ahol Sy a kanonikus spray.

4.11 Allitas. Tegyiik fel, hogy h homogén, konzervativ Ehresmann-
konnexié egy (M, FE) Finsler-sokasdgon. Ekkor a hg kanonikus konnexid
segitségével h eléallithato a

h = h() + %to + % [J, (dtoE)#}

alakban.
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5. Az ICHIJYO-KONNEXIO

5.2 Tétel. Tegyiik fel, hogy (M, E) Finsler-sokasdg, V pedig kovaridns
derivalas az M sokasagon. Legyen hy a V-bdl szarmazé Ehresmann-konnexio,
és g jelentse a vertikalis metrika prolongaciéjat hy mentén. Létezik egy és

v
csak egy olyan (D, hv) Finsler-konnexié M-en, amely eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek:

v v
(I1) D wv-metrikus, azaz, D,g = 0;
v
(I2) D wv-vertikdlis torzidja eltiinik;
(13) a (56 , hv) csatolt Finsler-konnexié vegyes gorbiileti tenzora eltiinik;

v
(14) (D,hv) h-deflexicja eltiinik.

v
A D szerinti kovarians derivaltak a kovetkezd képletek szerint szamithatdk ki:

DyxJY = JIJX,Y] +C(X,Y), DnoxJY = velhe X, JY],

DyxhoY = ho[JX, Y]+ FoC(X,Y),  DpoxhoY = hoFo[hy X, JY]
(X,Y € X(TM)).

5.4 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokaség, V kovaridns derivalt M-en, és
tekintsitk a V altal indukélt (lv), hv) Ichijyo-konnexi6t. Ekkor

(Daxe) (v, 2) = (Do) (x. 2).

ahol X, Y, Z tetszOleges vektormezok TM-en.
Az Ichijyo-konnexié parcialis gorbiiletei

v
horizontalis R(X,Y)Z = [J,Qv(X,Y)|hy Z + C(FQv(X,Y), Z)

\% v
vegyes P(X,Y)Z = (thxc) (hyY, hy Z)

vertikélis QX,Y)Z = C(FC(X, Z),Y) — C(X,FC(Y, 2))
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Az Ichijyo-konnexié parcialis torzi6i

v

h — horizontélis AXPY Yhv) = (Ty(X,Y))"
N h h h

h — vegyes B(X"V, YY) = —FyC(X"7,Y"Y)
\Y

v — horizontélis RY(X"v Yhv) = Qg (Xhv, Yhv)
v

v — vegyes P! =0
\Y

v — vertikélis St=0

5.7, 5.8 és 5.9 Kovetkezmények.

Egy Ichijyo-konnexié horizontdlis gorbiilete akkor és csak akkor tiinik el, ha
a V bézikus derivalt gorbiilete, vagy — ami ezzel ekvivalens — a hy Ehresmann-
konnexid gorbiileti tenzora eltiinik.

Egy Ichijyo-konnexié vegyes gorbiilete akkor és csak akkor tlinik el, ha az

v
els6 Cartan tenzor D szerinti h-kovaridns derivéltja eltiinik.

Egy Ichijyo-konnexié h-horizontalis torzidjanak eltiinése ekvivalens V
torzidtenzoranak (vagy hy gyenge torzidjanak) eltlinésével.

6. ALTALANOSITOTT BERWALD-SOKASAGOK

Legyen (M, E) Finsler-sokasag és V kovaridns derivalt M-en. Azt mondjuk,
hogy az (M, E, V) hirmas dltaldnositott Berwald-sokasdg, ha a hy Ehresmann-
konnexié konzervativ, azaz dno E = 0. Egy (M, E, V) altaldnositott Berwald-
sokasdgot Berwald-sokasdgnak neveziink, ha V szimmetrikus kovarinans de-
rivalt.  Amennyiben raadasul, V gorbiileti tenzora is zérus, ugy lokdlisan
Minkowski sokasdgrél beszéliink.

Megjegyzés. Egyszerlien beldthaté, hogy ha (M, E,V) Berwald-sokaség,
akkor a V-bdl szarmazé hy Ehresmann-konnexié éppen a sokasdg Berwald-
konnexidja, ennélfogva a V kovarians derivélt egyértelmii. Ekkor ezt a Berwald-
sokasidg kovaridns derivéltjanak nevezziik, és (M, E, V) helyett egyszeriien csak
(M, E)-t frunk.

6.3 Kovetkezmény. Ha (M, E, V) éltaldnositott Berwald-sokaség, akkor

1 1
Sv = S0+ (dg B), by =ho+ 5%+ | (dig B)].
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6.4 Tétel. Legyenek (M,E,V) és (M,E,V) éltaldnositott Berwald-
sokasdgok. A V és V kovarians derivaltak akkor és csak akkor egyeznek meg,
ha a torzi6éjuk egyenlo.

6.5 Allitas. Legyen (M, E) Finsler-sokasig és tegyiik fel, hogy V kovaridns
derivalt M-en. A kovetkez6 allitdsok ekvivalensek:

(a) (M, E,V) altalanositott Berwald-sokasdg;

(b) a hy-hoz tartozé Cg masodik Cartan tenzor eltiinik;

v v
(c) a (D, hv) Ichijyo konnexié hy-metrikus, azaz Dy g = 0.

. v
6.6 Allitas. Ha (M, E, V) altaldnositott Berwald-sokasag, akkor a (D7 hv)
Ichijyo-konnexi6 vegyes gorbiileti tenzora eltiinik.

6.9 Tétel. Egy Finsler-sokasag akkor és csak akkor Berwald-sokasdg, ha a
klasszikus Hashiguchi-konnexié Ichijyo-konnexio.

6.10 Allitas. Egy (M, E,V) altaldnositott Berwald-sokasdg akkor és csak
akkor Berwald-sokasdg, ha (de, E)# kvadratikus vektormezd.

6.12 Allitas. Legyen (M, E,V) éltalanositott Berwald-sokasdg. Ha a V-
hoz tartozé Sy spray projektiven ekvivalens az Sy kanonikus spray-vel, akkor
Sv = Sy, kovetkezésképpen (M, FE) Berwald-sokaség.

6.13 Tétel. Az (M, E) Finsler-sokasidg akkor és csak akkor lokdlisan
Minkowski-sokasag, ha 1étezik olyan torziémentes, eltiin6 gorbiiletli V kovarians

v
derivalt M-en, hogy a (D, hv) Ichijyo-konnexié “hy-metrikus”.
7. WAGNER-ICHIJYO-KONNEXIO ES WAGNER-SOKASAGOK
v
Legyen V kovaridns derivalt az M sokasidgon. A (D,hy,a) hérmast (a

v
V altal indukalt) Wagner-Ichijyo-konnexionak nevezzik, ha (D, hy) Ichijyo-

v v
konnexié, a sima fiiggvény M-en és a D kovaridans derivalas A h-horizontdlis
torzidja eleget tesz az

v
A=da’"Nhy :=da’ @ hy — hy ® da”

Osszefiiggésnek.
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. v
7.2 Allitas. Legyen (D, hy,a) Wagner-Ichijyo-konnexi6é az M sokasdgon.
Ekkor

ty =da"' ANJ =da"®@J—-J®da", ty =a°J—da’®C,
Ty (X,Y) = da(X)Y —da(Y)X.

Az (M,E,V,a) négyest Wagner-sokasignak nevezzik, ha (M,E,V)
altalanositott Berwald-sokasag, « sima fliggvény M-en, és teljestl a

Ty (X,Y) =da(X)Y —da(Y)X (X, Y e X(M))
relacié.
Megjegyzés. Az eddigiek alapjin kozvetleniil adédik, hogy ha (M, E, V, a)

Wagner-sokasag, akkor a V éltal indukalt Ichijyo-konnexié Wagner-Ichijyo-
konnexié.

7.5 Tétel Legyen (M, F) Finsler-sokasig. Tegyiik fel, hogy V kovaridns
derivalt, o pedig egy sima fiiggvény M-en. A kovetkezé allitdsok ekvivalensek:

(i) (M, E,V,«a) Wagner-sokasdg.

(ii) A V éltal indukalt (B, hv,a) Wagner-Ichijyo-konnexié hy-metrikus.
(iii) A hy Ehresmann-konnexié a
hy = ho + aJ — E[J,grada"] — d; E ® grad o¥
alakban allithaté eld.

7.6 Kovetkezmény. Ha (M, FE,V,«a) Wagner-sokasdg, akkor a hy-hoz
csatolt Sy spray és az Sy kanonikus spray kapcsolatat a kovetkezd relacié adja:

Sv =50+ aC —2FE grada”.

8. PELDA: 1-FORMA FINSLER SOKASAGOK

Tegyiik fel, hogy M paralelizdlhaté sokasdg, és legyen (X;)i,
(X; € X(M), i€ {1,...,n}) paralelizicidja M-nek. Tekintsiik az (X;)?_; para-
lelizacidhoz dudlis 1-formdk (A\?)™_, sorozatdt. Vezessiik be a

Xi= (AL A i TM 5 R, v A(v) = (A (v),... A"(0))
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leképezést, ahol
MNCTM =R, v N(v) = )\fr(v)(v) (1 <i<n).

Tegyiik fel, hogy f : R™ — R Finsler-Minkowski norma, és legyen
~ 1
L:=fol, E = §L'2.

Ekkor £ Finsler-alapfiiggvény, (M, F) pedig Finsler-sokasdg. Az igy definidlt
L alapfliiggvényt 1-forma Finsler-figgvénynek, az (M, E) Finsler-sokasdgot 1-
forma Finsler-sokasdgnak nevezziik.

8.4 Allitas. Legyen (M,E) 1-forma metrikéji paralelizélhaté Finsler-
sokasdg. Tekintsiik az (X;)I, paralelizdcié édltal meghatdrozott V kovaridns
derivéltat, legyen tovabba hy a V-bdl szarmazé Ehresmann-konnexié. Ekkor
(M, E, V) éltalanositott Berwald-sokasdg. Ha rdaddsul V torziétenzora eltiinik,
akkor (M, E) lokalisan Minkowski-sokaség.

9. KONFORM EKVIVALENS [CHIJYO-STRUKTURAK

Az (M, E) és (M, E) Finsler sokaségokat konform ekvivalenseknek nevezziik,
ha létezik olyan ¢: TM — R pozitiv, sima fiiggvény, hogy az ener-
giafliggvényeikre fennall az £ = @F Osszefiiggés. Jol ismert tény, hogy ¢ ver-
tikalis lift, {gy mindig felirhat6 exp ooV, o € C°°(M) alakban.

Az (M, E,V) harmast Ichijyo-struktirdnak hivjuk, ha (M, E) Finsler-
sokasdg, amely el van latva a (D, hy) Ichijyo-konnexiéval.

9.4 Azt mondjuk, hogy az (M, E,V) és (M, E,V) Ichijyo-struktirak kon-
form ekvivalensek, ha teljestilnek a kovetkezo feltételek:

(i) (M, E) és (M, E) konform ekvivalens Finsler-sokasdgok, azaz

E = (expoo¥)E, 0 € C*(M),
= 1
(i) V=V +3do @ id

9.5 Allitas. Megtartva 9.4 feltételeit és jeloléseit, érvényesek a kovetkezd
Osszefiiggések:

1 1
hg =hy = 5do"®C,  Sg =5y - 30°C;

— — 1
DJXJYZDJXJY, thXJY:thXJY7§dUV(X)[C,JY];
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1
QﬁZQv, tﬁitv+§(dUcOJ)/\J;
o o 1
HﬁZHv:O, tﬁztvﬂ-i(O’CJ—(dUcOJ)@C).

9.6 Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy (M, E,V) és (M,E,V) konform
ekvivalens Ichijyo-struktirak; legyen E = (expoo¥)E, o € C*°(M). Ekkor a
kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(i) o konstans fliggvény, és igy a konform valtoztatds hasonlésig.
(i) hv =hs. (iii) Sv =S+ (iv) tv =tg.

9.7 Tétel. Konform ekvivalens Ichijyo-struktirak Ichijyo-konnexidinak par-

cialis gorbiiletei megegyeznek.

Alkalmazasok altalanositott Berwald-sokasagokra

9.8 Allitas. Tegyiik fel, hogy (M,E,V) és (M, E,V) konform eckvi-
valens Ichijyo-struktirdk. Ha (M, E, V) éltaldnositott Berwald-sokasédg, akkor
(M, E,V) szintén éltalanositott Berwald-sokasdg.

9.9 Kovetkezmény. Legyenek (M, E,V) és (M, E,V) konform ekvivalens
Ichijyo-struktirdk, ahol E = (expoo")E, (0 € C*°(M)). Ha (M,E,V,«a)
Wagner-sokaséag, akkor (M, E,V,@), @ = a + %a szintén Wagner-sokasag.

9.10 Kovetkezmény (M. HASHIGUCHI — Y. ICHIJYO). Annak sziikséges

és elegend?d feltétele, hogy egy Finsler-sokasdg konform ekvivalens legyen egy
Berwald-sokasdggal az, hogy a Finsler-sokasig Wagner-sokasag legyen.
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SUMMARY

In the following we present a brief survey of chapter contents.
1. NOTATION AND SOME BASIC FACTS

The aim of this introductory chapter is to fix our notation, conventions, and
to recall some basic concepts and facts which will be used throughout the Thesis.

2. EHRESMANN CONNECTIONS

Consider the tangent bundle 77y;: TTM — TM, and let VI'M be its ver-
tical subbundle. By an FEhresmann connection over M we mean a mapping
h: TTM — TM satisfying the following conditions:

(i) h is fibre-preserving and fibrewise linear;

)

(ii) h is smooth on TTM;

(iii) h?2 =h, Ker(h)=VTM;

(iv) hoo. = 0., where 0 € X(TM) is the zero vector field and * denotes its
derivate.

Then h can be freely interpreted as a C°° (7'M )-linear endomorphism of X(7'M),
and we use this interpretation without any comment.

The wertical projection belonging to h is v := lppps — h, which can also be
regarded as a C°°(T'M)-linear endomorphism of X(TM).

In the spirit of GRIFONE’s theory of connections, we attach to an Ehresmann
connection A the following data:

H:=[h,C] — tension of h;
t:=[J,h — weak torsion of h;
T:=ist+ H — strong torsion of h (S is an arbitrary semispray);
1
0= _§[h’ h] — curvature of h.

(Brackets mean here Frolicher- Nijenhuis brackets.) A horizontal endomorphism
is said to be homogeneous, if its tension vanishes.



(s

The fundamental relation between Ehresmann connections and semisprays
was discovered, independently, by M. CRAMPIN and J. GRIFONE. Their main
result can be summarized as follows.

(i)

(iii)

Let an Ehresmann connection h be given on the manifold M. If S is an
arbitrary semispray on M, then S := RS is also a semispray on M which
does not depend on the choice of S and satisfies the relation h [C,S] = S.
We say that S is the semispray associated to h.

Any semispray S: TM — TTM generates in a canonical way an Ehres-
mann connection which be given by the formula

1
h = 3 (Lx(ran) + [, 8]) - (1)
The weak torsion of h vanishes and the semispray associated to h is
% (S +[C,S)). If, in addition, S is a spray, then h is homogeneous and its
associated semispray ist just the starting spray S.

An Ehresmann connection arises from a semispray in the above manner if
and only if its weak torsion vanishes.

Any covariant derivative V on the manifold M determines a homogeneous,
everywhere smooth Ehresmann connection hy.

2.9 Lemma Suppose that h is a homogeneous Ehresmann connection on
the manifold M, and let S be the semispray associated with h. If h is the
Ehresmann connection determined by S according to (1), then h and h are
related by

~ 1
h=h-——t°
2 b

where t is the weak torsion of h, and t° is its potential.

3. FINSLER CONNECTIONS

A pair (D, h) is said to be Finsler connection on the manifold M, if D is a
covariant derivative on the tangent manifold TM (or on the slit manifold 7'M,
h is an Ehresmann connection on M, and the following conditions are satisfied:

(i)

Dh =0 (’D is reducible’), (ii) DF =0 (’D is almost complex’),

where F' := h[S,h] — J (S is the semispray associated to h).
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The h-deflection of (D, h) is the mapping.

h*(DC) : X € X(TM) — DC(hX) = DjxC.

Let (D, h) be a Finsler connection on the manifold M, and let us consider
the extended operator DY. If

D:(X,Y) € X(TM) x X(TM) +— DxY := DpxY + Di Y,

then (D, h) is also a Finsler connection, called the associated Finsler connection
to (D, h). For the mixed curvature P of (D, h) we have the expression

P(X°,Y)Z¢ = —[J,Dxs Z°)Y°  (X,Y,Z € X(M)).

A Finsler connection (D,h) is said to be an h-basic Finsler connection if
there exists a covariant derivative V on the manifold M such that for any
vector fields X, Y on M, we have

DynYY = (VxY)".

Then V is called the base covariant derivative belonging to (D, h).

3.9 Lemma. A Finsler connection (D, h) is h-basic if and only if the mixed
curvature of the associated Finsler connection (D, h) vanishes.

3.11 Lemma Suppose that (D, h) is an h-basic Finsler connection with the
base connection V, and let hy be the Ehresmann connection induced by V.
Then

DxnC=X"— X" (X € x(M)),

therefore hy coincides with h if and only if the h-deflection of (D, h) vanishes.

3.14 Proposition Let (D, h) be an h-basic Finsler connection and suppose
that the Ehresmann connection A is homogeneous. Then the h-deflection of
(D, h) vanishes if and only if the v-mixed torsion of D vanishes.

3.15 Proposition Let (D, h) be an h-basic Finsler connection with the base
covariant derivative V. Suppose that the Ehresmann connection h is smooth
on the whole tangent manifold. Then the h-deflection of (D, h) coincides with
the tension of A if and only if the v-mixed torsion of D vanishes.
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4. EHRESMANN CONNECTIONS ON FINSLER MANIFOLDS

We start this chapter with the definition of Finsler manifolds and then we
introduce the Riemann-Finsler metric and the first and second Cartan tensor.

On any Finsler manifold (M, E) there is a spray So: TM — TT M, uniquely
determined on T'M by the relation

is,ddsE = —dE

and prolonged to a C''-mapping of T'M such that Sy(0) = 0. This spray is called
the canonical spray of the Finsler manifold.

An Ehresmann connection on (M, E) is said to be conservative, if dp E = 0.

4.8 Proposition. Suppose that h is a conservative Ehresmann connection
on the Finsler manifold (M, E) with the associated semispray S. Then S can
be represented in the form

S =50+ (dtoE)#,

where Sy is the canonical spray of (M, F) and t° is the potential of the weak
torsion of h.

4.9 Theorem. Suppose h and h are conservative Ehresmann connections
on the Finsler manifold (M, E). If h and h have the same strong torsion, then
h=h.

The Berwald connection. If (M,E) is a Finsler manifold then there
exists a unique conservative Ehresmann connection hg on M such that the
strong torsion of hy vanishes. This fundamental result is due to J. GRIFONE.
The Ehresmann connection characterized by the above conditions is called the
Berwald connection of the Finsler manifold. It can be given explicitly by the
formula

1
ho = 3 (Lx(rany + [, S0])

where Sp is the canonical spray of (M, E).

4.11 Proposition. Any homogeneous, conservative Ehresmann connection
h on a Finsler manifold (M, E) can be expressed with the help of the Berwald
connection hg as follows:

h = hO + %to + % [J, (dtoE)#] .
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5. THE ICHIJYO CONNECTION

5.2 Theorem. Suppose that (M, F) is a Finsler manifold and V is a co-
variant derivative on M. Let hy be the Ehresmann connection induced by V,
and consider the prolongation g of the vertical metric along hy. There exists a

v
unique Finsler connection (D, hv) on M such that
v v
(I1) D is v-metrical, i.e., D,g = 0;
v
(I2) the v-vertical torsion of D vanishes;

(I3) the mixed curvature of the associated Finsler connection vanishes;

v
(I4) the h-deflection of (D,hv> vanishes.

v
The covariant derivatives with respect to D can be calculated by the following
formulas:

A\ Y

DyxJY = J[JX,Y] +C(X,Y), DhoxJY = vylhe X, JY],

v v

DyxhyY = hg[JX,Y]+ FoC(X,Y),  DpoxhvY = hyFy[hv X, JY]

(X,Y € X(TM)).
5.4 Proposition. Let (M, E) be a Finsler manifold, V a covariant derivative

v
on M, and consider the Ichijyo connection (D7 hv) induced by V. Then

(Daxc) (v, 2) = (Dave) (x.2),

where X, Y, Z are any vector fields in TM.
The partial curvatures of an Ichijyo connection

\Y%

horizontal  R(X,Y)Z = [J,Q¢ (X, Y)lhy Z + C(FQg(X,Y), Z)
\Y% \%4

mixed P(X,Y)Z = (thxc) (heY, hv Z)

vertical QX,Y)Z = C(FC(X, Z),Y) — C(X, FC(Y, 7))



81

The partial torsions of an Ichijyo connection

v

h — horizontal AXIY YY) = (Ty(X,Y))"v
R h h

h — mixed B(X"V,YY) = —FgC(X"V,Y"7)
v

v — horizontal RY (X", V') = Qg (X7, V")
v

v — mixed Pl =0
v

v — vertical st=o0

5.7 Corollary. The horizontal curvature of an Ichijyo connection vanishes
if and only if the curvature of the base covariant derivative V, or — what is
essentially the same — the curvature of Ay — vanishes.

5.8 Corollary. The mixed curvature of an Ichijyo connection vanishes if
and only if the h-covariant derivative of the first Cartan tensor with respect to

V .
D vanishes.

v
5.9 Corollary. The h-horizontal torsion of an Ichijyo connection (D, hv)

and the torsion tensor of V (or the weak torsion of hy) vanish at the same time.
6. GENERALIZED BERWALD MANIFOLDS

Suppose that (M, E) is a Finsler manifold and let V be a covariant derivative
on M. The triplet (M, E,V) is said to be a generalized Berwald manifold if
the Ehresmann connection hy is conservative, i.e., dpg E = 0. A generalized
Berwald manifold (M, E,V) is called a Berwald manifold if V is a torsion-
free covariant derivative. If, in addition, V is flat, then we speak of a locally
Minkowski Finsler manifold.

Remark. It can easily be seen that in the particular case of Berwald man-
ifolds the Ehresmann connection hy coincides with the Berwald connection,
hence the covariant derivative V is unique. Then we speak of the covariant
derivative of the Berwald manifold and write (M, E) rather than (M, E, V).

6.3 Corollary. If (M, E,V) is a generalized Berwald manifold, then we
have

1 1
Sv = S0+ (A B), by =ho+ 518+ | (dig B)].
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6.4 Theorem. Suppose that (M, E,V) and (M, E,V) are generalized
Berwald manifolds. The covariant derivatives V and V are equal if and only if
they have same torsion tensor field.

6.5 Proposition. Let (M, E) be a Finsler manifold and suppose that V is
a covariant derivative on M. The following conditions are equivalent:

(a) (M, E,V) is a generalized Berwald manifold;

(b) the second Cartan tensor Cg; belonging to hy vanishes;

v
(c) the Ichijyo connection is hy-metrical, i.e., Do g = 0.

6.6 Proposition. If (M, E,V) is a generalized Berwald manifold, then the
v
mixed curvature of the Ichijyo connection (D, hv) vanishes.

6.9 Theorem A Finsler manifold is a Berwald manifold if and only if its
Hashiguchi connection is an Ichijyd connection.

6.10 Proposition. A generalized Berwald manifold (M, E, V) reduces to a
Berwald manifold (M, E), if and only, if the vector field (de E)# is quadratic.

6.12 Proposition Let (M, E, V) be a generalized Berwald manifold. If the
spray Sy arising from V is projectively equivalent to the canonical spray Sy of
(M, E), then Sy = Sy and, consequently, (M, E) is a Berwald manifold.

6.13 Theorem. A Finsler manifold (M, E) is a locally Minkowski manifold
if and only if there exists a torsion-free, flat covariant derivative V on M such

v v
that the Ichijyo connection (D, hv> is "hy-metrical’, i.e., Djog = 0.
7. WAGNER-ICHIJYO CONNECTIONS AND WAGNER MANIFOLDS
v
Let V be a covariant derivative on the manifold M. A triplet (D, hy,«) is

v
said to be a Wagner-Ichijyo connection (induced by V) if (D, hy) is an Ichijyo

v v
connection, « is a smooth function on M and the h-horizontal torsion A of D
has the following form:

v
A=do" Nhy :=da' @ hy — hy ® da”.
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v
7.2 Proposition If (D, hy, ) be a Wagner-Ichijyo connection on the man-
ifold M, then we have the following relations:

ty =da"' ANJ :=da' ®J—J®da’, ty =aJ —da’ ®C,
Ty(X,Y) = da(X)Y — da(Y)X.

A quadruple (M, E,V, «) is said to be a Wagner manifold if (M,E,V) is a
generalized Berwald manifold, « is a smooth function on M, and the relation

Ty (X,Y) = do(X)Y —da(Y)X  (X,Y € X(M))

Remark It follows immediately that for a Wagner manifold (M, E,V,a)
the Ichijyo connection induced by V is just a Wagner-Ichijyo connection.

7.5 Theorem Let (M, E) be a Finsler manifold. Suppose that V is a co-
variant derivative and « a smooth function on M. Then the following assertions
are equivalent:

(i) (M, E,V,a) is a Wagner manifold.

v
(ii) The Wagner-Ichijyo connection (D, hy, @) induced by V is hy-metrical.
(iii) The Ehresmann connection hy is of form
hy = ho 4+ a°J — E[J,grada”] — d;E ® grad o”.
7.6 Corollary If (M,E,V,«a) is a Wagner manifold then the spray Sv¢
generated by hy and the canonical spray Sy are related by

Sv =50+ aC —2FE grada”.

8. EXAMPLE: FINSLER MANIFOLDS WITH ’ONE-FORM METRIC’

Suppose that M is a parallelizable manifold with a parallelization (X;)I;
X; € X(M), 1 <i<mn. Let (\"), be the coframe dual to (X;)" ,. Consider
the mapping

Xi= (AL AN TM 5 R, v A(v) = (A (v),... A"(v)),
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where _ _ _
AN TM =R, v N(v) = AL, (v) (1 <i<n).

™

Suppose that f : R™ — R is a Finsler-Minkowski functional, and define the
functions

ﬁ::fox, E = %EQ.

Then (M, E) is a Finsler manifold, the Finsler structure constructed in this
way is said to be a one-form Finsler structure. Following (at least partly) the
traditions, in the sequel we shall mention (M, E) as a ’Finsler manifold with
one-form metric’.

8.4 Proposition. Let (M, E) be a parallelizable Finsler manifold of one-
form metric. Consider the covariant derivative V determined by the paralleliza-
tion (X;),, and let Ay be the Ehresmann connection arising from V. Then
(M, E,V) is a generalized Berwald manifold. If, in addition, V is torsion-free,
then (M, E) is a locally Minkowski manifold.

9. CONFORMAL EQUIVALENCE OF ICHIJYO STRUCTURES

Two Finsler manifolds (M, E) and (M, E) are said to be conformally equiv-
alent, if their energy functions are related by E = ¢FE, where ¢ € C°(TM) is a
positive function. It is well-known that in this case ¢ is a vertical lift (Knebel-

man’s observation), so it can be written in the form expoc”, o € C>®(M).

9.4 Two Ichijyo structures (M, E, V) and (M, E,V) are said to be confor-
mally equivalent if

(i) (M,E) and (M, E) are conformally equivalent Finsler manifolds, i. e.,

E = (expoo“)E, 0 € C*(M),
= 1
i)y V=V+ §da® id.

9.5 Proposition. With the hypothesis of 9.4 we have the following rela-
tions:

1 1
hg =hy = 5do"®C,  Sg =5y - 30°C;

— — 1
DJXJYZDJXJY, thXJY:thXJY7§dUV(X)[C,JY];
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0o = Oy, to =ty + = (da o J) A J;

1
Hg = Hy =0, tgztv 2(CJ (dofoJ)®C).

9.6 Corollary. Suppose that (M, E,V) and (M, E,V) are conformally
equivalent Ichijyo structures. Let E = (exp ooV)E, 0 € C*°(M). Then the
following assertions are equivalent:

(i) The function o is constant, i.e., the conformal change is homothetic.
(ii) hv =he (iii) Sv =S+ (iv) tv =tg.

9.7 Theorem. Conformally equivalent Ichijyo structures have the same
partial curvatures.

Applications to generalized Berwald manifolds

9.8 Proposition Suppose that (M, E,V) and (M, E,V) are conformally
equivalent Ichijyo structures. If (M, E,V) is a generalized Berwald manifold,
then (M, E, V) is also a generalized Berwald manifold.

9.9 Corollary. Let (M,E,V) and (M, E,V) be conformally equivalent
Ichijyo structures, where E = (expooV)E,
o€ C®(M). If (M,E,V,a) is a Wagner manifold, then (M,E,V,@) is also a
Wagner manifold with @ = o + 20.

9.10 Corollary (Theorem of M. HASHIGUCHI and Y. ICHIJYO).

In order to a Finsler manifold is conformally equivalent to a Berwald mani-
fold, it is necessary and sufficient that the Finsler manifold is a Wagner manifold.
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