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1 BEVEZETES

A diofantikus egyenletek elméletében kozponti helyet foglalnak el a kétis-
meretlenes polinomidlis egyenletek, azok egész és raciondlis megoldasainak a
vizsgdlata. A megolddsszam végességével kapcsolatban szamos fontos eredmény
sziiletett, Runge, Thue, Mordell, Siegel és masok végességi eredményeket
nyertek egyenletek egy-egy széles osztdlydra. Végiill 1929-ben Siegel [61]
altaldnossdgban megmutatta, hogy ha F(xz,y) egy raciondlis egylitthatds, ab-
szolut irreducibilis polinom, tgy az

F(w7y) =0

egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van, feltéve hogy az egyenlet
altal definidlt algebrai gorbe g génuszara g > 0 teljesiil. 1983-ban Faltings [22]
azt is bebizonyitotta, hogy g > 1 esetén még a raciondlis megoldédsok szama is
véges.

Siegel és Faltings nevezetes tételei ineffektivek, azaz a bizonyitdsaik nem
szolgaltatnak semmilyen eljardst a megoldasok megkeresésére. Megjegyezziik
tovabba, hogy ezen altalanos tételeknek egy-egy egyenletosztilyra vald alkal-
magzasa gyakran sikertelen marad, mivel a reducibilitas eldontése és a génusz
megallapitasa esetenként komoly nehézségekbe iitkozik. Ez a helyzet az

(1.1) f(x) =g(y)

alaku egyenleteknél, ahol f és g raciondlis egylitthatés polinomok. Az ilyen
tipusu egyenletek kiillonosen fontosak és érdekesek azokban a specialis esetekben,
amikor f és g koziil legaldbb az egyik mint z polinomja z(z—1) - -+ (z— (m—1)),
(2), 2% vagy 1' + 2! + - .- + 2! alaku, ahol m, n, k, | adott pozitiv egész szdmok.
Ezen egyenletosztalyok megoldasszamaval igen sokan foglalkoztak. Ujabban
Bilu és Tichy [9] teljes dltaldnossidgban jellemezték azon f, g polinompdarokat,
melyekre (1.1)-nek véges sok egész megoldasa van. Tételiik azonban ineffektiv.
Tovabba olyan komplikalt feltételeket tartalmaz, hogy az emlitett egyenletosz-
télyokra valé alkalmazasa jorészt mindmaig eredménytelennek bizonyult.

Disszertdcionk tovdabbi hdrom fejezetbdl all. A 2. és a 3. fejezetben (1.1)
tipusu egyenletek egy-egy fontos, sokat vizsgdlt osztalyara nyeriink altalanos
ineffektiv végességi eredményeket. Tételeink a kordbbi, idevagd eredmények
messzemend altaldnositdsai és egyben lényeges pontositdsai, finomitasai. A 4.
fejezetben a 2. fejezet bizonyos eredményeinek effektiv valtozatat adjuk, sét a
tekintett egyenleteket egy sor konkrét esetben teljesen megoldjuk.
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Az alabbiakban roviden vazoljuk az egyes fejezetek legfontosabb eredménye-
it.

11
A 2. fejezetben az

(12)  z@-1-(@-(m-1)=My—-1)(y—-(n-1)+I

tipusi egyenletek megoldasszamaval foglalkozunk, ahol m, n > 1 adott pozitiv
egészek, \(# 0) és [ pedig rogzitett raciondlis szamok. Az [ = 0 specidlis esetben
szémos szerz6, koztiik Saradha, Shorey és Tijdeman [50]-[56] nyertek végességi
eredményeket az (1.2) alaki egyenletekre vonatkozéan. [5]-ben Beukers, Shorey
és Tijdeman leirtak mindazon m, n és A szamharmasokat, amelyek mellett [ = 0
esetén (1.2)-nek végtelen sok raciondlis, illetve egész megoldésa lehet.

Disszertacionk maéasodik fejezetének egyik f6 eredménye az 2.2. Tétel,
mely az emlitett [5]-beli eredmények &ltaldnositdsa tetszdleges [ esetére.
Kovetkezményként (2.1. Tétel) jellemezziik mindazon a, b, k, m és n egészeket,
melyekre a sokat vizsgalt

(1.3) a(;) +kb<z)

egyenletnek végtelen sok x > m, y > n egész megoldasa lehet.
A fejezet mésodik felében az (1.3) egyenletre vonatkozé eredményiinket kiter-
jesztjuk az altalanosabb

()

egyenletekre, ahol F' nem sziikségképpen linedris (mint (1.3)-ban), hanem prim-
fokszam egész egylitthatés polinom (2.7. és 2.8. Tétel).

Az (1.3) és (1.4) alaki egyenletekre vonatkozé tételeink jelentés mértékii
ineffektiv altalanositasai szamos korabbi, ilyen iranyd eredménynek.

Az 2.2. Tétel bizonyitdsa sordn eldszor jellemezziik azon

Flr,y)=z@@-1)-(@—-(m-1)-Ayly—1)---(y—(n—1)) =1

alaku raciondlis egyiitthatés polinomokat, melyek abszolut irreducibilisek, és
melyeknek a génusza pozitiv, illetve nagyobb mint 1. Ezt kovetéen Siegel és



Faltings emlitett tételeit alkalmazzuk. Kiilon is foglalkozunk azzal az esettel,
amikor F'(xz,y) reducibilis, és sziikséges és elégséges feltételt fogalmazunk meg
arra vonatkozéan, hogy ekkor (1.2)-nek véges sok megoldasa legyen.

III

Igen gazdag irodalma van az

(1.5) Sm(x) = 9g(y), © > 1,y egész ismeretlenek,

alaki egyenleteknek, ahol m > 1 adott egész, Sp,(z) = 1™ 4+ 2™ + -+ + 2™
és g(y) raciondlis egyiitthatdés polinom. Mint ismeretes, Sy, (z) felirhaté az x
(m 4+ 1)-ed foki racionélis egyiitthatds polinomjaként.

A g(y) = y™ specidlis esetben adott n mellett Schéffer [57] 1956-
ban meghatérozta mindazon m, n péarokat, melyekre (1.5)-nek végtelen sok
megolddsa van. Késébb Schiffer eredményének Gyoéry, Tijdeman, Voorhove,
Brindza és masok tobb irdanyu kiterjesztését és dltalanositasat adtak, egyebek
kozott arra az esetre, amikor n is ismeretlen.

Egy maésik irdnyban Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [7] y(y —
1) -+ (y— (n—1)) alaki g(y) polinomok esetén ujabban meghatdrozta azon m,
n parokat, melyekre (1.5)-nek végtelen sok megoldasa van.

A 3. fejezet {6 eredménye a 3.1. Tételiink, mely adott m mellett az Gsszes
olyan raciondlis egyiitthatds g polinom lefrdsit adja, melyekre az (1.5) egyen-
letnek végtelen sok megoldasa lehet. Tételiink lényegében kozos altaldnositasa
Schéffer [57], valamint Bilu és térsai [7] fent emlitett nevezetes tételeinek. A
3.1. Tétel alkalmazasival még pontosabb allitdst nyeriink (3.2. Tétel) abban az
esetben, amikor g(y) F' ((Z)) alakid, ahol n > 1 adott egész szam, F' pedig egy
linearis vagy paratlan primfokszamu racionalis egyiitthatds polinom.

A 3.1. és 3.2. Tételeink bizonyitdsa végsd soron Bilu és Tichy [9] mér emlitett
altalanos tételén alapszik. Ezen altalanos tétel alkalmazasdhoz azonban kilenc,
tobbségiikben az Sy, (z) polinom kiilonféle specidlis tulajdonsdgaival foglalkozd
lemmara, valamint hosszi, bonyolult okoskodéasokra lesz sziikségiink.

v

Az (1.2), (1.3) és (1.4) egyenletekre vonatkozd végességi tételeink nem ef-
fektivek, mivel bizonyitasainkban felhasznaljuk Siegel, Faltings, valamint Bilu
és Tichy ineffektiv eredményeit.
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A 4. fejezetben az a és b-re tett bizonyos feltételek mellett effektiv felsé
korldtot nyertink (4.1. Kévetkezmény) az (1.3) egyenlet megoldédsaira abban az
esetben , amikor m > 5 és n € {2,4}. Eredményiinket kiterjesztjik (4.1. Tétel)

az altaldnosabb
z Yy
pr— b
o2+ @)+ 9t =o(?)

egyenletre is, ahol g(x) € Z[x] és f(x) € Q[x] egész értékil, legfeljebb m — 1-ed
fokd polinom. Ezen eredmény egy alkalmazasaként effektiv felso korldtot adunk
(4.2. Kovetkezmény) mindazon x > m, y > n egészekre, amelyekre az

)+ (2).(2)

szamok valamilyen sorrendben szdmtani sorozatot alkotnak. A bizonyitds soran
a vizsgalt egyenleteket hiperelliptikus egyenletekre vezetjiik vissza, majd pedig
Baker [3] hiperelliptikus egyenletekre vonatkozé nevezetes effektiv tételét alkal-
mazzuk.

Végiil a

(2)-()

egyenlet Osszes megolddsat meghatarozzuk (4.2. Tétel) abban az esetben, amikor
(m,n) vagy (n,m) € {(2,3),(2,6),(3,4),(4,6)} és 0 < k < 10. Az (1.6)
alaku egyenleteket elliptikus egyenletekre redukaljuk, s azutan a Gebel, Petho
és Zimmer [25] médszerén alapulé SIMATH programcsomagot hasznéljuk a
megoldasok megkeresésére.

A 4.1. és 4.2. Tételeink egy sor korabbi eredmény jelent0s mértéki
altalanositdsai, kiterjesztései, illetve pontositasai.

Ertekezésiink eredményeit a [44], [45], [46] és [47] dolgozatainkban pub-
likaltuk.



2 AZ F((*)) = b(Y) ALAKU DIOFANTIKUS EGYEN-

LETEKROL

2.1 BEVEZETES

Ebben a fejezetben az

s ()

alaku diofantikus egyenletek x, y egész megoldasainak szaméra vonatkozdan
nyeriink végességi eredményeket, ahol F'(x) egész egyiitthatds polinom, b # 0 és
m, n > 1 pedig tetszéleges, de rogzitett egészek.

A fejezet elsé részében a linedris esettel foglalkozunk, amikor az F'(x) poli-
nom linedris. Ebben az esetben az altalunk vizsgdlt egyenlet

(2.2) a<;>+kb<z> T >my>n,

alakba frhaté at, ahol a, b, k, m, n adott egészek az a 0,0 #0és1<m<n
tulajdonsdggal. A trividlis m = n, a = b és k = 0 esetben a (2.2) egyenletnek
nyilvédn végtelen sok egész z > m,y > n megolddsa van. A k = 0 esetben az a,
b, m, n paraméterek kiilonféle specidlis megvélasztdsa mellett szamos végességi
és numerikus eredmény talalhaté a szakirodalomban; példaul az [1], [10], [19],
[29], [35], [36], [41], [66], [67], [75], [76] cikkekben a szerzOk az Osszes egész
megoldast leirtak. A k = 0 esetben az els6 altalanos végességi eredmény Kisstol
[32] szdrmazik, aki 1988-ban megmutatta, hogy ha m egy adott pédratlan prim,
akkor az

& ()= ()
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x
m

diofantikus egyenletnek csak véges sok x > m, y > 2 egész megolddsa van,
amely megolddsok effektive meghatdrozhatéak. Brindza [14] hdrom évvel kés6bb
altalanositotta Kiss eredményét arra az esetre, amikor m > 3 tetszoleges, adott
egész szam.

A (2.2) egyenletre vonatkoz6 2.1. Tételiink az emlitett végességi tételek
messzemend, ineffektiv altalanositasa. Megjegyezziik, hogy a 4. fejezetben
a (2.2) egyenlet vizsgélatdra visszatériink és specidlis a, b és k értékek mel-
lett effektiv végességi eredményeket nyeriink, sét bizonyos esetekben az Osszes
megoldast is meghatarozzuk.

A (2.2) egyenlet specidlis esete az

24)  zE-1--@-(m-1)=MH-1)(y—(n-1)+I

egyenletnek, ahol A\l € Q és A\ # 0. A homogén esetben, azaz amikor [ = 0,
Beukers, Shorey és Tijdeman [5] egy algebrai-geometriai médszert alkalmazva
lefrtdk az Osszes (m,n) € N2 part és A # 0 raciondlis paramétert, ame-
lyek mellett a (2.4) egyenletnek csak véges sok z, y egész, illetve racionalis
megolddsa van. A bizonyitdsuk sordn meghatdrozték az Osszes F(x,y) =
z(x—1)--(x—(m-=1) = Ay(y—1)---(y — (n— 1)) alakd polinomot, ame-
lyek irreducibilisek a komplex szamok teste felett, illetve, amely polinomokkal
az F(x,y) = 0 gorbék génusza 0 vagy 1. Végiil ezen eredményeket Siegel [61] és
Faltings [22] nevezetes végességi tételeivel kombindlva nyerték a szerzék [5]-ben
az emlitett altalanos ineffektiv végességi eredményt.

A 2.2. Tételiinkben Beukers, Shorey és Tijdeman eredményét altalanositjuk
racionalis megolddsainak szdmara. Ez az eredmény a fejezet elsé részének a fo
eredménye. A 2.1. Tételiink ennek speciélis esete.

A fejezet mésodik felében a (2.1) egyenlet azon eseteivel foglalkozunk, amikor
az F(x) € Z[x] polinom fokszdma primszdm. Davenport, Lewis és Schinzel [20],
Schinzel [58] és Fried [23], [24] néhdny kordbbi eredményét kiterjesztve, Bilu és
Tichy [9] 2000-ben egy &ltaldnos ineffektiv végességi tételt nyertek az f(z) =
g(y) alaku diofantikus egyenletekre vonatkozéan. Bar az eredmény &ltaldnos, a
feltételrendszer bonyolultsdga miatt igen nehéz konkrét esetekben alkalmazni.
A tétel bizonyos alkalmazasai taldlhatok példaul a [7], [8] és [16] cikkekben.
Bilu és Tichy emlitett eredményét haszndlva Kulkarni és Sury [33] végességi
eredményt bizonyitott az x (z +1)--- (z 4+ (n — 1)) = g(y) tipust egyenletekre,
ahol ¢g(y) € Qly] egy legaldbb mésodfoki polinom.

A 2.7. és 2.8. Tételiinkben jellemezziik mindazon primfokszamd F(x)
polinomokat és m, n egészeket, melyekre a (2.1) egyenletnek csak véges sok
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megolddsa van. A bizonyitdsunkban egyebek kozott a [33]-beli eredményeket
kombinaljuk Ping-Zhi [39] és Brindza [12] végességi eredményeivel és Siegel fent
emlitett, nevezetes tételével. Mivel a felhasznalt eredmények tobbsége inef-
fektiv, ezért a jelen fejezetben megfogalmazott és bizonyitott eredményeink nem
effektivek.

Végiil megjegyezziik, hogy a fejezetben targyalt eredményeinket linedris F'(x)
esetén a [45] dolgozatunkban, primfokszdmu F(z) esetén pedig a [46] cikkben
publikaltuk.

2.2 LINEARIS ESET

2.2.1 EREDMENYEK

Az els6 tételiinkben teljesen lefrjuk azon (m,n) péarokat és a, b, k egész
paramétereket, amelyekre az aldbbi (2.5) egyenletnek lehet végtelen sok x, y
egész megoldasa. Ezzel Kiss [32] és Brindza [14] emlitett végességi eredményeit
ineffektiv formaban messzemenden altalanositjuk.

2.1. Tétel Legyenek a, b, k, m, n egész szamok és tegyiik fel, hogy a # 0,b # 0
és 1 <m <n. Ekkor eltekintve az aldbbi esetektdl

1) m=n,a=>bk=0;

2) (m,n) = (2,2);

3) (m,n) = (2,4) és 224E3 =1 vagy —5;
4) (m,n) = (4,4) és =2kt — 1,

az

(2.5) a(;)-Fk:b(Z)a x>m,y >n,

egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van. Tovdbbd a fent felsorolt
kivételes esetek mindegyikében meg tudjuk vdlasztani az a, b és k paramétereket
gy, hogy a (2.5) egyenletnek végtelen sok x, y egész megolddsa legyen.
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Megjegyezziik, hogy a fenti tételiinket tartalmazé [45] dolgozatunk megje-
lenése utan egy évvel, t6liink fiiggetleniil Stoll és Tichy [64] a 2.1. Tételiink egy
kevésbé pontos valtozatat publikaltdk.

A 2.1. Tétel specialis esete az alabbi végességi eredményiinknek:

2.2. Tétel Legyen
f@)=z(@-1)-(z=(m-1) égly) = -1 (y—(r-1)+I
ahol m,n € N, m <n és \,l € Q. Tegyiik fel, hogy \ # 0. Ekkor az
(2.6) f(@) =g(y)
egyenletnek csak véges sok x, y egész megolddsa van, kivéve az aldbbi eseteket:
1) m=mnés A=1,1=0 vagy m =n pdratlan, A\ = —1,1 = 0;
2) (m,n) =

(2,2);

3) (m,n) = (2,4), 4\ — 41 = 1 vagy 9\ + 161 =
(
)

4) (myn)=(4,4), \—1=1.
Tovdbbd a (2.6) egyenletnek csak véges sok x, y raciondlis megolddsa van, elte-
kintve az 1)-4), illetve az aldbbi esetektdl:

5) (m,n) =(2,3);

6) (m,n) =(2,4), 9 + 161 # —4;

7) (m,n) = (2,6), =2\ +1=—1

8) (m,n) = (3,3);

9) m 7n74},)\+17% ésl# — 16,vagy16)\+lfflesl7é

A fent felsorolt esetek wvaléban kivételesek abban az értelemben, hogy minden
esetben meg tudjuk vdlasztani a A, | paramétereket oly mddon, hogy a (2.6)
egyenletnek végtelen sok x, y megolddsa legyen.

Tételiink ineffektiv. Megjegyezziik, hogy ha specidlisan A = 1, | € Z,
Inko(m,n) > 1 és az f(x) — g(y) polinom Q felett irreducibilis, gy Runge
[49] ismert tétele felhasznéldsaval a (2.6) egyenlet z, y egész megolddsaira egy
effektiv fels6 korlat adhaté. Ebben az esetben a legjobb korldt Tengelytdl [67],
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[68] széarmazik, aki egy hatékony algoritmust dolgozott ki ilyen tipusi konkrét
egyenletek megoldasara.

I =0 esetén a 2.2. Tételiink visszaadja Beukers, Shorey és Tijdeman-nak [5]
a bevezetOben mar emlitett eredményét.

A kovetkezo tételliinkben egy még altalanosabb alaki egyenletet vizsgalunk.
Bar az egyenlet altaldnosabb, a 2.3. Tételt vissza lehet vezetni a 2.2. Tételre.

2.3. Tétel Legyenek dy és dy pozitiv raciondlis szdmok, és A € Q\ {0}, [ € Q.
Ekkor az

(2.7) z(x4d) - (x4+m—-1)d) = y(y+d) - (y+(n—1)ds) +1

egyenletnek, ahol m,n € N és m < n, csak véges sok egész, illetve raciondlis x,
y megolddsa van, eltekintve a 2.2 Tételben felsorolt kivételes esetektdl a
< dy l
\ = (_1)m+"Ad—;
1

vdalasztassal.

Ez az &llitds az [ = 0 specidlis esetben magéba foglalja Beukers, Shorey és
Tijdeman [5]-beli végességi eredményét az

(2.8) z(@+d) - (z+(m—1)d1)=y(y+da) - (y+(n—1)ds)

egyenletre vonatkozdan.

2.2.2 IRREDUCIBILITAS

Az aldbbi, onmagukban is érdekes eredmények lényeges szerepet fognak
jatszani a 2.1-2.3 Tételek bizonyitasaban. El6szor leirjuk az Osszes olyan A,
I, m, n paraméter értékeket, amelyek mellett az z (z —1)---(x — (m —1)) —
Ay(y—1)---(y — (n—1)) — I polinom reducibilis C[z, y]-ban.

Beukers, Shorey és Tijdeman [5] 1999-ben meghatdroztdk az Gsszes

z(x4+1) - (z+m-1)—-Ayy+1)---(y+n—-1)

alaki, C[x, y]-ban reducibilis polinomot, ahol m, n pozitiv egész szdmok, m < n
és A € C\ {0}. Kovetkez8 tételiink ezen eredmény dltaldnositdsa az inhomogén
esetre. [ = 0 esetén a 2.4. Tétel visszadja Beukers-ék eredményét.
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2.4. Tétel Legyenek m, n pozitiv egész szamok az m < n tuldjdonsdggal,
és legyen N € C\ {0}, € C. Ha az F(z,y) = xz(x—1)---(x —(m—1)) —
Ay(y—1)---(y— (n—1)) =1 polinom reducibilis a komplex szdmok teste felett,
akkor az aldbbi feltételek valamelyike fenndll:

1) m=n, A=1,1=0 ésx—y egy faktora F(x,y)-nak;

2) m = n pdratlan egészek, A = —1, 1 = 0 ésx+y —m+ 1 egy faktora
F(x,y)-nak;

3) (m,n)=(2,2), \—4l =1 és
F(z,y) =102z —-24y+A—1)(2z + 24y — A—1), ahol A= 4l +1;
=(2

4) (m,n) =(2,4), 4A -4l =1 és
F(z,y) = (204 2Ay*> — 64y +24—1) (22 — 2Ay? + 64y — 24 — 1),

ahol A = ,/l—i—i;
5) (myn)=(4,4), \—1=1 és

F(z,y) = (2> =3z + Ay® —3Ay + A+ 1) x
X (m2—3x—Ay2+3Ay—A—|—1),

ahol A= 1+1;
6) (m,n) =(4,4), A= -1, 1:71776 és

F(a,y)= (2% = V2ry = 3-3v2) o +9* - 3-3V2)y+ § - §v2) x
x (22 4+V2zy— 3+ 3vV2)z+y> — 3+ 3vV2)y+ £ + 3V2);

7) (m,n) = (6,6), A =—1, l:—% és

20
F(z,y) = <y2 —5y+a® -5z + 3> (y* — 10y® — 2?2 + 5ay?+

+%y2+5x2y725zy7 %y+x4 — 1023 + 3T §z+ 9

86 5, 50 16)

A most kovetkez6 6t allitdsban a 2.4. Tétel 3)-7) eseteivel foglalkozunk
részletesebben, azaz, amikor A\, [ € C, A\ # 0 és az F'(x,y) polinom reducibilis
Clx, y]-ban. Az &llitdsokban sziikséges és elégséges feltételeket adunk meg arra
vonatkozdan, hogy az F(x,y) = 0 egyenletnek végtelen sok xz, y egész, illetve
racionélis megolddsa legyen. Az 1)-es és a 2)-es esetekben F(x,y) = 0-nak
nyilvan van végtelen sok egész, és ezaltal raciondlis megoldasa is.
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2.1. Allitas Legyen A = /4l + 1, ahol | € C tetszbleges. Ekkor az
1
(2.9) 1(2m—2Ay+A—1)(2x+2Ay—A—1)=O

eqyenletnek akkor és csak akkor van végtelen sok x, y raciondlis megolddsa, ha
A € Q. Tovabbd akkor és csak akkor van végtelen sok x, y egész megoldds, ha
A=Al +1= %, ahol ¢ és d relativ prim pdratlan egészek.

2.2. Allitas Legyen A = /1 + %, l € C. Ekkor az

(2.10) i (22 4+ 24y* — 6Ay + 24 — 1) (22 — 2Ay* + 6Ay —24—1) =0

egyenletnek akkor és csak akkor van végtelen sok x, y raciondlis megolddsa, ha
A € Q. Tovabbd akkor és csak akkor van végtelen sok x, y egész megoldds, ha
A = c¢/d, ahol ¢ és d relativ primek, d pdros és a 2u?> — 6u +2 = 0 mod d
kongruencia megoldhato.

Két, a és b p-adikus szam Hilbert szimbéluman az alabbi szamot értjiik:
+1 ha 2z? = az? + by?nek van nemnulla megoldésa,
(a,b) = 1
—1 egyébként.
2.3. Allitas Legyen A =+/1+ 1,1 € C. Ekkor az
(211) (2* =3z 4+ Ay* —3Ay+ A+1) (2° -3z — Ay* + 34y —A+1) =0
egyenletnek akkor és csak akkor van végtelen sok x, y raciondlis megolddsa, ha

_c . , , p p c d —c d
A= 5 €Q, aholc ésd relativ prim egészek, és a (5c+5d’ 5c+5d>’ <5c+5d’ 5c+5d>

Hilbert szimbolumok valamelyike egyenld eggyel. Végtelen sok egész megoldds
pedig akkor és csak akkor van, ha c, d pdratlan egészek és a

(2.12) d(2z—3)°"—c(2y—3)°=5(d—c)

egyenletnek van végtelen sok egész megolddsa.

Megjegyezziik, hogy léteznek olyan ¢, d paratlan egész szamok, amelyekre
a (2.12) egyenletnek van végtelen sok egész megolddsa. Legyen példdul ¢ =
1és d =5 Ekkor z = (by +3) /2,y = (ay +3) /2 megoldasai (2.12)-nek,
amennyiben (ag,bo) = (5,3) és (Gw+1,bwr1) = (9ay + 20by,, 4a,, + 9by,), ahol
w=0,1,2,...

Az utolsé két llitasunk arra vonatkozik, hogy amennyiben az F'(x, y) polino-
munk olyan alakd, mint amit a 2.4. Tétel 6)-os, illetve 7)-es eseteiben lathatunk,
akkor az F(z,y) = 0 egyenletnek nincs raciondlis megoldésa.
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2.4. Allités Az
(213) <I2\[2xy(33\/§)x+y2(33\/§>y+\[>
><($2+\/5wy—<3+Z\/§>x+y2—<3+2\/§) +—+ xf)

egyenletnek nincs raciondlis megolddsa.

2.5. Allitas Az

20
(2.14) <y2 — 5y + — — 5z + 2?

85
) (y4 1043 — 22y% + 5y + §y2+

85 , 50 16
- — _— :O
3" 3x+9)

3

—102® +

50
+5z%y — 25xy — Ey +zt

egyenletnek nincs raciondlis megolddsa.

2.2.3 GENUSZ

Tekintsiik a

C:x(x—1)---

(—(m-1)=M—-1) - (y—(n—-1)+I

alakd gorbéket, ahol n > m > 1, A € C\ {0} és 1 € C. A kovetkezd két tételben
felsoroljuk mindazon m, n, A, [ értékeket, melyekre a megfelel6 C' gérbe génusza

0, illetve 1.

2.5. Tétel

Tegyiik fel, hogy a C gorbe irreducibilis a komplex szamok teste

felett. Ha C génusza 0, akkor az aldbbi esetek valamelyike fenndll:

1) (m,n) =

(2,2), A — 4l #1;
=(2,3), tA+l=—-1 =21

=(2,4), gA+1=-1;

= (2,6), tA+1 = —1,27t? 4 320t — 2304 = 0;
=(3,3), 1#0 est(/\i1):4, 2= 4
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6) (m7n) = (334)7 A= %t; = %u t2 = 3;

7) (m,n) = (3,6), A = z35t és | = 2xt, 12 = 21.

2.6. Tétel Tegytik fel, hogy a C gorbe irreducibilis a komplexr szamok teste
felett. Ha C génusza 1, akkor az aldbbi esetek valamelyike teljesil:

1) (myn) = (2,3), 2A+1# -1, 2 =3;
2) (m,n) = (2,4), TA+1# —1;

3) (m,n) = (2,5), tA+1 = —1,3125¢* — 47500¢> + 82044 = 0;

4) (m,n) = (2,6), =25\ 41 =—1;

5) (m,n) = (2,8), tA+1 = —1,t> + 576t> — 54432t — 4665600 = 0;

6) (m,n)=(3,3),1=0wagyl #0 ést(A+ 1) # —I, tzzziw'

7) (m,n) = (3,4), —A+1=t6és (\1) # (—32t,—Lt), 2 = £

8) (m,n) = (3,6), A = —5228e 1= 20— M0 qhol 52 =3 és 2Tt +

320t — 2304 = 0,
9 m=n=4, -A+l=2 ésl#—1%, vagy ZA+1=—1¢ésl# —%.

Az I = 0 esetben a 2.5. és a 2.6. Tételek specidlis esetként visszaadjik
Beukers, Shorey és Tijdeman

rx+1)-(z+m-1)= yy+1)---(y+n-1)

alaki gorbék génuszara adott [5]-beli eredményét. Megjegyezziik tovdbbé, hogy
2001-ben Avanzi és Zannier [2] meghatdrozték az 6sszes 1 génuszu, f(z) = g(y)
alaki gorbét, ahol az f és a g polinomok fokszdma relativ prim. A 2.6. Té-
telben szereplé 1)-es, 3)-as és 7)-es esetek ezen eredmény felhasznélasaval is
levezethetdek.

2.2.4 FELHASZNALT EREDMENYEK

Vezessiink be néhany jelolést. Legyen

f@)=z(@ -1 (- (m-1),9@y) = yy-1)--(y—(n-1)) +1,
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x
m

ahol 1 <m <n e Né A e C\{0},] € C. Az f(x) — g(y) polinom irre-
ducibilitasdnak a vizsgalatahoz fel fogjuk hasznalni az alabbi lemmakat, amelyek
koziil a 2.1.-2.5. Lemmdk Beukers, Shorey és Tijdeman [5] eredményei.

Egy polinom stacionaris pontjan a polinom derivaltjinak egy gyckét értjiik.
Legyen f, § € C[z] és jelolje S 7 6s S5 az f és a § polinomok staciondris pont-
jainak halmazat. Tegyiik fel, hogy ezen staciondris pontok egyszeresek. Legyen

m = deg(f) és n = deg (g), tovdbb4 legyen barmely a € C komplex szdm esetén

ma:#{a65f|f(a)=a},

ne =#{B €55 9(B) =a}.
Tegyiik fel, hogy az f () — g(y) polinom reducibilis a komplex szdmok teste
felett, azaz

f(IE) - g(y) = Gl(‘ray)G2(xay)a

ahol G1,Gy € Clz,y]. Jelolje ¢ a silyozott fokszdmot, amit az aldbbi médon
definidlunk: ¢ (x“yb) = na + mb.
2.1. Lemma Jelolje my,ma a G1, G2 polinomok silyozott fokszamdt. Ekkor

mime < mn g MaNa-
acC

Tovdbbd, mi + me = mn és my €s mo tobbszorosei mn/d-nek, ahol d =
Inko(m,n).

2.2. Lemma Tegyiik fel, hogy n, < 1 bdrmely a € C esetén. FEkkor n =
Inko(m,n) és az f(x) — §(y) polinomnak van y-ban elséfoki faktora.

2.3. Lemma Legyen f(z) =z (x —1)---(x — (m —1)). Ekkor bdrmely a € C
komplex szam esetén m, < 2. Tovdbbd, ha m pdratlan, akkor m, < 1 minden
a € C-re.

2.4. Lemma Jelslion d egy pdros pozitiv egész szdmot. Legyen f(x) =
(z—1%) (xz — 32) - (a:— (d—l)z), Mg = #{ae Sf\?(oz) za}. Ekkor
Mg < 1 minden a € C komplex szdmra.

A kovetkezé lemma a génusszal kapcsolatos 2.5 és 2.6 Tételek bizonyitdsanal
fog 1ényeges szerepet jatszani.
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2.5. Lemma Legyenek f, g € C[X] m-ed, illetve n-ed foki komplex
egylitthatds polinomok. Tegyik fel, hogy f(X) — g(Y) irreducibilis, tovdbbd,
hogy az f és g polinomok staciondris pontjai egyszeresek. Legyen r, =
#{ye Sy | f(a) =g(y)} minden o € Sy esetén. Jellje go a C: f(X) = g(Y)
gorbe génuszdt. Ekkor

29 = Z (n—2r,) —m+2—Inko(m,n).
a€Sy

A kovetkezd két nevezetes és mély ineffektiv eredmény Siegel és Faltings mar
emlitett tételei.

2.6. Lemma [Siegel [61]] Eqgy pozitiv génuszi, irreducibilis algebrai gorbén csak
véges sok egész pont van.

2.7. Lemma [Fualtings [22]] Egy 1-nél nagyobb génuszi, irreducibilis algebrai
gorbén taldlhato raciondlis pontok szdma véges.

2.2.5 A TETELEK BIZONYITASA

A 2.4 Tétel bizonyitasa. Legyen F(z,y) = f(z) — g(y), ahol f(z) =
z(@—1)-(x—(m—1))égly) =Ay(y—1)-- (y — (n— 1)) + 1. Tegyiik fel,
hogy F(x,y) reducibilis Clz,y]-ban. Vizsgéljuk elGszor azt az esetet, amikor
n paratlan. Ebben az esetben a 2.2. Lemmd&bdl és a 2.3. Lemméabdl kapjuk,
hogy n = d és f(x) — g(y)-nak van y-ban elséfoki faktora. Mivel m < n, és
d = Inko(m,n) = n azt kapjuk, hogy m = n. Tovébbd, a szimmetria miatt a
fent emlitett faktor linedris lesz z-ben is. Ezért f (z) — g (y)-t fel lehet irni

(2.15) f@)—gy) =(ax+y+c)T (2,y)
alakban, ahol a,c € C, a # 0, T € C[z,y]. Legyen Q(x) = —ax — ¢. Ekkor a
(2.15)-bdl kovetkezik, hogy

f@)=g(Q(z)).

Mivel f(z) =z (z —1)--- (x — (m — 1)), ezért Q(0),Q(1),...,Q(m — 1) gydkei

lesznek a g polinomnak, igy g (Q (mT_l)) nulla. Masrészt, mivel

gy)=Ayy—1)(y—(n—1))+1
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és a korabbiak alapjan
gW)=Ay+e)ly+ate) - (y+(m-1a+e),
kapjuk, hogy
AMe+a+c+2a+c+--+(m—1a+c)==-A1+2+---(m—1)).
Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ = (1 — m) (1 + a) /2, tovdbba

m—1 m—1
Q(x)——GJL‘*‘TCH'T,

m—1 m—1
o(") ="

fof52) o

Az utolsé két egyenléséghdl azt kapjuk, hogy

V() (P2 ) i

amibdl kovetkezik, hogy I = 0. Az I = 0 esetet Beukers, Shorey és Tijdeman [5]
teljesen leirtak, igy ezzel itt nem foglalkozunk a tovabbiakban.
Tegyiik fel ezek utdn, hogy n paros és i # 0. Mivel g(y) = g(n—1—y), ezért

és ezaltal

A kordbbiak szerint

g (n—é—y) =27 (y? —12) (32— 32) - (yz (- 1)2> L

Legyen
h(v)=X2""(v—1%) (v—23%)--- (v—(n— 1)2> +1.
Ekkor a 2.4. Lemmabdl kovetkezik, hogy
#{aeS, | h(a)=0a} <1

minden a € C esetén.
Tegyiik fel, hogy f(x)— g(y)-nak van egy olyan K (z,y) irreducibilis faktora,
amelyik Z-nél kisebb fokszdmi az y véltozéban. Ebben az esetben K(z,y)
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vagy K(z,n — 1 — y)K(z,y) egy olyan nem trividlis faktora lesz f(x) — g(y)-
nak, amelyik szimmetrikus az y — n — 1 — y transzforméaciéra vonatkozdan.
Ebbdl kovetkezik, hogy az f(z) — h(v) polinomnak van v-ben linedris faktora és
5 = Inko (m, g) fgy n =m vagy n = 2m.

Vizsgédljuk el6szor azt az esetet, amikor n = m. Mivel tudjuk, hogy az
f(x) — h(v) polinomnak van egy olyan faktora, ami a v vdltozéban linedris és
z-ben masodfokt, ezért irhatjuk, hogy

f@)=h() = (az® +bz+c+v) T (z,v),

ahol a,b,c € C,a # 0,T € Clx,v]. Legyen Q () = —ax®—bx—c. Ekkor Q € C[z]
mésodfok, és teljesiil ra, hogy f(z) = h(Q(x)). Mint latjuk degh = 7,
mésodfoki, amibél kovetkezik, hogy a Q(0), Q(1), ..., Q(m—1) komplex szdmok
kozott pontosan 7 kiilonb6zé szam van. Ezért létezik egy j € {1,2,...m — 1}
egész szam, amire @ (0) = Q(j). EDbbOl egyszerli szamitdssal kapjuk, hogy
j = fg. Legyen v € {1,2,...m — 1} \ {j}. A kordbbiak miatt 1étezik egy

ve{l,2,...m—1}\ {j,u} egész, amire @ (u) = Q (v). Ebbél

u+tv=——, ——=m-—1
a a

kovetkezik. A fent leirtak alapjan igy
Q0)=Q(m—-1)
Q) =Q(m-2)

o(52)-a(3)

Ennek kévetkeztében a h(v) polinomot az aldbbi alakban is felirhatjuk:

o) =22 (0= Q) 0 - Q) -+ (v-@ (25 2)).
Mésrészt viszont h(v) definicidja és m = n miatt

h(v) =A27" (v—1%) (v—3%) - (v— (m—1)) + 1.

m/2—1 m/2—2 m/2—3
, U

Tegyiik fel, hogy m > 8. Osszehasonlitva v és v
egyitthatoit a fenti két formuldban a kovetkezo egyenletrendszerhez jutunk:
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k—1 k-1
S =Y a0
i=0 =0
k—1i-1 E—1i—1
YD) BCRSTTUERIS 3) et
i=0 j=0 i=0 j=0
k—1i—17-1 k—14i—1j-1
Qi+1)° 2 +1)7 @2+ 1) =) > Q1M
i=0 j=0 t=0 i=0 j=0 t=0
ahol k¥ = m/2. Konnyen ellendrizhetd, hogy ennek az egyenletrendszernek

nincs megoldésa, amibdl az kovetkezik, hogy az f(xz) — ¢g(y) polinomnak nincs
olyan irreducibilis faktora, ami n/2-nél kisebb fokszdmu y-ban. A fenn-
maradé (m,n) = (2,2),(4,4),(6,6) esetekben egyszer(i szamolds adja, hogy
ilyen faktor csak az (m,n) = (6,6) esetben van, amikor f(z) — g(y) =
(y2 — 5y + 22 —5x + %) (y4 — 10y® — 22y% + 5xy? + 8—35y2 + 5x2y — 252y —
—53—0y +z* —102% + %xQ — %x + %).

Ezek utan vizsgaljuk azt az esetet, amikor n = 2m. Tudjuk, hogy ekkor
f(x) — h(v)-nek van olyan faktora, ami mind xz-ben, mind v-ben linedris. Ezért
f(x) — h(v) felirhat6

(2.16) f(x) — h(v) = (ax + b+ v)T(z,v)

alakban, ahol a € C\ {0},b € C,T € Clc,v]. Legyen L(z) = —az — b. Ekkor
L € C[z] olyan linedris polinom, amelyre

Ebbdl pedig kovetkezik, hogy L(0), L(1),...,L(m — 1) kiilonb6z8 gyokei a h
polinomnak. Ezért

h(v) = 227" (v — L(0)) (v — L(1)) -~ (v — L (m — 1)).

Felhasznélva h(v) definiciéjat és azt, hogy most n = 2m

h(v) = A2 2m (U — 12> (’U — 32) (U —(2m — 1)2) +1

adddik. Ha feltessziik, hogy m > 4 és dsszehasonlitjuk h(v) eléz6 két felirdsdban

™l um=2 ¢s ™3 egyiitthatéit, akkor az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:
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m—1 m—1
> (2i+1) L(i),
1=0 =0
m—1i—1 m—11i—1
(2i+1)% (25 + 1) = LG)L(j),
i=0 j=0 i=0 j=0
m—1i—175—1 m—14i—175—1
(2i+1)2 25 +1)* @2t +1)° = L(i)L(5)L(t).
i=0 j=0 t=0 i=0 j=0 t=0

Mivel ez az egyenletrendszer nem megoldhaté, igy azt kapjuk, hogy m < 4. A
kimaradé (m,n) = (2,4),(3,6) esetekben kénnyfi ellendrizni, hogy f(x) — g(y)-
nak nincs olyan irreducibilis faktora, amelyiknek az y véltozéban a fokszama
kisebb, mint n/2.

Hétra van még annak az esetnek a vizsgilata, amikor az f(z) — g(y) poli-
nomnak csak olyan faktorai vannak, amelyek az y véltozoban 3 fokszdmuak.
Felhasznalva, hogy n, < 2 barmely a € C esetén, a 2.1. Lemmabdl kovetkezik,

hogy:

mn

2
(—) < ngmana <2mn(m—1).

2
n§8<11><8,
m

adédik, fgy n = 2,4 vagy 6. Mivel “* tobbszorose “7*-nek, ezért d paros és
m = 2,4 vagy 6. A kimaradd eseteket kiilon-kiilon vizsgaljuk.
Legyen eldszor (m,n) = (2,2). Ha f(x) — g(y) reducibilis, akkor az

mn
(—) <mn Z MmeNg

Ebbol

egyenlGtlenség miatt

4§4Zmana

teljesiil. Mivel

1 ha a= f%
My = J_
@ 0 egyébként,
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1= 0 akkor és

fgy, ha n_1 = 0 akkor f(z) — g(y) irreducibilis. Azonban, n_

csak akkor, ha A (—%) +1# —i azaz, ha A — 4l # 1.
Ha viszont A — 41 = 1, akkor f(z) — g(y) reducibilis és

f(x)—g(y):i(2x—2Ay+A—1)(2x+2Ay—A—1),

ahol A = I+ 1.

Legyen ezutdn (m,n) = (2,4). A fentiekhez hasonléan, ha f(z) — g(y)
reducibilis, akkor 16 < 8n_i. Tehét, ha —\ + 1 # —1, akkor az f(z) — g(y)
polinom irreducibilis.

Abban az esetben, ha — A+ 1 = —i, akkor

1.
1

1
fl@)—g(y) = 1 (22 4+ 24y — 6Ay + 24 — 1) (22 — 24y + 6Ay —24 — 1),

ahol A = \/l—l—i.

Tegyiik fel, hogy (m,n) = (4,4). Ekkor

64 <16m_n_1+16mons =32n_1+ 16ns ,
16 16 16

mivel m_1 = 2, me = 1. Igy f(x)—g(y) csak akkor lehet reducibilis, han_; =1
és ne = 2, vagy n_1 = 2.

Az elsd esetben A = —1, [ = f%, tovabba

f@)—gly) = (2* =3z + Ay® —3Ay + A+ 1) (2 — 3z — Ay> + 34y — A+ 1),
ahol A=+I1+1.

A masodik esetben —\+1 =1, és

fla)—g(y) = (f—i 2 — (3—;\/5)31— (3—2\/§>x+x2+y2—\/§xy>

13 9 3 3
X <4+4\f— <3+ 2\/§>y— <3+2\f2>x+x2+y2+\/§xy> .
Az (m,n) = (2,6),(4,6), (6,6) esetekben a fenti mdédszert megismételve azt
kapjuk, hogy az f(x) — g(y) polinomnak nincs y-ban n/2 foku faktora. Ezzel a

tételiinket belattuk.
O
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A tovabbiakban foglalkozzunk a 2.4 Tétel kivételes eseteivel. Valdjaban
ezen esetekben a gorbénk reducibilis és a megoldasokra vonatkozé allitasokat
a 2.1. Allités - 2.5. Allitds tartalmazza. Nézziik meg most ezen allitasok bi-
zonyitasat.

A 2.1. Allitas bizonyitasa. Az egyenlet, amit elészor vizsgalunk:
(2.17) 2z —24y+A—1)(2z+24Ay— A—1) =0,

ahol A = V4l + 1,1 € Q. Nyilvanval6, hogy ennek az egyenletnek akkor és
csak akkor lehet végtelen sok x,y raciondlis megoldasa, ha /4l + 1 is raciondlis.
Tegyiik fel, hogy A = V4l +1 = g, ahol ¢,d relativ prim egészek. A fenti
egyenletnek csak akkor lehet végtelen sok x,y egész megoldasa, ha végtelen sok
x,y egészre teljesil, hogy

20 —2Ay+ A—-1=0 vagy 20 +2Ay— A—-1=0,
azaz, ha

c—d
d

c+d
=0.
d

2x—2§y+ =0 vagy 2z+22y—

Konnyti leellenorizni, hogy ezen utolsé két egyenlet esetén pontosan akkor van
végtelen sok egész megoldas, ha c és d is paratlan egész szam.
O

A 2.2. Allitas bizonyitdsa. Legyen

(22 + 24y — 6Ay + 24 — 1) (22 — 24y* + 64y —2A — 1) = 0,

ahol A =4/l + %, l € Q. Vildgos, hogy végtelen sok x,y racionalis megoldés
akkor és csak akkor van, ha A raciondlis. Vizsgaljuk most az egész megolddsokat.
Tegyiik fel tehdt, hogy A = £, ahol ¢,d € Z és Inko(c,d) = 1. Ha x,y egy egész
megoldas, akkor

c c c 1
2.18 P =3-y+-—=-=0
(2.18) TEGY TS
vagy
1
(2.19) r— S 43Sy S 2o

d d d 2
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A (2.18) egyenletbél kapjuk, hogy 2dx + 2cy? — 6¢cy + 2¢ — d = 0. Ebb6l pedig
az kovetkezik, hogy d péaros és 2y? — 6y +2 = 0 mod d. Mivel y? — 3y + 1 mindig
paratlan, ezért 2 || d. Konnyen ellendrizhetd, hogy a 2u? — 6u +2 = 0 mod d
kongruencia barmely y megoldésa esetén, ahol most d-rél feltessziik, hogy paros,

_d—20(y2—3y+1)
v 2d Y

egy egész megoldésa lesz (2.18)-nak. A (2.19) egyenlet vizsgdlata sordn teljesen
hasonléan kell eljarni.

O
A 2.3. Allitas bizonyitasa. Tekintsiik a kovetkezd egyenletet
(m2—3x+Ay2—3Ay+A+1) (x2—3m—Ay2+3Ay—A+1) =0,

ahol A = v/l + 1. Konnyen latszik, hogy ennek az egyenletnek akkor és csak
akkor van végtelen sok x,y raciondlis megolddsa, ha A raciondlis és a kovetkezd
két Hilbert szimbdélum valamelyike egyenld 1-gyel

c d —c d
5¢+5d’ 5¢+5d )’ 5¢+5d’ 5¢c+5d )’

ahol A = ¢/d, Inko(c,d) = 1. Tovdbb4, ha x,y egy egész megoldds, akkor

C c c
2.2 Z_ —y?—3-y+-+1=
(2.20) x 3x+dy 3dy+d+ 0
vagy

C c Cc
2.21 2 3,243 S0
(2.21) x* =3z 7Y +3dy d+ 0

Abban az esetben, ha (2.20) 4ll fenn, akkor d | y? — 3y + 1, amibél kovetkezik,
hogy d paratlan és ¢ | 22 — 3z + 1. Ebbdl azt kapjuk, hogy ¢ szintén pératlan.

fgy teljestl, hogy
A R B A A S A N
2 12\ 2 1) ="

azaz d (2¢ — 3)* +¢(2y — 3)° = 5 (¢ + d) . Ezen ut6bbi egyenletnek viszont csak
véges sok megoldasa van.
A (2.21) egyenlethbdl azt kapjuk, hogy
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2 ss(d)5)

és ezdltal d (22 —3)° —c(2y —3)° =5(d—¢).

Osszegezve, akkor és csak akkor van végtelen sok egész megoldés, ha végtelen
sok egész megoldasa van a

d(2u—372—c(2v—-372=5(d-c),
egyenletnek, ahol d és ¢ paratlanok. O

A 2.4. Allitas bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy

(f—i 2 — (3—2\/§>y— (3—2\/§>x+m2+y2—\/§xy) X

13 9 3 3
X (4+4\/§ <3+2\/§)y (3+2ﬁ)x+w2+y2+\@xy) =0.
Ha (z,y) € Q? egy megoldas, akkor
13 9 3 3
(222 —-7V2- (3—2\@)11— (3—2\@>x+x2+y2—\@w=0
vagy

13 9 3 3
(223) o+ V2- (3+2\/§> y— <3+ 2\/§> z+a® + 1%+ V2xy = 0.
A (2.22) egyenletet atirhatjuk

13 3 3 9
4—3y—3m+x2+y2+\/§(2y+2x—a:y—4> =0,

alakba, amibdl latszik, hogy

13 3 3 9
Z—3y—3x—|—x2+y2:0 és §y—|—§x—xy—1=0.

Ebbdl egyszerti szdmitassal az kovetkezik, hogy (z —vy)? = %, ami nyilvanvaléan

ellentmondds. Hasonlé ellentmondésra jutunk a (2.23) egyenlet esetében is. [
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A 2.5. Allitas bizonyitasa. Tegyiik fel elészor, hogy (z,y) € Q2
megoldasa az

20
(2.24) y2—5y+§—5x+w2:0
egyenletnek. Ebbdl egyszeri teljes négyzetre hozassal kapjuk, hogy
35
2, ,2_ 929
u® +v° = 6

ahol w = ¢, v = §, a,b,c,d € Z, Inko(a,b) = Inko(c,d) = 1. Ebbdl
atszorzassal kovetkezik, hogy

(6ad)? + (6bc)* =2-3-5-7-b*d?,
ami lehetetlen.
Ezek utdn tegyiik fel, hogy v = § ésy = 4, a,b,¢c,d € Z,Inko(a,b) =
Inko(c,d) = 1 raciondlis szdmokra teljesiil, hogy

85 50
(2.25) y* —10y° — 2%y? + Say® + §y2 + 5y — 25xy — ?y + 2t
85, 50 10

+= =0

_ 3
10x+3x 3:5 9

EDbbél behelyettesitéssel az alabbi egyenlethez jutunk:

(2.26) 3b'ct — 30b%cPd — 3a2b3Pd? + 15abPc?d? + 85b*c?d? + 15a%b? cd?

— T5ab’cd® — 50b*cd” + ?b‘*d‘1 +85a°b*d* — 50ab*d* + 3a*d* — 30a°bd* = 0.
Ennek kovetkeztében 3 | b*d*. Mivel (2.25) szimmetrikus x-ben illetve y-ban,
feltehetjiik, hogy 3 | b és igy 3 1 a. Legyen b = 3¥e, d = 3! f, ahol Inko(3,¢e) =

Inko(3,f) = 1és k > 1,t > 0. Ekkor (2.26)-ban minden tag oszthaté lesz
3min{4/€+1,4t+1}_gyel.

Ha t < k, akkor (2.26) minden tagja oszthaté lesz 34 *2-vel, kivéve a 3a*d*
tagot, ami ellentmondas.
Igy t > k. Mivel k > 1, {igy t > 1, amibél kovetkezik, hogy 3 | d, tovdbba
k =t. Viszont ekkor
351 3ptet — 3a2b2c2d? + 3atdt = 3! (6464 —a?e?f? + a4f4) .

De ebben az esetben 3 | acef, ami lehetetlen.
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A 2.5 és 2.6 Tételek bizonyitasa. Legyen

f@)=z(@—-1)--(z-(m-1) é gy =ryly—1)--(y—-(n-1)+]

ahol feltessziik, hogy 1 < m < n, A\,l € C, tovabba A # 0.
A 2.3. Lemmabdl tudjuk, hogy r, < 1, ha n paratlan, és r, < 2 egyébként.
Legyen ¢ (n) = 2, ha n paratlan és 4, ha n paros. Mivel | Sy |=m — 1 ezért

290 = Z (n—2r,) —m+2—Inko(m,n) >
a€Sy

>n—=0(n))(m—-1)—2(m—1)+m—Inko(m,n) =
=(n-0(n)—2)(m—-1)+m—Inko(m,n).

Ha feltessziik, hogy n > 9 vagy n = 7, akkor n — 0 (n) — 2 > 3 amibél az
kovetkezik, hogy 2gc > 3(m — 1) és igy go > 1. n =8 esetén n — 6 (n) —2 =2
és 2gc > 2(m — 1) + m — Inko(m,8) > 2(m — 1), azaz m > 3-ra go > 1.
Ha n = 5, akkor 29¢ > m — 1 4+ m — Inko(m,5). Igy gc > 1 feltéve, hogy
m = 3,4,5. Tehat a fentiek alapjan csak a kovetkezo esetekkel kell foglalkozni:
m=2,n=2,3,4,56,8 m =3,n=3,4,6;m =4,n =4,6; m = 5,n = 6
m=6,n=6.

Részletesen csak az (m,n) = (2,2),(2,3) és (2,4) eseteket tdrgyaljuk, a
tobbinél egyszeriien meg kell ismételni a most leirt mddszert. Legyen el6szor
(m,n) = (2,2). Ekkor Sy =S, = {3} és

2gc=2—27"%—2+2—2=—27"%.

Ha —%)\ +1# —i, akkor go = 0, maskiilonben a gorbe reducibilis.
Legyen most (m,n) = (2,3). Ebben az esetben Sy = {3}, S, =
1+ ?, 1-— ?} . Ezt felhasznalva 2gc = 2 — 21“%. Vilagos, hogy ha r1 = 0,
akkor go = 1, mig r1= 1 esetén go = 0. Viszont, rL= 1 akkor és csak akkor
teljesiil, ha £2Y3\ +1 = —1.
Ha (m,n) = (2,4), akkor Sy = {3}, Sy = {%,%—i—ﬁ 3 —%} Most
290 =2 — 27“%. fgy, ha rL= 0, akkor go =1, és ha rL= 1, akkor go = 0. Ha
Ty = 2, akkor =\ +1 = —i, és a gorbe reducibilis. Maésrészt r1 = 1 akkor és

csak akkor teljesiil, ha 1%)\ + 1= —i. O
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A 2.2 Tétel bizonyitasa. Tekintsiik az aldbbi algebrai gorbét:

(2.27) z(@—1)(z—(m-1) = -1 (@y—(-1)+

ahol m,n € N, m < n, \,l € Q és A # 0. Kombindlva a 2.4, 2.5 és a 2.6
Tételeket a 2.6 és a 2.7 Lemmakkal azt kapjuk, hogy a (2.27) egyenletnek a
2.2 Tételben felsorolt kivételes esetektol eltekintve csak véges sok egész, illetve
racionalis megolddsa van. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy minden kivételes
esetben megvalaszthatéak a A, [ paraméterek gy, hogy a (2.27) egyenletnek
legyen végtelen sok x, y megoldasa.

Az 1)-es esetben a gorbének linedris faktora van, amibél konnyen kaphatd
végtelen sok megoldds. Amikor (m,n) = (2,2), az egyenletiinket visszavezet-
hetjiik Pell-egyenletre. Konnyen latszik példdul, hogy ha A =2és 1=k (k — 1),
ahol k egy paratlan szam, akkor egyenletiinknek végtelen sok egész megolddsa
lesz. Ha (m,n) = (2,4) és 4\ — 41 = 1, akkor a gorbénk ismét csak reducibilis.
Ezt az esetet pedig a 2.2. Allitasban targyaltuk. Az (m,n) = (4,4),A—-1=1
esetet pedig a 2.3. Allitasban vizsgaltuk. Az 5)-Gs, 6)-0s, 7)-es, 8)-as és 9)-es
eseteknél a gorbénk 1 génuszi, és A, | alkalmas megvalasztasa mellett a gorbét
egy biraciondlis transzformdéciéval atalakitjuk egy elliptikus gérbévé. Ezutan
megmutatjuk, hogy az eredeti gorbén létezik egy olyan racionalis pont, aminek
a transzformécio utédni képe egy nem-torzié pont lesz a transzformalt elliptikus
gorbén. Ez azt jelenti, hogy az elliptikus gorbén végtelen sok raciondlis pont
van, és mivel a transzformécié biraciondlis, ezért az eredeti gorbén is végtelen
sok raciondlis pont taldlhatd. A részleteket csak az 5)-0s esetben adjuk meg.

Tekintstuk az alabbi gorbét:

(2.28) pa— 1)~ Myly — )y —2) ~1=0,
ahol \,l € Z és A # 0. Oldjuk meg az x(xz — 1) — I = 0 egyenletet z-re. A

megoldasok:
1+v1+4l
31‘1,2 == f.
Legyen | = (k* — 1) /4 ahol k € Z pératlan és relativ prim A-hoz. Ekkor (2.28)-

ba behelyettesitve kapjuk, hogy

(2.29) r(z—1) = Ay(y — 1)(y —2) — ikQ + i =0.

Vildgos, hogy a P = ((1 — k)/2,2) pont rajta van ezen a gorbén. Végrehajtva
az

32—V U+16)
YT ey 0 YT T 16a
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biraciondlis transzformdciét a (2.29) gorbén, az aldbbi elliptikus gorbéhez ju-
tunk:

(2.30) V2 =U? — 256U + 1024)\*k?
Ezen elliptikus gorbe diszkriminansa
A = —67108864\° + 2811552\ k%,

A P pontnak a transzformécié altali képe a W = (16X, 32\k) pont, ami nyil-
vanvalbéan egy raciondlis pont. Konnyen lathatd, hogy 32Ak akkor és csak akkor
osztéja a A diszkrimindnsnak, ha k osztja 221 \5-t. Viszont, mivel Inko(\, k) = 1
és k pdratlan, a j6l ismert Nagell-Lutz [62] tételbdl kovetkezik, hogy a W pont
egy nem-torzié pont a (2.30) elliptikus gorbén. Ebbél azt kapjuk, hogy az
elliptikus gorbénken végtelen sok racionalis pont van. Mivel a transzforméciénk
biraciondlis volt, igy az eredeti (2.29) gorbénken is végtelen sok racionélis pont
van.

A fennmaradé esetek mindegyikében megadunk most végtelen sok olyan
gorbét, amin végtelen sok raciondlis pont van. Az 5)-Os esetben ismertetett
modszert kovetve konnyen ellenorizheté, hogy az aldabbi gorbéken valéban
talalhaté végtelen sok racionélis pont.

6) (m,n) = (2,4), 9\ + 161 # —4, és

1 1
v(z—1) =3tyly = Dy - 2)(y = 3) = ;" + =0,
ahol k,t € N és Inko(t, k) = 1, Inko(k, 208) = 1
16 1 1
1) — —E2y(y — Dy — 2)(y — ) (y—5)— k24 - =
r(z —1) 595~ yly =1y —2)(y=3)(y —4)(y = 5) =0

ahol £ € N.
8) (m,n) = (3,3), és

z(z—1)(z—2)—yly—1)(y —2) — 3k + 9k — 6 = 0,
ahol k € N olyan, hogy (2k — 3) 1 293513.
9) (m7n) = (434)7 “A+l= %7 l 7é 71776a és
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o(z —1)(z - 2)(z — 3) - (k(k —1)(k—2)(k—3) — 196> x

xyly =Dy —2)(y —3) —k(k -1k -2)(k-3) =0,

ahol k£ > 4.

Tovabbd, (m,n) = (4,4), SA+1=—1,1# —L_ és

» 16
z(z—1)(x —2)(z—3) — <1;k(k —1)(k—2)(k—-3)— 196) X
xyly =1y = 2)(y = 3) = k(k = 1)(k = 2)(k = 3) =0,

ahol k { 313516,

A 2.3 Tétel bizonyitasa. Az egyenletiink most:

z(x+d)-(x4+m—-1)d) = y(y+do)-- (y+ (n—1)do) +1

alakt, ahol m < n és m,n € N. Ebbdl az egyenletbdl azt kapjuk, hogy

XX-1)-(X=-(m=-1)=XXY¥-1)-- Y —-(n—-1)+1,
ahol

X By Y sy gy

!
di’ dy’ dp’ @

Alkalmazva a 2.2 Tételt allitasunk bizonyitast nyert.

O
A 2.1 Tétel bizonyitasa. Legyenck a, b, k egészek, ahol a # 0, b #
0, tovdbba legyenek m, n pozitiv egészek az m < n tulajdonsdggal. A (2.5)
egyenletet atirhatjuk

(2.31) z(e—=1)-(z—(m-1)=Ay(y—1)--(y—(n-1)+I
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alakba, ahol
! _km)
\ = bm! és [ k:m..
an! a

Ekkor a (2.31) egyenletre alkalmazhatjuk a 2.2. Tételt. Konnyen latszik, hogy
eltekintve az m = n, a = b és k = 0 esettd], a (2.31) egyenletnek csak akkor
lehet végtelen sok egész megolddsa, ha (m,n) € {(2,2),(2,4),(4,4)}.

Amikor (m,n) = (2,2), (2.31)-bél a kdvetkez6 egyenlethez jutunk:

(2.32) a(ex—1)°—b(2y—1)°=—8k+a—b.

Nem nehéz (2.32)-ben megvélasztani az a, b és k paramétereket, hogy az egyen-
letnek végtelen sok x,y egész megoldasa legyen. Legyen példaul a = 1, b = 6,
k = —1. Konnyen ellendrizhetd, (példdul mod 4) hogy az u? — 6v? = 3 Pell
egyenlet minden megolddsa paratlan, és (u,v) = (27,11) egy megoldds. Igy
(2.32)-nek valéban van végtelen sok megoldésa.

Ha (m,n) = (2,4), akkor (2.31) az aldbbi egyenletre vezet:

(2.33) -1 = yy-1DE-2) (-3 +1
ahol A =b/12a, | = —2k/a. A 2.4 és 2.5 Tételekbdl tudjuk, hogy ha
AN—4l#£1 és 9N+ 16l £ —4,

azaz, ha
—24k + 3a —24k + 3a 9
e s s A A
p 7L TSRS

akkor (2.33)-nak csak véges sok egész megolddsa van. Tovdbba azt is tudjuk,
hogy (—24k+3a)/b = 1 esetén a gorbénk reducibilis. Alkalmazva a 2.2. Allitdst
azt allapithatjuk meg, hogy akkor és csak akkor lehet végtelen sok x,y egész

megoldas, ha
5= ()
3a \d
alakt, ahol ¢,d € Z,(c,d) = 1 és az u®> —3u+ 1 = 0 mod d kongruencia
megoldhato.
Ha a = 25, b = 147, k = —3 akkor (—24k + 3a)/b =1, és
r=1+7(t2+5t+1))/2, y=4+5t

barmely ¢ > 0 pozitiv egész esetén megoldésa lesz a (2.5) egyenletnek.
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Abban az esetben, amikor (—24k + 3a)/b = —9/16, az egyenletiink a
kovetkezd:
(2.34) (20 —1)% = b (4y? — 12y — 1) (2y — 3)°
' 48a '

Ismét nem nehéz feladat megvalasztani az a,b, k egészeket gy, hogy legyen
végtelen sok megoldds. Példdul, legyen a = 1, b = 720, k = 17, ekkor (—24k +
3a)/b=-9/16. Most

x = (15ay4+1bws1 +1)/2, y=(aws1 +3)/2

minden w-re megoldés lesz, ahol a,, és b, az aldbbi rekurziéval van definidlva:
(ag,bo) = (5,1), (Gw+t1,bwr1) = (day + 15by,, ay + 4by,).

Legyen végiil (m,n) = (4,4). Ekkor (2.28)-nak akkor és csak akkor lehet
végtelen sok megolddsa, ha A — 1 = 1, azaz, ha (—24k + a)/b = 1. Ebben az
esetben (2.31) a

16b

:7(3,273y+1)2

(2.35) 22
egyenletre vezet, ahol z = (22 — 3)2 — 5. Ismét egyszeri olyan a, b, k egészeket
vélasztani, amelyek mellett a (2.35) egyenletnek van végtelen sok megoldésa.
Példdul legyen a = 25, b = 1, k = 1, {gy (—24k + a)/b = 1. Ekkor a (2.5)
egyenletnek

z = (awt1 +3)/2, y= (Bbuwy1 +3)/2

egész megolddsai minden w természetes szdm esetén, ahol a, és b, a
kovetkezOképpen van meghatdrozva: (ag,bp) = (3,1), (@w+1,bw+1) = (9w +
20by, 4ay, + 9by).

O
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2.3 PRIMFOKSZAMU ESET
2.3.1 EREDMENYEK

Ezen alfejezet elsd tételében meghatdrozzuk mindazon (m,n) szdmpérokat
és F(x) méasodfokd, egész egyiitthatGs polinomokat, amelyekre az

239 F(() =)

egyenletnek csak véges sok z > m, y > n egész megoldasa van.

2.7. Tétel Legyen F(x) = axx? + a1z + ag egy mdsodfoki egész egyiitthatds
polinom, b € Z\ {0}, m, n > 2 poziliv egészek. Ekkor a (2.36) egyenletnek csak
véges sok x > m, y > n egész megolddsa van, kivéve az n = 2, 2a3 — Sagaz —
asb = 0 és az (n,m) € {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(4,1),(4,2),(4,4)} eseteket.
A kivételes esetek mindegyikében meg lehet vdlasztani a F(x) polinomot és a b
egész szamot Ugy, hogy a (2.36) egyenletnek végtelen sok egész megolddsa legyen.

A mésodik tételiinkben a pdratlan primfokszdmd F(x) polinomok esetét
vizsgaljuk. Azért valasztjuk szét a péaros, illetve a péaratlan primfokszdmu
eseteket két tételre, mert a tételek bizonyitdsa soran eltér6 modszereket
hasznalunk.

2.8. Tétel Legyen F(x) = apa? +ap_ 12771+ -+ a1z +ag € Z[z], ahol a, # 0,
p > 3 prim. Legyenek tovdbbd m, n > 2 pozitiv egészek, és b € Z\ {0}. Ekkor a
(2.36) egyenletnek csak véges sok x > m, y > n egész megolddsa van, kivéve az
aldbbi eseteket:

i) n=2, m=1,2 vagy 4;
it) ’;L = és F(x) = 56 () (0 (z)+1)---(6(z)+p—1), ahol §(x) € Qlx]
i) n=2p, m=1, 2 vagy 4, és
Fo) = gy (6(x) ~ 3) (5(x) ~ ) -+ (5 (z) — %) ahol () € Q[z]

linedris.

A tételek bizonyitasa soran minden kivételes esetben megadunk olyan konkrét
egyenleteket, amelyek rendelkeznek végtelen sok x, y egész megoldéssal.

A 2.7. és a 2.8. Tételek kiterjesztései a 2.1. Tételiinknek, amelyben az F(x)
polinom egy linedris polinom volt.
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x
m

2.3.2 SEGEDEREDMENYEK

A kovetkez6 lemmdk alapvetd fontossagu szerepet jatszanak a tételeink
bizonyitasdban. Fzen eredmények megfogalmazdsahoz vezessiink be néhany
jelolést. A tovébbiakban jeloljon § (x) egy linedris, p(z) egy nem-nulla racionalis
egylitthatds polinomot. Legyen

o) (o)

v@)=z(z+1)(x+2)---(z+ (n—1)).

Tetszbleges n > 1 egész és g(x) € Q[z] polinom esetén definidljuk az (n,g(z))
specidlis part az alabbi mdédon:
- T Specidlis pér: (n,v (p(x))), ahol p(x) nem-konstans polinom.

- II Specidlis par: n péros, g(x) = ¢ (5 (x)p (as)z), ahol p(x) lehet konstans
polinom is.

- IIT Specidlis par: n paros, g(x) = ¢ (cd (x)"), ahol ¢ nem-nulla konstans
és r > 3 paratlan egész.

- IV Specidlis par: n péaros, g(z) = ¢ ((a6 (ac)2 + b) p(m)Q), ahol a,b € Q.

-V Specidlis par: n péros, g(z) = ¢ (p (m)Q)
- VI Specialis par: n =4, g(x) = bd(x)? + 3%, ahol b € Q \ {0}.

2.8. Lemma (Kulkarni, Sury, [33]) Legyen g(x) legaldbb mdsodfoki, raciondlis
egyttthatds polinom és legyen f(z) = z(z+1)(2+2)--- (z+(n—1)), aholn > 3.
Ha a

(2.37) g(z) = f(2)
egyenletnek van végtelen sok x,z egész megolddsa, akkor (n,g(x)) specidlis pdr.

Nagyon sokan foglalkoztak az f(x) = y™ szuperelliptikus egyenletekkel,
ahol f(x) egy legaldbb harmadfokd, egész, vagy algebrai egész egyiitthatds
polinom, m > 2 pozitiv egész. LeVeque [34] volt az elsd, aki végességi
kritériumot adott a szuperelliptikus egyenletek egész megolddsainak a szdmara
vonatkozdéan. Az eredmény ineffektiv, azaz a mddszere segitségével nem lehet
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meghatdrozni az egyenlet Osszes megolddsat. Baker [3] volt az els6, akinek
sikeriilt effektiv eredményt szolgdltatnia f(z) = y™ alakd egyenletekre. Azdta
Baker eredményének szamos altalanositdsa és kiterjesztése latott napvilagot. A
kovetkezd lemma valdjaban LeVeque tételének effektiv véltozata.

Legyen K egy algebrai szamtest, Ok pedig ezen szamtest algebrai egészeinek
a gyurtje.

2.9. Lemma (Brindza, [12]) Legyen

n
f(q;) — aol'N +iday = aOH(-’E—Oéi)”
=1

eqy Ox|x]-beli polinom, ag # 0 és o # «; minden i # j esetén. Legyen
tovdbbd b € Ok, m > 1 és ¢, = m/(m,r;), i = 1,2,--- ,n. Tegyiik fel, hogy
(1,92, ,qn) nem permutdcidja (q,1,--- ,1)-nek vagy (2,2,1,--- ,1)-nek, ahol
g > 1. Ekkor az

egyenletnek csak véges sok x,y € Ox megolddsa van, és ezek a megolddsok
effektive meghatdrozhatoak.

A kovetkez6 lemma egyszerii kovetkezménye a 2.9. Lemmanak és Ping-Zhi
egy megjegyzésének ([39], 143. oldal). Ping-Zhi a cikkében karakterizdlja azon
a, c algebrai és m > 3 raciondlis egészeket, amelyekre az () — £ polinomnak
legaldbb harom egyszeres gyoke van. Megjegyezziik, hogy [39]-ben az m = 3
esetben c/a = ++/3/108 érték szerepel, ami egy elirds. A helyes érték 4++1/3/27.

2.10. Lemma Legyenek a # 0, b # 0 és ¢ Ok-beli elemek, és legyenek m >
3, r > 2 raciondlis egészek. Ekkor eltekintve az m = 4, ¢/a = —1/24 vagy
3/128; m = 3, c/a = +v/3/27; m = 6, c/a = —7\/7/1215 — 2/243 wvagy c/a =
7VT7/1215—2/243 esetektdl, az () — < polinomnak van legaldbb hdrom egyszeres
gyoke, és az

a(x) =by" +c
m

egyenletnek csak véges sok és effektive meghatdrozhato x,y € Og megolddsa van.
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2.3.3 BIZONYITASOK

A 2.7. Tétel bizonyitasa. Vizsgiljuk az

(2.38) as (;) : ta (:;) tag= b(Z)

egyenletet, ahol ag # 0, a1, ag és b # 0 egész szdmok. Vildgos, hogy ha a (2.38)
egyenletnek van végtelen sok x > m és y > n megolddsa, akkor a

(2.39) critartceg=2(z+1)---(z+(n—1))
egyenletnek szintén van végtelen sok egész megoldasa, ahol most

n!
7 % 1=0,1,2 é z=y—(n—-1).

C; =

Igy a 2.8. Lemmabdl kovetkezik, hogy n = 2 vagy n = 4, és (n, cox? + c1 + ¢o)
specialis par.
Ha n = 2, akkor (2.38)-bdl kovetkezik, hogy

()=o) o)
és igy
(2.40) 8a ((;) - a1> ((;) ~ az) =b(2y—1)%,

ahol ay, as a h(z) polinom gyokei.
Abban az esetben ha a3 = ag, akkor 2a? — 8agaz — agb = 0. Tovabba
(2.40)-bél kovetkezik, hogy

2
<4a2 (”T) + 2a1) = 2a5b (2y — 1)°.
m

Ez viszont csak akkor teljesiilhet, ha 2a2b négyzetszdm. Igy, ha az F(z) poli-
nomot 22 + 3x + 2-nek, b-t pedig 2-nek valasztjuk, akkor a (2.36) egyenletnek
T,y = (;) + 2 megoldésa lesz barmely x > m esetén.

=b(2y - 1)°
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Ezek utan tegyiik fel, hogy a; # ao, azaz 2a? — 8agas — asb # 0. m = 1
vagy 2 esetén konnyen meg lehet adni olyan egyenletet, amelyik végtelen sok
x, y egész megolddssal rendelkezik. Ilyenek lesznek példdul a (2.41) és a (2.42)
egyenletek a késébbiekben. Ha m > 3 és

-1 3 V3 -3
(m, 1) vagy (m,as) ¢ H = {(4, 24) , (4, 128) , (3, 27) , (3, 27) ,

6—7\ﬁ 2 67\ﬁ 2

"1215 243 )\ 1215 243 ) (7

akkor a 2.10. Lemmabdl tudjuk, hogy a h ((;)) polinomnak van legalabb harom
egyszeres gyoOke és igy nyilvan van legalabb harom paratlan multiplicitasu gyoke
is. Igy a 2.9. Lemmébdl levezethets, hogy (2.40)-nek és ezdltal (2.38)-nak is
csak véges sok egész megoldasa van. Valgjaban tehéat csak azon esetekkel kell a
tovabbiakban foglalkoznunk, amikor az alabbi polinomok valamelyike faktora a
h((?)) polinomnak.

—~
o
—
—~
w8
~
|
B
|
=
/N
8
|
w
+
W
&
N—
/N
8
w
ol
B
N—
[ V)

g
(€) (B)+ LT+ 2 = oks (x— B) (x — Ba) (z — B3)” (z — Bo)’

() (5) — DL+ 5% = kg (=) (@ — ) (@ —13)° (2 — )’

ahol
30 + /105 — 48/7 30 — /105 — 48v/7
B = B2 = ,
6 6
30 + /105 + 247 30 — /105 + 24v/7
B3 = 6 ,Ba = 5
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30 + /105 + 487 .\ 30 — /105 + 48v/7
y 12
6

Y1 = - 6 ’

30 4+ V105 — 247 30 — /105 — 24V/7

V3= y Y4 = .

6 6

Konnyen latszik, hogy m = 6 esetén, azaz az (e) és (f) esetekben a h((7))
polinomnak mindig lesz legaldbb harom egyszeres gytke. Amikor m = 4,
azaz (a) és (b) esetén, a h((”)) polinomnak szintén van legaldbb harom egy-
szeres gyOke, kivéve, ha (ai,as) = (—1/24,3/128). Hasonléan, nem nehéz

észrevenni, hogy abban az esetben, ha m = 3, azaz a (c¢) és (d) esetekben,
h((;))—nek van legaldbb hdrom pératlan multiplicitasi gyoke, eltekintve az
(a1, a2) = (V/3/27,—V/3/27) lehetéségtdl. Viszont ekkor azt kapjuk a 2.9. Lem-
ma alapjan, hogy a fent felsorolt két eset kivételével (2.40)-nek csak véges sok
egész megoldasa van.

A kimaradé két esetben, azaz amikor m = 3 és ay = £v/3/27, ap = F/3/27,
illetve amikor m = 4 és a; = —1/24, ap = 3/128 vagy forditva, meg lehet adni
olyan egyenleteket, amelyeknek végtelen sok egész megoldédsa van; lasd példaul
a (2.43) és a (2.44) egyenleteket aldbb.

A fejezet tovdbbi részében a mér korabban emlitett kivételes, azaz végtelen
sok megoldassal rendelkezd, egyenletekre adunk példékat.

Az els6 egyenletnél m = 1. Az

(2.41) 22420 +1= <g>

egyenletnek az

by — 2 w1
r =" , yz%, w=0,1,...

egész szamok végtelen sok megoldasat adjak, ahol az a, és b, egészek a
kovetkezd rekurzidval definidltak: (ag,by) = (3,2), (@wt+1,bwt+1) = (Bay +
4byy, 20, + 3by).

m = 2 esetén konnyu ellendrizni, hogy a

o o)+ ()=

egyenletnek van végtelen sok egész megoldasa, nevezetesen:
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A2y + 1 Q24 b24 + 2
T = 2 , Y= 4 5 UJ:O,L...7

ahol (ag, bo) = (3,2), (aw+1,bwt+1) = (Baw + 4buy, 204, + 3by).
Az m = 3 esetben

(2.43) 243 <§>2 —3=16 (g)

egyenlet végtelen sok egész megoldédssal rendelkezik. Valéban, az

w 1
p=bytl, y=2B 1)+, w=01,...
8 2
egész szdmok megoldésok, feltéve, hogy (ag,bo) = (4,2), (@w+1,bwr1) = (Bayw +

12by,, 2G4, + 5by).
Végil egy példa m = 4 esetén:

(2.44) 384 (Z) 2 + 7<Z> —1=5 @)

Ezen egyenletnek az

3 by (22 —=32z+1) 2z —3)+1
$:aw+ . Y= ( )( ) ) w=0,1,...
2 2
egészek mind megolddsai, ha (ag,bg) = (5,1) és (awt1,bwt1) = (day +
15bw; Aoy + 4bw)~

Ha n =4, akkor (2.38) a

(2.45) 384as ((Z) - a1> ((:;) - a2> =b ((2y _3)2 - 5)2

egyenlethez vezet, ahol a1, s a 24asz? 4 24a;x + 24ag + b = 0 egyenlet gyokei.
Az n = 2 esethez hasonléan levezethetd, hogy a (2.45) egyenletnek csak akkor
lehet végtelen sok egész megoldasa, ha oy = as, vagy ha m =1, 2, vagy m = 3
és (a1, a2) = (V3/27,—V/3/27), vagy m = 4 és (a1, a2) = (—1/24,3/128).
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x
m

) Amikor oy = ag, azt kapjuk, hogy 2a; = —aq/as és Gaf — 24agas — asb = 0.
Igy (2.45)-b6l kovetkezik, hogy

2
(12@2 (;) + 6a1) — 6ash (y* — 3y +1)°.

Nyilvanvalé, hogy ennek az egyenletnek csak akkor van egyéltalan egész
megoldasa, ha 6asb = u?, ahol u € Z. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy

(2.46) (12a2 (:;) +6a1 —u (y® — 3y + 1)>
x <12a2 (;) +6a1 +u (y* — 3y + 1)> =0.

fgy, nyilvan csak akkor lehet végtelen sok egész megoldés, ha vagy a

48a2<x) + 24ay + 5u = u (2y — 3)°
m

vagy a

—48as (m) — 24ay + 5u = u (2y — 3)
m

egyenletnek van végtelen sok egész megoldasa. Viszont a 2.10. Lemmabdl
tudjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha m = 1, 2, vagy 4.

Mind a harom esetben megadhaté olyan egyenlet, amelyiknek végtelen sok
x, y egész megoldasa van. Példaul m = 1 esetén az

22 — 102 4+9 = 384(3)

egyenletnek az alabbi egészek megoldasai:
y>4  tetszbleges, x = (2y—3)°.

m = 2-re tekintsiik az alabbi egyenletet:

() -10(3) +o-mm(})

b2’w+3 a2w+1
Yy 2 ’ x 2 ’ w )Ly

az
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megolddsokkal, ahol (ag, bp) = (99, 35) és (aw+1,bwr1) = (3aw + 8by, G + 3by).
Végil, amikor m = 4, akkor egy ilyen egyenlet a

() ()= ()

2?2 -3z +4
2

az

x >4 tetszbleges, y=

egész megoldasokkal.

Vizsgédljuk most azt az esetet, amikor a; # as. Ha m > 3, akkor az n =
2 esetnél targyaltak szerint csak abban az esetben nem lesz legaldbb harom
paratlan multiplicitdsi gyoke a (2.45) egyenlet bal oldaldnak, ha m = 3 és
(a1, a2) = (V3/27,—v/3/27), vagy ha m = 4 és (a1, ) = (—1/24,3/128).
Eltekintve ezen két kivételtol a 2.10. Lemmabdl ismét azt kapjuk, hogy csak
véges sok egész megoldas 1étezik.

Ha m = 3 és a1 = /3/27, ay = —/3/27, akkor egyenletiinket visszavezet-
hetjiik a

(2.47) 2as (272%(x — 1)*(z — 2)® —4) — 81b (y* — 3y + 1)2 =0

egyenletre. Mivel a (2.47) gorbe génusza 3, tovabbd a gorbe irreducibilis, igy a
2.6. Lemma miatt ismét csak véges sok egész megoldés lehetséges.

m =4 és (aq,a2) = (—1/24,3/128) esetében a helyzet hasonld, azaz egy
irreducibilis pozitiv génuszu goérbét kapunk, amelyen mint tudjuk a 2.6. Lem-
mabdl, csak véges sok egész pont van.

O

A 2.8. Tétel bizonyitasa. Legyen F(z) = apa? +ap_12P 1+ +ajz+
ag € Zz], ahol ap # 0 és p > 3 primszdm. Legyen tovédbba b egy nulldtél
kiilonbozé egész. Nyilvanvald, hogy abban az esetben, ha a (2.36) egyenletnek
van végtelen sok egész megoldasa, akkor ugyanez igaz a

(2.48) e’ +ep12P M+ et =2(2+1) (2 + (n—1))
egyenletre is, ahol

—a;, 1=0,1,...,p é z=y—(n—-1).

Igy a 2.8. Lemmabdl kapjuk, hogy vagy n = 2 vagy n > 2 és (n, c(z) = cpxP +
Cp—12P7L + -+ + 1 + ¢p) specidlis par.
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Mivel p prim, ezért tudjuk, hogy ¢(x) felbonthatatlan, azaz ha c¢(z) = u(v(x))
valamely u(x), v(z) € Qz] polinomok esetén, akkor az u(x) és v(x) poli-
nomok valamelyike linearis. Ezt felhaszndlva, illetve megnézve az egyes specialis
péarokat és a tartalmazott polinomok fokszamét lathatjuk, hogy (2.48)-nak csak
akkor lehet végtelen sok egész megoldasa, ha n = 2 vagy n = p vagy n = 2p.

Foglalkozzunk elGszor azon esetekkel, amikor n = p vagy n = 2p. Mivel
n > 2 és deg F' = p > 2 prim, ezért (n,c(z)) nem lehet Il-as, IV-es, V-0s vagy
VI-os tipusu specidlis par.

Abban az esetben, ha (n,c(x)) I-es tipusi speciélis par, akkor

c(x) = p(x)(p(x) +1)--- (p(x) +n = 1) = ¢(p(x)).
Mivel feltettiik, hogy n > 2, igy n = p kovetkezik. Ekkor
c(x) =0(z) (0 (z) +1)---(6(2) +p—1),
ahol §(x) € Q[z] linearis. Most (2.36)-bdl kapjuk, hogy

2 (GG ) ((G) )=

Vildgos, hogy ha § (x) € Z[z], akkor

o s

megoldésa (2.36)-nak. Igy a 2.8. Tétel ii) esetében valéban van végtelen sok
egész megoldés.

Vizsgéljuk most azt az esetet, amikor (n,c(z)) Il-es tipusi specidlis par.
Ekkor a 2.8. Lemmabdl kovetkezik, hogy
(2.49)

n=2 és F(x):(;p)!(é(m‘)—i) (5@;)—3).-- (5(@—@11)2),

ahol 0(z) € Q[z] linearis polinom. (2.49)-et (2.36)-ba behelyettesitve kapjuk,
hogy

(2:50) o (5((2))) =wt-1 -2+ ),
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ahol

o o) o2 5.

és §(x) € Q[z] linedris. Mivel

2
y(y—l)---(y—2p+1)=¢2p((y—er;) )

ebbdl kovetkezik, hogy a (2.50)-nek csak abban az esetben van végtelen sok

egész megoldasa, ha a
x 2
46 =Q2y—2p+1)
m

egyenletnek is van végtelen sok egész megolddsa. Azonban a 2.10. Lemmé&bdl
tudjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha m = 1, 2 vagy 4. Ezen esetek min-
degyikében megadunk egy-egy olyan konkrét egyenletet, nevezetesen a (2.54),
(2.55) és a (2.56) egyenleteket, amelyeknek van végtelen sok megoldésa.

Ezek utan foglalkozzunk az n = 2 esettel. Most (2.36)-bdl az aldbbi egyen-
letre jutunk:

(2.51) 8F <(;>) +b=0(2y—1)%.

Ezt az egyenletet irhatjuk

(2.52) H ((;)) = Sa,,if[l ((7‘;) - a> —b(2y—1)%,

alakban, ahol a; # «j, ha i # j. Mivel a F'(z) polinom fokszdma pératlan prim,
ezért biztos, hogy létezik egy olyan k € {1,2,...,t} index, amire r; paratlan.
Ismét felhasznalva a 2.10. Lemmat arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy eltekintve
azm =1vagy 2, m =3 és ap = £3/27, m = 4 és ap = —1/24 vagy 3/128,
m = 6 és ap = —2/243 + 7\/7/1215 esetektdl, (2.52) bal oldalan taldlhaté
polinomnak lesz legaldbb harom paratlan multiplicitasti gyoke. Ekkor viszont a
2.9. Lemmadbdl kovetkezik, hogy ezen esetek kivételével a (2.36)-nak csak véges
sok egész megoldédsa van. Az m = 1, 2 és 4 esetekben megadunk végtelen sok
megolddssal rendelkezé egyenleteket, ldsd a (2.57), (2.58) és (2.59) egyenleteket.
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x
m

Az m =3 és ap = +/3/27, illetve az m = 6 és ap = —2/243 + 7\/7/1215
esetekben megmutatjuk, hogy csak véges sok megoldas lehetséges. Val6jaban
ezt csak az m = 3 és ap = v/3/27 esetben fogjuk megmutatni, a maradék harom
esetben a bizonyitas teljesen hasonlé moédon torténik.

Tegytik fel tehdt, hogy m = 3 és a = \/5/27. Ha 1étezik egy olyan
Jj € {1,2,...,t} \ {k} index, amelyre r; pédratlan (2.52)-ben, akkor mivel az
indexek Osszege paratlan, azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a (2.52) bal
oldalan talalhaté polinomnak van legaldbb hdrom pératlan multiplicitasa gyoke.
De ekkor a 2.9. Lemmabdl tudjuk, hogy csak véges sok megoldas lehetséges.
fgy tehdt azt kapjuk, hogy amennyiben a (2.52) egyenletnek van végtelen sok
megolddsa, akkor eltekintve ri-t6l, az Osszes r; kitevd (2.52)-ben péros. Mivel
V/3/27 definidlé fépolinomja f(x) = x? — 1/243 és /3/27 gydke a H(z) € Q[x]
polinomnak, igy

(2.53) H(z) = 8apf(z)™ Hi(x),

ahol Hy(z) € Q[z] és f(x) relativ primek. Ebbél viszont az kovetkezik, hogy
—/3/27 szintén gyoke H(z)-nek, mégpedig szintén rj, multiplicitdssal, azaz
paratlan multiplicitassal. Ez az ellentmondas az mutatja, hogy csak véges sok
megoldas van.

A kovetkez6 példdkban olyan kivételes egyenletekre adunk példdkat, ame-
lyeknek végtelen sok egész megolddsa van abban az esetben, amikor (n,c(x))
II-es tipusu specidlis par vagy n = 2.

(n, c(x)) II-es tipusu specidlis par, n = 2p, m = 1: A

(2.54) 2
s et 1) (-2

egyenletnek végtelen sok egész megoldasa van, nevezetesen

y>2p tetszOleges egész., x= (2y—2p)(y—p+1).

(n, c(x)) I-es tipusu specidlis par, n = 2p, m = 2: A
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egyenlet esetén

1 b -2
x:%, y= "2 w=0,1,.

egész megoldésok, ahol (ag, bo) = (3,8), (Gw+t1,bwr1) = (Baw +4by, 2a,, + 3by).

(n, c(x)) II-es tipusu specidlis par, n = 2p, m = 4: A
b x 1 1 T 1 9
9 -z i I
230 g (o) +1-1) () +3-3)
( +

egyenletnek az
2?2 -3z +2p

xr >4 tetszOleges , y = 5

egész szamok végtelen sok egész megoldasat adjak.

n=2m=1 A

b|/1 1 2 1 Y
2.57 —|(zz+=) 2+ +2e+1)" == | =0
(2.57) 2K2x+4>( ¥+ 422+ 1) 4] (2)
egyenletnek
2w+1)* -1 2w+ 1) (k2% + - + 224 1) + 1
x:(w+2) 7y:(w ) (2% : z+1) Cw=01,.. .

ahol k = (p — 1)/2, egész megolddsai.
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n=2m=2: A

w36 () ) 5]

egyenletnek az alabbi egészek végtelen sok megoldasat adjak:

wk x
w1 b (2°Q) 2 )42
m_#7 y= 1 , w=0,1,...,

ahol k = (p—1)/2, és (ag,by) = (3,8), (@wt1,bw+1) = (3t + 4by, 204, + 3by).

n=2 m=4 A

s 5|60 ) () ) ) -0

egyenletnek van végtelen sok egész megoldasa, példaul
(22 =30+ 1) (25()" -+ 2() +1) +1

2 b
ahol k = (p—1)/2. O

x >4 tetszOleges, y =




3 HATVANYOSSZEGEK POLINOMERTEKEI

3.1 BEVEZETES

Ebben a fejezetben az

(3.1) Sm(x) = g(y), x,y pozitiv egész ismeretlenek,

diofantikus egyenlet megoldasszamdnak vizsgalataval foglalkozunk, ahol g(y)
egy legalabb harmadfokd, racionalis egyiitthatdés polinom, m tetszoleges, adott
pozitiv egész, és

Sm(x) =17 42" 4 - 4+ 2™,

Schiffer [57] 1956-ban egy ineffektiv végességi eredményt nyert a (3.1) egyen-
letre vonatkozéan abban a specidlis esetben, amikor ¢(y) = y™. Megmu-
tatta, hogy ha (m,n) kiilonbozik az (1,2), (3,2), (3,4) és (5,2) paroktdl, ugy
g(y) = y™ mellett (3.1)-nek csak véges sok megolddsa van. Ezen eredmény
effektiv valtozatdt Gydry, Tijdeman és Voorhove [28] bizonyitottdk be, akik
sokkal dltalanosabban vizsgaltak Schéffer egyenletét abbdl a szempontbdl, hogy
nem csak az x, y valtozokat tekintették ismeretlennek, hanem az n kitevot
is. Kés6bb eredményiik szamos altalanositasa és kiterjesztése latott napvildgot,
lasd példdul a [13], [15], [17], [21], [31], [42], [70]-[73] publikdcidkat, és az ott
megadott hivatkozdsokat. Nemrégiben Jacobson, Pintér és Walsh [30], illetve
Bennett, Gyéry és Pintér [4] g(y) = y™ esetén n = 2, m < 58 pdros pozitiv
egész, illetve tetszbleges n > 2 és m < 11 értékek mellett meghatdroztdk (3.1)
Osszes pozitiv egész x, y megoldasat. A fenti vizsgédlatok Osszefoglald leirdsa
megtaldlhaté Gydry és Pintér [27] dttekintd cikkében.

Egy mésik irdnyban Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [7] 2002-
ben bebizonyitottdk, hogy g(y) = y(y—1)--- (y — (n — 1)) esetén a (3.1) egyen-
letnek csak véges sok x, y egész megoldasa van, feltéve, hogy m > 1, n > 2 és

(m,n) # (1,2).
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Disszertacionk ezen részében, a 3.1. Tételiinkben teljes dltalanossagban jelle-
mezni fogjuk azokat a pozitiv m egészeket és g(y) € Q[y] polinomokat, ame-
lyek esetén (3.1)-nek lehet végtelen sok z, y egész megolddsa. Tovdbbd, min-
den ilyen lehetséges (m, g(y)) parhoz megadunk olyan (3.1) alaki diofantikus
egyenletet, amelyik ténylegesen végtelen sok x, y egész megoldassal rendelkezik.
Ezen eredményiink egy alkalmazasaként a 3.2. Tételiinkben meghatarozzuk az
Osszes olyan m pozitiv egész szdmot, és F(x) egész egyltthatds, linedris, illetve
péaratlan primfokszdamu polinomot, amelyekre az

sin-e ()

egyenletnek csak véges sok z, y egész megoldasa lehet.

A 3.1. és 3.2. Tételeinkbdl lényegében specidlis esetként adédnak Schéffer
[57] és Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [7] fent emlitett nevezetes
tételei. Mind a két eredményiink ineffektiv, ami annak a kévetkezménye, hogy
a bizonyitdsokban felhasznéljuk Bilu és Tichy [9] f(x) = g(y) tipusi diofantikus
egyenletekre vonatkozo ineffektiv végességi tételét.

A jelen fejezet eredményeit a [47] dolgozatunkban publikaltuk.

3.2 EREDMENYEK

A fejezet eredményeinek ismertetéséhez vezessiink be néhany jel6lést, elne-
vezést. A tovdbbiakban d(x) € Q[z] linedris, racionlis egyiitthatés polinomot,
q(z) € Q[z] pedig nem azonosan nulla raciondlis egylitthatés polinomot fog
jelolni. Mint ismeretes, Sy, (x) = 1™ + 2™ + ... + 2™ z-ben egy m + 1-ed foku
racionalis egytitthatds polinom, amelyre igaz, hogy paratlan m esetén felirhaté

() = b (@ +1/2)?)

alakban, ahol ¢,,(x) € Q[z]. Definidljunk most tigynevezett specidlis tipusi
(m, g(x)) parokat az aldbbi mddon:
e IT-es specidlis tipus: (m, S, (q(z))), ahol ¢(x) nem konstans polinom.

e Il-es specidlis tipus: m pdratlan és g(z) = ¥, (5 (x) q(x)Q).

o III-as specidlis tipus: m pératlan és g(z) = ¥, (05 (x)t)7 ahol ¢ € Q\ {0},
t > 3 paratlan egész.
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o IV-es specidlis tipus: m péaratlan és g(x) = ¥, ((a(5 (33)2 + b) q(x)z), ahol
a,b e Q\ {0}

e V-6s specidlis tipus: m paratlan és g(x) = ¥y, (q(m)z)

e VI-os specidlis tipus: m = 3 és g(z) = d(x)q(x)%.

e VIl-es specidlis tipus: m = 3 és g(z) = q(x)%.

3.1. Tétel Legyen m egy tetszéleges pozitiv egész és g(x) € Q[x] egy legaldbb
harmadfoki polinom. Ekkor az

(3.2) Sm(x) = g(y)

egyenletnek csak véges sok xz, y egész megolddsa van, kivéve, ha az (m, g(z)) pdr
specidlis tipusu. Tovdbbd, minden ilyen kivételes esetben meg lehet valasztani a
d(x), q(x) polinomokat és az a, b, ¢, t paramétercket gy, hogy a megfeleld g(x)
polinom és m egész mellett a (3.2) egyenletnek legyen végtelen sok x, y egész
megolddsa.

Mint lathatjuk, a 3.1. Tételben jellemezziik az sszes olyan (m, g(y)) part,
amelyek mellett (3.2)-nek lehet végtelen sok megoldésa. igy specidlis esetekben,
rogzitett m és g(y) mellett, csak azt kell megvizsgdlni, hogy a ¢(y) polinom
lehet-e a tételben felsorolt alaki.

Amennyiben specidlisan g(y) = F ((¥)) alaku, ahol F racionalis egyiitthatés
polinom és n > 1 adott egész szam, ugy a 3.1. Tételiinkbdl a koévetkezd pon-
tosabb allitast vezetjiik le.

3.2. Tétel Legyen F(x) € Q[z] raciondlis egyiitthatds p-ed foki polinom, ahol
p =1 vagy p > 3 primszam. Ekkor az

(3.3) Sp(z) = F <(z>)

egyenletnek, aholn > 2 ha p = 1, csak véges sok egész megolddsa van, eltekintve
az aldbbi kivételektol:

ep=1és (ma n) € {(134)’ (273)3 (3’4)}:
o F(z) = 5,(0(z)), aholp >3, m=p—1 és o(x) € Q[x] linedris,

o F(z) =9Ym(d(x)) ésn=1, 2 vagy 4, ahol 6(z) € Q[x] linedris,
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e m =23, F(xr) =d(x)q(x)? ésn =1, 2 vagy 4, ahol §(x) € Qlx] linedris.

Az F(z) = nlz specidlis vélasztds mellett a 3.2. Tételbdl azt kapjuk, hogy
ham >1,n>2és (m,n) # (1,4), (2,3), (3,4), akkor az

(3-4) Sm(r) =y(y—1)---(y— (n 1))

egyenletnek csak véges sok =, y egész megolddsa van. Ez lényegében Bilu,
Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy (3.4) egyenletre vonatkozé [7]-beli
eredménye. Abban az esetben pedig, ha F(z) = zP és n = 1, a 3.2. Tétel

//////

egyenletre vonatkozéan.

3.3 SEGEDEREDMENYEK

A bizonyitasokban lényeges szerepet fog jatszani Bilu és Tichy &altalanos
ineffektiv végességi kritériuma f(x) = g¢g(y) alaki diofantikus egyenletekre
vonatkozodan. Ahhoz, hogy kimondjuk ezt a kritériumot, definidlunk
ugynevezett standard parokat. Legyenek a, b nullatél kiilonbozé racionalis
szamok.

A elsé standard pdr: (z*,az"q(z)") vagy forditva (az"q(z)', '), ahol 0 <
r<t,(r,t)=1¢ér+degq(zx) > 0.

A mdsodik standard pdr: (z?, (az? + b) q(x)?) (vagy forditva).

Jelolje Dy(x,a) a k-adik Dickson polinomot, amit a kovetkez8képpen
definialunk:

t

(3.5) Dile,a) =Y k (k - Z) (—a)i oh~2,

A harmadik standard pdr: (Dy(x,a’), Dy(x,a*)), ahol (k,t) = 1.

A negyedik standard pdr: (aik/QDk(x, a),b=t2D,(x, b)), ahol (k,t) = 2.
A otodik standard pdr: ((ax2 — 1)3 , 3zt — 4963) (vagy forditva).

A kévetkez6 tétel Bilu és Tichy [9] f6 eredménye.

3.1. Lemma Legyenek f(z), g(x) € Q[z] nem konstans polinomok. Tegyiik
fel, hogy az f(x) = g(y) egyenletnek létezik végtelen sok x, y egész megolddsa.

Ekkor f(x) = ¢ (fi(M2))) és g(z) = ¢ (91 (u(@))), ahol A(z), p(z) € Q]
linedris polinomok, ¢(x) € Qlx], és (f1(z), g1(x)) valamilyen standard pdr.
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Azt mondjuk, hogy egy F(x) € Clz] polinom felbonthatd, ha felirhaté F(x) =
G1(G2(z)) alakban, ahol Gi(x), Ga(z) € Clz]. A felbontds nem trividlis, ha
degGi(x), degGa(z) > 1. Két F(x) = G1(Ga(x)) és F(x) = Hy(Ha(x))
felbontdst ekvivalensnek neveziink, ha létezik egy t(x) € Clz] linedris poli-
nom ugy, hogy Gi(x) = Hi(t(z)) és Ha(x) = t(Ga2(x)). A tovabbiakban az
egyszeriiség kedvéért azt mondjuk, hogy a F(x) polinom felbonthatd, ha létezik
nem trividlis felbontdsa, és felbonthatatlan egyébként. A kovetkezd két lemma
Biluéktdl szarmazik [7]. Az els6 az n-edik Bernoulli polinom felbonthatésagardl
sz6l. Az n-edik Bernoulli polinom B, (z) a kovetkezd formuldval van definidlva:

te'/ (e = 1) = ZBn(x)t”/n!.
n=0

Legyen B,, = B,(0).

3.2. Lemma B, (x) felbonthatatlan minden pdratlan n esetén. Ha n = 2m
pdros, akkor pedig By, (x) barmely nem trividlis felbontdsa ekvivalens a B, (z) =
By, ((x - 1/2)2) felbontdssal, ahol By,(z) € Q[x] egy m-ed fokii felbonthatatlan
polinom.

A kovetkez6 eredmény egy technikai jellegii lemma, amire szintén sziikséglink
lesz a bizonyitdasoknal.

3.3. Lemma Legyen ay, by, ¢c1 € Q\{0} ésap, by, co € Q. Ekkor az Sy, (a1x+agp)
polinom nem lehet sem bix? + by alakd, ahol ¢ > 3, sem pedig c1 Dy (z,a) + co
alakd, ahol Dy(x,a) a k-adik Dickson polinom k > 4-gyel és a € Q\ {0}.

A most kovetkez6 lemma egyszerii kovetkezménye a 3.2. Lemménak és az
aldbbi jél ismert Gsszefliggésnek:

(3.6) Sm () = (Bmy1(x +1) = Biy1)/(m +1).

3.4. Lemma Pdros m esetén az Sy, (x) polinom felbonthatatlan. Amikor m =
2k — 1 pozitiv pdratlan egész, akkor bdrmely nem trividlis felbontdsa S, (x)-nek
ekvivalens az

(3.7) Son(2) = <<x n ;))

felbontdssal, ahol ¥, (z) = t(Bi(z)), t(x) = (x — Bmy1)/(m+1), tovdbbd B (z)
a 3.2. Lemmdban megadott polinom.
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A kovetkezd két lemmdabdl azt tudhatjuk meg, hogy a B, (z) és a ¢/, (z)
polinomoknak van legaldbb egy nem-valds gyokiik, feltéve, hogy m > 6.

3.5. Lemma Tegyik fel, hogy m > 6. FEkkor az m-edik B, (x) Bernoulli
polinomnak van nem-valds gydke.

3.6. Lemma Ham > 6 pdratlan egész, akkor mind a !, (z), mind a !, (az?+D)

polinomnak van nem-valés gyoke, ahol a, b raciondlis szamok és a # 0.

Egy P(x) € Clz] polinom esetén a ¢ komplex szadmot a polinom

extrémumdnak nevezziikk, ha a P(x) — c-nek van tobbszoros gyoke. Ekkor, ha
Qa1,Qa,...,as jeldli a P(z) — ¢ polinom kiilonb6z6 gyokeinek a multiplicitasat,
akkor azt mondjuk, hogy ¢ P-tipusa (o, aq,...,as). A 3.7. Lemma a Dickson
polinomok bizonyos tulajdonsagardl szél. A lemma bizonyitasa végett 1. példaul
[6, Proposition 3.3].
3.7. Lemma Tegyiik fel, hogy a # 0, k > 3. FEkkor a Dy(x,a) polinomnak
pontosan két extrémuma van, nevezetesen +2a3. Ha k pdratlan, akllccor mind a
két extrémum (1,2,2,...,2) P-tipusi. Ha k pdros, akkor viszont 2a2 P-tipusa
(1,1,2,...,2), mig —2a5 P-tipusa (2,2,...,2).

A kovetkezd lemma Ping-Zhi egy eredménye [39)].

3.8. Lemma Legyenek a # 0, b # 0, ¢ és m > 3 egész szaimok. Ekkor eltekintve

azon esetektdl amikor m = 4,c¢/a = —1/24 vagy 3/128, r = 2 és b/a nem egy
teljes négyzet, az

(3.8) a(x> =by" +c¢
m
egyenlet minden x, y > 1, r > 1 egész megolddsdra teljesil, hogy
ma‘X(| € |,y,’l") < 017

ahol Cy eqy effektive kiszamithato konstans, ami csak az a, b, ¢ és m értékektdl
figg.

A most kiévetkezd két lemma Brillhart-t6l szdrmazik [11]. Ezen lemmék az
m-edik B,,(z) Bernoulli polinom néhdny fontos tulajdonsdgardl szélnak.

3.9. Lemma Pdratlan m esetén By, (x)-nek nincs tobbszords gyoke. Pdros m
esetén w2 —x—b lehet az egyetlen polinom, amelyik tobbszérds faktora By, (x)-nek
Q felett, ahol b egy pozitiv pdratlan egész.

3.10. Lemma Valds b mellett B,,(x)-nek akkor és csak akkor van % + % alakid

gyoke, ha m pdratlan és b = 0.
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3.4 BIZONYITASOK

A bizonyitasokat a 3.5. és a 3.6. Lemma bizonyitasaval kezdjiik.

A 3.5. Lemma bizonyitasa. Konnyen ellenérizhets, hogy a Bg(z) poli-
nomnak van nem-valds gyoke. Legyen m > 6 és tegyiik fel, hogy az éllitas igaz
erre az m-re. Megmutatjuk, hogy ekkor az allitds m + 1-re is igaz lesz. Ha ugya-
nis indirekt médon feltessziik, hogy Bj,+1(x)-nek csak valds gyoke van, akkor a
3.9. Lemmabdl azt kapjuk, hogy a

B;rz—&-l(x) = (TTL + 1)Bm(x)
polinom minden gyodke valds szam, ami nyilvan ellentmondas. O

A 3.6. Lemma bizonyitasa. Mivel

2
(3.9) () = Biit1(z+1) — Byt — ((x + 1) ) 7

m+1 2

ebbdl kovetkezik, hogy

1 1
A 3.5. Lemma alapjan B,,(z + 1/2)-nek van nem-valds gyoke, azaz
(3.11) Jc,d € R:d # 0 gy, hogy ¥, ((c+ di)?) =), (¢* — d* + 2¢di) = 0.

Ha ¢ = 0, akkor (3.10) és (3.11) tudjuk, hogy B,,(1/2 4+ di) = 0. Viszont ez
ellentmond a 3.10. Lemma&anak. Ezaltal ¢ # 0, tovabba

m

(312) 77[}'Irn (I) =A H (13 - Otj),

ahol a; € C\R és A € Q\ {0}. Ebbdl viszont kénnyen lathats, hogy
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m

(3.13) Y, (ax® +b) = A H (az? +b—qj),
j=1

amibél kapjuk, hogy = = \/(a1 — b) /a egy nem-valés gyoke 7, (ax? + b)-nek.
O

A 3.1. Tétel bizonyitasa. Legyen g(zr) € Q[z] legaldbb harmadfoki
raciondlis egylitthatés polinom. Tegyiik fel, hogy a (3.2) egyenletnek van
végtelen sok x, y egész megolddsa. Ekkor a 3.1. Lemma alapjén léteznek A(z),
w(@), o(x), fi(x), g1(z) € Q[x] polinomok, amelyek koziil A(x), p(z) linedris,
ugy hogy

(3.14) Sm(x) = @(f(AMx))), & g(x) = (g1 (u(x))),

ahol (f1(x), g1(x)) standard par. Mivel deg S, (z) = m+1, {gy a 3.4. Lemm&bdl
kapjuk, hogy deg p(x) =1 vagy (m + 1)/2 vagy m + 1.

Tegyiik fel, hogy degy(x) =m+1. Ekkor (3.14)-bél kovetkezik, hogy
deg fi(x) = 1. Tehdt S, (x) = ¢(t(z)), ahol t(z) € Q[z] linedris polinom.
Ha

t(z) = tyx +to, akkor legyen ¢ '(z) = %m - i—?.
Ekkor Sy, (t71(z)) = p(t(t71(x))) = p(x). Az eddigiekbdl ezaltal azt kapjuk,
hogy

g9(@) = (g1(p(2))) = St (g1(1(2)))) = Sm(g(2)),

ahol q(z) =t (g1 (u(x))) € Q[z]. Tgy tehat, ha degp(z) = m + 1, akkor (3.2)-
nek csak akkor lehet végtelen sok egész megoldésa, ha a g(z) polinom S,,(g(x))
alaki, ahol ¢(z) € Q[z]. Nyilvanvald, hogy ha ¢(y) € Z végtelen sok y egész
esetén, akkor ezen y-okra x = ¢(y), y megolddsai lesznek (3.2)-nek.

A tovdbbiakban azt az esetet tekintjik, amikor deg p(x) = 1. Legyen p(x) =
V1T + o, ahol @1, w9 € Q és 1 # 0. Vizsgaljuk meg most az 6t standard
parnak megfelel eseteket egyenként.

Tegyiik fel elészor, hogy (3.14)-ben (f1(x), g1(x)) I-es standard par. Ekkor
(3.14) alapjan az kovetkezik, hogy vagy
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i) S (/\71(17)) e 90117t + vo,
vagy

ii) S (AH@)) = @razq(z) + o, ahol 0 < 7 < t, (r,t) = 1 és r+degq(z) >
0.

Az els6 esetben a 3.3. Lemmabdl ellentmondést kapunk, hat =m+1> 3. A
kimaradé m = 1 esetén i)-bdl egy egyszerii szamolds azt adja, hogy ¢ = —1/8
és . )

g(z) = 5 (2<P1GM(9C)Q(N(5”))2) -3 (0 (5@)(11(95)2) )

ahol §(z) = 2p1au(z) és q1(x) = q(u(x)). Igy ahhoz jutunk, hogy az (m, g(z))
par Il-es specidlis tipust m = 1-gyel.

A maésodik esetben ¢ (u‘l(a:)) = ¢12' + po. Ennek kovetkeztében, ha t =
degg(z) > 3, akkor r < 3 és a ¢(z) polinom csak konstans polinom lehet.
Ellenkezd esetben ugyanis az Sy, (A\™!(z)) — ¢y polinomnak lenne egy legaldbb
négyszeres multiplicitasu gycke. Viszont a 3.9. Lemma&bdl, illetve abbdl, hogy

= (Sml@) = p0) = -2 — B (a4 1)

azt kapjuk, hogy S, (z) —¢o-nak nem lehet olyan gyoke, aminek a multiplicitdsa
legalabb négy. Ismert, hogy ha egy algebrai egyenletben az ismeretlen véltozé
helyett a valtozo egy linearis polinomjat irjuk, akkor az igy kapott egyenletben
a gyokok szama, illetve a gyokok multiplicitdsa ugyanaz marad, mint az ere-
deti egyenlet esetén. Ebbdl kévetkezik, hogy Sy, (A™!(z)) — @o-nak nincs olyan
gyoke, amelynek a multiplicitasa legaldbb négy lenne. Ezek szerint

(3.15) S (A1 (@) = 2" + @0, ahol ¢ € Q)\ {0}.

Alkalmazva az 3.3. Lemmadt kapjuk, hogy r csak 2 lehet. Ekkor az i) esethez
hasonléan ¢y = —1/8, és igy

(erita)!) = § = 1 (e8(a)').

N =

(316) () = pule)' — 5 =

ahol ¢t > 3 paratlan. Azaz az (m,g
Ha t = 3, akkor

—~

x)) par II-as specidlis tipusi.

(3.17) Sm(x) = p1aA(2)"¢(A(x))* + o,
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ahol » = 1 vagy 2. Abban az esetben amikor g(x) konstans polinom, valéjdban
visszakapjuk (3.15)-6t, ezért feltehetjitk, hogy ¢(x) nem konstans polinom.
Ekkor viszont

By (z+1) =5, (z) =
— 1A (@) 'q(M@))® (X (@)g(A(@) + 3M@)g (@)X (@)).

Ebbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy B,,(x)-nek van egy tobbszoros
faktora, nevezetesen q(A(z—1)). Igy a 3.9. Lemmabdl kivetkezik, hogy m paros
és q(A(x — 1)) csak 22 — x — b alaki lehet, ahol b egy pozitiv, paratlan egész.
Osszehasonlitva (3.17)-ben a fokszamokat azt kapjuk, hogy m értéke csak 6
lehet, mig » = 1. Ebben az esetben viszont az Sg(x) — ¢ polinomnak lenne egy
hdromszoros multiplicitdsi gyoke, ami azt eredményezné, hogy Bg(z)-nek van
kétszeres multiplicitdsi gyoke. Azonban Bg(x) diszkrimindnsa 31/1815156, ami
nyilvan ellentmondas.

Legyen most (3.14)-ben (f1(x), g1(x)) I-es standard par.

Ekkor vagy
i) Sm (A71(2)) = ¢12? + 9o
vagy
ii) S (AH2)) = ¢1 (az? 4 b) q(z)? + @o.
Az els§ esetben nyilvan m = 1, ¢9 = —1/8. Ennek kovetkeztében

9(x) = ¢1(ap(x)* +b)g(u())* - é = ¢1 ((2p1apu(@)® + 2010) a(u(x))?) |

azaz az (m, g(x)) par IV-es specidlis tipusi m = 1 értékkel. A mdasodik esetben
deg g(x) = 2. De ez nem lehet a tételiink feltételei miatt.

Vizsgéljuk most azt, amikor (f;(z), g1(x)) I1I-as standard par.
Most (3.14)-bél tudjuk, hogy

(3.18) S (/\_1(:10)) = ¢ (fi(z)) = @1 Dy(z,a") + 0.

Mivel deg Dy (z,a") = k és deg Sy, (A" (x)) = m + 1, a 3.3. Lemmdbdl adédik,
hogy (3.18) nem lehetséges, ha m > 3. Amikor m = 1, (3.18)-bdl kovetkezik,
hogy

at

_ 1
4?2 8’
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ahol uw € Q\ {0}. Ezaltal

Dy(u(x), a*) +2at) s
8

o10) = 1 Du(ute), ) 4 o = 3 (2L

A 3.7. Lemmdabdl tudjuk, hogy a D;(u(z),a®) polinomnak pontosan két
extrémuma van: +2a’. Mivel most ¢t pdratlan, —2a® P-tipusa (1,2,2,...,2).
Ebbél viszont kovetkezik, hogy Dy(u(z),a?) + 2a' = 61(z)q1(x)?, ahol §;(z),
¢1(z) € Q] és deg d1 (z) = 1. Ezért az (m, g(z)) par most II-es specidlis tipusi
m = 1-gyel, §(z) = 61(z)/4u>-tel és q(z) = q1(x)/2u-val.

Ha m = 2, akkor k = 3, (¢,3) = 1, tovdbbd Sa(z) = ¢1D3(A(x),at) + vo,
amibdl kiszamithatd, hogy pg = 0 és

(3.19) 2x(2x + 1)(2x + 2) = 24¢1 Dy (u(y), a®).

A 2.8. Lemmdbdl levezetheté, hogy ha (3.19)-nek van végtelen sok egész
megoldasa, akkor

(3.20)  24p1Dy(u(y),a®) = p(y)(p(y) + 1)(p(y) +2),  ahol p(y) € Qly].

Azonban, (3.20)-bdl azt olvashatjuk le, hogy t = 3degp(y), ami ellentmond
annak, hogy (¢,3) = 1.

Végiil, ha m = 3, akkor egyszer(i szdmoldssal kapjuk (3.18), hogy m = 3,
k = 4, t paratlan, ¢y = 2¢1a* és g(x) = @1 (Di(pu(x), a*) + 2a?"). Ismét
alkalmazva a 3.7. Lemmat azt kapjuk, hogy (m, g(z) = §(z)g(z)?) VI-o0s speciélis
tipusi.

Legyen (f1(x),g1(x)) IV-es standard par.
Ekkor

321) S, (A @) = (filz) = gpla_ng(ac?a) + o, ahol k > 2 péros.

Viszont a 3.3. Lemma miatt ez csak akkor lehetséges, ha m > 3. Mivel k péros,
ezért csak az m = 1, illetve az m = 3 esetekkel kell foglalkozni. Osszehasonlitva
a megfeleld egytitthatokat (3.21)-ben kapjuk, hogy m = 1 esetén ¢q = 2¢01 —1/8,
mig m = 3 esetében o = 2¢;. Felhasznalva a 3.7. Lemmat az els6 esetben

9(z) = 1672 Dy(pu(x),b) + o =
= o072 (D), B) + 2/2) & = (cae)?),
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t/2

ahol ¢ = 2¢1b7%/%, a masodik esetben pedig

g(x) = o102 Dy(u(x),b) + o = 1~/ (Dt(u(w% b) + 2bt/2) = p107%g(z)?

kovetkezik. Konnyen lathatd, hogy mind a két esetben (3.2)-nek csak akkor
lehet végtelen sok egész megoldésa, ha a c és a b~ /2 racionélis szdmok négyzet
szamok. Ekkor jutunk az V-os, illetve a VII-es specialis tipusokhoz.

Végiil legyen (f1(x),g1(x)) V-6s standard pér.
Ekkor (3.14)-bél kovetkezik, hogy az alabbi két eset valamelyike fennall:

i) S (A1 (@) = @ (f1(x)) = @1 (a2 — 1)° + g0,
ii) Sy, ()\_1(;10)) =¢(fi(z)) =v1 (3m4 — 4x3) + ©o.

Mind a két esetben azt latjuk, hogy az S, ()\_1(95)) — o polinomnak van egy
olyan gyoke, amelyiknek a multiplicitdsa legaldbb hdrom. Mivel deg S,,(z) =
m+ 1, {gy az i) esetben m = 5, mig a ii) esetben m = 3. Az eddigiek alapjin
tehét az Sy, (z) — ¢o polinomnak is van legalabb egy olyan gydke, aminek a mul-
tiplicitdsa nagyobb, mint ketté. Viszont Brillhartnak az n-edik B,,(z) Bernoulli
polinomra vonatkozé 3.9. Lemméja és a

d __dBup@+1)
7z Sm(@) = o) = =" = = Bu(e +1)

Osszefiiggés miatt ez m = 3 és m = 5 esetén nem lehetséges.
Tekintstik most azt az esetet, amikor deg p(z) = (m +1)/2.

Nyilvanvald, hogy ebben az esetben m pératlan, tovdbbé (3.14)-bél adddik,
hogy deg f1(z) = 2. Ekkor viszont (f;(z), g1(x)) nem lehet V-6s standard par.
Tovabbé, a 3.4. Lemmdbdl tudjuk, hogy az S,,(x) polinomnak létezik nem
trividlis felbontdsa és minden nem trividlis felbontds ekvivalens az Sp,(z) =

U ((x + 1/2)2) felbontassal, azaz létezik egy u(x) = uix + ug linedris polinom
lgy, hogy

1\ 2
32) e =vnu@) & u(hO@) = (o+;) -

Ismét vizsgaljuk meg a lehetséges (f1(x), g1(x)) standard parokat.
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Tegyiik fel tehdt elészor, hogy (3.14)-ben (fi(x), g1(x)) I-es standard pér.

Legyen el6szor (f1(z),g1(z)) = (2%, az"p(x)"), ahol 0 < r < ¢, (r,t) = 1
és r +degp(x) > 0. Mivel deg f1(x) = 2, ezért (f1(z),91(z)) = (22, azp(x)?).
Ha A(z) = M2 + Ao, akkor (3.22)-bél kiszdmithatjuk, hogy u(x) = (1/A?)x,
tovabba, hogy

2
323 ale) = vnulon(u)) = v, (D),
Ha ekkor a §(x) polinomot &§(x) = au(z)/A\? médon, a ¢(z) polinomot pedig
q(x) = p(u(z)) médon definidljuk, akkor az (m, g(x)) par pontosan II-es specidlis
tipusi.

Itt jegyezziik meg, hogy amennyiben (m, g(x)) II-es specidlis tipust, akkor a
d(z) € Q[z] és a q(z) € Q[z] polinomokat meg lehet igy valasztani, hogy a (3.2)
egyenletnek legyen végtelen sok egész megolddsa. Val6ban, ha §(y) végtelen
sok egész y esetén raciondlis szam négyzete, és ezen y-okra 1/d(y)q(y) — 1/2 €
Z, akkor x = \/6(y)q(y) — 1/2, y egész megolddsai (3.2)-nek. Legyen példdul
§(x) = x és q(x) = 2 + -+ + 2 + 1/2. Ekkor minden k egész esetén z =
(2k + 1)q((2k + 1)?) — 1/2 és y = (2k + 1)? megoldésai (3.2)-nek.

A forditott esetben (fi(x),g1(x)) = (az"p(x)t, z'), ahol 0 < r < ¢, (r,t) =1
és r + deg p(z) > 0. Mivel deg f1(z) = 2, ezért két lehetéség adddik

i) r=0,t=1és degp(z) =2
vagy
ii) r =2, t > 2 paratlan és degp(x) = 0.

i) esetén g1 (z) = x és igy

(3.24) 9(2) = Ym(u(g1(p(x)))) = Ym (u(p(z))).

Ekkor az (m, g(x)) par Il-es specidlis tipusd, ahol most 6(z) = u(u(x)) és g(z) =
1. A ii) esetben (3.22)-b8l kbvetkezik, hogy fi(z) = bx? és u(x) = x/(bA]), ahol
beQ\{0}. lay

(3.29) o(0) = bl ) = o (L5 )

Konnyti 14tni, hogy ekkor az (m, g(x)) par Ill-as specidlis tipusi §(z) = u(x),
c=1/(bA?) valasztdssal, ahol t > 3 paratlan.
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Vegyiik észre, hogy ha a d(xr) € Q[z] linedris polinomot, a ¢ € Q \ {0}
raciondlis szamot és a ¢ > 3 paratlan egészt meg tudjuk valasztani oly médon,
hogy cd(y)! végtelen sok egész y esetén legyen raciondlis szdm négyzete és

co(y)t — 1/2 € Z teljesiiljon ezen y-okra, akkor (3.2)-nek lesz végtelen sok
egész megoldésa, nevezetesen x = /cd(y)t — 1/2, y. Példaul, legyen ¢ = 1/4,
t =29, §(x) =z, ekkor x = —1/2 + (2k + 1)?°/2, y = (2k + 1)? minden k egész
esetén megoldasa lesz (3.2)-nek.

Legyen most (f1(x), g1(z)) Il-es standard par.
Ekkor (f1(x),g1(z)) = (22, (ax® +b)p(x)?) vagy forditva. Ha fi(z) = (ax?®+
b)p(z)?, akkor g1 (x) = 22 és p(x) egy konstans polinom. Ennek kovetkeztében

(3.26) 9(x) = ¥m(u(g1(p(2)))) = Y (urpe(z)? + o) .

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az (m, g(x)) par IV-es specidlis tipusi ¢(z) =
1-gyel. Abban az esetben, amikor fi(z) = 22, (3.22)-b6l egyszerti szamitas utan
kapjuk, hogy u(z) = z/(A\). lgy

ap(x)? 2))2
(321 9(@) = Yululer (u(x))) = b (( H) *A? P() ) |

Amennyiben felhasznaljuk a §(x) = p(z), q(x) = p(u(z))/ 1 jelolést, az aldbbi
egyenléséghez jutunk:

9(x) = ¥m ((ad(x)® +b) q(x)?) .

Ez pedig azt mutatja szamunkra, hogy az (m, g(z)) par IV-es specidlis tipusi.
A Il-es és a Ill-as specidlis tipusokhoz hasonléan kénnyen ldthaté, hogy ha

(a5 (y)* + b) q(y)? racionalis szdm négyzete és \/(a6 (y)* + b) qy)?—1/2€Z

teljesiil végtelen sok y egészre, akkor (3.2)-nek van végtelen sok z, y egész
megoldésa.

Legyen példdul a = 8, b = —119, §(z) = 2z — 13 és q(x) € Q[z] egy olyan
polinom, amelyre g(z) — 1/2 € Z[z]. Ekkor (3.2)-nek valéban van végtelen sok
egész megoldasa, nevezetesen:

2190y _1 Bow i1 + 26
oo 202 +1g(y) - 2+1+ )
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ahol ((l()7 bo) e (3, 8), (aw+1, bu,+1) = (Saw + 4by,, 2a,, + 3bw)

Legyen (f1(x), g1(x)) IT-as standard pér.

Ebben az esetben (f1(x),g1(z)) = (Da(z,a'), Di(x,a?)), ahol t paratlan.
Behelyettesitve (3.22)-be az fi(z) = 2% — 2a'-t, azt kapjuk, hogy u; = 1/A2,
illetve ug = 2a’/\2, tovabba

x), a? at
(3.28) 9(x) = Y (ulgr(u(2)))) = Ym <Dt(ﬂ( );\% = > '

A 3.7. Lemmabdl tudjuk, hogy a D;(u(x),a?)/A? polinomnak pontosan két
extrémuma van, mégpedig: +2a’/\?. Mivel most ¢ paratlan, azt is tudjuk,
hogy mind a két extrémum (1,2,2,...,2) P-tipusi. Az eddigiekbdl kénnyen
kovetkezik, hogy g(z) = 1., (6(z)g(x)?), ahol §(z), q(z) € Q[z] és degd(z) = 1.
Azaz az (m, g(x)) par Il-es specidlis tipusu.

Végiil tételezziik fel, hogy (f1(x),g1(x)) IV-es standard par.
Most (fi(z),g1(x)) = (a 'Do(x,a),b"/2D,(x,b)) péaros t természetes
szdmmal. Ismét (3.22)-b8l kapjuk, hogy u; = a/A}, ug = 2a/A} és

a —t/2 ; z), a
B29) o) = b lular (u(0) = vy, (PRI,

Most az ab~ /2D, (p(x),b)/A? extrémumai +2b¢/2ab=t/2 /A2 = £2a /)2, tovabba
a —2a/A? extrémum (2,2,...,2) P-tipusi a 3.7. Lemma kovetkeztében. Ezért
a kordbbiakhoz hasonléan g(z) = ¥, (q(z)?) és az (m, g(x)) par V-6s specialis
tipusd. Ismét kénnyt észrevenni, hogy ha itt ¢(x) —1/2 € Z[x], akkor (3.2)-nek
van végtelen sok egész megolddsa, példdul (z,y) = (¢(k) — 1/2,k), ahol k € Z.

Ezzel a tételiink bizonyitasat befejeztiik. O

A 3.2. Tétel bizonyitasa. Abban az esetben, ha deg F(z) = 1 azaz a
F(z) polinom linedris, a (3.3) egyenletiink

(3.30) Sm(@) =a (Z) +b

alaku, ahol a # 0, b racionélis szamok. Tegytik fel, hogy n > 2 és (3.30)-nak van
végtelen sok x, y egész megoldasa. Ekkor a 3.1. Tétel és a 2.8. Lemma szerint
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azt tudjuk, hogy
(3.31)
n!

(m, g'fn (y) + b) specidlis tipusi és (n, — (Sm(x) — b)) specialis par,
n! a

ahol fp(x) = z(x—1)--- (x—(n—1)). Hasonlitsuk most &ssze minden lehetséges
(specidlis tipus, specidlis par) esetben a megfelelé polinomok fokszamait. Ekkor
az alabbi tabldzathoz jutunk, ahol C ellentmondast jelol, p jeloli a 2.8. Lem-
méaban a p(z) polinom, mig ¢ a 3.1. Tételben a ¢(x) polinom fokszdmat.
A sorindexekben, illetve az oszlopindexekben a megfeleld (m, L fn(y) +b)
specidlis tipust, illetve (n, 2 (S, (z) — b))specialis part jeléljiik.

I 11 II1 v Vv VI
I| p=gq=1| p=0,q=2 C | p=0, g=1 p=q=1 m=1, n=4
n=m+1 | n=2(m+1) n=m-+1 n=m-+1
II | p=2, q=0 C C | p=1,q=0 | p=2, q=0 C
m+1=2n m+1=2n m+1=2n
II1 C C C C C C
IV | p=1,q=0 | p=0, g=1 C p=q=0 p=1,q=0 | m=1, n=4
n=m+1 | n=2(m+1) n=m-+1 n=m+1 q=1
A% p=q=1 p=0, q=2 C | p=0, g=1 p=q=1 m=1, n=4
n=m+1 | n=2(m+1) n=m-+1 n=m-+1 q=2
VI C C C C C C
VII | m=3,n=4 | m=3,n=8 | C | m=3, n=4 | m=3, n=4 C
p=0

1. Tablazat

Péld4ul, ha (m, % f,(y) + b) Il-es specidlis tipusd és (n, 2 (S,,(z) — b)) I-es
specidlis par, akkor tudjuk, hogy

n!

(8:32)  —faly) + b= (5()q(@)?) bs = (Sm(x) = b) = ¥ (p(a)

Osszehasonlitva a fokszamokat

1
(3.33) n= % (2degq(z) +1) és m+ 1 =ndegp(x).
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Ebbdl kovetkezik, hogy 2 = degp(z) (2degq(z) + 1), amibdl azonnal 14tszik,
hogy deg g(x) = 0, deg p(z) = 2 és m+1 = 2n. Abban az esetben pedig, amikor
(m, 2 f,(y) +b) Il-es specidlis tipust és (n, 2 (S, (z) — b)) Il-es specialis par,
a fokszamok Gsszahasonlitdsa utan kapjuk, hogy

1
n= %(2degq(w) +1) ésm+1= g(2degp(x) +1),

amibdl 4 = (2degq(z) + 1) (2deg p(z) + 1) kovetkezik. Ez viszont nyilvdn nem
lehetséges.

Ezek utan azon esetekkel foglalkozunk, amelyeknél nem jutunk ellent-
mondéasra a fokszamok 6sszehasonlitasabol.

A specidlis tipusok és a specidlis parok definicigjabdl, illetve az 1.
Téblazatbdl ldthatjuk, hogy a (ILI), (ILIV) és a (II,V) esetekben

(3.34) ey +d) =l ().

Mivel f!(cy + d) minden gyoke valds, a 3.6. Lemmdabdl azt a kovetkeztetést
vonhatjuk le, hogy m < 6. Viszont ezen esetekben tudjuk azt is, hogy m 4+ 1 =
2n, ezért (m,n) csak az (5,3) péar lehet, mert n > 2. Azonban, ha m = 5 és
n = 3, akkor (3.34) nem teljesiilhet, mert a 1 (y) polinomnak van raciondlis
gyoke, mig az f4(y) polinomnak csak irraciondlis gyokei vannak.

A (IV,)D), (IV,IV), (IV,V), (V,I), (V,IV), (V,V) esetekben

(3.35) = faley+d) =i, (uy? +v) 2uy,

ahol ¢, d, u, v € Q és cu # 0. Ismét hasznélva a korabbi elvet és a 3.6. Lem-
mét kapjuk, hogy (m,n) csak (3,4) vagy (5,6) lehet. Ha (m,n) = (5,6), akkor
(3.35)-bdl kovetkezik, hogy

ac uy
(3.36) Efé(cy +d) = s (4(uy® +v) — 1) (12(uy® +v) = 7).
Ha ebbe az egyenldségbe behelyettesitiink y = 0-t, akkor kapjuk, hogy d = 5/2.

Tovabba, mivel (15 4 /105 + 241/7)/6 gyoke f4(y)-nak, (3.36)-bdl kovetkezik,
hogy ekkor

105 + 247 105 + 244/7
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Viszont (3.37) /7 irracionalitdsa miatt nem teljesiilhet. Ebbél pedig az
kovetkezik, hogy az (m,n) par nem lehet (5,6).
Ha az (LI), (ILIV) és (I,V) eseteket tekintjiik, akkor lathatjuk, hogy

(3.38) %fn(cy +d) +b = Sn(y).

Ebbél viszont egyszertien kovetkezik, hogy

(3.39) SIely = 1)+ d) = Sl (5~ 1) = Bu).

De ekkor csak m < 6 lehetséges a 3.5. Lemma miatt. Most n = m + 1-t
felhaszndlva arra kovetkeztethetiink, hogy az (m,n) pér csak (2, 3), ( 4), (4,5)
vagy (5,6) lehet. Tudjuk azonban, hogy 0, 1/2 és 1 gyokei a B3(y) és a B5( )
polinomoknak. Ezen kiviil nem nehéz ellenérizni, hogy az fi(y), fé(y) és f&(y)
polinomok mindegyikének csak egy raciondlis gyoke van. Eziltal (3. 39) bél
kovetkezik, hogy —c+d = d = —¢/2+d és igy ¢ = 0, ami nyilvén ellentmonddsra
vezet. Ennek kovetkeztében az (m,n) par nem lehet (3,4), (4,5) vagy (5,6).

Most az (IIT), (IV,II), (V,II), (VILII) eseteket vizsgdlva konnyen lathatd,
hogy ekkor

(3.40) — (Sm(z) = b) = ¢ (cx + d).

a

(3.40)-b6l egyszertien adédik, hogy

(3.41) Bu(z) =8, (x—1) = %gé/n(c(x —1)+d).

De a 3.5. Lemma&bdl ismét azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy m < 6, mert
¢! (x) minden gyoke valds. Felhasznélva, hogy ezen esetekben n = 2(m + 1)
azt kapjuk, hogy (m,n) csak (1,4), (2,6), (3,8), (4,10) vagy (5,12) valame-
lyike lehet. Konnyen ellendrizhetd, hogy a ¢g(x), ¢is(z) és ¢Yy(x) polinomok
egyikének sincs raciondlis gyoke. Ugyanakkor viszont Bag11(1/2) = 0 bérmely
k > O-ra. De ez azt is jelenti, hogy (3.41)-ben (m,n) nem lehet (3,8), (4,10)
vagy (5,12). Abban az esetben, ha m = 2 és n = 6, Osszehasonlitva a Ba(x)
polinom és a ¢i(c(x — 1) 4+ d) polinom gyokeit (3.41)-ben azt kapjuk, hogy
¢ = +41/21/3. De (3.41)-ben c racionalis, ezért (m,n) # (2,6).
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Mindezek utédn minden kimaradé esetben, azaz amikor (m,n) = (1,4), (2,3),
(3,4) megadunk egy konkrét egyenletet, amelyiknek van végtelen sok z, y egész
megoldasa.

(m,n) | EGYENLET MEGOLDASOK

(14) | Si(@)=3(%+1 | =25y >4

(2,3) | Sa(z) =1(¥) y=2r+2,2>1

(34) | Ss(z)=24(y)+1 |z = awT—1’ y = buts

Az eléz6 tdblazat utolsé sordban a, és b, az aldbbi rekurziéval definialt:
(ag,bo) = (21, 15), tovdbbd

(Qw+1,bwt1) = (Baw + 4by, 2a,, + 3by), w =0,1,. ...

A linedris eset vizsgdlata utdn tegyiik fel, hogy p = deg F'(z) > 3 prim, és a
(3.3) egyenletnek van végtelen sok y > n, x > 1 egész megoldasa. Vilagos, hogy
ekkor az

(3.42) Sm(z) = F(y)

egyenletnek szintén van végtelen sok egész megoldésa. Ekkor a 3.1. Tételbol
kovetkezik, hogy (m, F(x)) valamilyen speciélis tipus. Mivel deg F'(z) = p >
3 prim, ezért a specidlis tipusok definiciéja miatt (m, F(z)) csak akkor lehet
speciélis tipusi, ha m € {1,3,p — 1,2p — 1}.

Ha m =1, akkor az egyenlet, amit vizsgalni kell

(3.43) Sl(w)=1+2+~-~+x=<$;1):F<(fi>)

alaki. Ekkor a 2.8. Tételbdl tudjuk, hogy (3.43)-nak csak akkor lehet végtelen
sok egész megoldasa, ha n = 1, 2 vagy 4. A 2.2 fejezetben mind a hirom
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esetben adtunk meg olyan konkrét egyenleteket, amelyeknek végtelen sok egész
megoldasa van.

m = 3 esetén valéjdban F(z) = d§(x)q(x)?, ahol §(z), q(z) € Q[z] és
degd(z) = 1. Ekkor

wo (o)

Most a 3.8. Lemmdbdl tudjuk, hogy (3.44)-nek csak véges sok megoldédsa van,
eltekintve az n = 1, 2 és 4 esetektdl.

Az m = p — 1 eset csak akkor fordulhat el6, ha F(x) = S,,(q(z)), ahol ¢(z)
linedris, raciondlis egytlitthatés polinom. Viszont ekkor az egyenletiink:

o s ()

Nyilvan, abban az esetben, ha ¢(z) € Z[z], akkor z = ¢ ((Y)), y > n megolddsa
(3.45)-nek.

Az utolsd, azaz az m = 2p — 1 esetben F(z) = ¢, (d(x)), ahol §(x) linedris.
Az eddigiek alapjan

(oo 2)) = () - ()

Nyilvdnval4, hogy (3.46)-nak csak akkor lehet végtelen sok egész megolddsa, ha
a

(3.47) 45 ((z)) = (2z+1)°

egyenletnek is van végtelen sok egész megoldasa. Ez viszont a 3.8. Lemma miatt
csak akkor teljesiilhet, ha n =1, 2 vagy 4.
Konnyen lathatd, hogy a

(3.48) 4 (;y + i) = (2z +1)?
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egyenletnek van végtelen sok megolddsa. Ha n = 2, akkor legyen az egyenletiink

(3.49) 4<i@)+{f>@z+n2

alaki, aminek

bowi1 — 2 agwy1 +1
= = =0,1,...
4 b y 2 b w b b

egész megoldésai, ahol(ag, bo) = (3,8), (Gw+1;bwt+1) = (3aw + 4by, 24y + 3by).
Végiil, amikor n = 4, akkor barmely y > 4 egész szamra az

Y -3y
:C_

megoldasa a

(3.50) 4(6(Z>—+i> = 2z +1)?

egyenletnek.
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4.1 BEVEZETES

/////

(4.1) a(;)+kb<z), T>m,y>n

egyenletre vonatkozdéan, mely szerint (m,n) # (2,2), (2,4), (4,4) esetén a (4.1)
egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldasa van. A 2.1. Tételliink azonban
ineffektiv, azaz a bizonyitdsa nem szolgédltat semmilyen eljardst a megoldasok
meghatarozasara. Ebben a fejezetben bizonyos a, b, k, m, n paraméterértékek
esetén effektiv felsé korldtot adunk a (4.1) egyenlet x, y megolddsaira, sét néhany
konkrét esetben az 0sszes megoldast is meghatarozzuk.

Mint mér a 2. fejezetben emlitettiik, 1988-ban Kiss[32] bebizonyitotta, hogy
ha m egy adott paratlan prim, akkor az

w2 () =)

diofantikus egyenletnek csak véges sok x > m, y > 2 egész megolddsa van,
és ezek effektive meghatdrozhatéak. 1991-ben Brindza [14] dltaldnositotta Kiss
eredményét arra az esetre, amikor m > 3 tetszdleges, adott egész szam. A (4.1)
egyenletre vonatkozé eredményiink lényegében specidlis esetként tartalmazza
Kiss és Brindza emlitett effektiv végességi tételeit.

A fentinél dltaldnosabb probléma az

(4.3) a(i) + f(2) + g(z) = b(Z)
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egyenlet * > m, y > n megoldasaira vonatkozé effektiv fels6é korlat megadasa,
ahol a # 0, b # 0 egész szamok, m, n pozitiv egészek, f(x) egész értéki,
legfeljebb m — 1-ed fokt polinom és g(x) € Z[z]. A 4.1. Tételiinkben egy ilyen
felsd korlat létezését bizonyitjuk, feltéve, hogy m > 5, n € {2,4} és 1étezik olyan
p prim melyre

(4.4) mz=pz=

és (a,p)=1

teljesiil. Megjegyezziik, hogy amennyiben m elegendéen nagy |a|-hoz képest,
ilyen p prim mindig 1étezik.
A bizonyitas soran a problémat visszavezetjiik

X

(4.5) uQZA( )+B(f(a:)+g(x))+0

m
tipusi diofantikus egyenletekre, ahol A, B, C' adott egészek, x és u ismeretlen
egészek. A (4.5) egyenlet valdjaban egy specidlis hiperelliptikus egyenlet. Baker
[3] 1969-ben bebizonyitotta, hogy ha h(z) egy legaldbb harom egyszeres gyokkel
rendelkez0 egész egyiitthatds polinom, és d zérustol kiillonbozo egész szam, ugy
a

(4.6) h(z) = dy?
hiperelliptikus egyenlet valamennyi (x,%y) € Z? megolddsara
max{|z|, [y|} < C

teljesiil, ahol C; egy csak h-tol és d-t6l fliggd effektiv konstans. FEz elvileg
lehet6vé tette (4.6) tipusi egyenletek konkrét esetekben valé megoldésat. Baker
emlitett eredményét azdéta tobben dltaldnositottdk és javitottdk (lasd pl. [60]
6. és 8. fejezetét és az ottani megfelelé referencidkat). 1993-ban Pintér [40]
Baker fent emlitett eredményének felhasznalasdval megmutatta, hogy bizonyos
feltételek teljesiilése esetén (4.5)-nek csak véges sok, effektive meghatdrozhatd
egész megolddsa létezik. Tovdabbd, abban a specidlis esetben, amikor f(z) +
g(x) = k konstans polinom, Ping-Zhi [39] nyert Pintéréhez hasonlé &llitést.

A 4.1. Kovetkezményben a 4.1. Tételiinket specidlisabb (4.1) egyenletekre
alkalmazzuk. A 4.2. Kévetkezményben pedig effektiv fels§ korldtot adunk azon
x, y egészekre, amelyekre az

f(x) +g(x), (;L) (i)
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szamok valamilyen sorrendben szamtani sorozatot eredményeznek.

Mint a 2. fejezet bevezetdjében emlitettiikk, a = b = 1 és k = 0 esetén sok
numerikus eredmény sziiletett a (4.1) egyenletre vonatkozéan. Az m =3, n =2
esetben Avanesov [1], m = 2, n = 4 esetén de Weger [75] és téle fliggetleniil
Pintér [41], m = 3, n = 4 esetben de Weger [76], m = 6, n = 2 valamint m = 6,
n = 4 esetén Stroeker és de Weger [66], illetve t6liik fiiggetleniil Hajdu és Pintér
[29], m = 3, n = 6, illetve m = 2, n = 8 és m = 4, n = 8 esetekben pedig
Stroeker és de Weger [66] a (4.1) egyenlet Gsszes megolddsat meghatdroztak a
fenti feltételek esetén. A 4.2. Tételinkben a —10 < k£ < 0 és

(m,n) €{(2,3),(3,2),(3,4),(4,3),(2,6),(6,2),(4,6),(6,4)}

vélasztas mellett meghatdrozzuk a (4.1) egyenlet Gsszes x, y egész megolddsat
abban a specidlis esetben, amikor a = 2 és b = 1. A bizonyitds soran a fent
emlitett feltételek mellett a (4.1) egyenletet &ttranszformaljuk

(4.7 w? =vd +ro+s

alakt elliptikus egyenletekké, ahol r, s csak m, n és k értékeitdl fiiggd egészek,
u, v egész ismeretlenek. 1994-ben Gebel, Pethd és Zimmer [25], illetve télik
fiiggetleniil Stroeker és Tzanakis [65] hatékony algoritmust dolgoztak ki konkrét
elliptikus egyenletek egész megoldasainak a meghatarozasara. Ez az eljards
implementdldsra keriilt a SIMATH [63] matematikai programcsomagban. Ezt
a programcsomagot fogjuk felhasznalni a transzformalt elliptikus egyenleteink
megoldasara.
A 4.2. Kovetkezményt és a 4.2. Tételt a [44] cikkiikben publikaltuk.

4.2 EREDMENYEK

A fejezet elsé tétele a (4.3) egyenletre vonatkozd effektiv végességi eredmény.

4.1. Tétel Legyenek a # 0, b # 0, m > 5 egész szdmok, n € {2,4}, f(x) €
Q[z] egy egész értékd, legfeljebb m — 1-ed fokid polinom, és legyen g(x) € Zlx].
Tegyiik fel tovdbbd, hogy a egy olyan egész, amelyhez létezik egy p prim a (4.4)
tulajdonsdggal. Ekkor a (4.3) egyenlet x > m, y > n megolddsaira

max {|z], [y|} < Cy
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teljestil, ahol Cy egy effektive kiszdmithato konstans, mely csupdan a, b, m, f és
g-tol figg.

A kovetkez6 édllitasok egyszerlien adédnak a 4.1. Tételiinkbél.

4.1. Kovetkezmény Legyenek a, b, m, n egész szamok a 4.1. Tételben
meghatdrozott tulajdonsdgokkal, és legyen k egész. FEkkor a (4.1) egyenletnek
csak véges sok megolddsa van, és az dsszes megoldds effektive meghatdrozhato.

Eredménytink az m > 5, k = 0 specidlis esetben magaba foglalja Kiss [32] és
Brindza [14] emlitett végességi tételeit. Tovabba megjegyezziik, hogy legujab-
ban Stoll és Tichy [64] az n = 2 specidlis esetben hasonlé eredményre jutottak
a (4.1) egyenletre vonatkozoéan.

4.2. Kovetkezmény Legyen m > 5 egész szdm és n € {2,4}. Tovdbbd legyen
f(z) € Q[x] egy egész értékd, legfeljebb m — 1-ed fokd polinom, és legyen g(x) €
Z|x]. Ekkor létezik egy effektive kiszamithaté Cs konstans, ami csak m-tdl,
illetve az f(x) és a g(x) polinomoktdl figg, gy, hogy ha az x > m,y > n

egészekre az
f(x) +g(x), (2) <i>

szamok valamilyen sorrendben szamtani sorozatot alkotnak, akkor
(4.8) max{z,y} < Cs.

A 4.2. Kovetkezményt arra a specidlis esetre alkalmazva, amikor f(z) = (i),
ahol 1 < k < m —1 és g(x) = 0, azt kapjuk, hogy amennyiben m > 5,n €
{2,4} ¢saz (7). (3). (Y) binomialis egyiitthatok valamilyen sorrendben szémtani
sorozatot alkotnak, akkor (4.8) teljesiil egy olyan effektive meghatdrozhat6é Cs
konstanssal, ami csak m értékétol fiigg.

Megjegyezzik, hogy m = n = 2 esetén a 4.2. Kovetkezmény nem lesz igaz.

Ebben az esetben ugyanis a 0, (”2”), (g) szamtani sorozat a

(4.9) 2020 -1 —(2y—17°=1

Pell-egyenletre vezet, aminek van végtelen sok x,y > 2 egész megoldasa. Nem
tudjuk viszont, hogy vajon a 4.1. Tétel igaz-e m = 3, illetve m = 4 esetén.

A kovetkezd tételben azon specidlis szamtani sorozatokkal foglalkozunk,
amelyeknek hiarom egymaést kovetd tagja: egy k konstans és két (:1), (Z) bi-
nomialis egyiitthaté ebben a sorrendben. Mint mar emlitettiik, ez a probléma
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(4.10) 2(2) = (Z) +k

egyenlet vizsgdlatdra vezet. Az aldbbi 4.2. Tételiinkben a (4.10) egyenlet Gsszes
megoldasat megadjuk abban az esetben, amikor

(4.11) (m,n) vagy (n,m) € {(2,3),(2,6),(3,4), (4,6)}
(4.12) 0< k< 10.

Mint fentebb emlitettiik, a (4.11) feltétel mellett a (4.10) egyenletet ellip-
tikus egyenletté lehet transzformalni. A kdvetkezd tdblazatban a tekintett m,
n értékek mellett lathatjuk a (4.10) egyenletiinket, a transzformdlt elliptikus
egyenleteket és a megfelel¢ transzformacidkat.
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egyenlet transzformaélt elliptikus egyenlet | transzformacio
(413) | 2(5) =% +k | u?=03—-36v+324(4k+1) u = 36z — 18,
v =06y —6
(414) | 2(5) = (3 +k u? = v3 — 36v — 81(8k — 1) u=18y -9,
v =6x—6
(415) | 2(5) = (4 +k u? =03 — 64v — 64(24k + 1) u=2(2y —3)? — 10,
v=28x—8
(16) | 2(3) =% +k | u?=0>—64v+256(12k+1) u = 4(2z — 3)% — 20,
v=8y—8
@1ny | 2(5) = (%) +k u? = v3 — 3024000+ u = 64800z — 32400 ,
4320000(972k + 235) v=45(2y — 5)% — 525
(4.18) | 2(5) =(4) +k u? = v3 — 302400v— u = 32400y — 16200,
1080000(1944k — 211) v =45(2z — 5)2 — 525
(419) | 2(3) =) +k u? = v3 — 336000+ u = 9002z — 3)2—
160000(972k + 73) — 4500,
v=15(2y — 5) — 175
(4.20) | 2(5) = (4 +k u? = v3 — 33600v— u = 450(2y — 3)%—
40000(1944k — 49) — 2250,
v=15(2z — 5)2 — 175

esetén a (4.1) egyenletiinkre is kiterjeszthetd, amennyiben m, n-re (4.11) tel-

4.1 Tablazat

Az aldbbi tételiink a (4.13)-(4.20) egyenletek Gsszes megolddsat szolgéltatja
0 < k < 10 mellett. Megjegyezziik, hogy mddszeriinkkel ezen egyenletek 10-
nél nagyobb k-kra is megoldhaték. Sét, eredményiink "kis” a és b egyiitthatdk

jesiil. Valdjaban pusztan szamitégépes kapacitastol fiigg, hogy mekkora a, b és k
értékek mellett lehet még kiszamolni a fellép6 elliptikus egyenletek megoldasara

szolgdlé algoritmusban felhaszndlt paramétereket, s ezdltal megoldani a (4.1)

egyenletet.
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4.2. Tétel Legyenek m, n és k egész szdmok a (4.11) és a (4.12) tulajdonsdggal.
Ekkor a 4.1 Tdbldzatban szerepld nyolc egyenlet minden (z,y) € N2,z > m,y >
n, megolddsdt megadjuk a 4.2 — 4.9 Tdbldzatokban.

Az aldbbi tédbldzatokban csak azokat a k értékeket tiintetjiik fel, melyekre a
megfelel6 egyenletnek van megoldasa.

[(4.13) | 2(3) = (5) +k
k (z,9)
0 (85,36), (5,6), (8,8), (1190,205)
1 (2,3), (970,179)
2| (158,54), (167,56), (25482929,157357), (4,5), (37,21), (3,4), (1234,210)
5 (3.3)
6 (743,150), (758,152), (2530912508,3374701), (61,29), (10,9)
7 (7.7), (5209,547), (22,15)
8 (4,4)
10 (195,62), (71,32), (5,5), (6,6), (360311,9202), (5866,592)

4.2 Téablazat

[(414) ] 25) =) +k
k (z,v)
1 (3.2)
2 (20,68), (4,4)
4 (6,9), (7,12), (590,11672)
5 (4,3), (90,686), (5,6), (12,30), (11,26), (166,1731)
7 (4,2), (15,43), (8,15)
9 (10,22)
10 (5,5)

4.3 Téablazat
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4.3 SEGEDEREDMENYEK

A 4.1. Tétel bizonyitdsdhoz az alabbi eredményeket fogjuk felhasznalni:

4.1. Lemma Bdrmely m > 5 egész szdmhoz létezik olyan p prim, amelyre

m>p> m+3
2
Bizonyitas. Mint dltaldban, jelolje 7(z) az z-nél nem nagyobb primek szdmat.
Ekkor Rosser és Schoenfeld [48] egy tétele kovetkeztében

3
5109;:5 < 7(2x) — 7(x), ha x > 20.5.
Ebbdl kovetkezik, hogy az allitasunk igaz abban az esetben, ha 20.5 < %"’3 Ha
pedig mT% < 20.5, kozvetlen szamitassal lehet ellen6rizni, hogy a 4.1. Lemma
allitasa akkor is helyes. O

A kovetkezd lemma Pintér [40] egy eredményének a médositott verzidja.
4.2. Lemma Legyen m > 5 egész szim, f(x) € Q[z] egy legfeljebb m — 1-ed

foki egész értéki polinom és g(x) € Zlx| tetszdleges egész egyiutthatdji polinom.
Legyen tovdbbd a olyan egész szam, amelyhez létezik eqy p prim az

3
mt és  (a,p)=1

m>p>
Zp= B

tulajdonsdggal. Ekkor az

P =a( ) + flo) + o)

polinomnak létezik legaldbb hdrom egyszeres gyoke.

Bizonyitas. Az allitds igazolasahoz Pintér gondolatmenetét kovetjiik aprobb
médositassal. Legyen fi(z) =x(z—1)---(x—i+1),i=1,...,més fo(z) =1.
Mivel f(x) egész értékii polinom, ezért fel lehet frni

f@)=ana (7 ) +eta(])
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alakban (l4sd [43]), ahol 8z a1, ..., a1, ao egyiitthatok egész szamok. Igy
m!F(z) = afp(x)+.. . +aym(m—1)--- (p+1) fp(x)+...+mlag+m!g(z) € Z[z].

Tetszbleges S(z) € Z[z] polinom esetén jeldlje (S(x)), az S(z) polinom Z,[z]-
beli képét a Z — Z, kanonikus homomorfizmusra vonatkozéan. Ezen jelolést
felhaszndlva kapjuk, hogy létezik egy h(x) € Z[x] m — p-ed fokd polinom gy,

hogy

(m!F(z))p = (fp(x))p(h(2))p.
Mivel az (f,(x)), minden gytke egyszeres, ezért az (m!F(z)), polinomnak, és
ezéltal az m!F'(z) polinomnak is van legaldbb p— (m—p) = 2p—m > 3 egyszeres
gyoke. O

A kovetkezd lemma Baker [3] emlitett hires eredménye hiperelliptikus egyen-
letekre vonatkozdan.

4.3. Lemma Legyen h(z) € Z[z] egy legaldbb hdrom egyszeres gyokkel rendelkezd
egész egyutthatos polinom, d pedig eqy zérustol kilonbozo egész. Ekkor a

h(x) = dy?
egyenlet minden x, y egész megolddsdra
max{| z |,y [} < C

teljestil, ahol C1 eqy csak a d-tél és h-tdl fiiggd és effektive kiszdmithato konstans.

4.4 BIZONYITASOK

A 4.1. Tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a tétel feltételei.
Koénnyen megmutathatd, hogy n € {2,4} esetén a (4.3) egyenlet az aldbbi egyen-
letek valamelyikére vezet:

(4.21) 8a (2) +8(f(x) +g(x)) +b=0b2y — 1),

(4.22) 24a (:@) +24(f(z) + g(x)) + b= b(y* — 3y + 1)°.

Kiilon-kiilon alkalmazva a 4.2. Lemmat és a 4.3. Lemmat erre a két egyenletre,
rogton kapjuk a tételtink allitasat. O
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A 4.1. Kovetkezmény bizonyitasa. A kovetkezmény éllitdsa egysze-
rilen adédik, alkalmazva a 4.1. Tételt arra az esetre, amikor f(x) + g(z) = k
konstans polinom. O

A 4.2. Kovetkezmény bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy az x > m,y >
n egész szamokra, ahol m > 5 és n € {2,4}, az

)+t (). (1)

szamok valamilyen sorrendben szamtani sorozatot alkotnak. Konnyen
ellendrizhets, hogy ekkor (z,y) megolddsa lesz valamelyik egyenletnek az
aldbbiak koziil:

(4.23) () - (e + ot = ().

(4.29 (2)+ @+ gy =2("),

(4.25) ~(2) +20@+atan = ().

A 4.1. Lemmabdl kbvetkezik, hogy létezik olyan p prim, amire
mz>p2= mTJrS

Mivel ekkor p > 5 és a (4.23) - (4.25) egyenletekben () egyiitthatéja +£1 vagy
2, ezért alkalmazhatjuk rdjuk 4.1. Tételt, és az allitas kovetkezik. O

A 4.2, Tétel bizonyitdsdhoz sziikséglink lesz néhany tovabbi jelolés
bevezetésére. Legyen E egy, az
(4.26) E:y?=2°+ax+b=px) (a,b€Z)

alakban megadott elliptikus gorbe. Mordell [37] egy nevezetes eredményébdl
tudjuk, hogy az FE elliptikus gorbén taldlhaté racionalis pontok egy végesen
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generalt csoportot alkotnak, melyet Mordell-Weil csoportnak is neveziink.
Jeloljiik ezt a csoportot E(Q)-val. Legyen r az E(Q) csoport torziémentes
rangja, 7 az FE-n 1év6 torzidépontok, azaz véges rendii pontok szdma. A gérbén
1év6 barmely P pont esetén iL(P) jelolje P kanonikus magassagat. Tudjuk, hogy
ekkor h egy pozitiv definit kvadratikus forma; legyen \ ezen kvadratikus forma
legkisebb sajatértéke. Legyen tovabba Ay az E gorbe diszkriminansa. Ekkor

Ao = 4a® + 27b2.

Jelolje Py,..., P. € E(Q) az F elliptikus gorbe Mordell-Weil csoportjanak egy
bézisat, és legyen u; a P;, ¢ = 1,...,r pontok elliptikus logaritmusa. Végil
legyen u; = gu/wi, ahol w; az FE valés periddusa. Az elliptikus egyenletek
elméletébdl tudjuk, hogy barmely P € E(Q) raciondlis pont egyértelmiien irhatd
fel

P:Zni-Pi"_PrJrl n; €7

i=1

alakban, ahol P,y egy torziépont. Legyen

N = max {|n;|}.

1<i<r

A kovetkezb eredmény, mely Pethd, Zimmer, Gebel és Herrmann [38]
eredménye, egy fels6 korlatot ad az N értékre abban az esetben, amikor a P
pont egy egész koordindtaju pontja az E(Q) csoportnak.

4.4. Lemma Legyen E a (4.26) dltal definidlt elliptikus gorbe. Tegyiik fel, hogy
a P = (z,y) € E(Q) egész koordindtdji pont az aldbbi mdédon reprezentdlt, ahol
P, egy torzidpontot jelol:

P:ZniPi+PT+1.
1=1

Ekkor N = max {|ni|}-re teljesiil, hogy

N < No = /(k1/2 + k)],

ahol ) )
ky = 1ogmax{| 2 |3, | 4b |§},
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ki =5x 1064k’3 log (k‘g (k}3 + log k‘4)),

32 1 *

k33\/|A0|<8+21Og|A0 |) s
4 2 &

ks =10 max{16a ,2564/] Ag | }

Tovdbba
I
| Zniui + nry1 |< ks exp {—)\N2 + k‘g} ,

i=1
ahol Nypy1 € Z, k5 = 27‘/ (3(,«)1).

Megjegyezziik, hogy a fenti Ny fels6 korlat dltaldban tul nagy ahhoz, hogy akar
szamitogép segitségével is meghatdrozhassuk pusztan az Ny felhasznalasaval
az Osszes egész pontot egy konkrét elliptikus gorbén. Eppen ezért rendszerint
valamilyen redukcids eljarasra van sziikség. Jelen esetben az N-re vonatkozo
korlat redukédldsira az aldbbi, de Wegertdl [74] szdrmazé Lemmét hasznaljuk.

4.5. Lemma Legyen ©1, ©2 € R\ {0}, z1, z2 € Z és
A =2101 + 2209,
X = max{|z1], |z2|}.
Tegyiik fel, hogy valamilyen c, d pozitiv szdmokkal
IA] < cexp{~6X},

X < Xo
teljesil. Legyen © = —8—;, az ag, a1, Gz, ...szimok pedig jeloljék a © szdm
lanctortjegyeit. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
log(v5Xo + 1)

log %

t=—1+

A= .
Orgggt{akﬂ}

FEkkor minden X1 wvalds szamra, ha X > X1, akkor

1. c¢(A+2) 1
X<l 2t e x
=58 g, 58



44 BIZONYITASOK 79

A 4.2. Tétel bizonyitdsa. A 4.2. Tétel bizonyitasat csak a 2(5) = (¥)

egyenlet esetén részletezziik. A t6bbi egyenletet hasonléan lehet megoldani. A
4.1 Téablazatbdl kiolvasva kapjuk, hogy valdjaban ekkor az

E = {(u,v) | v* = v* — 36v + 81} U{O}.

elliptikus egyenletet kell vizsgdlnunk. Az E(Q) csoport paramétereit a SIMATH
[63] matematikai programcsomaggal szdmoltuk ki. Az E(Q) csoport rangja
r = 1, a diszkrimindns Ay = —9477. FE(Q)-nak két torziépontja van: O és
Py = (3,0). Tgy 7 =2,

Py =(6,9), h(P1)=0.1801176633...
Az egyetlen pozitiv sajatértéke h-nek:
A =0.1801176633.. ..

A valés periddus:
wy = 1.6179172250. ..

A Py pont elliptikus logaritmusa u; = 0.2793301565 ... . Ezek felhasznalasaval

ko < 2.14, ks < 2.6 x 107, ky < 2.37 x 10*2
és igy
k1 < 4.44 x 107,
Alkalmazva a 4.4. Lemmat azt kapjuk, hogy

N < 1.1 x 10%7.

Ezek utdn hasznaljuk a 4.5. Lemmaéban szereplo redukcios eljarast a felsé korlat
csOkkentésére. Az els6 redukcio utan 1j felsé korlatként N < 80-t kapunk. A
kovetkezd utdn N < 45-hoz jutunk. A harmadik redukcié pedig mar nem ad tj
korlatot. Ennek kovetkeztében meg kell vizsgdlnunk az Gsszes

P=n1P,+noPs, |n1| <45, ny € {0, 1}

pontrél, hogy rajta van-e a gorbénken. Ezt elvégezve azt kapjuk, hogy az F
gorbén az Osszes egész koordinataju pont:

(v, £u) = (3,0),(6,9),(0,9),(4,1),(—6,9), (15,54), (28, 145).

Ebbél, illetve a 4.1 Tébldzatbdl viszont az kovetkezik, hogy a 2(5) = (}) egyen-
letnek nincs x > 3,y > 2 egész megoldasa. O



5 OSSZEFOGLALO

Disszertacionk szamos 1j ineffektiv, effektiv és numerikus eredményt tartal-
maz binomidlis egyiitthatokkal, illetve hatvanyosszegekkel kapcsolatos dio-
fantikus egyenletekre vonatkozéan. Amint azt az egyes fejezetekben részle-
tesen kifejtettiik, eredményeink a korabbi, idevdgd eredmények messzemend
altalanositdsai és egyben lényeges pontositasai, finomitdsai.

Ertekezésiinkben elszor altaldnos ineffektiv allitast bizonyitunk az

()

alakui egyenletek x > m, y > n egész megoldéasaira vonatkozéan, ahol m, n
adott pozitiv egész szdmok, F(z) pedig egy linedris, vagy primfokszdmu egész
egyltthatos polinom. Az 2.1., 2.7. és 2.8. Tételeinkben jellemzziik minda-
zon b, m, n egészeket és F(x) € Z[z] linedris, mdsodfokd, illetve paratlan
primfokszdmu polinomokat, melyekre az (5.1) egyenletnek csak véges sok z,
y egész megoldasa van.

A harom tétel bizonyitdsa eltéré modszereken alapul.

A linedris eset valdjaban egyszerli kovetkezménye a 2.2. Tételiinknek, amely-
ben meghatdrozzuk mindazon m, n pozitiv egészeket és X # 0, | raciondlis
paramétereket, amelyek mellett az

(65.2) Flzyy)=z(xz—-1)---(c—-—m+1)—-Iyly—-1)---@y—n+1)—-1=0

egyenlet csak véges sok x, y egész, illetve racionalis megoldassal rendelkezik.
Ezen eredmény bizonyitdsiban Beukers, Shorey és Tijdeman [5] egy algebrai-
geometriai mddszerét kombindljuk tobbek kozott Siegel [61] és Faltings [22]
nevezetes végességi tételeivel.

A primfokszamu esetekben (2.7. és 2.8. Tételek) Kulkarni és Sury [33], Ping-
Zhi [39], Brindza [12] és Siegel [61] végességi eredményeit alkalmazzuk, szdmos
mas technikai lemmaéval egytitt.

Az 3.1. Tételben jellemezziik az Osszes olyan (m, g(y)) part, amelyek mellett
az

(5.3) Sm(x) =17 42"+ + 2™ = g(y)

egyenletnek lehet végtelen sok megolddsa, ahol m pozitiv egész, g(y) € Q[y]
pedig egy legalabb harmadfoku polinom. Igy specidlis esetekben, rogzitett m és
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g(y) mellett, csak azt kell megvizsgdlni, hogy a g(y) polinom lehet-e a tételben
felsorolt alak.

Amennyiben specidlisan g(y) = F ((Z)) alakt, ahol F raciondlis egylitthatds
polinom és n > 1 adott egész szam, ugy a 3.1. Tételiinkbol egy pontosabb
(3.2. Tétel) allitast is levezetiink.

Ezen két tétel bizonyitdsdban az S,,(x) polinom tulajdonsdgaira vonatkozd
szdmos lemma mellett, felhasznaljuk Bilu és Tichy [9] altaldnos ineffektiv
végességi eredményét az f(x) = g(y) alakd egyenletekre vonatkozdan.

Disszertacionk végén a 4.1 Kovetkezményben bizonyos feltételek mellett
a 2.1. Tétel egy effektiv valtozatdt bizonyitjuk. Linearis F'(x) polinom
esetén megadunk egy konkrétan kiszdmithaté felsé korldtot az (5.1) egyenlet
megolddsaira. Eredményiinket kiterjesztjiik (4.1. Tétel) az dltaldnosabb

a(:l) + f(z) + g(z) = b(Z)

egyenletre is, ahol g(z) € Z[z] és f(x) € Q[z] egész értékii, legfeljebb m — 1-ed
foku polinom. Ezen eredmény egy alkalmazasaként effektiv fels6 korlatot adunk
(4.2. Kovetkezmény) mindazon z > m, y > n egészekre, amelyekre az

)+ (1) (2)

szamok valamilyen sorrendben szdmtani sorozatot alkotnak. A bizonyitds sordn
a vizsgélt egyenleteket hiperelliptikus egyenletekre vezetjiik vissza, majd pedig
Baker [3] hiperelliptikus egyenletekre vonatkozé nevezetes effektiv tételét alkal-
mazzuk.

Végil a

2)-()

egyenlet Osszes megolddsat meghatarozzuk (4.2. Tétel) abban az esetben, amikor
(m,n) vagy (n,m) € {(2,3),(2,6),(3,4),(4,6)} és 0 < k < 10. Az (5.4)
alaku egyenleteket elliptikus egyenletekre redukaljuk, s azutan a Gebel, Petho
és Zimmer [25] mdédszerén alapulé SIMATH programcsomagot hasznéljuk a
megoldasok megkeresésére.

A 4.1. és 4.2. Tételeink egy sor korabbi eredmény jelentés mértéki
altalanositasai, kiterjesztései, illetve pontositasai.



6 SUMMARY

The investigation of integer and rational solutions of polynomial equations in
two unknowns plays an important role in the theory of diophantine equations.
Many important results have been obtained on the finiteness of the number of
solutions. Runge, Thue, Mordell, Siegel and others established finiteness results
for some wide classes of equations. Finally, in 1929 Siegel [61] showed in full
generality that if F(x,y) is an absolute irreducible polynomial with rational
coefficients then the equation

(6.1) F(z,y)=0

has only finitely many integer solutions z, y, provided that the genus g of the
algebraic curve defined by (6.1) is positive. In 1983 Faltings [22] proved that if
g > 1 then even the number of rational solutions is finite.

The famous theorems of Siegel and Faltings are ineffective, that is they do
not furnish any algorithms for finding the solutions. Further, we remark that it
is not easy at all to apply these results to special equations, because in general
it is difficult to decide the reducibility or compute the genus.

There is a similar situation in case of equations of the shape

(6.2) f(@) = g(y),

where f and g are polynomials with rational coefficients. The equations of this
kind are especially important and interesting in those cases when f(z) or g(x)
is of the form z(z — 1)+ (z — (m — 1)), (}), 2¥ or 1' + 2! + - 4+ 2!, where
m, n, k, | are given positive integers. There are several results concerning the
number of solutions of these classes of equations. Extending some earlier works
of Davenport, Lewis and Schinzel [20], Schinzel [58] and Fried [23], [24], Bilu and
Tichy [9] have recently published a general finiteness criterion for (6.2). More
precisely, they characterized those polynomials f and g for which equation (6.2)
has only finitely many integer solutions z, y. Their theorem is ineffective and
contains very complicated conditions. Hence, it is in general a hard problem to
apply this criterion to the above mentioned classes of equations.

Our dissertation consists of four chapters. In Chapters 2 and 3 we give
general ineffective finiteness results for some important classes of equation of
the form (6.2). Our theorems are considerable generalizations and refinements



83

of the earlier relevant results. In Chapter 4 we prove some effective versions
of certain results of Chapter 2 and we resolve some concrete equations under
consideration.

We remark that the results of the present thesis have been published in our
papers [44], [45], [46] and [47].

Now we summarize chapter by chapter the most important results of our
dissertation.

II

In Chapter 2 we investigate the number of integer and rational solutions z,
y of equations of the form

6.3)  w@-1--@-Mm-1D)=y-1---(n-1)+]

where m,n € N with m <n and A\, [l € Q with A #£ 0.

In case | = 0 equation (6.3) was studied by several authors, including
Saradha, Shorey [50]-[52] and Saradha, Shorey, Tijdeman [53]-[56]. For a sur-
vey of recent results on (6.3) we refer to [59]. Using an algebraic-geometrical
approach, Beukers, Shorey and Tijdeman [5] gave all the values of parameters
A, m, n for which (6.3) has only finitely many integer or rational solutions z, y,
respectively.

One of the main results of Chapter 2 is Theorem 2.2 which is a generalization
of this result of Beukers, Shorey and Tijdeman for arbitrary rational number [.
In the proof first we characterize (cf. Theorems 2.4 to 2.6) those polynomials

Fle,y)=z(@-1)--(z-(m-1))-Myy-1)-(y—(r-1) -1

which are irreducible over C and for which the curves F(x,y) = 0 have genus
0 or 1. Then the theorems of Siegel [61] and Faltings [22] imply the finiteness
of the number of integer and rational solutions, respectively. Further, when
F(z,y) is reducible, we describe those cases when F(z,y) = 0 has infinitely
many solutions.

An important special case of (6.3) is the combinatorial diophantine equation

(6.4) a<x>—|—k’=b<y> in integer © > m,y > n,
m n

where a, b are non-zero integers, and k, m, n are integers with 1 <m < n.

In the trivial case m = n, a = b and k = 0, equation (6.4) has obviously
infinitely many solutions. In 1988, Kiss [32] showed that if m is a given odd
prime, then the equation
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(-0

has only finitely many integer solutions x > m, y > 2 which can be effectively
determined. In 1991, this was generalized by Brindza [14] to the case when
m > 3 is an arbitrary but fixed integer.

As an application of our Theorem 2.2 we establish a general finiteness result
(cf. Theorem 2.1) for equation (6.4) which includes, in an ineffective form, the
above-quoted results of [32] and [14].

In the second part of Chapter 2 we extend our result concerning equation
(6.4) to the more general equation

()

where the polynomial F(z) € Z[z] is not linear like in (6.4), the degree of F is a
prime number. In Theorem 2.7 and Theorem 2.8 we describe all the pairs (m,n)
and polynomials F' for which (6.6) may have infinitely many integer solutions
x > m, y > n. Further, we give for each of these pairs (m,n) an equation of the
form (6.6) which has infinitely many solutions.

Using the above-mentioned general ineffective result of Bilu and Tichy [9],
Kulkarni and Sury [33] have recently obtained a finiteness result concerning
equations of the form z(x 4+ 1) - (x + (m — 1)) = g(y), where g(y) € Q[y] is of
degree > 2. In the proof of Theorem 2.7 and 2.8 we combine among other things
this theorem of [33] with some finiteness theorems of Ping-Zhi [39], Brindza [12]
and Siegel [61].

II1
In Chapter 3 we study the diophantine equation
(6.7) Sm(z) =¢(y) in positive integers x,y,
where g(y) is a polynomial with rational coefficients, m is a positive integer and
S () =1 4+ 2™ 4o 2™,

In 1956, Schéffer [57] established an ineffective finiteness theorem for the num-
ber of solutions of (6.7) in the special case when g(y) = y". An effective version
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of this result was proved by Gy6ry, Tijdeman and Voorhoeve [28] who investi-
gated Schéffer’s equation in the more general case when the exponent n is also
unknown. Later, several generalizations, extensions and related results have
been obtained, see e.g. [13],[15], [17], [21], [31], [42], [70]-[73] and the references
given there. Recently, Jacobson, Pintér and Walsh [30] and Bennett, Gyéry and
Pintér [4] resolved Schéffer’s equation for n = 2, m even with m < 58, and for
arbitrary n and m < 11, respectively. For a survey of these results we refer to
[27].

A related result concerning equation (6.7) was obtained in 2000 by Bilu,
Brindza, Kirschenhoffer, Pintér and Tichy [7] who proved that if g(y) = y(y —
1)---(y — (n — 1)) then (6.7) has only finitely many integer solutions z, y,
provided that m > 1, n > 2 and (m,n) # (1,2).

In our Theorem 3.1 we characterize those integers m and polynomials g(y) €
QJy] for which (6.7) may have infinitely many integer solutions x, y. Further, we
give for each type of these pairs (m, ¢(y)) an equation of the form (6.7) which
has infinitely many solutions. We remark that Theorem 3.1 is in fact a common
generalization of the above-mentioned results of Schéffer [57] and Bilu, Brindza,
Kirschenhoffer, Pintér and Tichy [7].

In our Theorem 3.2 we give an application of Theorem 3.1, characterizing
those positive integers m and polynomials F'(z) with integer coefficients and
with degree one or odd prime for which equation

Sm(z)=F <<y>) in integers x > 1,y > n,
n

has only finitely many integer solutions.

Our Theorems 3.1 and 3.2 are ineffective because their proofs depend ulti-
mately on the ineffective finiteness criterion of Bilu and Tichy [9] on diophantine
equations of the form f(z) = g(y).

v

In Chapter 4 we study the equation

(6.8) a(;) + f(z) + gla) = b(Z)

where a, b are non-zero integers, m,n are given positive integers, f(z) € Qlx]
is an integer-valued polynomial with deg f(z) < m — 1, and g(x) € Z[z]. Our
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Theorem 4.1 is an effective finiteness result concerning equation (6.8) in the case
when n € {2,4} and there exists a prime number p satisfying

(6.9) m>p> 3

>p> 5 and (a,p) = 1.

We note that if m is sufficiently large compared with |a| then the condition
(6.9) is always satisfied. The proof of this theorem is based upon some technical
lemmas and the Baker’s method.

As an application we prove (cf. Corollary 4.1) that if n € {2,4} and (6.9)
hold then, for given integer k, the equation (6.4) has only finitely many solu-
tions, and all these can be effectively determined. In the special situation under
consideration, this makes effective on Theorem 2.1. Further, our result includes
as special cases the effective results of Kiss [32] and Brindza [14] mentioned
above.

As another application of our Theorem 4.1, we give (cf. Corollary 4.2) an
effective upper bound for those integers x > m, y > n for which the numbers

sy +ata (2) (1), e gy,

form in some order an arithmetic progression.

There are several numerical results concerning the equation (6.4) when a =
b=1and k = 0. For (m,n) = (3,2) Avanesov [1], for (m,n) = (2,4) de
Weger [75] and independently Pintér [41], for (m,n) = (3,4) de Weger [76], for
(m,n) = (6,2) and (m,n) = (6,4) Stroeker and de Weger [66] and independently
Hajdu and Pintér [29], for (m,n) = (3,6),(m,n) = (2,8) and (m,n) = (4,8)
Stroeker and de Weger [66] determined all the integer solutions of the equation
(6.4) under the above conditions. In our last Theorem 4.2 we give all integer
solutions z, y of equation (6.4) in those special cases when a = 2, b = 1,
—10 <k <0 and

(m,n) €{(2,3),(3,2),(3,4),(4,3),(2,6),(6,2),(4,6),(6,4)} .

For each pair (m,n) in question we transform the corresponding equation to an
elliptic equation of the form

(6.10) u? =v® +rv+s in integers u, v,

where r, s are given integers depending on n,m and k. In 1994 Gebel, Petho
and Zimmer [25], and independently Stroeker and Tzanakis [65] worked out
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an efficient algorithm for finding all solutions of elliptic equations. This algo-
rithm was implemented in the program package SIMATH [63]. We used this
program package to solve our transformed elliptic equations (6.10), and hence
our equations of the form (6.4), too.
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