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Köszönetnyilváńıtás
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4.2 Eredmények . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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1 BEVEZETÉS

A diofantikus egyenletek elméletében központi helyet foglalnak el a kétis-
meretlenes polinomiális egyenletek, azok egész és racionális megoldásainak a
vizsgálata. A megoldásszám végességével kapcsolatban számos fontos eredmény
született, Runge, Thue, Mordell, Siegel és mások végességi eredményeket
nyertek egyenletek egy-egy széles osztályára. Végül 1929-ben Siegel [61]
általánosságban megmutatta, hogy ha F (x, y) egy racionális együtthatós, ab-
szolut irreducibilis polinom, úgy az

F (x, y) = 0

egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása van, feltéve hogy az egyenlet
által definiált algebrai görbe g génuszára g > 0 teljesül. 1983-ban Faltings [22]
azt is bebizonýıtotta, hogy g > 1 esetén még a racionális megoldások száma is
véges.

Siegel és Faltings nevezetes tételei ineffekt́ıvek, azaz a bizonýıtásaik nem
szolgáltatnak semmilyen eljárást a megoldások megkeresésére. Megjegyezzük
továbbá, hogy ezen általános tételeknek egy-egy egyenletosztályra való alkal-
mazása gyakran sikertelen marad, mivel a reducibilitás eldöntése és a génusz
megállaṕıtása esetenként komoly nehézségekbe ütközik. Ez a helyzet az

(1.1) f(x) = g(y)

alakú egyenleteknél, ahol f és g racionális együtthatós polinomok. Az ilyen
t́ıpusú egyenletek különösen fontosak és érdekesek azokban a speciális esetekben,
amikor f és g közül legalább az egyik mint z polinomja z(z−1) · · · (z−(m−1)),(

z
n

)
, zk vagy 1l + 2l + · · ·+ zl alakú, ahol m, n, k, l adott pozit́ıv egész számok.

Ezen egyenletosztályok megoldásszámával igen sokan foglalkoztak. Ujabban
Bilu és Tichy [9] teljes általánosságban jellemezték azon f , g polinompárokat,
melyekre (1.1)-nek véges sok egész megoldása van. Tételük azonban ineffekt́ıv.
Továbbá olyan komplikált feltételeket tartalmaz, hogy az emĺıtett egyenletosz-
tályokra való alkalmazása jórészt mindmáig eredménytelennek bizonyult.

Disszertációnk további három fejezetből áll. A 2. és a 3. fejezetben (1.1)
t́ıpusú egyenletek egy-egy fontos, sokat vizsgált osztályára nyerünk általános
ineffekt́ıv végességi eredményeket. Tételeink a korábbi, idevágó eredmények
messzemenő általánośıtásai és egyben lényeges pontośıtásai, finomı́tásai. A 4.
fejezetben a 2. fejezet bizonyos eredményeinek effekt́ıv változatát adjuk, sőt a
tekintett egyenleteket egy sor konkrét esetben teljesen megoldjuk.
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Az alábbiakban röviden vázoljuk az egyes fejezetek legfontosabb eredménye-
it.

II

A 2. fejezetben az

(1.2) x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l

t́ıpusú egyenletek megoldásszámával foglalkozunk, ahol m, n ≥ 1 adott pozit́ıv
egészek, λ(6= 0) és l pedig rögźıtett racionális számok. Az l = 0 speciális esetben
számos szerző, köztük Saradha, Shorey és Tijdeman [50]-[56] nyertek végességi
eredményeket az (1.2) alakú egyenletekre vonatkozóan. [5]-ben Beukers, Shorey
és Tijdeman léırták mindazon m, n és λ számhármasokat, amelyek mellett l = 0
esetén (1.2)-nek végtelen sok racionális, illetve egész megoldása lehet.

Disszertációnk második fejezetének egyik fő eredménye az 2.2. Tétel,
mely az emĺıtett [5]-beli eredmények általánośıtása tetszőleges l esetére.
Következményként (2.1. Tétel) jellemezzük mindazon a, b, k, m és n egészeket,
melyekre a sokat vizsgált

(1.3) a

(
x

m

)
+ k = b

(
y

n

)

egyenletnek végtelen sok x ≥ m, y ≥ n egész megoldása lehet.
A fejezet második felében az (1.3) egyenletre vonatkozó eredményünket kiter-

jesztjük az általánosabb

(1.4) F

((
x

m

))
= b

(
y

n

)

egyenletekre, ahol F nem szükségképpen lineáris (mint (1.3)-ban), hanem pŕım-
fokszámú egész együtthatós polinom (2.7. és 2.8. Tétel).

Az (1.3) és (1.4) alakú egyenletekre vonatkozó tételeink jelentős mértékű
ineffekt́ıv általánośıtásai számos korábbi, ilyen irányú eredménynek.

Az 2.2. Tétel bizonýıtása során először jellemezzük azon

F (x, y) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1))− λy (y − 1) · · · (y − (n− 1))− l

alakú racionális együtthatós polinomokat, melyek abszolut irreducibilisek, és
melyeknek a génusza pozit́ıv, illetve nagyobb mint 1. Ezt követően Siegel és
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Faltings emĺıtett tételeit alkalmazzuk. Külön is foglalkozunk azzal az esettel,
amikor F (x, y) reducibilis, és szükséges és elégséges feltételt fogalmazunk meg
arra vonatkozóan, hogy ekkor (1.2)-nek véges sok megoldása legyen.

III

Igen gazdag irodalma van az

(1.5) Sm(x) = g(y), x ≥ 1, y egész ismeretlenek,

alakú egyenleteknek, ahol m ≥ 1 adott egész, Sm(x) = 1m + 2m + · · · + xm

és g(y) racionális együtthatós polinom. Mint ismeretes, Sm(x) feĺırható az x
(m + 1)-ed fokú racionális együtthatós polinomjaként.

A g(y) = yn speciális esetben adott n mellett Schäffer [57] 1956-
ban meghatározta mindazon m, n párokat, melyekre (1.5)-nek végtelen sok
megoldása van. Később Schäffer eredményének Győry, Tijdeman, Voorhove,
Brindza és mások több irányú kiterjesztését és általánośıtását adták, egyebek
között arra az esetre, amikor n is ismeretlen.

Egy másik irányban Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [7] y(y −
1) · · · (y− (n− 1)) alakú g(y) polinomok esetén ujabban meghatározta azon m,
n párokat, melyekre (1.5)-nek végtelen sok megoldása van.

A 3. fejezet fő eredménye a 3.1. Tételünk, mely adott m mellett az összes
olyan racionális együtthatós g polinom léırását adja, melyekre az (1.5) egyen-
letnek végtelen sok megoldása lehet. Tételünk lényegében közös általánośıtása
Schäffer [57], valamint Bilu és társai [7] fent emĺıtett nevezetes tételeinek. A
3.1. Tétel alkalmazásával még pontosabb álĺıtást nyerünk (3.2. Tétel) abban az
esetben, amikor g(y) F

((
y
n

))
alakú, ahol n ≥ 1 adott egész szám, F pedig egy

lineáris vagy páratlan pŕımfokszámú racionális együtthatós polinom.
A 3.1. és 3.2. Tételeink bizonýıtása végső soron Bilu és Tichy [9] már emĺıtett

általános tételén alapszik. Ezen általános tétel alkalmazásához azonban kilenc,
többségükben az Sm(x) polinom különféle speciális tulajdonságaival foglalkozó
lemmára, valamint hosszú, bonyolult okoskodásokra lesz szükségünk.

IV

Az (1.2), (1.3) és (1.4) egyenletekre vonatkozó végességi tételeink nem ef-
fekt́ıvek, mivel bizonýıtásainkban felhasználjuk Siegel, Faltings, valamint Bilu
és Tichy ineffekt́ıv eredményeit.
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A 4. fejezetben az a és b-re tett bizonyos feltételek mellett effekt́ıv felső
korlátot nyerünk (4.1. Következmény) az (1.3) egyenlet megoldásaira abban az
esetben , amikor m ≥ 5 és n ∈ {2, 4}. Eredményünket kiterjesztjük (4.1. Tétel)
az általánosabb

a

(
x

m

)
+ f(x) + g(x) = b

(
y

n

)

egyenletre is, ahol g(x) ∈ Z[x] és f(x) ∈ Q[x] egész értékű, legfeljebb m− 1-ed
fokú polinom. Ezen eredmény egy alkalmazásaként effekt́ıv felső korlátot adunk
(4.2. Következmény) mindazon x ≥ m, y ≥ n egészekre, amelyekre az

f(x) + g(x),
(

x

m

)
,

(
y

n

)

számok valamilyen sorrendben számtani sorozatot alkotnak. A bizonýıtás során
a vizsgált egyenleteket hiperelliptikus egyenletekre vezetjük vissza, majd pedig
Baker [3] hiperelliptikus egyenletekre vonatkozó nevezetes effekt́ıv tételét alkal-
mazzuk.

Végül a

(1.6) 2
(

x

m

)
=

(
y

n

)
+ k

egyenlet összes megoldását meghatározzuk (4.2. Tétel) abban az esetben, amikor
(m,n) vagy (n,m) ∈ {(2, 3), (2, 6), (3, 4), (4, 6)} és 0 ≤ k ≤ 10. Az (1.6)
alakú egyenleteket elliptikus egyenletekre redukáljuk, s azután a Gebel, Pethő
és Zimmer [25] módszerén alapuló SIMATH programcsomagot használjuk a
megoldások megkeresésére.

A 4.1. és 4.2. Tételeink egy sor korábbi eredmény jelentős mértékű
általánośıtásai, kiterjesztései, illetve pontośıtásai.

Értekezésünk eredményeit a [44], [45], [46] és [47] dolgozatainkban pub-
likáltuk.
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2.1 BEVEZETÉS

Ebben a fejezetben az

(2.1) F

((
x

m

))
= b

(
y

n

)
, x ≥ m, y ≥ n

alakú diofantikus egyenletek x, y egész megoldásainak számára vonatkozóan
nyerünk végességi eredményeket, ahol F (x) egész együtthatós polinom, b 6= 0 és
m, n ≥ 1 pedig tetszőleges, de rögźıtett egészek.

A fejezet első részében a lineáris esettel foglalkozunk, amikor az F (x) poli-
nom lineáris. Ebben az esetben az általunk vizsgált egyenlet

(2.2) a

(
x

m

)
+ k = b

(
y

n

)
x ≥ m, y ≥ n,

alakba ı́rható át, ahol a, b, k, m, n adott egészek az a 6= 0, b 6= 0 és 1 < m ≤ n
tulajdonsággal. A triviális m = n, a = b és k = 0 esetben a (2.2) egyenletnek
nyilván végtelen sok egész x ≥ m, y ≥ n megoldása van. A k = 0 esetben az a,
b, m, n paraméterek különféle speciális megválasztása mellett számos végességi
és numerikus eredmény található a szakirodalomban; például az [1], [10], [19],
[29], [35], [36], [41], [66], [67], [75], [76] cikkekben a szerzők az összes egész
megoldást léırták. A k = 0 esetben az első általános végességi eredmény Kisstől
[32] származik, aki 1988-ban megmutatta, hogy ha m egy adott páratlan pŕım,
akkor az

(2.3)
(

x

m

)
=

(
y

2

)
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diofantikus egyenletnek csak véges sok x ≥ m, y ≥ 2 egész megoldása van,
amely megoldások effekt́ıve meghatározhatóak. Brindza [14] három évvel később
általánośıtotta Kiss eredményét arra az esetre, amikor m ≥ 3 tetszőleges, adott
egész szám.

A (2.2) egyenletre vonatkozó 2.1. Tételünk az emĺıtett végességi tételek
messzemenő, ineffekt́ıv általánośıtása. Megjegyezzük, hogy a 4. fejezetben
a (2.2) egyenlet vizsgálatára visszatérünk és speciális a, b és k értékek mel-
lett effekt́ıv végességi eredményeket nyerünk, sőt bizonyos esetekben az összes
megoldást is meghatározzuk.

A (2.2) egyenlet speciális esete az

(2.4) x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l

egyenletnek, ahol λ, l ∈ Q és λ 6= 0. A homogén esetben, azaz amikor l = 0,
Beukers, Shorey és Tijdeman [5] egy algebrai-geometriai módszert alkalmazva
léırták az összes (m,n) ∈ N2 párt és λ 6= 0 racionális paramétert, ame-
lyek mellett a (2.4) egyenletnek csak véges sok x, y egész, illetve racionális
megoldása van. A bizonýıtásuk során meghatározták az összes F (x, y) =
x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) − λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) alakú polinomot, ame-
lyek irreducibilisek a komplex számok teste felett, illetve, amely polinomokkal
az F (x, y) = 0 görbék génusza 0 vagy 1. Végül ezen eredményeket Siegel [61] és
Faltings [22] nevezetes végességi tételeivel kombinálva nyerték a szerzők [5]-ben
az emĺıtett általános ineffekt́ıv végességi eredményt.

A 2.2. Tételünkben Beukers, Shorey és Tijdeman eredményét általánośıtjuk
tetszőleges l esetére. Végességi álĺıtást bizonýıtunk a (2.4) egyenlet egész, illetve
racionális megoldásainak számára. Ez az eredmény a fejezet első részének a fő
eredménye. A 2.1. Tételünk ennek speciális esete.

A fejezet második felében a (2.1) egyenlet azon eseteivel foglalkozunk, amikor
az F (x) ∈ Z[x] polinom fokszáma pŕımszám. Davenport, Lewis és Schinzel [20],
Schinzel [58] és Fried [23], [24] néhány korábbi eredményét kiterjesztve, Bilu és
Tichy [9] 2000-ben egy általános ineffekt́ıv végességi tételt nyertek az f(x) =
g(y) alakú diofantikus egyenletekre vonatkozóan. Bár az eredmény általános, a
feltételrendszer bonyolultsága miatt igen nehéz konkrét esetekben alkalmazni.
A tétel bizonyos alkalmazásai találhatók például a [7], [8] és [16] cikkekben.
Bilu és Tichy emĺıtett eredményét használva Kulkarni és Sury [33] végességi
eredményt bizonýıtott az x (x + 1) · · · (x + (n− 1)) = g(y) t́ıpusú egyenletekre,
ahol g(y) ∈ Q[y] egy legalább másodfokú polinom.

A 2.7. és 2.8. Tételünkben jellemezzük mindazon pŕımfokszámú F (x)
polinomokat és m, n egészeket, melyekre a (2.1) egyenletnek csak véges sok
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megoldása van. A bizonýıtásunkban egyebek között a [33]-beli eredményeket
kombináljuk Ping-Zhi [39] és Brindza [12] végességi eredményeivel és Siegel fent
emĺıtett, nevezetes tételével. Mivel a felhasznált eredmények többsége inef-
fekt́ıv, ezért a jelen fejezetben megfogalmazott és bizonýıtott eredményeink nem
effekt́ıvek.

Végül megjegyezzük, hogy a fejezetben tárgyalt eredményeinket lineáris F (x)
esetén a [45] dolgozatunkban, pŕımfokszámú F (x) esetén pedig a [46] cikkben
publikáltuk.

2.2 LINEÁRIS ESET

2.2.1 EREDMÉNYEK

Az első tételünkben teljesen léırjuk azon (m,n) párokat és a, b, k egész
paramétereket, amelyekre az alábbi (2.5) egyenletnek lehet végtelen sok x, y
egész megoldása. Ezzel Kiss [32] és Brindza [14] emĺıtett végességi eredményeit
ineffekt́ıv formában messzemenően általánośıtjuk.

2.1. Tétel Legyenek a, b, k, m, n egész számok és tegyük fel, hogy a 6= 0, b 6= 0
és 1 < m ≤ n. Ekkor eltekintve az alábbi esetektől

1) m = n, a = b, k = 0;

2) (m,n) = (2, 2);

3) (m,n) = (2, 4) és −24k+3a
b = 1 vagy − 9

16 ;

4) (m,n) = (4, 4) és −24k+a
b = 1;

az

(2.5) a

(
x

m

)
+ k = b

(
y

n

)
, x ≥ m, y ≥ n,

egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása van. Továbbá a fent felsorolt
kivételes esetek mindegyikében meg tudjuk választani az a, b és k paramétereket
úgy, hogy a (2.5) egyenletnek végtelen sok x, y egész megoldása legyen.
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Megjegyezzük, hogy a fenti tételünket tartalmazó [45] dolgozatunk megje-
lenése után egy évvel, tőlünk függetlenül Stoll és Tichy [64] a 2.1. Tételünk egy
kevésbé pontos változatát publikálták.

A 2.1. Tétel speciális esete az alábbi végességi eredményünknek:

2.2. Tétel Legyen

f(x) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) és g(y) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l

ahol m,n ∈ N, m ≤ n és λ, l ∈ Q. Tegyük fel, hogy λ 6= 0. Ekkor az

(2.6) f(x) = g(y)

egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása van, kivéve az alábbi eseteket:

1) m = n és λ = 1, l = 0 vagy m = n páratlan, λ = −1, l = 0;

2) (m,n) = (2, 2);

3) (m,n) = (2, 4), 4λ− 4l = 1 vagy 9λ + 16l = −4;

4) (m,n) = (4, 4), λ− l = 1.

Továbbá a (2.6) egyenletnek csak véges sok x, y racionális megoldása van, elte-
kintve az 1)-4), illetve az alábbi esetektől:

5) (m,n) = (2, 3);

6) (m,n) = (2, 4), 9λ + 16l 6= −4;

7) (m,n) = (2, 6), − 225
64 λ + l = − 1

4 ;

8) (m,n) = (3, 3);

9) m = n = 4, −λ + l = 9
16 és l 6= − 7

16 , vagy 9
16λ + l = −1 és l 6= − 7

16 .

A fent felsorolt esetek valóban kivételesek abban az értelemben, hogy minden
esetben meg tudjuk választani a λ, l paramétereket oly módon, hogy a (2.6)
egyenletnek végtelen sok x, y megoldása legyen.

Tételünk ineffekt́ıv. Megjegyezzük, hogy ha speciálisan λ = 1, l ∈ Z,
lnko(m,n) > 1 és az f(x) − g(y) polinom Q felett irreducibilis, úgy Runge
[49] ismert tétele felhasználásával a (2.6) egyenlet x, y egész megoldásaira egy
effekt́ıv felső korlát adható. Ebben az esetben a legjobb korlát Tengelytől [67],
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[68] származik, aki egy hatékony algoritmust dolgozott ki ilyen t́ıpusú konkrét
egyenletek megoldására.

l = 0 esetén a 2.2. Tételünk visszaadja Beukers, Shorey és Tijdeman-nak [5]
a bevezetőben már emĺıtett eredményét.

A következő tételünkben egy még általánosabb alakú egyenletet vizsgálunk.
Bár az egyenlet általánosabb, a 2.3. Tételt vissza lehet vezetni a 2.2. Tételre.

2.3. Tétel Legyenek d1 és d2 pozit́ıv racionális számok, és λ̃ ∈ Q \ {0}, l̃ ∈ Q.
Ekkor az

(2.7) x (x + d1) · · · (x + (m− 1) d1) = λ̃y (y + d2) · · · (y + (n− 1) d2) + l̃

egyenletnek, ahol m,n ∈ N és m ≤ n, csak véges sok egész, illetve racionális x,
y megoldása van, eltekintve a 2.2 Tételben felsorolt kivételes esetektől a

λ = (−1)m+nλ̃
dn
2

dm
1

és l = (−1)m l̃

dm
1

választással.

Ez az álĺıtás az l̃ = 0 speciális esetben magába foglalja Beukers, Shorey és
Tijdeman [5]-beli végességi eredményét az

(2.8) x (x + d1) · · · (x + (m− 1) d1) = y (y + d2) · · · (y + (n− 1) d2)

egyenletre vonatkozóan.

2.2.2 IRREDUCIBILITÁS

Az alábbi, önmagukban is érdekes eredmények lényeges szerepet fognak
játszani a 2.1-2.3 Tételek bizonýıtásában. Először léırjuk az összes olyan λ,
l, m, n paraméter értékeket, amelyek mellett az x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) −
λy (y − 1) · · · (y − (n− 1))− l polinom reducibilis C[x, y]-ban.

Beukers, Shorey és Tijdeman [5] 1999-ben meghatározták az összes

x (x + 1) · · · (x + m− 1)− λy (y + 1) · · · (y + n− 1)

alakú, C[x, y]-ban reducibilis polinomot, ahol m, n pozit́ıv egész számok, m ≤ n
és λ ∈ C \ {0}. Következő tételünk ezen eredmény általánośıtása az inhomogén
esetre. l = 0 esetén a 2.4. Tétel visszadja Beukers-ék eredményét.
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2.4. Tétel Legyenek m, n pozit́ıv egész számok az m ≤ n tulájdonsággal,
és legyen λ ∈ C \ {0}, l ∈ C. Ha az F (x, y) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) −
λy (y − 1) · · · (y − (n− 1))− l polinom reducibilis a komplex számok teste felett,
akkor az alábbi feltételek valamelyike fennáll:

1) m = n, λ = 1, l = 0 és x− y egy faktora F (x, y)-nak;

2) m = n páratlan egészek, λ = −1, l = 0 és x + y − m + 1 egy faktora
F (x, y)-nak;

3) (m,n) = (2, 2), λ− 4l = 1 és
F (x, y) = 1

4 (2x− 2Ay + A− 1) (2x + 2Ay −A− 1), ahol A =
√

4l + 1;

4) (m,n) = (2, 4), 4λ− 4l = 1 és
F (x, y) = 1

4

(
2x + 2Ay2 − 6Ay + 2A− 1

) (
2x− 2Ay2 + 6Ay − 2A− 1

)
,

ahol A =
√

l + 1
4 ;

5) (m,n) = (4, 4), λ− l = 1 és

F (x, y) =
(
x2 − 3x + Ay2 − 3Ay + A + 1

)×
× (

x2 − 3x−Ay2 + 3Ay −A + 1
)
,

ahol A =
√

l + 1;

6) (m,n) = (4, 4), λ = −1, l = − 7
16 és

F (x, y) =
(
x2 −√2xy − (

3− 3
2

√
2
)
x + y2 − (

3− 3
2

√
2
)
y + 13

4 − 9
4

√
2
)×

× (
x2 +

√
2xy − (

3 + 3
2

√
2
)
x + y2 − (

3 + 3
2

√
2
)
y + 13

4 + 9
4

√
2
)
;

7) (m,n) = (6, 6), λ = −1, l = − 320
27 és

F (x, y) =
(

y2 − 5y + x2 − 5x +
20
3

) (
y4 − 10y3 − x2y2 + 5xy2+

+
85
3

y2 + 5x2y − 25xy − 50
3

y + x4 − 10x3 +
85
3

x2 − 50
3

x +
16
9

)
.

A most következő öt álĺıtásban a 2.4. Tétel 3)-7) eseteivel foglalkozunk
részletesebben, azaz, amikor λ, l ∈ C, λ 6= 0 és az F (x, y) polinom reducibilis
C[x, y]-ban. Az álĺıtásokban szükséges és elégséges feltételeket adunk meg arra
vonatkozóan, hogy az F (x, y) = 0 egyenletnek végtelen sok x, y egész, illetve
racionális megoldása legyen. Az 1)-es és a 2)-es esetekben F (x, y) = 0-nak
nyilván van végtelen sok egész, és ezáltal racionális megoldása is.
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2.1. Álĺıtás Legyen A =
√

4l + 1, ahol l ∈ C tetszőleges. Ekkor az

(2.9)
1
4

(2x− 2Ay + A− 1) (2x + 2Ay −A− 1) = 0

egyenletnek akkor és csak akkor van végtelen sok x, y racionális megoldása, ha
A ∈ Q. Továbbá akkor és csak akkor van végtelen sok x, y egész megoldás, ha
A =

√
4l + 1 = c

d , ahol c és d relat́ıv pŕım páratlan egészek.

2.2. Álĺıtás Legyen A =
√

l + 1
4 , l ∈ C. Ekkor az

(2.10)
1
4

(
2x + 2Ay2 − 6Ay + 2A− 1

) (
2x− 2Ay2 + 6Ay − 2A− 1

)
= 0

egyenletnek akkor és csak akkor van végtelen sok x, y racionális megoldása, ha
A ∈ Q. Továbbá akkor és csak akkor van végtelen sok x, y egész megoldás, ha
A = c/d, ahol c és d relat́ıv pŕımek, d páros és a 2u2 − 6u + 2 ≡ 0 mod d
kongruencia megoldható.

Két, a és b p-adikus szám Hilbert szimbólumán az alábbi számot értjük:

(a, b) =
{

+1 ha z2 = ax2 + by2-nek van nemnulla megoldása,
−1 egyébként.

2.3. Álĺıtás Legyen A =
√

l + 1, l ∈ C. Ekkor az

(2.11)
(
x2 − 3x + Ay2 − 3Ay + A + 1

) (
x2 − 3x−Ay2 + 3Ay −A + 1

)
= 0

egyenletnek akkor és csak akkor van végtelen sok x, y racionális megoldása, ha
A = c

d ∈ Q, ahol c és d relat́ıv pŕım egészek, és a
(

c
5c+5d , d

5c+5d

)
,
(

−c
5c+5d , d

5c+5d

)

Hilbert szimbólumok valamelyike egyenlő eggyel. Végtelen sok egész megoldás
pedig akkor és csak akkor van, ha c, d páratlan egészek és a

(2.12) d (2x− 3)2 − c (2y − 3)2 = 5 (d− c)

egyenletnek van végtelen sok egész megoldása.

Megjegyezzük, hogy léteznek olyan c, d páratlan egész számok, amelyekre
a (2.12) egyenletnek van végtelen sok egész megoldása. Legyen például c =
1 és d = 5. Ekkor x = (bw + 3) /2, y = (aw + 3) /2 megoldásai (2.12)-nek,
amennyiben (a0, b0) = (5, 3) és (aw+1, bw+1) = (9aw + 20bw, 4aw + 9bw), ahol
w = 0, 1, 2, . . .

Az utolsó két álĺıtásunk arra vonatkozik, hogy amennyiben az F (x, y) polino-
munk olyan alakú, mint amit a 2.4. Tétel 6)-os, illetve 7)-es eseteiben láthatunk,
akkor az F (x, y) = 0 egyenletnek nincs racionális megoldása.
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2.4. Álĺıtás Az

(2.13)
(

x2 −
√

2xy −
(

3− 3
2

√
2
)

x + y2 −
(

3− 3
2

√
2
)

y +
13
4
− 9

4

√
2
)
×

×
(

x2 +
√

2xy −
(

3 +
3
2

√
2
)

x + y2 −
(

3 +
3
2

√
2
)

y +
13
4

+
9
4

√
2
)

= 0

egyenletnek nincs racionális megoldása.

2.5. Álĺıtás Az

(2.14)
(

y2 − 5y +
20
3
− 5x + x2

) (
y4 − 10y3 − x2y2 + 5xy2 +

85
3

y2+

+5x2y − 25xy − 50
3

y + x4 − 10x3 +
85
3

x2 − 50
3

x +
16
9

)
= 0

egyenletnek nincs racionális megoldása.

2.2.3 GÉNUSZ

Tekintsük a

C : x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l

alakú görbéket, ahol n ≥ m > 1, λ ∈ C \ {0} és l ∈ C. A következő két tételben
felsoroljuk mindazon m, n, λ, l értékeket, melyekre a megfelelő C görbe génusza
0, illetve 1.

2.5. Tétel Tegyük fel, hogy a C görbe irreducibilis a komplex számok teste
felett. Ha C génusza 0, akkor az alábbi esetek valamelyike fennáll:

1) (m,n) = (2, 2), λ− 4l 6= 1;

2) (m,n) = (2, 3), tλ + l = − 1
4 , t2 = 4

27 ;

3) (m,n) = (2, 4), 9
16λ + l = − 1

4 ;

4) (m,n) = (2, 6), tλ + l = − 1
4 , 27t2 + 320t− 2304 = 0;

5) (m,n) = (3, 3), l 6= 0 és t (λ± 1) = −l, t2 = 4
27 ;
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6) (m,n) = (3, 4), λ = 64
225 t, l = 14

225 t, t2 = 3;

7) (m,n) = (3, 6), λ = 3
392 t és l = 20

441 t, t2 = 21.

2.6. Tétel Tegyük fel, hogy a C görbe irreducibilis a komplex számok teste
felett. Ha C génusza 1, akkor az alábbi esetek valamelyike teljesül:

1) (m,n) = (2, 3), 2
9 tλ + l 6= − 1

4 , t2 = 3;

2) (m,n) = (2, 4), 9
16λ + l 6= − 1

4 ;

3) (m,n) = (2, 5), tλ + l = − 1
4 , 3125t4 − 47500t2 + 82944 = 0;

4) (m,n) = (2, 6), − 225
64 λ + l = − 1

4 ;

5) (m,n) = (2, 8), tλ + l = − 1
4 , t3 + 576t2 − 54432t− 4665600 = 0;

6) (m,n) = (3, 3), l = 0 vagy l 6= 0 és t(λ± 1) 6= −l, t2 = 4
27 ;

7) (m,n) = (3, 4), −λ + l = t és (λ, l) 6= (− 32
25 t,− 7

25 t
)
, t2 = 4

27 ;

8) (m,n) = (3, 6), λ = − 256s
2025+576t , l = 2s

9 − 100s
225+64t , ahol s2 = 3 és 27t2 +

320t− 2304 = 0;

9) m = n = 4, −λ + l = 9
16 és l 6= − 7

16 , vagy 9
16λ + l = −1 és l 6= − 7

16 .

Az l = 0 esetben a 2.5. és a 2.6. Tételek speciális esetként visszaadják
Beukers, Shorey és Tijdeman

x (x + 1) · · · (x + m− 1) = λy (y + 1) · · · (y + n− 1)

alakú görbék génuszára adott [5]-beli eredményét. Megjegyezzük továbbá, hogy
2001-ben Avanzi és Zannier [2] meghatározták az összes 1 génuszú, f(x) = g(y)
alakú görbét, ahol az f és a g polinomok fokszáma relat́ıv pŕım. A 2.6. Té-
telben szereplő 1)-es, 3)-as és 7)-es esetek ezen eredmény felhasználásával is
levezethetőek.

2.2.4 FELHASZNÁLT EREDMÉNYEK

Vezessünk be néhány jelölést. Legyen

f(x) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) , g(y) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l,
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ahol 1 < m ≤ n ∈ N és λ ∈ C \ {0}, l ∈ C. Az f(x) − g(y) polinom irre-
ducibilitásának a vizsgálatához fel fogjuk használni az alábbi lemmákat, amelyek
közül a 2.1.-2.5. Lemmák Beukers, Shorey és Tijdeman [5] eredményei.

Egy polinom stacionáris pontján a polinom deriváltjának egy gyökét értjük.
Legyen f̃ , g̃ ∈ C[x] és jelölje Sf̃ és Sg̃ az f̃ és a g̃ polinomok stacionáris pont-
jainak halmazát. Tegyük fel, hogy ezen stacionáris pontok egyszeresek. Legyen
m = deg(f̃) és n = deg (g̃), továbbá legyen bármely a ∈ C komplex szám esetén

ma = #{α ∈ Sf̃ | f̃(α) = a},
na = # {β ∈ Sg̃ | g̃(β) = a} .

Tegyük fel, hogy az f̃(x) − g̃(y) polinom reducibilis a komplex számok teste
felett, azaz

f̃(x)− g̃(y) = G1(x, y)G2(x, y),

ahol G1, G2 ∈ C[x, y]. Jelölje δ a súlyozott fokszámot, amit az alábbi módon
definiálunk: δ

(
xayb

)
= na + mb.

2.1. Lemma Jelölje m1,m2 a G1, G2 polinomok súlyozott fokszámát. Ekkor

m1m2 ≤ mn
∑

a∈C
mana.

Továbbá, m1 + m2 = mn és m1 és m2 többszörösei mn/d-nek, ahol d =
lnko(m,n).

2.2. Lemma Tegyük fel, hogy na ≤ 1 bármely a ∈ C esetén. Ekkor n =
lnko(m,n) és az f̃(x)− g̃(y) polinomnak van y-ban elsőfokú faktora.

2.3. Lemma Legyen f̃(x) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1)). Ekkor bármely a ∈ C
komplex szám esetén ma ≤ 2. Továbbá, ha m páratlan, akkor ma ≤ 1 minden
a ∈ C-re.

2.4. Lemma Jelöljön d egy páros pozit́ıv egész számot. Legyen f (x) =(
x− 12

) (
x− 32

) · · ·
(
x− (d− 1)2

)
, ma = #

{
α ∈ Sf | f (α) = a

}
. Ekkor

ma ≤ 1 minden a ∈ C komplex számra.

A következő lemma a génusszal kapcsolatos 2.5 és 2.6 Tételek bizonýıtásánál
fog lényeges szerepet játszani.
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2.5. Lemma Legyenek f , g ∈ C[X] m-ed, illetve n-ed fokú komplex
együtthatós polinomok. Tegyük fel, hogy f(X) − g(Y ) irreducibilis, továbbá,
hogy az f és g polinomok stacionáris pontjai egyszeresek. Legyen rα =
# {y ∈ Sg | f (α) = g (y)} minden α ∈ Sf esetén. Jelölje gC a C : f(X) = g(Y )
görbe génuszát. Ekkor

2gC =
∑

α∈Sf

(n− 2rα)−m + 2− lnko (m,n) .

A következő két nevezetes és mély ineffekt́ıv eredmény Siegel és Faltings már
emĺıtett tételei.

2.6. Lemma [Siegel [61]] Egy pozit́ıv génuszú, irreducibilis algebrai görbén csak
véges sok egész pont van.

2.7. Lemma [Faltings [22]] Egy 1-nél nagyobb génuszú, irreducibilis algebrai
görbén található racionális pontok száma véges.

2.2.5 A TÉTELEK BIZONYÍTÁSA

A 2.4 Tétel bizonýıtása. Legyen F (x, y) = f(x) − g(y), ahol f(x) =
x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) és g(y) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l. Tegyük fel,
hogy F (x, y) reducibilis C[x, y]-ban. Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor
n páratlan. Ebben az esetben a 2.2. Lemmából és a 2.3. Lemmából kapjuk,
hogy n = d és f(x) − g(y)-nak van y-ban elsőfokú faktora. Mivel m ≤ n, és
d = lnko(m,n) = n azt kapjuk, hogy m = n. Továbbá, a szimmetria miatt a
fent emĺıtett faktor lineáris lesz x-ben is. Ezért f (x)− g (y)-t fel lehet ı́rni

(2.15) f (x)− g (y) = (ax + y + c) T (x, y)

alakban, ahol a, c ∈ C, a 6= 0, T ∈ C[x, y]. Legyen Q(x) = −ax − c. Ekkor a
(2.15)-ből következik, hogy

f (x) = g (Q (x)) .

Mivel f(x) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1)), ezért Q(0), Q(1), . . . , Q(m− 1) gyökei
lesznek a g polinomnak, ı́gy g

(
Q

(
m−1

2

))
nulla. Másrészt, mivel

g(y) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l
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és a korábbiak alapján

g (y) = λ (y + c) (y + a + c) · · · (y + (m− 1) a + c) ,

kapjuk, hogy

λ (c + a + c + 2a + c + · · ·+ (m− 1) a + c) = −λ (1 + 2 + · · · (m− 1)) .

Ebből következik, hogy c = (1−m) (1 + a) /2, továbbá

Q (x) = −ax +
m− 1

2
a +

m− 1
2

,

és ezáltal

Q

(
m− 1

2

)
=

m− 1
2

.

A korábbiak szerint

g

(
Q

(
m− 1

2

))
= 0.

Az utolsó két egyenlőségből azt kapjuk, hogy

λ
m− 1

2

(
m− 1

2
− 1

)
· · ·

(
m− 1

2
− (m− 1)

)
+ l = 0,

amiből következik, hogy l = 0. Az l = 0 esetet Beukers, Shorey és Tijdeman [5]
teljesen léırták, ı́gy ezzel itt nem foglalkozunk a továbbiakban.

Tegyük fel ezek után, hogy n páros és l 6= 0. Mivel g(y) = g(n−1−y), ezért

g

(
n− 1− y

2

)
= λ2−n

(
y2 − 12

) (
y2 − 32

) · · ·
(
y2 − (n− 1)2

)
+ l.

Legyen
h (v) = λ2−n

(
v − 12

) (
v − 32

) · · ·
(
v − (n− 1)2

)
+ l.

Ekkor a 2.4. Lemmából következik, hogy

# {α ∈ Sh | h (α) = a} ≤ 1

minden a ∈ C esetén.
Tegyük fel, hogy f(x)−g(y)-nak van egy olyan K(x, y) irreducibilis faktora,

amelyik n
2 -nél kisebb fokszámú az y változóban. Ebben az esetben K(x, y)
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vagy K(x, n − 1 − y)K(x, y) egy olyan nem triviális faktora lesz f(x) − g(y)-
nak, amelyik szimmetrikus az y → n − 1 − y transzformációra vonatkozóan.
Ebből következik, hogy az f(x)−h(v) polinomnak van v-ben lineáris faktora és
n
2 = lnko

(
m, n

2

)
. Így n = m vagy n = 2m.

Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor n = m. Mivel tudjuk, hogy az
f(x) − h(v) polinomnak van egy olyan faktora, ami a v változóban lineáris és
x-ben másodfokú, ezért ı́rhatjuk, hogy

f (x)− h (v) =
(
ax2 + bx + c + v

)
T (x, v) ,

ahol a, b, c ∈ C, a 6= 0, T ∈ C[x, v]. Legyen Q (x) = −ax2−bx−c. Ekkor Q ∈ C[x]
másodfokú, és teljesül rá, hogy f(x) = h(Q(x)). Mint látjuk deg h = m

2 , Q
másodfokú, amiből következik, hogy a Q(0), Q(1), . . . , Q(m−1) komplex számok
között pontosan m

2 különböző szám van. Ezért létezik egy j ∈ {1, 2, . . . m− 1}
egész szám, amire Q (0) = Q (j). Ebből egyszerű számı́tással kapjuk, hogy
j = − b

a . Legyen u ∈ {1, 2, . . . m− 1} \ {j}. A korábbiak miatt létezik egy
v ∈ {1, 2, . . .m− 1} \ {j, u} egész, amire Q (u) = Q (v). Ebből

u + v = − b

a
, − b

a
= m− 1

következik. A fent léırtak alapján ı́gy

Q (0) = Q (m− 1)

Q (1) = Q (m− 2)

...

Q

(
m− 2

2

)
= Q

(m

2

)
.

Ennek következtében a h(v) polinomot az alábbi alakban is feĺırhatjuk:

h(v) = λ2−m (v −Q(0)) (v −Q(1)) · · ·
(

v −Q

(
m− 2

2

))
.

Másrészt viszont h(v) defińıciója és m = n miatt

h(v) = λ2−m
(
v − 12

) (
v − 32

) · · · (v − (m− 1)2
)

+ l.

Tegyük fel, hogy m ≥ 8. Összehasonĺıtva vm/2−1, vm/2−2 és vm/2−3

együtthatóit a fenti két formulában a következő egyenletrendszerhez jutunk:
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k−1∑

i=0

(2i + 1)2 =
k−1∑

i=0

Q(i),

k−1∑

i=0

i−1∑

j=0

(2i + 1)2 (2j + 1)2 =
k−1∑

i=0

i−1∑

j=0

Q(i)Q(j),

k−1∑

i=0

i−1∑

j=0

j−1∑
t=0

(2i + 1)2 (2j + 1)2 (2t + 1)2 =
k−1∑

i=0

i−1∑

j=0

j−1∑
t=0

Q(i)Q(j)Q(t),

ahol k = m/2. Könnyen ellenőrizhető, hogy ennek az egyenletrendszernek
nincs megoldása, amiből az következik, hogy az f(x) − g(y) polinomnak nincs
olyan irreducibilis faktora, ami n/2-nél kisebb fokszámú y-ban. A fenn-
maradó (m,n) = (2, 2), (4, 4), (6, 6) esetekben egyszerű számolás adja, hogy
ilyen faktor csak az (m,n) = (6, 6) esetben van, amikor f(x) − g(y) =(
y2 − 5y + x2 − 5x + 20

3

) (
y4 − 10y3 − x2y2 + 5xy2 + 85

3 y2 + 5x2y − 25xy−
− 50

3 y + x4 − 10x3 + 85
3 x2 − 50

3 x + 16
9

)
.

Ezek után vizsgáljuk azt az esetet, amikor n = 2m. Tudjuk, hogy ekkor
f(x)− h(v)-nek van olyan faktora, ami mind x-ben, mind v-ben lineáris. Ezért
f(x)− h(v) feĺırható

(2.16) f(x)− h(v) = (ax + b + v)T (x, v)

alakban, ahol a ∈ C \ {0}, b ∈ C, T ∈ C[c, v]. Legyen L(x) = −ax − b. Ekkor
L ∈ C[x] olyan lineáris polinom, amelyre

f(x) = h(L(x)).

Ebből pedig következik, hogy L(0), L(1), . . . , L(m − 1) különböző gyökei a h
polinomnak. Ezért

h(v) = λ2−n (v − L(0)) (v − L(1)) · · · (v − L (m− 1)) .

Felhasználva h(v) defińıcióját és azt, hogy most n = 2m

h(v) = λ2−2m
(
v − 12

) (
v − 32

) · · · (v − (2m− 1)2
)

+ l

adódik. Ha feltesszük, hogy m ≥ 4 és összehasonĺıtjuk h(v) előző két feĺırásában
vm−1, vm−2 és vm−3 együtthatóit, akkor az alábbi egyenletrendszerhez jutunk:
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m−1∑

i=0

(2i + 1)2 =
m−1∑

i=0

L(i),

m−1∑

i=0

i−1∑

j=0

(2i + 1)2 (2j + 1)2 =
m−1∑

i=0

i−1∑

j=0

L(i)L(j),

m−1∑

i=0

i−1∑

j=0

j−1∑
t=0

(2i + 1)2 (2j + 1)2 (2t + 1)2 =
m−1∑

i=0

i−1∑

j=0

j−1∑
t=0

L(i)L(j)L(t).

Mivel ez az egyenletrendszer nem megoldható, ı́gy azt kapjuk, hogy m < 4. A
kimaradó (m,n) = (2, 4), (3, 6) esetekben könnyű ellenőrizni, hogy f(x)− g(y)-
nak nincs olyan irreducibilis faktora, amelyiknek az y változóban a fokszáma
kisebb, mint n/2.

Hátra van még annak az esetnek a vizsgálata, amikor az f(x) − g(y) poli-
nomnak csak olyan faktorai vannak, amelyek az y változóban n

2 fokszámúak.
Felhasználva, hogy na ≤ 2 bármely a ∈ C esetén, a 2.1. Lemmából következik,
hogy:

(mn

2

)2

≤ mn
∑

a

mana ≤ 2mn (m− 1) .

Ebből

n ≤ 8
(

1− 1
m

)
< 8,

adódik, ı́gy n = 2, 4 vagy 6. Mivel mn
2 többszöröse mn

d -nek, ezért d páros és
m = 2, 4 vagy 6. A kimaradó eseteket külön-külön vizsgáljuk.

Legyen először (m,n) = (2, 2). Ha f(x)− g(y) reducibilis, akkor az

(mn

2

)2

≤ mn
∑

a

mana

egyenlőtlenség miatt
4 ≤ 4

∑
a

mana

teljesül. Mivel

ma =
{

1 ha a = − 1
4

0 egyébként,
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ı́gy, ha n− 1
4

= 0 akkor f(x) − g(y) irreducibilis. Azonban, n− 1
4

= 0 akkor és
csak akkor, ha λ

(− 1
4

)
+ l 6= − 1

4 azaz, ha λ− 4l 6= 1.
Ha viszont λ− 4l = 1, akkor f(x)− g(y) reducibilis és

f(x)− g(y) =
1
4

(2x− 2Ay + A− 1) (2x + 2Ay −A− 1) ,

ahol A =
√

l + 1.
Legyen ezután (m,n) = (2, 4). A fentiekhez hasonlóan, ha f(x) − g(y)

reducibilis, akkor 16 ≤ 8n− 1
4
. Tehát, ha −λ + l 6= − 1

4 , akkor az f(x) − g(y)
polinom irreducibilis.

Abban az esetben, ha −λ + l = − 1
4 , akkor

f(x)− g(y) =
1
4

(
2x + 2Ay2 − 6Ay + 2A− 1

) (
2x− 2Ay2 + 6Ay − 2A− 1

)
,

ahol A =
√

l + 1
4 .

Tegyük fel, hogy (m,n) = (4, 4). Ekkor

64 ≤ 16m−1n−1 + 16m 9
16

n 9
16

= 32n−1 + 16n 9
16

,

mivel m−1 = 2,m 9
16

= 1. Így f(x)−g(y) csak akkor lehet reducibilis, ha n−1 = 1
és n 9

16
= 2, vagy n−1 = 2.

Az első esetben λ = −1, l = − 7
16 , továbbá

f(x)−g(y) =
(
x2 − 3x + Ay2 − 3Ay + A + 1

) (
x2 − 3x−Ay2 + 3Ay −A + 1

)
,

ahol A =
√

l + 1.
A második esetben −λ + l = 1, és

f(x)−g(y) =
(

13
4
− 9

4

√
2−

(
3− 3

2

√
2
)

y −
(

3− 3
2

√
2
)

x + x2 + y2 −
√

2xy

)

×
(

13
4

+
9
4

√
2−

(
3 +

3
2

√
2
)

y −
(

3 +
3
2

√
2
)

x + x2 + y2 +
√

2xy

)
.

Az (m,n) = (2, 6), (4, 6), (6, 6) esetekben a fenti módszert megismételve azt
kapjuk, hogy az f(x)− g(y) polinomnak nincs y-ban n/2 fokú faktora. Ezzel a
tételünket beláttuk.
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A továbbiakban foglalkozzunk a 2.4 Tétel kivételes eseteivel. Valójában
ezen esetekben a görbénk reducibilis és a megoldásokra vonatkozó álĺıtásokat
a 2.1. Álĺıtás - 2.5. Álĺıtás tartalmazza. Nézzük meg most ezen álĺıtások bi-
zonýıtását.

A 2.1. Álĺıtás bizonýıtása. Az egyenlet, amit először vizsgálunk:

(2.17) (2x− 2Ay + A− 1) (2x + 2Ay −A− 1) = 0,

ahol A =
√

4l + 1, l ∈ Q. Nyilvánvaló, hogy ennek az egyenletnek akkor és
csak akkor lehet végtelen sok x, y racionális megoldása, ha

√
4l + 1 is racionális.

Tegyük fel, hogy A =
√

4l + 1 = c
d , ahol c, d relat́ıv pŕım egészek. A fenti

egyenletnek csak akkor lehet végtelen sok x, y egész megoldása, ha végtelen sok
x, y egészre teljesül, hogy

2x− 2Ay + A− 1 = 0 vagy 2x + 2Ay −A− 1 = 0,

azaz, ha

2x− 2
c

d
y +

c− d

d
= 0 vagy 2x + 2

c

d
y − c + d

d
= 0.

Könnyű leellenőrizni, hogy ezen utolsó két egyenlet esetén pontosan akkor van
végtelen sok egész megoldás, ha c és d is páratlan egész szám.

A 2.2. Álĺıtás bizonýıtása. Legyen
(
2x + 2Ay2 − 6Ay + 2A− 1

) (
2x− 2Ay2 + 6Ay − 2A− 1

)
= 0,

ahol A =
√

l + 1
4 , l ∈ Q. Világos, hogy végtelen sok x, y racionális megoldás

akkor és csak akkor van, ha A racionális. Vizsgáljuk most az egész megoldásokat.
Tegyük fel tehát, hogy A = c

d , ahol c, d ∈ Z és lnko(c, d) = 1. Ha x, y egy egész
megoldás, akkor

(2.18) x +
c

d
y2 − 3

c

d
y +

c

d
− 1

2
= 0

vagy

(2.19) x− c

d
y2 + 3

c

d
y − c

d
− 1

2
= 0.
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A (2.18) egyenletből kapjuk, hogy 2dx + 2cy2 − 6cy + 2c− d = 0. Ebből pedig
az következik, hogy d páros és 2y2−6y+2 ≡ 0 mod d. Mivel y2−3y+1 mindig
páratlan, ezért 2 ‖ d. Könnyen ellenőrizhető, hogy a 2u2 − 6u + 2 ≡ 0 mod d
kongruencia bármely y megoldása esetén, ahol most d-ről feltesszük, hogy páros,

x =
d− 2c

(
y2 − 3y + 1

)

2d
, y

egy egész megoldása lesz (2.18)-nak. A (2.19) egyenlet vizsgálata során teljesen
hasonlóan kell eljárni.

A 2.3. Álĺıtás bizonýıtása. Tekintsük a következő egyenletet
(
x2 − 3x + Ay2 − 3Ay + A + 1

) (
x2 − 3x−Ay2 + 3Ay −A + 1

)
= 0,

ahol A =
√

l + 1. Könnyen látszik, hogy ennek az egyenletnek akkor és csak
akkor van végtelen sok x, y racionális megoldása, ha A racionális és a következő
két Hilbert szimbólum valamelyike egyenlő 1-gyel

(
c

5c + 5d
,

d

5c + 5d

)
,

( −c

5c + 5d
,

d

5c + 5d

)
,

ahol A = c/d, lnko(c, d) = 1. Továbbá, ha x, y egy egész megoldás, akkor

(2.20) x2 − 3x +
c

d
y2 − 3

c

d
y +

c

d
+ 1 = 0

vagy

(2.21) x2 − 3x− c

d
y2 + 3

c

d
y − c

d
+ 1 = 0.

Abban az esetben, ha (2.20) áll fenn, akkor d | y2 − 3y + 1, amiből következik,
hogy d páratlan és c | x2 − 3x + 1. Ebből azt kapjuk, hogy c szintén páratlan.
Így teljesül, hogy

(
x− 3

2

)2

− 5
4

+
c

d

((
y − 3

2

)2

− 5
4

)
= 0,

azaz d (2x− 3)2 + c (2y − 3)2 = 5 (c + d) . Ezen utóbbi egyenletnek viszont csak
véges sok megoldása van.

A (2.21) egyenletből azt kapjuk, hogy
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(
x− 3

2

)2

− 5
4
− c

d

((
y − 3

2

)2

− 5
4

)
= 0,

és ezáltal d (2x− 3)2 − c (2y − 3)2 = 5 (d− c) .

Összegezve, akkor és csak akkor van végtelen sok egész megoldás, ha végtelen
sok egész megoldása van a

d (2u− 3)2 − c (2v − 3)2 = 5 (d− c) ,

egyenletnek, ahol d és c páratlanok.

A 2.4. Álĺıtás bizonýıtása. Tegyük fel, hogy
(

13
4
− 9

4

√
2−

(
3− 3

2

√
2
)

y −
(

3− 3
2

√
2
)

x + x2 + y2 −
√

2xy

)
×

×
(

13
4

+
9
4

√
2−

(
3 +

3
2

√
2
)

y −
(

3 +
3
2

√
2
)

x + x2 + y2 +
√

2xy

)
= 0.

Ha (x, y) ∈ Q2 egy megoldás, akkor

(2.22)
13
4
− 9

4

√
2−

(
3− 3

2

√
2
)

y −
(

3− 3
2

√
2
)

x + x2 + y2 −
√

2xy = 0

vagy

(2.23)
13
4

+
9
4

√
2−

(
3 +

3
2

√
2
)

y −
(

3 +
3
2

√
2
)

x + x2 + y2 +
√

2xy = 0.

A (2.22) egyenletet át́ırhatjuk

13
4
− 3y − 3x + x2 + y2 +

√
2

(
3
2
y +

3
2
x− xy − 9

4

)
= 0,

alakba, amiből látszik, hogy

13
4
− 3y − 3x + x2 + y2 = 0 és

3
2
y +

3
2
x− xy − 9

4
= 0.

Ebből egyszerű számı́tással az következik, hogy (x−y)2 = 5
4 , ami nyilvánvalóan

ellentmondás. Hasonló ellentmondásra jutunk a (2.23) egyenlet esetében is.
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A 2.5. Álĺıtás bizonýıtása. Tegyük fel először, hogy (x, y) ∈ Q2

megoldása az

(2.24) y2 − 5y +
20
3
− 5x + x2 = 0

egyenletnek. Ebből egyszerű teljes négyzetre hozással kapjuk, hogy

u2 + v2 =
35
6

,

ahol u = a
b , v = c

d , a, b, c, d ∈ Z, lnko(a, b) = lnko(c, d) = 1. Ebből
átszorzással következik, hogy

(6ad)2 + (6bc)2 = 2 · 3 · 5 · 7 · b2d2,

ami lehetetlen.
Ezek után tegyük fel, hogy x = a

b és y = c
d , a, b, c, d ∈ Z, lnko(a, b) =

lnko(c, d) = 1 racionális számokra teljesül, hogy

(2.25) y4 − 10y3 − x2y2 + 5xy2 +
85
3

y2 + 5x2y − 25xy − 50
3

y + x4

− 10x3 +
85
3

x2 − 50
3

x +
16
9

= 0.

Ebből behelyetteśıtéssel az alábbi egyenlethez jutunk:

(2.26) 3b4c4 − 30b4c3d− 3a2b2c2d2 + 15ab3c2d2 + 85b4c2d2 + 15a2b2cd3

− 75ab3cd3 − 50b4cd3 +
16
3

b4d4 + 85a2b2d4 − 50ab3d4 + 3a4d4 − 30a3bd4 = 0.

Ennek következtében 3 | b4d4. Mivel (2.25) szimmetrikus x-ben illetve y-ban,
feltehetjük, hogy 3 | b és ı́gy 3 - a. Legyen b = 3ke, d = 3tf , ahol lnko(3, e) =
lnko(3, f) = 1 és k ≥ 1, t ≥ 0. Ekkor (2.26)-ban minden tag osztható lesz
3min{4k+1,4t+1}-gyel.

Ha t < k, akkor (2.26) minden tagja osztható lesz 34t+2-vel, kivéve a 3a4d4

tagot, ami ellentmondás.
Így t ≥ k. Mivel k ≥ 1, ı́gy t ≥ 1, amiből következik, hogy 3 | d, továbbá

k = t. Viszont ekkor

35k+1 | 3b4c4 − 3a2b2c2d2 + 3a4d4 = 34k+1
(
e4c4 − a2e2c2f2 + a4f4

)
.

De ebben az esetben 3 | acef , ami lehetetlen.
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A 2.5 és 2.6 Tételek bizonýıtása. Legyen

f(x) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) és g (y) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l,

ahol feltesszük, hogy 1 < m ≤ n, λ, l ∈ C, továbbá λ 6= 0.
A 2.3. Lemmából tudjuk, hogy rα ≤ 1, ha n páratlan, és rα ≤ 2 egyébként.

Legyen δ (n) = 2, ha n páratlan és 4, ha n páros. Mivel | Sf |= m− 1 ezért

2gC =
∑

α∈Sf

(n− 2rα)−m + 2− lnko (m,n) ≥

≥ (n− δ (n)) (m− 1)− 2 (m− 1) + m− lnko (m, n) =

= (n− δ (n)− 2) (m− 1) + m− lnko (m,n) .

Ha feltesszük, hogy n ≥ 9 vagy n = 7, akkor n − δ (n) − 2 ≥ 3 amiből az
következik, hogy 2gC ≥ 3(m− 1) és ı́gy gC > 1. n = 8 esetén n− δ (n)− 2 = 2
és 2gC ≥ 2(m − 1) + m − lnko(m, 8) ≥ 2(m − 1), azaz m ≥ 3-ra gC > 1.
Ha n = 5, akkor 2gC ≥ m − 1 + m − lnko(m, 5). Így gC > 1 feltéve, hogy
m = 3, 4, 5. Tehát a fentiek alapján csak a következő esetekkel kell foglalkozni:
m = 2, n = 2, 3, 4, 5, 6, 8; m = 3, n = 3, 4, 6; m = 4, n = 4, 6; m = 5, n = 6;
m = 6, n = 6.

Részletesen csak az (m,n) = (2, 2), (2, 3) és (2, 4) eseteket tárgyaljuk, a
többinél egyszerűen meg kell ismételni a most léırt módszert. Legyen először
(m,n) = (2, 2). Ekkor Sf = Sg =

{
1
2

}
és

2gC = 2− 2r 1
2
− 2 + 2− 2 = −2r 1

2
.

Ha − 1
4λ + l 6= − 1

4 , akkor gC = 0, máskülönben a görbe reducibilis.
Legyen most (m,n) = (2, 3). Ebben az esetben Sf =

{
1
2

}
, Sg ={

1 +
√

3
3 , 1−

√
3

3

}
. Ezt felhasználva 2gC = 2 − 2r 1

2
. Világos, hogy ha r 1

2
= 0,

akkor gC = 1, mı́g r 1
2

= 1 esetén gC = 0. Viszont, r 1
2

= 1 akkor és csak akkor

teljesül, ha ± 2
√

3
9 λ + l = − 1

4 .

Ha (m, n) = (2, 4), akkor Sf =
{

1
2

}
, Sg =

{
3
2 , 3

2 +
√

5
2 , 3

2 −
√

5
2

}
. Most

2gC = 2 − 2r 1
2
. Így, ha r 1

2
= 0, akkor gC = 1, és ha r 1

2
= 1, akkor gC = 0. Ha

r 1
2

= 2, akkor −λ + l = − 1
4 , és a görbe reducibilis. Másrészt r 1

2
= 1 akkor és

csak akkor teljesül, ha 9
16λ + l = − 1

4 .
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A 2.2 Tétel bizonýıtása. Tekintsük az alábbi algebrai görbét:

(2.27) x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l,

ahol m,n ∈ N, m ≤ n, λ, l ∈ Q és λ 6= 0. Kombinálva a 2.4, 2.5 és a 2.6
Tételeket a 2.6 és a 2.7 Lemmákkal azt kapjuk, hogy a (2.27) egyenletnek a
2.2 Tételben felsorolt kivételes esetektől eltekintve csak véges sok egész, illetve
racionális megoldása van. A továbbiakban megmutatjuk, hogy minden kivételes
esetben megválaszthatóak a λ, l paraméterek úgy, hogy a (2.27) egyenletnek
legyen végtelen sok x, y megoldása.

Az 1)-es esetben a görbének lineáris faktora van, amiből könnyen kapható
végtelen sok megoldás. Amikor (m,n) = (2, 2), az egyenletünket visszavezet-
hetjük Pell-egyenletre. Könnyen látszik például, hogy ha λ = 2 és l = k (k − 1),
ahol k egy páratlan szám, akkor egyenletünknek végtelen sok egész megoldása
lesz. Ha (m, n) = (2, 4) és 4λ− 4l = 1, akkor a görbénk ismét csak reducibilis.
Ezt az esetet pedig a 2.2. Álĺıtásban tárgyaltuk. Az (m,n) = (4, 4), λ − l = 1
esetet pedig a 2.3. Álĺıtásban vizsgáltuk. Az 5)-ös, 6)-os, 7)-es, 8)-as és 9)-es
eseteknél a görbénk 1 génuszú, és λ, l alkalmas megválasztása mellett a görbét
egy biracionális transzformációval átalaḱıtjuk egy elliptikus görbévé. Ezután
megmutatjuk, hogy az eredeti görbén létezik egy olyan racionális pont, aminek
a transzformáció utáni képe egy nem-torzió pont lesz a transzformált elliptikus
görbén. Ez azt jelenti, hogy az elliptikus görbén végtelen sok racionális pont
van, és mivel a transzformáció biracionális, ezért az eredeti görbén is végtelen
sok racionális pont található. A részleteket csak az 5)-ös esetben adjuk meg.

Tekintsük az alábbi görbét:

(2.28) x(x− 1)− λy(y − 1)(y − 2)− l = 0,

ahol λ, l ∈ Z és λ 6= 0. Oldjuk meg az x(x − 1) − l = 0 egyenletet x-re. A
megoldások:

x1,2 =
1±√1 + 4l

2
.

Legyen l =
(
k2 − 1

)
/4 ahol k ∈ Z páratlan és relat́ıv pŕım λ-hoz. Ekkor (2.28)-

ba behelyetteśıtve kapjuk, hogy

(2.29) x(x− 1)− λy(y − 1)(y − 2)− 1
4
k2 +

1
4

= 0.

Világos, hogy a P = ((1− k)/2, 2) pont rajta van ezen a görbén. Végrehajtva
az

x =
32λ− V

64λ
, y =

U + 16λ

16λ
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biracionális transzformációt a (2.29) görbén, az alábbi elliptikus görbéhez ju-
tunk:

(2.30) V 2 = U3 − 256λ2U + 1024λ2k2

Ezen elliptikus görbe diszkriminánsa

∆ = −67108864λ6 + 2811552λ4k4.

A P pontnak a transzformáció általi képe a W = (16λ, 32λk) pont, ami nyil-
vánvalóan egy racionális pont. Könnyen látható, hogy 32λk akkor és csak akkor
osztója a ∆ diszkriminánsnak, ha k osztja 221λ5-t. Viszont, mivel lnko(λ, k) = 1
és k páratlan, a jól ismert Nagell-Lutz [62] tételből következik, hogy a W pont
egy nem-torzió pont a (2.30) elliptikus görbén. Ebből azt kapjuk, hogy az
elliptikus görbénken végtelen sok racionális pont van. Mivel a transzformációnk
biracionális volt, ı́gy az eredeti (2.29) görbénken is végtelen sok racionális pont
van.

A fennmaradó esetek mindegyikében megadunk most végtelen sok olyan
görbét, amin végtelen sok racionális pont van. Az 5)-ös esetben ismertetett
módszert követve könnyen ellenőrizhető, hogy az alábbi görbéken valóban
található végtelen sok racionális pont.

6) (m,n) = (2, 4), 9λ + 16l 6= −4, és

x(x− 1)− 3ty(y − 1)(y − 2)(y − 3)− 1
4
k2 +

1
4

= 0,

ahol k, t ∈ N és lnko(t, k) = 1, lnko(k, 208) = 1

7) (m,n) = (2, 6), − 1
4 = − 225

64 λ + l, és

x(x− 1)− 16
225

k2y(y − 1)(y − 2)(y − 3)(y − 4)(y − 5)− 1
4
k2 +

1
4

= 0,

ahol k ∈ N.

8) (m,n) = (3, 3), és

x(x− 1)(x− 2)− y(y − 1)(y − 2)− 3k2 + 9k − 6 = 0,

ahol k ∈ N olyan, hogy (2k − 3) - 293513.

9) (m,n) = (4, 4), −λ + l = 9
16 , l 6= − 7

16 , és
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x(x− 1)(x− 2)(x− 3)−
(

k(k − 1)(k − 2)(k − 3)− 9
16

)
×

× y(y − 1)(y − 2)(y − 3)− k(k − 1)(k − 2)(k − 3) = 0,

ahol k > 4.

Továbbá, (m,n) = (4, 4), 9
16λ + l = −1, l 6= − 7

16 , és

x(x− 1)(x− 2)(x− 3)−
(
−16

9
k(k − 1)(k − 2)(k − 3)− 16

9

)
×

× y(y − 1)(y − 2)(y − 3)− k(k − 1)(k − 2)(k − 3) = 0,

ahol k - 313516.

A 2.3 Tétel bizonýıtása. Az egyenletünk most:

x (x + d1) · · · (x + (m− 1) d1) = λ̃y (y + d2) · · · (y + (n− 1) d2) + l̃

alakú, ahol m ≤ n és m,n ∈ N. Ebből az egyenletből azt kapjuk, hogy

X (X − 1) · · · (X − (m− 1)) = λY (Y − 1) · · · (Y − (n− 1)) + l,

ahol

X = − x

d1
, Y = − y

d2
, λ = (−1)m+nλ̃

dn
2

dm
1

, l = (−1)m l̃

dm
1

.

Alkalmazva a 2.2 Tételt álĺıtásunk bizonýıtást nyert.

A 2.1 Tétel bizonýıtása. Legyenek a, b, k egészek, ahol a 6= 0, b 6=
0, továbbá legyenek m, n pozit́ıv egészek az m ≤ n tulajdonsággal. A (2.5)
egyenletet át́ırhatjuk

(2.31) x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l
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alakba, ahol

λ =
bm!
an!

és l =
−km!

a
.

Ekkor a (2.31) egyenletre alkalmazhatjuk a 2.2. Tételt. Könnyen látszik, hogy
eltekintve az m = n, a = b és k = 0 esettől, a (2.31) egyenletnek csak akkor
lehet végtelen sok egész megoldása, ha (m,n) ∈ {(2, 2), (2, 4), (4, 4)} .

Amikor (m,n) = (2, 2), (2.31)-ből a következő egyenlethez jutunk:

(2.32) a (2x− 1)2 − b (2y − 1)2 = −8k + a− b.

Nem nehéz (2.32)-ben megválasztani az a, b és k paramétereket, hogy az egyen-
letnek végtelen sok x, y egész megoldása legyen. Legyen például a = 1, b = 6,
k = −1. Könnyen ellenőrizhető, (például mod 4) hogy az u2 − 6v2 = 3 Pell
egyenlet minden megoldása páratlan, és (u, v) = (27, 11) egy megoldás. Így
(2.32)-nek valóban van végtelen sok megoldása.

Ha (m,n) = (2, 4), akkor (2.31) az alábbi egyenletre vezet:

(2.33) x (x− 1) = λy (y − 1) (y − 2) (y − 3) + l,

ahol λ = b/12a, l = −2k/a. A 2.4 és 2.5 Tételekből tudjuk, hogy ha

4λ− 4l 6= 1 és 9λ + 16l 6= −4,

azaz, ha
−24k + 3a

b
6= 1 és

−24k + 3a

b
6= − 9

16
,

akkor (2.33)-nak csak véges sok egész megoldása van. Továbbá azt is tudjuk,
hogy (−24k +3a)/b = 1 esetén a görbénk reducibilis. Alkalmazva a 2.2. Álĺıtást
azt állaṕıthatjuk meg, hogy akkor és csak akkor lehet végtelen sok x, y egész
megoldás, ha

b

3a
=

( c

d

)2

alakú, ahol c, d ∈ Z, (c, d) = 1 és az u2 − 3u + 1 ≡ 0 mod d kongruencia
megoldható.

Ha a = 25, b = 147, k = −3 akkor (−24k + 3a)/b = 1, és

x = (1 + 7
(
5t2 + 5t + 1

)
)/2, y = 4 + 5t

bármely t ≥ 0 pozit́ıv egész esetén megoldása lesz a (2.5) egyenletnek.
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Abban az esetben, amikor (−24k + 3a)/b = −9/16, az egyenletünk a
következő:

(2.34) (2x− 1)2 =
b

48a

(
4y2 − 12y − 1

)
(2y − 3)2 .

Ismét nem nehéz feladat megválasztani az a, b, k egészeket úgy, hogy legyen
végtelen sok megoldás. Például, legyen a = 1, b = 720, k = 17, ekkor (−24k +
3a)/b = −9/16. Most

x = (15aw+1bw+1 + 1)/2, y = (aw+1 + 3)/2

minden w-re megoldás lesz, ahol aw és bw az alábbi rekurzióval van definiálva:
(a0, b0) = (5, 1), (aw+1, bw+1) = (4aw + 15bw, aw + 4bw).

Legyen végül (m, n) = (4, 4). Ekkor (2.28)-nak akkor és csak akkor lehet
végtelen sok megoldása, ha λ − l = 1, azaz, ha (−24k + a)/b = 1. Ebben az
esetben (2.31) a

(2.35) z2 =
16b

a

(
y2 − 3y + 1

)2

egyenletre vezet, ahol z = (2x− 3)2 − 5. Ismét egyszerű olyan a, b, k egészeket
választani, amelyek mellett a (2.35) egyenletnek van végtelen sok megoldása.
Például legyen a = 25, b = 1, k = 1, ı́gy (−24k + a)/b = 1. Ekkor a (2.5)
egyenletnek

x = (aw+1 + 3)/2, y = (5bw+1 + 3)/2

egész megoldásai minden w természetes szám esetén, ahol aw és bw a
következőképpen van meghatározva: (a0, b0) = (3, 1), (aw+1, bw+1) = (9aw +
20bw, 4aw + 9bw).
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2.3 PRÍMFOKSZÁMÚ ESET

2.3.1 EREDMÉNYEK

Ezen alfejezet első tételében meghatározzuk mindazon (m,n) számpárokat
és F (x) másodfokú, egész együtthatós polinomokat, amelyekre az

(2.36) F

((
x

m

))
= b

(
y

n

)

egyenletnek csak véges sok x ≥ m, y ≥ n egész megoldása van.

2.7. Tétel Legyen F (x) = a2x
2 + a1x + a0 egy másodfokú egész együtthatós

polinom, b ∈ Z \ {0}, m, n ≥ 2 pozit́ıv egészek. Ekkor a (2.36) egyenletnek csak
véges sok x ≥ m, y ≥ n egész megoldása van, kivéve az n = 2, 2a2

1 − 8a0a2 −
a2b = 0 és az (n,m) ∈ {(2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 4)} eseteket.
A kivételes esetek mindegyikében meg lehet választani a F (x) polinomot és a b
egész számot úgy, hogy a (2.36) egyenletnek végtelen sok egész megoldása legyen.

A második tételünkben a páratlan pŕımfokszámú F (x) polinomok esetét
vizsgáljuk. Azért választjuk szét a páros, illetve a páratlan pŕımfokszámú
eseteket két tételre, mert a tételek bizonýıtása során eltérő módszereket
használunk.

2.8. Tétel Legyen F (x) = apx
p +ap−1x

p−1 + · · ·+a1x+a0 ∈ Z[x], ahol ap 6= 0,
p ≥ 3 pŕım. Legyenek továbbá m, n ≥ 2 pozit́ıv egészek, és b ∈ Z \ {0}. Ekkor a
(2.36) egyenletnek csak véges sok x ≥ m, y ≥ n egész megoldása van, kivéve az
alábbi eseteket:

i) n = 2, m = 1, 2 vagy 4;

ii) n = p és F (x) = b
p!δ (x) (δ (x) + 1) · · · (δ (x) + p− 1), ahol δ(x) ∈ Q[x]

lineáris;

iii) n = 2p, m = 1, 2 vagy 4, és
F (x) = b

(2p)!

(
δ (x)− 1

4

) (
δ (x)− 9

4

) · · ·
(
δ (x)− (2p−1)2

4

)
, ahol δ(x) ∈ Q[x]

lineáris.

A tételek bizonýıtása során minden kivételes esetben megadunk olyan konkrét
egyenleteket, amelyek rendelkeznek végtelen sok x, y egész megoldással.

A 2.7. és a 2.8. Tételek kiterjesztései a 2.1. Tételünknek, amelyben az F (x)
polinom egy lineáris polinom volt.
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2.3.2 SEGÉDEREDMÉNYEK

A következő lemmák alapvető fontosságú szerepet játszanak a tételeink
bizonýıtásában. Ezen eredmények megfogalmazásához vezessünk be néhány
jelölést. A továbbiakban jelöljön δ (x) egy lineáris, p(x) egy nem-nulla racionális
együtthatós polinomot. Legyen

φ (x) =
(

x− 1
4

)(
x− 9

4

)
· · ·

(
x− (n− 1)2

4

)
,

ψ(x) = x(x + 1)(x + 2) · · · (x + (n− 1)).

Tetszőleges n ≥ 1 egész és g(x) ∈ Q[x] polinom esetén definiáljuk az (n, g(x))
speciális párt az alábbi módon:

· I Speciális pár: (n, ψ (p(x))), ahol p(x) nem-konstans polinom.

· II Speciális pár: n páros, g(x) = φ
(
δ (x) p (x)2

)
, ahol p(x) lehet konstans

polinom is.

· III Speciális pár: n páros, g(x) = φ (cδ (x)r), ahol c nem-nulla konstans
és r ≥ 3 páratlan egész.

· IV Speciális pár: n páros, g(x) = φ
((

aδ (x)2 + b
)

p(x)2
)
, ahol a, b ∈ Q.

· V Speciális pár: n páros, g(x) = φ
(
p (x)2

)
.

· VI Speciális pár: n = 4, g(x) = bδ(x)2 + 9
16 , ahol b ∈ Q \ {0}.

2.8. Lemma (Kulkarni, Sury, [33]) Legyen g(x) legalább másodfokú, racionális
együtthatós polinom és legyen f(z) = z(z+1)(z+2) · · · (z+(n−1)), ahol n ≥ 3.
Ha a

(2.37) g(x) = f(z)

egyenletnek van végtelen sok x, z egész megoldása, akkor (n, g(x)) speciális pár.

Nagyon sokan foglalkoztak az f(x) = ym szuperelliptikus egyenletekkel,
ahol f(x) egy legalább harmadfokú, egész, vagy algebrai egész együtthatós
polinom, m ≥ 2 pozit́ıv egész. LeVeque [34] volt az első, aki végességi
kritériumot adott a szuperelliptikus egyenletek egész megoldásainak a számára
vonatkozóan. Az eredmény ineffekt́ıv, azaz a módszere seǵıtségével nem lehet
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meghatározni az egyenlet összes megoldását. Baker [3] volt az első, akinek
sikerült effekt́ıv eredményt szolgáltatnia f(x) = ym alakú egyenletekre. Azóta
Baker eredményének számos általánośıtása és kiterjesztése látott napvilágot. A
következő lemma valójában LeVeque tételének effekt́ıv változata.

Legyen K egy algebrai számtest, OK pedig ezen számtest algebrai egészeinek
a gyűrűje.

2.9. Lemma (Brindza, [12]) Legyen

f(x) = a0x
N + · · ·+ aN = a0

n∏

i=1

(x− αi)ri

egy OK[x]-beli polinom, a0 6= 0 és αi 6= αj minden i 6= j esetén. Legyen
továbbá b ∈ OK, m > 1 és qi = m/(m, ri), i = 1, 2, · · · , n. Tegyük fel, hogy
(q1, q2, · · · , qn) nem permutációja (q, 1, · · · , 1)-nek vagy (2, 2, 1, · · · , 1)-nek, ahol
q ≥ 1. Ekkor az

f(x) = bym

egyenletnek csak véges sok x, y ∈ OK megoldása van, és ezek a megoldások
effekt́ıve meghatározhatóak.

A következő lemma egyszerű következménye a 2.9. Lemmának és Ping-Zhi
egy megjegyzésének ([39], 143. oldal). Ping-Zhi a cikkében karakterizálja azon
a, c algebrai és m ≥ 3 racionális egészeket, amelyekre az

(
x
m

) − c
a polinomnak

legalább három egyszeres gyöke van. Megjegyezzük, hogy [39]-ben az m = 3
esetben c/a = ±√3/108 érték szerepel, ami egy eĺırás. A helyes érték ±√3/27.

2.10. Lemma Legyenek a 6= 0, b 6= 0 és c OK-beli elemek, és legyenek m ≥
3, r ≥ 2 racionális egészek. Ekkor eltekintve az m = 4, c/a = −1/24 vagy
3/128; m = 3, c/a = ±√3/27; m = 6, c/a = −7

√
7/1215 − 2/243 vagy c/a =

7
√

7/1215−2/243 esetektől, az
(

x
m

)− c
a polinomnak van legalább három egyszeres

gyöke, és az

a

(
x

m

)
= byr + c

egyenletnek csak véges sok és effekt́ıve meghatározható x, y ∈ OK megoldása van.
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2.3.3 BIZONYÍTÁSOK

A 2.7. Tétel bizonýıtása. Vizsgáljuk az

(2.38) a2

(
x

m

)2

+ a1

(
x

m

)
+ a0 = b

(
y

n

)

egyenletet, ahol a2 6= 0, a1, a0 és b 6= 0 egész számok. Világos, hogy ha a (2.38)
egyenletnek van végtelen sok x ≥ m és y ≥ n megoldása, akkor a

(2.39) c2x
2 + c1x + c0 = z (z + 1) · · · (z + (n− 1))

egyenletnek szintén van végtelen sok egész megoldása, ahol most

ci =
n!
b

ai, i = 0, 1, 2 és z = y − (n− 1) .

Így a 2.8. Lemmából következik, hogy n = 2 vagy n = 4, és (n, c2x
2 + c1x + c0)

speciális pár.
Ha n = 2, akkor (2.38)-ból következik, hogy

h

((
x

m

))
:= 8a2

[(
x

m

)2

+
a1

a2

(
x

m

)
+

8a0 + b

8a2

]
= b (2y − 1)2

és ı́gy

(2.40) 8a2

((
x

m

)
− α1

) ((
x

m

)
− α2

)
= b (2y − 1)2 ,

ahol α1, α2 a h(x) polinom gyökei.
Abban az esetben ha α1 = α2, akkor 2a2

1 − 8a0a2 − a2b = 0. Továbbá
(2.40)-ből következik, hogy

(
4a2

(
x

m

)
+ 2a1

)2

= 2a2b (2y − 1)2 .

Ez viszont csak akkor teljesülhet, ha 2a2b négyzetszám. Így, ha az F (x) poli-
nomot x2 + 3x + 2-nek, b-t pedig 2-nek választjuk, akkor a (2.36) egyenletnek
x, y =

(
x
m

)
+ 2 megoldása lesz bármely x ≥ m esetén.
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Ezek után tegyük fel, hogy α1 6= α2, azaz 2a2
1 − 8a0a2 − a2b 6= 0. m = 1

vagy 2 esetén könnyen meg lehet adni olyan egyenletet, amelyik végtelen sok
x, y egész megoldással rendelkezik. Ilyenek lesznek például a (2.41) és a (2.42)
egyenletek a későbbiekben. Ha m ≥ 3 és

(m,α1) vagy (m,α2) /∈ H =

{(
4,
−1
24

)
,

(
4,

3
128

)
,

(
3,

√
3

27

)
,

(
3,
−√3
27

)
,

(
6,
−7
√

7
1215

− 2
243

)
,

(
6,

7
√

7
1215

− 2
243

)}
,

akkor a 2.10. Lemmából tudjuk, hogy a h
((

x
m

))
polinomnak van legalább három

egyszeres gyöke és ı́gy nýılván van legalább három páratlan multiplicitású gyöke
is. Így a 2.9. Lemmából levezethető, hogy (2.40)-nek és ezáltal (2.38)-nak is
csak véges sok egész megoldása van. Valójában tehát csak azon esetekkel kell a
továbbiakban foglalkoznunk, amikor az alábbi polinomok valamelyike faktora a
h

((
x
m

))
polinomnak.

(a)
(
x
4

)
+ 1

24 = 1
24

(
x− 3+

√
5

2

)2 (
x− 3−√5

2

)2

(b)
(
x
4

)− 3
128 = 1

24

(
x− 3

2

)2
(
x− 3+

√
10

2

)(
x− 3−√10

2

)

(c)
(
x
3

)
+
√

3
27 = 1

6

(
x− 3−2

√
3

3

)(
x− 3+

√
3

3

)2

(d)
(
x
3

)−
√

3
27 = 1

6

(
x− 3+2

√
3

3

)(
x− 3−√3

3

)2

(e)
(
x
6

)
+ 7

√
7

1215 + 2
243 = 1

720 (x− β1) (x− β2) (x− β3)
2 (x− β4)

2

(f)
(
x
6

)− 7
√

7
1215 + 2

243 = 1
720 (x− γ1) (x− γ2) (x− γ3)

2 (x− γ4)
2

ahol

β1 =
30 +

√
105− 48

√
7

6
, β2 =

30−
√

105− 48
√

7
6

,

β3 =
30 +

√
105 + 24

√
7

6
, β4 =

30−
√

105 + 24
√

7
6
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γ1 =
30 +

√
105 + 48

√
7

6
, γ2 =

30−
√

105 + 48
√

7
6

,

γ3 =
30 +

√
105− 24

√
7

6
, γ4 =

30−
√

105− 24
√

7
6

.

Könnyen látszik, hogy m = 6 esetén, azaz az (e) és (f) esetekben a h(
(

x
m

)
)

polinomnak mindig lesz legalább három egyszeres gyöke. Amikor m = 4,
azaz (a) és (b) esetén, a h(

(
x
m

)
) polinomnak szintén van legalább három egy-

szeres gyöke, kivéve, ha (α1, α2) = (−1/24, 3/128). Hasonlóan, nem nehéz
észrevenni, hogy abban az esetben, ha m = 3, azaz a (c) és (d) esetekben,
h(

(
x
m

)
)-nek van legalább három páratlan multiplicitású gyöke, eltekintve az

(α1, α2) =
(√

3/27,−√3/27
)

lehetőségtől. Viszont ekkor azt kapjuk a 2.9. Lem-
ma alapján, hogy a fent felsorolt két eset kivételével (2.40)-nek csak véges sok
egész megoldása van.

A kimaradó két esetben, azaz amikor m = 3 és α1 = ±√3/27, α2 = ∓√3/27,
illetve amikor m = 4 és α1 = −1/24, α2 = 3/128 vagy ford́ıtva, meg lehet adni
olyan egyenleteket, amelyeknek végtelen sok egész megoldása van; lásd például
a (2.43) és a (2.44) egyenleteket alább.

A fejezet további részében a már korábban emĺıtett kivételes, azaz végtelen
sok megoldással rendelkező, egyenletekre adunk példákat.

Az első egyenletnél m = 1. Az

(2.41) x2 + 2x + 1 =
(

y

2

)

egyenletnek az

x =
bw − 2

2
, y =

aw + 1
2

, w = 0, 1, . . .

egész számok végtelen sok megoldását adják, ahol az aw és bw egészek a
következő rekurzióval definiáltak: (a0, b0) = (3, 2), (aw+1, bw+1) = (3aw +
4bw, 2aw + 3bw).
m = 2 esetén könnyű ellenőrizni, hogy a

(2.42) 8
(

x

2

)2

+
(

x

2

)
− 1 = 8

(
y

2

)

egyenletnek van végtelen sok egész megoldása, nevezetesen:
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x =
a2w + 1

2
, y =

a2wb2w + 2
4

, w = 0, 1, . . . ,

ahol (a0, b0) = (3, 2), (aw+1, bw+1) = (3aw + 4bw, 2aw + 3bw).
Az m = 3 esetben

(2.43) 243
(

x

3

)2

− 3 = 16
(

y

2

)

egyenlet végtelen sok egész megoldással rendelkezik. Valóban, az

x = bw + 1, y =
aw

8
(
3b2

w − 1
)

+
1
2
, w = 0, 1, . . .

egész számok megoldások, feltéve, hogy (a0, b0) = (4, 2), (aw+1, bw+1) = (5aw +
12bw, 2aw + 5bw).
Végül egy példa m = 4 esetén:

(2.44) 384
(

x

4

)2

+ 7
(

x

4

)
− 1 = 5

(
y

2

)
.

Ezen egyenletnek az

x =
aw + 3

2
, y =

bw

(
x2 − 3x + 1

)
(2x− 3) + 1

2
, w = 0, 1, . . .

egészek mind megoldásai, ha (a0, b0) = (5, 1) és (aw+1, bw+1) = (4aw +
15bw, aw + 4bw).

Ha n = 4, akkor (2.38) a

(2.45) 384a2

((
x

m

)
− α1

) ((
x

m

)
− α2

)
= b

(
(2y − 3)2 − 5

)2

egyenlethez vezet, ahol α1, α2 a 24a2x
2 + 24a1x + 24a0 + b = 0 egyenlet gyökei.

Az n = 2 esethez hasonlóan levezethető, hogy a (2.45) egyenletnek csak akkor
lehet végtelen sok egész megoldása, ha α1 = α2, vagy ha m = 1, 2, vagy m = 3
és (α1, α2) =

(√
3/27,−√3/27

)
, vagy m = 4 és (α1, α2) = (−1/24, 3/128).
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Amikor α1 = α2, azt kapjuk, hogy 2α1 = −a1/a2 és 6a2
1− 24a0a2− a2b = 0.

Így (2.45)-ből következik, hogy
(

12a2

(
x

m

)
+ 6a1

)2

= 6a2b
(
y2 − 3y + 1

)2
.

Nyilvánvaló, hogy ennek az egyenletnek csak akkor van egyáltalán egész
megoldása, ha 6a2b = u2, ahol u ∈ Z. Ezt felhasználva kapjuk, hogy

(2.46)
(

12a2

(
x

m

)
+ 6a1 − u

(
y2 − 3y + 1

))

×
(

12a2

(
x

m

)
+ 6a1 + u

(
y2 − 3y + 1

))
= 0.

Így, nyilván csak akkor lehet végtelen sok egész megoldás, ha vagy a

48a2

(
x

m

)
+ 24a1 + 5u = u (2y − 3)2

vagy a

−48a2

(
x

m

)
− 24a1 + 5u = u (2y − 3)2

egyenletnek van végtelen sok egész megoldása. Viszont a 2.10. Lemmából
tudjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha m = 1, 2, vagy 4.

Mind a három esetben megadható olyan egyenlet, amelyiknek végtelen sok
x, y egész megoldása van. Például m = 1 esetén az

x2 − 10x + 9 = 384
(

y

4

)

egyenletnek az alábbi egészek megoldásai:

y ≥ 4 tetszőleges , x = (2y − 3)2 .

m = 2-re tekintsük az alábbi egyenletet:

(
x

2

)2

− 10
(

x

2

)
+ 9 = 384

(
y

4

)

az
y =

b2w + 3
2

, x =
a2w + 1

2
, w = 0, 1, . . .
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megoldásokkal, ahol (a0, b0) = (99, 35) és (aw+1, bw+1) = (3aw +8bw, aw +3bw).
Végül, amikor m = 4, akkor egy ilyen egyenlet a

−3
(

x

4

)2

+
(

x

4

)
= −2

(
y

4

)

az

x ≥ 4 tetszőleges , y =
x2 − 3x + 4

2
egész megoldásokkal.

Vizsgáljuk most azt az esetet, amikor α1 6= α2. Ha m ≥ 3, akkor az n =
2 esetnél tárgyaltak szerint csak abban az esetben nem lesz legalább három
páratlan multiplicitású gyöke a (2.45) egyenlet bal oldalának, ha m = 3 és
(α1, α2) =

(√
3/27,−√3/27

)
, vagy ha m = 4 és (α1, α2) = (−1/24, 3/128).

Eltekintve ezen két kivételtől a 2.10. Lemmából ismét azt kapjuk, hogy csak
véges sok egész megoldás létezik.

Ha m = 3 és α1 =
√

3/27, α2 = −√3/27, akkor egyenletünket visszavezet-
hetjük a

(2.47) 2a2

(
27x2(x− 1)2(x− 2)2 − 4

)− 81b
(
y2 − 3y + 1

)2
= 0

egyenletre. Mivel a (2.47) görbe génusza 3, továbbá a görbe irreducibilis, ı́gy a
2.6. Lemma miatt ismét csak véges sok egész megoldás lehetséges.

m = 4 és (α1, α2) = (−1/24, 3/128) esetében a helyzet hasonló, azaz egy
irreducibilis pozit́ıv génuszú görbét kapunk, amelyen mint tudjuk a 2.6. Lem-
mából, csak véges sok egész pont van.

A 2.8. Tétel bizonýıtása. Legyen F (x) = apx
p +ap−1x

p−1 + · · ·+a1x+
a0 ∈ Z[x], ahol ap 6= 0 és p ≥ 3 pŕımszám. Legyen továbbá b egy nullától
különböző egész. Nyilvánvaló, hogy abban az esetben, ha a (2.36) egyenletnek
van végtelen sok egész megoldása, akkor ugyanez igaz a

(2.48) cpx
p + cp−1x

p−1 + · · ·+ c1x + c0 = z (z + 1) · · · (z + (n− 1))

egyenletre is, ahol

ci =
n!
b

ai, i = 0, 1, . . . , p és z = y − (n− 1) .

Így a 2.8. Lemmából kapjuk, hogy vagy n = 2 vagy n > 2 és (n, c(x) = cpx
p +

cp−1x
p−1 + · · ·+ c1x + c0) speciális pár.
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Mivel p pŕım, ezért tudjuk, hogy c(x) felbonthatatlan, azaz ha c(x) = u(v(x))
valamely u(x), v(x) ∈ Q[x] polinomok esetén, akkor az u(x) és v(x) poli-
nomok valamelyike lineáris. Ezt felhasználva, illetve megnézve az egyes speciális
párokat és a tartalmazott polinomok fokszámát láthatjuk, hogy (2.48)-nak csak
akkor lehet végtelen sok egész megoldása, ha n = 2 vagy n = p vagy n = 2p.

Foglalkozzunk először azon esetekkel, amikor n = p vagy n = 2p. Mivel
n > 2 és deg F = p > 2 pŕım, ezért (n, c(x)) nem lehet III-as, IV-es, V-ös vagy
VI-os tipusú speciális pár.

Abban az esetben, ha (n, c(x)) I-es tipusú speciális pár, akkor

c(x) = p(x)(p(x) + 1) · · · (p(x) + n− 1) = ψ(p(x)).

Mivel feltettük, hogy n > 2, ı́gy n = p következik. Ekkor

c(x) = δ (x) (δ (x) + 1) · · · (δ (x) + p− 1) ,

ahol δ(x) ∈ Q[x] lineáris. Most (2.36)-ból kapjuk, hogy

b

p!
δ

((
x

m

))(
δ

((
x

m

))
+ 1

)
· · ·

(
δ

((
x

m

))
+ p− 1

)
=

=
b

p!
y(y − 1) · · · (y − p + 1).

Világos, hogy ha δ (x) ∈ Z[x], akkor

x ≥ m, y = δ

((
x

m

))
+ p− 1

megoldása (2.36)-nak. Így a 2.8. Tétel ii) esetében valóban van végtelen sok
egész megoldás.

Vizsgáljuk most azt az esetet, amikor (n, c(x)) II-es tipusú speciális pár.
Ekkor a 2.8. Lemmából következik, hogy
(2.49)

n = 2p és F (x) =
b

(2p)!

(
δ (x)− 1

4

)(
δ (x)− 9

4

)
· · ·

(
δ (x)− (2p− 1)2

4

)
,

ahol δ(x) ∈ Q[x] lineáris polinom. (2.49)-et (2.36)-ba behelyetteśıtve kapjuk,
hogy

(2.50) φ2p

(
δ

((
x

m

)))
= y(y − 1) · · · (y − 2p + 1),
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ahol

φ2p (x) =
(

x− 1
4

)(
x− 9

4

)
· · ·

(
x− (2p− 1)2

4

)
,

és δ(x) ∈ Q[x] lineáris. Mivel

y(y − 1) · · · (y − 2p + 1) = φ2p

((
y − p +

1
2

)2
)

,

ebből következik, hogy a (2.50)-nek csak abban az esetben van végtelen sok
egész megoldása, ha a

4δ

((
x

m

))
= (2y − 2p + 1)2

egyenletnek is van végtelen sok egész megoldása. Azonban a 2.10. Lemmából
tudjuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha m = 1, 2 vagy 4. Ezen esetek min-
degyikében megadunk egy-egy olyan konkrét egyenletet, nevezetesen a (2.54),
(2.55) és a (2.56) egyenleteket, amelyeknek van végtelen sok megoldása.

Ezek után foglalkozzunk az n = 2 esettel. Most (2.36)-ból az alábbi egyen-
letre jutunk:

(2.51) 8F

((
x

m

))
+ b = b (2y − 1)2 .

Ezt az egyenletet ı́rhatjuk

(2.52) H

((
x

m

))
:= 8ap

t∏

i=1

((
x

m

)
− αi

)ri

= b (2y − 1)2 ,

alakban, ahol αi 6= αj , ha i 6= j. Mivel a F (x) polinom fokszáma páratlan pŕım,
ezért biztos, hogy létezik egy olyan k ∈ {1, 2, . . . , t} index, amire rk páratlan.
Ismét felhasználva a 2.10. Lemmát arra a következtetésre jutunk, hogy eltekintve
az m = 1 vagy 2, m = 3 és αk = ±√3/27, m = 4 és αk = −1/24 vagy 3/128,
m = 6 és αk = −2/243 ± 7

√
7/1215 esetektől, (2.52) bal oldalán található

polinomnak lesz legalább három páratlan multiplicitású gyöke. Ekkor viszont a
2.9. Lemmából következik, hogy ezen esetek kivételével a (2.36)-nak csak véges
sok egész megoldása van. Az m = 1, 2 és 4 esetekben megadunk végtelen sok
megoldással rendelkező egyenleteket, lásd a (2.57), (2.58) és (2.59) egyenleteket.
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Az m = 3 és αk = ±√3/27, illetve az m = 6 és αk = −2/243 ± 7
√

7/1215
esetekben megmutatjuk, hogy csak véges sok megoldás lehetséges. Valójában
ezt csak az m = 3 és αk =

√
3/27 esetben fogjuk megmutatni, a maradék három

esetben a bizonýıtás teljesen hasonló módon történik.
Tegyük fel tehát, hogy m = 3 és αk =

√
3/27. Ha létezik egy olyan

j ∈ {1, 2, . . . , t} \ {k} index, amelyre rj páratlan (2.52)-ben, akkor mivel az
indexek összege páratlan, azt a következtetést vonhatjuk le, hogy a (2.52) bal
oldalán található polinomnak van legalább három páratlan multiplicitású gyöke.
De ekkor a 2.9. Lemmából tudjuk, hogy csak véges sok megoldás lehetséges.
Így tehát azt kapjuk, hogy amennyiben a (2.52) egyenletnek van végtelen sok
megoldása, akkor eltekintve rk-tól, az összes ri kitevő (2.52)-ben páros. Mivel√

3/27 definiáló főpolinomja f(x) = x2 − 1/243 és
√

3/27 gyöke a H(x) ∈ Q[x]
polinomnak, ı́gy

(2.53) H(x) = 8apf(x)rkH1(x),

ahol H1(x) ∈ Q[x] és f(x) relat́ıv pŕımek. Ebből viszont az következik, hogy
−√3/27 szintén gyöke H(x)-nek, mégpedig szintén rk multiplicitással, azaz
páratlan multiplicitással. Ez az ellentmondás az mutatja, hogy csak véges sok
megoldás van.

A következő példákban olyan kivételes egyenletekre adunk példákat, ame-
lyeknek végtelen sok egész megoldása van abban az esetben, amikor (n, c(x))
II-es tipusú speciális pár vagy n = 2.

(n, c(x)) II-es tipusú speciális pár, n = 2p, m = 1: A

(2.54)
b

(2p)!

(
1
2
x +

1
4
− 1

4

)(
1
2
x +

1
4
− 9

4

)
· · ·

(
1
2
x +

1
4
− (2p− 1)2

4

)
= b

(
y

2p

)

egyenletnek végtelen sok egész megoldása van, nevezetesen

y ≥ 2p tetszőleges egész , x = (2y − 2p) (y − p + 1) .

(n, c(x)) II-es tipusú speciális pár, n = 2p, m = 2: A
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(2.55)
b

(2p)!

(
1
4

(
x

2

)
+

15
4
− 1

4

)(
1
4

(
x

2

)
+

15
4
− 9

4

)
· · ·

· · ·
(

1
4

(
x

2

)
+

15
4
− (2p− 1)2

4

)
= b

(
y

2p

)

egyenlet esetén

x =
a2w+1 + 1

2
, y =

b2w+1 − 2
4

+ p, w = 0, 1, . . .

egész megoldások, ahol (a0, b0) = (3, 8), (aw+1, bw+1) = (3aw +4bw, 2aw +3bw).

(n, c(x)) II-es tipusú speciális pár, n = 2p, m = 4: A

(2.56)
b

(2p)!

(
6
(

x

4

)
+

1
4
− 1

4

)(
6
(

x

4

)
+

1
4
− 9

4

)
· · ·

· · ·
(

6
(

x

4

)
+

1
4
− (2p− 1)2

4

)
= b

(
y

2p

)

egyenletnek az

x ≥ 4 tetszőleges , y =
x2 − 3x + 2p

2
egész számok végtelen sok egész megoldását adják.

n = 2, m = 1: A

(2.57)
b

2

[(
1
2
x +

1
4

) (
2kxk + · · ·+ 2x + 1

)2 − 1
4

]
= b

(
y

2

)

egyenletnek

x =
(2w + 1)2 − 1

2
, y =

(2w + 1)
(
2kxk + · · ·+ 2x + 1

)
+ 1

2
, w = 0, 1, . . . ,

ahol k = (p− 1)/2, egész megoldásai.
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n = 2, m = 2: A

(2.58)
b

2




(
1
4

(
x

2

)
+

15
4

) (
2k

(
x

2

)k

+ · · ·+ 2
(

x

2

)
+ 1

)2

− 1
4


 = b

(
y

2

)

egyenletnek az alábbi egészek végtelen sok megoldását adják:

x =
a2w+1 + 1

2
, y =

b2w+1

(
2k

(
x
2

)k + · · ·+ 2
(
x
2

)
+ 1

)
+ 2

4
, w = 0, 1, . . . ,

ahol k = (p− 1)/2, és (a0, b0) = (3, 8), (aw+1, bw+1) = (3aw + 4bw, 2aw + 3bw).

n = 2, m = 4: A

(2.59)
b

2




(
6
(

x

4

)
+

1
4

) (
2k

(
x

4

)k

+ · · ·+ 2
(

x

4

)
+ 1

)2

− 1
4


 = b

(
y

2

)

egyenletnek van végtelen sok egész megoldása, például

x ≥ 4 tetszőleges, y =

(
x2 − 3x + 1

) (
2k

(
x
4

)k + · · ·+ 2
(
x
4

)
+ 1

)
+ 1

2
,

ahol k = (p− 1)/2.
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3.1 BEVEZETÉS

Ebben a fejezetben az

(3.1) Sm(x) = g(y), x, y pozit́ıv egész ismeretlenek,

diofantikus egyenlet megoldásszámának vizsgálatával foglalkozunk, ahol g(y)
egy legalább harmadfokú, racionális együtthatós polinom, m tetszőleges, adott
pozit́ıv egész, és

Sm(x) = 1m + 2m + · · ·+ xm.

Schäffer [57] 1956-ban egy ineffekt́ıv végességi eredményt nyert a (3.1) egyen-
letre vonatkozóan abban a speciális esetben, amikor g(y) = yn. Megmu-
tatta, hogy ha (m,n) különbözik az (1, 2), (3, 2), (3, 4) és (5, 2) pároktól, úgy
g(y) = yn mellett (3.1)-nek csak véges sok megoldása van. Ezen eredmény
effekt́ıv változatát Győry, Tijdeman és Voorhove [28] bizonýıtották be, akik
sokkal általánosabban vizsgálták Schäffer egyenletét abból a szempontból, hogy
nem csak az x, y változókat tekintették ismeretlennek, hanem az n kitevőt
is. Később eredményük számos általánośıtása és kiterjesztése látott napvilágot,
lásd például a [13], [15], [17], [21], [31], [42], [70]-[73] publikációkat, és az ott
megadott hivatkozásokat. Nemrégiben Jacobson, Pintér és Walsh [30], illetve
Bennett, Győry és Pintér [4] g(y) = yn esetén n = 2, m ≤ 58 páros pozit́ıv
egész, illetve tetszőleges n ≥ 2 és m ≤ 11 értékek mellett meghatározták (3.1)
összes pozit́ıv egész x, y megoldását. A fenti vizsgálatok összefoglaló léırása
megtalálható Győry és Pintér [27] áttekintő cikkében.

Egy másik irányban Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [7] 2002-
ben bebizonýıtották, hogy g(y) = y(y− 1) · · · (y− (n− 1)) esetén a (3.1) egyen-
letnek csak véges sok x, y egész megoldása van, feltéve, hogy m ≥ 1, n ≥ 2 és
(m,n) 6= (1, 2).
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Disszertációnk ezen részében, a 3.1. Tételünkben teljes általánosságban jelle-
mezni fogjuk azokat a pozit́ıv m egészeket és g(y) ∈ Q[y] polinomokat, ame-
lyek esetén (3.1)-nek lehet végtelen sok x, y egész megoldása. Továbbá, min-
den ilyen lehetséges (m, g(y)) párhoz megadunk olyan (3.1) alakú diofantikus
egyenletet, amelyik ténylegesen végtelen sok x, y egész megoldással rendelkezik.
Ezen eredményünk egy alkalmazásaként a 3.2. Tételünkben meghatározzuk az
összes olyan m pozit́ıv egész számot, és F (x) egész együtthatós, lineáris, illetve
páratlan pŕımfokszámú polinomot, amelyekre az

Sm(x) = F

((
y

n

))

egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása lehet.
A 3.1. és 3.2. Tételeinkből lényegében speciális esetként adódnak Schäffer

[57] és Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy [7] fent emĺıtett nevezetes
tételei. Mind a két eredményünk ineffekt́ıv, ami annak a következménye, hogy
a bizonýıtásokban felhasználjuk Bilu és Tichy [9] f(x) = g(y) t́ıpusú diofantikus
egyenletekre vonatkozó ineffekt́ıv végességi tételét.

A jelen fejezet eredményeit a [47] dolgozatunkban publikáltuk.

3.2 EREDMÉNYEK

A fejezet eredményeinek ismertetéséhez vezessünk be néhány jelölést, elne-
vezést. A továbbiakban δ(x) ∈ Q[x] lineáris, racionális együtthatós polinomot,
q(x) ∈ Q[x] pedig nem azonosan nulla racionális együtthatós polinomot fog
jelölni. Mint ismeretes, Sm(x) = 1m + 2m + · · ·+ xm x-ben egy m + 1-ed fokú
racionális együtthatós polinom, amelyre igaz, hogy páratlan m esetén feĺırható

Sm(x) = ψm

(
(x + 1/2)2

)

alakban, ahol ψm(x) ∈ Q[x]. Definiáljunk most úgynevezett speciális t́ıpusú
(m, g(x)) párokat az alábbi módon:

• I-es speciális t́ıpus: (m,Sm(q(x))), ahol q(x) nem konstans polinom.

• II-es speciális t́ıpus: m páratlan és g(x) = ψm

(
δ (x) q(x)2

)
.

• III-as speciális t́ıpus: m páratlan és g(x) = ψm

(
cδ (x)t

)
, ahol c ∈ Q\{0},

t ≥ 3 páratlan egész.
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• IV-es speciális t́ıpus: m páratlan és g(x) = ψm

((
aδ (x)2 + b

)
q(x)2

)
, ahol

a, b ∈ Q \ {0}.
• V-ös speciális t́ıpus: m páratlan és g(x) = ψm

(
q(x)2

)
.

• VI-os speciális t́ıpus: m = 3 és g(x) = δ(x)q(x)2.

• VII-es speciális t́ıpus: m = 3 és g(x) = q(x)2.

3.1. Tétel Legyen m egy tetszőleges pozit́ıv egész és g(x) ∈ Q[x] egy legalább
harmadfokú polinom. Ekkor az

(3.2) Sm(x) = g(y)

egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása van, kivéve, ha az (m, g(x)) pár
speciális t́ıpusú. Továbbá, minden ilyen kivételes esetben meg lehet választani a
δ(x), q(x) polinomokat és az a, b, c, t paramétereket úgy, hogy a megfelelő g(x)
polinom és m egész mellett a (3.2) egyenletnek legyen végtelen sok x, y egész
megoldása.

Mint láthatjuk, a 3.1. Tételben jellemezzük az összes olyan (m, g(y)) párt,
amelyek mellett (3.2)-nek lehet végtelen sok megoldása. Így speciális esetekben,
rögźıtett m és g(y) mellett, csak azt kell megvizsgálni, hogy a g(y) polinom
lehet-e a tételben felsorolt alakú.

Amennyiben speciálisan g(y) = F
((

y
n

))
alakú, ahol F racionális együtthatós

polinom és n ≥ 1 adott egész szám, úgy a 3.1. Tételünkből a következő pon-
tosabb álĺıtást vezetjük le.

3.2. Tétel Legyen F (x) ∈ Q[x] racionális együtthatós p-ed fokú polinom, ahol
p = 1 vagy p ≥ 3 pŕımszám. Ekkor az

(3.3) Sm(x) = F

((
y

n

))

egyenletnek, ahol n > 2 ha p = 1, csak véges sok egész megoldása van, eltekintve
az alábbi kivételektől:

• p = 1 és (m,n) ∈ {(1, 4), (2, 3), (3, 4)},
• F (x) = Sm(δ(x)), ahol p ≥ 3, m = p− 1 és δ(x) ∈ Q[x] lineáris,

• F (x) = ψm(δ(x)) és n = 1, 2 vagy 4, ahol δ(x) ∈ Q[x] lineáris,
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• m = 3, F (x) = δ(x)q(x)2 és n = 1, 2 vagy 4, ahol δ(x) ∈ Q[x] lineáris.

Az F (x) = n!x speciális választás mellett a 3.2. Tételből azt kapjuk, hogy
ha m ≥ 1, n > 2 és (m,n) 6= (1, 4), (2, 3), (3, 4), akkor az

(3.4) Sm(x) = y(y − 1) · · · (y − (n− 1))

egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása van. Ez lényegében Bilu,
Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy (3.4) egyenletre vonatkozó [7]-beli
eredménye. Abban az esetben pedig, ha F (x) = xp és n = 1, a 3.2. Tétel
lényegében visszaadja Schäffer [57] 1956-os végességi álĺıtását az Sm(x) = yn

egyenletre vonatkozóan.

3.3 SEGÉDEREDMÉNYEK

A bizonýıtásokban lényeges szerepet fog játszani Bilu és Tichy általános
ineffekt́ıv végességi kritériuma f(x) = g(y) alakú diofantikus egyenletekre
vonatkozóan. Ahhoz, hogy kimondjuk ezt a kritériumot, definiálunk
úgynevezett standard párokat. Legyenek a, b nullától különböző racionális
számok.

A első standard pár: (xt, axrq(x)t) vagy ford́ıtva (axrq(x)t, xt), ahol 0 ≤
r < t, (r, t) = 1 és r + deg q(x) > 0.

A második standard pár:
(
x2,

(
ax2 + b

)
q(x)2

)
(vagy ford́ıtva).

Jelölje Dk(x, a) a k-adik Dickson polinomot, amit a következőképpen
definiálunk:

(3.5) Dk(x, a) =
b k

2 c∑

i=1

k

k − i

(
k − i

i

)
(−a)i

xk−2i.

A harmadik standard pár:
(
Dk(x, at), Dt(x, ak)

)
, ahol (k, t) = 1.

A negyedik standard pár:
(
a−k/2Dk(x, a), b−t/2Dt(x, b)

)
, ahol (k, t) = 2.

A ötödik standard pár:
((

ax2 − 1
)3

, 3x4 − 4x3
)

(vagy ford́ıtva).

A következő tétel Bilu és Tichy [9] fő eredménye.

3.1. Lemma Legyenek f(x), g(x) ∈ Q[x] nem konstans polinomok. Tegyük
fel, hogy az f(x) = g(y) egyenletnek létezik végtelen sok x, y egész megoldása.
Ekkor f(x) = ϕ (f1 (λ(x))) és g(x) = ϕ (g1 (µ(x))), ahol λ(x), µ(x) ∈ Q[x]
lineáris polinomok, ϕ(x) ∈ Q[x], és (f1(x), g1(x)) valamilyen standard pár.
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Azt mondjuk, hogy egy F (x) ∈ C[x] polinom felbontható, ha feĺırható F (x) =
G1(G2(x)) alakban, ahol G1(x), G2(x) ∈ C[x]. A felbontás nem triviális, ha
deg G1(x), deg G2(x) > 1. Két F (x) = G1(G2(x)) és F (x) = H1(H2(x))
felbontást ekvivalensnek nevezünk, ha létezik egy t(x) ∈ C[x] lineáris poli-
nom úgy, hogy G1(x) = H1(t(x)) és H2(x) = t(G2(x)). A továbbiakban az
egyszerűség kedvéért azt mondjuk, hogy a F (x) polinom felbontható, ha létezik
nem triviális felbontása, és felbonthatatlan egyébként. A következő két lemma
Biluéktól származik [7]. Az első az n-edik Bernoulli polinom felbonthatóságáról
szól. Az n-edik Bernoulli polinom Bn(x) a következő formulával van definiálva:

tetx/
(
et − 1

)
=

∞∑
n=0

Bn(x)tn/n!.

Legyen Bn = Bn(0).

3.2. Lemma Bn(x) felbonthatatlan minden páratlan n esetén. Ha n = 2m
páros, akkor pedig Bn(x) bármely nem triviális felbontása ekvivalens a Bn(x) =
B̃m

(
(x− 1/2)2

)
felbontással, ahol B̃m(x) ∈ Q[x] egy m-ed fokú felbonthatatlan

polinom.

A következő eredmény egy technikai jellegű lemma, amire szintén szükségünk
lesz a bizonýıtásoknál.

3.3. Lemma Legyen a1, b1, c1 ∈ Q\{0} és a0, b0, c0 ∈ Q. Ekkor az Sm(a1x+a0)
polinom nem lehet sem b1x

q + b0 alakú, ahol q ≥ 3, sem pedig c1Dk(x, a) + c0

alakú, ahol Dk(x, a) a k-adik Dickson polinom k > 4-gyel és a ∈ Q \ {0}.
A most következő lemma egyszerű következménye a 3.2. Lemmának és az

alábbi jól ismert összefüggésnek:

(3.6) Sm(x) = (Bm+1(x + 1)−Bm+1)/(m + 1).

3.4. Lemma Páros m esetén az Sm(x) polinom felbonthatatlan. Amikor m =
2k − 1 pozit́ıv páratlan egész, akkor bármely nem triviális felbontása Sm(x)-nek
ekvivalens az

(3.7) Sm(x) = ψm

((
x +

1
2

)2
)

felbontással, ahol ψm(x) = t(B̃k(x)), t(x) = (x−Bm+1)/(m+1), továbbá B̃k(x)
a 3.2. Lemmában megadott polinom.
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A következő két lemmából azt tudhatjuk meg, hogy a Bm(x) és a ψ′m(x)
polinomoknak van legalább egy nem-valós gyökük, feltéve, hogy m ≥ 6.

3.5. Lemma Tegyük fel, hogy m ≥ 6. Ekkor az m-edik Bm(x) Bernoulli
polinomnak van nem-valós gyöke.

3.6. Lemma Ha m > 6 páratlan egész, akkor mind a ψ′m(x), mind a ψ′m(ax2+b)
polinomnak van nem-valós gyöke, ahol a, b racionális számok és a 6= 0.

Egy P (x) ∈ C[x] polinom esetén a c komplex számot a polinom
extrémumának nevezzük, ha a P (x) − c-nek van többszörös gyöke. Ekkor, ha
α1, α2, . . . , αs jelöli a P (x) − c polinom különböző gyökeinek a multiplicitását,
akkor azt mondjuk, hogy c P-t́ıpusa (α1, α2, . . . , αs). A 3.7. Lemma a Dickson
polinomok bizonyos tulajdonságáról szól. A lemma bizonýıtása végett l. például
[6, Proposition 3.3].

3.7. Lemma Tegyük fel, hogy a 6= 0, k ≥ 3. Ekkor a Dk(x, a) polinomnak
pontosan két extrémuma van, nevezetesen ±2a

k
2 . Ha k páratlan, akkor mind a

két extrémum (1,2,2,. . . ,2) P-t́ıpusú. Ha k páros, akkor viszont 2a
k
2 P-t́ıpusa

(1,1,2,. . . ,2), mı́g −2a
k
2 P-t́ıpusa (2,2,. . . ,2).

A következő lemma Ping-Zhi egy eredménye [39].

3.8. Lemma Legyenek a 6= 0, b 6= 0, c és m ≥ 3 egész számok. Ekkor eltekintve
azon esetektől amikor m = 4, c/a = −1/24 vagy 3/128, r = 2 és b/a nem egy
teljes négyzet, az

(3.8) a

(
x

m

)
= byr + c

egyenlet minden x, y > 1, r > 1 egész megoldására teljesül, hogy

max (| x |, y, r) < C1,

ahol C1 egy effekt́ıve kiszámı́tható konstans, ami csak az a, b, c és m értékektől
függ.

A most következő két lemma Brillhart-tól származik [11]. Ezen lemmák az
m-edik Bm(x) Bernoulli polinom néhány fontos tulajdonságáról szólnak.

3.9. Lemma Páratlan m esetén Bm(x)-nek nincs többszörös gyöke. Páros m
esetén x2−x−b lehet az egyetlen polinom, amelyik többszörös faktora Bm(x)-nek
Q felett, ahol b egy pozit́ıv páratlan egész.

3.10. Lemma Valós b mellett Bm(x)-nek akkor és csak akkor van 1
2 + bi

2 alakú
gyöke, ha m páratlan és b = 0.
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3.4 BIZONYÍTÁSOK

A bizonýıtásokat a 3.5. és a 3.6. Lemma bizonýıtásával kezdjük.

A 3.5. Lemma bizonýıtása. Könnyen ellenőrizhető, hogy a B6(x) poli-
nomnak van nem-valós gyöke. Legyen m ≥ 6 és tegyük fel, hogy az álĺıtás igaz
erre az m-re. Megmutatjuk, hogy ekkor az álĺıtás m+1-re is igaz lesz. Ha ugya-
nis indirekt módon feltesszük, hogy Bm+1(x)-nek csak valós gyöke van, akkor a
3.9. Lemmából azt kapjuk, hogy a

B′
m+1(x) = (m + 1)Bm(x)

polinom minden gyöke valós szám, ami nyilván ellentmondás.

A 3.6. Lemma bizonýıtása. Mivel

(3.9) Sm(x) =
Bm+1(x + 1)−Bm+1

m + 1
= ψm

((
x +

1
2

)2
)

,

ebből következik, hogy

(3.10) Bm

(
x +

1
2

)
= S′m

(
x− 1

2

)
= 2xψ′m

(
x2

)
.

A 3.5. Lemma alapján Bm(x + 1/2)-nek van nem-valós gyöke, azaz

(3.11) ∃ c, d ∈ R : d 6= 0 úgy, hogy ψ′m
(
(c + di)2

)
= ψ′m

(
c2 − d2 + 2cdi

)
= 0.

Ha c = 0, akkor (3.10) és (3.11) tudjuk, hogy Bm(1/2 + di) = 0. Viszont ez
ellentmond a 3.10. Lemmának. Ezáltal c 6= 0, továbbá

(3.12) ψ′m (x) = A

m−1
2∏

j=1

(x− αj) ,

ahol α1 ∈ C \ R és A ∈ Q \ {0}. Ebből viszont könnyen látható, hogy
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(3.13) ψ′m
(
ax2 + b

)
= A

m−1
2∏

j=1

(
ax2 + b− αj

)
,

amiből kapjuk, hogy x =
√

(α1 − b) /a egy nem-valós gyöke ψ′m
(
ax2 + b

)
-nek.

A 3.1. Tétel bizonýıtása. Legyen g(x) ∈ Q[x] legalább harmadfokú
racionális együtthatós polinom. Tegyük fel, hogy a (3.2) egyenletnek van
végtelen sok x, y egész megoldása. Ekkor a 3.1. Lemma alapján léteznek λ(x),
µ(x), ϕ(x), f1(x), g1(x) ∈ Q[x] polinomok, amelyek közül λ(x), µ(x) lineáris,
úgy hogy

(3.14) Sm(x) = ϕ(f1(λ(x))), és g(x) = ϕ(g1(µ(x))),

ahol (f1(x), g1(x)) standard pár. Mivel deg Sm(x) = m+1, ı́gy a 3.4. Lemmából
kapjuk, hogy deg ϕ(x) = 1 vagy (m + 1)/2 vagy m + 1.

Tegyük fel, hogy deg ϕ(x) = m + 1. Ekkor (3.14)-ből következik, hogy
deg f1(x) = 1. Tehát Sm(x) = ϕ(t(x)), ahol t(x) ∈ Q[x] lineáris polinom.
Ha

t(x) = t1x + t0, akkor legyen t−1(x) =
1
t1

x− t0
t1

.

Ekkor Sm(t−1(x)) = ϕ(t(t−1(x))) = ϕ(x). Az eddigiekből ezáltal azt kapjuk,
hogy

g(x) = ϕ(g1(µ(x))) = Sm(t−1(g1(µ(x)))) = Sm(q(x)),

ahol q(x) = t−1(g1(µ(x))) ∈ Q[x]. Így tehát, ha deg ϕ(x) = m + 1, akkor (3.2)-
nek csak akkor lehet végtelen sok egész megoldása, ha a g(x) polinom Sm(q(x))
alakú, ahol q(x) ∈ Q[x]. Nyilvánvaló, hogy ha q(y) ∈ Z végtelen sok y egész
esetén, akkor ezen y-okra x = q(y), y megoldásai lesznek (3.2)-nek.

A továbbiakban azt az esetet tekintjük, amikor deg ϕ(x) = 1. Legyen ϕ(x) =
ϕ1x + ϕ0, ahol ϕ1, ϕ0 ∈ Q és ϕ1 6= 0. Vizsgáljuk meg most az öt standard
párnak megfelelő eseteket egyenként.

Tegyük fel először, hogy (3.14)-ben (f1(x), g1(x)) I-es standard pár. Ekkor
(3.14) alapján az következik, hogy vagy
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i) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ1x

t + ϕ0,

vagy

ii) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ1axrq(x)t+ϕ0, ahol 0 ≤ r < t, (r, t) = 1 és r+deg q(x) >

0.

Az első esetben a 3.3. Lemmából ellentmondást kapunk, ha t = m + 1 ≥ 3. A
kimaradó m = 1 esetén i)-ből egy egyszerű számolás azt adja, hogy ϕ0 = −1/8
és

g(x) =
1
2

(
2ϕ1aµ(x)q(µ(x))2

)− 1
8

= ψ1

(
δ(x)q1(x)2

)
,

ahol δ(x) = 2ϕ1aµ(x) és q1(x) = q(µ(x)). Így ahhoz jutunk, hogy az (m, g(x))
pár II-es speciális t́ıpusú m = 1-gyel.

A második esetben g
(
µ−1(x)

)
= ϕ1x

t + ϕ0. Ennek következtében, ha t =
deg g(x) > 3, akkor r ≤ 3 és a q(x) polinom csak konstans polinom lehet.
Ellenkező esetben ugyanis az Sm

(
λ−1(x)

)− ϕ0 polinomnak lenne egy legalább
négyszeres multiplicitású gyöke. Viszont a 3.9. Lemmából, illetve abból, hogy

d

dx
(Sm(x)− ϕ0) =

d

dx

Bm+1(x + 1)
m + 1

= Bm(x + 1)

azt kapjuk, hogy Sm(x)−ϕ0-nak nem lehet olyan gyöke, aminek a multiplicitása
legalább négy. Ismert, hogy ha egy algebrai egyenletben az ismeretlen változó
helyett a változó egy lineáris polinomját ı́rjuk, akkor az ı́gy kapott egyenletben
a gyökök száma, illetve a gyökök multiplicitása ugyanaz marad, mint az ere-
deti egyenlet esetén. Ebből következik, hogy Sm

(
λ−1(x)

)−ϕ0-nak nincs olyan
gyöke, amelynek a multiplicitása legalább négy lenne. Ezek szerint

(3.15) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕxr + ϕ0, ahol ϕ ∈ Q \ {0}.

Alkalmazva az 3.3. Lemmát kapjuk, hogy r csak 2 lehet. Ekkor az i) esethez
hasonlóan ϕ0 = −1/8, és ı́gy

(3.16) g(x) = ϕ1µ(x)t − 1
8

=
1
2

(
2ϕ1µ(x)t

)− 1
8

= ψ1

(
cδ(x)t

)
,

ahol t > 3 páratlan. Azaz az (m, g(x)) pár III-as speciális t́ıpusú.
Ha t = 3, akkor

(3.17) Sm(x) = ϕ1aλ(x)rq(λ(x))3 + ϕ0,
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ahol r = 1 vagy 2. Abban az esetben amikor q(x) konstans polinom, valójában
visszakapjuk (3.15)-öt, ezért feltehetjük, hogy q(x) nem konstans polinom.
Ekkor viszont

Bm(x + 1) = S′m(x) =

= ϕ1aλ(x)r−1q(λ(x))2 (rλ′(x)q(λ(x)) + 3λ(x)q′(λ(x))λ′(x)) .

Ebből azt a következtetést vonhatjuk le, hogy Bm(x)-nek van egy többszörös
faktora, nevezetesen q(λ(x−1)). Így a 3.9. Lemmából következik, hogy m páros
és q(λ(x − 1)) csak x2 − x − b alakú lehet, ahol b egy pozit́ıv, páratlan egész.
Összehasonĺıtva (3.17)-ben a fokszámokat azt kapjuk, hogy m értéke csak 6
lehet, mı́g r = 1. Ebben az esetben viszont az S6(x)−ϕ0 polinomnak lenne egy
háromszoros multiplicitású gyöke, ami azt eredményezné, hogy B6(x)-nek van
kétszeres multiplicitású gyöke. Azonban B6(x) diszkriminánsa 31/1815156, ami
nyilván ellentmondás.

Legyen most (3.14)-ben (f1(x), g1(x)) II-es standard pár.
Ekkor vagy

i) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ1x

2 + ϕ0

vagy

ii) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ1

(
ax2 + b

)
q(x)2 + ϕ0.

Az első esetben nyilván m = 1, ϕ0 = −1/8. Ennek következtében

g(x) = ϕ1(aµ(x)2 + b)q(µ(x))2 − 1
8

= ψ1

((
2ϕ1aµ(x)2 + 2ϕ1b

)
q(µ(x))2

)
,

azaz az (m, g(x)) pár IV-es speciális t́ıpusú m = 1 értékkel. A második esetben
deg g(x) = 2. De ez nem lehet a tételünk feltételei miatt.

Vizsgáljuk most azt, amikor (f1(x), g1(x)) III-as standard pár.
Most (3.14)-ből tudjuk, hogy

(3.18) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ (f1(x)) = ϕ1Dk(x, at) + ϕ0.

Mivel deg Dk(x, at) = k és deg Sm

(
λ−1(x)

)
= m + 1, a 3.3. Lemmából adódik,

hogy (3.18) nem lehetséges, ha m > 3. Amikor m = 1, (3.18)-ból következik,
hogy

k = 2, ϕ1 =
1

8u2
és ϕ0 =

at

4u2
− 1

8
,
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ahol u ∈ Q \ {0}. Ezáltal

g(x) = ϕ1Dt(µ(x), a2) + ϕ0 =
1
2

(
Dt(µ(x), a2) + 2at

4u2

)
− 1

8
.

A 3.7. Lemmából tudjuk, hogy a Dt(µ(x), a2) polinomnak pontosan két
extrémuma van: ±2at. Mivel most t páratlan, −2at P-t́ıpusa (1, 2, 2, . . . , 2).
Ebből viszont következik, hogy Dt(µ(x), a2) + 2at = δ1(x)q1(x)2, ahol δ1(x),
q1(x) ∈ Q[x] és deg δ1(x) = 1. Ezért az (m, g(x)) pár most II-es speciális t́ıpusú
m = 1-gyel, δ(x) = δ1(x)/4u2-tel és q(x) = q1(x)/2u-val.

Ha m = 2, akkor k = 3, (t, 3) = 1, továbbá S2(x) = ϕ1D3(λ(x), at) + ϕ0,
amiből kiszámı́tható, hogy ϕ0 = 0 és

(3.19) 2x(2x + 1)(2x + 2) = 24ϕ1Dt(µ(y), a3).

A 2.8. Lemmából levezethető, hogy ha (3.19)-nek van végtelen sok egész
megoldása, akkor

(3.20) 24ϕ1Dt(µ(y), a3) = p(y)(p(y) + 1)(p(y) + 2), ahol p(y) ∈ Q[y].

Azonban, (3.20)-ból azt olvashatjuk le, hogy t = 3 deg p(y), ami ellentmond
annak, hogy (t, 3) = 1.

Végül, ha m = 3, akkor egyszerű számolással kapjuk (3.18), hogy m = 3,
k = 4, t páratlan, ϕ0 = 2ϕ1a

2t és g(x) = ϕ1

(
Dt(µ(x), a4) + 2a2t

)
. Ismét

alkalmazva a 3.7. Lemmát azt kapjuk, hogy (m, g(x) = δ(x)q(x)2) VI-os speciális
t́ıpusú.

Legyen (f1(x), g1(x)) IV-es standard pár.
Ekkor

(3.21) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ (f1(x)) = ϕ1a

− k
2 Dk(x, a) + ϕ0, ahol k ≥ 2 páros.

Viszont a 3.3. Lemma miatt ez csak akkor lehetséges, ha m > 3. Mivel k páros,
ezért csak az m = 1, illetve az m = 3 esetekkel kell foglalkozni. Összehasonĺıtva
a megfelelő együtthatókat (3.21)-ben kapjuk, hogy m = 1 esetén ϕ0 = 2ϕ1−1/8,
mı́g m = 3 esetében ϕ0 = 2ϕ1. Felhasználva a 3.7. Lemmát az első esetben

g(x) = ϕ1b
−t/2Dt(µ(x), b) + ϕ0 =

= ϕ1b
−t/2

(
Dt(µ(x), b) + 2bt/2

)
− 1

8
= ψ1

(
cq(x)2

)
,
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ahol c = 2ϕ1b
−t/2, a második esetben pedig

g(x) = ϕ1b
−t/2Dt(µ(x), b)+ϕ0 = ϕ1b

−t/2
(
Dt(µ(x), b) + 2bt/2

)
= ϕ1b

−t/2q(x)2

következik. Könnyen látható, hogy mind a két esetben (3.2)-nek csak akkor
lehet végtelen sok egész megoldása, ha a c és a ϕ1b

−t/2 racionális számok négyzet
számok. Ekkor jutunk az V-ös, illetve a VII-es speciális t́ıpusokhoz.

Végül legyen (f1(x), g1(x)) V-ös standard pár.
Ekkor (3.14)-ből következik, hogy az alábbi két eset valamelyike fennáll:

i) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ (f1(x)) = ϕ1

(
ax2 − 1

)3 + ϕ0,

ii) Sm

(
λ−1(x)

)
= ϕ (f1(x)) = ϕ1

(
3x4 − 4x3

)
+ ϕ0.

Mind a két esetben azt látjuk, hogy az Sm

(
λ−1(x)

) − ϕ0 polinomnak van egy
olyan gyöke, amelyiknek a multiplicitása legalább három. Mivel deg Sm(x) =
m + 1, ı́gy az i) esetben m = 5, mı́g a ii) esetben m = 3. Az eddigiek alapján
tehát az Sm(x)−ϕ0 polinomnak is van legalább egy olyan gyöke, aminek a mul-
tiplicitása nagyobb, mint kettő. Viszont Brillhartnak az n-edik Bn(x) Bernoulli
polinomra vonatkozó 3.9. Lemmája és a

d

dx
(Sm(x)− ϕ0) =

d

dx

Bm+1(x + 1)
m + 1

= Bm(x + 1)

összefüggés miatt ez m = 3 és m = 5 esetén nem lehetséges.

Tekintsük most azt az esetet, amikor deg ϕ(x) = (m + 1)/2.

Nyilvánvaló, hogy ebben az esetben m páratlan, továbbá (3.14)-ből adódik,
hogy deg f1(x) = 2. Ekkor viszont (f1(x), g1(x)) nem lehet V-ös standard pár.
Továbbá, a 3.4. Lemmából tudjuk, hogy az Sm(x) polinomnak létezik nem
triviális felbontása és minden nem triviális felbontás ekvivalens az Sm(x) =
ψm

(
(x + 1/2)2

)
felbontással, azaz létezik egy u(x) = u1x+u0 lineáris polinom

úgy, hogy

(3.22) ϕ (x) = ψm (u(x)) és u (f1(λ(x))) =
(

x +
1
2

)2

.

Ismét vizsgáljuk meg a lehetséges (f1(x), g1(x)) standard párokat.
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Tegyük fel tehát először, hogy (3.14)-ben (f1(x), g1(x)) I-es standard pár.
Legyen először (f1(x), g1(x)) = (xt, axrp(x)t), ahol 0 ≤ r < t, (r, t) = 1

és r + deg p(x) > 0. Mivel deg f1(x) = 2, ezért (f1(x), g1(x)) = (x2, axp(x)2).
Ha λ(x) = λ1x + λ0, akkor (3.22)-ből kiszámı́thatjuk, hogy u(x) = (1/λ2

1)x,
továbbá, hogy

(3.23) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm

(
aµ(x)p(µ(x))2

λ2
1

)
.

Ha ekkor a δ(x) polinomot δ(x) = aµ(x)/λ2
1 módon, a q(x) polinomot pedig

q(x) = p(µ(x)) módon definiáljuk, akkor az (m, g(x)) pár pontosan II-es speciális
t́ıpusú.

Itt jegyezzük meg, hogy amennyiben (m, g(x)) II-es speciális t́ıpusú, akkor a
δ(x) ∈ Q[x] és a q(x) ∈ Q[x] polinomokat meg lehet úgy választani, hogy a (3.2)
egyenletnek legyen végtelen sok egész megoldása. Valóban, ha δ(y) végtelen
sok egész y esetén racionális szám négyzete, és ezen y-okra

√
δ(y)q(y) − 1/2 ∈

Z, akkor x =
√

δ(y)q(y) − 1/2, y egész megoldásai (3.2)-nek. Legyen például
δ(x) = x és q(x) = xt + · · · + x + 1/2. Ekkor minden k egész esetén x =
(2k + 1)q((2k + 1)2)− 1/2 és y = (2k + 1)2 megoldásai (3.2)-nek.

A ford́ıtott esetben (f1(x), g1(x)) = (axrp(x)t, xt), ahol 0 ≤ r < t, (r, t) = 1
és r + deg p(x) > 0. Mivel deg f1(x) = 2, ezért két lehetőség adódik

i) r = 0, t = 1 és deg p(x) = 2

vagy

ii) r = 2, t > 2 páratlan és deg p(x) = 0.

i) esetén g1(x) = x és ı́gy

(3.24) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm(u(µ(x))).

Ekkor az (m, g(x)) pár II-es speciális t́ıpusú, ahol most δ(x) = u(µ(x)) és q(x) ≡
1. A ii) esetben (3.22)-ből következik, hogy f1(x) = bx2 és u(x) = x/(bλ2

1), ahol
b ∈ Q \ {0}. Így

(3.25) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm

(
(µ(x))t

bλ2
1

)
.

Könnyű látni, hogy ekkor az (m, g(x)) pár III-as speciális t́ıpusú δ(x) = µ(x),
c = 1/(bλ2

1) választással, ahol t ≥ 3 páratlan.
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Vegyük észre, hogy ha a δ(x) ∈ Q[x] lineáris polinomot, a c ∈ Q \ {0}
racionális számot és a t ≥ 3 páratlan egészt meg tudjuk választani oly módon,
hogy cδ(y)t végtelen sok egész y esetén legyen racionális szám négyzete és√

cδ(y)t − 1/2 ∈ Z teljesüljön ezen y-okra, akkor (3.2)-nek lesz végtelen sok
egész megoldása, nevezetesen x =

√
cδ(y)t − 1/2, y. Például, legyen c = 1/4,

t = 29, δ(x) = x, ekkor x = −1/2 + (2k + 1)29/2, y = (2k + 1)2 minden k egész
esetén megoldása lesz (3.2)-nek.

Legyen most (f1(x), g1(x)) II-es standard pár.
Ekkor (f1(x), g1(x)) = (x2, (ax2 +b)p(x)2) vagy ford́ıtva. Ha f1(x) = (ax2 +

b)p(x)2, akkor g1(x) = x2 és p(x) egy konstans polinom. Ennek következtében

(3.26) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm

(
u1µ(x)2 + u0

)
.

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az (m, g(x)) pár IV-es speciális t́ıpusú q(x) ≡
1-gyel. Abban az esetben, amikor f1(x) = x2, (3.22)-ből egyszerű számı́tás után
kapjuk, hogy u(x) = x/(λ2

1). Így

(3.27) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm

((
aµ(x)2 + b

)
p(µ(x))2

λ2
1

)
.

Amennyiben felhasználjuk a δ(x) = µ(x), q(x) = p(µ(x))/λ1 jelölést, az alábbi
egyenlőséghez jutunk:

g(x) = ψm

((
aδ(x)2 + b

)
q(x)2

)
.

Ez pedig azt mutatja számunkra, hogy az (m, g(x)) pár IV-es speciális t́ıpusú.
A II-es és a III-as speciális t́ıpusokhoz hasonlóan könnyen látható, hogy ha(
aδ (y)2 + b

)
q(y)2 racionális szám négyzete és

√(
aδ (y)2 + b

)
q(y)2 − 1/2 ∈ Z

teljesül végtelen sok y egészre, akkor (3.2)-nek van végtelen sok x, y egész
megoldása.

Legyen például a = 8, b = −119, δ(x) = 2x − 13 és q(x) ∈ Q[x] egy olyan
polinom, amelyre q(x) − 1/2 ∈ Z[x]. Ekkor (3.2)-nek valóban van végtelen sok
egész megoldása, nevezetesen:

x =
2a2w+1q(y)− 1

2
, y =

b2w+1 + 26
4

, w = 0, 1, . . . ,
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ahol (a0, b0) = (3, 8), (aw+1, bw+1) = (3aw + 4bw, 2aw + 3bw).

Legyen (f1(x), g1(x)) III-as standard pár.
Ebben az esetben (f1(x), g1(x)) = (D2(x, at), Dt(x, a2)), ahol t páratlan.

Behelyetteśıtve (3.22)-be az f1(x) = x2 − 2at-t, azt kapjuk, hogy u1 = 1/λ2
1,

illetve u0 = 2at/λ2
1, továbbá

(3.28) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm

(
Dt(µ(x), a2) + 2at

λ2
1

)
.

A 3.7. Lemmából tudjuk, hogy a Dt(µ(x), a2)/λ2
1 polinomnak pontosan két

extrémuma van, mégpedig: ±2at/λ2
1. Mivel most t páratlan, azt is tudjuk,

hogy mind a két extrémum (1, 2, 2, . . . , 2) P-t́ıpusú. Az eddigiekből könnyen
következik, hogy g(x) = ψm(δ(x)q(x)2), ahol δ(x), q(x) ∈ Q[x] és deg δ(x) = 1.
Azaz az (m, g(x)) pár II-es speciális t́ıpusú.

Végül tételezzük fel, hogy (f1(x), g1(x)) IV-es standard pár.
Most (f1(x), g1(x)) = (a−1D2(x, a), b−t/2Dt(x, b)) páros t természetes

számmal. Ismét (3.22)-ből kapjuk, hogy u1 = a/λ2
1, u0 = 2a/λ2

1 és

(3.29) g(x) = ψm(u(g1(µ(x)))) = ψm

(
ab−t/2Dt(µ(x), b) + 2a

λ2
1

)
.

Most az ab−t/2Dt(µ(x), b)/λ2
1 extrémumai ±2bt/2ab−t/2/λ2

1 = ±2a/λ2
1, továbbá

a −2a/λ2
1 extrémum (2, 2, . . . , 2) P-t́ıpusú a 3.7. Lemma következtében. Ezért

a korábbiakhoz hasonlóan g(x) = ψm(q(x)2) és az (m, g(x)) pár V-ös speciális
t́ıpusú. Ismét könnyű észrevenni, hogy ha itt q(x)− 1/2 ∈ Z[x], akkor (3.2)-nek
van végtelen sok egész megoldása, például (x, y) = (q(k)− 1/2, k), ahol k ∈ Z.

Ezzel a tételünk bizonýıtását befejeztük.

A 3.2. Tétel bizonýıtása. Abban az esetben, ha deg F (x) = 1 azaz a
F (x) polinom lineáris, a (3.3) egyenletünk

(3.30) Sm(x) = a

(
y

n

)
+ b

alakú, ahol a 6= 0, b racionális számok. Tegyük fel, hogy n > 2 és (3.30)-nak van
végtelen sok x, y egész megoldása. Ekkor a 3.1. Tétel és a 2.8. Lemma szerint
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azt tudjuk, hogy
(3.31)(

m,
a

n!
fn(y) + b

)
speciális t́ıpusú és

(
n,

n!
a

(Sm(x)− b)
)

speciális pár,

ahol fn(x) = x(x−1) · · · (x−(n−1)). Hasonĺıtsuk most össze minden lehetséges
(speciális t́ıpus, speciális pár) esetben a megfelelő polinomok fokszámait. Ekkor
az alábbi táblázathoz jutunk, ahol C ellentmondást jelöl, p jelöli a 2.8. Lem-
mában a p(x) polinom, mı́g q a 3.1. Tételben a q(x) polinom fokszámát.
A sorindexekben, illetve az oszlopindexekben a megfelelő

(
m, a

n!fn(y) + b
)

speciális t́ıpust, illetve
(
n, n!

a (Sm(x)− b)
)
speciális párt jelöljük.

I II III IV V VI
I p = q = 1 p=0, q=2 C p=0, q=1 p=q=1 m=1, n=4

n = m + 1 n=2(m+1) n=m+1 n=m+1
II p=2, q=0 C C p=1, q=0 p=2, q=0 C

m+1=2n m+1=2n m+1=2n
III C C C C C C
IV p=1, q=0 p=0, q=1 C p=q=0 p=1, q=0 m=1, n=4

n=m+1 n=2(m+1) n=m+1 n=m+1 q=1
V p=q=1 p=0, q=2 C p=0, q=1 p=q=1 m=1, n=4

n=m+1 n=2(m+1) n=m+1 n=m+1 q=2
VI C C C C C C

VII m=3, n=4 m=3, n=8 C m=3, n=4 m=3, n=4 C
p=0

1. Táblázat

Például, ha
(
m, a

n!fn(y) + b
)

II-es speciális t́ıpusú és
(
n, n!

a (Sm(x)− b)
)

I-es
speciális pár, akkor tudjuk, hogy

(3.32)
a

n!
fn(y) + b = ψm

(
δ (x) q(x)2

)
és

n!
a

(Sm(x)− b) = ψ (p(x)) .

Összehasonĺıtva a fokszámokat

(3.33) n =
m + 1

2
(2 deg q(x) + 1) és m + 1 = ndeg p(x).
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Ebből következik, hogy 2 = deg p(x) (2 deg q(x) + 1), amiből azonnal látszik,
hogy deg q(x) = 0, deg p(x) = 2 és m+1 = 2n. Abban az esetben pedig, amikor(
m, a

n!fn(y) + b
)

II-es speciális t́ıpusú és
(
n, n!

a (Sm(x)− b)
)

II-es speciális pár,
a fokszámok összahasonĺıtása után kapjuk, hogy

n =
m + 1

2
(2 deg q(x) + 1) és m + 1 =

n

2
(2 deg p(x) + 1) ,

amiből 4 = (2 deg q(x) + 1) (2 deg p(x) + 1) következik. Ez viszont nýılván nem
lehetséges.

Ezek után azon esetekkel foglalkozunk, amelyeknél nem jutunk ellent-
mondásra a fokszámok összehasonĺıtásából.

A speciális t́ıpusok és a speciális párok defińıciójából, illetve az 1.
Táblázatból láthatjuk, hogy a (II,I), (II,IV) és a (II,V) esetekben

(3.34)
ac

n!
f ′n(cy + d) = ψ′m (y) .

Mivel f ′n(cy + d) minden gyöke valós, a 3.6. Lemmából azt a következtetést
vonhatjuk le, hogy m < 6. Viszont ezen esetekben tudjuk azt is, hogy m + 1 =
2n, ezért (m, n) csak az (5, 3) pár lehet, mert n > 2. Azonban, ha m = 5 és
n = 3, akkor (3.34) nem teljesülhet, mert a ψ′5(y) polinomnak van racionális
gyöke, mı́g az f ′3(y) polinomnak csak irracionális gyökei vannak.

A (IV,I), (IV,IV), (IV,V), (V,I), (V,IV), (V,V) esetekben

(3.35)
ac

n!
f ′n(cy + d) = ψ′m

(
uy2 + v

)
2uy,

ahol c, d, u, v ∈ Q és cu 6= 0. Ismét használva a korábbi elvet és a 3.6. Lem-
mát kapjuk, hogy (m,n) csak (3, 4) vagy (5, 6) lehet. Ha (m,n) = (5, 6), akkor
(3.35)-ből következik, hogy

(3.36)
ac

n!
f ′6(cy + d) =

uy

48
(
4(uy2 + v)− 1

) (
12(uy2 + v)− 7

)
.

Ha ebbe az egyenlőségbe behelyetteśıtünk y = 0-t, akkor kapjuk, hogy d = 5/2.
Továbbá, mivel (15 +

√
105 + 24

√
7)/6 gyöke f ′6(y)-nak, (3.36)-ból következik,

hogy ekkor

(3.37)

(
4

(
u

105 + 24
√

7
36c2

+ v

)
− 1

)(
12

(
u

105 + 24
√

7
36c2

+ v

)
− 7

)
= 0.
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Viszont (3.37)
√

7 irracionalitása miatt nem teljesülhet. Ebből pedig az
következik, hogy az (m, n) pár nem lehet (5, 6).

Ha az (I,I), (I,IV) és (I,V) eseteket tekintjük, akkor láthatjuk, hogy

(3.38)
a

n!
fn(cy + d) + b = Sm(y).

Ebből viszont egyszerűen következik, hogy

(3.39)
ac

n!
f ′n(c(y − 1) + d) = S′m(y − 1) = Bm(y).

De ekkor csak m < 6 lehetséges a 3.5. Lemma miatt. Most n = m + 1-t
felhasználva arra következtethetünk, hogy az (m, n) pár csak (2, 3), (3, 4), (4, 5)
vagy (5, 6) lehet. Tudjuk azonban, hogy 0, 1/2 és 1 gyökei a B3(y) és a B5(y)
polinomoknak. Ezen ḱıvül nem nehéz ellenőrizni, hogy az f ′4(y), f ′6(y) és f ′′5 (y)
polinomok mindegyikének csak egy racionális gyöke van. Ezáltal (3.39)-ből
következik, hogy −c+d = d = −c/2+d és ı́gy c = 0, ami nyilván ellentmondásra
vezet. Ennek következtében az (m,n) pár nem lehet (3, 4), (4, 5) vagy (5, 6).

Most az (I,II), (IV,II), (V,II), (VII,II) eseteket vizsgálva könnyen látható,
hogy ekkor

(3.40)
n!
a

(Sm(x)− b) = φn(cx + d).

(3.40)-ből egyszerűen adódik, hogy

(3.41) Bm(x) = S′m(x− 1) =
ac

n!
φ′n(c(x− 1) + d).

De a 3.5. Lemmából ismét azt a következtetést vonhatjuk le, hogy m < 6, mert
φ′n(x) minden gyöke valós. Felhasználva, hogy ezen esetekben n = 2(m + 1)
azt kapjuk, hogy (m,n) csak (1, 4), (2, 6), (3, 8), (4, 10) vagy (5, 12) valame-
lyike lehet. Könnyen ellenőrizhető, hogy a φ′8(x), φ′12(x) és φ′′10(x) polinomok
egyikének sincs racionális gyöke. Ugyanakkor viszont B2k+1(1/2) = 0 bármely
k ≥ 0-ra. De ez azt is jelenti, hogy (3.41)-ben (m,n) nem lehet (3, 8), (4, 10)
vagy (5, 12). Abban az esetben, ha m = 2 és n = 6, összehasonĺıtva a B2(x)
polinom és a φ′6(c(x − 1) + d) polinom gyökeit (3.41)-ben azt kapjuk, hogy
c = ±4

√
21/3. De (3.41)-ben c racionális, ezért (m,n) 6= (2, 6).
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Mindezek után minden kimaradó esetben, azaz amikor (m,n) = (1, 4), (2, 3),
(3, 4) megadunk egy konkrét egyenletet, amelyiknek van végtelen sok x, y egész
megoldása.

(m,n) EGYENLET MEGOLDÁSOK

(1,4) S1(x) = 3
(
y
4

)
+1 x = y2−3y

2
, y ≥ 4

(2,3) S2(x) = 1
4

(
y
3

)
y = 2x + 2, x ≥ 1

(3,4) S3(x) = 24
(
y
4

)
+ 1 x = aw−1

2
, y = bw+3

2

Az előző táblázat utolsó sorában aw és bw az alábbi rekurzióval definiált:
(a0, b0) = (21, 15), továbbá

(aw+1, bw+1) = (3aw + 4bw, 2aw + 3bw), w = 0, 1, . . . .

A lineáris eset vizsgálata után tegyük fel, hogy p = deg F (x) ≥ 3 pŕım, és a
(3.3) egyenletnek van végtelen sok y ≥ n, x ≥ 1 egész megoldása. Világos, hogy
ekkor az

(3.42) Sm(x) = F (y)

egyenletnek szintén van végtelen sok egész megoldása. Ekkor a 3.1. Tételből
következik, hogy (m, F (x)) valamilyen speciális t́ıpus. Mivel deg F (x) = p ≥
3 pŕım, ezért a speciális t́ıpusok defińıciója miatt (m,F (x)) csak akkor lehet
speciális t́ıpusú, ha m ∈ {1, 3, p− 1, 2p− 1}.

Ha m = 1, akkor az egyenlet, amit vizsgálni kell

(3.43) S1(x) = 1 + 2 + · · ·+ x =
(

x + 1
2

)
= F

((
y

n

))

alakú. Ekkor a 2.8. Tételből tudjuk, hogy (3.43)-nak csak akkor lehet végtelen
sok egész megoldása, ha n = 1, 2 vagy 4. A 2.2 fejezetben mind a három
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esetben adtunk meg olyan konkrét egyenleteket, amelyeknek végtelen sok egész
megoldása van.

m = 3 esetén valójában F (x) = δ(x)q(x)2, ahol δ(x), q(x) ∈ Q[x] és
deg δ(x) = 1. Ekkor

(3.44) (x(x + 1))2 = 4δ

((
y

n

))
q

((
y

n

))2

.

Most a 3.8. Lemmából tudjuk, hogy (3.44)-nek csak véges sok megoldása van,
eltekintve az n = 1, 2 és 4 esetektől.

Az m = p− 1 eset csak akkor fordulhat elő, ha F (x) = Sm(q(x)), ahol q(x)
lineáris, racionális együtthatós polinom. Viszont ekkor az egyenletünk:

(3.45) Sm(x) = Sm

(
q

((
y

n

)))
.

Nyilván, abban az esetben, ha q(x) ∈ Z[x], akkor x = q
((

y
n

))
, y ≥ n megoldása

(3.45)-nek.
Az utolsó, azaz az m = 2p− 1 esetben F (x) = ψm(δ(x)), ahol δ(x) lineáris.

Az eddigiek alapján

(3.46) ψm

((
x +

1
2

)2
)

= Sm(x) = F

((
y

n

))
= ψm

(
δ

((
y

n

)))
.

Nyilvánvaló, hogy (3.46)-nak csak akkor lehet végtelen sok egész megoldása, ha
a

(3.47) 4δ

((
y

n

))
= (2x + 1)2

egyenletnek is van végtelen sok egész megoldása. Ez viszont a 3.8. Lemma miatt
csak akkor teljesülhet, ha n = 1, 2 vagy 4.

Könnyen látható, hogy a

(3.48) 4
(

1
2
y +

1
4

)
= (2x + 1)2
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egyenletnek van végtelen sok megoldása. Ha n = 2, akkor legyen az egyenletünk

(3.49) 4
(

1
4

(
y

2

)
+

15
4

)
= (2x + 1)2

alakú, aminek

x =
b2w+1 − 2

4
, y =

a2w+1 + 1
2

, w = 0, 1, . . .

egész megoldásai, ahol(a0, b0) = (3, 8), (aw+1, bw+1) = (3aw + 4bw, 2aw + 3bw).
Végül, amikor n = 4, akkor bármely y ≥ 4 egész számra az

x =
y2 − 3y

2
, y

megoldása a

(3.50) 4
(

6
(

y

4

)
+

1
4

)
= (2x + 1)2

egyenletnek.
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ALAKÚ EGYENLETEKRE VONAT-

KOZÓ EFFEKTÍV ÉS NUMERIKUS EREDÉNYEK

4.1 BEVEZETÉS

A 2. fejezetben, a 2.1. Tételünkben általános végességi álĺıtást nyertünk az

(4.1) a

(
x

m

)
+ k = b

(
y

n

)
, x ≥ m, y ≥ n

egyenletre vonatkozóan, mely szerint (m, n) 6= (2, 2), (2, 4), (4, 4) esetén a (4.1)
egyenletnek csak véges sok x, y egész megoldása van. A 2.1. Tételünk azonban
ineffekt́ıv, azaz a bizonýıtása nem szolgáltat semmilyen eljárást a megoldások
meghatározására. Ebben a fejezetben bizonyos a, b, k, m, n paraméterértékek
esetén effekt́ıv felső korlátot adunk a (4.1) egyenlet x, y megoldásaira, sőt néhány
konkrét esetben az összes megoldást is meghatározzuk.

Mint már a 2. fejezetben emĺıtettük, 1988-ban Kiss[32] bebizonýıtotta, hogy
ha m egy adott páratlan pŕım, akkor az

(4.2)
(

x

m

)
=

(
y

2

)

diofantikus egyenletnek csak véges sok x ≥ m, y ≥ 2 egész megoldása van,
és ezek effekt́ıve meghatározhatóak. 1991-ben Brindza [14] általánośıtotta Kiss
eredményét arra az esetre, amikor m ≥ 3 tetszőleges, adott egész szám. A (4.1)
egyenletre vonatkozó eredményünk lényegében speciális esetként tartalmazza
Kiss és Brindza emĺıtett effekt́ıv végességi tételeit.

A fentinél általánosabb probléma az

(4.3) a

(
x

m

)
+ f(x) + g(x) = b

(
y

n

)
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egyenlet x ≥ m, y ≥ n megoldásaira vonatkozó effekt́ıv felső korlát megadása,
ahol a 6= 0, b 6= 0 egész számok, m, n pozit́ıv egészek, f(x) egész értékű,
legfeljebb m − 1-ed fokú polinom és g(x) ∈ Z[x]. A 4.1. Tételünkben egy ilyen
felső korlát létezését bizonýıtjuk, feltéve, hogy m ≥ 5, n ∈ {2, 4} és létezik olyan
p pŕım melyre

(4.4) m ≥ p ≥ m + 3
2

és (a, p) = 1

teljesül. Megjegyezzük, hogy amennyiben m elegendően nagy |a|-hoz képest,
ilyen p pŕım mindig létezik.

A bizonýıtás során a problémát visszavezetjük

(4.5) u2 = A

(
x

m

)
+ B (f(x) + g(x)) + C

t́ıpusú diofantikus egyenletekre, ahol A, B, C adott egészek, x és u ismeretlen
egészek. A (4.5) egyenlet valójában egy speciális hiperelliptikus egyenlet. Baker
[3] 1969-ben bebizonýıtotta, hogy ha h(x) egy legalább három egyszeres gyökkel
rendelkező egész együtthatós polinom, és d zérustól különböző egész szám, úgy
a

(4.6) h(x) = dy2

hiperelliptikus egyenlet valamennyi (x, y) ∈ Z2 megoldására

max{|x|, |y|} < C1

teljesül, ahol C1 egy csak h-tól és d-től függő effekt́ıv konstans. Ez elvileg
lehetővé tette (4.6) t́ıpusú egyenletek konkrét esetekben való megoldását. Baker
emĺıtett eredményét azóta többen általánośıtották és jav́ıtották (lásd pl. [60]
6. és 8. fejezetét és az ottani megfelelő referenciákat). 1993-ban Pintér [40]
Baker fent emĺıtett eredményének felhasználásával megmutatta, hogy bizonyos
feltételek teljesülése esetén (4.5)-nek csak véges sok, effekt́ıve meghatározható
egész megoldása létezik. Továbbá, abban a speciális esetben, amikor f(x) +
g(x) = k konstans polinom, Ping-Zhi [39] nyert Pintéréhez hasonló álĺıtást.

A 4.1. Következményben a 4.1. Tételünket speciálisabb (4.1) egyenletekre
alkalmazzuk. A 4.2. Következményben pedig effekt́ıv felső korlátot adunk azon
x, y egészekre, amelyekre az

f(x) + g(x),
(

x

m

)
,

(
y

n

)
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számok valamilyen sorrendben számtani sorozatot eredményeznek.
Mint a 2. fejezet bevezetőjében emĺıtettük, a = b = 1 és k = 0 esetén sok

numerikus eredmény született a (4.1) egyenletre vonatkozóan. Az m = 3, n = 2
esetben Avanesov [1], m = 2, n = 4 esetén de Weger [75] és tőle függetlenül
Pintér [41], m = 3, n = 4 esetben de Weger [76], m = 6, n = 2 valamint m = 6,
n = 4 esetén Stroeker és de Weger [66], illetve tőlük függetlenül Hajdu és Pintér
[29], m = 3, n = 6, illetve m = 2, n = 8 és m = 4, n = 8 esetekben pedig
Stroeker és de Weger [66] a (4.1) egyenlet összes megoldását meghatározták a
fenti feltételek esetén. A 4.2. Tételünkben a −10 ≤ k ≤ 0 és

(m,n) ∈ {(2, 3) , (3, 2) , (3, 4) , (4, 3) , (2, 6) , (6, 2) , (4, 6) , (6, 4)}
választás mellett meghatározzuk a (4.1) egyenlet összes x, y egész megoldását
abban a speciális esetben, amikor a = 2 és b = 1. A bizonýıtás során a fent
emĺıtett feltételek mellett a (4.1) egyenletet áttranszformáljuk

(4.7) u2 = v3 + rv + s

alakú elliptikus egyenletekké, ahol r, s csak m, n és k értékeitől függő egészek,
u, v egész ismeretlenek. 1994-ben Gebel, Pethő és Zimmer [25], illetve tőlük
függetlenül Stroeker és Tzanakis [65] hatékony algoritmust dolgoztak ki konkrét
elliptikus egyenletek egész megoldásainak a meghatározására. Ez az eljárás
implementálásra került a SIMATH [63] matematikai programcsomagban. Ezt
a programcsomagot fogjuk felhasználni a transzformált elliptikus egyenleteink
megoldására.

A 4.2. Következményt és a 4.2. Tételt a [44] cikkükben publikáltuk.

4.2 EREDMÉNYEK

A fejezet első tétele a (4.3) egyenletre vonatkozó effekt́ıv végességi eredmény.

4.1. Tétel Legyenek a 6= 0, b 6= 0, m ≥ 5 egész számok, n ∈ {2, 4}, f(x) ∈
Q[x] egy egész értékű, legfeljebb m − 1-ed fokú polinom, és legyen g(x) ∈ Z[x].
Tegyük fel továbbá, hogy a egy olyan egész, amelyhez létezik egy p pŕım a (4.4)
tulajdonsággal. Ekkor a (4.3) egyenlet x ≥ m, y ≥ n megoldásaira

max {|x|, |y|} < C2
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teljesül, ahol C2 egy effekt́ıve kiszámı́tható konstans, mely csupán a, b, m, f és
g-től függ.

A következő álĺıtások egyszerűen adódnak a 4.1. Tételünkből.

4.1. Következmény Legyenek a, b, m, n egész számok a 4.1. Tételben
meghatározott tulajdonságokkal, és legyen k egész. Ekkor a (4.1) egyenletnek
csak véges sok megoldása van, és az összes megoldás effekt́ıve meghatározható.

Eredményünk az m ≥ 5, k = 0 speciális esetben magába foglalja Kiss [32] és
Brindza [14] emĺıtett végességi tételeit. Továbbá megjegyezzük, hogy legujab-
ban Stoll és Tichy [64] az n = 2 speciális esetben hasonló eredményre jutottak
a (4.1) egyenletre vonatkozóan.

4.2. Következmény Legyen m ≥ 5 egész szám és n ∈ {2, 4}. Továbbá legyen
f(x) ∈ Q[x] egy egész értékű, legfeljebb m− 1-ed fokú polinom, és legyen g(x) ∈
Z[x]. Ekkor létezik egy effekt́ıve kiszámı́tható C3 konstans, ami csak m-től,
illetve az f(x) és a g(x) polinomoktól függ, úgy, hogy ha az x ≥ m, y ≥ n
egészekre az

f(x) + g(x),
(

x

m

)
,

(
y

n

)

számok valamilyen sorrendben számtani sorozatot alkotnak, akkor

(4.8) max{x, y} ≤ C3.

A 4.2. Következményt arra a speciális esetre alkalmazva, amikor f(x) =
(
x
k

)
,

ahol 1 ≤ k ≤ m − 1 és g(x) ≡ 0, azt kapjuk, hogy amennyiben m ≥ 5, n ∈
{2, 4} és az

(
x
k

)
,
(

x
m

)
,
(

y
n

)
binomiális együtthatók valamilyen sorrendben számtani

sorozatot alkotnak, akkor (4.8) teljesül egy olyan effekt́ıve meghatározható C3

konstanssal, ami csak m értékétől függ.
Megjegyezzük, hogy m = n = 2 esetén a 4.2. Következmény nem lesz igaz.

Ebben az esetben ugyanis a 0,
(
x
2

)
,
(
y
2

)
számtani sorozat a

(4.9) 2 (2x− 1)2 − (2y − 1)2 = 1

Pell-egyenletre vezet, aminek van végtelen sok x, y ≥ 2 egész megoldása. Nem
tudjuk viszont, hogy vajon a 4.1. Tétel igaz-e m = 3, illetve m = 4 esetén.

A következő tételben azon speciális számtani sorozatokkal foglalkozunk,
amelyeknek három egymást követő tagja: egy k konstans és két

(
x
m

)
,

(
y
n

)
bi-

nomiális együttható ebben a sorrendben. Mint már emĺıtettük, ez a probléma
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a

(4.10) 2
(

x

m

)
=

(
y

n

)
+ k

egyenlet vizsgálatára vezet. Az alábbi 4.2. Tételünkben a (4.10) egyenlet összes
megoldását megadjuk abban az esetben, amikor

(4.11) (m,n) vagy (n, m) ∈ {(2, 3), (2, 6), (3, 4), (4, 6)}

és

(4.12) 0 ≤ k ≤ 10.

Mint fentebb emĺıtettük, a (4.11) feltétel mellett a (4.10) egyenletet ellip-
tikus egyenletté lehet transzformálni. A következő táblázatban a tekintett m,
n értékek mellett láthatjuk a (4.10) egyenletünket, a transzformált elliptikus
egyenleteket és a megfelelő transzformációkat.
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egyenlet transzformált elliptikus egyenlet transzformáció

(4.13) 2
(x
2

)
=

(y
3

)
+ k u2 = v3 − 36v + 324(4k + 1) u = 36x− 18,

v = 6y − 6

(4.14) 2
(x
3

)
=

(y
2

)
+ k u2 = v3 − 36v − 81(8k − 1) u = 18y − 9,

v = 6x− 6

(4.15) 2
(x
3

)
=

(y
4

)
+ k u2 = v3 − 64v − 64(24k + 1) u = 2(2y − 3)2 − 10,

v = 8x− 8

(4.16) 2
(x
4

)
=

(y
3

)
+ k u2 = v3 − 64v + 256(12k + 1) u = 4(2x− 3)2 − 20,

v = 8y − 8

(4.17) 2
(x
2

)
=

(y
6

)
+ k u2 = v3 − 302400v+ u = 64800x− 32400 ,

4320000(972k + 235) v = 45(2y − 5)2 − 525

(4.18) 2
(x
6

)
=

(y
2

)
+ k u2 = v3 − 302400v− u = 32400y − 16200,

1080000(1944k − 211) v = 45(2x− 5)2 − 525

(4.19) 2
(x
4

)
=

(y
6

)
+ k u2 = v3 − 33600v+ u = 900(2x− 3)2−

160000(972k + 73) – 4500,
v = 15(2y − 5)− 175

(4.20) 2
(x
6

)
=

(y
4

)
+ k u2 = v3 − 33600v− u = 450(2y − 3)2−

40000(1944k − 49) – 2250,
v = 15(2x− 5)2 − 175

4.1 Táblázat

Az alábbi tételünk a (4.13)-(4.20) egyenletek összes megoldását szolgáltatja
0 ≤ k ≤ 10 mellett. Megjegyezzük, hogy módszerünkkel ezen egyenletek 10-
nél nagyobb k-kra is megoldhatók. Sőt, eredményünk ”kis” a és b együtthatók
esetén a (4.1) egyenletünkre is kiterjeszthető, amennyiben m, n-re (4.11) tel-
jesül. Valójában pusztán számı́tógépes kapacitástól függ, hogy mekkora a, b és k
értékek mellett lehet még kiszámolni a fellépő elliptikus egyenletek megoldására
szolgáló algoritmusban felhasznált paramétereket, s ezáltal megoldani a (4.1)
egyenletet.
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4.2. Tétel Legyenek m, n és k egész számok a (4.11) és a (4.12) tulajdonsággal.
Ekkor a 4.1 Táblázatban szereplő nyolc egyenlet minden (x, y) ∈ N2, x ≥ m, y ≥
n, megoldását megadjuk a 4.2− 4.9 Táblázatokban.

Az alábbi táblázatokban csak azokat a k értékeket tüntetjük fel, melyekre a
megfelelő egyenletnek van megoldása.

(4.13) 2
(

x
2

)
=

(
y
3

)
+ k

k (x, y)

0 (85,36), (5,6), (8,8), (1190,205)

1 (2,3), (970,179)

2 (158,54), (167,56), (25482929,157357), (4,5), (37,21), (3,4), (1234,210)

5 (3,3)

6 (743,150), (758,152), (2530912508,3374701), (61,29), (10,9)

7 (7,7), (5209,547), (22,15)

8 (4,4)

10 (195,62), (71,32), (5,5), (6,6), (360311,9202), (5866,592)

4.2 Táblázat

(4.14) 2
(

x
3

)
=

(
y
2

)
+ k

k (x, y)

1 (3,2)

2 (20,68), (4,4)

4 (6,9), (7,12), (590,11672)

5 (4,3), (90,686), (5,6), (12,30), (11,26), (166,1731)

7 (4,2), (15,43), (8,15)

9 (10,22)

10 (5,5)

4.3 Táblázat
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(4.15) 2
(
x
3

)
=

(
y
4

)
+ k

k (x, y)
0 (7,8), (11,11)
1 (3,4)
3 (4,5)
5 (5,6), (6,7)
7 (4,4)

(4.16) 2
(
x
4

)
=

(
y
3

)
+ k

k (x, y)
0 (5,5)
1 (4,3)
6 (5,4)
9 (5,3)
10 (6,6)

4.4 Táblázat 4.5 Táblázat

(4.17) 2
(
x
2

)
=

(
y
6

)
+ k

k (x, y)
0 (15,10), (22,11)
1 (2,6)
2 (90,16), (6,8)
5 (3,6), (4,7)
6 (10,9), (31,12), (42,13)

(4.18) 2
(
x
6

)
=

(
y
2

)
+ k

k (x, y)
0 (18,273)
1 (6,2), (8,11)
4 (7,5)
8 (7,4)

4.6 Táblázat 4.7 Táblázat

(4.19) 2
(
x
4

)
=

(
y
6

)
+ k

k (x, y)
1 (4,6)
2 (6,8)
3 (5,7)
9 (5,6)

(4.20) 2
(
x
6

)
=

(
y
4

)
+ k

k (x, y)
1 (6,4)
9 (7,5)

4.8 Táblázat 4.9 Táblázat
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4.3 SEGÉDEREDMÉNYEK

A 4.1. Tétel bizonýıtásához az alábbi eredményeket fogjuk felhasználni:

4.1. Lemma Bármely m ≥ 5 egész számhoz létezik olyan p pŕım, amelyre

m ≥ p ≥ m + 3
2

.

Bizonýıtás. Mint általában, jelölje π(x) az x-nél nem nagyobb pŕımek számát.
Ekkor Rosser és Schoenfeld [48] egy tétele következtében

3x

5 log x
< π(2x)− π(x), ha x ≥ 20.5.

Ebből következik, hogy az álĺıtásunk igaz abban az esetben, ha 20.5 ≤ m+3
2 . Ha

pedig m+3
2 < 20.5, közvetlen számı́tással lehet ellenőrizni, hogy a 4.1. Lemma

álĺıtása akkor is helyes.

A következő lemma Pintér [40] egy eredményének a módośıtott verziója.

4.2. Lemma Legyen m ≥ 5 egész szám, f̃(x) ∈ Q[x] egy legfeljebb m − 1-ed
fokú egész értékű polinom és g̃(x) ∈ Z[x] tetszőleges egész együtthatójú polinom.
Legyen továbbá a olyan egész szám, amelyhez létezik egy p pŕım az

m ≥ p ≥ m + 3
2

és (a, p) = 1

tulajdonsággal. Ekkor az

F (x) = a

(
x

m

)
+ f̃(x) + g̃(x)

polinomnak létezik legalább három egyszeres gyöke.

Bizonýıtás. Az álĺıtás igazolásához Pintér gondolatmenetét követjük apróbb
módośıtással. Legyen fi(x) = x(x− 1) · · · (x− i + 1), i = 1, . . . , m és f0(x) = 1.
Mivel f̃(x) egész értékű polinom, ezért fel lehet ı́rni

f̃(x) = am−1

(
x

m− 1

)
+ . . . + a1

(
x

1

)
+ a0
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alakban (lásd [43]), ahol az am−1, . . . , a1, a0 együtthatók egész számok. Így

m!F (x) = afm(x)+. . .+apm(m−1) · · · (p+1)fp(x)+. . .+m!a0+m!g̃(x) ∈ Z[x].

Tetszőleges S(x) ∈ Z[x] polinom esetén jelölje (S(x))p az S(x) polinom Zp[x]-
beli képét a Z → Zp kanonikus homomorfizmusra vonatkozóan. Ezen jelölést
felhasználva kapjuk, hogy létezik egy h(x) ∈ Z[x] m − p-ed fokú polinom úgy,
hogy

(m!F (x))p = (fp(x))p(h(x))p.

Mivel az (fp(x))p minden gyöke egyszeres, ezért az (m!F (x))p polinomnak, és
ezáltal az m!F (x) polinomnak is van legalább p−(m−p) = 2p−m ≥ 3 egyszeres
gyöke.

A következő lemma Baker [3] emĺıtett h́ıres eredménye hiperelliptikus egyen-
letekre vonatkozóan.

4.3. Lemma Legyen h(x) ∈ Z[x] egy legalább három egyszeres gyökkel rendelkező
egész együtthatós polinom, d pedig egy zérustól különböző egész. Ekkor a

h(x) = dy2

egyenlet minden x, y egész megoldására

max{| x |, | y |} ≤ C1

teljesül, ahol C1 egy csak a d-től és h-tól függő és effekt́ıve kiszámı́tható konstans.

4.4 BIZONYÍTÁSOK

A 4.1. Tétel bizonýıtása. Tegyük fel, hogy teljesülnek a tétel feltételei.
Könnyen megmutatható, hogy n ∈ {2, 4} esetén a (4.3) egyenlet az alábbi egyen-
letek valamelyikére vezet:

(4.21) 8a

(
x

m

)
+ 8(f(x) + g(x)) + b = b(2y − 1)2,

(4.22) 24a

(
x

m

)
+ 24(f(x) + g(x)) + b = b(y2 − 3y + 1)2.

Külön-külön alkalmazva a 4.2. Lemmát és a 4.3. Lemmát erre a két egyenletre,
rögtön kapjuk a tételünk álĺıtását.
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A 4.1. Következmény bizonýıtása. A következmény álĺıtása egysze-
rűen adódik, alkalmazva a 4.1. Tételt arra az esetre, amikor f(x) + g(x) ≡ k
konstans polinom.

A 4.2. Következmény bizonýıtása. Tegyük fel, hogy az x ≥ m, y ≥
n egész számokra, ahol m ≥ 5 és n ∈ {2, 4}, az

f(x) + g(x),
(

x

m

)
,

(
y

n

)

számok valamilyen sorrendben számtani sorozatot alkotnak. Könnyen
ellenőrizhető, hogy ekkor (x, y) megoldása lesz valamelyik egyenletnek az
alábbiak közül:

(4.23) 2
(

x

m

)
− (f(x) + g(x)) =

(
y

n

)
,

(4.24)
(

x

m

)
+ (f(x) + g(x)) = 2

(
y

n

)
,

(4.25) −
(

x

m

)
+ 2(f(x) + g(x)) =

(
y

n

)
.

A 4.1. Lemmából következik, hogy létezik olyan p pŕım, amire

m ≥ p ≥ m + 3
2

.

Mivel ekkor p ≥ 5 és a (4.23) - (4.25) egyenletekben
(

x
m

)
együtthatója ±1 vagy

2, ezért alkalmazhatjuk rájuk 4.1. Tételt, és az álĺıtás következik.

A 4.2. Tétel bizonýıtásához szükségünk lesz néhány további jelölés
bevezetésére. Legyen E egy, az

(4.26) E : y2 = x3 + ax + b = p(x) (a, b ∈ Z)

alakban megadott elliptikus görbe. Mordell [37] egy nevezetes eredményéből
tudjuk, hogy az E elliptikus görbén található racionális pontok egy végesen
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generált csoportot alkotnak, melyet Mordell-Weil csoportnak is nevezünk.
Jelöljük ezt a csoportot E(Q)-val. Legyen r az E(Q) csoport torziómentes
rangja, τ az E-n lévő torziópontok, azaz véges rendű pontok száma. A görbén
lévő bármely P pont esetén ĥ(P ) jelölje P kanonikus magasságát. Tudjuk, hogy
ekkor ĥ egy pozit́ıv definit kvadratikus forma; legyen λ ezen kvadratikus forma
legkisebb sajátértéke. Legyen továbbá ∆0 az E görbe diszkriminánsa. Ekkor

∆0 = 4a3 + 27b2.

Jelölje P1, . . . , Pr ∈ E(Q) az E elliptikus görbe Mordell-Weil csoportjának egy
bázisát, és legyen ui a Pi, i = 1, . . . , r pontok elliptikus logaritmusa. Végül
legyen u

′
i = gu/ω1, ahol ω1 az E valós periódusa. Az elliptikus egyenletek

elméletéből tudjuk, hogy bármely P ∈ E(Q) racionális pont egyértelműen ı́rható
fel

P =
r∑

i=1

niPi + Pr+1 ni ∈ Z

alakban, ahol Pr+1 egy torziópont. Legyen

N = max
1≤i≤r

{|ni|}.

A következő eredmény, mely Pethő, Zimmer, Gebel és Herrmann [38]
eredménye, egy felső korlátot ad az N értékre abban az esetben, amikor a P
pont egy egész koordinátájú pontja az E(Q) csoportnak.

4.4. Lemma Legyen E a (4.26) által definiált elliptikus görbe. Tegyük fel, hogy
a P = (x, y) ∈ E(Q) egész koordinátájú pont az alábbi módon reprezentált, ahol
Pr+1 egy torziópontot jelöl:

P =
r∑

i=1

niPi + Pr+1.

Ekkor N = max
1≤i≤r

{|ni|}-re teljesül, hogy

N ≤ N0 =
√

(k1/2 + k2)/λ,

ahol
k2 = log max

{
| 2a | 12 , | 4b | 13

}
,
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k1 = 5× 1064k3 log (k3 (k3 + log k4)) ,

k3 =
32
3

√
| ∆0 |

(
8 +

1
2

log | ∆0 |
)4

,

k4 = 104 max
{

16a2, 256
√
| ∆0 |

3
}

.

Továbbá

|
r∑

i=1

niu
′
i + nr+1 |≤ k5 exp

{−λN2 + k2

}
,

ahol nr+1 ∈ Z, k5 = 2τ/ (3ω1).

Megjegyezzük, hogy a fenti N0 felső korlát általában túl nagy ahhoz, hogy akár
számı́tógép seǵıtségével is meghatározhassuk pusztán az N0 felhasználásával
az összes egész pontot egy konkrét elliptikus görbén. Éppen ezért rendszerint
valamilyen redukciós eljárásra van szükség. Jelen esetben az N -re vonatkozó
korlát redukálására az alábbi, de Wegertől [74] származó Lemmát használjuk.

4.5. Lemma Legyen Θ1, Θ2 ∈ R \ {0}, x1, x2 ∈ Z és

Λ = x1Θ1 + x2Θ2,

X = max{|x1|, |x2|}.
Tegyük fel, hogy valamilyen c, d pozit́ıv számokkal

|Λ| ≤ c exp{−δX},
és

X ≤ X0

teljesül. Legyen Θ = −Θ1
Θ2

, az a0, a1, a2, . . . számok pedig jelöljék a Θ szám
lánctörtjegyeit. Vezessük be a következő jelöléseket:

t = −1 +
log(

√
5X0 + 1)

log 1+
√

5
2

,

A = max
0≤k≤t

{ak+1}.

Ekkor minden X1 valós számra, ha X ≥ X1, akkor

X ≤ 1
δ

log
c(A + 2)

Θ2
+

1
δ

log X.
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A 4.2. Tétel bizonýıtása. A 4.2. Tétel bizonýıtását csak a 2
(
x
3

)
=

(
y
2

)
egyenlet esetén részletezzük. A többi egyenletet hasonlóan lehet megoldani. A
4.1 Táblázatból kiolvasva kapjuk, hogy valójában ekkor az

E :=
{
(u, v) | u2 = v3 − 36v + 81

} ∪ {O}.
elliptikus egyenletet kell vizsgálnunk. Az E(Q) csoport paramétereit a SIMATH
[63] matematikai programcsomaggal számoltuk ki. Az E(Q) csoport rangja
r = 1, a diszkrimináns ∆0 = −9477. E(Q)-nak két torziópontja van: O és
P2 = (3, 0). Így τ = 2,

P1 = (6, 9), ĥ(P1) = 0.1801176633 . . . .

Az egyetlen pozit́ıv sajátértéke ĥ-nek:

λ = 0.1801176633 . . . .

A valós periódus:
ω1 = 1.6179172250 . . . .

A P1 pont elliptikus logaritmusa u1 = 0.2793301565 . . . . Ezek felhasználásával

k2 ≤ 2.14, k3 ≤ 2.6× 107, k4 ≤ 2.37× 1012

és ı́gy
k1 ≤ 4.44× 1073.

Alkalmazva a 4.4. Lemmát azt kapjuk, hogy

N ≤ 1.1× 1037.

Ezek után használjuk a 4.5. Lemmában szereplő redukciós eljárást a felső korlát
csökkentésére. Az első redukció után új felső korlátként N ≤ 80-t kapunk. A
következő után N ≤ 45-höz jutunk. A harmadik redukció pedig már nem ad új
korlátot. Ennek következtében meg kell vizsgálnunk az összes

P = n1P1 + n2P2, |n1| ≤ 45, n2 ∈ {0, 1}
pontról, hogy rajta van-e a görbénken. Ezt elvégezve azt kapjuk, hogy az E
görbén az összes egész koordinátájú pont:

(v,±u) = (3, 0), (6, 9), (0, 9), (4, 1), (−6, 9), (15, 54), (28, 145).

Ebből, illetve a 4.1 Táblázatból viszont az következik, hogy a 2
(
x
3

)
=

(
y
2

)
egyen-

letnek nincs x ≥ 3, y ≥ 2 egész megoldása.



5 ÖSSZEFOGLALÓ

Disszertációnk számos új ineffekt́ıv, effekt́ıv és numerikus eredményt tartal-
maz binomiális együtthatókkal, illetve hatványösszegekkel kapcsolatos dio-
fantikus egyenletekre vonatkozóan. Amint azt az egyes fejezetekben részle-
tesen kifejtettük, eredményeink a korábbi, idevágó eredmények messzemenő
általánośıtásai és egyben lényeges pontośıtásai, finomı́tásai.

Értekezésünkben először általános ineffekt́ıv álĺıtást bizonýıtunk az

(5.1) F

((
x

m

))
= b

(
y

n

)

alakú egyenletek x ≥ m, y ≥ n egész megoldásaira vonatkozóan, ahol m, n
adott pozit́ıv egész számok, F (x) pedig egy lineáris, vagy pŕımfokszámú egész
együtthatós polinom. Az 2.1., 2.7. és 2.8. Tételeinkben jellemzzük minda-
zon b, m, n egészeket és F (x) ∈ Z[x] lineáris, másodfokú, illetve páratlan
pŕımfokszámú polinomokat, melyekre az (5.1) egyenletnek csak véges sok x,
y egész megoldása van.

A három tétel bizonýıtása eltérő módszereken alapul.
A lineáris eset valójában egyszerű következménye a 2.2. Tételünknek, amely-

ben meghatározzuk mindazon m, n pozit́ıv egészeket és λ 6= 0, l racionális
paramétereket, amelyek mellett az

(5.2) F (x, y) = x (x− 1) · · · (x−m + 1)− λy (y − 1) · · · (y − n + 1)− l = 0

egyenlet csak véges sok x, y egész, illetve racionális megoldással rendelkezik.
Ezen eredmény bizonýıtásában Beukers, Shorey és Tijdeman [5] egy algebrai-
geometriai módszerét kombináljuk többek között Siegel [61] és Faltings [22]
nevezetes végességi tételeivel.

A pŕımfokszámú esetekben (2.7. és 2.8. Tételek) Kulkarni és Sury [33], Ping-
Zhi [39], Brindza [12] és Siegel [61] végességi eredményeit alkalmazzuk, számos
más technikai lemmával együtt.

Az 3.1. Tételben jellemezzük az összes olyan (m, g(y)) párt, amelyek mellett
az

(5.3) Sm(x) = 1m + 2m + · · ·+ xm = g(y)

egyenletnek lehet végtelen sok megoldása, ahol m pozit́ıv egész, g(y) ∈ Q[y]
pedig egy legalább harmadfokú polinom. Így speciális esetekben, rögźıtett m és
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g(y) mellett, csak azt kell megvizsgálni, hogy a g(y) polinom lehet-e a tételben
felsorolt alakú.

Amennyiben speciálisan g(y) = F
((

y
n

))
alakú, ahol F racionális együtthatós

polinom és n ≥ 1 adott egész szám, úgy a 3.1. Tételünkből egy pontosabb
(3.2. Tétel) álĺıtást is levezetünk.

Ezen két tétel bizonýıtásában az Sm(x) polinom tulajdonságaira vonatkozó
számos lemma mellett, felhasználjuk Bilu és Tichy [9] általános ineffekt́ıv
végességi eredményét az f(x) = g(y) alakú egyenletekre vonatkozóan.

Disszertációnk végén a 4.1 Következményben bizonyos feltételek mellett
a 2.1. Tétel egy effekt́ıv változatát bizonýıtjuk. Lineáris F (x) polinom
esetén megadunk egy konkrétan kiszámı́tható felső korlátot az (5.1) egyenlet
megoldásaira. Eredményünket kiterjesztjük (4.1. Tétel) az általánosabb

a

(
x

m

)
+ f(x) + g(x) = b

(
y

n

)

egyenletre is, ahol g(x) ∈ Z[x] és f(x) ∈ Q[x] egész értékű, legfeljebb m− 1-ed
fokú polinom. Ezen eredmény egy alkalmazásaként effekt́ıv felső korlátot adunk
(4.2. Következmény) mindazon x ≥ m, y ≥ n egészekre, amelyekre az

f(x) + g(x),
(

x

m

)
,

(
y

n

)

számok valamilyen sorrendben számtani sorozatot alkotnak. A bizonýıtás során
a vizsgált egyenleteket hiperelliptikus egyenletekre vezetjük vissza, majd pedig
Baker [3] hiperelliptikus egyenletekre vonatkozó nevezetes effekt́ıv tételét alkal-
mazzuk.

Végül a

(5.4) 2
(

x

m

)
=

(
y

n

)
+ k

egyenlet összes megoldását meghatározzuk (4.2. Tétel) abban az esetben, amikor
(m,n) vagy (n,m) ∈ {(2, 3), (2, 6), (3, 4), (4, 6)} és 0 ≤ k ≤ 10. Az (5.4)
alakú egyenleteket elliptikus egyenletekre redukáljuk, s azután a Gebel, Pethő
és Zimmer [25] módszerén alapuló SIMATH programcsomagot használjuk a
megoldások megkeresésére.

A 4.1. és 4.2. Tételeink egy sor korábbi eredmény jelentős mértékű
általánośıtásai, kiterjesztései, illetve pontośıtásai.



6 SUMMARY

The investigation of integer and rational solutions of polynomial equations in
two unknowns plays an important role in the theory of diophantine equations.
Many important results have been obtained on the finiteness of the number of
solutions. Runge, Thue, Mordell, Siegel and others established finiteness results
for some wide classes of equations. Finally, in 1929 Siegel [61] showed in full
generality that if F (x, y) is an absolute irreducible polynomial with rational
coefficients then the equation

(6.1) F (x, y) = 0

has only finitely many integer solutions x, y, provided that the genus g of the
algebraic curve defined by (6.1) is positive. In 1983 Faltings [22] proved that if
g > 1 then even the number of rational solutions is finite.

The famous theorems of Siegel and Faltings are ineffective, that is they do
not furnish any algorithms for finding the solutions. Further, we remark that it
is not easy at all to apply these results to special equations, because in general
it is difficult to decide the reducibility or compute the genus.

There is a similar situation in case of equations of the shape

(6.2) f(x) = g(y),

where f and g are polynomials with rational coefficients. The equations of this
kind are especially important and interesting in those cases when f(x) or g(x)
is of the form x(x − 1) · · · (x − (m − 1)),

(
x
n

)
, xk or 1l + 2l + · · · + xl, where

m, n, k, l are given positive integers. There are several results concerning the
number of solutions of these classes of equations. Extending some earlier works
of Davenport, Lewis and Schinzel [20], Schinzel [58] and Fried [23], [24], Bilu and
Tichy [9] have recently published a general finiteness criterion for (6.2). More
precisely, they characterized those polynomials f and g for which equation (6.2)
has only finitely many integer solutions x, y. Their theorem is ineffective and
contains very complicated conditions. Hence, it is in general a hard problem to
apply this criterion to the above mentioned classes of equations.

Our dissertation consists of four chapters. In Chapters 2 and 3 we give
general ineffective finiteness results for some important classes of equation of
the form (6.2). Our theorems are considerable generalizations and refinements
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of the earlier relevant results. In Chapter 4 we prove some effective versions
of certain results of Chapter 2 and we resolve some concrete equations under
consideration.

We remark that the results of the present thesis have been published in our
papers [44], [45], [46] and [47].

Now we summarize chapter by chapter the most important results of our
dissertation.

II

In Chapter 2 we investigate the number of integer and rational solutions x,
y of equations of the form

(6.3) x (x− 1) · · · (x− (m− 1)) = λy (y − 1) · · · (y − (n− 1)) + l,

where m,n ∈ N with m ≤ n and λ, l ∈ Q with λ 6= 0.
In case l = 0 equation (6.3) was studied by several authors, including

Saradha, Shorey [50]-[52] and Saradha, Shorey, Tijdeman [53]-[56]. For a sur-
vey of recent results on (6.3) we refer to [59]. Using an algebraic-geometrical
approach, Beukers, Shorey and Tijdeman [5] gave all the values of parameters
λ, m, n for which (6.3) has only finitely many integer or rational solutions x, y,
respectively.

One of the main results of Chapter 2 is Theorem 2.2 which is a generalization
of this result of Beukers, Shorey and Tijdeman for arbitrary rational number l.
In the proof first we characterize (cf. Theorems 2.4 to 2.6) those polynomials

F (x, y) = x (x− 1) · · · (x− (m− 1))− λy (y − 1) · · · (y − (n− 1))− l

which are irreducible over C and for which the curves F (x, y) = 0 have genus
0 or 1. Then the theorems of Siegel [61] and Faltings [22] imply the finiteness
of the number of integer and rational solutions, respectively. Further, when
F (x, y) is reducible, we describe those cases when F (x, y) = 0 has infinitely
many solutions.

An important special case of (6.3) is the combinatorial diophantine equation

(6.4) a

(
x

m

)
+ k = b

(
y

n

)
in integer x ≥ m, y ≥ n,

where a, b are non-zero integers, and k, m, n are integers with 1 < m ≤ n.
In the trivial case m = n, a = b and k = 0, equation (6.4) has obviously

infinitely many solutions. In 1988, Kiss [32] showed that if m is a given odd
prime, then the equation
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(6.5)
(

x

m

)
=

(
y

2

)

has only finitely many integer solutions x ≥ m, y ≥ 2 which can be effectively
determined. In 1991, this was generalized by Brindza [14] to the case when
m ≥ 3 is an arbitrary but fixed integer.

As an application of our Theorem 2.2 we establish a general finiteness result
(cf. Theorem 2.1) for equation (6.4) which includes, in an ineffective form, the
above-quoted results of [32] and [14].

In the second part of Chapter 2 we extend our result concerning equation
(6.4) to the more general equation

(6.6) F

((
x

m

))
= b

(
y

n

)
,

where the polynomial F (x) ∈ Z[x] is not linear like in (6.4), the degree of F is a
prime number. In Theorem 2.7 and Theorem 2.8 we describe all the pairs (m,n)
and polynomials F for which (6.6) may have infinitely many integer solutions
x ≥ m, y ≥ n. Further, we give for each of these pairs (m,n) an equation of the
form (6.6) which has infinitely many solutions.

Using the above-mentioned general ineffective result of Bilu and Tichy [9],
Kulkarni and Sury [33] have recently obtained a finiteness result concerning
equations of the form x(x + 1) · · · (x + (m− 1)) = g(y), where g(y) ∈ Q[y] is of
degree ≥ 2. In the proof of Theorem 2.7 and 2.8 we combine among other things
this theorem of [33] with some finiteness theorems of Ping-Zhi [39], Brindza [12]
and Siegel [61].

III

In Chapter 3 we study the diophantine equation

(6.7) Sm(x) = g(y) in positive integers x, y,

where g(y) is a polynomial with rational coefficients, m is a positive integer and

Sm(x) = 1m + 2m + · · ·+ xm.

In 1956, Schäffer [57] established an ineffective finiteness theorem for the num-
ber of solutions of (6.7) in the special case when g(y) = yn. An effective version
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of this result was proved by Győry, Tijdeman and Voorhoeve [28] who investi-
gated Schäffer’s equation in the more general case when the exponent n is also
unknown. Later, several generalizations, extensions and related results have
been obtained, see e.g. [13],[15], [17], [21], [31], [42], [70]-[73] and the references
given there. Recently, Jacobson, Pintér and Walsh [30] and Bennett, Győry and
Pintér [4] resolved Schäffer’s equation for n = 2, m even with m ≤ 58, and for
arbitrary n and m ≤ 11, respectively. For a survey of these results we refer to
[27].

A related result concerning equation (6.7) was obtained in 2000 by Bilu,
Brindza, Kirschenhoffer, Pintér and Tichy [7] who proved that if g(y) = y(y −
1) · · · (y − (n − 1)) then (6.7) has only finitely many integer solutions x, y,
provided that m ≥ 1, n ≥ 2 and (m,n) 6= (1, 2).

In our Theorem 3.1 we characterize those integers m and polynomials g(y) ∈
Q[y] for which (6.7) may have infinitely many integer solutions x, y. Further, we
give for each type of these pairs (m, g(y)) an equation of the form (6.7) which
has infinitely many solutions. We remark that Theorem 3.1 is in fact a common
generalization of the above-mentioned results of Schäffer [57] and Bilu, Brindza,
Kirschenhoffer, Pintér and Tichy [7].

In our Theorem 3.2 we give an application of Theorem 3.1, characterizing
those positive integers m and polynomials F (x) with integer coefficients and
with degree one or odd prime for which equation

Sm(x) = F

((
y

n

))
in integers x ≥ 1, y ≥ n,

has only finitely many integer solutions.
Our Theorems 3.1 and 3.2 are ineffective because their proofs depend ulti-

mately on the ineffective finiteness criterion of Bilu and Tichy [9] on diophantine
equations of the form f(x) = g(y).

IV

In Chapter 4 we study the equation

(6.8) a

(
x

m

)
+ f(x) + g(x) = b

(
y

n

)
,

where a, b are non-zero integers, m,n are given positive integers, f(x) ∈ Q[x]
is an integer-valued polynomial with deg f(x) ≤ m − 1, and g(x) ∈ Z[x]. Our
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Theorem 4.1 is an effective finiteness result concerning equation (6.8) in the case
when n ∈ {2, 4} and there exists a prime number p satisfying

(6.9) m ≥ p ≥ m + 3
2

and (a, p) = 1.

We note that if m is sufficiently large compared with |a| then the condition
(6.9) is always satisfied. The proof of this theorem is based upon some technical
lemmas and the Baker’s method.

As an application we prove (cf. Corollary 4.1) that if n ∈ {2, 4} and (6.9)
hold then, for given integer k, the equation (6.4) has only finitely many solu-
tions, and all these can be effectively determined. In the special situation under
consideration, this makes effective on Theorem 2.1. Further, our result includes
as special cases the effective results of Kiss [32] and Brindza [14] mentioned
above.

As another application of our Theorem 4.1, we give (cf. Corollary 4.2) an
effective upper bound for those integers x ≥ m, y ≥ n for which the numbers

f(x) + g(x),
(

x

m

)
,

(
y

n

)
, n ∈ {2, 4} ,

form in some order an arithmetic progression.
There are several numerical results concerning the equation (6.4) when a =

b = 1 and k = 0. For (m,n) = (3, 2) Avanesov [1], for (m,n) = (2, 4) de
Weger [75] and independently Pintér [41], for (m,n) = (3, 4) de Weger [76], for
(m,n) = (6, 2) and (m,n) = (6, 4) Stroeker and de Weger [66] and independently
Hajdu and Pintér [29], for (m,n) = (3, 6), (m, n) = (2, 8) and (m,n) = (4, 8)
Stroeker and de Weger [66] determined all the integer solutions of the equation
(6.4) under the above conditions. In our last Theorem 4.2 we give all integer
solutions x, y of equation (6.4) in those special cases when a = 2, b = 1,
−10 ≤ k ≤ 0 and

(m, n) ∈ {(2, 3) , (3, 2) , (3, 4) , (4, 3) , (2, 6) , (6, 2) , (4, 6) , (6, 4)} .

For each pair (m,n) in question we transform the corresponding equation to an
elliptic equation of the form

(6.10) u2 = v3 + rv + s in integers u, v,

where r, s are given integers depending on n,m and k. In 1994 Gebel, Pethő
and Zimmer [25], and independently Stroeker and Tzanakis [65] worked out
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an efficient algorithm for finding all solutions of elliptic equations. This algo-
rithm was implemented in the program package SIMATH [63]. We used this
program package to solve our transformed elliptic equations (6.10), and hence
our equations of the form (6.4), too.
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