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1. fejezetBevezetésJelen disszertáióban a klasszikus els®rend¶ logika tételbizonyítással kapsolatos kér-déseivel kívánunk foglalkozni. Churh [9℄ nyomán tudjuk, hogy annak igazolása, hogyegy formula érvényes-e � vagy annak, hogy egy formulahalmaznak egy formula logikaikövetkezménye-e � eldönthetetlen probléma. Más szóval nem létezik általános tétel-bizonyító algoritmus. Mégis, a tételbizonyításra (az eldöntésprobléma megoldására)különböz® speiális algoritmusokat dolgoztak ki, amelyeket széles körben használnakis. Ezeket általában automatikus tételbizonyító algoritmusoknak nevezik, melyek alap-ját képezik a tételbizonyító szoftvereknek. Ezek fontos alkotóelemei a széles körbenhasznált szakért®i rendszereknek és azokon alapuló olyan komplex alkalmazásoknak,mint például a párbeszédes rendszerek1 és a párbeszédes ágensek2 [14, 15, 16, 17℄.Hasonlóképp a hátterét jelentik a logikai programozási nyelveknek, melyek közül leg-ismertebb a Prolog, ahol a lineáris inputrezolúió ez a háttér. Churh eredményétkövet®en a logikával foglalkozó szakemberek két irányban fejtettek ki er®s kutatást.Egyrészt megkísérelték az els®rend¶ logikának olyan részlogikáit3 megtalálni, melyek-ben az érvényesség kérdése a teljes els®rend¶ logikával szemben eldönthet® [1℄. Más-részt kutatások folytak teljesen automatikus, emberi közbeavatkozást nem igényl®tételbizonyító módszerek irányában. Ezen két kutatási ág eredményeinek gyümölsei-ként konkrét tételbizonyító alkalmazások jöttek létre, melyek közül a legismertebb ésszámítógépen is implementált a fent említett Prolog, mely a Horn-logikának nevezettrészlogikában m¶ködik (mely egyébként nem eldönthet®) és teljesen automatikus.A disszertáióban megkíséreljük túllépni a Horn-logika képezte határvonalat, és ateljes els®rend¶ logikában használható automatikus tételbizonyító eljárást leírni. A 2.fejezetben azon kalkulusokat vesszük sorra és írjuk le nagy részletességgel, melyekb®lmi is meríteni kívánunk saját kalkulusunk megalkotásakor. Az analitikus tabló és arezolúió különböz® változatait írjuk le, majd eljutunk a hipertablóhoz a 2.3. feje-zetben, melyre leginkább támaszkodtunk a munkánk során. A hipertabló � amellett,1angol: dialogue system2angol: onversational agent3�fregmenseit�, angol: fragment 1



2 1. FEJEZET. BEVEZETÉShogy els®rend¶ logikában helyes és teljes kalkulus � komoly automatizálási gondokkalküzd. Ezen problémák lehetséges orvoslására a 2.3.1. fejezetben leírt kalkulust hozzukfel példaként, mely ígéretes kiindulópont saját kalkulusunk felé, hiszen többé-kevésbéutat mutat a fentebb említett automatizálási problémák leküzdéséhez, ám eközben akalkulus elveszti a teljesség tulajdonságát.A legfontosabb, saját eredményeket tartalmazó fejezet a 3. fejezet, melyben sa-ját kalkulusunkat írjuk le. Ezen kalkulust multi-hipertablónak neveztük el, hiszen ahipertabló egy továbbfejlesztése. A kalkulusnak a 3.1. fejezetben részletes leírásátadjuk, majd bizonyítjuk helyességét. A kalkulus teljességét a 3.2. fejezetben látjukbe � hozzátéve: a teljes els®rend¶ logikában. Mint látható lesz, a kalkulus mindeneleme teljesen automatizált. A további fejezetekben más, a multi-hipertablóhoz iskapsolódó saját eredményeket írunk le. A 3.3. fejezetben egy tablókon alapuló klóz-generáló algoritmust ismertetünk, mely � szemben az irodalomban ismert klózgene-ráló algoritmusokkal � lineáris. A 3.4. fejezetben megpróbáljuk körüljárni, hogyanlehetne a multi-hipertablóhoz redundaniafogalmat megadni; hiszen egy kalkulus sakakkor kesegtethet bármiféle gyakorlati felhasználás lehet®ségével, ha jól meghatá-rozott redundaniafogalom is társul hozzá. A 3.5. fejezetben megmutatjuk, hogy amulti-hipertablóban benne rejlik és ki is használható a heurisztikus tételbizonyítás le-het®sége, majd ehhez kapsolódóan a 3.5.1. fejezetben azzal is foglalkozunk, hogyanszüntethet® meg a klózok zártságára kimondott megszorítás, vagyis hogyan tehet®képessé a kalkulus arra, hogy �igen�/�nem� válasz helyett összetett válasszal is tudjonszolgálni, mely arra vonatkozik, hogy a bizonyítandó formula a szabad változók melyhelyettesítéseire válik tétellé.1.1. AlapfogalmakA jelen értekezésben kizárólag az els®rend¶ klasszikus logika keretei között dolgozunk.A kapsolódó fogalmakat az irodalomban megszokott módon értelmezzük és használ-juk, ha attól el kívánunk térni, akkor azt mindig jelezni fogjuk.1.1.1. Szintaktikai fogalmakLogikai nyelv alatt egy 〈Var,Pr,Fn〉 hármast értünk, ahol Var az (individuum)válto-zók halmaza, Pr a predikátumszimbólumok halmaza és Fn a függvényszimbólumokhalmaza. A nyelv minden P ∈ Pr∪Fn elemhez rendel egy nemnegatív egész számot,amelyet a P fokának nevezünk. Az irodalomban helyenként használt konstansszim-bólumokat mint 0-fokú függvényszimbólumokat értelmezzük. Minden P () termet ésatomi formulát (azaz ha P predikátum- vagy függvényszimbólum foka 0) mint P -tfogjuk kiírni, a rövidség érdekében. Az általánosan használt logikai jelek mellett (¬ �negáió, ∧ � konjunkió, ∨ � diszjunkió, ∀ � univerzális kvantor, ∃ � egziszteniáliskvantor) a ⊃ jelet használjuk az implikáió jelölésére. Ezen logikai jeleken kívül hasz-nálni fogjuk a ⊤ és ⊥ jeleket, melyek atomi formulák, és melyeket azonosan igazként,illetve azonosan hamisként interpretálunk.



1.1. ALAPFOGALMAK 31.1.1. Definíió. (Szabad változók halmaza)Egy F logikai kifejezés (formula vagy term) szabad változóinak halmazát FV(F )-felfogjuk jelölni. Egy H formulahalmaz szabad változóinak halmaza:
FV(H) =

⋃

F∈H

FV(F ) . �1.1.2. Definíió. (Zárt/nyitott formula(halmaz))Egy F formula(halmaz) zárt, ha FV(F ) = ∅; egyébként nyitott. �1.1.3. Definíió. (Formula lezártja4)Egy F formula lezártjának a ∀x1 . . . ∀xkF formulát nevezzük, ahol FV(F ) =
{x1, . . . , xk}; és ∀F -fel jelöljük. �1.1.4. Definíió. (Változóidegenség)Az A és B formulákat akkor nevezzük változóidegennek, ha FV(A)∩FV(B) = ∅. Egyformulahalmaz változóidegen, ha annak formulái páronként változóidegenek. �1.1.5. Definíió. (Helyettesítés5)Helyettesítés alatt olyan σ függvényt értünk, melynek értelmezési tartománya(
Dom(σ)

) változóknak egy halmaza, értékkészlete (Range(σ)
) pedig termhalmaz,és Dom(σ) ∩ FV

(
Range(σ)

)
= ∅. �Sokszor, ha az kényelmesebb lesz, egy σ helyettesítésre használni fogjuk az
{x1/t1, . . . , xk/tk}jelölést, ahol Dom(σ) = {x1, . . . , xk}, és minden i-re σ(xi) = ti. Azaz σ-t mint xi/tikifejezések halmazát adjuk meg.Az üres halmazt, mint helyettesítést, üres helyettesítésnek nevezzük, és ǫ-nal je-löljük.Ha σ egyelem¶, azaz σ = {x/t}, akkor σ megadásakor a halmazoknál megköveteltküls® kapsos zárójeleket elhagyhatjuk, azaz használni fogjuk a σ = x/t megadásimódot.A kés®bbiekben a következ® szóhasználattal fogunk élni: ha σ(x) = t, akkor aztmondjuk, hogy �x-be t-t helyettesítjük�, illetve hogy �x-et behelyettesítjük t-vel�.Gyakran fogjuk használni két σ és θ helyettesítés kompozíióját, melyet szintén azirodalomban megszokott módon de�niálunk és σθ-val jelölünk.4másképp: univerzális lezártja, általánosítása5angol: (term) substitution



4 1. FEJEZET. BEVEZETÉS1.1.6. Definíió. (Általánosabb helyettesítés)A σ helyettesítés akkor általánosabb a θ helyettesítésnél, ha létezik olyan π helyette-sítés, hogy σπ = θ. �1.1.7. Definíió. (Megengedett helyettesítés)A σ helyettesítés megengedett az F formulán, ha semelyik x ∈ FV(F )∩Dom(σ) válto-zónak sins olyan szabad el®fordulása F -ben, mely benne lenne valamely
y ∈ FV

(
σ(x)

)-et köt® kvantor hatáskörében. A σ megengedett egy H formulahal-mazon, ha minden F ∈ H formulán megengedett. �Ha egy σ helyettesítés megengedett egy F formulán, akkor σ-t elvégezhetjük F -en,azaz szimultán az összes x ∈ Dom(σ) változó összes F -beli szabad el®fordulását fe-lülírjuk σ(x)-szel. A σ elvégzésével F -b®l kapott formulát Fσ-val jelöljük. Egy Hformulahalmaz esetén
Hσ =

⋃

F∈H

Fσ .1.1.8. Definíió. (Példány)Egy A formula akkor példánya egy B formulának, ha létezik olyan σ helyettesítés,hogy A = Bσ. �A következ® két de�níió a helyettesítések egy speiális osztályára, az ún. átnevezé-sekre6 vonatkozik.1.1.9. Definíió. (Átnevezés)Az átnevezés egy olyan σ helyettesítést, ahol(1) minden x ∈ Dom(σ) esetén σ(x) változó, és(2) bármely x, y ∈ Dom(σ) esetén ha x 6= y, akkor σ(x) 6= σ(y). �1.1.10. Definíió. (Átnevezett)Az A formula akkor átnevezettje a B formulának, ha létezik olyan σ átnevezés, hogy
A = Bσ. �Megjegyezzük, hogy egy formula átnevezettjei az adott formula speiális példányai,ahol a fent jelölt σ átnevezés.A formulák osztályán belül kitüntetett szerepet szánunk az ún. literáloknak ésklózoknak7.6angol: (variable) renaming7angol: lause



1.1. ALAPFOGALMAK 51.1.11. Definíió. (Literál)Literálnak nevezünk egy A vagy ¬A formulát, ahol A atomi formula. Megkülönböz-tetünk pozitív és negatív literálokat a következ® de�níió szerint:(1) A akkor és sak akkor pozitív, ha A 6= ⊥;(2) ¬A akkor és sak akkor pozitív, ha A negatív.Egy L literál esetén az L alapját L-lel jelöljük, és a következ®képpen de�niáljuk:
A = ¬A =

{
⊤ , ha A = ⊥
A , egyébként �1.1.12. Definíió. (Klóz)Klóznak nevezünk egy C = ∀x1 . . .∀xk(L1∨L2∨ . . .∨Ln) zárt formulát, ahol minden

Li literál, k ≥ 0, n ≥ 0. A C magja alatt az L1∨L2∨ . . .∨Ln formulát értjük, melyet
〈C〉-vel jelölünk. �Mivel a klóz zárt formula, nem fog félreértéshez vezetni, ha kvantoros el®tagjait nemírjuk le; azaz a fenti C klóz helyett magját, L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Ln-t is használhatjuk.Ugyanezen klózt szokás supán literáljai multihalmazaként8, azaz {L1, L2, . . . , Ln}-ként is jelölni és használni.Az üres klózt (azaz mikor n = 0) ⊥-val jelöljük.Egy C klóz akkor pozitív (negatív), ha minden L ∈ C literál pozitív (negatív).1.1.13. Definíió. (Klóz új példánya)Egy C klóz új példánya � adott V változóhalmaz mellett � C-nek egy olyan 〈C〉σpéldánya, ahol(1) σ átnevezés,(2) Dom(σ) = FV

(
〈C〉
) és(3) Range(σ) ∩ V = ∅. �Felhívjuk a �gyelmet arra, hogy az 1.1.12. de�níióban kikötjük, hogy klózaink zártak,azaz nem tartalmazhatnak szabad változókat. Egészen a 3.5.1. fejezetig nem is lazítunkezen a szigorú kikötésen. Csupán a 3.5.1. fejezetben fogjuk megvizsgálni, hogy ezenkikötés eltörlése milyen következményekkel jár.8Multihalmaz alatt olyan halmazt értünk, melynek elemei ismétl®dhetnek.



6 1. FEJEZET. BEVEZETÉS1.1.2. Szemantikai fogalmakAnnak jelölésére, hogy egy F formula egy M modellben igaz, az M |= F jelöléstfogjuk alkalmazni. Nyitott F eseténM |= F akkor és sak akkor, haM |= ∀F .Két A és B formulát ekvivalensnek nevezünk, ha bármelyMmodell eseténM |= Aakkor és sak akkor, haM |= B; ennek jelölése: A ∼ B.A P1, . . . , Pn (n ≥ 0) formuláknak akkor és sak akkor logikai következménye a Kformula, ha minden olyanM modellben, ahol minden Pi eseténM |= Pi, azM |= Kis teljesül. Jelölése: P1, . . . , Pn |= K.



2. fejezetTételbizonyító módszerekJelen fejezetben azon kalkulusokat vesszük sorra, melyekre munkánk során támasz-kodtunk. Ezen kalkulusok mind ún. áfoló módszerek, vagyis egy formulahalmaz ki-elégíthetetlenségének bizonyítását végzik el pusztán szintaktikai eszközökkel. Mi mostsak véges formulahalmazok kielégíthetetlenségét vizsgáljuk. A vizsgálatokra két � lé-nyegében különböz® � módszersoportot ismertetünk:(1) A 2.1. fejezetben ismertetjük az analitikus tablót, a 2.1.1. fejezetben a szabad-változós tablót, majd a 2.1.2. fejezetben a klóztablót.(2) A 2.2. fejezetben a bináris rezolúiót írjuk le, majd a lineáris inputrezolúióta 2.2.1. fejezetben. Ezt követ®en bemutatjuk a hiperrezolúiót a 2.2.2. fejezetben.A hiperrezolúió és a klóztabló egyfajta kombináiójaként alakult ki a hipertabló kal-kulus (2.3. fejezet), mely alapvet® ötleteket adott saját kalkulusunk megalkotásához.Mint részletezni fogjuk, a hipertabló komoly automatizálási gondokkal küzd, melyekkezelése messze nem triviális, így egy lehetséges utat mutatunk be a 2.3.1. fejezetben arigid hipertabló kalkulus keretében. Ez lesz az az irány, amerre mi is el fogunk indulnia kés®bbiekben.2.1. Analitikus tablóAz analitikus tablók módszere � kihasználva a logikai formulák analitikus tulajdonsá-gát � egy fát konstruál levezetésként. A fa súsai formulákkal ímkézettek, s a fa ágaiegy-egy modellt képviselnek, melyben az adott ág összes formulája igaz. Az analitikustablók módszerét Smullyan publikálta az 1960-as évek végén [28℄.A tabló ágait sok esetben � ahol ez tömörebb megfogalmazást tesz lehet®vé � mintsúsai formuláinak multihalmazát ragadjuk meg. Hasonlóképpen, a tablót sokszormint ágainak multihalmazát értelmezzük.Az analitikus tablókalkulus minden egyes �formulatípushoz� egy-egy levezetési sza-bályt ad meg, melyet a fa egy súsára alkalmazva a fa egyes ágait továbbépíthetjük,7



8 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKilletve kettéágaztathatjuk. Smullyan 4 formulatípust különböztetett meg az els®rend¶logikában: α-, β-, γ- és δ-típust. Az els®rend¶ formulák α, β, γ és δ osztályozása a 2.1.ábrán látható.
α α1 α2

A ∧ B A B

¬¬A A �
¬β ¬β1 ¬β2

β β1 β2

A ∨ B A B

A ⊃ B ¬A B

¬α ¬α1 ¬α2

γ γ(a)

∀xA(x) A(a)

¬δ ¬δ(a)

δ δ(a)

∃xA(x) A(a)

¬γ ¬γ(a)2.1. ábra. FormulatípusokA 2.2. ábrán mutatjuk meg az analitikus tabló ezen formulatípusokhoz tartozó le-vezetési szabályait. Mint az ábrán látható, egy szabályt a tabló egy ágának egy A

γ-szabály:
γ(t)

γ

t tetsz®leges term δ-szabály:
δ(x)

δ

x új változó
α-szabály:

α2

α1

α

β-szabály:
β1 β2

β

2.2. ábra. Analitikus tabló � levezetési szabályokformulájára alkalmazva(1) α-, γ- és δ-szabály esetén: az ághoz egy vagy két formulát f¶zünk;(2) β-szabály esetén: az ágat elágaztatjuk, és az így kapott ágakhoz egy-egy formulátf¶zünk.



2.1. ANALITIKUS TABLÓ 92.1.1. Definíió. (Analitikus tabló)Adott egy F = {F1, . . . , Fn} formulahalmaz. F-hez a következ® induktív de�níióvaladjuk meg az analitikus tabló fogalmát:(1) {{F1, . . . , Fn}
} az F analitikus tablója. Azaz azon egyetlen ágból álló tabló,mely minden F-beli formulához egy-egy súsot tartalmaz.(2) Ha T az F analitikus tablója, akkor T ′ is az, amennyiben T ′-t a 2.2. ábránlátható szabályok valamelyikének alkalmazásával nyertük T -b®l. �Egy tabló ágának zártságát (nyíltságát) az irodalomban megszokott módon értelmez-zük: egy tabló egy B ága zárt, ha van olyan A formula, hogy A ∈ B és ¬A ∈ B. Egy

T tabló zárt, ha minden B ∈ T ága zárt.2.1.2. Tétel. (Analitikus tabló � Helyesség és teljesség)Az analitikus tablók módszere helyes és teljes, azaz F akkor és sak akkor kielégíthe-tetlen, ha létezik hozzá zárt analitikus tabló.A tételt Smullyan bizonyította könyvében [28℄.A kés®bbiekben � f®ként a tárgyalandó tablókalkulusok helyességi bizonyításakor� szükségünk lesz a következ® fogalomra:2.1.3. Definíió. (Tabló által reprezentált formula)Legyen
T = T1 T2 . . . Tk

Atabló, ahol A formula, valamint T1, T2, . . . , Tk tablók, k ≥ 0. De�niáljuk induktíve atablókon értelmezett F függvényt:
F (T ) = A ∧

( k∨

i=1

F (Ti)
)A T által reprezentált formula alatt az F (T ) formulát értjük. �2.1.1. Szabadváltozós tabló, uni�káióAmikor egy kalkulus automatizálhatósága merül fel kérdésként, azt kell megvizsgálni,hogy a levezetési szabályok szisztematikus alkalmazása nem veszélyezteti-e a leveze-tések végességét, azaz esetenként emberi közbeavatkozás szükséges-e. Az analitikustablók módszerének α-, β- és δ-szabályai szisztematikusan alkalmazhatók, azzal akikötéssel, hogy a tabló egy ágának egy α-, β- vagy δ-formulájára legfeljebb sak egy-szer alkalmazunk szabályt. Itt jegyzend® meg, hogy a bizonyítandó formulahalmazon



10 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKvégzett el®készít® lépéssel, az ún. skolemizálással [27℄ kiküszöbölhet®k a tablóból a δ-formulák; ilyen el®készítés mellett a δ-szabály el is hagyható a kalkulusból. Visszatérveaz automatizálhatóság kérdéséhez, a γ-szabály nem alkalmazható szisztematikusan,hiszen a szabály egy term tetsz®leges kiválasztását írja el®. Márpedig a lehetségestermek száma (megszámlálhatóan) végtelen. Ráadásul egy ágon egy γ-formulára akártöbbször is meg kell engednünk szabály alkalmazását. Úgy t¶nik tehát, hogy ezekena pontokon valamiféle közbeavatkozás szükséges a tabló megkonstruálása során.Ezen a problémán próbál enyhíteni a szabadváltozós tablók1 módszere, melyetFitting publikált [11℄. A módszer lényege, hogy a kritikus elemet, a γ-szabálybeli tterm kiválasztását, megpróbáljuk minél kés®bbre halasztani, mégpedig akkorra, ami-kor már látszik, hogy milyen termet érdemes t helyére választanunk. A kés®bbi id®-pillanatra halasztás úgy történik, hogy a γ-szabály alkalmazásakor γ(a)-ban a egy újváltozó. Ám a γ-szabálynak ez a módosítása problémát szül a δ-szabályok vonatko-zásában: ha elhalasztottuk annak az eldöntését, hogy milyen termeket használjunka γ-szabály alkalmazásokban, hogyan lehetünk biztosak abban, hogy a δ-szabály al-kalmazásokban használt változók újak? Ezt a problémát Skolem-szimbólumok (azazfüggvényszimbólumok) bevezetésével hidaljuk át, mégpedig nem el®készít® lépéskéntskolemizálunk, hanem �on the �y�, tételbizonyítás közben. Tehát a γ- és δ-szabályoka 2.3. ábrán láthatóan módosulnak.
γ-szabály:

γ(x)

γ

x új változó δ-szabály:
δ
�
f(x1, . . . , xk)

�δ

f új Skolem-szimbólum és
FV(δ) = {x1 . . . , xk}2.3. ábra. Szabadváltozós tabló � levezetési szabályokHa a γ-szabály által használt t term megválasztását kés®bbre halasztottuk, felme-rül a kérdés, hogy mikor jön el a pillanat, amikor t-t megválaszthatjuk, és milyen t-tválasszunk. A kérdés megválaszolásához pár fogalomra szükségünk lesz.2.1.4. Definíió. (Megengedett helyettesítés tablón)Egy σ helyettesítés akkor megengedett egy T tablón, ha σ a T minden formulájánmegengedett helyettesítés (lásd: 1.1.7. de�níió). �2.1.5. Definíió. (Helyettesítés tablón)Legyen T egy tabló és σ egy T -n megengedett helyettesítés. A σ T -n való elvégzésénértjük azt a tablót, melyet T -b®l kapunk oly módon, hogy minden T -beli A formulát

Aσ-val írunk felül. Jelölése: T σ. �1angol: free-variable tableaux



2.1. ANALITIKUS TABLÓ 11Ezek után a tablóépítés α- és β- (2.2. ábra), illetve γ- és δ-szabályaihoz (2.3. ábra)hozzáveszünk egy ötödiket, az ún. tablóhelyettesítési szabályt.Tablóhelyettesítési szabály2:Ha T az F formulahalmaz tablója és σ megengedett helyettesítés T -n, akkor T σ is
F tablója lesz. �Ezekkel a fogalmakkal még sak egy nagyon általános, nemdeterminisztikus szabad-változós tablómódszert adtunk meg. A fentebb feltett kérdések, azaz hogy mikor vá-lasszuk meg t-t és milyen t-t válasszunk, még mindig megválaszolatlanok. Az el®z®kérdések most már átfogalmazhatók a következ® kérdéssé: melyik megengedett he-lyettesítést alkalmazzuk az adott tablón? Az evidens válasz: azt a helyettesítést, melyzárttá teszi valamelyik ágát a tablónak. Erre fogjuk használni az uni�káiót (illeszt®helyettesítést), és az ágak atomi lezárását.2.1.6. Definíió. (Unifikátor)A σ helyettesítés az (E1, F1), . . . , (En, Fn) kifejezéspárok uni�kátora (n ≥ 0), ameny-nyiben minden (Ei, Fi) esetén Eiσ = Fiσ. �2.1.7. Definíió. (Legáltalánosabb unifikátor3)Kifejezéspároknak egy σ uni�kátora azok legáltalánosabb uni�kátora, amennyiben ál-talánosabb minden uni�kátoruknál. �Két atomi formula legáltalánosabb uni�kátorának (MGU) � amennyiben az létezik� el®állítását végz® algoritmust Robinson publikált el®ször [25℄. Ez az algoritmus aformulákat mint karaktersorozatokat kezeli, és kevéssé igazodik a logikai kifejezések(formulák és termek) induktív de�níiójához. Az A.1. függelékben egy rekurzív algo-ritmust adunk meg kifejezéspárok MGU-jának kiszámítására. Az algoritmus az U()függvényt de�niálja, melynek
• értelmezési tartománya: U × U hatványhalmaza, ahol U az összes termek ésatomi formulák halmaza;
• értékkészlete: helyettesítések halmaza.Az algoritmus által kiszámított U() tehát az (E1, F1), . . . , (En, Fn) kifejezéspárokhoz(n ≥ 0) rendeli azok MGU-ját az U((E1, F1), . . . , (En, Fn)

) függvényhívás eredménye-ként, amennyiben az létezik. Mint az algoritmus leírásában is már használjuk, egyetlen
(E, F ) kifejezéspár uni�kálása esetén rövidítésképpen használhatjuk az U(E, F ) jelö-lést is.Arra a kérdésre, hogy melyik helyettesítést végezzük el a tablón, most megadjuk apontos választ, mégpedig oly módon, hogy a helyettesítések alkalmazását korlátozzukaz MGU-kra. A tablóhelyettesítési szabály helyett bevezetjük a következ® tablóépítésiszabályt, melyet MGU lezárási szabálynak [11℄ nevezünk el.2angol: tableau substitution rule3angol: most general uni�er (MGU)



12 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKMGU lezárási szabály4:(1) Legyen T az F formulahalmaz tablója, és legyen B ∈ T ennek egy ága.(2) Legyen továbbá L1, L2 ∈ B két ellentétes el®jel¶ literál.Ha σ = U
(
L1, L2

) � azaz L1 és L2 alapjainak MGU-ja � létezik és σ megengedetthelyettesítés T -n, akkor T σ is F tablója lesz. �Eljutottunk oda, hogy szabatosan tudjuk de�niálni a szabadváltozós tabló kalkulust:2.1.8. Definíió. (Szabadváltozós tabló)Adott egy F = {F1, . . . , Fn} formulahalmaz. F-hez a következ® induktív de�níióvaladjuk meg a szabadváltozós tabló fogalmát:(1) {{F1, . . . , Fn}
} az F szabadváltozós tablója.(2) Ha T az F szabadváltozós tablója, akkor T ′ is az, amennyiben T ′-t a következ®szabályok valamelyikének alkalmazásával nyertük T -b®l:

• a 2.2. ábrán látható α- és β-szabályok,
• a 2.3. ábrán látható γ- és δ-szabályok, és
• az MGU lezárási szabály. �A szabadváltozós tabló konstrukiójából következik, hogy az MGU lezárási szabálybana T szabadváltozós tablón alkalmazott σ mindig megengedett T -n.2.1.9. Tétel. (Szabadváltozós tabló � Helyesség és teljesség)A szabadváltozós tablók módszere helyes és teljes.A bizonyítást Fitting adta meg könyvében [11℄.Annak ellenére, hogy a szabadváltozós tabló automatikus módszert ad a γ-szabályalkalmazásaival kapsolatos problémák kezelésére, van még mindig két nehezen auto-matizálható része a módszernek:

• Mikor van szükség γ-szabály alkalmazására? � El®fordulhat, hogy hiába dolgoz-tunk fel már ezel®tt egy γ-formulát, újra szükséges alkalmaznunk rá a γ-szabályt.Lásd a 2.4(a) ábrát, ahol az x/c helyettesítés elvégzése után újra alkalmaznunkkell a γ-szabályt a ∀xA(x) formulára, sak így zárható le a jobb oldali ág.
• Hányszor van szükség γ-szabály alkalmazására? � El®fordulhat, hogy egy γ-formulára rögtön egymás után kétszer is kell a γ-szabályt alkalmazni. Lásda 2.4(b) ábrát, ahol kétszer egymás után kell alkalmaznunk a γ-szabályt a
∀x(A(x) ∧ ¬A(f(x))) formulára, sak így zárható le az ág.4angol: MGU atomi losure rule



2.1. ANALITIKUS TABLÓ 13

A(y)

A(c)

A(d)

A(x)

A(c) ∨ A(d)

∀xA(x)

x/c

y/d(a) ¬A(f(y))

A(y)

A(y) ∧ ¬A(f(y))

¬A(f(x))

A(x)

A(x) ∧ ¬A(f(x))

∀x(A(x)∧ ¬A(f(x)))

x/f(y)

(b)2.4. ábra. Problémás γ-szabály alkalmazások2.1.2. KlóztablóGyakori, hogy a feldolgozandó formulákat valamilyen iniializáló lépés keretében spe-iális, kényelmesebb formájúra hozzuk. Egyik ilyen speiális forma a klóz normálfor-ma, mely nem más, mint klózok halmaza. A klózok de�níió szerint egyszer¶ eset-szétválasztást írnak le, így egy klózhalmaz nem más, mint ilyen esetszétválasztásokegyüttese. Bármely F formulahalmazt egy C klózhalmazzá alakíthatunk, ahol F akkorés sak akkor kielégíthet®, ha C is kielégíthet®. Ezen konverzióra, melyet klózgenerá-lásnak5 hívnak, számtalan módszer létezik [11, 21, 22℄; a 3.3. fejezetben egy saját,lineáris bonyolultságú algoritmust mutatunk be. A disszertáió hátralév® részébenminden C klózhalmazról feltesszük, hogy nem tartalmazza az üres klózt, azaz ⊥ /∈ C.Mivel a klóz normálforma igen egyszer¶ és áttekinthet®, az ezen m¶köd® tételbi-zonyító módszerek is hasonló el®nyökkel bírnak:
• könnyen áttekinthet® levezetések,
• könny¶ implementálhatóság,
• (viszonylag) egyszer¶ teljességi bizonyítás,
• a különböz® módszerek könny¶ összehasonlíthatósága.5angol: lause generation



14 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKA következ®kben leírjuk a klóztablók módszerét [13℄, egy klózokon m¶köd® tabló-kalkulust. Az értekezés hátralév® részében sak klózokkal operáló tablókalkulusokkalfogunk dolgozni, ezért élszer¶ a következ® de�níió keretében egy tömör jelölést be-vezetnünk.2.1.10. Definíió. (Klóz satolása a tabló egy ágához)Egy C = {L1, L2, . . . , Ln} klóznak a T tabló egy B ∈ T ágához való satolása alattértjük a
T +BC = T B

L1 L2
. . . Ln ⊥tablót. �A fenti de�níióban C minden egyes literáljával és a ⊥-val egyenként kiegészítjük a Bágat, egy-egy új ágat hozva létre ezzel; a tabló egyéb ágai változatlanok maradnak.2.1.11. Definíió. (Klóztabló6)Adott egy C klózhalmaz. C-hez a következ® induktív de�níióval adjuk meg a klóztablófogalmát:(1) Iniializáiós szabály7:{

{⊤}
} a C-nek klóztablója.(2) Kiterjesztési szabály8:(a) Legyen T a C-nek klóztablója, és legyen B ∈ T .(b) Legyen továbbá C egy C-beli klóznak egy új példánya.Ekkor T +BC is C klóztablója.(3) Lezárási szabály9:(a) Legyen T a C-nek klóztablója, és legyen B ∈ T .(b) Legyen továbbá L1, L2 ∈ B két ellentétes el®jel¶ literál, úgy hogy σ =
U
(
L1, L2

) létezik.Ekkor T σ is C klóztablója. �6angol: lause tableaux7angol: initialization rule8angol: extension rule9angol: losure rule



2.2. REZOLÚCIÓ 15Tehát a kezdeti klóztabló egyetlen súsot tartalmaz, melyet ⊤-vel ímkézünk (inii-alizáiós szabály).Kés®bb a tabló valamely ágához satolni tudjuk valamely input klóz, azaz C-beliklóz új példányát (kiterjesztési szabály), melynek literáljaival rögtön egy-egy új ágathozunk létre. Kérdés, hogy ezen példányok mely V változóhalmaz mellett újak (lásd:1.1.13. de�níió)? A kés®bb tárgyalandó klózokon m¶köd® tablókalkulusok esetén is,és most is a következ®képpen határozzuk meg V-t:
V = FV(T ) .A lezárási szabály nem más, mint az el®z® fejezetben ismertetett MGU lezárásiszabály.2.1.12. Tétel. (Klóztabló � Helyesség és teljesség)A klóztablók módszere helyes és teljes.A helyesség bizonyítása nem ütközik különösebb nehézségbe, hiszen a klóztabló leve-zetési szabályait tekintve nem más, mint egy klózhalmazon m¶köd® szabadváltozóstabló (MGU lezárási szabállyal). A 2.1.11.(2) szabály helyettesíthet® lenne a szabad-változós tabló γ- és β-szabályainak valahányszori alkalmazásával. A γ-szabály alkal-mazásoknak természetesen az új példány el®állítása felel meg. A teljesség bizonyításaösszetettebb, a bizonyítás megtalálható Hähnle könyvfejezetében [13℄ a 128. oldalon.A 2.4(b) ábra által reprezentált probléma már magával a klóz normálformávalmegoldódik, hiszen ∀x(A(x)∧¬A(f(x))) formula két klózra bomlik szét, melyek külön-külön példányosíthatók. A 2.4(a) ábra által mutatott problémára viszont még mindignem nyújt orvosságot a klóztabló, ezért a kalkulusnak további �nomítása szükséges,mellyel a 2.3. fejezetben fogunk megpróbálkozni.2.2. RezolúióA rezolúiós módszer els®rend¶ logikában Robinson [25℄ nevéhez f¶z®dik, aki azt az1960-as évek végén publikálta. A rezolúió, akársak a klóztabló, klózhalmazok kielé-gíthetetlenségének vizsgálatára használható. A rezolúiós kalkulusokról a [2℄ könyvfe-jezetben találunk részletes összefoglalót.2.2.1. Definíió. (Bináris rezolvens)Legyenek C1 és C2 klózok. Legyenek Ci = C′

i ∨Li alakúak (i ∈ {1, 2}), ahol L1 és L2ellentétes el®jel¶ literálok, úgy hogy σ = U
(
L1, L2

) létezik. Ekkor C1 és C2 binárisrezolvense a (C′
1 ∨ C′

2)σ klóz. �Könnyen bizonyítható a következ® állítás:2.2.2. Lemma.Legyen a C klóz a C1 és C2 klózok bináris rezolvense. Ekkor C1, C2 |= C.



16 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKSzükségünk lesz a következ® fogalomra [8℄:2.2.3. Definíió. (Klóz faktora)Legyen C egy klóz, melyben L1, L2, . . . , Lk ∈ C azonos el®jel¶ literálok és
σ = U

(
L1, L2, . . . , Lk

) létezik. Ekkor a 〈C〉σ-t a C faktorának nevezzük.Ha egy C klóznak a C′ faktora, és C′-nek a C′′ faktora, akkor C-nek a C′′ isfaktora. �2.2.4. Megjegyzés.Triviális,hogy ha C′ a C klóz faktora, akkor C |= C′. �Bevezetjük az els®rend¶ rezolvens fogalmát [8℄:2.2.5. Definíió. (Els®rend¶ rezolvens)A C1 és C2 klózok els®rend¶ rezolvense egy a következ® bináris rezolvensek közül:(1) C1 és C2 bináris rezolvense;(2) C1-nek és C2 faktorának a bináris rezolvense;(3) C1 faktorának és C2-nek a bináris rezolvense;(4) C1 faktorának és C2 faktorának a bináris rezolvense. �2.2.6. Megjegyzés.A 2.2.2. lemma és a 2.2.4. megjegyzés alapján: ha a C klóz a C1 és C2 klózok els®rend¶rezolvense, akkor C1, C2 |= C. �2.2.7. Definíió. (Rezolúiós levezetés)Egy C klózhalmazból való rezolúiós levezetés klózoknak egy olyan véges
C1, C2, . . . , Cn (n ≥ 1) sorozata, ahol minden Ci(1) vagy egy C-beli klóz új példánya;(2) vagy a C′ és C′′ klózok els®rend¶ rezolvense, ahol C′, C′′ ∈ {C1, . . . , Ci−1}.Ha Cn = ⊥, akkor C1, . . . , Cn a C rezolúiós áfolata. �Kérdés, hogy ha a rezolúiós levezetés Ci eleme egy input klóz egy új példánya, akkor
Ci mely V változóhalmaz mellett új (lásd: 1.1.13. de�níió)? A kés®bb tárgyalandórezolúiós kalkulusok esetén is, és most is a következ®képpen határozzuk meg V-t:

V = FV
({
〈C1〉, . . . , 〈Ci−1〉

})
.A 2.2.6. megjegyzés alapján egy C-hez adott rezolúiós levezetés összes klóza C logikaikövetkezménye. Ez vezet ahhoz a felismeréshez, hogy ha sikerül rezolúiós áfolatotel®állítanunk C-hez, akkor C |= ⊥, azaz C kielégíthetetlen.



2.2. REZOLÚCIÓ 172.2.8. Tétel. (Rezolúió � Helyesség és teljesség)A rezolúiós kalkulus helyes és teljes.A helyesség bizonyítását már a fentiekben megadtuk. A kalkulus teljességének bizo-nyítását Robinson [25℄ adta meg. Ezzel kapsolatban felhívjuk a �gyelmet a 2.2.5.de�níióban a faktorizáió fontosságára, ugyanis anélkül a rezolúiós kalkulus nemteljes.A rezolúió automatizálhatósága három ponton ütközik nehézségekbe:
• Hogy döntsük el, hogy a levezetés következ® eleme input klóz legyen vagy pedigrezolvens?
• Hogy döntsük el, hogy egy klózt vagy annak faktorát használjuk?
• Rezolváláskor melyik két klózt rezolváljuk?Erre próbálnak szisztematikus megoldást adni a különböz® rezolúiós levezetési stra-tégiák.2.2.1. Lineáris inputrezolúió, PrologA legismertebb rezolúiós levezetési stratégia az ún. lineáris rezolúiós stratégia.2.2.9. Definíió. (Lineáris rezolúiós levezetés)Egy lineáris rezolúiós levezetés olyan C1, M1, C2, M2, . . . , Cn rezolúiós levezetés,ahol minden i > 1-re Ci: a Ci−1 és az Mi−1 els®rend¶ rezolvense. �Látható, hogy a lineáris rezolúiós stratégia a fentebb feltett három kérdés közül azels®nek és a harmadiknak egy-egy részét válaszolja meg: minden entrális klóz (Ci,

i > 1) rezolvens. A mellékklózok (Mi) viszont egyaránt lehetnek input- és rezolvensklózok.Mivel a levezetés szabály ezúttal is a rezolvensképzés, a lineáris rezolúió helyes.A lineáris rezolúiós stratégia teljességére ad választ a következ® tétel:2.2.10. Tétel. (Lineáris rezolúió � Helyesség és teljesség)A lineáris rezolúiós kalkulus helyes és teljes [8℄.Implementálhatóság és hatékonyság szempontjából el®nyös, ha a mellékklózok kivá-lasztására is megszorításokat teszünk. Az egyik erre irányuló rezolúiós stratégia alineáris inputrezolúiós stratégia.2.2.11. Definíió. (Lineáris inputrezolúiós levezetés)Egy C klózhalmazból való lineáris inputrezolúiós levezetés olyan
C1, M1, C2, M2, . . . , Cn lineáris rezolúiós levezetés, ahol minden Mi egy C-beli klózúj példánya. �



18 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREK2.2.12. Tétel. (Lineáris inputrezolúió � Helyesség)A lineáris inputrezolúió helyes, de nem teljes.A kalkulus helyessége ezúttal is nyilvánvaló. A teljesség áfolásához elegend® egy el-lenpéldát mutatni. Például az { A∨B,¬A∨B,¬A∨¬B, A∨¬B } klózhalmaz kielé-gíthetetlen és lineáris inputrezolúióval nem vezethet® le bel®le a ⊥.Megmutatható azonban, hogy a lineáris inputrezolúió teljes a formulák egy spe-iális osztályára, a Horn-klózokra nézve.2.2.13. Definíió. (Horn-klóz)A Horn-klóz 10 olyan klóz, mely legfeljebb egy pozitív literált tartalmaz. �2.2.14. Tétel. (Lineáris inputrezolúió � Teljesség)A lineáris inputrezolúió teljes Horn-klózok halmazain (vagy másképp: Horn-logiká-ban).A tétel bizonyítása megtalálható Gallier könyvében [12℄11.2.2.2. HiperrezolúióA hiperrezolúió a rezolúiós kalkulusok egy olyan fajtája, mely � a lineáris input-rezolúióval ellentétben � nem követel meg semmiféle korlátozást az input klózokalakjával kapsolatosan. Továbbá a hiperrezolúió meglehet®sen e�ektív is, mivel arezolválhatóságra komoly megszorítást tesz, s ezáltal elég élirányossá válnak a rezo-lúiós levezetések.A hiperrezolúiós stratégiát Robinson publikálta 1965-ben [26℄, ugyanabban azévben, mikor az els®rend¶ rezolvens és a rezolúiós levezetés ötletét publikálta [25℄.Kétfajta hiperrezolúiós stratégiát ismerünk. Pozitív hiperrezolúió esetén a hiperre-zolvensek supa pozitív literálból állnak. Negatív hiperrezolúió esetén a hiperrezol-vensek literáljai mind negatívak.2.2.15. Definíió. (Hiperrezolvens)(1) Legyen C⊖ egy klóz, melyben a negatív literálokat L⊖
1 , . . . , L⊖

k -val jelöljük, ahol
k ≥ 1.(2) Legyen {C⊕

1 , . . . , C⊕
k } pozitív klózoknak egy halmaza.(3) Legyenek továbbá L⊕

i ∈ C⊕
i , úgy hogy σ = U

(
(L⊖

1 , L⊕
1 ), . . . , (L⊖

k , L⊕
k )
) létezik.Ekkor a

(
C⊖\{L⊖

1 , . . . , L⊖
k } ∪

k⋃

i=1

C⊕
i \{L

⊕
i }
)
σklóz a C⊖ és {C⊕

1 , . . . , C⊕
k } pozitív hiperrezolvense. �10másnéven: de�nit klóz11A könyvben az ún. SLD (semi-linear de�nit) rezolúió � mely a lineáris inputrezolúió egyspeiális fajtája � teljességének bizonyítása található.



2.2. REZOLÚCIÓ 192.2.16. Definíió. (Hiperrezolúiós levezetés)Egy C klózhalmazból való pozitív hiperrezolúiós levezetés klózoknak egy olyan véges
C1, . . . , Cn (n ≥ 1) sorozata, ahol minden Ci(1) vagy egy C-beli klóz új példánya;(2) vagy a C⊖ és {C⊕

1 , . . . , C⊕
j } pozitív hiperrezolvense, ahol:minden C⊖, C⊕

1 , C⊕
2 , . . . , C⊕

j egy-egy {C1, . . . , Ci−1}-beli klóz vagy annak fak-tora.Ha Cn = ⊥, akkor C1, . . . , Cn a C hiperrezolúiós áfolata. �2.2.17. Megjegyzés.A negatív hiperrezolúió is könnyen leírható a 2.2.15. és a 2.2.16. de�níiók megfelel®átírásával: minden helyen a �pozitív� jelz®t írjuk át �negatív�-ra, és fordítva. �2.2.18. Lemma.Legyen a C klóz a C⊖ és {C⊕
1 , . . . , C⊕

k } (pozitív vagy negatív) hiperrezolvense. Ekkor
C⊖, C⊕

1 , . . . , C⊕
k |= C.Bizonyítás.Az állítás közvetlen következménye a 2.2.2. lemmának, hiszen a C k-szori (bináris)rezolválással el®állítható C⊖, C⊕

1 , . . . , C⊕
k -ból. �Mint már fentebb utaltunk rá:2.2.19. Tétel. (Hiperrezolúió � Helyesség és teljesség)A (pozitív vagy negatív) hiperrezolúió helyes és teljes [26℄.Bár a hiperrezolúió elvben e�ektív, nehezen automatizálható, hiszen itt is felvethet®ka következ® kérdések:

• Hogy döntsük el, hogy a levezetés következ® eleme input klóz legyen vagy pedighiperrezolvens?
• Hogy döntsük el, hogy egy klózt vagy annak faktorát használjuk?
• Rezolváláskor mely klózokat rezolváljuk?A hiperrezolúiós stratégia teljes, de nehezen automatizálható. A stratégia újabb ki-egészítése szerint a C⊖, C⊕

1 , . . . , C⊕
k hiperrezolvense akkor képezhet®, ha el®állíthatóbel®lük a C⊖ klózzal kezd®d® lineáris inputrezolúiós levezetéssel. Így a hiperrezolvens-képzés hatékonnyá tehet® e lehet®ség felhasználásával.



20 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREK2.3. HipertablóA hipertabló12 kalkulus napjaink tételbizonyítással kapsolatos kutatásainak egyikfriss eredménye [6, 3, 4℄. Bár a kalkulus lehet®sége már a 70-es évek végén felvet®dött[5℄, sak 1996-ban jelent meg kell® kidolgozottsággal a szakirodalomban (Baumgartner[3℄). A hipertabló módszere a hiperrezolúió automatizálhatóságával kapsolatos kér-désekre keresi a választ. Ennek érdekében egy �gazdagabb� adatstruktúrát vezet be alevezetés egészének irányítására � hiszen a hiperrezolúióban használt sor adatszerke-zet meglehet®sen szegényes eszköz a levezetés során felmerül® informáiók tárolásáraés kés®bbi felhasználására. A tételbizonyításban jól ismert tabló eljárás fa adatszerke-zete jól felhasználható a hiperrezolvens leírásában. Így lehet®vé válik, hogy a sorhozképest sokkal strukturáltabb formában tároljuk a levezetés �history�-ját, abból esetle-gesen adatokat keressünk vissza, így segítve a levezetés következ® lépésére vonatkozódöntési folyamatot.A következ® két de�níió a Baumgartner által használt ún. tisztító helyettesítése-ket adja meg, melyek használata a leginkább vitatott és kritizált eleme Baumgartnerkonstrukiójának.2.3.1. Definíió. (Tiszta klóz13)Egy klóz tiszta, ha literáljainak halmaza változóidegen. �2.3.2. Definíió. (Tisztító helyettesítés14)Egy π helyettesítés egy C klóznak tisztító helyettesítése, ha 〈C〉π tiszta. �A tisztító helyettesítések használatával tulajdonképpen klózoknak egyfajta �részbenalappéldányait�15 állítjuk el®: azon változókat, melyek a tisztaságot veszélyeztetik,alaptermekkel helyettesítjük, ám az egyéb változók (egyel®re) behelyettesítetlenekmaradnak.Az alábbiakban Baumgartner kalkulusát egy kissé egyszer¶sített formában fogjukleírni. Egy lényeges különbség, hogy Baumgartner-rel ellentétben a tabló ágait nemímkézzük expliit módon �zárt� és �nyitott� ímkékkel, hanem a zártság szokásosde�níióját használjuk. Egy másik különbség, hogy a kirezolvált literálokat � melyektriviálisan zárt ágakon helyezkednek el � nem vesszük fel a tablóba.A kalkulus leírásában használni fogjuk az L̂ jelölést, mely az L literál egy újpéldányát jelenti (jobban mondva: L̂ a ∀L klóz új példányának egyetlen literálja).2.3.3. Definíió. (Hipertabló � Baumgartner konstrukiója)Adott egy C klózhalmaz. C-hez a következ® induktív de�níióval adjuk meg a pozitívhipertabló fogalmát:(1) Iniializáiós szabály:{
{⊤}

} a C-nek pozitív hipertablója.12angol: hyper tableaux13angol: pure lause14angol: purifying substitution15angol: partial ground instantiations [19℄



2.3. HIPERTABLÓ 21(2) Kiterjesztési szabály:(a) Legyen T a C-nek pozitív hipertablója, és B ∈ T annak egy ága.(b) Legyen C = L⊖
1 ∨ . . . ∨ L⊖

k ∨ D ∈ C, k ≥ 0, ahol L⊖
1 , . . . , L⊖

k a C összesnegatív literálja.() Legyenek továbbá L⊕
1 , . . . , L⊕

k ∈ B, úgy hogy
σ = U

(
(L⊖

1 , L̂
⊕

1 ), . . . , (L⊖
k , L̂

⊕

k )
) létezik.Ekkor
T +BDσπ (d)is C pozitív hipertablója, ahol π a Dσ-nak tisztító helyettesítése. �Tehát egy C klózhalmazhoz a következ®képpen konstruálunk pozitív hipertablót. Az(1)-ben megkonstruáljuk a kezdeti tablót, mely egyetlen súsot tartalmaz, ⊤-vel ím-kézve. Ezek után a levezetés minden egyes lépésében kiválasztunk egy input klózt a(2)(b)-ben, és ennek minden negatív literálját kirezolváljuk a B ág egy-egy (pozitív)literáljával (illetve azok új példányaival), melyeket a (2)()-ben választunk ki. A hi-perrezolvens, azaz Dσ minden literálját a (2)(d)-ben az ághoz satoljuk, egy-egy újágat kapva ezzel, miután a rezolvenst tiszta formára hoztuk a π tisztító helyettesítésenkeresztül.2.3.4. Megjegyzés.A Baumgartner-féle negatív hipertabló de�níióját megkapjuk, ha a 2.3.3. de�níióbanminden �pozitív� jelz®t átírunk �negatív�-ra, és vie versa. �Baumgartner konstrukiójának a tisztító helyettesítések használatában rejlik a gyengé-je. Látható, hogy a 2.3.5. de�níióban π el®állítása nins automatizálva. Tehát felmerüla nagyon is jogos kérdés: melyik tisztító helyettesítést válasszuk π-nek?Baumgartner élja a tisztító helyettesítések alkalmazásával a következ® összefüg-gésben rejlik:

∀x(A ∨B) ∼ ∀xA ∨ ∀xB akkor és sak akkor, ha x /∈ FV(A) ∩ FV(B) .Ennek következménye, hogy ha egy klóz tiszta, akkor a kvantoros el®tagokat bevi-hetjük a klóz literáljai elé. Azaz a hipertablóban a literálokban el®forduló változókralokálisan végezhetünk helyettesítéseket; vagyis a σ MGU-t nem a teljes tablón végez-zük el, mint a klóztabló esetén (a 2.1.11.(3)-ban), hanem supán a satolandó klózon(a 2.3.3.(2)(d)-ben). Ugyanez a magyarázata annak, hogy míg a klóztabló esetén kló-zok új példányait satoljuk a tablóhoz (a 2.1.11.(2)-ben), addig hipertabló eseténmagát az input klózt használjuk rezolválásra (a 2.3.3.(2)(b)-ben).Vajon megéri-e a kalkulusba egy nem automatizált lépést bevezetni supán a lo-kális helyettesíthet®ség el®nyéért? A válasz egyértelm¶en: nem. Implementáiókbanhelyettesítések tablón való globális elvégzése semmivel sem bonyolultabb, mint lokális



22 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKelvégzésük16. Ennek fényében adjuk meg a következ® de�níióban a hipertabló egymásik, általunk kidolgozott változatát, mely jól illeszkedik a disszertáióban taglaltegyéb tablókalkulusok közé.2.3.5. Definíió. (Hipertabló)Adott egy C klózhalmaz. C-hez a következ® induktív de�níióval adjuk meg a pozitívhipertabló fogalmát:(1) Iniializáiós szabály:{
{⊤}

} a C-nek pozitív hipertablója.(2) Kiterjesztési szabály:(a) Legyen T a C-nek pozitív hipertablója, és B ∈ T annak egy ága.(b) Legyen C = L⊖
1 ∨ . . . ∨ L⊖

k ∨D a C egy klózának új példánya, k ≥ 0, ahol
L⊖

1 , . . . , L⊖
k a C összes negatív literálja.() Legyenek továbbá L⊕

1 , . . . , L⊕
k ∈ B, úgy hogy

σ = U
(
(L⊖

1 , L̂
⊕

1 ), . . . , (L⊖
k , L̂

⊕

k )
) létezik.Ekkor

(T +BD)σ′π (d)is C pozitív hipertablója, ahol
• σ′ =

{
x/t ∈ σ

∣∣ x ∈ FV(D)
}, és

• π a Dσ′-nek tisztító helyettesítése, ahol Dom(π) ⊆ FV(Dσ′). �Ezen változat az input klózoknak új példányait állítja el® (a (2)(b)-ben), illetve ahelyettesítéseket a tablón globálisan végzi el (a (2)(d)-ben). Mivel a Baumgartner-félehipertabló esetén a tablóban már szerepl® formulákon (azaz T elemein) nem végzünkhelyettesítéseket, sak az aktuálisan satolt klózon, így most � a helyettesítések glo-bális elvégzése miatt � a σ MGU által megadott behelyettesítések közül elimináljukazokat, melyek nem a D szabad változóira vonatkoznak. Ugyanezen okból a π tisztítóhelyettesítésre is egy (nem lényegbeli) megszorítást kell tennünk, annak érdekében,hogy a π sak Dσ′-beli szabad változókat helyettesíthessen be.2.3.6. Megjegyzés.A negatív hipertabló de�níióját megkapjuk, ha a 2.3.5. de�níióban minden �pozitív�jelz®t átírunk �negatív�-ra, és fordítva. �2.3.7. Tétel. (Hipertabló � Helyesség és teljesség)A hipertabló kalkulus helyes és teljes.16Lásd: Paterson és Wegman lineáris uni�káióról szóló ikke [23℄. Ezen algoritmus egyazon vál-tozó el®fordulásait mint az adott változóra mutató refereniákat tárolja, és ily módon a változóbehelyettesítése sak egy helyen történik meg.



2.3. HIPERTABLÓ 23A Baumgartner-féle hipertablóra vonatkozó bizonyítást maga Baumgartner adta meg[3℄. A mi hipertabló kalkulusunk helyessége és teljessége ennek triviális következménye.Vessük össze Baumgartner hipertablóját a hiperrezolúióval. Az els® dolog, amiszemünkbe ötlik, hogy a tabló adatszerkezet alkalmazásával sikerült a faktorizáiót eli-minálnunk a hiperrezolúióból; pontosabban fogalmazva, míg a faktorizáió szükségesvolt a hiperrezolúió teljességéhez, addig a hipertablóéhoz nem az. Baumgartner [3℄ikke a Letz által leírt [20℄ tablókon végezhet®, aiklikus faktorizáiót mint opionális,egyes esetekben hatékonyságot növel® eszközt említi.2.3.8. Példa.A �borbély paradoxon� néven ismert klózhalmaz a következ®:




¬P (x) ∨Q(y, y) ∨Q(x, y) ,
¬P (u) ∨ ¬Q(v, v) ∨ ¬Q(u, v) ,

P (z)



Ismert tény, hogy ezen klózhalmaz kielégíthetetlen, ám mégsem lehet hozzá rezolúiósáfolatot (és ennek következtében hiperrezolúiós áfolatot sem) megadni anélkül,hogy faktorizálnánk a levezetés során.Demonstráljuk, hogy a hipertabló teljességéhez nem szükséges a faktorizáió. En-nek érdekében megmutatjuk, hogy a klózhalmazhoz létezik zárt pozitív hipertabló,ennek el®állítását alább, balról jobbra haladva szemléltetjük.

P (z′)

⊤

Q(z′′, c)Q(c, c)

P (z′)

⊤

⊥

Q(z′′, c)Q(c, c)

P (z′)

⊤

⊥⊥

Q(z′′, c)Q(c, c)

P (z′)

⊤

A kezdeti tablót a P (z) input klóz új példányával b®vítjük, azaz a 2.3.5.(2) jelö-léseit használva:
• C = P (z′),
• k = 0,
• σ = ǫ,
• π = ǫ.A következ® lépésben a ¬P (x) ∨Q(y, y) ∨Q(x, y) input klóz egy új példányánakegyetlen negatív literálját uni�káljuk a tabló P (z′) literáljának új példányával. Az ígykapott hiperrezolvens azonban nem tiszta klóz, így valamely π tisztító helyettesítésalkalmazásával tisztává kell azt tennünk. Tehát legyen:



24 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREK
• C = ¬P (x′) ∨Q(y′, y′) ∨Q(x′, y′),
• k = 1,
• L⊕

1 = P (z′),
• σ = x′/z′′,
• π = y′/c.A harmadik lépésben a ¬P (u) ∨ ¬Q(v, v) ∨ ¬Q(u, v) input klóz egy új példányátállítjuk el®, melynek (mivel negatív klózról van szó) minden literálját kirezolváljuk abal oldali ág P (z′) és Q(c, c) literáljainak felhasználásával:
• C = ¬P (u′) ∨ ¬Q(v′, v′) ∨ ¬Q(u′, v′),
• k = 3,
• L⊕

1 = P (z′), L⊕
2 = Q(c, c), L⊕

3 = Q(c, c),
• σ = {u′/z′′′, u′/c, v′/c},
• π = ǫ.Ebben a lépésben a hiperrezolvens ⊥.Hasonlóan végezhet® el a negyedik lépés, ami után zárt tablót kapunk. �Baumgartner élja a tisztító helyettesítésekkel azonban nem sak a helyettesítéseklokális elvégzésének lehet®vé tétele volt, hanem � bár err®l ® nem ír ikkében � egysor olyan (szintén nehezen automatizálható) problémát akart elkerülni, amelyek fel-bukkannak azon szerz®k munkáiban, akik a hipertabló kalkulusból próbálják a tisztítóhelyettesítéseket szám¶zni. Maga Baumgartner is egy kés®bbi ikkében [4℄ megpró-bálkozik a tisztító helyettesítések (azaz a �részben alappéldányok� találgatásának)eliminálásával, ám ez egy igen túlbonyolított és a hagyományos formalizmustól tel-jesen elrugaszkodott kalkulushoz vezetett. A következ® fejezetben egy másik ilyenpróbálkozással fogunk megismerkedni.2.3.1. Rigid hipertablóKühn 1997-es ikkében [19℄ fejleszti tovább Baumgartner hipertablóját, vagy ahogy ®nevezi: a tisztított hipertablót17. A kalkulusból szám¶zi a tisztító helyettesítések hasz-nálatát, ám rögtön szembesül a következ® ténnyel: tisztító helyettesítések használatanélkül a (pozitív) hipertabló sak Horn-klózok esetén teljes18. Kühn (más szerz®khözis hasonlóan, például [10℄) ún. rigid változók használatával próbálja megoldani a prob-lémát. Rigid változó alatt a szakirodalom ([13℄ 114. oldal) olyan változót ért, mely atablóban globálisan helyettesítend®, szemben az ún. univerzális változóval, mely pedig17angol: puri�ed hyper tableaux18Mivel egy Horn-klóz legfeljebb egy pozitív literált tartalmaz, a 2.3.5.(2)-beli D alapvet®en tiszta.



2.3. HIPERTABLÓ 25lokálisan a tabló egy adott formuláján belül. A 2.1.11. de�níióban megadott klóztablóminden változót rigidként kezel, a 2.3.3. de�níióban leírt Baumgartner-féle hipertablóminden változót univerzálisként, míg a 2.3.5. de�níió általunk megadott hipertablójaa klóztablóhoz hasonlóan rigidként kezeli a tablóban el®forduló változókat.Mint fentebb írtuk, Kühn a hipertablóból kiiktatja a tisztító helyettesítések je-lentette nehezen automatizálható tényez®t, ám így újabb automatizálhatósági prob-lémákba fut bele. Ezen problémák a klózokban el®forduló �ismétl®désekhez� kapso-lódnak: olyan azonos el®jel¶ literálokhoz, melyek azonos predikátumszimbólumot tar-talmaznak. Az ilyen literálok okozta probléma már a rezolúió kapsán is felbukkant,ahol a faktorizálás elegend® gyógymód volt. Ám az �ismétl®déseket� a faktorizáió nemmindig képes megszüntetni: ha két azonos el®jel¶, azonos predikátumszimbólumot tar-talmazó literál nem uni�kálható, akkor a klózon belül nem lehet ®ket összevonni egyliterállá.2.3.9. Példa.Tekintsük az {
A(x) ∨B(x) ,

¬A(c) ∨ ¬A(f(x)) ∨ C(y)

}klózhalmazt. Alább, balról jobbra haladva demonstráljuk, hogy egy ágon az
A(x) ∨B(x) klózt duplán kell példányosítani, ha a ¬A(c) ∨ ¬A(f(x)) ∨ C(y) klózt ispéldányosítani akarjuk.

A(x′) B(x′)

⊤

A(x′′) B(x′′)

A(x′) B(x′)

⊤

C(y′)

A(f(x′′′)) B(f(x′′′))

A(c) B(c)

⊤

�Ezért Kühn a tablóhoz satolt klózpéldányoknak � ún. ágklózoknak � egyfajta igényszerinti ismétlését írja le. A következ® két de�níió ennek leírását készíti el®.2.3.10. Definíió. (Ágklóz19)(1) Legyen T egy literálos tabló20, és legyen B ∈ T .(2) Legyenek az L1, . . . , Lk a B valamely súsának összes gyermekei a T -ben, k ≥ 1.Ekkor az {L1, . . . , Lk} klóz a B-nek ágklóza. �2.3.11. Definíió. (Multi-kiterjesztés)Legyen T egy tabló, és legyen B ∈ T . Legyen {C1, . . . , Ck} klózoknak egy multihal-maza. De�niáljuk a (T0,B0), . . . , (Tk,Bk) sorozatot a következ® módon:(1) (T0,B0) = (T ,B)19angol: branh lause20sak literálokkal ímkézett tabló; angol: lausal tableau ([19℄ 4. oldal)



26 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREK(2) Minden 0 ≤ i < k-ra:(a) Ti+1 = Ti+
Bi Ĉi+1, ahol Ĉi+1 a Ci+1 új példánya, és(b) Bi+1 ∈ Ti+1\Ti.A (Tk,Bk) a T {C1, . . . , Ck}-val B-n való multi-kiterjesztése. �A de�níióban egy klóz-multihalmaz (azaz esetlegesen ismétl®d® klózokat tartalmazóhalmaz) elemeinek új példányait satoljuk egyenként a T tablónak egy B ágához, ésminden lépés kimeneteként a kib®vített tablót (a (2)(a)-ban) és annak egy új ágát (a(2)(b)-ben) adjuk meg.A rigid hipertabló alább leírásra kerül® de�níiója (2.3.13. de�níió) nagyon ha-sonló a (tisztított) hipertabló 2.3.5. de�níiójához, ám � a kés®bb taglalandó különb-ségek mellett � egy ág egy input klózzal való hagyományos kiterjesztése helyett az ún.hiperkiterjesztést használja.2.3.12. Definíió. (Hiperkiterjesztés)(1) Legyen T egy literálos tabló, és legyen B ∈ T .(2) Legyen C = L⊖

1 ∨ . . . L⊖
k ∨D egy klóz, k ≥ 0, ahol L⊖

1 , . . . , L⊖
k a C összes negatívliterálja.(3) Legyen (T ′,B′) a T -nek B valahány ágklózával (akár egyetlen eggyel sem) B-nvaló multi-kiterjesztése.(4) Legyen továbbá L⊕

1 , . . . , L⊕
k ∈ B

′, úgy hogy
σ = U

(
(L⊖

1 , L⊕
1 ), . . . , (L⊖

k , L⊕
k )
) létezik.Ekkor
(T ′+B′

D)σ

T -nek C-vel B-n való pozitív hiperkiterjesztése. �A fenti de�níió értelmezéséhez vonjunk párhuzamot a hipertabló 2.3.5.(2) kiterjesz-tési szabályával. Látható, hogy most is egy T tablónak egy B ágához satolunk egy
C klózt, miközben C összes negatív literálját kirezolváljuk a B (pozitív) literáljaival �ezesetben ténylegesen a B literáljaival (és nem azok új példányaival, mint a hipertablóesetén). Ezen kívül van még egy különbség: a rigid hipertablónál a 2.3.12.(3)-ban vé-gezzük el azt a hipertablónál még ismeretlen plusz m¶veletet, mely során lehet®ségünkvan klózok másolatait beszúrni az ágra, miel®tt magát C-t az ágon példányosítanánk.A másolandó klózok a B-nek ágklózai.A 2.3.12. de�níiót használva már megadható a rigid hipertabló kalkulus:2.3.13. Definíió. (Rigid hipertabló)Adott egy C klózhalmaz. C-hez a következ® induktív de�níióval adjuk meg a pozitívrigid hipertabló fogalmát:



2.3. HIPERTABLÓ 27(1) Iniializáiós szabály:{
{⊤}

} a C-nek pozitív rigid hipertablója.(2) Kiterjesztési szabály:(a) Legyen T a C-nek pozitív rigid hipertablója, és B ∈ T annak egy ága.(b) Legyen C a C valamely klózának egy új példánya21.Ekkor T -nek C-vel B-n való pozitív hiperkiterjesztése is C pozitív rigid hiper-tablója.(3) Faktorizálási szabály:Ha T a C-nek pozitív rigid hipertablója, akkor T faktorizáltja is pozitív rigidhipertablója C-nek. �A rigid hipertabló de�níiója formailag szinte semmi újdonságot nem tartalmaz ahipertabló 2.3.5. de�níiójához képest; minden lényeges változást a hiperkiterjesztés2.3.12. de�níiója tartalmaz. Vegyük észre azonban, hogy a 2.3.13. de�níió a 2.3.5.de�níióhoz képest kiegészül a (3) ponttal, melyben a tablót igény szerint faktorizál-hatjuk. A tabló faktorizálása alatt a fentebb már említett aiklikus faktorizáiót [20℄vagy a Kühn által leírt ág-faktorizáiót [19℄ értjük.2.3.14. Megjegyzés.A negatív rigid hipertabló de�níióját a 2.3.12. és a 2.3.13. de�níiókból kapjuk a�pozitív� és �negatív� jelz®k felserélésével. �Kühn ikke a rigid hipertabló helyességének és teljességének nem adja bizonyítását,annak supán egy-egy vázlatát írja le. Be lehet viszont látni, hogy a rigid hipertablónem helyes.2.3.15. Tétel.A rigid hipertabló nem helyes.Bizonyítás.Mint a szerz® is írja, a helyesség bizonyításának �érdekes pontja annak megmutatása,hogy az ágklózokkal való multi-kiterjesztés nem ronsolja a tabló kielégíthet®ségét azinput klózhalmaz modelljeiben� ([19℄ 8. oldal).Vagyis azt kéne megmutatni, hogy bármely C input klózhalmaz és annak bármely
T rigid hipertablója eseténha C |= ∀F (T ), akkor C |= ∀F (T ′),ahol T ′-t a T -b®l kapjuk úgy, hogy valamely B ∈ T ág ágklózának új példányát a
B-hez satoljuk.21Kühn ikke ebben a tekintetben hibás: egy C-beli klózt magát, nem pedig annak egy új példányátsatolja a tablóhoz ([19℄ 8. oldal).



28 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKEzen állítást egy ellenpéldán keresztül áfoljuk meg. Legyen az input klózhalma-zunk
C = { A(x) ∨B(x) , ¬A(y) ∨ C(y) } .A C következ® rigid hipertablóját a kiterjesztési szabály kétszeri alkalmazásával állít-hatjuk el®:
T =

C(y′)

A(y′) B(y′)

⊤

.Könnyen belátható, hogy C |= ∀F (T ):
• Mivel ∀(A(x) ∨B(x)

)
∈ C, így
C |= ∀

(
A(y′) ∨B(y′)

)
.

• Mivel a ∀(A(x) ∨B(x)
) és ∀(¬A(y′)∨C(y′)

) klózoknak rezolvense a ∀(B(y′)∨

C(y′)
) klóz, így

C |= ∀
(
B(y′) ∨ C(y′)

)
.

• Ezek miatt
C |= ∀

( (
A(y′) ∨B(y′)

)
∧
(
B(y′) ∨C(y′)

) )

≀

C |= ∀
( (

A(y′) ∧ C(y′)
)
∨B(y′)

)

≀

C |= ∀F (T ) .Most satoljuk a bal oldali ág C(y′) ágklózának új C(y′′) példányát az ághoz:
T ′ =

C(y′′)

C(y′)

A(y′) B(y′)

⊤

Belátható, hogy el®fordulhat a C-nek olyanM modellje és abban olyan θ változóki-értékelés, hogy
M 6|= B(y′)θ és
M |= A(y′)θ és
M |= C(y′)θ ,
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M 6|= C(y′′)θ .Ekkor
M 6|= F (T ′)θ ,vagyis
C 6|= ∀F (T ′) . �A teljesség bizonyítása még kényesebb kérdés. Ezt maga Kühn is belátja ikkében,ezért meg sem próbálkozik vele. Tehát mai napig nyitott kérdés, hogy a rigid hipertablókalkulus teljes-e.A következ® összegzést tehetjük tehát a rigid hipertablóval kapsolatosan: Kühnsikeresen eliminálta a tisztító helyettesítések használatát, ezzel azonban az automa-tizálási problémákat sak egy másik szintre vitte át. A rigid hipertabló kalkulus kétponton is nehezen automatizálható:(1) Mikor alkalmazzuk a 2.3.13.(3) szabályt, azaz hogyan tudjuk eldönteni, mikorkell a tabló valamely ágát faktorizálni?(2) A 2.3.13.(2) szabályban alkalmazott hiperkiterjesztés 2.3.12.(3) pontjában melyágklózokkal és azok közül is egyenként mennyivel (hiszen a multi-kiterjesztés2.3.11. de�níiójában klózoknak egy multihalmazát kezeljük) terjesszük ki adottágat?Ezeken túl, Kühn konstrukiója �túlbiztosított�:(1) A faktorizálási szabály felesleges. A faktorizálás nem szükséges eleme a kal-kulusnak � sakúgy mint a tisztított hipertabló esetében �, a ikk [19℄ 8. ol-dalán leírt példa is hibás a következ® értelemben. A példa szövege szerint a

C =
{
P (x) ∨ P (y), ¬P (z)

} klózhalmazhoz �végtelen levezetést konstruálha-tunk�. A végtelen levezetések elkerülésének problematikája nem a kalkulus tel-jességéhez tartozik, hanem a redundania vizsgálatának problémakörébe (lásd:3.4. fejezet). Egy tablókalkulus teljességének bizonyításával egy zárt tabló léte-zésér®l értekezünk. Be is látható, hogy a fenti C klózhalmazhoz konstruálhatózárt rigid hipertabló a faktorizálási szabály alkalmazása nélkül is.(2) Az ágklózok példányosítása nem szükséges eleme a kalkulusnak. Ahogy err®l aszerz® ikkének [19℄ 6. oldalán is említést tesz, egy ágklóz új példánya mindigel®állítható ugyanazon input klózokból (vagyis azok új példányaiból), mint azeredeti ágklóz. Tehát az ágklóz-másolatok eliminálhatók a kalkulusból. Mint ko-rábban bebizonyítottuk, az ágklózok-másolatok használata ronsolja a kalkulushelyességét. Nyitott kérdés: vajon az ágklóz-másolatok használata nélkül helyeslenne-e a kalkulus?



30 2. FEJEZET. TÉTELBIZONYÍTÓ MÓDSZEREKKühn rigid hipertabló kalkulusa egy el®remutató kísérletnek tekinthet® a hipertabló(és közvetve a hiperrezolúió) teljes automatizálására. Ezért a továbbiakban érdemesbel®le ötleteket merítenünk, ahogy fogjuk ezt tenni a következ® fejezetben, ahol egysaját hipertabló kalkulust, a multi-hipertablót írjuk le, mely sokkal szigorúbban kont-rollálja klózok tablóhoz való hozzáf¶zését. Kühn kalkulusa azért is tekinthet® sakkísérletnek, mert teljessége nem nyert bizonyítást. Ezzel szemben a multi-hipertablóbizonyítottan teljes lesz.



3. fejezetMulti-hipertablóA 2.3. fejezetben de�niáltuk a (tisztított) hipertablót [3℄, a hiperrezolúió és a klóz-tabló tehnikáinak felhasználásával kapott kalkulust. Szó volt arról, hogy a hipertablókomoly automatizálási problémákkal küzd, melyekre lehetséges megoldásként a 2.3.1.fejezetben ismertettük Kühn rigid hipertablóját [19℄. Ám a rigid hipertabló sem telje-sen automatikus tételbizonyító módszer, hiszen az általa használt ágklóz másolatok ésfaktorizáió kezelése nem automatikus. Ezek mellett a rigid hipertabló teljességénekbizonyítása sem megoldott.Ebben a fejezetben ismertetjük az általunk kidolgozott multi-hipertabló kalkulust,mely a [18℄-ben került publikálásra. A multi-hipertabló a rigid hipertabló továbbfej-lesztett változata, mely(1) kiküszöböli a hipertabló által használt tisztító helyettesítéseket,(2) eliminálja a rigid hipertablóban használt ágklóz másolatok és faktorizáió prob-lémáját,(3) a hipertabló és a rigid hipertabló e�ektivitási problémáira is megpróbál választtalálni,(4) bizonyítottan helyes és teljes kalkulus (a teljes els®rend¶ logikában).Az (1) rigid változók használatával valósul meg, a rigid hipertablóhoz hasonlóan.A (2)-ben említett ágklóz másolatok már Kühn ikkében is mint opionális elemekszerepeltek. A faktorizáió mind a hipertablóban, mind a rigid hipertablóban opio-nális, bár ez utóbbiban külön levezetési szabályként szerepel (igaz, hogy feleslegesen).A (3)-ban a következ® problémára gondolunk: a hipertabló a 2.3.5.(2)(b)-ben, arigid hipertabló a 2.3.12.(2)-ben C-t mint tetsz®leges (azaz akár pozitív) input klózthatározza meg, aminek az az eredménye, hogy a pozitív input klózok kontrollálatlanul,tömegesen kerülhetnek be a tablóba. Gondoljunk itt az adatbázisokra, ahol pontosanilyen input klózból � mint egy darab pozitív literálként felírható táblabejegyzésb®l �31



32 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓvan rengeteg. Ebben a tekintetben a hipertabló és a rigid hipertabló inkább a klóz-tablóhoz nyúl vissza, ahol a 2.1.11.(2)(b)-ben tetsz®leges input klózok satolhatók atablóhoz; ez az ára annak, hogy a 2.3.5.(2)()-ben és a 2.3.12.(4)-ben az L⊕
i -k sakaz ágról származnak, nem az input klózokból. A multi-hipertabló inkább a hiperre-zolúió oldaláról közelít a problémához, ahol a 2.2.15. de�níióban kiköttetett, hogy

C⊖ sak nem pozitív klóz lehet, aminek az lesz a vonzata, hogy az L⊕
i -ket nem elégsak az ágon keresnünk, hanem ki kell lépnünk az input klózhalmazba is. Ez viszont ahipertablóhoz és a rigid hipertablóhoz képest azt az egyértelm¶en el®nyös vonást fogjaa multi-hipertablónak kölsönözni, hogy sak azon pozitív klózok példányosulnak atablóban, melyeket ténylegesen felhasználunk egy-egy hiperrezolvens el®állításához.Pontosan ezen utóbbi megoldás, azaz hogy egyetlen dedukiós lépés során akártöbb input klózt is példányosíthatunk � hasonlóan a rigid hipertabló multi-kiterjesz-téséhez �, ihlette a kalkulus elnevezését, annak �multi� el®tagját.3.1. A multi-hipertabló kalkulusA továbbiakban megadjuk a multi-hipertabló kalkulus pontos leírását. El®ször kétde�níiót adunk meg, melyek leírják, mit értünk egy T tabló valamely B ágánakkiterjesztése alatt.3.1.1. Definíió. (Kiterjesztés)Kiterjesztésnek egy [E, σ] párt nevezünk, ahol E egy klóz és σ egy helyettesítés. �3.1.2. Definíió. (Kiterjesztés alkalmazása)Az [E, σ] kiterjesztést oly módon alkalmazzuk a T tabló egy B ∈ T ágán, hogy el®ál-lítjuk a következ® tablót:

(T +BE)σ . �Látható, hogy a 3.1.2. de�níióban teljesen visszanyúlunk a klóztablóhoz, és annak2.1.11.(2) és 2.1.11.(3) szabályát egyszerre végezzük el. Ám míg a klóztabló esetén
E sak input klóz (új példánya) lehetett és σ sak két (azonos ágon szerepl®) literálMGU-ja, addig a multi-hipertabló esetén az E-re és a σ-ra sokkal szigorúbb megszo-rítást teszünk. Egy kiterjesztést egyszerre három dologhoz rendelhetünk hozzá: egyklózhoz, egy klóz-multihalmazhoz és egy literál-multihalmazhoz.3.1.3. Definíió. (Kiterjesztés meghatározása)(1) Legyen C⊖ egy klóz és legyen {L⊖

1 , . . . , L⊖
k } a C⊖ összes negatív literáljának ahalmaza, ahol k ≥ 1.(2) Legyen {C⊕

1 , . . . , C⊕
k } pozitív klózoknak egy multihalmaza.(3) Legyen {L⊕

1 , . . . , L⊕
k | L⊕

i ∈ C⊕
i } (pozitív) literáloknak olyan multihalmaza,hogy σ = U

(
(L⊖

1 , L⊕
1 ), . . . , (L⊖

k , L⊕
k )
) létezik.



3.1. A MULTI-HIPERTABLÓ KALKULUS 33Jelöljük E-vel a következ® klózt:
C⊖\{L⊖

1 , . . . , L⊖
k } ∪

k⋃

i=1

C⊕
i \{L

⊕
i } . (4)Ekkor a C⊖-hoz, {C⊕

1 , . . . , C⊕
k }-hoz és {L⊕

1 , . . . , L⊕
k }-hoz tartozó,

e
(
C⊖,

{
C⊕

1 , . . . , C⊕
k

}
,
{
L⊕

1 , . . . , L⊕
k

}) -valhivatkozott kiterjesztés legyen [E, σ]. �A fenti de�níióban az (1)-ben leírt C⊖ jelöli azt a nem pozitív klózt (hiszen k ≥ 1),melynek az összes negatív literálját kirezolváljuk. Ezen literálokat a (2)-ben meghatá-rozott C⊕
i pozitív klózok egy-egy (3)-ban leírt L⊕

i (pozitív) literáljával fogjuk uni�kál-ni. A (4)-ben meghatározott E tulajdonképpen a C⊖ és az összes C⊕
i valamennyi nemuni�kált literáljából összeállított klóz, σ pedig a fent kiszámolt MGU. Lehet látni � afenti de�níiót összehasonlítva a 2.2.15. de�níióval �, hogy tulajdonképpen az 〈E〉σhiperrezolvenst számítjuk ki.A következ® de�níió leírja, hogy egy ág és egy input klózhalmaz esetén melyklózokhoz, klóz-multihalmazokhoz és literál-multihalmazokhoz állíthatunk el® kiter-jesztéseket.3.1.4. Definíió. (Ág és klózhalmaz kiterjesztései)Egy B ághoz és egy C klózhalmazhoz tartozó kiterjesztések a következ® halmaz elemei:

E(B, C) =




e
(
Ĉ⊖,

{
Ĉ⊕

1 , . . . , Ĉ⊕
k

}
,
{
L⊕

1 , . . . , L⊕
k

})
∣∣∣∣∣∣

C⊖ ∈ C, (1)
C⊕

i ∈ B ∪ C, (2)

L⊕
i ∈ Ĉ⊕

i (3)




 .A fentiekben bármely C klóz esetén
Ĉ =

{
C új példánya , ha C ∈ C;
C , egyébként. �A fenti de�níióban észrevehetjük a következ®ket:

• Az (1)-ben kiválasztott C⊖ klóz � ugyanúgy mint a C a klóztabló(2.1.11.(2)), a hipertabló (2.3.5.(2)(b)) vagy a rigid hipertabló (2.3.12.(2)) ese-tén � az input klózhalmazból való, de ezesetben mindenképpen sak nem pozitívklóz lehet.
• A (2)-ben kiválasztott C⊕

1 , . . . , C⊕
k klózok nem sak az ágról származhatnak,mint a hipertabló (2.3.5.(2)()) és a rigid hipertabló (2.3.12.(4)) esetén, hanem

C-b®l is, azaz (pozitív) input klózok is lehetnek. Ha C⊕
i az ágról származik, akkortermészetesen sak egyetlen pozitív literált tartalmaz.
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• A 3.1.3.(2,3)-ban klóz-, illetve literál-multihalmazokat használunk. Tehát a fentide�níióban a (2)-ben kiválasztott C⊕

1 , . . . , C⊕
k klózok között lehetnek azonosakis, ahogy a (3)-ban kiválasztott L⊕

1 , . . . , L⊕
k literálok között is.

• Amelyik klózt a C-b®l választjuk, annak új példányát állítjuk el®, amelyiket azágról, azt eredeti formájában használjuk fel.Az el®z®ekben leírt de�níiókat használjuk fel most a multi-hipertabló kalkulus de�-niálásához:3.1.5. Definíió. (Multi-hipertabló)Adott egy C klózhalmaz. C-hez a következ® induktív de�níióval adjuk meg a pozitívmulti-hipertabló fogalmát:(1) Iniializáiós szabály:{
{⊤}

} a C-nek pozitív multi-hipertablója.(2) Kiterjesztési szabály:(a) Legyen T a C-nek pozitív multi-hipertablója, és legyen B ∈ T .(b) Legyen e ∈ E(B, C) kiterjesztés.Ekkor az e-nek a T tabló B ágán való alkalmazásával kapott tabló is C-nekpozitív multi-hipertablója. �3.1.6. Megjegyzés.A negatív multi-hipertabló de�níiója megkapható a 3.1.3., a 3.1.4. és a 3.1.5. de�ní-iókból a �pozitív� és �negatív� jelz®k felserélésével. �Egy kiterjesztés elvégzésekor a triviálisan zárttá váló ágakat nem vesszük fel a tablóba� ahogy azt már a hipertabló és a rigid hipertabló esetében sem tettük.Egy B ág akkor válik zárttá, ha létezik olyan L1 ∈ C negatív és olyan L2 ∈ B(pozitív) literál, hogy σ = U
(
L̂1, L2

) létezik; azaz B az
e
(
L̂1, {L2}, {L2}

)
= [⊥, σ]kiterjesztés elvégzése után válik zárttá. Ebb®l következik, hogy akkor sikerül egy ágatlezárnunk, ha üres klózt (⊥) tartalmazó kiterjesztést végzünk el rajta. Éppen ezértinnent®l kezdve a levezetés során egy-egy ágon elég azt �gyelni, hogy az ághoz va-jon sikerült-e el®állítanunk ⊥-t tartalmazó kiterjesztést. Ez az eljárás nagymértékbenhasonlít a rezolúió során alkalmazott eljáráshoz, ahol az üres klóz el®állítása a él.A 3.1.3.(2,3)-ban � mint már említettük � klóz- és literál-multihalmazokat hasz-nálunk1. Ezen tényez® hozzájárul a faktorizáió eliminálhatóságához. Például legyen1Hasonlóképpen, mint Baumgartner továbbfejlesztett hipertablójának Ext és Link szabályaiban([4℄ 7. oldal).
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P (x) ∈ B az ágon egy literál, és legyen ¬P (f(c))∨¬P (f(y)) egy input klóz. A multi-hipertabló egyetlen kiterjesztéssel oldja meg B lezárását: az

e
(
¬P (f(c)) ∨ ¬P (f(y′)),

{
P (x), P (x)

}
,
{
P (x), P (x)

})kiterjesztéssel, ami nem más, mint [⊥, {x/f(c), y′/c}
]. Vegyük észre, hogy az y′/chelyettesítés pontosan az, melyet ¬P (f(c))∨¬P (f(y′)) faktorizálása során végeznénkel.3.1.7. Megjegyzés.A multi-hipertabló abbeli �engedékenységét�, hogy a C⊕

i klózok nem sak az ágrólszármazhatnak, hanem input klózok is lehetnek, tekinthetjük valamiféle �el®retekin-tésnek �, azaz a hipertabló és a rigid hipertabló �vak�, szisztematikus következteté-si módszerével szemben a multi-hipertabló �megpróbálja kitalálni�, hogy mely in-put klózokat lenne érdemes a tablóban példányosítani. Magyarán szólva, a multi-hipertablóban benne rejlik a heurisztikus következtetésnek a lehet®sége, amivel a 3.5.fejezetben részletesen foglalkozni is fogunk. �3.1.8. Tétel. (Multi-hipertabló � Helyesség)A multi-hipertabló kalkulus helyes.Bizonyítás.Meg kell mutatni, hogy ha egy C klózhalmazhoz létezik zárt multi-hipertabló, akkora C kielégíthetetlen. Ehhez induktíve bebizonyítjuk, hogy C-nek bármely T multi-hipertablójára C |= F (T ).(1) A kezdeti {{⊤}} tablóra ez triviális.(2) Be kell látni, hogy ha egy T tablóra C |= F (T ), akkor T -b®l a kiterjesztésiszabály alkalmazásával kapott T ′-re is C |= F (T ′). A szabályban elvégzett ki-terjesztést jelöljük [E, σ]-val. Mivel 〈E〉σ a T egy B ága valahány literáljának és
C valahány klózának hiperrezolvense, és a 2.2.18. lemma alapján tudjuk, hogy
〈E〉σ ezeknek logikai következménye, így

C |= F
(
T +B 〈E〉σ

)
.Továbbá tetsz®leges helyettesítésre, így σ-ra is

C |= F
((
T +B 〈E〉σ

)
σ
)

.Mivel σ MGU, és ezért FV(Dom(σ)
)
∩ FV

(
Range(σ)

)
= ∅, így a(

T +B〈E〉σ
)
σ tabló azonos a (T +B〈E〉

)
σ tablóval, mely viszont pont T ′. Azaz:

C |= F (T ′) .



36 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓMivel C-nek van zárt multi-hipertablója, melyet jelöljünk T⊥-tal, így a következ®kettudjuk:
C |= F (T⊥) és F (T⊥) ∼ ⊥ .Azaz C |= ⊥, vagyis C kielégíthetetlen. �A helyesség bizonyításával szemben a teljesség bizonyítása már messze nem olyan egy-szer¶. Kühn rigid hipertablója inkább a klóztabló irányából közelít a hiperrezolúiófelé, olyan értelemben, hogy magukat az input klózokat (illetve azok új példánya-it) satolja a tablóhoz � akár a klóztabló. Ezen input klózok satolását próbálja akalkulus oly módon irányítani, hogy az egymással rezolválható klózok kerüljenek atablóban egymás alá a megfelel® ágakra, ily módon lezárva egy-egy ágat. Ezzel szem-ben a multi-hipertabló a hiperrezolúió irányából közelít a klóztabló felé. Azaz � akár ahiperrezolúió � hiperrezolvenst számol, és azt satolja a tablóhoz. Ez a megközelítésimód áttekinthet®bb kalkulust eredményez, hiszen a tabló b®vítése egyidej¶leg mindigsak egy klózzal történik, szemben a rigid hipertablóval, ahol az ágklóz másolatokkalegyszerre több klózt kell a tablóhoz satolnunk. De a legnagyobb el®ny mégis a tel-jesség bizonyításában nyilvánul meg: a multi-hipertabló teljességének bizonyításáhozfel tudjuk használni a hiperrezolúió bizonyított teljességét.3.2. A multi-hipertabló teljességeA multi-hipertabló kalkulus teljessége a következ®t jelenti: tetsz®leges kielégíthetet-len C klózhalmaz esetén van a C-nek zárt multi-hipertablója. Ennek bizonyításáhozfelhasználjuk a hiperrezolúiónak a 2.2.19. tételben kimondott teljességét, azaz a C-hez bizonyítottan létez® C1, . . . , Cn pozitív hiperrezolúiós áfolatot. Az általánosságmegszorítása nélkül C1, . . . , Cn-r®l a továbbiakban feltesszük a következ®t:(H) Minden 1 ≤ i < n-re: Ci-t pontosan egy hiperrezolúiós lépésben használtuk fel

⊥ el®állítására.Nyilvánvaló, hogy ha C-hez létezik hiperrezolúiós áfolat, akkor létezik a megadottfeltételnek eleget tev® hiperrezolúiós áfolat is.A teljesség bizonyítása két léps®ben fog történni:(1) A C1, . . . , Cn-b®l generálunk egy ún. hiperrezolúiós gráfot, melyet a következ®fejezetben fogunk de�niálni. Ezen gráfhoz megadjuk a gráf súsain értelmezett
h1 és h2 függvényeket, melyek feladata informálisan a következ® lesz:
• A h1 a gráf egyes sússoportjaihoz a hiperrezolúiós levezetés egy-egyklózát fogja rendelni. Itt nem supán a C1, . . . , Cn klózokra gondolunk,hanem a hiperrezolúiós levezetés során felhasznált összes klózra (fakto-rokra és hiperrezolvensekre is).
• A h2 a gráf egyes sússoportjaihoz input (azaz C-beli) klózokat fog ren-delni.



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 37(2) A C-hez a megkonstruált hiperrezolúiós gráfból generálunk multi-hipertablót.Ennek során megadunk egy a tabló súsain értelmezett t függvényt, mely atabló súsaihoz hozzárendeli a hiperrezolúiós gráf egy-egy súsát.A továbbiakban mindenképpen szükséges lesz, hogy a felhasznált klózoknak egy-egyliteráljára egyértelm¶en tudjunk hivatkozni (hiszen ugyanazon literál akár több klóz-ban � és egy klózon belül akár többször � is el®fordulhat). Ennek érdekében mindenklózon belül adottnak tételezzük fel a klóz literáljainak egy sorrendjét; azaz egy klóztmint literáljainak rendezett multihalmazát kezeljük. Ilyen értelemben beszélni fogunkegy C klóz l. literáljáról (1 ≤ l ≤ |C|), melyet C[l]-lel fogunk jelölni.3.2.1. Hiperrezolúiós gráfA hiperrezolúiós gráf fogalmának bevezetéséhez szükség lesz a következ® fogalmakra:3.2.1. Definíió. (Csoportosított gráf)Csoportosított gráf alatt olyan véges gráfot értünk, melynek minden súsát diszjunktrendezett halmazokba soroljuk, s mely halmazokat sússoportoknak nevezzük. Ha
C sússoport, akkor annak i. súsára C[i]-vel fogunk hivatkozni (1 ≤ i ≤ |C|). �3.2.2. Definíió. (Levezet® sússoport)Egy soportosított gráf valamely C sússoportja akkor levezet® sússoport, hateljesülnek rá a következ® feltételek:
• Semelyik N ∈ C sús sem levélsús.
• Minden N ∈ C súsra és minden (N, X) élre az X levélsús. �3.2.3. Definíió. (N -él)Egy soportosított gráf valamely N sússoport-halmaza esetén N -élnek azon éltnevezzük, mely N két elemének két súsát köti össze. �A C klózhalmaz C1, . . . , Cn hiperrezolúiós áfolatához generált hiperrezolúiós gráfegy soportosított gráf lesz, melyhez megadjuk az el®z® fejezetben említett

h1, h2 : SH 7→ C+× N
+függvényeket, ahol

• SH a gráf súsainak halmaza,
• C+ a hiperrezolúiós áfolat el®állítása során felhasznált összes klózok halmaza2,és
• N

+ pedig a pozitív egész számok halmaza.2Tehát a felhasznált új példányok, faktorok és hiperrezolvensek.



38 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓHa a hiperrezolúiós gráf egy N súsára
hi(N) = (C, l) , ahol i ∈ {1, 2},akkor számunkra az azt fogja jelenti, hogy a hi függvényen keresztül N -hez hozzáren-deljük a C klóz l. literálját (azaz C[l]-t).A hiperrezolúiós gráf olyan speiális soportosított gráf lesz, melynek minden C =

{N1, . . . , Nk} sússoportjára és minden i ∈ {1, 2}-re teljesül a következ® feltétel:van olyan C′ klóz, hogy minden 1 ≤ j ≤ k esetén hi(Nj) = (C′, lj).Azaz a hi függvény egy sússoport összes súsához ugyanazt a C′ klózt rendeli. Ilymódon a hi-n keresztül a C sússoporthoz egyértelm¶en hozzárendelhet® a C′ klóz,melynek kifejezésére a kényelmes
hi(C) = C′jelölést fogjuk használni. Vegyük észre, hogy itt sak egy jelölést �xáltunk, természe-tesen a hi függvény továbbra sem értelmezett sússoportokon.3.2.4. Definíió. (Hiperrezolúiós gráf)A következ®képpen konstruáljuk meg a C input klózhalmaz egy C1, . . . , Cn pozitívhiperrezolúiós áfolatához tartozó hiperrezolúiós gráfot.Kezdetben a gráf legyen üres, majd minden 1 ≤ i ≤ n-re végezzük el a következ®lépéseket, feltéve hogy minden 1 ≤ j < i-re a lépéseket már elvégeztük:(1) Ha Ci az Ii ∈ C input klóz új példánya, akkor minden 1 ≤ l ≤ |Ci| eseténfelveszünk a gráfba egy új Nl súsot úgy, hogy

h1(Nl) := (Ci, l) ,

h2(Nl) := (Ii, l) .Az összes Nl-t egy új sússoportba foglaljuk.(2) Ha Ci a C⊖ és {C⊕
1 , . . . , C⊕

k } pozitív hiperrezolvense, melynek megkonstruálásasorán a C⊖[l⊖j ] literált rezolváltuk ki a C⊕
j [l⊕j ] literállal(1 ≤ j ≤ k), akkor:(a) Ha bármely C ∈ {C⊖, C⊕

1 , . . . , C⊕
k }-t valamely C′ ∈ {C1, . . . , Ci−1}-b®lképeztük faktorizáióval, akkor minden N súsra végezzük el a következ®t:ha h1(N) = (C′, l′) és a faktorizáió során a C[l]-t a C′[l′]-b®l állítottukel®3, akkor

h1(N) := (C, l) .3ahol 1 ≤ l ≤ |C| és 1 ≤ l′ ≤ |C′|



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 39(b) Minden 1 ≤ j ≤ k esetén:minden olyan N⊖ és N⊕ súsra, hogy h1(N
⊖) = (C⊖, l⊖j ) és

h1(N
⊕) = (C⊕

j , l⊕j ), vegyük fel a gráfba az
(N⊖, N⊕)élt.() Minden N súsra végezzük el a következ®t:ha h1(N)=(C′, l′) és a rezolválás során a Ci[l]-t a C′[l′]-b®l állítottuk el®4,akkor

h1(N) := (Ci, l) . �3.2.5. Példa.Legyen adott a következ® input klózhalmaz:
C =





B(x) ∨ ¬E(x) ,
E(f(y)) ∨B(f(y)) ,
¬A(f(z)) ∨ ¬B(f(c)) ,

A(u) ∨D(u) ,
¬D(v) ∨ ¬D(f(w)) ∨B(g(v)) ,

¬B(g(f(d)))





,és legyen adott ennek egy C1, . . . , C10 hiperrezolúiós áfolata, ahol
C1 = B(x′) ∨ ¬E(x′)

C2 = E(f(y′)) ∨B(f(y′))

C3 = B(f(y′)) ∨B(f(y′))

C4 = ¬A(f(z′)) ∨ ¬B(f(c))

C5 = A(u′) ∨D(u′)

C6 = D(f(z′))

C7 = ¬D(v′) ∨ ¬D(f(w′)) ∨B(g(v′))

C8 = B(g(f(z′)))

C9 = ¬B(g(f(d)))

C10 = ⊥A C1, C2, C4, C5, C7 és C9 input klózok új példányai, a többiek:
• A C3 a C1 és {C2} hiperrezolvense.
• A C6 a C4 és {C5, C

′
3} hiperrezolvense, ahol C′

3 a C3 faktora.4ahol 1 ≤ l ≤ |Ci| és 1 ≤ l′ ≤ |C′|
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• A C8 a C′

7 és {C6} hiperrezolvense, ahol C′
7 a C7 faktora.

• A C10 a C9 és {C8} hiperrezolvense.A fentiekb®l kikövetkeztethet®, hogy c és d konstansszimbólumok (0-fokú függvény-szimbólumok).A következ® lépésekben konstruáljuk meg a hiperrezolúiós gráfot:(1) Mivel C1 input klóz új példánya, így a 3.2.4.(1) alapján felveszünk egy új sús-soportot a gráfba, melynek elemeihez hozzárendeljük a h1-en keresztül a B(x′)és a ¬E(x′), h2-n keresztül pedig a B(x) és a ¬E(x) literálokat.A gráf egyszer¶ szemléltetésére a következ® megoldást választjuk: a sússo-portokat bekeretezzük, egy súsot pedig a h2 által a súshoz rendelt literálképvisel5.Tehát az els® lépés után a gráf a következ®képpen néz ki:
B(x) ¬E(x)(2) Hasonlóan járunk el C2-vel kapsolatban is. Tehát a gráf az els® két lépés után:

B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))(3) A C3 hiperrezolvens, melynek el®állításakor a C1 ¬E(x′) literálját és a C2

E(f(y′)) literálját rezolváltuk ki. Vagyis a 3.2.4.(2)(b) alapján élt húzunk azonsúsok között, melyekhez h1-en keresztül ezen literálokat rendeltük:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))Az élek felvétele után pedig a 3.2.4.(2)() alapján módosítjuk a hiperrezolvensbekerül® literáloknak megfeleltetett súsokra (a fent ábrázolt gráfban a B(x)-szelés a B(f(y))-nal jelölt súsokra) a h1 szerinti hozzárendelést: ezen súsokhoza h1 mostantól a C3 megfelel® literáljait fogja rendelni.5Persze mindemellett soha nem szabad elfelejtenünk, hogy a gráf súsainak és a klózok literál-jainak egyértelm¶ megfeleltetése érdekében a h1 és a h2 minden literálra az ®t tartalmazó klózzalés a literál klózon belüli sorszámával hivatkozik. Például a B(f(y′)) literál a hiperrezolúiós áfolattöbb klózában is szerepel, s®t a C3-ban duplán is, tehát ezen literál esetén sak a fent leírt módonszüntethet®k meg a kétértelm¶ségek.



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 41(4) A C4 és a C5 input klózok új példányai, ezért a gráf a következ®képpen b®vül:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)(5) A C6 hiperrezolvens, melynek el®állításakor a C3 faktorát használtuk. Az ábránvastagon szedett literálok azok, melyekhez a fenti (3) pontban hozzárendeltük
C3 literáljait (a h1-en keresztül):

B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)Most a 3.2.4.(2)(a) alapján a h1-et módosítjuk oly módon, hogy a vastagonszedett súsokhoz a h1 a faktornak ugyanazt a literálját rendelje (a faktornaksak egy literálja van). Ezek után a 3.2.4.(2)(b) elvégzésével a következ® gráfotkapjuk:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)Majd természetesen a 3.2.4.(2)() alapján a D(u)-val jelölt súsnak a h1 szerintihozzárendeltjét a C6 egyetlen literáljára módosítjuk.(6) A C7 input klóz új példánya, ennek a gráfba (új sússoportként) való felvételeután következzenek a C8 hiperrezolvensre vonatkozó lépések. Mivel a C7-nekfaktorát használtuk, a h1-nek a 3.2.4.(2)(a) által meghatározott módosítását



42 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓelvégezzük, azaz a ¬D(v)-vel és a ¬D(f(w))-vel jelölt súsok mostantól ezenfaktor els® literáljára hivatkoznak. Aztán a 3.2.4.(2)(b) alapján behúzzuk az újéleket a gráfba:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))Majd a legalsó sússoport B(g(v))-vel jelölt súsához h1 szerint hozzárendel-jük a C8 hiperrezolvens egyetlen literálját, a 3.2.4.(2)() alapján.(7) Utolsó két lépésként felveszünk egy C9-nek megfelel® sússoportot, majd a
C10 hiperrezolvensre supán egy új élt kell a gráfhoz hozzávennünk. Tehát a Cmegadott hiperrezolúiós áfolatához tartozó hiperrezolúiós gráf a következ®:

B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))
�A hiperrezolúiós gráfhoz tartozó h1 függvényt supán a gráf konstruálása során hasz-náljuk. Ezzel szemben a h2 kizárólag a multi-hipertabló hiperrezolúiós gráfból valófelépítéséhez lesz felhasználva. Megjegyezzük, hogy a hiperrezolúiós gráfnak az (el®z®példában alkalmazott) ábrázolásából a h2 közvetlenül kiolvasható. A multi-hipertablómegkonstruálásakor szükségünk lesz a következ® fogalomra:3.2.6. Definíió. (Csússoport sokszorozása)Adott egy hiperrezolúiós gráf valamely C1 sússoportja, és a C1-be vezet®/C1-b®l kivezet® éleknek egy E = {e1, . . . , ek} nem üres halmaza. A következ® lépésekelvégzésével sokszorozzuk C1-et E mentén a gráfban:



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 43(1) Hozzuk létre a C1 sússoportnak k−1 db. másolatát a gráfban, ezeket je-löljük C2, . . . , Ck-val. Azaz minden 1 < i ≤ k esetén Ci |C1| db. új súsottartalmazzon, és minden 1 ≤ j ≤ |Ci| esetén
h2(Ci[j]) := h2(C1[j]) .(2) A gráf minden e = (X, C1[j]), illetve e = (C1[j], X) éle6 esetén:(a) Töröljük e-t a gráfból.(b) Ha e = ei valamely 1 ≤ i ≤ k-ra (azaz e ∈ E), akkor vegyük fel az

(X, Ci[j]), illetve (Ci[j], X) élt a gráfba7.() Ha e /∈ E , akkor minden 1 ≤ i ≤ k-ra: vegyük fel az (X, Ci[j]), illetve
(Ci[j], X) élt a gráfba7. �3.2.2. A teljesség bizonyítása3.2.7. Tétel. (Multi-hipertabló � Teljesség)A multi-hipertabló kalkulus teljes.Bizonyítás.Adott egy klózhalmaz, ehhez adott egy hiperrezolúiós áfolat, melyhez az el®z® fe-jezetben leírt módon hiperrezolúiós gráfot konstruáltunk. Ezen gráfból a következ®lépések elvégzésével építjük fel a T multi-hipertablót, melyhez megadjuk a 3.2. feje-zetben említett

t : ST 7→ SHfüggvényt, ahol
• ST a T súsainak halmaza, és
• SH a hiperrezolúiós gráf súsainak halmaza.A tömörebb szóbeli kifejezhet®ség érdekében a következ® szóhasználattal fogunk élni:
• A hiperrezolúiós gráfra egyszer¶en mint gráf fogunk hivatkozni, míg a multi-hipertablóra mint tabló8.
• A gráf valamely súsára mint sús, a tabló valamely súsára pedig minttablósús hivatkozunk.6azaz a C1 sússoport valamely C1[j] súsába, illetve súsából vezet® éle7Ha e = (X, C1[j]), akkor az (X, Ci[j])-t, ha e = (C1[j],X), akkor a (Ci[j],X)-et.8Jóllehet, a tabló � mint fa � szintén gráf.



44 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓA tabló konstruálása során a gráf sússoportjait �új�-nak, illetve �régi�-nek fogjukmin®síteni; azaz egy
λ : SGH 7→ {�új� , �régi�}függvényt is de�niálni fogunk, ahol SGH a gráf sússoportjainak halmaza.

T megkonstruálása a következ® lépések elvégzésével történik:(1) (a) A gráf minden sússoportját min®sítsük �új�-nak.(b) T :=
{
{⊤}

}.(2) (a) Válasszunk a gráfban egy levezet® C⊖ sússoportot! Ha nins ilyen sú-ssoport, akkor vége.(b) JelöljeN⊕ minden olyanC⊕ sússoport halmazát, hogy létezik (N⊖, N⊕)él a gráfban úgy, hogy N⊖ ∈ C⊖ és N⊕ ∈ C⊕. Legyen
N := N⊕ ∪ {C⊖} .Bontsuk N -t két diszjunkt sússoport-halmazra:

Núj := {C ∈ N | λ(C) = �új�} ,

Nrégi := {C ∈ N | λ(C) = �régi�} .() Ha van olyan C ∈ Núj sússoport, hogy valamely N ∈ C súsába vagysúsából több mint egy N -él vezet, akkor:(i) Sokszorozzuk meg C-t az EN ,N élhalmaz mentén a gráfban, ahol EN ,Naz összes N -be vagy N -b®l vezet® N -élek halmaza.(ii) Az összes új sússoportot min®sítsük �új�-nak.(iii) Vissza a (2)-re.(3) Vezessük be a következ® jelöléseket.(a) Jelölje N⊖
1 , . . . , N⊖

k a C⊖ összes olyan súsát, hogy N⊖
i -b®l vezet ki él(1 ≤ i ≤ k).(b) Jelölje N⊕

1 , . . . , N⊕
k az összes olyan súsot, hogy létezik (N⊖

i , N⊕
i ) él (1 ≤

i ≤ k).() Jelölje C⊕
1 , . . . , C⊕

k az összes olyan sússoportot, hogy N⊕
i ∈ C⊕

i (1 ≤
i ≤ k).(4) Minden B ∈ T nyílt ágra:(a) Minden olyan 1 ≤ i ≤ k esetén, hogy C⊕

i ∈ Nrégi:
L⊕

i jelölje azon B-beli tablósúsot, melyre t(L⊕
i ) = N⊕

i , ha létezik ilyentablósús.(b) Ha minden olyan 1 ≤ i ≤ k esetén, hogy C⊕
i ∈ Nrégi, tudtunk (az el®z®pontban) valamely L⊕

i -t megadni, akkor:



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 45(i) Legyen
Ĉ⊖ := a h2(C

⊖) új példánya.(ii) Minden 1 ≤ i ≤ k-ra legyen
Ĉ⊕

i :=

{ a h2(C
⊕
i ) új példánya, ha C⊕

i ∈ Núj;
L⊕

i , egyébként.(iii) Minden 1 ≤ i ≤ k-ra legyen
L̂⊕

i :=

{
Ĉ⊕

i [l], ha C⊕
i ∈ Núj;

L⊕
i , egyébként,ahol h2(N

⊕
i ) =

(
h2(C

⊕
i ), l

).(iv) A következ® kiterjesztést alkalmazzuk a T tabló B ágán:
e
(
Ĉ⊖,

{
Ĉ⊕

1 , . . . , Ĉ⊕
k

}
,
{
L̂⊕

1 , . . . , L̂⊕
k

})
.(v) A T minden így kapott új L tablósúsára

t(L) := N ,ahol L-et az (i-iv) pontokban az N súsból hoztuk létre.(5) Minden C ∈ Núj sússoportra
λ(C) := �régi� .(6) Töröljük az N -éleket a gráfból.(7) Vissza a (2)-re.A 3.2. fejezet elején rögzített (H) feltétel miatt a kezdeti hiperrezolúiós gráfnak min-den súsából/súsába vezetett él. Ráadásul egy sússoportból kiinduló összes éltmindig egyetlen iteráió alatt elimináltuk, és ezen iteráiónak a T véges sok ágának akiterjesztése felelt meg. A gráf éleit véges sok lépésben elimináltuk, és mivel a fentiekmiatt a T -be bekerül® összes literált kirezolváltuk, T összes ágára bekerül a ⊥, ésezért T zárt. �3.2.8. Példa.A kezdeti, supán egyetlen, ⊤-vel ímkézett súsból álló tabló megkonstruálása utána következ® lépésekben építjük fel T -t a 3.2.5. példában konstruált hiperrezolúiósgráfhoz.



46 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓ(1) A kezdeti gráf a következ®:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))Ennek két levezet® sússoportja van, ezeket dupla keretbe tettük. Tehát kö-zülük kell valamelyiket a 3.2.7.(2)(a) szerint C⊖-nak választanunk. Válasszukönkényesen a fels®t9.A 3.2.7.(2)(b)-ben bevezetett N most a következ®, vastagon szedett sússo-portokat tartalmazza:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))

N elemei most mindannyian �új�-ak, azaz Núj = N . Az N súsainak mindegyi-kéb®l/mindegyikébe most legfeljebb egy N -él vezet10,ezért a 3.2.7.(2)()-ben megfogalmazott feltétel most nem teljesül, azaz mostnem kell sússoportot sokszorozni.A 3.2.7.(3)-ban bevezetett jelölések most a következ®kre hivatkoznak:9Azaz azt a sússoportot, melynek a B(x)∨¬E(x) input klóz van megfeleltetve (a h2-n keresz-tül).10Most egyetlen egy N -él van, mégpedig a ¬E(x)-b®l E(f(y))-ba húzott él.
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• k = 1, hiszen a C⊖-ból egyetlen N -él vezet ki.
• N⊖

1 a ¬E(x)-szel jelölt sús.
• N⊕

1 az E(f(y))-nal jelölt sús.
• C⊕

1 az E(f(y)) B(f(y)) -nal jelölt sússoport.A tablónak egyetlen ága van, ez nyílt, így a 3.2.7.(4)-ben bevezetett B most errefog hivatkozni. Az Nrégi sússoport-halmaz most üres, ezért a 3.2.7.(4)(a)-ban nem vezetünk be új jelölést. Az Nrégi üres volta miatt a 3.2.7.(4)(b)-benmegadott feltétel is teljesül, ezért végrehajtjuk az (i)-(v) alpontokban megadottlépéseket. Mind Ĉ⊖, mind Ĉ⊕
1 input klózok új példányai lesznek, ezeket jelölje

B(x1)∨¬E(x1), illetve E(f(y1))∨B(f(y1))
11. Az L̂⊕

1 nem más, mint E(f(y1))
12,és így a (iv)-ben el®állított kiterjesztés nem más, mint

[
B(x1) ∨B(f(y1)) , x1/f(y1)

]
.Ezt alkalmazva a T tabló B ágán a következ® tablót kapjuk:

⊤

B(f(y1)) B(f(y1)) ⊥Az (v)-ben elvégzett lépés azt eredményezi, hogy a bal oldali B(f(y1))-gyelímkézett tablósúshoz hozzárendeljük (t által) a gráf B(x)-szel jelölt súsát,illetve a jobb oldali B(f(y1)) tablósúshoz a gráf B(f(y))-nal jelölt súsát.A 3.2.7.(5)-ben a gráf két fels® sússoportját �régi�-vé min®sítjük; a gráf �régi�sússoportjait szaggatott keretben fogjuk ábrázolni. Végül a 3.2.7.(6) alapjánaz N -éleket töröljük a gráfból, tehát az els® iteráió eredményeként a következ®gráfot kapjuk:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))11Egy klóz új példányainak létrehozásakor az adott klózban szerepl® változókat számokkal indexeltváltozataikkal fogjuk behelyettesíteni.12Mivel az N⊕

1
saját sússoportjának az 1. literálja, és a bC⊕

1
-nek az 1. literálja E(f(y1)).



48 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓ(2) Ezen iteráió elején is két levezet® súsunk van. Válasszuk C⊖-nak a
¬D(f(v)) ¬D(f(w)) B(g(v)) -vel jelölt sússoportot. A vastagon szedettsússoportok lesznek az N elemei:

B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))

e1 e2

Az ábráról leolvasható, hogy Núj = N és Nrégi = ∅. Látható, hogy a 3.2.7.(2)()feltétele teljesül, hiszen az A(u) D(u) sússoport 2. súsába két N -él vezet;ezeket az ábrán e1-gyel és e2-vel jelöltük. Sokszoroznunk kell a sússoportotaz {e1, e2} mentén, melynek eredménye a következ® gráf lesz:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))(3) Válasszuk C⊖-nak ismét a ¬D(f(v)) ¬D(f(w)) B(g(v)) sússoportot.
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B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))

N elemei ismét mind elemei Núj-nak, melynek minden súsából/súsába mostlegfeljebb egy-egy N -él vezet, azaz egy sússoportot sem kell sokszorozni.A 3.2.7.(3)-ban bevezetett jelölések most a következ®képpen alakulnak:
• k = 2.
• N⊖

1 a C⊖ ¬D(v)-vel, N⊖
2 a ¬D(f(w))-vel jelölt súsa.

• N⊕
1 a gráf bal oldali D(u)-val, N⊕

2 a jobb oldali D(u)-val jelölt súsa.
• C⊕

1 a bal oldali, C⊕
2 a jobb oldali A(u) D(u) -val jelölt sússoport.A tabló mindkét ága nyílt, a 3.2.7.(4)(b)(i-v) lépéseket mindkett®re elvégezzük,hiszen az Nrégi üres volta miatt a 3.2.7.(4)(b) feltétel mindkét ágra teljesül. Abal oldali ág esetén a 3.2.7.(4)(b)(i-iii)-ban bevezetett jelölések most a követke-z®képpen alakulnak:̂

C⊖ = ¬D(v1) ∨ ¬D(f(w1)) ∨B(g(v1))

Ĉ⊕
1 = A(u1) ∨D(u1)

Ĉ⊕
2 = A(u2) ∨D(u2)

L̂⊕
1 = D(u1)

L̂⊕
2 = D(u2)Az el®állított kiterjesztés:

[
A(u1) ∨A(u2) ∨B(g(v1)) , {u1/v1, u2/f(w1)}

]
.Ezzel analóg módon állíthatjuk el® a jobb oldali ághoz az

[
A(u3) ∨A(u4) ∨B(g(v2)) , {u3/v2, u4/f(w2)}

]kiterjesztést. Ezek alkalmazása után T a következ® lesz:
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⊤

B(f(y1)) B(f(y1)) ⊥

⊥ A(v1) A(f(w1)) B(g(v1)) A(v2) A(f(w2)) B(g(v2)) ⊥A 3.2.7.(4)(b)(v)-ben az új tablósúsok és a gráf súsai közti összerendeléseketelvégezzük. Ezek alapján az A(v1) és A(v2) tablósúsokhoz a gráf bal oldali
A(u)-val jelölt súsa, az A(f(w1)) és A(f(w2)) tablósúsokhoz a gráf jobboldali A(u)-val jelölt súsa, illetve a B(g(v1)) és B(g(v2)) tablósúsokhoz agráf B(g(v))-vel jelölt súsa lesz rendelve.(4) A gráf jelenleg:

B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))Mivel a ¬D(f(v)) ¬D(f(w)) B(g(v)) sússoport most az Nrégi eleme, és
N⊕

1 most a sússoportnak a B(g(v))-vel jelölt súsa, így a tabló mindennyílt ága esetén megpróbálunk az ágon olyan tablósúsot találni, melyhez ez asús van hozzárendelve. Két ilyen ág van a tablóban: a B(g(v1))-et, illetve a
B(g(v2))-t tartalmazó ágak. Példaként nézzük az el®bbit. Mivel a 3.2.7.(4)(a)-ban bevezetjük az L⊕

1 = B(g(v1)) jelölést, a 3.2.7.(4)(b)(i-iii) jelölései most akövetkez®k lesznek:
Ĉ⊖ = ¬B(g(f(d)))

Ĉ⊕
1 = B(g(v1))

L̂⊕
1 = B(g(v1))Tehát ezen ágra a [
⊥ , v1/f(d)

]



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 51kiterjesztést fogjuk végrehajtani. Hasonlóképp, a B(g(v2))-t tartalmazó ágra a
[
⊥ , v2/f(d)

]kiterjesztést fogjuk alkalmazni. A T tehát most a következ®:
⊤

B(f(y1)) B(f(y1)) ⊥

⊥ A(f(d)) A(f(w1)) B(g(f(d))) A(f(d)) A(f(w2)) B(g(f(d))) ⊥

⊥ ⊥(5) A gráfban most már sak a ¬A(f(z)) ¬B(f(c)) levezet® sússoportunk van:
B(x) ¬E(x)

E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))Látható, hogy a ¬A(f(z)) ¬B(f(c)) -nak két súsából két-két N -él indul,ezért ennek a sússoportnak három másolatát fogjuk a gráfba beszúrni, össze-sen három iteráióban. Az els® iteráióban sokszorozzuk meg a sússoportotaz ¬A(f(z))-vel jelölt súsából kiinduló élei mentén:
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B(x) ¬E(x) E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z)) ¬B(f(c)) ¬A(f(z)) ¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))

Majd mindkét ¬A(f(z)) ¬B(f(c)) sússoportot sokszorozzuk meg a
¬B(f(c))-vel jelölt súsaikból induló élek mentén, két iteráióban. Ennek ered-ménye:

B(x) ¬E(x) E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))



3.2. A MULTI-HIPERTABLÓ TELJESSÉGE 53(6) Válasszuk a négy levezet® sússoport közül a bal oldali széls®t:
B(x) ¬E(x) E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))Ezt a sússoportot már nem kell sokszorozni. Az Nrégi most kételem¶,a 3.2.7.(4)(a)-ban olyan ágát keressük a tablónak, melyen van mind a B(x)-szel jelölt súsnak, mind a bal oldali A(u)-val jelölt súsnak megfelel® tabló-sús. A T -ben egy ilyen ág van, az ábrában a keresett tablósúsokat vastagonszedjük:
⊤

B(f(y1)) B(f(y1)) ⊥

⊥ A(f(d)) A(f(w1)) B(g(f(d))) A(f(d)) A(f(w2)) B(g(f(d))) ⊥

⊥ ⊥Ezen ágra fogjuk alkalmazni a
[
⊥ , {z1/d, y1/c}

]kiterjesztést, melynek eredménye:
⊤

B(f(c)) B(f(c)) ⊥

⊥ A(f(d)) A(f(w1)) B(g(f(d))) A(f(d)) A(f(w2)) B(g(f(d))) ⊥

⊥ ⊥⊥



54 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓ(7) Az N elemeit most a következ®képpen választjuk meg:
B(x) ¬E(x) E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))A tabló kiterjesztend® ága most az ábrán balról ötödik ág lesz, a [⊥, z2/d] ki-terjesztést alkalmazzuk rá:
⊤

B(f(c)) B(f(c)) ⊥

⊥ A(f(d)) A(f(w1)) B(g(f(d))) A(f(d)) A(f(w2)) B(g(f(d))) ⊥

⊥ ⊥⊥ ⊥(8) Jelenlegi gráfunk:
B(x) ¬E(x) E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))



3.3. KLÓZGENERÁLÁS TABLÓVAL 55Ebben az iteráióban a tabló balról harmadik ágára végezzük el a [⊥, w1/z3]kiterjesztést. Ezen iteráió után már sak egy levezet® sússoport marad agráfban és sak egy nyílt ág a tablóban. Ezen utóbbira az utolsó iteráióban a
[⊥, w2/z4] kiterjesztést alkalmazzuk. Tehát T végs® formája:

⊤

B(f(c)) B(f(c)) ⊥

⊥ A(f(d)) A(f(z3)) B(g(f(d))) A(f(d)) A(f(z4)) B(g(f(d))) ⊥

⊥ ⊥⊥ ⊥⊥ ⊥A hiperrezolúiós gráfnak pedig ezennel minden élét elimináltuk:
B(x) ¬E(x) E(f(y)) B(f(y))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

¬A(f(z))
¬B(f(c))

A(u) D(u) A(u) D(u)

¬D(v) ¬D(f(w)) B(g(v))

¬B(g(f(d)))Ezért a gráfban nins levezet® sússoport, vagyis a 3.2.7.(2)(a) miatt az algo-ritmus végrehajtása véget ér. �3.3. Klózgenerálás tablóvalA multi-hipertabló klózokon m¶köd® tételbizonyító, sakúgy mint a klóztabló, vagymint a rezolúió különböz® válfajai. Bármely F véges formulahalmazhoz megadhatóolyan C klózhalmaz, hogy F akkor és sak akkor kielégíthet®, ha C is az. Kérdés, hogyhogyan állítsuk el® F-hez C-t?A legtöbb klózgeneráló algoritmus közvetlenül a klózgenerálásra vonatkozó ekviva-lens átalakításokat alkalmazza a formulán � ilyenek például a de Morgan-azonosságok,az implikáió átírása diszjunkióra vagy a disztributivitás szabályai. Az ilyen algorit-musokról találunk részletes áttekintést a [21℄ könyvfejezetben. Elenyész® számban, de



56 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓléteznek más, alternatív módszerek is. Ilyenek például a BDD-ken (Binary DeisionDiagram) vagy más néven Shannon-gráfokon alapuló módszerek [21, 24℄, melyeknéla BDD mint köztes forma használt; azaz F-b®l el®bb BDD-t generálunk, majd ezenutóbbiból generáljuk C-t. A BDD-k alapvet®en propozíionális logikában alkalmazha-tóak, ám napjainkban egyre inkább feléjük fordul a �gyelem els®rend¶ logika kapsánis. Sokszor párhuzamot vonnak a BDD-k és a tablók között [24℄, összehasonlítjákklózgenerálásban és tételbizonyításban is a képességeiket.Hasonlóan a tablókkal párhuzamosíthatóak a pp-kifejezéseken, a formulák duálformáján és egymásba ágyazott listákon alapuló algoritmusok [11, 22℄, ám ezek issak nulladrend¶ logikában alkalmazhatóak. Az ilyen algoritmus formulák diszjunktívnormálformára (DNF), illetve konjunktív normálformára (KNF) � más néven klóz nor-málformára � hozását végzi el. Például F-hez DNF-re hozás esetén egy [Q1, . . . , Qm]listát konstruál, ahol minden Qi 〈L1, . . . , Lk〉 alakú, ahol minden Lj literál. Azaz egy
〈. . . 〉 lista a saját elemeinek konjunkióját, egy [. . . ] lista az elemeinek diszjunkiójátreprezentálja; vagyis a DNF-re hozáskor el®állított [〈. . . 〉, . . . , 〈. . . 〉] lista felfoghatóegy analitikus tablónak is. KNF-re hozás esetén egy 〈[. . . ], . . . , [. . . ]〉 listát állít el®az algoritmus, mely pedig egy analitikus duál tablónak13 felel meg. A tablók és anormálformák kapsolata régóta ismert a szakirodalomban, természetesen itt is sakpropozíionális esetr®l beszélünk. Egy nulladrend¶ formulához generált befejezett ana-litikus tablóból a következ®képpen nyerhet® a formula DNF-je: minden ág esetén azadott ágon szerepl® literáloknak vegyük a konjunkióját, és az így kapott formulák-nak a diszjunkióját. Egy nulladrend¶ formulához generált befejezett analitikus duáltablóból pedig hasonlóképpen nyerhet® a formula KNF-je: a literáloknak a diszjunk-ióját kell vennünk, majd ezeknek a konjunkióját. Az üres konjunkiónak a ⊤, azüres diszjunkiónak a ⊥ felel meg.Els®rend¶ esetben a duál tabló egy az egyben nem használható klózgenerálásra. Ezazon múlik, hogy egy els®rend¶ formula prímkomponensei a literálokon kívül kvantáltformulák (γ- és δ-formulák) is lehetnek. A 2.1.1. fejezetben ismertetett szabadváltozóstabló γ- és δ-szabályai (2.3. ábra) tulajdonképpen a formula kifejtését imitálják azadott kvantor hatáskörébe tartozó formula egy példányának bevezetésével, úgy hogynem sértik a kielégíthet®ségi feltételeket. Ezek a γ- és δ-szabályok kiváltják a formulaprenexizálását és skolemizálását, és végül a klózokban sak literálok szerepelnek.Els®rend¶ logikában klózgenerálásra tehát a következ® tablómódszert használhat-juk:3.3.1. Definíió. (Klózgeneráló tabló)Adott egy F = {F1, . . . , Fn} formulahalmaz. F-hez a következ® induktív de�níióvaladjuk meg a klózgeneráló tabló [18℄ fogalmát:(1) {{F1}, . . . , {Fn}

} az F klózgeneráló tablója.(2) Ha T az F klózgeneráló tablója, akkor T ′ is az, amennyiben T ′-t a 3.1. ábránlátható szabályok valamelyikének alkalmazásával nyertük T -b®l. �13Az analitikus duál tabló szabályait az analitikus tabló α- és β-szabályainak felserélésével kapjuk.
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γ-szabály:

γ(x)

γ

x új változó δ-szabály:
δ
�
f(x1, . . . , xk)

�δ

f új Skolem-szimbólum és
FV(δ) = {x1 . . . , xk}

α-szabály:
α2 α1

α

β-szabály:
β1

β2

β

3.1. ábra. Klózgeneráló tabló � levezetési szabályokFontos momentum, hogy a tablóba kerül® minden formulára egy ágon legfeljebb egy-szer alkalmazhatunk szabályt, szemben a tételbizonyításban használt tablómódsze-rekkel14. Ezt szemléletesen úgy fogjuk megoldani, hogy minden formulát, amire máralkalmaztunk szabályt, töröljük az ágról mint ímkét. Egy klózgeneráló tablót befeje-zettnek tekintünk, ha már nem tudunk szabályt alkalmazni egy ágának egy súsárasem; azaz ha a tabló már sak literálokat tartalmaz. Azt kell bebizonyítanunk, hogyegy F formulahalmazhoz generált befejezett klózgeneráló tabló valóban olyan klózhal-mazt állít el®, mely pontosan akkor kielégíthet®, ha F is az. Ehhez el®bb de�niálunkegy olyan függvényt, mely a tablóhoz egy formulát rendel, majd pedig bebizonyítunkegy lemmát.3.3.2. Definíió.Az ágakon és tablókon értelmezett cnf() függvényt a következ®képpen de�niáljuk:(1) Egy B = {A1, . . . , Ak} ág esetén cnf(B) = (A1 ∨ . . . ∨Ak).(2) Egy T = {B1, . . . ,Bk} tabló esetén cnf(T ) = cnf(B1) ∧ . . . ∧ cnf(Bk). �3.3.3. Lemma.Egy T klózgeneráló tabló esetén cnf(T ) akkor és sak akkor kielégíthet®, ha valamelytablószabály alkalmazásával bel®le nyert T ′ tabló esetén is kielégíthet® cnf(T ′).Bizonyítás.Két esetre osztjuk a bizonyítást aszerint, hogy milyen szabályt alkalmazunk T -ben.(1) Ha α-, β- vagy γ-szabályt alkalmazunk:Tegyük fel, hogy cnf(T ) kielégíthet®. Mivel létezik olyan M modell, hogy14Analitikus tabló esetén a γ-formulákra kell többszörös alkalmazhatóságot engedélyezni, ezenkalkulus sak így lesz teljes.
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M |= cnf(T ), így minden B ∈ T ágraM |= cnf(B). Egy szabály alkalmazásá-val T -nek sak egy ága módosul, így elég most erre az egy ágra összpontosítani.Ezt az ágat B-vel fogjuk jelölni az alábbiakban.(a) Ha B = X ∪ {β}, azazM |= cnf(X ) ∨ (β1 ∨ β2):

β-ra alkalmazunk szabályt, aminek eredményeként a
B′ = X ∪ {β1, β2}ágat kapjuk. Mivel

cnf(B′) = cnf(X ) ∨ β1 ∨ β2 ,így
M |= cnf(B) akkor és sak akkor, haM |= cnf(B′).(b) Ha B = X ∪ {α}, azazM |= cnf(X ) ∨ (α1 ∧ α2):

α-ra alkalmazunk szabályt, aminek eredményeként a
B′

1 = X ∪ {α1} és a
B′

2 = X ∪ {α2}ágakat kapjuk. Mivel
cnf(B′

1) = cnf(X ) ∨ α1 és
cnf(B′

2) = cnf(X ) ∨ α2 ,így
M |= cnf(B) akkor és sak akkor, ha

M |= cnf(B′
1) ∧ cnf(B′

2).() Ha B = X ∪ {γ}, azazM |= cnf(X ) ∨ ∀x γ(x):
γ-ra alkalmazunk szabályt, aminek eredményeként a

B′ = X ∪ {γ(x)}ágat kapjuk. Az x új változó, azaz x /∈ FV(T ). Vagyis x /∈ X .Mivel
cnf(B′) = cnf(X ) ∨ γ(x) ,így

M |= cnf(B) akkor és sak akkor, haM |= cnf(B′).(2) Ha δ-szabályt alkalmazunk, azaz ha valamely B ∈ T -re B = X ∪ {δ}:
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δ-ra alkalmazunk szabályt, aminek eredményeként a

B′ = X ∪
{
δ
(
f(x1, . . . , xk)

)}ágat kapjuk, ahol f új Skolem-szimbólum és x1, . . . , xk a δ összes szabadváltozója.Mivel � Skolem nyomán [27℄ � a cnf(T ) formula akkor és sak kielégíthet®,ha annak skolemizáltja is kielégíthet®, így cnf(T ′) is kielégíthet®. �3.3.4. Tétel.Egy F formulahalmaz akkor és sak akkor kielégíthetetlen, ha a
C = {cnf(B) | B ∈ T }kielégíthetetlen, ahol T az F klózgeneráló tablója.Bizonyítás.Jelöljük T0-val az F kezdeti klózgeneráló tablóját. Nyilvánvalóan cnf(T0) akkor éssak akkor kielégíthetetlen, ha F kielégíthetetlen.A 3.3.3. lemma alapján cnf(T0) akkor és sak akkor kielégíthetetlen, ha cnf(T )is kielégíthetetlen.Továbbá, C de�níiója alapján cnf(T ) akkor és sak akkor kielégíthetetlen, ha Cis kielégíthetetlen. �Vegyük észre, hogy a fenti tételben ha T befejezett, akkor C klózhalmaz. Azaz a C akeresett klózhalmaz: pontosan akkor kielégíthetetlen, ha F kielégíthetetlen.A multi-hipertabló és a klózgeneráló tabló módszereket a következ®képpen kap-solhatjuk tehát össze egy tételbizonyítón belül:(1) Állítsuk el® F befejezett klózgeneráló tablóját.(2) Alkalmazzuk a multi-hipertabló kalkulust ezen klózgeneráló tabló (sak literá-lokat tartalmazó) ágain mint klózokon.Vegyük észre, hogy F formuláihoz akár külön-külön is el®állíthatjuk a saját befejezettklózgeneráló tablójukat.3.3.1. Lineáris algoritmus DAG-galA klózgeneráló algoritmusok szinte mindegyike exponeniális bonyolultságú � ez adisztributivitásra vonatkozó ekvivalens átalakítások alkalmazása miatt van így. A leg-rosszabb eset az, mikor az eredeti formula DNF-ben van. Ekkor az algoritmus végénkapott klózok száma legfeljebb lk, ahol k a DNF-ben szerepl® elemi konjunkiók szá-ma, l pedig a literálok maximális száma egy-egy elemi konjunkióban. Ezt a korlátot



60 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓtermészetesen nem lehet sökkenteni. Lehet azonban a klózgeneráló algoritmusok bo-nyolultságát (azaz lépésszámát), ahogy azt a klózgeneráló tabló esetén a továbbiakbanmegmutatjuk.A fentebb vázolt klózgeneráló tabló is exponeniális algoritmus klózgenerálásra.A probléma az, hogy egyes formulák a tabló több ágán is el®fordulhatnak, így eze-ket � bár azonos formulákról van szó � külön-külön kell feldolgozni. Tulajdonképpenitt is a disztributivitásból adódó probléma bukkan fel, mégpedig az α-szabály alkal-mazásokon keresztül. Könny¶ észrevenni, hogy a problémát maga a tabló � mint faadatszerkezet � okozza. Az α-szabály alkalmazásakor egy adott ág kettéágazik, így azeredeti ágon található (még fel nem dolgozott) összetett formulákat a két kapott ágona jöv®ben külön-külön kell majd feldolgozni. Ezért a fának olyan módosítása lenneel®nyös, amely tartalmazhat hurkokat � ez pedig az irodalomban a DAG-ként ismertadatszerkezet, mely irányított körmentes gráfot15 takar.A DAG-ok egyébként nem ismeretlenek a logikai alkalmazások számára. Robinsonexponeniális uni�káiós algoritmusát a 70-es években Paterson és Wegman [23℄ pró-bálta linearizálni, DAG-ok alkalmazásával. Ezen uni�káiós algoritmus egyazon vál-tozó különböz® el®fordulásait supán mint az eredeti változóra mutató refereniákattárolja, ily módon a változó helyettesítése sak egy helyen történik meg, és nem annakminden el®fordulásában. A logikai alkalmazásokban széles körben alkalmazandóak aDAG-ok, bárhol, ahol a többszörözések kiküszöbölésével hatékony algoritmusok ké-szíthet®k. A DAG-ok alkalmazását nem sak hatékonysági szempontok vezérelhetik:például a DAG-okkal sokkal természetesebb módon ábrázolhatók a Kripke-féle mo-dális logikai szemantika világai közötti reláiók, mint azt Castilho és társai [7℄ isfelismerték, akik ennek fényében alkották meg DAG-okon alapuló modális tablómód-szerüket.Esetünkben supán a hatékonyságnövelés motiválja a DAG-ok bevezetését, illetveaz, hogy az így nyert klózgeneráló tabló sokkal szemléletesebb képet mutat a klózge-nerálás folyamatáról. Ahogy Paterson és Wegman nagyfokú bonyolultságbeli sökke-nést produkált a reprezentáiónak egy kis módosításával az uni�káiós algoritmusban(exponeniálisról lineárisra sökkent a bonyolultsága), úgy mi is ezt fogjuk tenni aklózgeneráló tabló esetében. Mint fentebb említettük, a klózgeneráló tablóban supánaz α-szabály kerül módosításra, mint az a 3.2. ábrán látható. Látszik, hogy mindenelágazást nyomban összezárunk, mégpedig egy ímke nélküli súsban.
α-szabály: α1 α2

α

3.2. ábra. Klózgeneráló DAG � módosult α-szabályMásik nagyon fontos dolog a szabályok alkalmazásának módja. Míg tablókalkulu-15angol: direted ayli graph



3.3. KLÓZGENERÁLÁS TABLÓVAL 61sok esetén a hagyományos eljárás az, hogy valamely szabályalkalmazás által az adottágra kerül® új formulá(ka)t az adott ág aljára f¶zik fel, addig jelen esetben az újsúso(ka)t mindig közvetlenül a feldolgozandó sús alá szúrjuk be. A módosult sza-bályokkal felépített tabló tehát egy DAG lesz, melyben az ág fogalma a következ®kép-pen de�niált: egy a gyökérb®l a levélsúsba vezet® út. Vegyük észre, hogy a tablóbanpontosan egy levélsús van.Vitathatatlan, hogy a vázolt algoritmus lineáris bonyolultságú, hiszen a befejezettklózgeneráló DAG megkonstruálásához szükséges szabályalkalmazások száma lineárisfüggvénye a kiindulási formulahalmazban szerepl® logikai összeköt®jelek számának.3.3.5. Példa.Az alábbiakban a gyökérben elhelyezett formula befejezett klózgeneráló DAG-ja sze-repel:

¬R(c, v′)

Q(c)

¬Q(c) ⊃ ¬R(c, v′)

∀v
(
¬Q(c) ⊃ ¬R(c, v)

)
∃u∀v

(
¬Q(u) ⊃ ¬R(u, v)

)

R(x′, f(x′)) P (f(x′))

¬
(
R(x′, f(x′)) ⊃ ¬P (f(x′))

)
¬∀y

(
R(x′, y) ⊃ ¬P (y)

)

Q(x′)

¬P (x′)

P (x′) ⊃ Q(x′)

¬
((

P (x′) ⊃ Q(x′)
)
⊃ ∀y

(
R(x′, y) ⊃ ¬P (y)

))
¬∃x

((
P (x) ⊃ Q(x)

)
⊃ ∀y

(
R(x, y) ⊃ ¬P (y)

))
∃x
((

P (x) ⊃ Q(x)
)
⊃ ∀y

(
R(x, y) ⊃ ¬P (y)

))
⊃ ∃u∀v

(
¬Q(u) ⊃ ¬R(u, v)

)

Jól látható, hogy a tablóban minden A formula alá az(ok) a formula (formulák)kerül(nek), mely(ek)et szabályalkalmazással A-b®l nyertünk. A levezetés során kétSkolem-szimbólumot vezetünk be: f -et és c-t. Az ábrán a tablóból nem töröltük a sza-bályalkalmazások által eltávolított összetett formulákat, inkább bekeretezéssel megje-löltük azokat a súsokat, melyek ténylegesen ímkék a befejezett tablóban. Ezekb®lállnak végül össze a következ® klózok, azaz a gyökérben szerepl® formulához keresett



62 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓ
C klózhalmaz:

¬P (x′) ∨Q(x′) ∨Q(c) ∨ ¬R(c, v′)

R(x′, f(x′)) ∨Q(c) ∨ ¬R(c, v′)

P (f(x′)) ∨Q(c) ∨ ¬R(c, v′) �3.3.2. Ágak zártságán alapuló klózhalmaz-egyszer¶sítés
C-ben eliminálhatjuk azokat a klózokat, melyek érvényesek, hiszen C kielégíthet®ségétezek nem befolyásolják. Az érvényes klózok detektálása nagyon egyszer¶en, a klóz-generáló tablóra épülve megtehet®. A klózgeneráló tablóban egy-egy ág lezárásávalláthatjuk be, hogy az adott ág (mint formulahalmaz) érvényes. A befejezett klózge-neráló tabló minden ágát megpróbáljuk lezárni, és ha ez egy adott ág esetén sikerül,akkor az adott ágat (mint klózt) nem vesszük fel C-be.Az ágak lezárhatóságát a 2.1.1. fejezetben leírt MGU lezárási szabályon alapulvafogjuk megtenni, a következ® egyszer¶ módon a befejezett klózgeneráló tabló minden
B ága esetén:Ha van két olyan L1, L2 ∈ B különböz® el®jel¶ literál, hogy U(L1, L2

) létezik,akkor B-t (mint klózt) nem vesszük fel C-be.A 3.3.5. példában szerepl® befejezett klózgeneráló tabló ágai közül az{
R(x′, f(x′)), Q(c),¬R(c, v′)

}-b®l generálható
R(x′, f(x′)) ∨Q(c) ∨ ¬R(c, v′)klózt nem vesszük fel C-be, hiszen az R(x′, f(x′)) és a ¬R(c, v′) ellentétes el®jel¶literálok uni�kálhatóak az {x′/c, v′/f(c)} MGU-val.3.4. RedundaniaA redundania fogalma általános eszköz egy rendszeren belüli ismétl®dések kezelé-sére: de�niáljuk, hogy egy rendszer mikor redundáns, majd leírjuk annak menetét,hogyan szüntethet® meg a rendszer redundaniája. Ily módon ejtjük ki azokat a té-nyez®ket a rendszerb®l, melyek nem relevánsak annak viselkedésére nézve. Továbbá ezlesz az eszköze, hogy elejét vegyük annak, hogy a rendszer egy vég nélküli ismétl®dés-ben ragadjon meg; így a redundania vizsgálata elengedhetetlen egy gyakorlatban ishasználni kívánt rendszer esetében. Jelen fejezetben formulák redundaniáját fogjukde�niálni, vizsgálni, különböz® élokra, egyszer¶sítésekre felhasználni.3.4.1. Definíió. (Redundania)Egy A formula redundáns egy B formulára és a ◦ szimmetrikus, bináris logikai össze-köt®jelre nézve, ha A ◦B ∼ B. �



3.4. REDUNDANCIA 63Azaz a B formulához teljesen felesleges ◦-vel A-t hozzáf¶znünk, azzal a formula értékeegyik modellben sem változik. A redundania tehát egy eszköz lehet a kezünkben egyadott formula összetettségének esetleges sökkentésére. Pontosan ilyesfajta egyszer¶-sítést fogunk leírni a 3.4.2. fejezetben a klózokkal kapsolatban.Kalkulusok kapsán a redundania fogalmát szokás felhasználni a kalkulusok leve-zetési szabályai alkalmazhatóságának megszorítására; egyrészt annak érdekében, hogytárat és id®t takarítsunk meg, másrészt azért, hogy (el)kerüljük a végtelen levezetése-ket. Mivel a kielégíthetetlenség kérdése els®rend¶ logikában eldönthetetlen probléma,nem kerülhetjük el minden esetben a végtelen levezetéseket � ám a lehet®ségüket nagy-mértékben sökkenthetjük. Általános igazságként elmondható, hogy egy kalkulus gya-korlati alkalmazhatóságának el®feltétele, hogy társuljon hozzá redundaniafogalom. Ahasznált redundaniafogalom kalkulusonként más és más lehet, s®t egy adott kalkulusesetén akár többféle redundaniafogalom is megadható � attól függ®en, hogy pontosanmilyen élra is szánjuk. A 3.4.1. fejezetben a hipertablóhoz de�niáljuk a redundaniafogalmát, illetve a 3.4.3. fejezetben arról értekezünk, hogy a multi-hipertabló eseténhogyan tehetnénk meg ugyanezt. Mindehhez a fenti, 3.4.1. de�níió által leírt redun-daniafogalmat fogjuk alapul venni, mely formulákra mondatott ki; természetesentablók esetén az adott tabló által reprezentált formulára fogjuk alkalmazni.3.4.1. Redundania hipertablóbanA (tisztított) hipertabló esetén használható redundaniafogalom meglehet®sen trivi-ális módon adódik � Baumgartner ikkében [3℄ is megtaláljuk �elégséges redundaniakritérium�16 néven. Megjegyezzük, hogy Baumgartner el®bb egy általánosabb redun-daniafogalmat de�niál, majd kés®bb valamelyest gyengít rajta, hiszen a hipertablókiterjesztési szabályának alkalmazása a fentebb említett elégséges kritériummal is kí-vánt mértékben megszorítható.A hipertabló 2.3.5. de�níiójából (és azon belül is a tisztító helyettesítések hasz-nálatából) következik, hogy egy hipertabló súsai változóidegenek. Ennek következ-ménye, hogy egy T hipertabló által reprezentált formulában (lásd: 2.1.3. de�níió) akvantoros el®tagok bevihet®k a T literáljai elé, azaz a T által reprezentált formula akövetkez® alakban írható fel: ∨

B∈T

∧

L∈B

∀LVagyis T minden ága mint saját lezárt literáljainak konjunkiója írható fel. Ez az oka,hogy a következ®kben konjunkióbeli redundaniával fogunk foglalkozni.3.4.2. Tétel.Adottak az A és a B1 ∧ . . . ∧ Bk formulák. Ha valamely Bi esetén létezik olyan σhelyettesítés, hogy A = Biσ, akkor A redundáns B1 ∧ . . . ∧Bk-ra és a ∧-ra nézve.16angol: su�ient redundany riterion



64 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓBizonyítás.A 3.4.1. de�níió azt mondja ki, hogy A akkor redundáns B1 ∧ . . . ∧Bk-ra és a ∧-ranézve, ha B1∧ . . .∧Bk és B1∧ . . .∧Bk ∧A logikailag ekvivalensek. Ezen ekvivaleniátkell bebizonyítanunk. Azaz azt, hogy bármelyM modellben
M |= B1 ∧ . . . ∧Bk akkor és sak akkor, haM |= B1 ∧ . . . ∧Bk ∧A.Triviálisan teljesül, hogyhaM |= B1 ∧ . . . ∧Bk ∧A, akkorM |= B1 ∧ . . . ∧Bk.Az viszont nem annyira magától értet®d®, hogyhaM |= B1 ∧ . . . ∧Bk, akkorM |= B1 ∧ . . . ∧Bk ∧A.Ennek bizonyításához felhasználjuk, hogy
M |= B1 ∧ . . . ∧Bk akkor és sak akkor, haM |= Bj minden Bj-re.AzazM |= Bi is teljesül. Ebb®l pedig � mivel A = Biσ � következik, hogyM |= A.Tehát

M |= B1 ∧ . . . ∧Bk ∧A . �A fenti tétel tehát valami olyasmit mond ki, hogy ha egy konjunkió egy A tagja egymásik Bi tag példánya, akkor A elhagyható a konjunkióból. A 3.4.2. tétel gyakorlatihaszna a következ®ben fog megnyilvánulni: mivel a hipertabló egy B ága saját lezártliteráljai konjunkiójának tekinthet®, így egy olyan L literált, mely példánya egy a
B-n már szerepl® literálnak, felesleges B-hez satolnunk.3.4.3. Definíió. (Redundania hipertabló ágára nézve)Egy D klózt redundánsnak mondunk egy hipertabló B ágára nézve, ha valamely L1 ∈
D és L2 ∈ B esetén van olyan σ helyettesítés, hogy L1 = L̂2σ

17. �Ezen de�níiót felhasználva tudjuk végül kimondani a hipertabló redundania kritéri-umát, vagyis a hipertabló kiterjesztési szabálya alkalmazásának redundanián alapulómegszorítását.Hipertabló redundania kritériuma:A hipertabló 2.3.5.(2) kiterjesztési szabálya sak akkor alkalmazható, ha a kiszámolt
Dσ′π klóz nem redundáns a kiterjeszteni kívánt B ágra nézve. �17Megjegyezzük, hogy míg Baumgartner eredeti konstrukiója esetén az L2 új példányának el®állí-tása feltétlenül szükséges a redundaniavizsgálat folyamán, a hipertabló 2.3.5. de�níiója esetén nemfeltétlenül az, hiszen a rezolválandó klózoknak a 2.3.5.(2)(b,)-ben új példányait állítjuk el®, vagyis
L1 és L2 mindig változóidegenek lesznek.



3.4. REDUNDANCIA 653.4.4. Megjegyzés.Egy D klóz egy hipertabló B ágán való redundánsságának vizsgálata könnyen elvé-gezhet® MGU képzésével (az A.1.1. uni�káiós algoritmussal). Azt kell megvizsgálni,hogy léteznek-e olyan azonosan negált L1 ∈ D és L2 ∈ B, hogy σ = U
(
L̂2, L1

) létezikés L1 = L̂2σ.Megjegyezzük, hogy σ kiszámításánál az U() függvény argumentumainak, azaz
L̂2-nek és L1-nek a sorrendjét rögzítjük. Ennek oka, hogy az A.1.1. algoritmus úgylett megkonstruálva, hogy annak (7-8) soraiban els®sorban az els® argumentum sza-bad változóit helyettesítsük be. Most � mivel azt akarjuk eldönteni, hogy L̂2-nek L1példánya-e � els®sorban L̂2 szabad változóit kell behelyettesítenünk. �3.4.2. Redundanián alapuló klózegyszer¶sítésA 3.3.2. fejezetben megadtunk egy módszert klózhalmaz egy bizonyos fokú egysze-r¶sítésére. Ott a klózhalmazból elimináltuk az érvényes klózokat. A következ®kbenegy másféle egyszer¶sítést fogunk leírni, mely a redundanián alapul [18℄. Egy klózliteráljai közül eliminálni fogjuk azokat, melyek feleslegesek az adott klózban, azazelhagyásukkal az adott klóz igazságértéke az egyes modellekben nem változik. Ehhezegy a 3.4.2. tételhez hasonló tételt írunk le, mely � mivel a klóz egy diszjunkiósformula � a diszjunkióra vonatkozó redundaniáról fogalmaz meg állítást.3.4.5. Tétel.Adottak az A és a B1 ∨ . . . ∨Bk formulák. Ha

FV(A) ∩ FV(B1 ∨ . . . ∨Bk) = ∅és valamely Bi esetén létezik olyan σ helyettesítés, hogy Aσ = Bi, akkor A redundáns
B1 ∨ . . . ∨Bk-ra és a ∨-ra nézve.Bizonyítás.A 3.4.1. de�níió azt mondja ki, hogy A akkor redundáns B1 ∨ . . . ∨Bk-ra és a ∨-ranézve, ha B1 ∨ . . . ∨ Bk és B1 ∨ . . . ∨ Bk ∨A logikailag ekvivalensek. Azaz azt, hogybármelyM modellben

M |= B1 ∨ . . . ∨Bk akkor és sak akkor, haM |= B1 ∨ . . . ∨Bk ∨A.Triviálisan teljesül, hogyhaM |= B1 ∨ . . . ∨Bk, akkorM |= B1 ∨ . . . ∨Bk ∨A.Az viszont nem annyira magától értet®d®, hogyhaM |= B1 ∨ . . . ∨Bk ∨A, akkorM |= B1 ∨ . . . ∨Bk.



66 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓEnnek bizonyításához felhasználjuk azt a kikötést, hogy
FV(A) ∩ FV(B1 ∨ . . . ∨Bk) = ∅ , (3.1)melynek alapján teljesül, hogy

∀(B1 ∨ . . . ∨Bk ∨A) ∼ ∀(B1 ∨ . . . ∨Bk) ∨ ∀A . (3.2)Azt kell megmutatni, hogyM |= A eseténM |= B1 ∨ . . .∨Bk is teljesül. HaM |= A,akkor � mivel Aσ = Bi � teljesül, hogyM |= Bi. Vagyis
M |= B1 ∨ . . . ∨Bk . �Mint látható � ha a 3.4.2. tételt összehasonlítjuk a fenti tétellel � a redundania fogal-ma diszjunkió esetén kiegészül egy plusz feltétellel: A és B1∨. . .∨Bk változóidegenek.A tétel értelmében egy diszjunkió egy A tagja elhagyható a diszjunkióból, ha A-nakegy másik Bi tag példánya, feltéve hogy A nem tartalmaz közös szabad változót adiszjunkió A-n kívüli egyik tagjával sem.3.4.6. Megjegyzés.Konjunkióra vonatkozó redundania esetén nem volt szükség kikötni egy (3.1)-hezhasonló feltételt, hiszen

∀(B1 ∧ . . . ∧Bk ∧A) ∼ ∀(B1 ∧ . . . ∧Bk) ∧ ∀Atetsz®leges A és B1 ∧ . . . ∧Bk esetén. A 3.4.2. tétel bizonyításában használtuk ezt azösszefüggést, bár expliite nem említettük.Diszjunkióra vonatkozó redundania esetén viszont ki kell kötni a (3.1)-et, hiszensak ebben az esetben igaz a (3.2). �A következ® de�níióban leírjuk, hogy egy D klózt mikor tekintünk redundánsnak egy
C klózra nézve: ha C és D változóidegenek, valamint C-nek van olyan részklóza, melypéldánya a D-nek.3.4.7. Definíió. (Redundania klózra nézve)Egy D klóz redundáns a C klózra nézve, ha FV(〈C〉)∩FV(〈D〉) = ∅ és létezik olyan
σ helyettesítés, hogy 〈D〉σ ⊆ C. �Egy klózt önmagában pedig akkor fogunk redundánsnak mondani, ha van olyan rész-klóza, mely redundáns a klóz maradék részére nézve.3.4.8. Definíió. (Redundáns klóz)Redundáns klóznak egy olyan C klózt nevezünk, melyre létezik olyan D ⊂ C, hogy Dredundáns a C\D klózra nézve. �



3.4. REDUNDANCIA 67Egyszer¶sítésünk lényege az lesz, hogy egy adott klóznak megpróbáljuk a redundani-áját megszüntetni � persze sak akkor, ha az eredend®en fennáll. Egy klóz redundan-iájának megszüntetése a redundaniát okozó részklózainak eliminálásával történhet,miközben biztosítjuk, hogy a klóz jelentése ne változhasson meg, vagyis az elimináláseredményeként kapott klóz az eredeti klózzal logikailag ekvivalens legyen.3.4.9. Definíió. (Klóz irredundáns variánsa)Egy C klóz irredundáns variánsa egy olyan C′ ⊆ C klóz, ahol C′ nem redundáns és
C′ ∼ C. �3.4.10. Tétel.(1) Bármely C klóznak létezik irredundáns variánsa.(2) Ha C-hez több ilyen variáns létezik, akkor azok egymás átnevezettjei.Bizonyítás.Jelölje r(A) az A klózban azon részklózok számát, melyek redundánsak a klóz maradékrészére nézve. Azaz

r(A) =
∣∣∣{B | B ⊂ A és B redundáns A\B-re nézve}∣∣∣ .Megjegyezzük, hogy a 3.4.7. de�níió értelmében ezen részklózoknak nem lehet közösváltozójuk, vagyis ezen részklózok nem fedik át egymást, diszjunktak (páronként vettmetszetük üres). A tétel (1)-es és (2)-es pontját bizonyítjuk az alábbiakban:(1) A bizonyítás r(C)-re nézve induktív.(a) Ha r(C) = 0, akkor C önmaga irredundáns variánsa, mivel C ⊆ C, C ∼ Cés C nem redundáns.(b) Az induktív feltevésünk az, hogy ha r(C) ≥ 1, akkor minden olyan Aklózhoz létezik irredundáns variáns, mely esetén r(A) < r(C).() Legyen r(C) ≥ 1. Bizonyítsuk be, hogy C-nek is van irredundáns variánsa.Mivel r(C) ≥ 1, van olyanD ⊂ C, hogyD redundáns a C′ = C\D-re nézve.Mivel r(C′) < r(C), létezik C′-nek valamely C′′ irredundáns variánsa, azaz

C′′⊆C′, C′′∼C′ és C′′ nem redundáns.A 3.4.5. tétel és a 3.4.1. de�níió alapján C′ ∼ C. Mivel C′′ ⊆ C′ ⊆ C,
C′′∼C′∼C és C′′ nem redundáns, így C′′ irredundáns variánsa C-nek.(2) Az (1)-es pont bizonyítása egyúttal induktív módszert ad az irredundáns va-riánsok el®állítására, mely során C redundaniát okozó részklózait egyenkéntelimináljuk, míg végül nem redundáns klózt kapunk. Most tulajdonképpen an-nak bebizonyítása a él, hogy a részklózok eliminálásának sorrendje lényegtelen,vagyis az eredményül kapott klózok egymás átnevezettjei.Elegend® azt bizonyítanunk, hogy két részklóz különböz® sorrendben való elimi-nálása vagy ugyanazon klózt eredményezi, vagy pedig két olyan klózt, melyek



68 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓegymás átnevezettjei. Azaz az r(C) ≥ 2 eset áll most bizonyításunk fókuszában.Jelölje D1 ⊂ C és D2 ⊂ C\D1 a két eliminálandó részklózt, azaz feltesszük,hogy Di redundáns a C\Di-re nézve (ahol i ∈ {1, 2}). A 3.4.7. de�níió alapján
FV
(
〈Di〉

)
∩ FV

(
〈C\Di〉

)
= ∅, valamint létezik olyan σi helyettesítés és olyan

D̃i ⊆ C\Di, hogy 〈Di〉σi = 〈D̃i〉. Az általánosság megszorítása nélkül háromkülönböz® eset lehetséges:(a) ha D̃1 6= D2 és D̃2 6= D1: mind D1, mind D2 eliminálásra kerül, azaz azegyetlen klóz, amit eredményül kaphatunk: C′ = C\(D1 ∪D2).(b) ha D̃1 = D2 és D̃2 6= D1: 〈D1〉σ1 = 〈D2〉. Mivel 〈D2〉σ2 = 〈D̃2〉, így
〈D1〉σ1σ2 = 〈D̃2〉 .Így eljutunk az el®z® esethez, azaz itt is C′-t kapjuk eredményül.() ha D̃1 = D2 és D̃2 = D1: 〈D1〉σ1 = 〈D2〉 és 〈D2〉σ2 = 〈D1〉. Azaz
〈D1〉σ1σ2 = 〈D1〉 .Ez pontosan akkor teljesül, ha σ1σ2 = ǫ, ami pedig sak akkor lehetséges,ha mind σ1, mind σ2 átnevezések. Azaz a D1, illetve a D2 eliminálásánakeredményéül kapható két klóz: C\D1 = C′∪D2 és C\D2 = C′∪D1 egymásátnevezettjei. �E tétel gyakorlati haszna nem olyan jelent®s, mint a 3.4.2. tételé, hiszen a 3.4.7. de�-níióban a redundaniára adott feltételek meglehet®sen szigorúak. Ezen szigorításnakpedig az az eredménye, hogy nem feltétlenül különálló literálokat, hanem változóikalapján összetartozó részklózokat kell egy-egy lépésben a klózból eliminálnunk. Ez al-goritmuselméleti szempontból nagyobb bonyolultságot, gyakorlati szempontból pedigköltségesebb eljárást jelent. Az A.2. függelék A.2.2. algoritmusában klóz irredundánsvariánsának el®állítását realizáljuk.A multi-hipertablóban két ponton látunk alkalmazhatónak irredundáns variánso-kon alapuló egyszer¶sítést:(1) A C input klózhalmaz egyszer¶sítésére: állítsuk el® a

C′ = {C′ | C′ a C ∈ C irredundáns variánsa}klózhalmazt, majd nem C, hanem C′ kielégíthetetlenségét kell bizonyítani.(2) Valamely [E, σ] kiterjesztés alkalmazásakor : állítsuk el® 〈E〉σ irredundáns vari-ánsát, majd azt satoljuk a tabló ágához.A (2) egyszer¶sítés kapsán érdemes el®retekinteni. A 3.5. fejezetben, mikor majd aheurisztikus tételbizonyítás lehet®ségeivel foglalkozunk, egy ághoz el®állított kiterjesz-tések közül próbáljuk majd bizonyos szempontok alapján kiválasztani és alkalmaznia legel®nyösebbet. Ezen vizsgálat egy [E, σ] kiterjesztés esetén nem az 〈E〉σ klózon,



3.4. REDUNDANCIA 69hanem az E-n és a σ-n külön-külön végez vizsgálatokat18. Miel®tt egy kiterjesztést aheurisztikus függvény segítségével más kiterjesztésekkel összevetnénk, mindenképpenérdemes lenne a kiterjesztést irredundáns formára hozni; és ezúttal nem az 〈E〉σ klózirredundáns variánsának el®állításáról beszélünk, hanem egy olyan [E′, σ′] kiterjesz-tésr®l, hogy 〈E′〉σ′ irredundáns variánsa 〈E〉σ-nak.3.4.11. Definíió. (Kiterjesztés irredundáns variánsa)Egy T multi-hipertabló [E, σ] kiterjesztésének irredundáns variánsa alatt értünk egyolyan [E′, σ′] kiterjesztést, hogy(1) E′ ⊆ E,(2) σ′ =
{
x/t ∈ σ

∣∣ x ∈ FV
(
〈E′〉

)
∪ FV(T )

} és(3) 〈E′〉σ′ az 〈E〉σ-nak irredundáns variánsa. �A de�níióban láthatjuk, hogy a fentebb már említett (3) feltételen kívül az E′-re és a
σ′-re egy-egy további feltételt mondunk ki. Az (1) arról szól, hogy az E literáljai közülfogunk egyeseket eliminálni. A (2) pedig arról, hogy a σ értelmezési tartományábóleliminálunk minden olyan x-et, mely sak az E-b®l eliminált literálokban fordul el®(azaz se E′-ben, se T -ben). Az A.2.3. algoritmus kiterjesztés irredundáns variánsánakel®állítását végzi el.3.4.3. Redundania multi-hipertablóbanJelen fejezetben azzal foglalkozunk, hogy a multi-hipertablóhoz miképpen lehet redun-daniafogalmat konstruálni. Ez a redundaniafogalom is a redundania 3.4.1. de�níi-ójára épül, hasonlóan a hipertabló 3.4.1. fejezetben de�niált redundaniafogalmához.Azaz egy tabló kiterjesztésekor pusztán a aktuális tabló és a tablóhoz satolandó klózalapján szeretnénk azt eldönteni, hogy vajon a satolás felesleges-e � vagyis a sato-landó klóz redundáns-e a kiterjesztend® ágra nézve. Meg fogjuk mutatni, hogy ilyenjelleg¶ redundaniafogalmat rigid literálos (azaz rigid változókat tartalmazó és sakliterálokkal ímkézett) tablók esetén � amilyen többek között a 2.1.11. de�níióbanismertetett klóztabló, a 2.3.5. de�níióban megadott hipertabló, a 2.3.13. de�níióbanleírt rigid hipertabló, és persze a multi-hipertabló is � általánosságban nem lehet meg-adni. Mindenesetre kivételek akadnak, mint azt a 3.4.1. fejezet a hipertabló kapsánigazolja is.A fentieknek eleget tev® általános redundaniafogalom létezését a következ® példánkeresztül áfoljuk.18Tulajdonképpen ez adta az egyik motiváiót a kiterjesztések fogalmának (3.1.1. de�níió) meg-alkotásához.



70 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓ3.4.12. Példa.Legyen az input klózhalmaz a következ®:
C =






A(x) ,
¬A(y) ∨B(y) ∨ C(y) ,
¬B(z) ∨D(z) ,
¬C(w) ,

¬D(c) ∨ ¬D(d)






,ahol c és d konstansszimbólumok. Ezen klózhalmaz kielégíthetetlen, amit be is látha-tunk azzal, hogy C-hez zárt multi-hipertablót konstruálunk. Az els® kiterjesztési lépésután (az 1. és 2. input klózok új példányait rezolválva) a következ® tablót kaphatjuk:
B(x′) C(x′)

⊤A B(x′)-vel a 3. input klóz, illetve a C(x′)-vel a 4. input klóz egy-egy új példányátrezolválva (két újabb kiterjesztési lépés eredményeként) kapjuk a következ® tablót:
D(x′) ⊥

B(x′) C(x′)

⊤

A bal oldali ág lezárását élul kit¶zve most a következ® irányokban próbálhatunkmeg továbblépni. Látni fogjuk, hogy minden járható irány korábbi lépések vég nélküliismétléséhez vezethet.(1) Az ág B(x′) literálját és a ¬B(z′)∨D(z′) input klózpéldányt rezolváljuk. Ennekeredménye kétféle lehet, attól függ®en, hogy a rezolválásnál el®állított MGUvajon a z′/x′ vagy az x′/z′ helyettesítés. Az els® esetben az ághoz egy újabb
D(x′) literált satolnánk, ami nyilvánvalóan felesleges (redundáns). A másodikesetben két dolgot tennénk: el®bb az ághoz satolnánk egy D(z′) literált, majdelvégeznénk az x′/z′ helyettesítést a tablón � aminek az eredménye teljesen azels® esetben kapott tablóval ekvivalens tabló lenne.(2) Az ág másik literálja, a D(x′) semelyik input klózzal sem (hiper)rezolválható.Tehát a ¬D(c) ∨ ¬D(d)-vel sem, hiszen az

U
((

D(x′), D(c)
)
,
(
D(x′), D(d)

))MGU nem létezik.(3) Egyetlen lehet®ségünk marad hát a továbblépésre: az 1. és 2. input klózok újabbpéldányainak rezolválása, aminek eredményeképp a B(x′′) ∨ C(x′′) klózt kell atablóhoz satolni. Ezen lépést nyilvánvalóan sak a fentebbr®l már ismer®s kétlépés követheti: B(x′′)-t kell a 3. input klóz, illetve a C(x′′)-t a 4. input klózegy-egy új példányával rezolválni. Az eredményül kapott tabló:
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D(x′′) ⊥

B(x′′) C(x′′)

D(x′) ⊥

B(x′) C(x′)

⊤

A levezetés ezen a ponton fejezhet® be: a D(x′) és D(x′′) literálokat rezolváljuk a
¬D(c) ∨ ¬D(d) input klózzal, aminek eredményeként a következ® zárt tablót kapjuk:

⊥

D(d) ⊥

B(d) C(d)

D(c) ⊥

B(c) C(c)

⊤

�Vegyük észre, hogy az utolsónak elvégzett lépés nem az egyedül lehetséges lépés �ugyanis folytathattuk volna a bal oldali ágnak a B(x′) ∨ C(x′) és a D(x′) újabb ésújabb példányaival való kiterjesztését, akár a végtelenségig. A fenti példa tanulságatehát az, hogy nem tudjuk eldönteni supán az aktuális tabló és a satolandó klózalapján, mikor lehet a kiterjesztéseknek ezt a végtelen lánolatát megszakítani, azazmikor lehet az aktuálisan satolandó klózt redundánssá nyilvánítani a tablóra (illetveannak adott ágára) nézve.Vonjunk le még néhány következtetést a fenti példából � amely egyébként nagybanhasonlít az ágklózok felhasználására adott 2.3.9. példához. Ám míg ott egy ágklózmásolatát satoltuk a lezárandó ághoz, a mostani példában a (3)-ban a tablónakegy komplexebb részét másoljuk le: egy olyan résztablót (gyökere nélkül), mely atabló egyéb részével változóidegen19. A 2.3.9. példában olyan speiális tabló szerepelt,melyben a másolandó ágklóz változóidegen volt a tabló egyéb részével � ezért ott ezenágklóz új példányát helyesen satolhattuk az adott ághoz. Ám mint a 2.3.15. tételbizonyításában rámutattunk, az ágklóz-másolatok használata általánosságban nemhelyes � ezt jól demonstrálja a fenti példa is.Általánosságban és informálisan, rigid literálos tablókkal kapsolatosan a követke-z®ket mondhatjuk:19Míg a 2.3.9. példában az ágklózok másolását a rigid hipertabló külön levezetési szabálya végzi el,addig a 3.4.12. példában a (gyökér nélküli) résztabló másolására nins direkt eszközünk. A másolásta multi-hipertabló kiterjesztési szabályának többszöri alkalmazásával lehet kivitelezni.



72 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓ(1) A lemásolandó résztablók körülhatárolása rendkívül bonyolult lehet.(2) Kérdéses, hogy a résztabló másolatát hogyan használjuk fel annak eldöntésére,hogy a satolandó klóz redundáns-e a teljes tablóra (illetve annak adott ágra)nézve. Ráadásul a résztablóban való redundánsság eldöntése a teljes tablóbanvaló redundánsság eldöntésével (ami az eredeti probléma) ekvivalens probléma.Ha létezik is olyan algoritmus, mellyel mindez kivitelezhet® és eldönthet®, valószín¶legannyira költséges, hogy a gyakorlatban használhatatlan. Megmutatjuk viszont, hogya kilátások nem annyira borúsak, mint az els® pillantásra t¶nik. A 3.4.13. tételbenmeg fogjuk mutatni, hogy(1) résztablók helyett elegend® supán egy-egy (a tablóból kinyerhet®) klózt lemá-solnunk (azaz új példányát el®állítanunk), és(2) ezen klózmásolatot összevetve a satolandó klózzal nagyon egyszer¶en eldönt-het®, hogy ez utóbbi redundáns-e a kiterjesztend® ágra nézve.Ehhez tekintsünk bármely T rigid literálos tablót a 3.3. ábrán látható formában. Ajelölések magyarázata:
• Az L1, . . . , Lk (k ≥ 1) a T olyan tetsz®leges literáljai, melyek szigorúan különbö-z® ágakon helyezkednek el (vagyis T bármely ága az Li-k közül legfeljebb egyettartalmaz).
• Minden bi (1 ≤ i ≤ k) a T gyökeréb®l az Li-be vezet® részág.
• Minden ti � ahol 2 ≤ i ≤ k � a T azon maximális résztablója, melynek a gyökere

Li.
• A T L1-gyöker¶ maximális résztablójában egy ágat megkülönböztetünk, eztjelöljük b-vel. A résztabló egyéb ágainak összességét t1-gyel jelöljük.
• A t pedig a T azon ágainak összességét jelöli, mely ágak közül egy sem haladát semelyik Li-n (1 ≤ i ≤ k).A b1, . . . , bk és a b által reprezentált formulák általánosságban konjunkiók, melyekreszintén b1, . . . , bk-val és b-vel fogunk hivatkozni. Hasonlóan, a t1, . . . , tk és a t általreprezentált formulák általánosságban diszjunkiók, melyekre t1, . . . , tk-val és t-velfogunk hivatkozni.3.4.13. Tétel.Legyen T a 3.3. ábrán látható alakú rigid literálos tabló, ahol
• jelölje B a b1 ∪ {L1} ∪ b ágat,
• jelölje C az L1 ∨ L2 ∨ . . . ∨ Lk klózt, és legyen FV(〈C〉) ∩ FV(t) = ∅.
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L1

t1

L2

t2

Lk

tk

. . .
b

⊤

b1 b2 bk

t3.3. ábra. Rigid literálos tablóEkkor:(1) Ha Ĉ a C új példánya, akkor
F (T ) ∼ F

(
T +B Ĉ

)
.(2) Ha D olyan klóz, hogy 〈Ĉ〉σ ⊆ D valamely σ helyettesítésre, akkor

F (T ) ∼ F
(
T +BD

)
.Bizonyítás.Az F (T ) felírható a következ® formában:

t ∨
(
b1 ∧ L1 ∧ (b ∨ t1)

)
∨

k∨

i=2

(bi ∧ Li ∧ ti)

≀

t ∨ (b1 ∧ L1 ∧ b) ∨ (b1 ∧ L1 ∧ t1) ∨
k∨

i=2

(bi ∧ Li ∧ ti)

≀

t ∨ (b1 ∧ L1 ∧ b) ∨
k∨

i=1

(bi ∧ Li ∧ ti) (3.3)A tétel (1) és (2) pontjának bizonyítása következik az alábbiakban:(1) Az F
(
T +B Ĉ

) a következ® formában írható fel:
t ∨

(
b1 ∧ L1 ∧ b ∧ 〈Ĉ〉

)
∨

k∨

i=1

(bi ∧ Li ∧ ti) ,



74 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓmelyet � mivel Ĉ új példány (azaz változóidegen a T összes formulájával) � akövetkez® ekvivalens formában fogunk használni:
t ∨ (b1 ∧ L1 ∧ b ∧ ∀Ĉ) ∨

k∨

i=1

(bi ∧ Li ∧ ti) . (3.4)Be kell látni, hogy bármelyM modellben:(a) haM |= (3.4), akkorM |= (3.3): ez triviálisan teljesül.(b) haM |= (3.3), akkorM |= (3.4):Alakítsuk tovább a (3.3) formulát. El®ször annak
(b1 ∧ L1 ∧ b) ∨

k∨

i=1

(bi ∧ Li ∧ ti)részformuláján végezzük el iteratíve a disztributivitásra vonatkozó követ-kez® ekvivalens átalakítást:
X ∨ (Y ∧ Z) ∼ (X ∨ Y ) ∧ (X ∨ Z) .Így egy sok elemb®l álló konjunkiót kapunk, melynek leglényegesebb elemeszámunkra a lentebb is feltüntetett k∨

i=1

Li, mely nem más, mint maga C.Mivel kikötöttük, hogy M |= (3.3), azaz hogy M |= ∀(3.3), írjuk fel a
∀(3.3) formulát a következ® formában:

∀
[
t ∨

(( k∨

i=1

bi

)
∧ . . . ∧

( k∨

i=1

Li

)
∧ . . . ∧

(
b ∨

k∨

i=1

ti

))]

≀

∀
[(

t ∨
k∨

i=1

bi

)
∧ . . . ∧

(
t ∨

k∨

i=1

Li

)
∧ . . . ∧

(
t ∨ b ∨

k∨

i=1

ti

)]

≀

∀
[
t ∨

k∨

i=1

bi

]
∧ . . . ∧ ∀

[
t ∨

k∨

i=1

Li

]
∧ . . . ∧ ∀

[
t ∨ b ∨

k∨

i=1

ti

]

≀

. . . ∧ ∀
(
t ∨ 〈C〉

)
∧ . . .

≀ ←− mivel FV(〈C〉) ∩ FV(t) = ∅

. . . ∧ (∀t ∨ ∀C) ∧ . . .Ezért bármely olyanM modellben, aholM |= (3.3):
M |= ∀t ∨ ∀C .



3.4. REDUNDANCIA 75Ez alapján két eset lehetséges:(i) M |= ∀t: ekkor azM |= (3.4) triviálisan teljesül.(ii) M |= ∀C:Be kell látnunk, hogy bármely ̺ változókiértékelés esetén ha
M |= (3.3)̺, akkorM |= (3.4)̺.Elegend® azon ̺ változókiértékelésekre vizsgálódnunk, melyekre

M |= (b1 ∧ L1 ∧ b)̺(egyéb változókiértékelések esetén a bizonyítás triviális). Ezen össze-függés miatt � mivel M |= ∀C, és ezért M |= ∀Ĉ � a következ® isteljesül:
M |= (b1 ∧ L1 ∧ b)̺ ∧ ∀Ĉ .Ennek triviális következménye, hogyM |= (3.4)̺.(2) Az F

(
T +BD

) formula a következ® formában írható fel:
t ∨

(
b1 ∧ L1 ∧ b ∧ 〈D〉

)
∨

k∨

i=1

(bi ∧ Li ∧ ti) . (3.5)Be kell látni, hogy bármelyM modellben:(a) haM |= (3.5), akkorM |= (3.3): ez triviálisan teljesül.(b) haM |= (3.3), akkorM |= (3.5):Az (1) pont alapján tudjuk, hogy (3.3)∼ (3.4). Meg fogjuk mutatni, hogybármelyM modell és bármely ̺ változókiértékelés esetén haM |= (3.4)̺,akkorM |= (3.5)̺.Elegend® azon M modellekre és azon ̺ változókiértékelésekre vizsgálód-nunk, melyekre
M |= (b1 ∧ L1 ∧ b ∧ ∀Ĉ)̺(egyéb modellek és változókiértékelések esetén a bizonyítás triviális). Ez azösszefüggés átírható:
M |= (b1 ∧ L1 ∧ b)̺ ∧ ∀Ĉ ,ami alapján

M |= ∀Ĉ ,és ezért
M |= ∀

(
〈Ĉ〉σ

)
,



76 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓami pedig � mivel 〈Ĉ〉σ ⊆ D � maga után vonja a következ®t:
M |= ∀D .Ezért az

M |= (b1 ∧ L1 ∧ b)̺ ∧ ∀Dösszefüggés is teljesül, amib®l adódik, hogy
M |=

(
b1 ∧ L1 ∧ b ∧ 〈D〉

)
̺ .Ennek triviális következménye, hogyM |= (3.5)̺. �Mint a 3.3. ábrán is látszik, az C = {L1 ∨ . . . ∨ Lk} klóz hasonlít az eddig általunkágklóznak (2.3.10. de�níió) ismert, tablóból kinyerhet® klózokra: az Li-k különbö-z® ágakon helyezkednek el, sak most nem kötöttük ki, hogy azonos szül®vel is kellrendelkezniük. A C a felhasználási élját tekintve is hasonló az ágklózokhoz:

• A 3.4.13.(1) alapján C-nek új példányai satolhatók bármely olyan ághoz, melyvalamely Li-t tartalmazza.
• A 3.4.13.(2) alapján, C-t felhasználva megalkotható a kívánt redundaniafoga-lom.A C karakterizálásának érdekében logikusnak látszik tehát egy az ágklózhoz hasonlófogalmat de�niálni:3.4.14. Definíió. (Független ágklóz)Legyen T egy tabló. Legyenek L1, . . . , Lk (k ≥ 1) olyan literálok a T -ben, hogy(1) T minden ága legfeljebb egy Li-t tartalmaz, és(2) T minden olyan B ága esetén, mely semelyik Li-t sem tartalmazza:

FV
(
{L1, . . . , Lk}

)
∩ FV(B) = ∅ .Ekkor az {L1, . . . , Lk} független ágklóza bármely valamely Li-t tartalmazó ágnak. �A 3.4.13. tétel alapján tehát bármely olyan rigid literálos tablót épít® tablókalkulusesetén, melynek valamely levezetési szabálya biztosítja a független ágklózok új példá-nyainak igény szerinti el®állítását, a következ® redundaniafogalmat lehet kimondani:Redundania rigid literálos tabló ágára nézve:A D klóz redundáns a rigid literálos T tabló B ágára nézve, ha van olyan L ∈ B ésvan olyan L-et tartalmazó C független ágklóza a B-nek, hogy a D valamely részklózapéldánya a C új példányának. �



3.5. HEURISZTIKA 77Látható, hogy az itt kimondott redundaniafogalom a hipertablóhoz megadott redun-daniafogalomnak (3.4.3. de�níió) egy kib®vítése, hiszen most is azt vizsgáljuk, hogyaz adott ághoz satolandó D klóz egy része az ág valamely elemének nem a példánya-e. Ám míg hipertabló esetén a D-nek ez a része egy-egy literál lehetett, addig mostegy-egy tetsz®leges részklóz. Ennek megfelel®en az ág vizsgált elemei sem supán li-terálok lehetnek most, hanem független ágklózok is. Vegyük észre, hogy a klózokrakimondott redundaiafogalomból (3.4.7. de�níió) is átörökítettünk egy bizonyos faj-ta vizsgálatot: ez a változóidegenségre vonatkozó megszorítás a 3.4.14.(2)-ben.Máshogy fogalmazva: a hipertabló redundaniafogalma egy speiális esete a mostleírt redundaniafogalomnak. Mivel hipertabló esetén a tabló minden egyes literáljaváltozóidegen a tabló egyéb formuláival, így a hipertabló független ágklózai egyetlenliterálból állnak. A hipertabló kiterjesztési szabálya a 2.3.5.(2)()-ben a tabló bármelyliteráljának (azaz független ágklózának) képezheti új példányait. Vagyis hipertablóesetén alkalmazható a mostani redundaniafogalom; a 3.4.3. de�níióban leírt redun-daniafogalom pontosan ennek egy speiális változata � a hipertablóban alkalmazotttisztító helyettesítéseknek köszönhet®en:
• A 3.4.13. tétel C független ágklóza hipertabló esetén egyetlen literálból áll.
• A 3.4.13.(1) Ĉ új klózpéldánya szintén egyetlen literálból áll.
• A 3.4.13.(2)-ben vizsgált 〈Ĉ〉σ ⊆ D reláió könnyebben vizsgálható, hiszen 〈Ĉ〉-r®l mint egyetlen literálról kell megmutatni, hogy a D valamely literálja nekipéldánya.Kimondhatjuk, hogy Baumgartnernél a tisztító helyettesítések alkalmazása egy egy-szer¶en vizsgálható redundaniafogalom kialakítását is lehet®vé tette.Multi-hipertabló esetén (mivel nins független ágklózok új példányait el®állító le-vezetési szabálya) a fenti redundaniafogalom nem alkalmazható. A multi-hipertablókalkulusnak olyan továbbfejlesztése lenne a kívánatos, mely független ágklózok újpéldányait tudja generálni anélkül, hogy a kalkulus elvesztené a teljességét. Ennekfelderítése lehet a következ® feladat.3.5. HeurisztikaFelmerül a kérdés, hogy multi-hipertabló esetén a kiterjesztések E(B, C) halmazának(lásd: 3.1.4. de�níió) � mivel ez akár több kiterjesztést is magában foglalhat � melyikelemét alkalmazzuk a B ágon? Érdemes lenne azt a kiterjesztést alkalmazni, mellyela lehet® leghamarabb fejezhetjük be az aktuális levezetést. Azaz a levezetés továbbirészér®l valamiféle beslést, heurisztikát kell szolgáltatnunk. Már korábban, a 3.1.7.megjegyzésben is felmerült ez az igény. A kiterjesztések halmazán egy teljes rende-zést de�niálunk, hogy ezen rendezés alapján alkalmazásra kiválaszthassuk az E(B, C)egyik minimális elemét. A rendezés de�níiója alkalmazásonként akár más és más



78 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓlehet, vagyis ez a de�níió az egyik olyan komponens a multi-hipertablón alapuló té-telbizonyítókban, mely igény szerint testreszabható. Az alábbiakban egy lehetséges,általánosan jól használható rendezési de�níiót adunk meg [18℄.3.5.1. Definíió. (Heurisztika)Adott egy T multi-hipertabló. Ennek egy ágának valamely [E1, σ1] és [E2, σ2] kiter-jesztései esetén [E1, σ1] ≤ [E2, σ2], ha(1) |E1| < |E2], vagy(2) |E1| = |E2| és |R1| ≤ |R2|, ahol Ri =
{
x
∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ FV(T )

} . �Tehát az [E1, σ1] ≤ [E2, σ2] reláió fenti vizsgálatát két szempont szerint végezzük el:(1) Azt a kiterjesztést választjuk kisebbnek, melynek elvégzésével kevesebb új ágatállítunk el®. Azaz az Ei literáljainak száma az els®dleges szempont: ez minélkisebb, az adott kiterjesztés annál el®nyösebb.(2) Ha pedig E1 és E2 literáljainak száma megegyezik, akkor egy másik szempontalapján döntünk. Ezen másodlagos szempont alapja a T azon szabad változói-nak, azaz azon rigid változóknak a száma, melyek az egyes kiterjesztések elvég-zésekor behelyettesít®dnek. Azaz ha σ1 nem helyettesít több rigid változóba,mint σ2, akkor a reláió fennáll.Míg az (1) szempont használata teljesen magától értet®d®, addig a (2)-é talán nemannyira. A (2)-ben tulajdonképpen a következ®t próbáljuk megfogalmazni: minél ke-vesebb rigid változó kerül behelyettesítésre, annál inkább lehet®séget teremtünk akés®bbi helyettesítések számára, azaz annál kisebbre sökkentjük annak a valószí-n¶ségét, hogy új input klózpéldányt kelljen a kés®bbi kiterjesztések el®állítása sorángenerálni.3.5.1. Paraméteres tételekJelen fejezetben megvizsgáljuk az 1.1.12. de�níió által az input klózokra adott meg-szorítás eltörlésének következményeit. Azaz engedjünk meg nyitott input klózokat is,vagyis egy input klóz tartalmazhasson szabad változókat.Már az elején rögtön összeütközésbe kerülünk a klózok egyszer¶sített jelölésével,mikor is egy ∀x1 . . . ∀xk(L1 ∨ . . .∨Ln) klóz kvantoros el®tagjait elhagyhatjuk, vagyisa klózt L1 ∨ . . . ∨ Ln alakban használhatjuk. Ez a rövidítés zárt klózok esetén nyil-ván helyénvaló, hisz olyankor tudjuk, hogy L1 ∨ . . . ∨ Ln minden változóel®fordulásakötött. Nyitott klózok esetén viszont nem marad más választásunk, mint külön re-gisztrálni, hogy az input klózok C halmazában mely változók univerzálisak és melyekszabadok � utóbbiakat nevezzük mostantól paraméterváltozóknak. Egy C klóz esetén a
C-ben el®forduló paraméterváltozók halmazát Par(C)-vel jelöljük; egy C klózhalmaz



3.5. HEURISZTIKA 79esetén pedig Par(C) =
⋃

C∈C

Par(C). Ezen plusz adminisztráióra a klózok új példá-nyainak el®állítása során lesz szükségünk: az új klózpéldányokat leíró 1.1.13. de�níiómódosítandó oly módon, hogy a benne szerepl®
Dom(σ) = FV

(
〈C〉
)feltételt átírjuk a

Dom(σ) = FV
(
〈C〉
)
\Par(C)feltételre.A paraméterváltozók engedélyezése érdekes lehet®ségeket nyit a tételbizonyítás-ban. Míg zárt C esetén a tételbizonyító egy �igen�/�nem� válasszal tud sak szolgálni,addig nyitott C esetén a levezetés kimenete egy olyan θ helyettesítés, melyre Cθ kielégít-hetetlen. TermészetesenDom(θ) paraméterváltozók halmaza, azazDom(θ) ⊆ Par(C).Vegyük észre, hogy ha θ = ǫ, akkor Cθ kielégíthetetlensége a C kielégíthetetlenségétjelenti.A lineáris inputrezolúión alapuló Prolog megengedi paraméterváltozók alkalma-zását. S®t, a Prolog nem is tesz különbséget univerzális változók(ba behelyettesítettrigid változók) és paraméterváltozók között, minden változót eleve paraméterváltozó-ként kezel. E helyettesítések kezeléséhez szükséges a baktraking a Prologban.A hipertabló [3℄ és a rigid hipertabló [19℄ kalkulusok kizárólag zárt input klózok-kal dolgoznak. Ennek megfelel®en ezen kalkulusok � és természetesen a zárt klózokonm¶köd® multi-hipertabló is � rendelkeznek az ún. levezetésfolytonosság20 tulajdon-ságával, azaz ninsenek �zsákuták� a levezetésben: ha egy x univerzális változóba(behelyettesített rigid változóba) helyettesítünk a levezetés során, ezzel nem zárjuk kimás helyettesítések alkalmazását ugyanezen x-en (pontosabban: egy az x-be helyette-sített másik rigid változón). Ez a tény abból fakad, hogy egy input klóz akárhányszorpéldányosítható, mely során az univerzális változók újabb és újabb rigid változókkalhelyettesít®dnek be.Ezzel szemben egy paraméterváltozóba helyettesíteni visszafordíthatatlan döntéstjelent. Nem véletlen tehát, hogy a fentebb említett ikkek szerz®i kifejezetten megtil-tották kalkulusaikban a paraméterváltozók használatát, így akarván meg®rizni kalku-lusaik levezetésfolytonosságát. A multi-hipertablóban viszont nem kívánunk lemonda-ni a fentebb említett θ helyettesítés automatikus meghatározásáról, így engedélyezzüka paraméterváltozók használatát. Vizsgáljuk meg, hogy ez milyen plusz feladatokatró a multi-hipertablón alapuló tételbizonyítókra. Els® megközelítésben a következ®tszögezhetjük le: paraméterváltozóba való helyettesítés esetén nem kerülhetjük el abaktraking alkalmazását, egyéb esetekben viszont élszer¶ az el®z® fejezetben leírtmódon, levezetésfolytonosan menedzselnünk a levezetést.Tehát nagy vonalakban a következ®t fogjuk tenni: egy [E, σ] kiterjesztés alkalma-zásakor ha Dom(σ) tartalmaz paraméterváltozót, akkor létrehozunk egy ún. vissza-állítási pontot21. A visszaállítási pont elegend® informáiót kell tartalmazzon ahhoz,20angol: proof on�uene (lásd: [13℄)21angol: rollbak point (lásd: [18℄)



80 3. FEJEZET. MULTI-HIPERTABLÓhogy a kés®bbiek során ha a levezetés �zsákutába� került, akkor vissza tudjuk állí-tani a levezetés aktuális állapotát, és egy másik irányba tereljük a levezetést. Ezenletárolandó informáiók jellegét itt és most nem kíséreljük meg pontosan leírni, mi-vel ezen informáiók milyensége nagyban implementáiófügg®; sak implementáiósszinten határozható meg, hogy mit értünk egy levezetés státusza alatt, és mi mindenszükséges ezen státusz kés®bbi visszaállításához. Az A.3. fejezetben leírjuk a multi-hipertabló egy lehetséges megvalósítását, melyben egész pontosan meghatározzuk avisszaállítási pontokban letárolandó informáiók halmazát, és az alkalmazandó bak-traking jellegét. Mint ott látni fogjuk, paraméterváltozók tiltása esetén sins igazánjelent®sége levezetésfolytonosságról beszélni, mivel �zsákuták� a levezetésben így isel®fordulhatnak, sak ezen �zsákutákban� szerepl® informáiók törlése a levezetés-b®l nem feltétlenül szükséges. Egy e�ektív, tár- és id®takarékos implementáió eseténezen zsákuták törlésre kerülnek, tehát a levezetés korábbi státuszai kerülnek lépten-nyomon visszaállításra � vagyis a baktraking egy e�ektív implementáió általánosanhasznált eszköze lesz.Célszer¶ arra törekedni, hogy a tételbizonyító a lehet® legáltalánosabb θ helyette-sítést adja kimenetként. A 3.5.1. de�níióban leírt teljes rendezés alábbi kiegészítéseezirányba mutat.3.5.2. Definíió. (Heurisztika - Paraméterváltozók használata)Adott egy C klózhalmaz T multi-hipertablója. Ennek egy ágának valamely [E1, σ1] és
[E2, σ2] kiterjesztései esetén [E1, σ1] ≤ [E2, σ2], ha(1) |P1| < |P2|, ahol Pi =

{
x
∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ Par(C)

}, vagy(2) |P1| = |P2| és |E1| < |E2], vagy(3) |P1| = |P2| és |E1| = |E2| és |R1| ≤ |R2|, ahol
Ri =

{
x
∣∣ x ∈ Dom(σi) ∩ FV(T )

}
. �Mint látszik, a reláió teljesülésének vizsgálatát kiegészítettük egy további szempont-tal, mely szempont az eddigi kett®nél is rangosabb, így a másik kett® elé, az (1) hely-re került: az egyes kiterjesztések által behelyettesítend® paraméterváltozók száma. Ezminél kisebb, az adott kiterjesztés annál el®nyösebb. Az (1) és a (3) együttesen aztélozza meg, hogy a kimenetként el®álló θ a lehet® legáltalánosabb legyen.A Prolog implementáiók alapvet® szolgáltatása az is � melyr®l a multi-hipertablókapsán sem kívánunk lemondani �, hogy több lehetséges θ-t is képesek kimenetkéntmegadni; azaz egy kimenet megtekintése után kérhet® egy másik lehetséges kimenetmegtekintése is, egészen addig, míg azok el nem fogynak. Megjegyezzük, hogy ebbenaz esetben is a baktraking ezen szolgáltatás háttere.



4. fejezetÖsszefoglalásA disszertáióban a hipertabló (és közvetve a hiperrezolúió) teljes automatizálható-ságának kérdésével foglalkoztunk. Megvizsgáltuk Baumgartner hipertabló kalkulusát[3℄, melynek van egy nem automatizálható eleme: a tisztító helyettesítések el®állítása.Ezen probléma megoldásának egy ígéretes iránya a rigid változók hipertablóban valóalkalmazása; ezzel több ikk is foglalkozik a szakirodalomban [4, 10, 19℄. Ezek közülkiemeltük és részletesen taglaltuk Kühn rigid hipertablóját [19℄, melyr®l bebizonyítot-tuk, hogy nem helyes kalkulus, illetve rámutattunk, hogy a kalkulus teljessége nemnyert bizonyítást.A 3. fejezetben összegeztük saját eredményeinket. A 3.1. fejezetben megadtuk amulti-hipertabló kalkulust [18℄. Ebben kiküszöböltük a tisztító helyettesítések haszná-latát. Ezt rigid változók alkalmazásával értük el. Még ugyanabban a fejezetben bebi-zonyítottuk, hogy a multi-hipertabló helyes kalkulus. A multi-hipertabló teljességénekbizonyítását a 3.2. fejezetben végeztük el. Ennek során a hiperrezolúió teljességéb®lindultunk ki, azaz abból, hogy bármely kielégíthetetlen klózhalmazhoz megadható hi-perrezolúiós áfolat. Els® léps®ben de�niáltuk a hiperrezolúiós gráfot, melyet egyadott hiperrezolúiós áfolat alapján tudunk felépíteni. Második léps®ben algorit-must adtunk arra, hogy egy hiperrezolúiós gráfból zárt multi-hipertablót konstruál-junk.A 3.3. fejezetben a klózgenerálás témakörével foglalkoztunk, és részletesen leírtuka klózgeneráló tabló módszerét [18℄. Bebizonyítottuk, hogy a klózgeneráló tabló általmegadott klózhalmaz akkor és sak akkor kielégíthet®, ha az eredeti formulahalmazis kielégíthet®. Az ismert klózgeneráló algoritmusok exponeniális bonyolultságúak,ezért foglalkoztunk a klózgeneráló tabló linearizálásával. Ezt a tabló fa adatszerke-zetének módosításával, az ún. DAG adatszerkezet alkalmazásával értük el. Továbbáazt is megvizsgáltuk, hogy a generált klózhalmazon milyen egyszer¶sítéseket végezhe-tünk a felépített tabló alapján: az ágak lezárásával felismerhetjük és eliminálhatjukaz érvényes klózokat.A 3.4. fejezetben a redundania témakörével foglalkoztunk. Három, logikailag ha-sonló élra használtunk fel redundaniával kapsolatos eredményeket:81



82 4. FEJEZET. ÖSSZEFOGLALÁS
• A hipertabló Baumgartner által megadott redundania kritériumát (azaz a hi-pertabló kiterjesztési szabályának megszorítását) mutattuk be és vezettük le.
• Klózok egyszer¶sítését végeztük el redundaniavizsgálat segítségével: egy klóz-nak elimináljuk azon részklózát, mely redundáns a klóz egyéb részére nézve.Bevezettük egy klóz irredundáns variánsának fogalmát, és megmutattuk, hogybármely klóznak létezik ilyen variánsa. Azt is megmutattuk, hogy ha egy klóz-nak több ilyen variánsa létezik, akkor ezen variánsok egymás átnevezettjei.
• Megvizsgáltuk, hogy tetsz®leges rigid literálos tablóhoz (és így a multi-hipertab-lóhoz is) hogyan adható meg redundaniafogalom. Bevezettük a független ágklózfogalmát, és bebizonyítottuk, hogy egy ág független ágklózának új példánya min-dig redundáns az ágra nézve. Ezen észrevételre támaszkodva mutattuk meg aztis, hogy egy olyan klóz, melynek valamely részklóza példánya a független ágklózúj példányának, szintén redundáns az ágra nézve. Rámutattunk, hogy egy rigidliterálos tablót épít® kalkulusnak speiális tulajdonságúnak kell lennie ahhoz,hogy a felírt redundania kritérium alkalmazható legyen: a kalkulus valamelyszabályának biztosítania kell a független ágklózok új példányainak el®állítását.A 3.5. fejezetben a heurisztikus tételbizonyítás lehet®ségeivel foglalkoztunk a multi-hipertabló kapsán, és meg is adtunk egy lehetséges heurisztikát. Azt is megvizsgáltuk,hogy a klózok zártságára vonatkozó kikötésnek az eltörlése vajon milyen következmé-nyekkel jár a multi-hipertablóra nézve, valamint továbbfejlesztettük az el®z®ekbenmegadott heurisztikafogalmat.Az A. függelékben a disszertáióban el®forduló néhány módszernek adjuk meg al-goritmikus megvalósítását. El®ször egy saját, egyszer¶bben használható uni�káiósalgoritmust írunk le. Utána egy klóz, illetve egy kiterjesztés irredundáns variánsánakel®állítását végz® algoritmust mutatunk be. Végül pedig a multi-hipertabló kalkulus-nak adjuk meg az algoritmikus megvalósítását.A disszertáió f® eredményeivel kapsolatosan a következ® megállapításokat tehet-jük: a multi-hipertabló kalkulus egy teljesen automatizált, helyes és teljes hipertablókalkulus, melyhez felhasználható a lineáris bonyolultságú klózgeneráló tabló. A multi-hipertabló egyetlen hiányossága és tulajdonképpen gyakorlatban való alkalmazható-ságának korlátozója a megfelel® redundaniafogalom hiánya.A jöv®ben a multi-hipertablónak olyan továbbfejlesztéseit lesz érdemes kutatni,melyek biztosítják a független ágklózok új példányainak el®állítását.



5. fejezetSummaryIn the dissertation, we investigated the problems of the automation of hyper tableaux(and onsequently, hyper-resolution). We introdued Baumgartner's hyper tableaualulus [3℄, whih had a omponent that ould not be automated, namely the ge-neration of purifying substitutions. Trying to overome this problem, several authorsapply rigid variables in hyper tableaux [4, 10, 19℄. We presented one of these aluliin detail, namely Kühn's rigid hyper tableau alulus [19℄, whih we proved not tobe sound. Furthermore, we pointed out that this alulus had not been proved to beomplete yet.Setion 3 ontains our main results. In Setion 3.1, we introdued the multi-hypertableau alulus [18℄, whih eliminated the use of purifying substitutions. This wasahieved by applying rigid variables. In the same setion, we proved the multi-hypertableau alulus to be sound. The proof of the ompleteness of multi-hyper tableauxan be found in Setion 3.2. In this proof, we started from the fat that hyper-resolution was omplete, i.e., there was a hyper-resolution refutation for any unsa-tis�able lause set. First, we de�ned the hyper-resolution graph, whih ould be on-struted on the bases of a given hyper-resolution refutation. Next, we introdued analgorithm to generate a losed multi-hyper tableau from a hyper-resolution graph.In Setion 3.3, we dealt with the topi of lause generation, and introdued themethod of lause generating tableaux [18℄ in detail. We proved that the lause setgenerated by a lause generating tableau was satis�able if and only if so was theoriginal formula set. Sine the known lause generating algorithms are exponential,we disussed how to make the method of lause generating tableaux linear. This wasahieved by turning the tree data struture applied by tableaux into the so-alledDAG data struture. Furthermore, we disussed what kind of redution based onthe onstruted tableau ould be performed on the generated lause set: by losingbranhes, valid lauses ould be identi�ed and eliminated.In Setion 3.4, we dealt with the problem of redundany. We performed tests basedon redundany for three similar purposes:83



84 5. FEJEZET. SUMMARY
• The redundany riterion (i.e., the restrition of the extension rule) of Baum-gartner's hyper tableaux was introdued and obtained.
• Clauses were redued by the use of a redundany hek: a sublause of a lauseould be eliminated if it was redundant w.r.t. the rest of the lause. We intro-dued the onept of an irredundant variant of a lause, and showed that anylause had suh a variant. We also proved that if a lause had more than oneirredundant variants then these variant were renamed variants of eah other.
• We disussed whether a redundany onept ould be de�ned for arbitrary rigidlausal tableaux (and onsequently, for multi-hyper tableaux). We introduedthe onept of a separate branh lause, and proved that a new instane ofa separate branh lause of a branh was always redundant w.r.t. the branh.Using this fat, we showed that a lause whih had a sublause being an instaneof a new instane of a separate branh lause was also redundant w.r.t. thebranh. We pointed out that a rigid lausal tableau alulus had to ful�l aspeial ondition in order to make the above redundany riterion appliable:the alulus had to support the generation of new instanes of separate branhlauses.In Setion 3.5, we dealt with the potential of heuristi theorem proving in onnetionwith multi-hyper tableaux, and proposed possible heuristis. We disussed what werethe onsequenes of letting the lauses be open and improved these heuristis.In Appendix A, we give algorithmi implementation of some methods introdu-ed in the dissertation. First, an own easy-to-use unifying algorithm is introdued.Furthermore, we desribe an algorithm whih generates the irredundant variant ofa lause and an extension, respetively. Finally, the multi-hyper tableau alulus isimplemented algorithmially.We are summarizing the main results of the dissertation in the following way:the multi-hyper tableau alulus is entirely automated, sound, and omplete, andthe linear lause generating tableau method an be employed with it. The lak of asuitable redundany onept is the only de�ieny of multi-hyper tableaux, sine itlimits their usability in pratie.It would be expedient to do researh on suh improvements of the multi-hypertableau alulus whih provides the generation of new instanes of separate branhlauses.



A. függelékAlgoritmikus megoldásokA.1. Uni�káióAz alábbi algoritmus által kiszámított U() függvény n ≥ 0 db. kifejezéspárhoz rendeliazok legáltalánosabb uni�kátorát (MGU), amennyiben az létezik.A.1.1. Algoritmus. (Unifikáió)1: funtion U((E1, F1), . . . , (En, Fn))2: if n = 1 then3: if En = P (s1, . . . , sk) és Fn = P (t1, . . . , tk) then4: return U((s1, t1), . . . , (sk, tk)
)5: else if En vagy Fn változó then6: if En változó then (x, t) := (En, Fn)7: else (x, t) := (Fn, En)8: if x = t then return ǫ9: if x /∈ FV(t) then return x/t10: end if11: else12: σ := ǫ13: for all i ∈ {1, . . . , n} do14: if U(Eiσ, Fiσ

) létezik then σ := σ U
(
Eiσ, Fiσ

)15: else goto 1916: end for17: return σ18: end if19: return �nem létezik�20: end funtion 85



86 A. FÜGGELÉK. ALGORITMIKUS MEGOLDÁSOKAz algoritmus két f® részb®l tev®dik össze:
• A (2-10) közötti kalkuláiós egységb®l, mely 1 db. kifejezéspárnak állítja el® aMGU-ját.
• A (11-18) közötti disztribúiós egységb®l, mely az n db. kifejezéspárnak egyen-ként állítja el® a MGU-ját a (14)-ben (rekurzívan hívva a kalkuláiós egységet),és ugyanitt veszi azok kompozíióját.A kalkuláiós egység a következ® szakaszokból áll:
• (3-4): Ha mindkét kifejezés ugyanazon predikátumszimbólumból képzett atomiformula vagy ugyanazon függvényszimbólumból képzett term, akkor a disztri-búiós egységgel páronként kiszámítjuk az argumentumaik MGU-ját.
• (5-10): Ha a két kifejezés közül legalább az egyik változó, akkor azt eljelöljük

x-szel, míg a másik kifejezést t-vel. A (9)-ben elvégezzük az our hek nev¶tesztet � ha t-ben el®fordul x, akkor nins MGU-juk �, majd ha ezen sikeresentúljutottunk, akkor x behelyettesíthet® t-vel.Ha (2-18) között nem sikerült a kifejezéspárok MGU-ját megállapítani, akkor a vezér-lés a (19)-re kerül, ahol az algoritmus negatív válasszal tér vissza.A.2. Klóz irredundáns variánsaJelen fejezetben klóz irredundáns variánsának el®állítását végz® algoritmust írunk le.A fejezet két függvényt tartalmaz. Az Irredundant függvény végzi az irredundánsvariáns el®állítását, míg az IsInstaeOf ennek egy segédfüggvénye.Az IsInstaneOf függvény két klózt, D-t és C-t kapja paraméterül, és �igaz�-atad vissza, ha a C valamely részklóza a D-nek példánya, egyébként pedig �hamis�-at.A.2.1. Algoritmus.1: funtion IsInstaneOf(D, C)2: Legyen L1 ∈ D.3: if L1 nem létezik then return �igaz�4: for all L2 ∈ C do5: if L1 és L2 azonos el®jel¶ek, σ = U
(
L1, L2

) létezik és L1σ = L2 then6: if isInstaneOf(〈D\{L1}〉σ, C\{L2}
) then return �igaz�7: end if8: end for9: return �hamis�10: end funtionA függvény rekurzív; a rekurzív hívás a (6)-ban történik. A (2)-ben kiválasztunk egy

L1 literált a D-b®l; ha D üres, akkor a függvény végrehajtása �igaz� válasszal leáll. Ha



A.2. KLÓZ IRREDUNDÁNS VARIÁNSA 87azonban sikerül L1-et kiválasztanunk, akkor a (4-8) iklus próbálja L1-et a C valamely
L2 literáljával uni�kálni az (5)-ben. S®t, itt ennél több is történik: megvizsgáljuk, hogy
L1σ azonos-e L2-vel, ahol σ az ® MGU-juk. Minden sikeres L1 és L2 párosítás után azuni�kált literálokat töröljük a D-b®l és a C-b®l, és rekurzíve meghívjuk a függvényt.Mint látható, a függvény akkor és sak akkor ad �hamis� választ, ha valamely L1-hezsemelyik L2 sem párosítható.A következ®, Irredundant függvény egy C klózt kap paraméterül, melynek irre-dundáns variánsát állítja el®.A.2.2. Algoritmus. (Klóz irredundáns variánsa)1: funtion Irredundant(C)2: C′ := ⊥3: while C 6= ⊥ do4: D := ⊥5: for all L ∈ C\D do ⊲ D változása esetén a iklust újra kell indítani!6: if D = ⊥ vagy FV(L) ∩ FV

�
〈D〉

�
6= ∅ then D := D ∪ {L}7: end for8: C := C\D9: if nem IsInstaneOf(D, C ∪ C′) then C′ := C′ ∪ D10: end while11: return C′12: end funtionA függvény C-b®l a C′ klózt állítja el®, mely C részklóza, és nem tartalmaz olyan

D részklózt, mely redundáns lenne a C′\D-re nézve. Tehát a függvény a (2)-beniniializált C′-t fogja mindig b®vítgetni ilyen D részklózokkal, míg ezzel párhuzamosana C-b®l törli ezeket a D-ket a (8)-ban, egészen addig, míg C üressé nem válik a (3)-ban.Tehát miután D-t a (4)-ben iniializáljuk, az (5-7) iklusban összegy¶jtjük benne a Cliteráljainak egy olyan soportját, melyek tartalmaznak közös változót, de a C egyébliteráljaival változóidegenek. Fontos momentum, hogy D bármely b®vítése esetén aiklust újra kell indítani. Miután C-b®l kiemeljük a D-t a (8)-ban, megvizsgáljuk, hogy
D-nek példánya-e valamely C-beli részklóz; ezt az IsInstaneOf függvény hívásávaltesszük a (9)-ben. Mint itt látszik, a függvény második paramétere a C ∪ C′; ennekoka az, hogy C egyes literáljait már �zikailag átmozgattuk a C′-be. Ha D-nek nempéldánya a C ∪ C′ egy részklóza sem, akkor D-t hozzávesszük a C′-höz még mindiga (9)-ben, vagyis bekerül a végleges eredménybe, melyet a függvény a (11)-ben advissza.A.2.1. Kiterjesztés irredundáns variánsaMegadjuk az Irredundant függvény egy olyan változatát, mely egy T multi-hiper-tabló [E, σ] kiterjesztését kapja paraméterként, és ennek irredundáns variánsát állítjael®.



88 A. FÜGGELÉK. ALGORITMIKUS MEGOLDÁSOKA.2.3. Algoritmus. (Kiterjesztés irredundáns variánsa)1: funtion Irredundant([E, σ], T )2: E′ := ⊥3: while E 6= ⊥ do4: D := ⊥5: for all L ∈ E\D do ⊲ D változása esetén a iklust újra kell indítani!6: if D = ⊥ vagy FV(Lσ) ∩ FV
�
〈D〉σ

�
6= ∅ then D := D ∪ {L}7: end for8: E := E\D9: if nem IsInstaneOf�〈D〉σ, 〈E ∪ E′〉σ

� then E′ := E′ ∪ D10: end while11: σ′ :=
n

x/t ∈ σ
��� x ∈ FV

�
〈E′〉

�
∪ FV(T )

o12: return [E′, σ′]13: end funtionA fenti algoritmus nagyban hasonlít az A.2.2. algoritmushoz. A C′ helyett az E′ klóztgenerálja, mely az E-nek részklóza; tehát benne E literáljai eredeti formájukban, a σhelyettesítés elvégzése nélkül ®rz®dnek meg. A σ-t sak id®legesen végezzük el egy-egyvizsgálat erejéig: a változóidegenség vizsgálatakor a (6)-ban, és a (9)-ben annak vizs-gálatakor, hogy D-nek példánya-e az E valamely részklóza (pontosabban fogalmazva:
〈D〉σ-nak példánya-e az 〈E ∪E′〉σ valamely részklóza). Ezzel E′ generálásának a vé-gére értünk. Ami még hátravan, az a 3.4.11.(2) által de�niált σ′ megkonstruálása a(11)-ben.A.3. Multi-hipertablóJelen fejezetben a multi-hipertabló egy algoritmikus megvalósítását írjuk le. Magáta multi-hipertabló kalkulust a kés®bb de�niálásra kerül® Mht függvény képviseli; atöbbi rutin ennek segédrutinja. A rutinok három globális objektumot használnak:
• A C input klózhalmazt.
• A B literálhalmazt, mely az aktuálisan lezárandó ágat képviseli. A tablónaktehát egyszerre sak egy ágát tároljuk; ez megfelel annak, amit a 3.5.1. fejezetbena baktrakingr®l írtunk, vagyis a kalkulus pontosan baktraking segítségévelkerül most megvalósításra.
• A Θ helyettesítést, mely a tablón eddig elvégzett helyettesítések kompozíiója. Ateljes tablót supán a Θ képviseli.El®bb az Ext⊖ eljárást írjuk le, mely a B-hez és a C-hez tartozó kiterjesztéseket állítjael®, tehát a 3.1.4. de�níióban leírt E(B, C) halmazt. Az el®állított kiterjesztéseketaz E nev¶ változóban (halmazban) gy¶jti, melyet ím szerinti átadással kap megparaméterként (a ím szerint átadott paramétereket mindig be fogjuk keretezni aparaméterlistákban).



A.3. MULTI-HIPERTABLÓ 89A.3.1. Algoritmus.1: proedure Ext⊖( E )2: for all C⊖ ∈ C nem pozitív klóz do3: Ext(Ĉ⊖, [⊥, ǫ], E
) 14: end for5: end proedureMint látható, az eljárás nem sinál mást, mint a C minden egyes nem pozitív C⊖klózára (lásd: 3.1.4.(1)) hívja az Ext segédeljárást.Az Ext eljárás leírása következik az alábbiakban. Az eljárás 3 paramétert vár: azExt⊖ által kiválasztott C⊖ klózt, az éppen konstruálás alatt álló [E, σ] kiterjesztést2,valamint az E halmazt (ím szerint), melyben a B-hez és a C-hez eddig összegy¶jtöttkiterjesztések vannak. Az eljárás rekurzív, önmagát a (9)-ben hívja.A.3.2. Algoritmus.1: proedure Ext(C⊖, [E, σ], E )2: Legyen L⊖ ∈ C⊖ negatív literál.3: if L⊖ nem létezik then4: E ← [E ∪ C⊖, σ] 35: else6: for all C⊕ ∈ B ∪ C pozitív klóz do7: for all L⊕ ∈ Ĉ⊕ do8: if θ := U
(
L⊖Θσ, L⊕Θσ

) létezik then9: Ext(C⊖\{L⊖},
[
E ∪

(
Ĉ⊕\{L⊕}

)
, σθ
]
, E
)10: end if11: end for12: end for13: end if14: end proedureAz eljárás minden egyes végrehajtásakor kiválaszt a paraméterül megkapott C⊖-bólegy L⊖ negatív literált a (2)-ben; miután az ezzel a literállal kapsolatos m¶veleteketelvégezte, a (9)-ben található rekurzív híváskor a C⊖-ból törli az L⊖-t. Ez egészenaddig megy, vagyis addig hívja az eljárás önmagát, míg C⊖-ból elfogynak a negatívliterálok, melynek vizsgálata a (3)-ban foglal helyet; ha így történt, vagyis az aktuális

[E, σ] kiterjesztés konstruálásával eddig a végs® pontig eljutottunk, akkor a konstruáltkiterjesztést felvesszük a kiterjesztések halmazába, vagyis az E-be, a (4)-ben. Ezenkiterjesztés az E-ben található literálok és a C⊖-ban található (már sak pozitív)literálok egyesítésével áll el®, vagyis nem más, mint [E ∪ C⊖, σ].1A bC jelölés értelmezéséhez szintén lásd a 3.1.4. de�níiót.2Most már érthetjük, hogy az Ext⊖ eljárás (3) sorában miért [⊥, ǫ] paraméterrel hívjuk az Exteljárást: �üres� kiterjesztésként iniializáljuk a konstruálandó kiterjesztéseket.3Egy H halmaz esetén H ← x alatt a H := H ∪ {x} m¶veletet értjük.



90 A. FÜGGELÉK. ALGORITMIKUS MEGOLDÁSOKHa sikerült L⊖-t találnunk, akkor az eljárásban a (6-12) dupla iklus kerül vég-rehajtásra. A küls® iklus a B ∪ C-ben található pozitív C⊕ klózokat veszi sorra(a 3.1.4.(2)-nek megfelel®en), míg a bels® iklus a Ĉ⊕-ban szerepl® L⊕ literálokat(a 3.1.4.(3)-nak megfelel®en). A (8)-ban azt vizsgáljuk meg, hogy vajon az L⊖ és az
L⊕ alapjai uni�kálhatóak-e. Egészen pontosan: L⊖Θσ és L⊕Θσ alapjait próbáljukuni�kálni; ennek oka az, hogy C⊖ és C⊕ literáljait külön-külön, páronként próbál-juk egymással uni�kálni, vagyis a konstruálás alatt álló kiterjesztésben szerepl® σhelyettesítést kumulatív módon állítjuk el®4.Ha találunk két uni�kálható literált, akkor a kiterjesztés konstruálása folytatód-hat: meghívja az eljárás önmagát a (9)-ben. Mint már említettük, ezel®tt C⊖-bóltöröljük L⊖-t. Továbbá a konstruálás alatt álló kiterjesztésünket továbbépítjük: az
E-t kiterjesztjük a Ĉ⊕ literáljaival, kivéve az L⊕-t; valamint σ-hoz kompozíióvalhozzávesszük a fentebb számolt MGU-t, melyet θ-val jelöltünk el.Miután az Ext⊖ eljárás hívásával tetsz®leges B-re és C-re el® tudjuk állítani
E(B, C)-t, minden készen áll, hogy leírjuk a multi-hipertabló kalkulust megvalósítóMht függvényt.A.3.3. Algoritmus.1: funtion Mht2: Θ := ǫ, B := {⊤}3: if Close then return {x/t ∈ Θ | x ∈ Par(C)}4: else return �hamis�5: end funtionA függvény C-hez konstruál multi-hipertablót, melyet két már említett globális objek-tum segítségével reprezentál: a Θ-val és a B-vel; kezdetben mindkett® alaphelyzetbenáll. Az Mht függvény a lent leírásra kerül® Close segédfüggvényt hívja, mely azaktuális B ágat próbálja lezárni. Ha ez nem sikerül, akkor az Mht negatív válasszaltér vissza a (4)-ben; ha viszont sikerül, akkor a (3)-ban a Θ-ból kiválogatja a C para-méterváltozóira vonatkozó helyettesítéseket, és ezeket adja vissza a függvény.A.3.4. Algoritmus.1: funtion Close2: E := ∅3: Ext⊖(E)4: while E 6= ∅ do5: E

min
−−−→ e 56: Θ′ := Θ7: if Apply(e) then return �igaz�8: Θ := Θ′9: end while4Tulajdonképpen az uni�káiós algoritmus A.1.1.(11-18) disztribúiós egységének (14) sora búvikitt meg rejtetten.5A E min

−−−→ e alatt értsd: e az E egyik minimális (heurisztikájú) eleme, valamint E := E\{e}.



A.3. MULTI-HIPERTABLÓ 9110: return �hamis�11: end funtionA Close függvény el®ször a (2)-ben létrehoz egy E nev¶ változót (halmazt), melybebetölti az E(B, C) tartalmát a (3)-ban, az Ext⊖ segédeljárás hívásával. A (4-9) iklus-ban ebb®l emelünk ki mindig egyminimális (legkisebb heurisztikájú) e kiterjesztést az(5)-ben, melyet alkalmazunk a B ágon. A kiterjesztés alkalmazását a lentebb leírásrakerül® Apply függvény hívásával kivitelezzük a (7)-ben, mely el®tt egy visszaállításipontot hozunk létre (lásd: 3.5.1. fejezet) a (6)-ban. A visszaállítási pont nem más,mint az aktuális Θ lementése egy lokális változóba, a Θ′-be6. Az Apply függvény �mint alább látni fogjuk � pontosan akkor tér vissza �igaz�-zal, ha a kiterjesztés el-végzése eredményeként B-b®l el®álló ágak mindegyikét sikerült lezárni; ha mégsem,akkor a visszaállítási pontot felhasználva visszatöltjük a Θ-nak a kiterjesztés el®ttitartalmát a (8)-ban, és továbblépünk a következ® minimális heurisztikájú kiterjesztésalkalmazása felé. Ha mindegyik E-beli kiterjesztés alkalmazása kudaral végz®dött,azaz egyikkel sem sikerült B-t lezárni, a függvény �hamis�-sal tér vissza.Az utolsó segédfüggvény, az Apply leírása következik. A függvény egy paramétertvár, egy [E, σ] kiterjesztést, melyet az aktuális B ágon alkalmaz.A.3.5. Algoritmus.1: funtion Apply([E, σ])2: Θ := Θσ3: for all L ∈ E do4: B ← L5: continue := Close6: B := B\{L}7: if nem continue then return �hamis�8: end for9: return �igaz�10: end funtionEl®ször a függvény a σ helyettesítést veszi hozzá a Θ-hoz kompozíióval a (2)-ben.Ezután következik a B-b®l származtatott új ágaknak az el®állítása a (3-8) iklusban.Ennek keretében az E klóz összes literálját vesszük sorra, egyenként hozzáf¶zve ®ket
B-hez a (4)-ben. Ezután a már ismert Close függvényt hívjuk az id®közben egy elem-mel kib®vített B-re az (5)-ben, melynek kimenetét (�igaz� vagy �hamis�) elraktározzuka continue lokális változóban. Ha a continue értéke bármikor hamissá válik, azaz haa Close akár egy leszármazott ágra is �hamis�-sal tér vissza, akkor az Apply azon-nal negatív választ szolgáltat a (7)-ben; ha viszont E semelyik literáljára sem lépünkki a függvényb®l �hamis�-sal, az azt jelenti, hogy a kiterjesztés sikeres volt, azaz B6Látható, hogy visszaállítási pontot nem sak a legszükségesebb esetekben, azaz paraméterválto-zók behelyettesítésekor hozunk létre, hanem minden egyes alkalommal, mikor a tablón helyettesítéstvégzünk el. Mint a 3.5.1. fejezetben említettük, implementáiós szinten nins igazán értelme leveze-tésfolytonosan alkalmazni kalkulusunkat, a baktraking lesz az e�ektív implementáió általánosanhasznált eszköze.



92 A. FÜGGELÉK. ALGORITMIKUS MEGOLDÁSOKösszes leszármazott ágát lezártuk, tehát pozitív válasszal térünk vissza a (9)-ben. A
continue értéke akár igaz vagy hamis, azaz akár lehet folytatni a leszármazott ágak le-zárását, akár negatív válasszal kell visszatérnünk, a B-hez legutoljára satolt L literálteltávolítjuk a B-b®l a (6)-ban.A jelen fejezetben tehát a multi-hipertabló kalkulus egy rekurzív, baktrakingreépül® megvalósítását írtuk le. A f® függvény, azaz az Mht módosítható lenne olyanirányban, hogy a függvény ne álljon meg az els® keresett helyettesítés megtalálásakor,hanem iklikus megvalósítás keretében folytassa a keresést az egyéb megoldások felé.
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