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BEVEZETES

A figgvényegyenletek elméletének egyik leginkabb kutatott témakore a
stabilitaselmélet, mely azt a problémat targyalja, hogy egy adott egyenletet
"kis hibaval megoldd” fiiggvény vajon kozelitheto-e a fliggvényegyenlet egy
megoldasaval. A Cauchy-egyenletre vonatkozdan ezt a kérdést el6szor Polya
Gyorgy és Szegé Gabor tette fel (és valaszolta meg) 1925-ben (lasd [PSz25]),
de nagyobb érdeklédést valtott ki S. M. Ulam 1940-ben megfogalmazott,
altalanosabb alaki probléméja (14sd [Ula60]). A megoldast D. H. Hyers adta
meg 1941-ben (lasd [Hye4l]). Egy iteraciés eljarast alkalmazott, amelybél
kialakult egy technika, melyet Hyers-modszernek vagy direkt mddszernek
neveziink. A késébbiekben szamos modositasa, altalanositasa késziilt ezeknek
az eredményeknek a Cauchy-egyenlettel, illetve egyéb fliggvényegyenletekkel
kapcsolatosan, melyekrol tijabb osszefoglalé irasok talalhatéak tobbek kozott
a [For95], [Szék00] dolgozatokban. Az értekezés célja hasonlé eredmények
igazolasa eddig nem targyalt vagy az eddigieknél altaldanosabb strukturakon
értelmezett fliggvények korében.

A disszertacié két fejezetbdl all. A dolgozat els6 fejezetében értékelt
testek feletti normalt terek kozott értelmezett fiiggvények esetén vizsgéljuk a
Cauchy-egyenlet, a gylirii homomorfizmusok, a monom egyenlet és a Fréchet-
egyenlet stabilitasat. Vizsgalatokat végziink az approximal6 fiiggvény regu-
laritési tulajdonsagaira vonatkozoan is.

A masodik fejezetben elOszor egyvaltozds fliggvényegyenletek stabilita-
saval foglalkozunk olyan fliggvényeket tekintve, melyek egy nem iires hal-
mazt képeznek metrikus térbe. Vizsgaljuk az eredeti fliggvényiinket kozelito
megoldasfiiggvény egyértelmiiségét, tovabba a két fliggvény pontonkénti ta-
volsagat feliilrol becslo kifejezéseket. Ezen eredmények segitségével igazoljuk
grupoidokon értelmezett tobbvéltozés fiiggvényegyenletek (mint példaul a
Cauchy-egyenlet vagy a monom egyenlet) stabilitdsat. Eredményeink itera-
cios eljarasokra épiilnek, azonban a dolgozat végén példat adunk olyan grupo-
idokra is, amelyek kozott értelmezve a Cauchy-egyenletet a stabilitas teljestil,
de ez nem lathaté be a direkt modszerrel. A stabilitas igazolasdhoz egy
specilis technikat hasznélunk, amely kiilonbozik a Cauchy-egyenletnél eddig
alkalmazott mdédszerektol, azaz a direkt mdédszertél, az invarians kozép tech-
nikatol (lasd [SzEék86]) és a szendvics tételekre épiild eljarastol (lasd [P4l98)).
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1 STABILITAS ERTEKELT TESTEK FELETTI NORMALT TERE-
KEN

1.1 TERMINOLOGIA

Egy testet értékelt testnek neveziink, ha adott rajta egy értékelés, azaz egy
valés értéki, pozitiv definit, multiplikativ, szubadditiv fiiggvény. Egy nulla
karakterisztikdju test tartalmazza a racionalis szamokat, igy értékelése in-
dukél Q-n is egy értékelést. A. Ostrowski (lasd [Ost17]) eredményei alapjin
a racionalis szamok teste feletti értékeléseket pontosan ismerjik. Amennyi-
ben | |g egy értékelés Q-n, akkor a kovetkezd allitdsok valamelyike teljesiil:

1. Létezik egy 8 € (0,1] szdm, amelyre | |o = | |, ahol | | a szokésos
abszolut érték fiiggvény.

2. |0]g = 0 és létezik olyan p primszam és o € (0, 1], melyekre z € Q\{0}
és o =p'2 (p /n, p m.k € Z) esetén |z|g = o (0 = 1: trividlis
értékelés, o = 1/p: p-adikus értékelés).

Ertékelt test feletti vektorterekben, illetve algebrdakban értelmezheto a
norma fogalma, amely annyiban tér el a klasszikus értelemben vett norma
definici6jatol, hogy egy adott skalarnak nem az abszolit értékét, hanem az
értékelését tudjuk kiemelni a normébol. Eppen ezért a szokasos bizonyitasi
technikdk vagy nem miikodnek, vagy csak valamilyen mddositott verzidéjuk
hasznalhaté.

1.2 CAUCHY-EGYENLET

Elészor a fiiggvényegyenletek stabilitaselméletének alapveté problémajat, a
Cauchy-egyenlet stabilitasat vizsgaljuk. F6 eredménytink a kovetkezo:

TETEL. Legyen (X, || |l1) egy normdlt tér az | |r értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikagi F' test felett és (Y, || ||2) egy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaji K test felett. Legyen « eqy rogzitett valos
szam és H : [0, 00[x [0, 00[— [0, 00| egy a-rendben homogén figguény. Ha az
f: X =Y figguény teljesiti az

1z +y) = f@) = FW)ll2 < K|zl lyllh)

egyenldtlenséget és létezik eqy | pozitiv egész szam, melyre |l|% # ||k, akkor
egyértelmien létezik eqy g : X — Y additiv fiigguény, melyre tetszdleges
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xz € X esetén

1-1
> H(|klr, 1)
1£(z) = g(@)l2 < |2,
il = 1115
tovabba
or) = lim —f("r)  (reX)
ahol v € {1, 7} olyan raciondlis szdm, melyre |r|% < |r|x. Ha még K = F,
| |F nem trividlis értékelés, melyre nézve Q mindeniitt sird F-ben, tovibbd
minden © € X esetén az f, : t — f(tx) (t € F) fliggvény korldtos valamely
nem nulla kézépponti, pozitiv sugard nyilt gombon, akkor g linedris.

A H(ty,ty) = € (1 + ) esetben javitjuk az eredeti f fliggvény és az ap-
proximalé g fiiggvény tavolsagbecslését, igazoljuk a tétel bizonyos értelemben
vett megforditasat és példakkal is illusztraljuk azt.

Az értékelések tipusatdl fiiggéen harom kiillonb6zo esetben nem létezik
olyan [ € N, melyre |I|% # ||k, azaz amikor nem teljesiil tételiink feltétele:

1. « =06és| |g a trividlis értékelés Q-n.

2. a#0,||p=|"é ||k =" valamely 3, 5> € (0,1] esetén, ahol
aby = P

3. a # 0 és létezik egy p primszam 1gy, hogy | [p = | [0t és | [x = | |
valamely (31, B2 > 0 esetén, ahol a3, = 5.

A masodik esetben a stabilitds nem &ll fenn, ellenpélda talalhaté a [Gajol]
dolgozatban, a H(t1,t2) = e (1§ + t$) fiiggvényre vonatkozdan. A mdsik két
esetben azonban eldontetlen a kérdés.

1.3 GYURU HOMOMORFIA

Az eléz6 részben talalhato tétel segitségével belatjuk a gytirti homomorfiz-
musok stabilitasat.

TETEL. Legyen (X, || ||1) normdlt algebra az | |r értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikaji F test felett, (Y,|| ||2) Banach-algebra az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikdju K test felett, a és (B rogzitett valos szamok,
e > 0 tovabbd H : [0,00[x[0, 00[— [0,00[ egy a-homogén figguény. Tegyiik
fel, hogy létezik egy olyan r € Q\ {0}, melyre |r|% > ||k, |r|% > |r|x vagy
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Ir|% < |rlk, |r]% < |rlx. Ha az f: X — Y figgvény tetszdleges x,y € X
esetén teljesiti az

1z +y) = f(2) = FW)ll2 < Hllzl1, [lyll1)

1 (zy) = f@) F )2 < el Iy}

egyenlotlenségeket, akkor egyértelmiien létezik eqy g : X — Y gyiird homo-
morfizmus, melyre tetszoleges x,y € X wvdlasztdsdval

1f(2) = g(@)]l2 < ol

valamely 6 € R esetén. Tovdbbd

9(@)(fly) —9w) = (f(x) —g(x)gly) =0 (z,y € X).

Ha létezik olyan x € X, melyre g(x) nem nulloszté Y-ban, akkor f = g,
azaz [ gylrll homomorfizmus. Specialisan, ha Y nulloszté-mentes, akkor
g =0vagy f =g, azaz

1f(@)ll2 < ozl (z € X)

vagy f gylri homomorfizmus. Ez a gylirii homomorfia egyenletének egyfaj-
ta szuperstabilitasat jelenti. Tovabbi feltételekkel g-r6l belathato az is, hogy
algebra homomorfizmus.

1.4 MONOM EGYENLET

A Cauchy-egyenlet és a norma-négyzet egyenlet altaldnositasa a

Ayg(z) =nlg(y)

n-edfokd monom egyenlet (n € N). Gilanyi Attila egy technikai lemmajanak
felhasznélasaval (1dsd [Gil97]) igazoljuk a kovetkezot.

LEMMA. Legyen (X, | ||1) egy normdlt tér az | |r értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikagi F test felett, (Y, || ||2) egy normdlt tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaju K test felett, f : X — Y, r eqy pozitiv
egész vagy eqy pozitiv egész reciproka, o eqy rogzitett valos szdam tovabbd
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H : [0, 00[x[0, 00[— [0, 00| egy a-homogén figgvény. Ha tetszbleges x,y € X
esetén fenndll a

(1) 1Ay f (@) = nlf(y)lla < Kl [[yll2)

egyenldtlenség, akkor létezik eqy (r-tél fiiggd) k valds szdm, amelyre

[f(re) =" fo)lls < wllfly (2 € X).

Belatjuk azt is, hogy egy olyan monom fiiggvény (a monom egyenlet egy
megoldésa), amely majordlhat6 a d||z||{ kifejezéssel valamely 6 € R esetén,
sziikségképpen azonosan nulla. Ezek segitségével igazoljuk ennek a résznek
az egyik fo eredményét:

TETEL. Legyen (X, || ||1) egy normdlt tér az | | értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikaju F test felett és (Y, || ||2) eqy Banach-tér az | |k értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikdaju K test felett. Ha az f : X — Y figgvény
teljesiti az (1) egyenldtlenséget és létezik egqy | pozitiv egész szam, melyre
1% # |, akkor egyértelmiien létezik eqy g : X — Y monom figguény,
melyre

1f(z) = g@)l2 <6lllf (v € X)

valamely (1-t6l fiiggd) 6 € R esetén.

Ahogy a Cauchy-egyenletnél, a H(ty,t2) = e (1) + t$) esetben az értéke-
lések tipusat figyelembe véve javitjuk az f és g fiiggvény tavolsagbecslését.

Ezt kovetoen megvizsgaljuk a tételben szerepld g fliggvény homogenitasat,
melyhez el6szor igazolunk egy allitast, amely az n-additiv fiiggvények reg-
ularitasi tulajdonsaganak egyfajta kiterjesztésérol szél, majd belatjuk az
alabbi tételt:

TETEL. Legyen F eqy nulla karakterisztikdji test valamely nem trividlis
| |F értékeléssel, melyre vonatkozdan a raciondlis szdimok halmaza mindenditt
strt F-ben és legyen (Y, ||) egy normdlt tér F felett. Tegyiik fel tovdbbd,
hogy g : I — Y egy n-edfoki monom figgvény. Ha g korldatos valamely
pozitiv sugard nyilt gémbon, akkor g(t) = t"g(1).

Most mar a monom egyenletre vonatkozo stabilitasi tételtinket meg tudjuk
fogalmazni olyan feltételekkel, amelyekkel biztosithatjuk az approximalo fligg-
vény n-homogenitasat.

TETEL. Legyen F egy nulla karakterisztikdgi test egy nem trividlis | |r
értékeléssel, melyben Q mindeniitt sirid. Legyen (X, || ||1) normalt tér F felett
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és (Y,|| ||2) Banach-tér F felett. Ha az f : X — Y figguény kielégiti az (1)
egyenldtlenséget, minden x € X esetén az f, : t — f(tx) (t € F) figgvény
korldtos egqy nem nulla kozépponti, pozitiv sugari nyilt gombon, tovdbbad
létezik egy olyan | pozitiv egész szam, melyre |l|% # ||k, akkor egyértelmien
létezik eqy g : X — Y n-homogén monom fligguény, melyre

1f(2) = g(@)[la < ofl=[lY (v € X)

valamely (1-t61 figgd) 6 € R esetén.

1.5 FRECHET-EGYENLET

A fejezet utolsé részében a

Ayhyz,-..,yng(x) =0

Fréchet-egyenlet stabilitdsat vizsgaljuk (n € N, n > 2). Egy technikai jel-
legii eredmény és egy, az n-additiv fliggvények stabilitasara vonatkozo allitas
igazolasa utan megfogalmazzuk az alfejezet {6 eredményét:

TETEL. Legyen (X, || ||l1) egy normdlt tér az | | értékeléssel elldtott nulla
karakterisztikagi F test felett és (Y, || ||2) eqy Banach-tér az | | értékeléssel
ellatott nulla karakterisztikaju K test felett. Tegyuk fel, hogy az f : X — Y
figguényre teljesiil a

1Ak f (@)l < el Maall§ - Bl (2 hase e by € X)

egyenliotlenség valamely o €s 3 valos szamok esetén. Ekkor, ha létezik eqy |
pozitiv egész szam, melyre

U5 > (U, UE >Nl vagy  [lE < |Uw, [UE <,
akkor léteznek olyan szimmetrikus, k-additiv Gy, : X* — Y (1<k<n-1)
fuggvények, melyekre 3 # 0 esetén

n—1

f(x)=f0)+ ) Gile) (v e€X),

ahol Gi(z) = Gi(z,...,z) (v € X,;k=1,...,n—1), azaz f eqy legfeljebb
n — 1-edfoku dltaldnositott polinom, 3 = 0 esetén pedig

S 6571([,0[)“.17”?& (:L‘ € X)v
2

Hf(:r) CH0) - Y Giw)




ahol

F

ésn > 2 esetén

Su(l ) = 52(l,a)ﬁ62 (z, ?a) .

=2

Ez az eredmény valés normalt tereket tekintve is teljesen 1ij, bar ismeretes
hidnyos (vagy hibdsnak tiné) prébélkozas hasonlé &llitas igazoldsira (l1dsd
[BI99]).

A stabilitasi egyenlotlenség jobb oldalan szerepl6 korlatozo fliggvény alakja
nem olyan altalanos, mint a korabbi eredményekben. A stabilitas tetszoleges
a-homogén fliggvény hasznalataval valo igazoldsa nyilt probléma. Szintén a
tovabbi kutatdsok targyat képezheti a

AZf(x) =0

polinom egyenlet hasonld értelemben vett stabilitasanak vizsgalata.

2 STABILITAS GRUPOIDOKON

2.1 TERMINOLOGIA

A disszertacié masodik fejezetében egyszert halmazokon, illetve grupoidokon,
azaz binaris mivelettel ellatott halmazokon értelmezett fiiggvényekkel dol-
gozunk. Egy adott (X,¢) grupoid esetén, ha valamely | > 2 egész szamra
barmely x,y € X valasztasaval teljesiil (z o y)! = 2! o ¢!, akkor azt mond-
juk, hogy (X,o) [-hatvdnyszimmetrikus. Az | = 2 esetben hasznéljuk a
négyzetszimmetrikus elnevezést is. Nyilvanvaléan az egyarant kommutativ
és asszociativ operatorok [-hatvanyszimmetrikusak is, de a hatvanyszimmet-
riabol nem kovetkezik sem a kommutativitas, sem az asszociativitas. X egy
tetszoleges x elemének hatvanyait rekurzivan definialjuk a kévetkezdképpen:
legyen 2! = x tovabba 2! = 2*ox (k € N). Az l-edik hatvanyfiiggvényekre
a @, jelolést haszndljuk.

Egy tetszéleges H halmaz esetén jeloljik a ¢ : H — H fiiggvény n-
edik iterdltjat ¢"-nel, és legyen ¢° az identikus leképezés. Amennyiben ¢
invertalhaté, jeloljik =1 n-edik iterdltjat ¢ "-nel.
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Amennyiben adott egy (X, d) metrikus tér és egy ¢ : X — X fiiggvény,
akkor a ¢ fliggvény egyenletes folytonossdgi modulusa alatt az

wy 1 [0,00[— [0,00[,  w,(t) :=sup {d(p(x),p(y))|z,y € X, d(x,y) <t}

fliggvényt értjik, Lipschitz-modulusa alatt pedig a

d(p(x), o(y))

Lip ¢ :=sup { (d(x,y))

r,y€X,rF# y}
kifejezést.

2.2 EcYVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK

Legyen X nem iires halmaz, (Y,d) metrikus tér és v : X — [0, 00[ adott
fiiggvény. Vizsgaljuk a

(2) glx) =¢pogop(x)  (reX)

egyvaltozos fliggvényegyenletet, ahol v : X — X és ¢ : Y — Y rogzitettek
és g : X — Y az ismeretlen fiiggvény. Egy f : X — Y fiiggvényt tekintve,
amelyre teljesiil a

(3) d(f(z). o fop(r)) <v(x)  (v€X)
stabilitasi egyenl6tlenség, a kovetkezo kérdésekre keressiik a valaszt:

1. Mikor konvergens a
(4) g0=1f g1 =vogiop (nEN)
iteracié?
2. Mely § : X — [0, oo[ fiiggvények esetén teljesiil
d(f(2). im g.(x)) <6(x)  (xeX)?
3. Mikor lesz a g(z) = 7}1:1;0 gn(z) fliggvény megoldasa (1)-nek?

4. Van-e masik h : X — Y megolddsa (1)-nek, amelyre a d(f(x),h(z))
tavolsag o(x)-szel feliilrél becsiilhetd?
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Els6 fontos eredménytink a kovetkezo:

TETEL. Tegyiik fel, hogy a v fiigguény folytonos és f : X — Y eqy
megolddsa (3)-nak. Jeldljik wy-vel a i figguény egyenletes folytonossdgi
modulusat. Ha a (4)-ben definidlt iterdcio konvergens minden x € X esetén,
akkor a g(z) = nh_}lgo gn () fligguény megolddsa (2)-nek és a

(5) 6(x) = v(x) +wy 0 6 0 p(x)
egyenldtlenség minden d megolddsa esetén

d(g(x), f(z)) <d(z) (€ X).

Lathat6 tehat, hogy az (5) fiiggvényegyenl6tlenség minden megoldasa
felso becslése lesz az eredeti f fliggvény és az approximalé g fliggvény tavolsa-
ganak. A kévetkez6 lemma egy elégséges feltételt ad meg az (5) egyenlétlenség
megoldhatosdgéara, tovabba megadja egy megoldasat is.

LEMMA. Ha létezik egy o-szubadditiv k : [0, 00[— [0, 00| fiigguény, melyre
K(t) > wy(t) (t>0) és

() (@)=Y w00

konvergens minden x € X esetén, akkor 6(x) egy megolddsa (5)-nek.

Megjegyzendo6, hogy ha Y egy normalt tér és a d metrika a normabdl
szarmazik, akkor az w, figgvény maga is o-szubadditiv. Ezenfelil, ha Y
teljes, akkor a (6) sor konvergencidja a x = wy, vélasztdssal garantalja a (4)
iterdcié konvergenciajat. A kovetkezo tétel alapjan azt mondhatjuk, hogy
gyengébb feltételek is elegenddek, ugyanis (6)-ban az wfj', fiiggvények helyett
hasznalhatjuk a kisebb w,; fiiggvényeket is. A tételben az f és g fliggvény
tavolsagara megadunk egy 1j korlatot is.

TETEL. Teqyiik fel, hogy Y eqy teljes metrikus tér és 1 folytonos. Ha az
f: X =Y figgvény megoldasa (3)-nak és

x(z) Izww oyoyl(z)<oo  (z€X),

akkor a (4) iterdcid konvergens, a g(x) = lim g,(z) fliggvény megolddsa
(2)-nek és

(7) d(f(z),g9(x)) <x(z)  (zveX).
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Ha a tételben feltételezziik egy olyan o-szubadditiv s fiiggvény létezését,
amelyre k(t) > wy(t) (t > 0) és a (6) sor konvergens minden x € X esetén,
akkor azt kapjuk, hogy g az egyetlen olyan megolddsa (2)-nek, melyre (7)
teljestil. Az Y tér teljessége és a x fiiggvény konvergenciaja azonban nem
sziikséges ahhoz, hogy a (4) iteracié konvergens legyen, igy a kordbbi tételiink
feltételei gyengébbek. Tovabbda létezhet olyan megoldasa (5)-nek, amely
kisebb felsé korldtja a d(f(x), g(z)) kifejezésnek, mint x(x).

2.3 CAUCHY-EGYENLET

Az (X, 0) és (Y, *) grupoidok kozott értelmezett Cauchy-egyenlet alakja

(8) glrxoy) =g(x)xg(y)  (v,y € X).

Az egyvaltozos fliggvényegyenletre vonatkozé eredményeink segitségével meg
tudunk adni olyan feltételrendszereket, melyekkel teljesiil a Cauchy-egyenlet
stabilitasa. Példaul, ha a stabilitasi egyenlétlenség jobb oldalan konstans
fliggvény all, a kovetkezét mondhatjuk:

TETEL. Legyen (X,©) l-lel egyértelmiien oszthatd, l-hatvdnyszimmetrikus
grupoid, (Y, *,d) l-hatvanyszimmetrikus teljes metrikus grupoid és tegyiik fel,
hogy

L= ZLipgoil < 00.
5=0

Hae>0¢ésaz f: X =Y fugguény kielégiti a

d(f(xoy), flz)* fy)) <e  (z,y€X)

egyenldtlenséget, akkor létezik eqy g : X — Y megolddsa (8)-nak, melyre
d(g(a), f(@) <Ll -1 (z€X)
€s
g(w) = lim @0 fop f(x)  (veX).
Tovabbd g az egyetlen olyan megolddisa a Cauchy-egyenletnek, amelyre a
d(f(x),g(x)) kifejezés korldtos.

Az [-lel val6 oszthatdsdgot az X grupoid helyett az Y grupoidra feltételezve
is megfogalmazhato hasonlo allitas.
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2.4 TOVABBI TOBBVALTOZOS FUGGVENYEGYENLETEK

Ebben a részben a kovetkezd altalanos stabilitasi tételt igazoljuk:

TETEL. Legyen X egy nem tires halmaz a o1, . .. , o, bindris operdtorokkal,
(Y, d) egy teljes metrikus tér és e > 0. Ezenfelil tegyiik fel, hogy ¢ : X — X,
VY =Y, f: X =Y é F:Y" — [0,00] olyan fiigguények, hogy o
endomorfizmus a ¢1, ..., operdatorokra nézve, F' folytonos, tovabbd az

L= iLipwn < 0,
n=0

d(f(z), o fop()<e (reX),
F@™(yn), - 0" () < LipY"F(yr, ..., u6) (mEN, y1,..., e €Y)
és

sup F(f(zo1y),..., flxory)) < oo
r,yeX

feltételek teljestilnek. FEkkor létezik eqy g : X — Y fiigguény, mely megoldadsa
az

(9) Fg(zory),....g(rory) =0  (v,y€X)
figguényegyenletnek és kielégiti a
d(f(z),g(zx)) < Le (v € X)

egyenlotlenséget.
A (9) egyenlet szamos jol ismert fliggvényegyenletet magédba foglal. Az
értekezésben példaként levezetjiik az

m

1)+ o () feen) = mif) (e X)

=1

altalanositott monom egyenlet egy stabilitési tételét, ahol (X, ) egy grupoid.

2.5 EGY PELDA, AMIKOR A HYERS-MODSZER NEM MUKO-
DIK

Az (X, 0) és (Y, *) grupoidok kozott értelmezett

glrxoy)=gx)xgy) (r,y€X)
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Cauchy-egyenletben és a ra vonatkozo

d(f(xoy), fx)* fy) <e  (z,y€X)

stabilitasi egyenlotlenségben y helyére x-et irva a kovetkezo egyvaltozés egyen-
letet és egyenlotlenséget kapjuk:

(10) gowas(r) =pa.og(x)  (ve€X)
(11) d(f o pao(x), 2.0 f(z)) <e  (zeX).

A Cauchy-egyenlet azon g megoldasai megkonstrualasahoz, amelyek a sta-
bilitési egyenlétlenségnek eleget tevé f fiiggvényeket kozelitik, a Hyers-maod-
szer a kovetkezOképpen hajthatd végre: A o, és o, fliggvények valame-
lyikének invertalhatésagat feltételezve, a

91:=1f o1 = 2.0 Gn 02 (n€N),

gii=f g1 =¢2.00,005, (n€N)

iterdcidk egyikérél megmutatjuk, hogy a (11) egyenlétlenség 6sszes f megol-
désa esetén konvergal egy olyan ¢ fiiggvényhez, amely megoldasa (10)-nek és
a Cauchy-egyenletnek, tovabba d(f(z),g(x)) < ce valamely ¢ € R esetén.
Legyen H egy kozéppontosan konvex részhalmaza egy raciondlis szamok
feletti X vektortérnek. Ha H Q-algebrailag nyilt, azaz minden p € H pont és
minden v € X vektor esetén létezik egy 7 pozitiv szam ugy, hogy p+tv € H
minden ¢ € [0, 7] N Q esetén, akkor a

r+y
(12) o(52) = Vo@e) @y e H)
fiiggvényegyenlet stabilitasa belathato egy specialis, a kdzéppont operatorra
vonatkozo6 idedlokra épiil6 modszer segitségével. Az

T+ ,
xoy::Ty €s T*xY = Yy

jeloléseket bevezetve azonnal adédik, hogy (H, <) és ([0, oo[, *) négyzetszim-
metrikus grupoidok és a (12) fiiggvényegyenlet éppen a Cauchy-egyenlet
ezeken a grupoidokon. Azonban a dolgozatban beldtjuk, hogy a stabilitds
nem igazolhaté a korabbi részekben &altalunk is hasznalt iteracios eljarassal,
mellyel szamos kutaté igazolta kiilonbozo kortilmények kozott a Cauchy-
egyenlet stabilitasat. Eredményeink alapjan azt mondhatjuk tehat, hogy a
direkt modszer a Cauchy-egyenletnél csak altalaban miikodik, de nem mindig.
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INTRODUCTION

The stability theory of functional equations is one of the most intensively
investigated subject in the theory of functional equations. The basic ques-
tion is weather an ’approximate solution’ of a functional equation 'can be
approximated’ by a solution of this equation. Concerning the Cauchy equa-
tion, this problem was formulated (and solved) by Gy. Pélya and G. Szeg&’s
book [PSz25] in 1925, but the popular version of this problem was given by
S. M. Ulam in 1940 (see [Ula60]) in a more general form. D. H. Hyers an-
swered the problem in 1941, for the real vector space setting (see [Hye4l]).
He used an iteration process to determine the approximating proper solution
of the Cauchy equation. Nowadays, this method is called the Hyers method
or the direct method. Stability problems of this type were investigated by
several authors during the last decades (recent surveys of these results can
be found among others in [For95], [Szék00]). The aim of the dissertation is
to verify analogous results in more general structures.

The dissertation consist of two chapters. In the first chapter we deal with
the stability of the Cauchy equation, ring homomorphisms, the monomial
equation and the Fréchet equation in Banach spaces over fields with arbitrary
valuations. We make investigations concerning the regularity properties of
the approximating function as well.

In the first part of the second chapter we investigate the stability of
functional equations in a single variable for functions defined on a nonempty
set and mapping into a metric space. We deal with the uniqueness of the
approximating function. We also obtain new and sharper estimates for the
pointwise distance of the approximating function and the original function.
Using these results, in the second part of this chapter we prove the stability
of functional equations in several variables (for instance the Cauchy equation
and the monomial equation) on groupoids.

Our results are based on iteration processes. However, at the end of the
dissertation we present an example of a stable Cauchy-type functional equa-
tion, whose stability cannot be proved via the Hyers method. The three
familiar processes to prove the stability of the Cauchy equation are the di-
rect method, the invariant mean technique developed by L. Székelyhidi (see
[Sz€k86]), and the process of Zs. Péles (see [P4198]), which is based on sand-
wich theorems. To prove the stability of our example, we use a special
method, which is different from any of these techniques.
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1 STABILITY IN NORMED SPACES OVER FIELDS WITH VAL-
UATIONS

1.1 BASIC CONCEPTS

We say that a field is a field with a valuation, if we have a valuation on
it, which is a positive definite, multiplicative, subadditive function with real
values. If we have a valuation on a field of characteristic zero, then it involves
a valuation on Q. By a result of A. Ostrowski (see [Ostl7]), if | g is a
valuation on @Q, then one of the following two cases holds:

1. There exists a 3 € (0,1] such that | |g = | |, where | | is the standard
absolute value.

2. |0lg = 0 and there exists a prime number p and p € (0, 1] such that if
v € Q\{0} and . =p*2 (p fn, p fm,k € Z), then |z|g = o* (0 = 1
trivial valuation, 0 = 1/p: p-adic valuation).

We introduce the concept of a norm in a linear space over a field with a val-
uation. There is an important difference between this norm and the classical
notion of the norm. In these settings we can take out the valuation of a
scalar from the norm, which does not equal the standard absolute value in
general. Therefore the usual arguments don’t work, or we have to modify
them to work.

1.2 CAUCHY EQUATION

Here we investigate the elementary problem of the stability theory, that is
the stability of the Cauchy equation. Our main result is the following:

THEOREM. Let (X,|| ||1) be a normed space over a field F of char-
acteristic zero with a valuation | |p, (Y,| |l2) be a Banach space over a
field K of characteristic zero with a valuation | |k, « be a real number and
H : [0, 00[x[0, 00[— [0,00[ be a function, which is homogeneous of order «.
If the function f : X — 'Y satisfies the inequality

1z +y) = @) = fFW)ll2 < Kzl llyll)

and there exists a positive integer | such that |l|% # ||k, then there exists a
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unique additive function g : X — 'Y for which

S (ke 1)

k= «
|2 < WH%IM (z € X),
T

1/ (2) = g(x)

and
9(@) = lim —f (") (ze X),

n—oo 7"

where r € {l,%} has the property |r|% < |r|k. Moreover, if K = F, the
valuation | |p is non trivial, the field of rational numbers is dense in F with
respect to this valuation and for every x € X the mapping f, : t — f(tz)
(t € F) is bounded on an open ball of non zero center and positive radius,
then g 1is linear.

In the case H(t1,t2) = € (1Y + ) we improve the estimation for the point-
wise distance of the original function f and the approximating function g,
and we prove the converse of the stability theorem.

1.3 RING HOMOMORPHISMS

By using the result from the previous section, we are able to prove the sta-
bility of ring homomorphisms.

THEOREM. Let (X, || |l1) be a normed algebra over a field F' of charac-
teristic zero with a valuation | |g, (Y, || ||2) be a Banach algebra over a field
K of characteristic zero with a valuation | |k, «, (8 be real numbers, € > 0
and H : [0, 00[x [0, 00[— [0, 00] be a function, which is homogeneous of order
a. Let us suppose that there exists an v € Q\ {0} such that |r|% > ||k,
P2 > |k or |r|% < |7k, |rls < |r|k. If the function f: X — Y satisfies

1z +y) = f(2) = F)ll < H({zll, lyllh)

and
I1f(zy) = F@) f W)z < el [yll]

for every x,y € X, then there exists a unique ring homomorphismg: X — Y

for which
[f(x) = g(x)lla < ofl=[lT (z € X)

with some 6 € R. Furthermore, we have

9@)(fly) —9w) = (f(z) —g(x)gly) =0 (z,y € X).
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If we have an x € X for which the element g(z) is not zero divisor in Y,
then, from last statement of the theorem we get that f is a ring homomor-
phism. Supposing some further condition we can prove that the function g
is an algebra homomorphism too.

1.4 MONOMIAL EQUATION

In this section we deal with the monomial functional equation

Ajg(x) =nlg(y)

where n € N. Obviously, this equation involves the Cauchy equation (n =
1) and the quadratic equation (n = 2) too. After proving two lemmas,
which help us to show the existence and the uniqueness of the approximating
function, we formulate our stability theorem for the monomial equation.

THEOREM. Let (X, |1) be a normed space overt a field F of char-
acteristic zero with a valuation | |p, (Y,| |l2) be a Banach space over a
field K of characteristic zero with a valuation | |k, « be a real number and
H : [0, 00[x[0, 00[— [0,00[ be a function, which is homogeneous of order .
If the function f : X — Y satisfies the inequality

(1) 1Ay f (@) = nlf(y)lla < Kl [[yll2)

and there exists a positive integer | such that |l|% # ||%, then there exists a
unique monomial function g : X —'Y for which

1f(2) = g@)l2 <6lllf (x € X)

for some & € R, which depends on I.

Again, we deal with the case H(t1,t2) = € (t{ +t3) in detail.

Next we investigate the homogeneity of the approximating monomial
function g. For this purpose we formulate a regularity theorem for n-additive
functions. Next we show the following:

THEOREM. Let F' be a field of characteristic zero with some non trivial
valuation | |p such that Q is dense in F' with respect to this valuation. Let
(Y|l I|) be a normed space over F. Moreover assume that g : F — Y is a
monomial function of degree n. If g is bounded on some open ball of positive
radius, then g is of the form g(t) = t"g(1).
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Now we are able to formulate the stability theorem concerning the mono-
mial equation in a new form, where we guarantee the n-homogeneity of the
approximating function g.

THEOREM. Let F' be a field of characteristic zero with some non-trivial
valuation | |p such that Q is dense in F' with respect to this valuation. Let
(X, ]| |lh) be a normed space over F and (Y, || ||2) be a Banach space over F.
If the function f satisfies (1), for every x € X the mapping f. : t — f(tzx)
(t € F) is bounded on an open ball of non-zero center and positive radius
and there exists a positive integer | such that |l|% # |l|, then there exists a
unique monomial function g : X — Y which

1f(z) = g@)l2 < 6fll7 (v € X)

for some 6 € R, which depends on l. Moreover the function g is homogeneous
of order n.

1.5 FRECHET EQUATION

In the last section of the first chapter we investigate the stability of the
Fréchet equation

Ay1,y27---7yng(x) =0

where n € N and n > 2. After establishing some lemmas we are able to
formulate the main result:

THEOREM. Let (X, || ||1) be a normed space over a field F of characteristic
zero with a valuation | |p and (Y,|| ||2) be a Banach space over a field K of
characteristic zero with a valuation | |rk. Suppose that the function f : X —
Y satisfies the inequality

18k f@)l2 < ellz MR llF - MallS (2R B € X)
or some real numbers o and (3. ere exists a positive integer | such tha
[ b dp. If th St itive int [ h that
U > e, [HF >l or U5 < Uk, [HF <[l

then there exist symmetric, k-additive functions Gy, : X* — Y (1 <k<
n — 1), for which the following statements hold:
If B # 0, then
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where Gj(z) = Gi(z, ..., x), so [ is a generalized polynomial of degree n— 1.
If 6 =0, then

Hf(w) CHO0) - Y Giw)

<edn(l,a)|zfli™  (z € X),

2

where
-1

_IME on(l,0) = (1, Haz (z —a) (n>2).
e — 122

This theorem is an absolutely new result even if we consider real normed
spaces, although there was an attempt to prove similar results (see [BI99]).

Unfortunately, the right-hand side of the stability inequality is not so
general, as in the previous results. It is an open problem to verify the sta-
bility of the Fréchet equation when the error is estimated by an arbitrary
homogeneous function of order a. The stability of the polynomial functional
equation A7 f(x) = 0 should also be the subject of further investigations.

2 STABILITY IN GROUPOIDS

2.1 BASIC CONCEPTS

In the second chapter we simply work in sets or in groupoids, which are
nonempty sets with a binary operation. We say that the groupoid (X, o) is
[-power-symmetric (I > 2 is a given integer) if (zoy)! = z'oy! for all x,y € X
(if L = 2, we also use the term square-symmetric). Obviously, commutativity
together with associativity implies [-power symmetry for all integers [ > 2.
However, power-symmetry implies neither commutativity nor associativity.
The power of an element x € X is defined by the recursion z' = z and
oFtt = 2F oz (k € N). We will use the power function ¢, (z) := 2! (z € X).

Let H be a nonempty set. If we have a function ¢ : H — H, then for
a non negative integer n, we denote the n-th iterates of ¢ by ¢". If ¢ is
invertible, then we denote the n-th iterate of ¢! by ¢~". By definition, the
function ¢ is the identical function.

If (X,d) is a metric space and ¢ : X — X is a function, we define the
modulus of uniform continuity of ¢ by

o1 10,00] = [0,00],  wy(t) :=sup {d(p(x),0(v))|r,y € X, d(x,y) <t}
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and the Lipschitz modulus of ¢ by

d(e(x), o(y))

d(x,y

Lipgp-sup{ x,yEX,x#y}.

2.2 FUNCTIONAL EQUATIONS IN A SINGLE VARIABLE

Let X be a nonempty set, (Y, d) be a metric space, and 7 : X — [0,00[ be a
given function. We investigate the single variable functional equation

(2) g(w) =togop() (veX),

where the functions ¢ : X — X, ¢ : Y — Y are fixed and g : X — Y is
unknown.
Let us consider a function f : X — Y, for which the inequality

(3) d(f(z),do fop(x)) <v(z)  (z€X)
is satisfied. We try to find the answers for the following questions:
1. When does the iteration
(4) 9o=1, Gnr1=1vognop (n€N)
converge?

2. For which functions ¢ : X — [0, oo[ does the inequality

4 (f@), Jm g.(2)) <) (€ X)
hold?

3. When does the function g(z) = lim g,(z) solve equation (1)?

4. Is there any other solution h : X — Y of (1), for which d(f(z),h(z))
can be majorized by §(z)?

The first important result concerning this questions is the following:
THEOREM. Suppose that the function v is continuous and f : X — Y
is a solution of the inequality (2). Let us denote the modulus of uniform
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continuity of ¢ by wy. If the iteration defined in (4) is convergent for all
x € X, then the function

g(x) = lim ¢"o fop™(z)  (ve€X)
is a solution of (2), for which
d(g(x), f(z)) <d(z) (€ X).

for all solutions 0 of inequality

() 0(x) = y(x) +wy 06 0 p(x).

We see, that every solution of inequality (5) is an upper estimate for the
pointwise distance of the original function f and the approximating func-
tion g. The next theorem gives sufficient conditions for the convergence of
iteration (4) and also gives a new upper bound for the distance of f and g.

THEOREM. Suppose that'Y is a complete metric space and v is continu-
ous. If the function f: X — Y is a solution of the functional inequality (3)
and

x(x) = wa oyopl(z)<oo  (ze€X),

then iteration (4) is convergent, the function g(x) = lim g,(z) is a solution
n—oo

of (2) and
(6) d(f(z),g(x)) < x(x) (v €X).

The completeness of Y and also the convergence of x(x) is not necessary
for the convergence of (4), therefore the conditions of the previous Theorem
are weaker, than the conditions of this Theorem. Moreover, there could exist
solutions of (5) which are better upper bounds than x(z) for the distance
A(f(2). 9(2)).

In addition, if we suppose the existence of a og-subadditive function x, for
which x(t) > wy(t) (t > 0) and the series

Z/ﬁj oo gpj(x)
=0

is convergent for all z € X, then we get, that g is the only solution of (2),
for which inequality (6) holds.
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2.3 CAUCHY EQUATION

Let (X,¢) and (Y, %) be groupoids. The Cauchy equation concerning these
general structures is the functional equation

(7) glroy)=g(x)xg(y)  (v,y € X).

In the rest of this section we look for conditions to give affirmative answer for
the stability of the Cauchy equation by using the results from the previous
section. For example, if the right-hand side of our stability inequality is
constant, then we have the following:

THEOREM. Let (X,©) be l-power-symmetric groupoid uniquely divisible
by I, (Y,*,d) be l-power-symmetric complete metric groupoid and suppose
that

L= ZLipcpiJ < 00.
j=0

If € is a non-negative real number and the function f : X — Y satisfies
d(f(zoy), flz)* fy) <e  (z,y€X),
then there ezists a solution g : X — 'Y of (7) for which
i(g(x), (@) < LU - e (€ X)
and g has the form
g(z) = lim @0 fop j(x)  (ve€X).

Moreover, g is the only solution of (7) for which d(f(x), g(z)) is bounded.

2.4 OTHER FUNCTIONAL EQUATIONS IN SEVERAL VARIABLES

In this section we prove the following general stability theorem:

THEOREM. Let X be a nonempty set with binary operations o1, ..., <o,
(Y,d) be a complete metric space and € > 0. Suppose that ¢ : X — X,
V:Y =Y, f: X =Y and F:Y* — [0, 00| are functions such that ¢ is an
endomorphism under o1, ...,0, F is continuous and the properties

L= iLipw” < 00,
n=0
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d(f(z), Yo fop(x) <e (ze€X),
F@"(y1), ..., ¥ () < LipY"F(y1, .., Yk) meN, y,...,yxn €Y)

and

SIIE%F(f(mOIy)?"wf(woky))<OO

are valid. Then there exists a function g : X — Y which solves the functional
equation

(8) F(g(xory),...,g9(xory)) =0  (z,y€X)

and satisfies the inequality

d(f(z),g9(z)) < Le (x € X).

The functional equation (8) involves several well-known functional equa-
tions. As an application, in the dissertation we deduce a stability theorem
for the generalized monomial functional equation.

2.5 AN EXAMPLE, WHEN THE HYERS METHOD DOES NOT
WORK

We investiate the functional equation

(9) o(55L) = Vollgly)  (eyem),

where H is a midpoint-convex set of a linear space over the field of rational
numbers. Observe that, with the notations
r+y

5 and rxy = Yy,

the structures (H,¢) and ([0,00],*) are square-symmetric groupoids and
functional equation (9) is just the Cauchy equation on these structures. Sup-
posing a certain openness property of H, we prove the stability of equation
(9) with a special technique. We also show, that the stability cannot be
proved via the iterative method. Several authors have used this procedure
to prove the stability of the Cauchy equation (and also other equations) in
different settings. We have used this method in the previous sections as well.
Now, in the view of this result we can say that the direct method works for
the Cauchy equation in general but does not always work.

TOY =
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